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Pio Ferreira e ao Prof. Dr. Rafael Alves Bonfim de Queiroz pela disponibilidade e

solicitude em compor a banca examinadora, a todos os amigos, colegas e professores
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e cidade B (à dir.) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

5 Ajuste para a população de mosquitos machos: 15◦C - cidade A (à esq.)
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RESUMO

Neste trabalho, apresentamos uma estratégia para estimação de

parâmetros de um modelo matemático não-linear de equações diferenciais ordinárias,

que descreve a dinâmica populacional de mosquitos da Dengue, para o qual há dados

dispońıveis para as fases aquática e alada. Para estimar um conjunto de parâmetros

biológicos desconhecidos, uma função custo envolvendo tais parâmetros é minimizada

por meio do método Levenberg −Marquardt (LM). O principal interesse foi ajus-

tar o modelo aos dados levando em conta os parâmetros estimados. Os resultados

das simulações numéricas mostram a eficácia da técnica de estimação de parâmetros

acoplada ao LM . A comparação entre a solução numérica e os dados comprova a

eficiência do código no ajuste dos dados, consonante com estimativas apresentadas

na literatura.
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SUMMARY

In this work we describe a study of parameters estimation technique

applied to nonlinear model of ordinary differential equations. This model descri-

bes the population dynamics of dengue mosquitoes where the data about water and

winged phases are available. In particular, we are interested in estimate a set of

unknown biological parameters. For this purpose a cost function involving the pa-

rameters to be estimated was defined. To minimize this function a routine based on

Levenberg −Marquardt (LM) algorithm was developed. Our main aim was to fit

the model to the data taking into account the parameters estimated. The results

from numerical simulations show effectiveness of parameters estimation technique

coupled with LM algorithm. The comparison between numerical solution and avai-

lable data demonstrates the efficiency of code in data fit. Our estimates are according

to estimates exhibited in literature.



1 INTRODUÇÃO

Equações Diferenciais Ordinárias (EDO) são amplamente utilizadas

em modelagem de processos dinâmicos em diversas áreas tais como qúımica, f́ısica

e biologia. Atualmente, devido ao crescente desenvolvimento e disponibilidade de

computadores com alto poder de processamento, os cientistas são capazes de utilizar

modelos cada vez mais complexos no estudo de problemas reais.

Entender sistemas biológicos através de modelos matemáticos é uma

tarefa dificultada pelo fato de que os parâmetros presentes nem sempre são conheci-

dos ou estão dispońıveis.

Os desafios relacionados à estimação de parâmetros em EDOs são nu-

merosos (Press et al., 1992; Ramsay et al., 2007; Wang, 2012). Um dos mais impor-

tantes é a presença inevitável e impreviśıvel de rúıdo, o qual pode ser definido como

um exemplo em um conjunto de dados que aparentemente é inconsistente com os

demais, pois não segue o mesmo padrão, devido a erros de medições, falhas huma-

nas ou dos equipamentos utilizados, dentre outras razões (Libralon, 2007). Alguns

parâmetros são tão senśıveis a rúıdos que têm sua estimação dificultada ou até mesmo

impossibilitada. Outra dificuldade resulta da não linearidade dos modelos de EDO

mais relevantes, o que dificulta a adoção da maioria das técnicas de otimização. To-

dos os métodos para estimação de parâmetros envolvem uma interação entre uma

simulação numérica de trajetória de EDOs e uma técnica de otimização global ou

essencialmente local (Wang, 2012).

Podemos mencionar vários exemplos de aplicações da técnica de es-

timação de parâmetros em problemas envolvendo dados experimentais reais ou ar-

tificiais. Ayoub et al. (2014) utilizam-na para estimar parâmetros relacionados à
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proliferação de células T em condições de linfopenia, tais como velocidade média

de CD44 (ant́ıgeno envolvido em interações célula-célula, migração e adesão celular)

na superf́ıcie, taxas de recrutamento (transição das células para o estado prolifera-

tivo) e divisão, em um modelo de equações diferenciais parciais, a partir de dados

reais provenientes de experimentos laboratoriais com ratos. Boyadjiev & Dimitrova

(2005) propuseram um novo algoritmo para minimizar funções de mı́nimos quadra-

dos empregando dados artificiais gerados por funções randômicas. Yang et al. (2009)

estimam vários parâmetros entomológicos do ciclo de vida do Aedes aegypti em um

modelo de EDO’s, tais como tempo médio de sobrevivência e taxas de mortalidades

e de transição (de um estágio a outro). Baker et al. (2010) comparam quatro algorit-

mos de otimização global trabalhando com dados de modelos metabólicos cinéticos

e um modelo não linear de EDO.

Utilizando especificamente o método Levenberg-Marquardt na técnica

de estimação temos: Madsen et al. (2004), em um modelo de uma equação exponen-

cial com dois parâmetros e para o problema de Powell; da Silva (2010), para modelos

compartimentais utilizados em tomografia por emissão de pósitrons; dentre outros

(Gavin, 2013; Golsorkhi & Tehrani, 2014; Cho & Y.Kwon, 1999).

O principal fator motivante para realizar este estudo foi a pouca quan-

tidade de trabalhos abordando a estimação de parâmetros entomológicos para o pro-

blema biológico em dengue e a utilização do Levenberg-Marquardt para estimação de

parâmetros em sistemas de EDO’s, bem como pela grande importância desta técnica

quando se tem dados dispońıveis (Ayoub et al., 2014).

A dengue é uma doença febril de infecção viral presente sobretudo

em regiões de clima tropical e subtropical, cujas condições ambientais, associadas

a outros fatores tais como condições socioeconômicas desfavoráveis, processo de ur-

banização, ambientes domésticos e falta de gestão eficaz em termos de poĺıtica de

governo e saúde pública com esforços em controle, favorecem o desenvolvimento dos

mosquitos transmissores (FUNASA, 2001). Cerca de 50 milhões de pessoas são in-

fectadas a cada ano e aproximadamente 2,5 bilhões de pessoas vivem em páıses onde
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há dengue endêmica (WHO, 2009).

O v́ırus é composto de uma cadeia simples de RNA compreendendo

4 sorotipos (DEN-1 a DEN-4), estreitamente relacionados, e pertence ao gênero

Flavivirus, famı́lia Flaviridae (WHO, 2009).

Os sorotipos são transmitidos aos humanos através de picada de mos-

quitos Aedes infectados, principalmente o Ae. aegypti. O Ae. albopictus é vetor

natural da dengue em áreas rurais, suburbanas e urbanas da Ásia e, apesar de ser

encontrado no Brasil, não há veiculação comprovada do v́ırus (Consoli & Oliveira,

1994). Além destas duas espécies bem estabelecidas, há também o Ae. polynesiensis

(na Polinésia Francesa, Ilhas Cook, e Ilhas Wallis e Futuna), Ae. scutellaris (na

Nova Guiné), Ae. hensilli nos Estados Federados da Micronésia e os Ae. furcifer e

Ae. luteocephalus na África ocidental (WHO, 2012).

O Ae. aegypti se encontra amplamente distribúıdo no mundo, prin-

cipalmente entre as latitudes 35◦N e 35◦S (WHO, 2009), como pode ser visto na

Figura 1. Esses limites correspondem a uma isotermia de inverno de 10◦C. A espécie

já foi encontrada a 35◦N, entretanto, as invasões se deram em meses mais quentes e

os mosquitos não sobreviveram aos invernos. Além disso, por causa da temperaturas

mais baixas, é incomum sua presença acima de 1000 metros de altitude. Seu ciclo

de vida contém quatro estágios: ovo, larva, pupa e adulto (ver Figura 2). Os três

primeiros se desenvolvem em habitats com água, embora os ovos possam sobreviver

vários meses na sua ausência, principalmente em recipientes artificiais intimamente

associados com habitações humanas. Estudos sugerem que as fêmeas, responsáveis

pela transmissão do v́ırus, podem passar toda sua vida dentro ou no entorno de

residências. Isto sugere que o v́ırus se move mais rapidamente entre e por meio de

comunidades do que através dos mosquitos (WHO, 2009).
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Figura 1 - Páıses/áreas de risco de transmissão da dengue, 2008. Fonte: WHO (2009)

Figura 2 - Estágios do ciclo de vida do Aedes aegypti. Fonte:

http://catequizzar.blogspot.com.br/2012/11/utilidade-publica 12.html.

Acessada em 04/01/2016.

Após um peŕıodo de incubação de 4 a 10 dias, a infecção por qual-

quer um dos quatro sorotipos de v́ırus pode produzir um largo espectro de sintomas,

embora a maioria das infecções sejam assintomáticas ou subcĺınicas. A infecção
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primária induz ao longo da vida imunidade ao sorotipo infectante. Os indiv́ıduos

que sofrem de uma infecção estão protegidos contra a doença cĺınica com um soro-

tipo diferente dentro de 2 a 3 meses a contar da infecção primária, mas com nenhuma

imunidade cruzada protetora a longo prazo (WHO, 2009). Há dois tipos de dengue

clinicamente diagnosticados: a dengue clássica e a dengue hemorrágica. Na clássica,

a primeira manifestação é a febre, geralmente alta (39◦C a 40◦C), de ińıcio abrupto,

associada a cefaléia, prostação, mialgia, artralgia, dor retroorbitária, exantema ma-

culopapular acompanhado ou não de prurido. Anorexia, náuseas, vômitos e diarréia

podem ser observados. No final do peŕıodo febril, podem surgir manifestações he-

morrágicas como epistaxe, petéquias, gengivorragia, metrorragia e outros. Em casos

mais raros podem existir sangramentos maiores como hematêmese, melena ou he-

matúria. As manifestações cĺınicas iniciais da dengue hemorrágica são as mesmas

descritas para a dengue clássica, até que ocorra a defervescência da febre, entre

o terceiro e o sétimo dias e a śındrome se instale. Evidencia-se o surgimento de

manifestações hemorrágicas espontâneas ou provocadas, trombocitopenia (plaquetas

< 100.000/mm3) e perda de plasma para o terceiro espaço (Funasa, 2002).

Os seres humanos são os principais hospedeiros na propagação do v́ırus.

O v́ırus circulante no sangue de humanos infectados é ingerido por mosquitos fêmeas

durante a alimentação. Após um peŕıodo de 8 a 12 dias de incubação, a fêmea já

está apta a transmiti-lo (FUNASA, 2001).

O problema da dengue é objeto de intensa pesquisa em todo o mundo.

Entretanto, não obstante os esforços, o conhecimento que possibilita aprimoramento

e progresso no desenvolvimento de novas ferramentas e estratégias para prevenção

da dengue está até agora distante do ideal (Teixeira et al., 2009).

No caṕıtulo 2, descrevemos o modelo matemático e os dados reais

biológicos adotados nas simulações numéricas. No caṕıtulo 3, detalhamos a técnica

de estimação de parâmetros e o método de Levenberg-Marquardt. No caṕıtulo 4, apre-

sentamos e discutimos os resultados comparando-os com dados numéricos presentes

em outros trabalhos da literatura. No caṕıtulo 5, delineamos as conclusões.



2 MODELAGEM DO PROBLEMA

2.1 Modelo matemático

A dinâmica populacional de mosquitos da Dengue pode ser represen-

tada pelo sistema não linear de EDO’s (1), baseado no modelo apresentado em Thomé

et al. (2010), cujas variáveis de estado e parâmetros estão descritos nas Tabelas (1) e

(2), respectivamente. Neste modelo, o ciclo de vida do mosquito foi considerado como

sendo dividido em duas fases: a aquática, quando os mosquitos estão nos estágios

de ovo, larva e pupa; e a terrestre, quando os mosquitos estão no estágio adulto. O

tamanho da população de mosquitos na fase aquática no tempo t é denotado por

A(t). Os mosquitos da fase aquática passam para a fase terrestre a uma taxa per

capita γ, com proporção r de fêmeas e (1− r) de machos. A população de mosquitos

da fase terrestre foi dividida em três compartimentos: fêmeas não fertilizadas, I; ma-

chos naturais, M ; e fêmeas fertilizadas, F . A taxa de acasalamento entre os insetos

é dada por β, C é a capacidade de suporte relacionada à quantidade de nutrientes

e espaço dispońıvel e ϕ é a taxa de oviposição per capita. As taxas de mortalidade

dos mosquitos da fase aquática, fêmeas não fertilizadas, fêmeas fertilizadas e machos

são dadas respectivamente por µA, µI , µF e µM .



dA

dt
= ϕ

(
1− A

C

)
F − (γ + µA)A

dI

dt
= rγA − (βM + µI)I

dF

dt
= βIM − µFF

dM

dt
= (1− r)γA − µMM

(1)
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Tabela 1: Variáveis de estado do tamanho das populações de mosquitos no tempo t.

A(t) fase aquática

I(t) fêmeas não-fertilizadas

F (t) fêmeas fertilizadas

M(t) machos (naturais)

Tabela 2: Parâmetros para o modelo (1).

Parâmetro Descrição Unidade

γ taxa de transição para a fase adulta dias−1

β taxa de acasalamento (mosquitos× dias)−1

r proporção de fêmeas −

(1− r) proporção de machos −

µA mortalidade-fase aquática dias−1

µI mortalidade-fêmeas não fertilizadas dias−1

µF mortalidade-fêmeas fertilizadas dias−1

µM mortalidade-machos dias−1

ϕ taxa de oviposição per capita dias−1

C capacidade de suporte mosquitos−1

O modelo matemático (1) foi alterado de modo a melhor corresponder

à dinâmica populacional dos mosquitos e, principalmente, atender às caracteŕısticas

dos dados dispońıveis. Dessa forma, seguem as modificações realizadas:

1. suprimir a equação relativa a fêmeas não fertilizadas (I), visto que nos dados

da população de mosquitos fêmeas não há discriminação entre fertilizadas ou

não fertilizadas. Além disso, este estágio, na prática, ocorre de forma muito

rápida, isto é, as fêmeas imaturas (I) logo se tornam fêmeas fertilizadas (F ), e

portanto pode ser desprezado;

2. como consequência da alteração anterior, os parâmetros r, γ, β e µI deixam de

existir em todas as equações do sistema;
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3. o fato de que os ovos colocados pelas fêmeas eram retirados ao final de cada

dia dos experimentos ocasionou uma última remoção: a do parâmetro µA.

Por fim, o modelo matemático resultante, a partir das modificações

efetuadas, é dado por: 

dA

dt
= ϕ

(
1− A

C

)
F

dF

dt
= −µFF

dM

dt
= −µMM

(2)

A seguir, descrevem-se os dados biológicos utilizados neste estudo para

estimação dos parâmetros C, µF e µM do modelo (2).

2.2 Dados biológicos

Os dados se referem às variáveis de estado A, F e M e à taxa de ovi-

posição per capita ϕ em diferentes temperaturas - 15◦C, 20◦C, 25◦C e 30◦C, ao longo

de um determinado tempo. Não foi concedida autorização da equipe responsável

pela coleta para publicá-los e, portanto, os nomes fict́ıcios de cidade A e cidade B

indicam às cidades onde foram realizados os experimentos, ambas pertencentes ao

estado de São Paulo. Um total de 100 mosquitos do sexo feminino e 30 do sexo

masculino recentemente emergidos foram colocados numa gaiola contendo um vidro

âmbar com um papel de filtro para postura de ovos. No interior da gaiola, o ali-

mento necessário (água com mel) estava dispońıvel ad libitum, e uma vez por dia,

os mosquitos recebiam uma farinha de sangue de um rato imobilizado de forma a

permitir o desenvolvimento dos ovos fertilizados. Todos os dias contavam-se os ovos

postos no papel de filtro substituindo-o em seguida. O número de sobreviventes de

machos e fêmeas também foi registrado diariamente.

No caṕıtulo 4, os resultados numéricos obtidos neste trabalho são com-

parados com os dados biológicos coletados conforme explanação anterior.



3 ESTIMAÇÃO DE PARÂMETROS

3.1 Definição matemática do problema

A técnica de estimação de parâmetros é apresentada frequentemente

na literatura como um problema de otimização sobre uma função objetivo na forma

de mı́nimos quadrados (Ayoub et al., 2014; Gavin, 2013; Madsen et al., 2004; Press

et al., 1992). Em tais problemas, havendo um conjunto de dados dispońıveis, escolhe-

se um modelo matemático e busca-se minimizar a soma dos quadrados das distâncias,

denominadas reśıduos, entre cada um dos pontos dados e a curva ajustada.

Matematicamente, um problema de mı́nimos quadrados pode ser definido da seguinte

forma (Madsen et al., 2004):

Considere p ∈ Rn tal que p = [p1, p2, ..., pn].

Dada uma função vetorial w : Rn → Rm com m ≥ n, quer-se minimizar ∥ w(p) ∥

ou, equivalentemente, encontrar p∗ = mı́nimo local para W (p), em que

W (p) =
1

2
∥ w(p) ∥2= 1

2
wT(p)w(p) =

1

2

m∑
i=1

(wi(p))
2, (3)

em que ∥ . ∥ é a norma euclidiana e w(p)T a transposta de w(p).

Se houver linearidade em relação às componentes do vetor p, diz-se que

se tem um problema de mı́nimos quadrados lineares, caso contrário, não lineares. Em

nosso trabalho, estamos lidando com o segundo caso e existem vários métodos para

resolvê-lo (Madsen et al., 2004), dentre os quais optamos pelo método de Levenberg-

Marquardt (LM) (Levenberg, 1944; Marquardt, 1963). As razões para tal escolha se

encontram ao final da próxima seção, na qual apresentamos a fundamentação teórica

do método LM.
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3.2 Método de Levenberg-Marquardt

O método de Levenberg-Marquardt é um método de otimização utili-

zado para resolver problemas de mı́nimos quadrados não lineares (Cho & Y.Kwon,

1999; Gavin, 2013; Madsen et al., 2004; Press et al., 1992). É fruto de um aper-

feiçoamento do método de Gauss-Newton que, por sua vez, consiste em uma modi-

ficação do método de Newton. Foi proposto por Marquardt (1963), relacionado a

uma sugestão publicada por Levenberg (1944). Assim como os métodos de Newton e

Gauss-Newton, o LM é um método iterativo, caracteŕıstica esta inerente a métodos

de otimização não linear. Isto significa que, dado um ponto inicial p0, o método

produz uma sequência de vetores p1,p2,p3... que espera-se que convirja para p∗,

mı́nimo local da função a ser ajustada.

O método de Newton baseia-se no seguinte fato: se p∗ é um ponto

cŕıtico da função W (ver igualdade 3), então a derivada primeira de W em p∗ se

anula, isto é, W ′(p∗) = 0. Expandindo-se W em série de Taylor de 2 aordem, tem-se:

W (p+ h) = W (p) +W ′(p)h+O(∥ h ∥2)

≈ W (p) +W ′(p)h, (4)

para valores pequenos de ∥ h ∥2, sendo h ∈ Rn.

Derivando-se uma vez ambos os membros da equação (4) em relação a

p, obtém-se:

W ′(p+ h) = W ′(p) +W ′′(p)h. (5)

Quando p+ h = p∗, W ′(p+ h) = 0 e então:

0 = W ′(p) +W ′′(p)h (6)

W ′′(p)h = −W ′(p). (7)

Portanto, a direção de busca do método de Newton hnewton é obtida

através da resolução do seguinte sistema de equações vetoriais:

Hhnewton = −W ′(p), (8)
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em que H = H(p) = W ′′(p) é a matriz Hessiana da função w dada por:

H =



∂2w

∂p1p1

(p)
∂2w

∂p1∂p2

(p) . . .
∂2w

∂p1∂pn

(p)

∂2w

∂p2∂p1

(p)
∂2w

∂p2∂p2

(p) . . .
∂2w

∂p2∂pn

(p)

...
...

. . .
...

∂2w

∂pn∂p1

(p)
∂2w

∂pn∂p2

(p) . . .
∂2w

∂pnpn

(p)


n×n

Após calcular a direção do passo hnewton, atualiza-se o valor de p fa-

zendo a atribuição:

p← p+ hnewton.

Como alternativa ao método de Newton, desenvolveram-se os métodos

Quasi-Newton, que utilizam aproximações para a matriz Hessiana, devido a grande

complexidade em avaliá-la, dentre eles o Gauss-Newton e o Levenberg-Marquardt. O

método deGauss-Newton se baseia em aproximações para os valores das componentes

de w em uma vizinhança de p. Da expansão em série de Taylor de 2 aordem, tem-se

que:

w(p+ h) ≈ l(h) ≡ w(p) + J(p)h, (9)

onde J ∈ Rm×n é a matriz Jacobiana da função vetorial w:

J =



∂w1

∂p1

∂w1

∂p2

. . .
∂w1

∂pn
∂w2

∂p1

∂w2

∂p2

. . .
∂w2

∂pn
...

...
. . .

...
∂wm

∂p1

∂wm

∂p2

. . .
∂wm

∂pn


m×n

Para W , a expansão efetuada em (9) é W (p + h) ≈ L(h) ≡ W (p) +

J(p)h e utilizando a igualdade (3) temos que:

L(h) ≡ 1

2
l(h)Tl(h)

(10)
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Substituindo (9) em (10) obtém-se:

L(h) =
1

2
(w + Jh)T(w + Jh)

=
1

2
(wT + hTJT)(w + Jh)

=
1

2
(wTw + wTJh+ hTJTw + hTJTJh)

=
1

2
(wTw + 2hTJTw + hTJTJh)

=
1

2
wTw + hTJTw +

1

2
hTJTJh

= W (p) + hTJTw +
1

2
hTJTJh (11)

em que w = w(p) e J = J(p).

Derivando uma e duas vezes ambos os membros da equação (11), em

relação a h, obtemos o gradiente e a matriz Hessiana de L:

L′(h) = JTw + JTJh (12)

L′′(h) = JTJ. (13)

Sabemos que se p+ h = p∗, W ′(p+ h) = 0. ComoW (p+ h) ≈ L(h),

L′(h) ≈ W ′(p+ h) = 0 e assim, da igualdade (12), a direção do passo no método de

Gauss-Newton hgn é obtida resolvendo-se o sistema de equações vetoriais:

(JTJ)hgn = −JTw. (14)

A atualização de p, após o cálculo de hgn, é dada por:

p← p+ hgn.

Assim como o método de Newton, o método de Gauss-Newton não

garante a existência da inversa da matriz Hessiana, a cada iteração, necessária para se

calcular a direção do passo hgn. A fim de eliminar tal entrave, o método de Levenberg-

Marquardt contém o termo λI adicionado à aproximação da matriz Hessiana no
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sistema de equações, em que I é a matriz identidade e λ é um escalar denominado

parâmetro de damping. Deste modo, o sistema de equações que fornece a direção do

passo hlm do método LM é dado por:

(JTJ + λI)hlm = −g, em que g = JTw e λ ≥ 0. (15)

Vejamos como o parâmetro λ influencia o comportamento do método:

i - Para ∀λ > 0, a matriz (JTJ + λI) é positiva definida, o que assegura que hlm

é sempre uma direção de descida (Marquardt, 1963);

ii - Para valores grandes de λ tem-se: hlm = −1

λ
g = −1

λ
W ′(p), ou seja, hlm é um

pequeno passo na direção de descida máxima , o que é bom se na iteração atual

se está longe da solução (Marquardt, 1963);

iii - Se λ é muito pequeno, então hlm ≃ hgn, que é um bom passo nos estágios finais

do processo iterativo de busca, quando p está próximo de p∗. Se W ′(p∗) = 0 (ou

muito pequeno), pode-se atingir convergência quadrática ou aproximadamente

quadrática.

A constatação de que o parâmetro λ influi tanto no tamanho como

na direção do passo explica o fato de que o LM dispensa o uso de métodos de

busca linear (Seber & Wild, 2003) a fim de determinar o tamanho de passo ideal.

A escolha do valor inicial de λ deve estar relacionada ao tamanho dos elementos da

matriz Hessiana aproximada calculada no “chute” inicial p0 , que aqui denotamos

por B0 = J(p0)
TJ(p0), definindo-se por exemplo:

λ0 = τ.max{b(0)ii }, com τ arbitrário,

em que b
(0)
ii corresponde aos elementos da diagonal principal da matriz B0 e τ é

arbitrário.

O algoritmo LM não é muito senśıvel à escolha de τ . Porém, como

regra geral, deve-se utilizar um valor pequeno como por exemplo τ = 10−6, caso se

acredite que p0 seja uma boa aproximação para p∗ ou, caso contrário, τ = 10−3
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ou ainda τ = 1. A atualização do valor de λ pode ocorrer durante as iterações e

está relacionada ao parâmetro ϱ, denominado gain ratio, o qual permite avaliar a

qualidade do modelo com o passo calculado e é dado pela razão entre o valor atual

da função e o valor da função com o decréscimo previsto:

ϱ =
W (p)−W (pnew)

L(0)− L(hlm)
, sendo hlm o passo do LM atual e pnew = p+ hlm.

O denominador representa o ganho previsto pelo modelo linear calcu-

lado como se segue:

L(0)− L(hlm) = W (p) + 0TJTw +
1

2
0TJTJ0− (W (p) + hT

lmJ
Tw +

1

2
hT
lmJ

TJhlm)

= −hT
lmJ

Tw − 1

2
hT
lmJ

TJhlm

= −1

2
hT
lm(2J

Tw + (JTJ + λI − λI)hlm)

= −1

2
hT
lm(2g + (JTJ + λI − λI)hlm)

=
1

2
hT
lm(λhlm − g).

Tanto hT
lmhlm como ht

lm são positivos, implicando que (L(0)−L(hlm))

garantidamente é sempre positivo. Um grande valor de ϱ indica que L(hlm) é uma

boa aproximação para W (p+h) e pode-se diminuir λ de modo que o próximo passo

do LM se aproxime do passo do Gauss-Newton. Se ϱ é pequeno (talvez até negativo),

então L(hlm) é uma aproximação muito pobre e deve-se aumentar λ com o duplo

objetivo de aproximar-se da direção de máxima descida e reduzir o comprimento do

passo.

A atualização de λ se dá pela seguinte regra (Madsen et al., 2004):

Se ϱ > 0,

λ = λ.max{1
3
, 1− (2ϱ− 1)3}; ν = 2

Caso contrário

λ = λν; ν = 2ν.

O fator ν é inicializado com valor 2.

Nas estimativas, testamos outras duas formas de atualização do

parâmetro λ:
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i - a originalmente proposta por Marquardt (1963):

Se ϱ < 0, 25,

λ := 2λ

Caso contrário e se ϱ > 0, 75

λ :=
λ

3
;

ii - a proposta por Press et al. (1992):

Se ϱ > 0,

λ := 10cλ

Caso contrário

λ :=
λ

10c
c ∈ N.

Ambas se mostraram inferiores à proposta Madsen et al. (2004), con-

forme detalhamos no caṕıtulo 4.

Conforme sugerido por Madsen et al. (2004), o algoritmo é interrom-

pido caso algum dos critérios de parada a seguir seja satisfeito:

i - ∥ g ∥∞≤ ϵ1, em que ϵ1 é um pequeno número positivo arbitrário. Este critério

reflete o fato de que se p∗ é um minimizador global então W ′(p∗) = g(p∗) = 0;

ii - ∥ pnovo−p ∥≤ ϵ2(∥ p ∥ +ϵ2), com ϵ2 arbitrário. Sua relevância consiste em que

interrompe as iterações se a mudança em p é pequena. Esta expressão fornece

uma mudança gradual do tamanho relativo do passo ϵ2 quando ∥ p ∥ é grande

comparado ao tamanho absoluto do passo ϵ22 se p está perto de 0;

iii - k ≥ kmax, sendo kmax arbitrário. Como em todo processo iterativo, precisa-se

evitar um posśıvel laço infinito.
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Os últimos dois critérios são acionados quando por exemplo ϵ1 é tão

pequeno que os efeitos dos erros de arredondamento tem grande influência. Isto

tipicamente ocorrerá se houver pouca harmonia entre o ganho atual em W e o ganho

predito pelo modelo linear, (L(0)−L(hlm)), e resultará na diminuição de λ em todo

passo. A estratégia para aumentar λ implica que neste caso λ cresce rapidamente,

resultando em ∥ hlm ∥ pequeno, e o processo será interrompido por exceder kmax.

Como visto, o LM tem a capacidade de intercalar entre o método de

Gauss-Newton e o método do Gradiente (de máxima descida). O último é usado

longe do mı́nimo, alternando continuamente para o primeiro conforme o mı́nimo é

aproximado. O método de Gauss-Newton tem forte taxa de convergência perto do

mı́nimo, mas, como usa inversão de matrizes, pode obter matrizes não-singulares

e, neste caso, não há convergência para estimativas corretas dos parâmetros. Por

outro lado, o método do Gradiente tem taxa de convergência relativamente baixa

mas possui uma notável estabilidade e dispensa inversão de matrizes. O fato de

utilizar aproximações para a matriz Hessiana e o vetor gradiente, baseadas na matriz

Jacobiana da função de mı́nimos quadrados, torna o LM menos dispendioso do que

o algoritmo de Newton em termos de tempo computacional e armazenamento. Por

trabalhar muito bem na prática, o LM tem se tornado o padrão para rotinas de

mı́nimos quadrados não-lineares (Press et al., 1992; Seber & Wild, 2003).

A seguir, é apresentada a conceitualização matemática da técnica de

estimação de parâmetros.

3.3 Técnica de estimação de parâmetros

Originalmente, o método LM foi desenvolvido para uma única função

de mı́nimos quadrados não lineares. Neste trabalho, reconfigurou-se o método para

se trabalhar com soluções de sistemas de EDO’s. Num sistema, a solução de cada

equação é uma função da variável independente e a solução do sistema, como um

todo, é um vetor contendo todas estas soluções individuais. Portanto, a essência da

técnica aqui desenvolvida consiste em definir e minimizar, por meio do algoritmo do
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método LM adaptado, uma função de mı́nimos quadrados não lineares que relacione

tal vetor solução a dados dispońıveis, correspondentes respectivamente a cada solução

individual. Assim, baseando-se no conceito de estimação de parâmetros como um

problema de mı́nimos quadrados, descrito na Seção 3.1, a seguinte função custo foi

definida:

W (p) =
1

2
∥ w(p) ∥2= 1

2

m∑
i=1

(wi(p))
2 =

1

2

m∑
i=1

n∑
l=1

(Xl
i(p)−Xl

iobs)
2, (16)

em que:

• i corresponde ao i-ésimo dia de experimento e m ao último dia;

• wi(p)) =

√√√√ n∑
l=1

(Xl
i(p)−Xl

iobs)
2;

• Xi é a solução do modelo (2), ∀i = 1, · · · ,m;

• Xl
i é a l-ésima componente da solução Xi, l = 1, . . . , n, em que n;

• E = {Xiobs} é o conjunto de dados das observações experimentais, ∀i =

1, · · · ,m;

• Xiobs = [Aiobs, Fiobs,Miobs];

• Xl
iobs é a l-ésima componente do vetor Xiobs, l = 1, . . . , n;

• b é o vetor de parâmetros observados, ∀i = 1, · · · ,m;

Como Xi = [Ai, Fi,Mi] representa a solução do sistema (2),

estendendo-se a igualdade final de (16) obtém-se:

W (p) =
1

2

m∑
i=1

(Ai − Aiobs)
2 + (Fi − Fiobs)

2 + (Mi −Miobs)
2. (17)
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Para um determinado tempo computacional T , Xi = [Ai, Fi,Mi] foi

calculado resolvendo-se o seguinte modelo discreto:
Aj+1 = Aj + dtϕ

(
1− Aj

C

)
F j

F j+1 = F j − dtµFF
j

M j+1 = M j − dtµMM j

(18)

Na implementação numérica de (18), fez-se Aj = 0, para todo j =

0, ..., T − 1, pois, conforme mencionado no caṕıtulo 2, os ovos eram retirados da

gaiola a cada dia através da troca do papel de filtro.

O algoritmo do método LM convencional pode ser sumarizado como

segue:

Método de Levenberg-Marquardt

Passo 1 - Defina p = p0, k = 0, ν = 2, τ , ε1, ε2 e kmax.

Passo 2 - Calcule a matriz B = J(p)TJ(p) e o vetor g = J(p)Tw do sistema (15).

Passo 3 - Faça λ = τ.max{bii}.

Passo 4 - Faça k = k + 1.

Passo 5 - Se k ≥ kmax ou ∥ g ∥∞≤ ε1, vá para o Passo 9.

Passo 6 - Resolva (B + λI)hlm = −g obtendo o passo hlm.

Passo 7 - Se ∥ hlm ∥≤ ε2(∥ p ∥ +ε2), vá para o Passo 9.

Caso contrário,

faça pnew = p+ hlm e ϱ = (W (p)−W (pnew))/(L(0)− L(hlm)).

Passo 8 - Se ϱ > 0, faça p = pnew, atualize B e g e faça

λ = λ.max{1
3
, 1− (2ϱ− 1)3} e ν = 2.

Caso contrário,

faça λ = λν e ν = 2ν.

Retorne ao Passo 4.

Passo 9 - Retorne p.



19

A obtenção da matriz Jacobiana J(p) da função w(p), necessária para

se calcular a matriz Hessiana aproximada B e o vetor gradiente g nos passos 2 e

8 do método LM , foi obtida através do método de diferenças finitas - fórmula de

diferenças progressivas (Holmes, 2007), o qual pode ser descrito como:

∂wi

∂pl

≈ wi(p+ hei)− wi(p)

h
(19)

para todo i = 1, . . . ,m e l = 1, . . . , n, em que h é o tamanho do passo,

p = [p1, . . . , pn]
T e ei ∈ Rn×1 tal que ei1 = 1 e el1 = 0 ∀l ̸= i. Deste

fato, pode-se ver a associação do algoritmo acima com a função W (p), visto que

wi(p)) =

√√√√ n∑
l=1

(Xl
i(p)−Xl

iobs)
2.

Para o resolver o sistema de equações do Passo 6, utilizamos o método

direto de eliminação de Gauss devido à não complexidade das equações do sistema,

permitindo soluções mais precisas a despeito de posśıveis erros de arredondamento.

Além da sub-rotina (18), baseada em Diferenças Finitas Progressivas,

para se obter a solução do sistema (2) foram testadas duas outras sub-rotinas: uma

baseada em Diferenças Finitas Regressivas (Holmes, 2007) e outra no método de

Runge-Kutta 4a. Para a primeira, obtivemos resultados idênticos aos da sub-rotina

(18), já a estrutura do método de Runge-Kutta 4anão favoreceu a utilização dos

dados dispońıveis.

A seguir, são apresentados os resultados obtidos com a aplicação da

técnica aos dados dispońıveis.



4 RESULTADOS NUMÉRICOS

Com o intuito de verificar a aplicabilidade do código, baseado no al-

goritmo LM descrito e desenvolvido em linguagem C, foram realizados os testes

relacionados na Tabela abaixo para estimar-se p = (µF,C, µM). Utilizou-se um

Processador Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU Q9400 2.66GHz 2.67 GHz, memória

RAM de 4GB, com Sistema operacional Ubuntu 12.04 LTS. Ao final do presente

caṕıtulo, os resultados serão discutidos e comparados a outros exibidos na literatura.

PPPPPPPPPPPPPP
Cidade

Teste
1 2 3 4

A
15◦C 20◦C 25◦C 30◦C

B

Tabela 3. Testes considerados para estimação dos parâmetros p = (µF , C, µM) com

os dados dispońıveis sobre as populações A, F e M para as cidades A e

B a temperaturas de 15◦C, 20◦C, 25◦C e 30◦C.

As condições iniciais para todas as simulações, baseadas nos dados,

foram (A0, F0,M0) = (0, 100, 30) e dt = 1, τ = 10−3 e ε1 = ε2 = 10−8, exceto para a

simulação cidade A-25◦C para a qual tivemos (A0, F0,M0) = (0, 99, 30). Os valores

dos parâmetros estimados utilizados para gerar a curva ajustada se encontram na

Tabela 4.
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Teste 1: cidade A - cidade B - 15◦C

As Figuras 3 a 5 apresentam a solução do sistema (18) utilizando os

valores dos parâmetros estimados da Tabela 4 e os dados relativos às variáveis A, F

e M das cidades A e B, à temperatura de 15◦C.
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Figura 3 - Ajuste para a população de mosquitos da fase aquática: 15◦C - cidade A

(à esq.) e cidade B (à dir.)
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Figura 4 - Ajuste para a população de mosquitos fêmeas: 15◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)
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Figura 5 - Ajuste para a população de mosquitos machos: 15◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)

Teste 2: cidade A - cidade B - 20◦C

As Figuras 6 a 8 apresentam a solução do sistema (18) utilizando os

valores dos parâmetros estimados da Tabela 4 e os dados relativos às variáveis A, F

e M das cidades A e B, à temperatura de 20◦C.
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Figura 6 - Ajuste para a população de mosquitos da fase aquática: 20◦C - cidade A

(à esq.) e cidade B (à dir.)
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Figura 7 - Ajuste para a população de mosquitos fêmeas: 20◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)
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Figura 8 - Ajuste para a população de mosquitos machos: 20◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)

Teste 3: cidade A - cidade B - 25◦C

As Figuras 9 a 11 apresentam a solução do sistema (18) utilizando os

valores dos parâmetros estimados da Tabela 4 e os dados relativos às variáveis A, F

e M das cidades A e B, à temperatura de 25◦C.
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Figura 9 - Ajuste para a população de mosquitos da fase aquática: 25◦C - cidade A

(à esq.) e cidade B (à dir.)
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Figura 10 - Ajuste para a população de mosquitos fêmeas: 25◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)
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Figura 11 - Ajuste para a população de mosquitos machos: 25◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)

Teste 4: cidade A - cidade B - 30◦C

As Figuras 12 a 14 apresentam a solução do sistema (18) utilizando os

valores dos parâmetros estimados da Tabela 4 e os dados relativos às variáveis A, F

e M das cidades A e B, à temperatura de 30◦C.
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Figura 12 - Ajuste para a população de mosquitos da fase aquática: 30◦C - cidade

A (à esq.) e cidade B (à dir.)
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Figura 13 - Ajuste para a população de mosquitos fêmeas: 30◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)
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Figura 14 - Ajuste para a população de mosquitos machos: 30◦C - cidade A (à esq.)

e cidade B (à dir.)

A Tabela 4 apresenta os valores finais das estimativas para o vetor de

parâmetros p = (µF , C, µM).
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Tabela 4: Estimativas dos parâmetros

µF C µM

cidade A cidade B cidade A cidade B cidade A cidade B

15 ◦C 0, 0388 0, 0392 727, 0709 82, 1313 0, 0624 0, 0421

20◦C 0, 0174 0, 0258 132086, 0575 89881, 9725 0, 0398 0, 0666

25◦C 0, 0249 0, 0311 1363006, 7101 1104267, 7859 0, 0666 0, 0416

30◦C 0, 0318 0, 0282 469855, 7423 639707, 7831 0, 1008 0, 0795

Visto que a terceira equação do sistema (2) pode ser desacoplada, as

estimativas para o parâmetro µM foram feitas separadamente. A Tabela 5 apresenta a

quantidade total de iterações necessárias em cada teste para obtenção dos resultados

da Tabela anterior.

Tabela 5: Quantidade de iterações em cada teste

µF e C µM

cidade A cidade B cidade A cidade B

15 ◦C 52 36 4 4

20◦C 95 96 4 4

25◦C 148 132 4 4

30◦C 110 114 4 4

Em todas as simulações, as iterações foram interrompidas por meio do

segundo critério de parada da técnica de estimação (∥ pnovo − p ∥≤ ϵ2(∥ p ∥ +ϵ2)),

exceto para as simulações de µF e C a 15 ◦C para ambas as cidades, nas quais o

primeiro critério (∥ g ∥∞≤ ϵ1) foi satisfeito.

A Tabela 6 apresenta o erro acumulado nas estimativas dos parâmetros,

calculado através das seguintes fórmulas:
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erroA =
m∑
i=1

∥ Ai − Aiobs ∥

erroF =
m∑
i=1

∥ Fi − Fiobs ∥

erroM =
m∑
i=1

∥Mi −Miobs ∥ (20)

em que m corresponde ao último dia de experimento e Ai, Fi e Mi provém da solução

do sistema (18), utilizando-se os valores finais para p = (µF , C, µM) da Tabela 4.

Tabela 6: Erro final nas estimativas

erroA erroF erroM

cidade A cidade B cidade A cidade B cidade A cidade B

15 ◦C 10,4 6,3 76,7 66,3 29,5 27,9

20◦C 42,9 40,1 80,6 71,7 28,9 25,5

25◦C 58,0 60,5 88,6 94,4 34,5 35,9

30◦C 45,3 41,3 81,4 78,5 33,9 27,3

A seguir, faremos uma breve discussão sobre os resultados obtidos.

4.1 Discussão

Como mencionado no caṕıtulo anterior, testamos duas outras formas

de atualização do parâmetro λ. Para a proposta original de Marquardt (1963), o

algoritmo não convergiu. Para a proposta de Press et al. (1992), quanto maior o valor

de c, maior o aumento nos erros em relação aos valores da Tabela (6). Por exemplo,

para o teste cidade A - 30◦C observamos o seguinte comportamento: quando c = 1

o erro aumentou em 10−4, quando c = 10 o erro aumentou em 10−2, quando c = 100

o erro aumentou em 10−1 e assim por diante.

Efetuamos variações em dt do sistema (18), tais como dt = 0, 5, dt =

0, 1 e dt = 0, 01, porém obtivemos valores dos parâmetros sem sentido biológico

como, por exemplo, a taxa µM com valor maior que 1.
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O algoritmo de LM converge muito rapidamente para o valor mı́nimo

da função custo. A Figura 15 apresenta a minimização da função custoW (p) ao longo

das iterações para a simulação com os dados da cidade B à temperatura de 15◦C,

na estimação dos parâmetros µF e C. Todos os gráficos para as demais simulações

apresentam comportamento muito similar, por isso não os exibimos aqui.
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Figura 15 - Minimização da função custo W (p) na estimação de µF e C: 15◦C -

cidade B

Yang et al. (2009) fizeram estimativas para vários parâmetros ento-

mológicos da dengue, utilizando dados reais. Embora não tenham exibido as estima-

tivas para os parâmetros C e µM , o fizeram para o parâmetro taxa de mortalidade

das fêmeas, µF . Para efeito de comparação, elaboramos a Tabela 7 que apresenta

os valores das estimativas para o parâmetro µF obtidos no presente trabalho e por

Yang et al. (2009), em temperaturas próximas.



30

Tabela 7: Comparação - estimativas para µF

Yang et al. (2009) Presente trabalho

Temperatura(◦C) µF Temperatura(◦C) µF - cidade A µF - cidade B

15,30 0,03608 15 0,0388 0,0392

20,05 0,04216 20 0,0174 0,0258

25,64 0,03043 25 0,0249 0,0311

31,33 0,04391 30 0,0318 0,0282

Podemos observar que para aproximadamente 15◦C e 25◦C, na cidade

B, nossas estimativas para µF estão relativamente próximas àquelas de Yang et al.

(2009). Também observa-se esta relação a 15◦C para a cidade A.

A Tabela 8 contém os valores apresentados por Thomé et al. (2010)

para µF e µF , a 25◦C, e nossas estimativas.

Tabela 8: Comparação - estimativas para µF e µM - 25◦C

Thomé et al. (2010) Presente trabalho

µF µM µF - cid. A µF - cid. B µM - cid. A µM - cid. B

0,0337 0,06 0,0249 0,0311 0,0666 0,0416

Nota-se que os valores de µF - cidade B e µM - cidade A estão bastante

próximos dos valores exibidos por Thomé et al. (2010).

Quanto às estimativas para o parâmetro C, os valores relativamente

altos estão em conformidade com a disponibilização abundante de nutrientes aos

mosquitos durante a realização do experimento, como mencionado na seção 2.2.

As Figuras 16 e 17 apresentam dois diagramas de dispersão relativos ao

Teste 4, para os demais testes os resultados foram similares. Através dos diagramas

é posśıvel visualizar a correlação linear entre os dados reais e as soluções do sistema

(18) utilizando as estimativas finais da Tabela 4.
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Figura 16 - Diagrama de dispersão - 30◦C - cidade A
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Figura 17 - Diagrama de dispersão - 30◦C - cidade B
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Os valores do coeficiente de correlação de Pearson ρ (Press et al., 1992)

para cada uma das comparações acima foram:

Tabela 9: Coeficiente de correlação de Pearson ρ - 30◦C

fase aquática (A) Fêmeas (F) Machos (M)

cidade A 0,999989726 0,998431825 0,996482096

cidade B 0,999976721 0,999048742 0,995447591

Todos os valores se encontram acima de 0,9, o que indica forte cor-

relação linear positiva, donde pode-se concluir que as estimativas dos parâmetros

obtidas pela aplicação da técnica estão muito próximas dos valores ótimos, ou seja,

dos valores reais.

A seguir, enumeramos algumas conclusões obtidas até o presente mo-

mento acerca deste estudo sobre estimação de parâmetros.



5 CONCLUSÕES

Neste trabalho, propusemos uma estratégia baseada no método

Levenberg−Marquardt para estimar um conjunto de parâmetros biológicos impor-

tantes, usando dados em um modelo matemático não linear de dinâmica populacional

de mosquitos da dengue.

Em resumo, podemos enumerar as seguintes conclusões:

1. Foram obtidos bons resultados qualitativos aplicando a técnica de estimação de

parâmetros acoplada com o algoritmo de Levenberg −Marquardt, conforme

observado através do coeficiente de correlação linear de Pearson;

2. A comparação entre solução numérica e os dados mostrou a eficácia do código

no ajuste dos dados da dengue dispońıveis;

3. Pôde-se observar consonâncias entre as estimativas dos parâmetros e os valores

apresentados por outros trabalhos da literatura;

4. As curvas obtidas pelo modelo não linear com os parâmetros ajustam muito

bem, qualitativamente, os dados observados, conforme diagramas de dispersão

mostrados.

Por fim, podemos sugerir a utilização da estratégia de estimação de

parâmetros em modelos matemáticos envolvendo dados reais de dinâmica popula-

cional e em estudos epidemiológicos, a qual poderá servir como uma importante

ferramenta para futuras investigações nesta linha de pesquisa.

Sendo assim, apontamos como posśıveis trabalhos futuros:
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• explorar a técnica em modelos de dinâmica populacional mais complexos, en-

volvendo por exemplo a interação humano-vetor;

• aplicar a técnica e adequar o código a problemas com dados reais dispońıveis

pertinentes a outras áreas de estudo.
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p.S7–S18, 2009.
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