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Nesta dissertacio usa-se a Equacido de Poisson-Boltzmann, dentro da

teoria de Gouy-Chapmann, para descrever dois sistemas. Em um primeiro,
resolve-se a equa¢ao de Poisson-Boltzmann para um sistema constituido de
um plano carregado, imerso em solu¢dao contendo quatro espécies ionicas de
cargas distintas e aplica-se os resultados obtidos visando descrever processos
biologicos. No segundo, analisa-se sistemas formados por dois planos
carregados contendo somente contraions na solu¢do interna e a partir dos

resultados obtidos propde-se um modelo matematico para a estrutura da

membrana.
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CAPITULO 1

CONSIDERACOES INICIAIS

A utilizagdo da equagd@o de Poisson-Boltzmann para descrever propriedades
elétricas de sistemas implica na adogdo de hipoteses simplificadora para o sistema,
o modelo resultante € conhecido como modelo de Gouy-Chapman.

Na descrigdo do sistema o meio € visto como um dielétrico continuo e
homogéneo e os ions sdo supostos pontuais, diferenciados apenas pela valéncia. A
equagao basica desta teoria € a equagdo de Poisson-Boltzmann (PB). Esta equagio
€ usada para descrever varios sistemas como, por exemplo, em interface metal-
liquido ou lamélas de cristal liquido. Em particular, a equagdo de PB € usada para
analisar sistemas constituidos de moléculas anfifilicas, tal como, membranas
celulares.

A membrana celular € uma estrutura lipoprotéica que desempenha um papel
fundamental para os seres vivos. Sdo constituidas por uma dupla camada de
moléculas chamadas lipidios ou anfifilicos e um conjunto especial de proteinas. A
camada lipidica externa ¢é formada, basicamente, por fosfatidilcolina e
esfingomielina, enquanto a interna € formada, principalmente, por fosfatidilserina
e fosfatidiletanolamina (Voet D., Voet J. G. (1990)). Essas moléculas lipidicas
diferem na estrutura molecular e na carga elétrica, tornando a distribui¢do de
cargas (densidade de carga(c)) da camada externa (o) distinta da face interna da

célula (o;) (Ceve G. (1990)).
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Uma das fungdes desempenhadas pela membrana, é possibilitar o fluxo de
ions entre os meios intra e extracelular. Este fluxo € devido a permeabilidade da
membrana ao ion, ou por meio de proteinas especificas ligadas 8 membrana. O
fluxo de ions através da membrana pode ser classificado em duas categorias. Em
uma primeira, o fluxo ocorre de forma a equilibrar o gradiente de potencial
eletroquimico. E, na segunda categoria o fluxo i6nico passa de uma regido de
baixa concentragdo para uma de alta, sendo necessdrio para isto um gasto de
energia fornecida pela da hidrélise do ATP (Voet D., Voet J. G. (1990)).

Os ions estdo presentes em diferentes concentrages nos meios intra e
extracelular (Houssay B. (1984)). As principais espécies encontradas nos
organismos Vvivos sdo sodio, potassio, cloro, célcio, magnésio e fosfato inorganico.
A diferenga de concentragdo, aliado ao fato da membrana ser carregada faz com
que surja uma diferenga de potencial elétrico entre os meios intra e extracelular,
conhecido como potencial transmembrana (Okuno E., Caldas L. 1., Cecil C.
(1982)). O potencial transmembrana varia com a densidade de carga (c; e G,) €
com a concentragdo de ions nos meios intra e extracelular (Gamble F. (1994);
Mansfield W. R. (1982); Barber J. (1982)).

Apesar desta complexidade estrutural usa-se um modelo simples, baseado
na teoria de Gouy e Chapman (equagdo de PB), para descrever as propriedades
elétricas de um sistema que se assemelha as membranas biologicas. No presente

estudo analisam-se sistemas constituidos por um plano carregado, imerso em

solugdo contendo quatro diferentes espécies idnicas e sistemas constituidos por

dois planos paralelos carregados, contendo somente contraions na solugéo interna.
A suposi¢do de simetria plana permite determinar, analiticamente, a solugdo da

equacdo de PB para estes casos.
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Os sistemas constituidos por um plano carregado imerso em solugdo
eletrolitica, ja foram analisados na literatura. Os trabalhos pioneiros de Gouy e
Chapman (Gouy G. (1910)), (Chapman D. L. (1913)) tratam sistemas com dois
ions de valéncias simétricas (q:q). Ja na década de 50, foram analisados ions de
valéncias assimétricas 2:1 (Grahame D. C. (1953)). Posteriomente, a combinagio
2:1:1 foi tratada (Scrauner B. A. (1978)) e aplicada no estudo da bomba de célcio,
que € um importante mecanismo regulador da membrana bioldgica. Por outro
lado, a andlise de sistemas constituidos por dois planos pode ser encontrado, por
exemplo, nos trabalhos de Israelachvili J. (1992); Engstrom S. (1978)).

Nesta dissertagdo, usa-se a equagdo de PB escrita em fungdo de quatro
espécies i0nicas e obtém-se o valor do potencial elétrico dentro e fora para o
sistema modelo da célula. Em outras palavras, resolve-se a equagdo de PB e
obtém-se o comportamento do potencial elétrico em fungdo da distancia, para as
concentragdes fisiologicas intra e extracelular. As concentragdes das varias
espécies de ions em fungdo da distdncia também sdo determinadas. A solugdo da
equacdo de PB encontrada pode ser reduzida de forma a descrever sistemas
constituidos de duas e trés espécies iOnicas. As solugdes obtidos para estes dois
casos sdo idénticos as encontrados na literatura. Finalmente, relaciona-se a
variagdo do potencial transmembrana obtido, como sendo parte do mecanismo
regulador do transporte de ions através da membrana.

Em uma segunda etapa, analisa-se um sistema constituido por dois planos

paralelos, carregados negativamente, separados por uma distanica L e contendo

somente contraions na solug@o interna. Usa-se a equagdo de PB para analisar a
interagdo entre os planos quando se varia a distancia entre eles ou a densidade de

carga. Os sistemas constituidos de planos com mesma densidade de carga e
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sistemas onde um dos planos possui densidade de carga nula, serdo enfatizados.

Permitindo que as cargas na membrana variem, a solug¢do da equagdo de PB
nos leva a densidades superficiais de cargas necessariamente nulas. Em vista desse

resultado, propde-se um modelo matematico para a membrana levando em conta

os graus de liberdades para os ions. O modelo fornece uma relagdo que permite

conectar o grau de dissociagcdo das membranas e a distancia entre elas.
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CAPITULO 2

TEORIA DE GOUY-CHAPMAN

A teoria de Gouy-Chapman considera sistemas onde o meio € visto como
um dielétrico continuo e homogéneo. Os ions sdo considerados pontos carregados,
diferenciados apenas pela valéncia. A equagdo basica da teoria de Gouy-Chapman

¢ a equagdo de Poisson-Boltzmann (PB).

A equacdo de Poisson € escrita como:

(D

onde, V? representa o operador laplaciano, Y a fungdo potencial elétrico, p a
densidade de cargas, e=kg, a permissividade do meio com k a constante dielétrica
e g a permissividade do vacuo.

A equacdo de Poisson corresponde a lei de Gauss:
- -
[Eds =%/ 2)
A

-
onde S representa uma superficie fechada, £ o vetor campo elétrico e Q;,; a carga
interna a superficie S.

Se a carga interna a superficie, for descrita por uma distribui¢do de cargas

de densidade variavel p, a equagao (2) € escrita:
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“4)

o dE : ;
sendo, divE =VE ( ddi’ , divergente de E em coordenadas cartesianas),

podemos igualar as relagdes (3) e (4) obtendo divE = -S— Finalmente, {embrando

- —>
que E=—-Vy obtemos a equagio (1), ou seja, Vy = —%. O termo p representa

a quantidade de carga por volume distribuido ao longo do espago e pode ser
expresso pela distribuigdo de Boltzmann (Carnie L. S., Torrie M. G. (1984)):

Uma perspectiva sob o qual se pode analisar a equagdo de Poisson-
Boltzmann ¢ fornecida por um sistema constituido de um conjunto de ions sob
acdo de um potencial elétrico médio, que representa toda interagdo elétrica a que o
ion esta submetido. A termodindmica permite descrever a contribuigdo da

interagdo elétrica ao potencial quimico (Hill L. T. (1960)).
W(r) = 1o + KT In(c(r))+qy (r) Cul®)

2nmkT) 72 : i I Jls
) }, c(r) € a concentragdo ionica em fungdo da distancia

onde K, = —len{(

r e qy é a contribuigio da interagdo elétrica ao potencial quimico.

O potencial quimico é o mesmo em qualquer ponto para sistemas em
equilibrio. Em particular, tomemos duas posigdes distintas p(r,) em y=0 e p(ry), r;
caracteriza uma dada posigdo qualquer; e como p(ry)= u(r;) obtemos, através da

equacgdo (5):
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o) = ety exp(- L4 ©

Observa-se, portanto, que a relagdo entre duas concentragdes em duas
regides distintas do sistema depende apenas da diferenga de energia potencial
eletrostatica média e da energia térmica kT (Maclaughlin S. (1977)). Quando

temos n espécies idnicas a distribuigdo de Boltzmann é expressa pela relagdo:

p(r) = leez,.nm exp(— VY (r) “T) 7
onde ny; representa a concentragao idnica do ion i em y=0 .

Juntando as equagdes (1) e (7) obtemos a equagdo de Poisson-Boltzmann:

Em um sistema com simetria plana, a fung@o potencial s6 depende de uma

coordenada, e a equagdo (8) se torna:

d’? e :
e WA S 7/e% ©)

Definindo, x=f£A, onde A um pardmetro que representa comprimento

(A = EK%n .2 ), n, representando a densidade numérica tomada como unidade,
0

b= e%?‘ (¢ é chamado de potencial reduzido), a equagdo (9) € reescrita como:

i :
j‘g—? = —%Zz,n,. exp(-z,0) (10)

Mo, . . .
com n; = % representando a densidade em termos da unidade de densidade

numeérica n,.
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Multiplicando ambos os lados da equagdo (10) por d%g , temos que:

B j:j 2Zn exp(—z¢)] 0 (11)

e, portanto, encontramos a seguinte relagdo:

5 % —EZn exp(—z,0) = cte

s _
a&E

O valor da constante de integragdo é determinado fazendo-se ¢=0 e —

quando & tende ao infinito. Nestas condi¢des, a constante vale —%Zn, e a

primeira derivada € escrita como:

% = +(3 n,(exp(-z) - D} (13)

onde, o sinal * representa as duas possibilidades para a densidade superficial de
carga.

Lembrando que o vetor campo elétrico é escrito como o gradiente do

potencial elétrico E =-Vy , sabendo que o campo limite de um meio elétricamente

o o =
neutro nas vizinhangas de um plano carregado vale e usando a relagédo

b= Q%T, temos:
dy - KT db db ek

E:——:——— e —_— =——0
dx el dg | aKT

onde o € a densidade superficial de carga em £=0.
Note que o sinal de o determina o sinal do potencial elétrico, desta maneira,
se a densidade superficial de carga for positiva, o potencial elétrico sera positivo e

decai monotonicamente com a distancia. Analogamente, se a densidade de carga

.‘YAY“'
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for negativa, o potencial elétrico sera monotonicamente negativo e aumenta com a
distancia a superficie.

Através da relagdo (14), podemos obter o valor do campo elétrico reduzido
e, consequentemente, o potencial reduzido na superficie (§=0) a partir do valor da
densidade superficial de carga.

Um conceito util na descrigdo e interpretagdo das propriedades deste
sistema € a conjugagdo de cargas, que consiste na mudang¢a do sinal de todas as
cargas macroscopica do sistema. Em um sistema constituido de quatro espécies
iOnicas, a equacdo (10) é escrita como:

% 1

Fal =v5 {—2n_, exp(29) —n_, exp($) + n,, exp(—9) + 2n,, exp(-29)} (15a)

e aequagdo para o sistema conjugado de carga € dado por:

2
o =3 27 XP20) 4 ©XB(4) 1., exp(6) =21, xp20) (15b)

que é idéntica a equagdo (15a). Portanto, o perfil da distribui¢do de cargas sdo

idénticos no sistema e no sistema transformado.
Integrando a relagdo (13), as solugdes para ¢>0 e ¢<0 sdo dadas por (ver

apéndice):

(1+a)coshc(§+d)+b_a} $<0 (162)

$C)=ind bcoshc( +d)+(1+a)

b (1+a)coshc(E +d)—-b o >0 (16b)

$(6) =In{ bcoshe( +d)—(1+a)

1 1
n — o r
,b={az-—n—*2—}2,c={3n_2+n_l+n+2} ={3n,+n,+n,}? e d é a
-2 -2

h_
com, a=1+;

constante de integracao.

As solugdes do sistema conjugado de carga para ¢>0 e $<0 sdo:
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.(1+a")coshe( +d)+b"
b* coshc(€ +d)+(1+a’)

$(€)=-In a')

.(1+a")coshc(& +d)-b" s
b* coshc(E +d)—(1+a")

¢(§) =-In{p

1
n+] }isct=c.

. n_
sendo; a” = 1+2 2

,b’ = {a02 a2

n+2 H+2
A partir destas solugdes, podemos analisar alguns casos particulares.
Em um sistema onde n,,=n_,=n, e n,;=n_;=n, temos:

2n, +n
a=a‘=#,

2112

1 2
(az—l)m:L{nl(nl-i-tlnz)}Z - b —a(1+a)=_ n, +4n,
2n, b n,
As equagdes (16a) e (17b) assim como as equagdes (16b) e (17a) coincidem
e o comportamento do potencial reduzido em fungdo da distancia é dado pela

relagdo:

cosh[{n, +4n,}2 (& +d)] - {

$() =In{ . — )
cosh[{n, +4n,}2 (& +d)] + {—2}2

1
n, +4n, 2

n,

para ¢<0. Invertendo-se a fragdo do argumento da fun¢do logaritma, teremos o

caso ¢>0.

No caso simétrico (q:q), ny;=n_,;=n, e n,,=n,=0 a equagdo (18) se torna:

1
2 {"|}5

2

¢(8) = In(sgh & +4d))
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que € idéntica a equagdo encontrada na literatura (veja, por exemplo, Maclaughlin

S. (1977)).

Outros resutados podem ser encontrados através das relagdes (17a), (17b) e
(18a), (18b) simplesmente fazendo a concentragdo da espécie iOnica ausente igual
a zero. Em particular, para um sistema constituido pelos ions monovalente
positivo e negativo e bivalente positivo, na presenga de uma densidade superficial

de carga negativa tomamos a equagéo (17b), fazendo n_,=0, obtemos a relagio:

a[cosh(c(e,+d>>-11—‘}_1n(a) (20)

*6)= ln{ cosh(c(E +d)) + 1

Através das propriedades de fungdes hiperbdlicas, encontramos a equagdo

¢(§)=1n{%(3+h)rgh’[§(§+d))—%}—1n{1+3—t'_} (21)

+2 2n+2

que € equivalente a equagdo mostrada na referéncia (Scrauner B A. (1978)).

Usando a relagdo (14) e (15a) encontramos o valor da constante de

intregragdo d dada por:

do| besenh(cd)[(a+1)? —b2] el @)
&|._, " [beosh(cd)+b* —a(a+1)][beosh(cd)+a+1]  eKT

A equagdo trancendental acima em d € uma equagdo do quarto grau em
exp(cd). Uma alternativa para encontrar esta constante é construir o diagrama no

%
&

plano que sera usado nos conjuntos das equagdes (16) ou (17), conforme o caso.

espago de fase (—-x¢ ), através da equagdo (14) e ler o valor de ¢, na superficie do
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CAPITULO 3

APLICACAO DOS RESULTADOS A UM
SISTEMA BIOLOGICO

Neste capitulo, os resultados da descri¢gdo do potencial elétrico em um
sistema que se assemelha a um sistema bildgico, serdo apresentados. O modelo
para uma célula é formado por duas regides distintas, separadas por uma
membrana plana e totalmente impermeavel a ions. A regido do lado esquerdo
receberd o nome de intracelular, com uma composi¢do id6nica dada por
n;;=126mM, n,,=15.5mM, n_;=17mM e n_,=70mM. E o lado direito da membrana
plana, sera chamado de extracelular, com uma concentragdo ionica formada por
n,;=137mM, n,,=4mM, n=142mM e n,=1.5mM. Estas concentragdes se

assemelham as encontradas em sistemas bioldgicos (B. A. Houssay (1980)).

Através da relagdo (15), do diagrama no espago de fase jg—d)m (figura 1) e

conhecendo os respectivos valores de densidade superficial de carga nas faces
intra e extracelular, podemos encontrar os valores de potenciais elétricos de
superficie (¢,) nestas faces. Na figura 1, os valores das densidades de carga foram
obtidos da referéncia Cevec G. (1990) onde +0.4C/m” representam os valores
limite para membranas sintéticas e +0.05C/m” como limite para membranas

biologicas.
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——— Concentraco intracelular n,~126mM n=15.5mM n.=17mM n,=70mM
— — Concentrag&o extraceiuiar n,~137mM\ n;=4mM n_=142mM n;=1.5mM

2500 -

6=-0.01C/m? y;=-9.15mV
2000 - 0=-0.05C/m? g=-40.23mV
6=-0.1C/m? y;=-61.28mV
6=-0.4C/m?* y,=-101.6mV
0,=-0.2C/m? y,=-95.15mV

T I T
Po?encial Reguzido (9)

Figura 1 - Grafico do campo elétrico reduzido em fung¢io do potencial elétrico
reduzido (diagrama no espag¢o de fase). As curvas acima representam o

comportamento desta fun¢do nas regioes intra e extracelular.

O sinal da densidade superficial de carga determina qual relagdo deve ser
usada dos conjuntos de equagdes (17) ou (18). Se a densidade superficial de carga
tem valor negativo, a relagdo (17a) ou (18b) deve ser usada. Usando a relagdo

(18b), a constante de integragdo € dada por:

(1+a)(exp(¢o) +a)—b
1-exp(9o)

1 £ ; prssensa ot
d=—cosh™[ ], e o potencial elétrico é univocamente
c

determinado.
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Na figura 2 temos o comportamento do potencial elétrico em fungdo da
distancia (equagdo ((16b)) para alguns valores de densidade superficial de carga na

regido intracelular, e um valor fixo para a densidade no lado extracelular.

O potencial elétrico no lado extracelular € tomado como sendo zero no
infinito. Supondo que ndo ha cargas no interior da membrana, o potencial é
constante nesta regido. Assim, lembrando que a fungdo potencial é continua, e os
meios intra e extracelular sdo eletricamente neutros unimos as curvas do potencial

nas trés regides (extracelular, interior da membrana e intracelular).

(b)

——— 0=-0.01C/m? — o=-02C/m?
— — 0=.0.05C/m? -
---- ©0=.0.1C/m?

' 1

-30 : -20 - * 20 30
Distancia (A) Distancia(A)

Figura 2 - Grafico do potencial elétrico em funcdo da distincia. As curvas em

(a) sdo para quatro valores de densidade superficial de carga e concentragdes

fisiolégicas do meio intracelular, em (b) a curva representa apenas uma

densidade de carga e concentracoes fisiologicas extracelulares.
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Podemos notar na figura 2 que o potencial elétrico € praticamente constante
a partir de 30A da membrana nas regiGes intra e extracelular. As altas
concentragdes idnicas fisiologicas sdo responsaveis por esta eficiente blindagem

levando a uma efetiva separagdo elétrica entre meio intra e extracelular.

Esbogamos o comportamento do logaritimo da concentragdo de cada
espécie id6nica em fungdo da distancia (figura 3), lembrando que as concentragdes

sdo escritas em termos do potencial elétrico:

n,(x)=n;" exp(-z¢(x)) (23)

w0 ~ ~ [N . ;s
sendo n,(x) e 1, aconcentragdo em fungdo da distancia e em ¢ =0 para a espécie

idnica de valéncia z, respectivamente.
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(a) (b)

o=-0.01C/m2 — - ny=17mM 3035 o= - 2
B it o= -0.05C/m

2,51

2,0 -

0 15 2 ' 25
Distancia (A) Dlstanma (i.)

(c) (d)

iy 2 o
0==0.1C/m ST n,=17mM | 0=-0.4C/m?

n,,=126mM 4. LKL

] n,,=126mM
34

2]

5 10 15 20 25 30 10 15, 20 25 30
Distancia (A) Distancia (A)

Figura 3 Grafico do logaritmo da concentrag¢do de cada espécie ionica em

fun¢io da distancia a membrana. Cada curva representa um valor de

densidade superficial de carga dado por -0.01C/m” em (a), -0.05C/m* em (b),

-0.1C/m” em (c)e -0.4C/m’ em (d), na concentragio fisiolégica intracelular.
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Os altos valores para os ions monovalentes e bivalentes positivos proximos
a superficie da membrana, particularmente na figura 3d, devem ser olhados com
certa reserva lembrando que na distribui¢do de Boltzmann usada os ions sdo

considerados pontuais.

Na tabela 1, temos a diferenga de potencial elétrico entre os meios intra e
extracelular (potencial transmembrana) nas densidades superficiais de cargas da

face intracelular.

Densidade de Carga (o;)

-0.01C/m*

-0.05C/m?>

-0.1C/m®

-0.4C/m?

Tabela 1 - Potencial transmembrana nas densidades superficiais de cargas da

face intracelular, mantido o valor fixo de -0.2C/m” na face extracelular.

Notamos da tabela 1 que, um aumento no valor da densidade superficial de
carga na face intracelular corresponde a um decrésimo no potencial

transmembrana.
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CAPITULO 4

Mecanismo de controle do transporte ionico

Neste capitulo, sera descrito o transporte idnico através da membrana
dando maior énfase ao transporte ativo. Posteriormente, com base nos resultados
dos capitulos anteriores, sugeriremos um mecanismo elétrico de controle do

transporte i6nico.

-7 ‘s d L’ .

A membrana celular é formada por uma dupla camada de lipidios e
proteinas associadas que fazem a comunicagdo entre os meios intra e extracelular.
Uma das fungdes importantes da membrana celular é possibilitar o fluxo id6nico
entre estas regides. Este fluxo se faz ou através da permeabilidade da membrana
ao ion, ou através de proteinas especificas ligadas a membrana (Voet D., Voet J.

G. (1993)).

O fluxo de ions através da membrana é classificado em duas categorias; em
uma primeira, o fluxo ocorre sem o auxilio de energia fornecida através da
hidrélise do ATP. Este fluxo i6nico recebe o nome de transporte passivo. Na

segunda categoria, o fluxo de ions ocorre com um gasto de energia que é fornecida
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pela hidrolise do ATP. Neste caso, o transporte i6nico é chamado de transporte

ativo.

4.1.1 - Transporte passivo

As forgas que dirigem o transporte passivo de ions através do meio sdo o
gradiente de concentragdo, que representa a difusdo do ion e a variagdo do
potencial elétrico. A relagdo que fornece o fluxo idnico € a equagdo de Nernst-

Planck:

i

dcC. av
J=—agu (KT—+9.C. — 24
‘LP-,( ; q;C; ; ) ( )

onde J; é o fluxo (taxa de passagem por unidade de édrea) do ion i, q; e K, sdo,

respectivamente, a carga elétrica e a constante de mobilidade no meio da i-ésima

r . o » - ~ r . C - . )
espécie ib6nica, C; € a concentragdo do ion i, E‘ € o gradiente de concentragdo

e av ; : ,
iOnica e o ¢ o gradiente do potencial elétrico.

O mecanismo de difusdo em uma solugdo a uma temperatura T estd
diretamente relacionado a agitagdo térmica. Os ions colidem entre si e com as
moléculas do solvente gerando um movimento aleatério, sem direg¢do definida. O
numero de ions por unidade de volume em uma determinada solugdo recebe o
nome de concentragdo idnica (C;). Se a concentragdo (C;) ndo for uniforme, o

movimento aleatoério dos ions fard com que a concentragdo se uniformize.
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Consideremos agora uma cela separada por uma membrana permeavel a
substidncia B formando dois meios A, e A,, com diferentes concentrages de B.
Nestas condi¢des devera existir um fluxo de B entre os meios A, e A, que pode ser

escrito pela reagdo de equilibrio:
[B]4, <[B], (25)
onde [B], e B],, sdo concentragdes de B nos meios A, e A,, respectivamente.

O gradiente de concentragdo entre A; e A, produzirda uma diferenga de

potencial quimico dado por (Voet Donald, Voet J. G. (1993)):

L e (81,
AGp =G4 — G4 = RTIn(—= 26
ol 26)

onde G, e G sdo os potenciais quimicos dos meios A, e A,, respectivamente.

Assim, se [B],, >[B],,, temos que AGs é sempre positivo e o fluxo de B para a

cela A, requerera energia adicional. Nas células esta energia € fornecida pela

liberag@o do fosfato através da hidrolise do ATP. Contrariamente, se [B], <[B],,,

AG é negativo, e o fluxo de B para a cela A, ocorrera expontaneamente.
Sendo dC;/dx o gradiente de concentragdo idnica na dire¢gdo x. Ha uma
densidade de corrente elétrica (JiD) devido a difusdo gerada pelo gradiente dada

por (Okuno Emico, Caldas L. I., Chow Cecil (1982)):
(27)

onde g; e D; sdo, respectivamente, a carga elétrica e a constante de difusdo do ion
i. Definindo D= wKT (y; é a constante de mobilidade, K a constante de

Boltzmann e T a temperatura absoluta) na equagdo (26) temos:
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J'D =—q;H; : (28)

!

Tomemos agora uma cela constituida por dois meios A e A,, separados por
uma membrana permeével ao ion i e com uma diferenga de potencial elétrico

entre os meios A, e A,. A densidade de corrente elétrica (J;) para cada ion i é

escrita como uma soma entre a densidade de corrente induzida pelo campo elétrico

E (J:%) e a densidade de corrente devido a difusdo de fons (JED), ou seja:
=4 (29)

onde J;"=p,q,°CE, que é obtida diretamente da defini¢do de densidade de corrente

elétrica j;=(1/p;)E, sendo p; a resistividade elétrica do meio considerado em relagdo

: 1 o
ao ion i, que pode ser expressa como = 1,;9:2C;( 1; a constante de mobilidade do

- - 2 r . Fo® . . x P
ion 1, ;" 0 quadrado da carga elétrica da espécie i0nica i e C; a concentragdo do

ion 1).
No caso em que estamos interessados, membranas com simetria plana, o

. dv - . P a2
campo elétrico vale E = T (V € o potencial elétrico) e a equagdo (29) resulta na

equacdo (24) que € a equagdo de Nernst-Planck (Okuno Emico, Caldas L. I., Chow

Cecil (1982)), e avalia densidade de corrente elétrica entre dois meios separados

por uma membrana permedvel a ions.
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4.1.2 - Transporte ativo

O Transporte ativo caracteriza-se pela passagem da substincia de uma
regido de baixa concentragdo para uma de alta concentragdo, auxiliado pela
energia fornecida através da hidrdlise do ATP (adenosina trifosfato). A molécula
de ATP funciona como um elo de ligagao (transportador de energia intermediario)
entre as reagdes liberadoras de energia e aquelas consumidoras de energia. O ATP
fornece energia através da perda do seu grupo fosfato terminal, por hidrolise,
havendo a formagao de ADP (adenosina difosfato) e fostato inorgéanico (fig 4).

Adenina

Designacao dos
trés grupos fosfatos

i -Ribose

Grupo fosfato OH OH
terminal dg alta ot . i
energia A D}'

ATP

FIGURA 4 Esirutura molecular do ATP e ADP em pH=7. Os grupos fosfato

sao designado. nor a,B ey.

Em pH 7.0, o ATP e o ADP ocorrem como &anions multicarregados de
valéncias -4 e -3, respectivamente, (fig. 4) (Lehninger A. L. (1985)). Entretanto,
no liquido intracelular que contém alta concentragio de Mg (da ordem de

10mM) comparada com a do ATP (da ordem de 2 a 3mM), o ATP e o ADP

existem, principalmente, como os complexos MgATP™ e MgADP"' (fig 5). Em

varias reagdes enzimaticas nas quais o ATP funciona como doador de fosfato, sua
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forma ativa é o complexo MgATP . Como exemplo, podemos citar transporte de
sodio para fora e potassio para dentro da célula, a chamada bomba de sddio e

potassio  (Cantley L., (1986)).

Adenina

MgADP-

FIGURA 5 Estrutura das moléculas de ATP e ADP complexadas com o ion

Mg+2. a) complexo MgATP’2 » b) complexo MgADP".

A bomba de sédio e potassio € um mecanismo que bombeia 3 ions de so6dio
para fora e dois de potassio para dentro da célula, auxiliado pela hidrélise do ATP
que ocorre dentro da célula. A proteina que participa deste mecanismo é uma
proteina transmembrana sendo constituida por dois tipos de subunidades:
subunidade o ndo glicolisada, responsavel pela atividade catalitica da enzima e
que contém o sitio de ligagdo de ions, e uma subunidade 3 que ndo tém fungdo

conhecida.

Quimicamente o mecanismo da bomba de Sdodio e Potassio € escrito através

da relagdo (Lehninger A. L., (1985), Voet D (1990)):

3Na e, +2K _ + MgATP? + H,0—>3Na,,, +2K__ + MgADP™' + H,PO;* + H' (30)
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onde MgATP'2 e MgADP" sdo complexos do ion Mg™ com ATP e ADP,
respectivamente, e H,PO,> (também representado por P;) é o fostato inorganico.
Assim, para cada 3 ions de Sodio que saem da célula, 2 ions de Potéssio séo

incorporadas.

Observamos na relagdo (30) que existe uma determinada concentragio do
complexo MgATP na regido intracelular. Consideraremos, ento, estelcomplexo
como um ponto carregado de valéncia -2 e usaremos a equagéo de PB com quatro
espécies i0nicas, simulando os ions encontrados nas regides intra e extracelular
Na*,K',H’, CI, Br, I, Mg+2, Ca?e HPO;?, MgATP'2), para sugerir um modelo

de controle do transporte ionico através da regulagdo do potencial transmembrana.

Vimos na relagdo (30) que durante a hidrélise do ATP ocorre a liberagdo de

prot?ns Sabemos também que durante este processo o pH intracelular ndo é

alterddo significativamente (Van Holde, “Biochemistry” (1990)) e, segundo dados
expegimentais, (Covarrubias M. (1993); Hubell Wayne, Perozo E. (1993)) a
mudanga conformacional em proteinas de membrana esta diretamente relacionada

com a variagdo do potencial transmembrana.

Em vista dos resultados apresentados até aqui, podemos sugerir um
mecanismo regulador do potencial transmembrana, que controla o transporte ativo
de ions. Este mecanismo baseia-se no fato de que durante a hidrdlise do ATP
ocorre a liberagdo de uma determinada quantidade de prétons H'. Lembrando que,

a densidade de probabilidade para ions monovalentes positivos estarem proximos
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da superficie da membrana é relativamente alta (ver figura 3) e levando em conta
sua alta mobilidade, € natural inferir que estes protons aproximar-se-iam da
membrana e seriam absorvido por ela resultando em uma alteragdo na densidade
superficial de carga. Com a variagdo da densidade superficial de carga o potencial
transmembrana € alterado (tabela 1), resultando em possiveis mudangas
conformacionais nas proteinas transportadoras (Covarrubias M. (1993); Hubell

Wayne, Perozo E. (1993)) e, consequentemente, interferindo no transporte idnico.

Devemos notar que uma variagdo significativa na densidade superficial de
carga € obtida a partir de uma pequena variagdo na quantidade total de ions
monovalentes negativos (MgATP'l). Como exemplo, considerando uma célula de
simetria esférica, desejamos calcular a concentragdo de ions monovalente positivo
necessaria para neutralizar uma densidade superficial de carga de -0.4C/m* em
uma esfera de diametro igual a 20000nm que corresponde a aproximadamente a

maxima dimensdo de uma célula hepatica.

Sabendo que a concentragdo volumétrica (C,) multiplicada pelo volume

V= EztR2 , considerando a célula esférica, € igual a densidade superficial de carga

(o) multiplicada pela area (A=47tR2), obtemos a relagéo:

3o
Cy= (31)

( cargas

com C, a concentragdo volumétrica expresso em 3 ) € R o raio da esfera.

Dividindo a relagé@o (31) pelo nimero de avogadro, obtemos que a concentragédo
volumétrica em milimolar (mM). A concentragdo necessaria para neutralizar uma

densidade superficial de carga igual a -0.4C/m”> é de aproximadamente 1.24mM.
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Desta forma, sdo necessarios 1.24mM de H' (resultante da hidrélise do ATP) para
variar a densidade de superficial de carga, em uma membrana, de -0.4C/m* a zero,

em uma célula de 20000nm de didmetro. Devemos ressaltar que a concentragdo de

ATP no interior das células hepaticas ¢ da ordem de 3mM (Lehninger A. L.

(1985))., e, portanto, suficiente para o controle da densidade superficial de carga.
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CAPITULO 5

Soluciio da equacio de PB para dois planos,

paralelos e carregados

Analisaremos um sistema contituido de dois planos paralelos, carregados,
com densidade superficial de carga 6, e o, separados por uma distancia L e com
uma solugdo interna contendo apenas contraions (figura 6). Adotamos que o plano
a esquerda esteja situado na posic¢éo zero e o da direita na posi¢do L (L € dado em
angstron). A equacgdo basica que descreve as propriedades elétricas deste sistema €
a equacdo de Poisson-Boltzmann. Esta equag¢do possui uma solugdo que esta
matematicamente definida simplesmente estabelecendo o valor do campo elétrico

ou as densidades de cargas nas superficies que limita a regido de interesse.
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SOLUGCAO

FIGURA 6 Representagiio do sistema estudado (dois planos carregados). Os

valores para o campo elétrico em 1 e 2 tem sinais contrarios.

O campo elétrico em 1 e 2 € obtido considerando uma superficie de Gauss
de area A (figura 6) em cada plano. Como o campo elétrico a esquerda de 1 e a
direita de 2 € nulo, o fluxo do campo em A é dado respectivamente por:

A igaA AP LR e e d
AEi=—=— AE(-i)=—-.Lembrando que E=—§£ obtemos:
€ €

(32a)

(32b)

Nestas condigdes, a equagdo de PB que descreve as propriedades elétricas

deste sistema sujeito as condigdes de contorno acima (equagdes (32a) e (32b)) €

escrita:
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5. 1-N, lidade o &7

Um sistema ¢ eletricamente neutro se a somatoria dos produtos das cargas
pela valéncia for nulo. No sistema analisado aqui, a eletroneutralidade é satisfeita

Se:

L zey
L n,ezexp(— ?)dx =—(c,+0,)

Substituindo a equa¢do(32) em (33) obtemos:

d 1
) -2 Lo 5

x=

que € equivalente a relagdo obtida através das condigdes de contorno adotadas

(equagdes (32a) e(32b)).

Portanto, simplesmente fixadas as densidades superficiais de carga, o
problema matematico estd completamente definido; e como E=0 a esquerda de 1 e

a direita de 2 (figura 6) o sistema é eletricamente neutro.
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5.9 - Soliicéo da E io de PB
Usando o mesmo procedimento do capitulo 2 a equagdo (33), quando

. e L
integrada uma vez para ¢ = % eg= i resulta na equagao:

[%] —nexp(-z¢) =y * (36)

onde a constante de integragdo Y ? ¢ determinada lembrando da relagdo (33a) e

G s e N e Frzendol 4 (0) =6 W

ey L
(32b) para ¢=— e E=—(—= =
i %o % &=

T biA
¢(L/A)=4¢, obtemos o valor de y 2:

yz :8f—nexp(—z¢1)=8§—nexp(z¢2) (37)

Substituindo uma das expressGes para Y ? na equagdo (36) e chamando

u=-exp(z¢) (du=zexp(¢p)dd) obtemos:

du

+zdE (38)

n . URY
u+—)° —(—
‘j(}’ 2},) ( 27)
onde os sinais t estdo relacionados com o sinal das densidades superficiais de
carga. Note que, o sinal da carga na membrana € oposto ao sinal do contraion (z)

e, nestas condigdes, o lado esquerdo da equagdo (38) € sempre positivo. Assim

podemos substituir o termo z por |z| e escolher o sinal positivo nesta equagéo.
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Em uma ultima substitui¢do, fazendoyu + LA cosh(a) (du= ZLz senh(o.)do)
B0 1

a equagdo (39) se torna imediatemente integravel, e apds algumas manipulag¢des

algébricas obtemos a equagdo:

tb(‘i)——ln{Y senh (' ]Y(é o) + }} (39)

A equagdo (39) estara completamente definida, para ¢;, 6, e L fixos, se o

parametro n for determinado. Assim, derivando a equagdo (39) e lembrando das

do do

condi¢des de contorno —| =-6, e — =4,, obtemos as equagdes:
s LS PN

coth[%} = - (40a)

|z| |ZI OL0
3=y cotny £+ 20 (40b)

Substituindo a relagdo (40a) na equagdo (40b) e usando propriedades
trigonométricas encontramos a relagdo:

¥ +8,3,
|

L
ek
yjeottic) [|8,+82

(41)
Note que em membranas com densidades superficiais de cargas de mesmo
sinal, a equagdo (41) s6 tém solugdo para Y 2<0, ou seja, Y € um numero

imaginario puro ou Y ¢é nulo (neste casod, =8, =0). Chamando Y =#y " as

equagdes (39) e (41) podem ser reescritas:

.‘YAYA"
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1 2| 18]« 0
¢(§)=;ln{(ﬁ2sen (‘2_% (¢—§0)+“7]} (42a)

5,82—(1(‘)2} (42b)

8,48,

7'cot(%v‘)=—(

A equagdo (42b) com 6,, 8, e L fixos, nos fornece o valor de 1y °

correspondente e fixando ¢, = 0 na expressdo (37) obtemos o valor de n.

5.3, grttice ltad

Nesta se¢do, usamos a relagdo (42b) com o, e o, fixos e para alguns valores
de L encontramos o valor de n. Obtido este valor, contruimos o grafico do
potencial () em fungdo da distancia (através da equagdo (42a)). Posteriormente,
variamos a densidade de carga e para 0;=0, obtemos um comportamento

semelhante ao encontrado pelo Israelachvili (Israelachvili J., (1992)).

Na figura 7 mantivemos ¢,= -0.4C/m* e C,= -0.02C/m* e esbogamos o
grafico do potencial () em fungdo da distincia para L aproximadamente igual a
900A e 2500A. Lembrando que n(&)=nexp(-(£)) (n é obtido através da relagdo
(42)) e para £E&=0 temos ¢(0)=0 e com &= L/A obtemos ¢(L/A)=¢, esbogamos o
grafico da concentragdo de ions em fungdo da distancia, para os mesmos valores
de L. Na figura 8, para 0'1=c>'2=-0.4C/m2 e L=1000A obtemos um comportamento
semelhante ao encontrado por Israelachvili. Os graficos da concentragdo i6nica em

func¢do da distancia também sdo esbogados.
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(b)

N =46.2M
n;,=0.116M

260 460 660 860 260 460 660 860
Distancia (A) Distancia (A)

560 ‘1oloo ; 15100 20'00 zsloo = ‘_1°3° '_‘500 TIm 2
Distancia(A) Distancia (A)

FIGURA 7 Comportamento do potencial elétrico (y) em funciio da distancia

na regidao interna aos planos ((a) e (¢)) e concentragio ionica em fungio da
distancia ((b) e (d)); para o= -0.4C/m’, 0,= -0.02C/m’. Na curva (a) L=869A
e em (b) L=2415A.
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(b)

Ny =ng,=46.20M |
f

200 400 600 800 Bl 200 400 6Q0 800 1000
Distancia(A) Distancia (A)

¢,=-0.05C/ m?
0,=0
L=966A

Potencialy (Volts)

400 600 800 1000 - : - -
Distancia(A) 200 .400 . 600
Distancia (A)

Figura 8 Grafico do potencial elétrico em fun¢io da distincia ((a) e (c)). (a)
L=966A e 6,=0,=-0.4C/m’; (b) ,=-0.05C/m’, 5,=0 e L=966A. Nas figura (b) e

(d) temos o comportamento da concentrag¢io idonica em funcio da distancia.

A
AVAVA

;cm 1 Z 3 4 5 6 7 unespmll 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Notamos na figura 7 que o campo elétrico E se anula & uma distincia
ligeiramente superior ao ponto médio dos planos (c,<c,), por exempio, em 7a
Lg—o=459A e Lyic=435A e na curva 7b, Lg_g=1259A e L¢4,=1207A. No grafico
8 (figura (8a) ), encontramos um comportamento semelhante ao da referéncia
Israelachivili. Na figura (8c), para 5,=0, obtemos uma curva semelhante a de um
sistema constituido de um plano carregado, contendo somente contraions na

solucgéo.

Os graficos acima correspondem a um sistema onde as cargas na membrana
sdo fixas. O que aconteceria se, por exemplo, os valores de 6, e o, pudessem

variar?

Se as densidades superficiais de cargas nas membranas podem variar, é
natural admitir, pensando somente em teoria de campo médio e equagdo de PB,
que esta variagdo nas cargas ocorrera até uma situagdo de minima energia para o
sistema. Nestas condi¢Oes, calculamos a energia potencial eletrostitica e
encontramos o seu minimo com a condi¢do de que &, e &, variem. Para isto,

usaremos o método dos multiplicadores de Lagrange.

A densidade de energia (1)) de um campo elétrico, que corresponde a razdo

entre a energia potencial (U) e o volume (V) entre os dois planos, € dado pela

relagdo:
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(43)

Lembrando que o campo elétrico, neste sistema, € escrito como

(K TJ (ﬂ] reescrevemos a equagdo (43):

ek /\ d§
U 1 (KTY(do) |
v =20 e ) \ae )

Integrando a equagdo acima em relagdo ao volume (V), lembrando que

V=Ax (A ¢ a area entre os planos e x a distidncia) e substituindo a expressdo
d%é , através da equagdo (39), obtemos a expressdo para a energia potencial

eletrostatica:

U=58 E] Ay? L%cotz[@é +%-Jd‘c'_,

e 2

que pode ser reescrita, lembrando da relago trigonométrica cot’ a = —;
sen o

l

W=
Fazendo >

obtendo a expressdo para a energia potencial eletrostatica

.‘YAYA"
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(47)

)
onde os termos Y_] e Y_2 sdo obtidos diretamente das equagdes (40a) e (40b),

respectivamente.

KT\’ = et
A constante %(—) A da equagdo (47) ndo interfere na obtengdo do
e

minimo para U, assim minimizaremos a express3o:

A U

1 ne| s 8,72 8
s

— ] A4
e

A

E para §, e 8, desvinculados, o minimo de U” ficar4 sujeito a condigo:

=5, +8,f ﬂL—2 §15,=0 -
g=194 2 COt(2l7) T 10,0,= (49)

Seja, entdo, 1 o multiplicador de Lagrange que satisfaga as equagdes:

av’ _ 4
y udy (50a)

dU* dq
B D (200

dU°  dq
= 50
T B9,
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Derivando as equagdes (47) e (48) em relagdo a v,8, € 5, o conjunto das

equagdes (50) e escrito como:

Ly opfy +202, it Lyr+ai)y? +83) (51a)
T 7 NG Y .

Y©+98; -
(6 == J (51b)

B (Zs :: ] L)

Pelas relagdes (51b) e (51c) concluimos que 8, = §,=0 e, consequentemente,

(7 +8%)™". Substituindo a expressio para 1L em (51a) obtemos:

2‘1 Ly cot(u Ly)=1 (52)

que s6 possui solugdo se §; = §,=0 (y#0) dentro da regido de interesse. Pensando
somente em teoria de campo médio e equagdo de PB concluimos que se as
densidades de cargas nas membranas podem variar a situagdo de minima energia
para o sistema ocorre quando estas cargas sdo nulas. Em vista deste resultado,

propde-se um modelo para a membrana bioldgica.

.‘YAY“'
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CAPITULO 6

MODELO MATEMATICO PARA O CALCULO

DA DISSOCIACAO DE UMA MEMBRANA

No capitulo anterior notamos, através da equagdo de PB que se as
densidades superficiais de cargas puderem variar, uma situagdo de minima energia
para o sistema ocorrera quando estas cargas forem iguais a zero. Neste capitulo,
propomos um modelo matematico para a membrana que fornega o grau de

dissociagdo quando se varia a distancia entre elas.

Analisamos um sistema semelhante ao do capitulo 5. Neste sistema,
supomos que as densidades superficiais de cargas variam e existe uma expessura
a, na membrana acessivel ao ion. Adotamos, ainda, que existem N* ions idénticos
e indistinguiveis uniformemente distribuidos no volume Aa (A ¢ a area da

* r - . - ~
membrana). Destes N ions N se dissociam e atingem a solugéo.

Nestas condigdes, a distribui¢do de cargas por volume € dada por:
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e devido a simetria plana para os ions em solugdo, a membrana pode ser

representada por uma superficie com densidade:

O =p4d-=
2 A

(53b)

O sistema € neutro e como ndo ha cargas livres no interior da membrana a
uma distancia maior que a, o campo elétrico, nesta regido, é nulo. Tragando uma

superficie de Gauss (figura 9) temos que:

onde €’ é a constante dielétrica da membrana.

FIGURA 9 Esquema do sistema estudado. A regiao compreendida entre

0< x< a é acessivel ao ion.

Lembrando que o campo elétrico pode ser escrito como gradiente do

potencial (E=-Vy) a equagdo (54) € reescrita:
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lp
w(x)=—5§x BN CR))

para 0<x<a. Pela equagdo acima, notamos que o comportamento do potencial
elétrico na membrana para 0<x<a é quadratico. J4 na solugdo eletrolitica
adotamos, para o potencial elétrico, o comportamento dado pela equagdo de PB

(cap. 5 equagdes 42a e 42b).
Os potencias quimicos da membrana e da solugdo sdo obtidos pelas

relagdes:

(56a)

(56b)

onde Q; e Q, sdo, respectivamente, as fungdes de partigdo para N, e N, ions
idénticos e indistinguiveis na membrana e em uma faixa infinitesimal, na solugéo,

onde o potencial € constante.

Supondo que um ion na membrana possui grau de liberdade translacionais
no plano yz e realiza um movimento harménico simples no eixo x, com uma

energia menor que:
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r r r -~ . - ~ r - k r
onde m € a massa do ion e w € a frequéncia de oscilagdo classica ( w= J—, kéa
m

constante de forca). Lembrando que a energia potencial para um oscilador
harmonico simples e dado pela equagdo (57) obtemos, através da equagédo (55):
N
w=ze (58)

g’ Aam

Assim, um ion com energia maior que a relacionada na equagdo (57) passaria para

a solugdo.

A fungdo de parti¢do que descreve o grau de liberdade vibracional do ion na

membrana é dada por:

PR hv 1
— —_—— + —
g, =Y~ (- (n+2))

onde h é a constante de Planck, n é o nimero do estado (1,3,5,...,n

Note que a somatoria acima € feita somente nos numeros de estados impares que
corresponde a um valor igual a zero a fungdo de onda para x=0, satisfazendo a

condigdo de contorno.

No plano yz, a fungdo de partigdo para os graus de liberdade translacionais
de uma particula € dado pela equagdo:

_ 2nmkT

i omya 4 (60)

Existem N, ions idénticos e indistinguiveis na membrana; a fungdo de

parti¢do para estes ions € escrito com a equagao:
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q(T)"™

O(N,,N*,T)= N1

onde q(T)=q,q,, (equagdes (59) e (60)).

Consequentemente, o potencial quimico (equagdo (56a)) na membrana pode

ser descrito como:

3h 5
2nmkri[e xp(— Eﬁ:) € P(—E{ +5}) =
h2 N 2h\’ ( )
: l—cxp(——)

Na solugdo eletrolitica um ion movimenta-se sob a¢do de um potencial
elétrico. A fungdo de parti¢gdo para um ion na solu¢do em uma faixa infinitesimal

(Ax) onde y pode ser considerado constante vem dado pela relagdo:

%
2nmkT
e =( ) - 22Dy g0 (63)

Através da equagdo (63), para V=AAX, escrevemos a fung¢do de partigdo

para N, ions idénticos e indistinguiveis e, consequentemente o potencial quimico,

lembrando que n(x) = A;" , 6

(64)

zey (x),

Usando n(x) dado pela distruibuigdo de Boltzmann ( n(x) = nn, exp(— =

cap 5) a equagdo (64) € reescrita:

.‘YAYAV
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O sistema esta em equilibrio quando os potenciais quimicos da membrana e

da solugdo forem iguais. Igualamos, entdo as equagdes (62) e (65):

2kT kT 2
hv
—)-1
exp( kT)

} | OXP(= ) = eXp(= {1, +23)
14

(2nmkr)% il
h? nyn

N,

h
Lembrando que Av = % ,onde w ¢é dado pela equagdo (58), substituimos

o termo hv na equagao (66) obtendo:

oze 1 zeca
) —exp( 5 kT)

(67)
exp(i 926 )-1
nkT \ e'am

Através da solucdo da equagdo de PB encontrada no capitulo 5 (equagdes

(42a) e (42b)) ha sempre um ponto onde — =0. Neste caso, com o uso da

dg

equacgdo (36) obtemos, para duas membranas, n='yz. Substituindo a constante de

integracdo 'yz na equagdo (67) obtemos:
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: XX (_l zeca)
{[ZRkaJA I }_ A Pk Ve'a 2 kT
h? A

RyY 1 exp(__ Gze 1
g'am

(68)

[ r . *
Como o numero de ions na membrana pode ser escrito como N;=N -N,

obtemos:

Lt (69)

i~ r - - * - r -
sendo M a fragdo de ions dissociados (N=N/N") e G, € 0 maximo valor para a

densidade superficial de carga. A equagdo (68) € reescrita como:

{ :
exp( [""—z) ) - exp(-n > 22l

(271:ka)% O (-

hn, ze Y exp( Nzeo ..

)-1

kTn £’am

A equacgdo (70) para o, fixo e n variando de 0 a 1 nos fornecem os valores

de 72 correspondentes. O parametro L € determinado substituindo os valores de 72

na equacdo (42b). Pelas equagdes (70) e (42b) obtemos o grau de dissociagdo em

fungdo da distancia entre as membranas.

298 griaticn ltad

Usaremos as equagdes (42b) e (70) para encontrar o grau de dissociagdo em
fungdo da distdncia entre as membranas. Para cada valor da dissociagédo

encontramos a constante 72 (equagdo (70)) e com a relagdo (42b) obtemos o valor




de L correspondente. A constante dielétrica da membrana esta, segundo a ref.
Cevc (Cevc G, (1990), entre 2 e 78. Com base nesta informagdo adotamos um
valor intermediario, ou seja, 40. Ja na solugdo, usamos a constante dielétrica da
agua (78.5). A expessura na membrana acessivel ao ion foi adotada como sendo
igual a 20A. Na figura 10 temos o comportamento do grau de dissociagdo quando

o ion que se dissocia € o potassio em fun¢do da distancia entre as membranas para

O|= C,= -0.05C/m> , T=298K e m=39.102uma. Neste caso, o campo € nulo na

distdncia média das membranas (ver figura (8a))

0,2}

0,0

0 100 200 300 400 500 600
Distancia (A)

FIGURA 10 Grifico do grau de dissociagio em fung¢io da distancia entre as

membranas.

Na figura acima observamos que uma maior dissociagdo ocorre a medida

que a distancia entre as membranas aumenta.
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CONCLUSAO

A membrana € uma estrutura lipoprotéica que desempenha um papel
fundamental para a célula, sendo responsavel pela regulagdo e controle das
substancias que entram e saem do meio celular. Apesar desta complexidade,
procuramos relacionar as propriedades elétricas da membrana com um modelo

simples de campo médio (Teoria de Gouy-Chapmann).

No aspecto matematico, resolvemos, inicialmente, a equagdo de PB para
sistemas constituidos de um plano carregado, imerso em solug@o contendo quatro
espécies iOnicas. Esta combinagdo de ions sdo encontradas nos meios intra e
extracelulares. Com a solugdo da equagdo de PB e usando o conceito de
conjugag¢do de carga, adaptamos esta solu¢cdo o que permitiu a comparagdo com
sistemas encontrados na literatura de até trés espécies ionicas. Em particular, em
sistemas com duas (1:1) e trés (2:1:1) espécies de ions, as solugdes obtidas,
equacdo (20) e equagdo (22), respectivamente, sdo equivalentes as encontradas nas

referéncias (Cevc G. (1990), Scrauner B. A. (1978)).

Com a solugdo da equagdo de PB e usando concentragdes fisioldgicas
encontradas nos meios intra e extracelulares, analisamos o comportamento do
potencial elétrico e da concentagdo ionica em fung¢do da distancia, quando
variamos a densidade superficial de carga na regido intracelular. Esta anélise nos
permitem tirar duas conclusdes acerca do comportamento da membrana celular.
Uma diz respeito ao isolamento elétrico da célula a partir de 30A (figura 2)
como sendo consequéncia das altas concentragdes fisioldgicas (figura 3). Outra

vem da dependéncia do potencial transmembrana da densidade de carga (figura 2).
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A equagido de PB, dentro da teoria de Gouy-Chapman, por descrever apenas
situagdes de equilibrio, ndo fornece informagao a respeito da dindmica do sistema.
Entretanto, podemos sugerir um mecanismo de regulagdo do transporte idnico
através da membrana. O mecanismo consiste na liberagdo de prétons pela
hidrdlise do ATP. Por consideragdes puramente estatisticas, podemos concluir que
este proton aproxima-se da membrana celular, diminuindo o valor da densidade
superficial de carga (o;). Com a variagdo da densidade de carga, temos uma

variagdo do potencial transmembrana (como podemos notar na tabela 1). Por

exemplo, para 6= -0.01C/m” obtemos Ay= -86mV e, variando a densidade de

carga para -0.1C/m’, o potencial transmembrana cai para Ay=-34mV. Esta
variagdo no potencial deve atuar nas proteinas transmembranas regulando, assim,
o transporte i0nico. Também vale notar na fig 3 que uma variagéo significativa da
densidade superficial de cargas na membrana pode ser obtida através de uma
pequena variagdo da quantidade de ions total da célula. Por exemplo,
considerando uma célula de 20000nm de didmetro, sdo necessarias 1 a 2mM de
ATP (que € quantidade de ATP encontrada nestas células) para variar a densidade
de carga de -0,04C/m” a zero. Este processo resultaria em um método eficiente de
controle do potencial da membrana sem, contudo, alterar sensivelmente as
propriedade quimicas do meio intracelular.

Nos sistemas constituidos de dois planos paralelos, carregados
negativamente, separados por uma distancia L e contendo somente contraions na
solugdo interna, encontramos resultados gerais. Em especial, para densidades
superficiais de cargas iguais, os resultados sdo equivaléntes aos da referéncia
Israelachvili (Israelachvili (1992)). Observamos que ha uma determinada distancia

entre os planos, na qual o campo € nulo, por exemplo, para o,= o,(figura (8a))
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corresponde a distdncia média entre os planos. Quando as densidades superficiais
de cargas sdo distintas esta distdncia onde E=0 se desloca na diregdo da
densidade de carga de menor valor absoluto. Por exemplo, nas figuras (7a) e (7c)
L ¢iic<Lg=o pois |oj/>|o,]. Para o,=0, (figura (8(c)) encontramos que E=0
exatamente sob esta superficie.

Um modelo para a membrana que considera os graus de liberdades para um
ion no eletrdlito e na membrana, é proposto. Na solugdo, um ion sofre agédo de um
potencial elétrico dado pela equagéo (42b). J4 na membrana, o ion possui graus de
liberdades translacionais no plano yz e realiza um movimento harménico simples

no eixo x. No equilibrio, obtemos o grau de dissociagdo da membrana (equagdes

69), em particular, para t:s',=0'2=-0.05(3/m2 , T=298K encontramos o grau de

dissocia¢do em fungdo da distancia entre as membrana para o potéassio. Para este
exemplo observamos, na figura 10, que o grau de dissociagdo aumenta a medida
que a distdncia entre as membranas aumenta. Por exemplo, uma dissociagdo de
99% ocorre quando a distincia entre os planos vale 537A e 90% representa uma

distancia L=85A.
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Apéndice

Solucio da Equacio de PB para

quatro espécies ionicas

A equagdo (13) descrevendo sistemas constituidos de quatro espécies
i0nicas é dada por:

% =2 {n_, (exp(29) — 1) + n_, (exp(®) — 1) + n,, (exp(=20) = 1) + n,, (exp(-$) - 1) (A1)
Multiplicando ambos os lados da equagdo (Al) por exp(¢p) e usando a

condicdo de eletroneutralidade do sistema (2n,,+n,,-2n_,-n_;=0) obtemos:

exp(9)dd s
fra @) - Dlep@)-ay 2T}

n 2
onde a:1+2” ,b=J[1+ n"} L

n+2 2n 2 n,

2
Chamando exp(¢)-1= b{: i ;2 } 3 (1da); (SXp(¢)d¢ = (14bic:f)2

J na equagao

(A2) temos que:
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4btdt
1-t7)".|n, bl—rz_(Ha) b R -b

E, através de processos algébricos simples, obtemos a relagéo:

= +dE

dt Jna
=+ A4
(1 +a+b)t* —(1+a—b) L g s (a4)

A expressao em modulo da equagdo (A4) é igual a ( 1+a+b)t2-(1+a+b) para
¢>0, e o sinal negativo do lado direito deve ser adotado. Se $<0, tome o sinal
positivo, € o termo em moédulo é igual a (l+a-b)-(1+atb)t>. Nas duas

possibilidades, $>0 e $<0, a equacdo (A4) se torna:

dt n+2

= dg (A5)

(A+a+b)f —(l+a+h)

l+a->b l+a-b
Chamando ¢ = £ tanh(x) , para ¢<0 e ¢ = i
l+a +b

coth >
o (#) para ¢$>0 na

equacdo (AS) obtemos, para ambos o0s casos, a relagdo:

du s

Ji+ta-bi+a+h) 2

dg (A6)

A equagdo (A6) é imediatamente integravel, e apos algumas manipulagdes
algébricas obtemos as solugdes para $>0 e $<0 dadas por:

(I+a)coshc(§ +d)+b

beoshc(E +d) + (1 +a) a} $<0 (A7a)

¢(8) =Infb

(1+a)coshce(E +d)—b bt

bcoshe(€ +d) — (1+a) $>0 (A7b)

¢(8) =In{b
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1
onde c= \/n_z ((Q+a)* -b*) = 5\/311_2 +n_, +n,, , Estas solugdes representam o

potencial elétrico em fungdo da distancia nas duas possibilidades para a densidade

superficial de carga (positiva ou negativa).
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