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Resumo

Neste trabalho revisaremos o formalismo do Modelo de Halos e suas aplicagoes. No
Modelo de Halos, toda a matéria do universo esta contida em objetos virializados de
matéria escura, resultado de colapso gravitacional. A distribuicdo de matéria escura
nesses halos e como eles estao distribuidos no universo sao os principais elementos para
caracteriza-los. Mostraremos a teoria que descreve o modelo de halos e testaremos sua
eficacia comparando-a com simulagoes numéricas de formacao de estrutura no universo,
por meio do espectro de poténcia.

Faremos também uma adaptagdo do modelo de halos para a matéria escura morna e
mostraremos como esse tipo de matéria suprime a formacao de estrutura do universo em
pequenas escalas.

Palavras-chave: Modelo de halos; Espectro de poténcia; Matéria escura morna.

Areas do conhecimento: Cosmologia
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Abstract

In this work we review the formalism of the Halo Model, and its applications. In the
Halo Model all the matter of the universe is contained in virialized dark matter halos, as
a result of gravitational collapse. The distribution of dark matter within these halos, and
how they are distributed in the universe are the main features to caracterize them. We’ll
show the theory that describes the Halo Model and test is efficiency by comparing it to
numerical simulations of structure formation in the universe, using the power spectrum.

We'll also do an adaptation of Halo model to warm dark matter, and show how this
type of matter supress the structure formation of the universe in small scales.

Key-words: Halo model; Power spectrum; Warm dark matter.

Areas of knowledge: Cosmology
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Introducao

O modelo cosmolégico mais aceito hoje, ACDM, descreve nosso universo como composto
de 4% de matéria baridnica, que compoe os dtomos, 20% de matéria escura e 76% de
energia escura, cuja natureza sabemos muito pouco.

A energia escura é tida como uma energia de vacuo que age como uma anti-gravidade,
fazendo o universo, ao invés de se contrair, expandir cada vez mais rapido, como constatado
por observagoes de supernovas, a partir de 1998. Muitos esforcos tem sido feitos para
desvendar o que seria de fato a energia escura, como o projeto Dark Energy Survey
(DES), que objetiva mapear uma grande area do céu e produzir o maior catalogo atual
de dados cosmoldgicos, que serao usados como base para um estudo mais detalhado da
energia escura [3].

A matéria escura também é um mistério e a necessidade de introduzi-la na fisica veio
de desacordos entre teoria e varias observagoes [4,5]. Quando observamos a curva de
rotacao de galaxias, por exemplo, vemos que sua velocidade geralmente é muito maior do
que a esperada, como se houvesse uma grande quantidade de massa nao-luminosa nessas
galaxias. Além disso, para explicar a formacao da estrutura em grandes escalas que vemos
hoje no universo, deve existir algum tipo de matéria nao-baridnica que teria desacoplado
cedo do plasma primordial apés o Big Bang. Hoje acredita-se que essa matéria exdtica
seja composta de particulas nao-relativisticas e que interagem apenas gravitacionalmente
e, possivelmente, via forca fraca, por isso seu nome: matéria escura fria. Essas particulas
desacoplaram com um campo de densidade praticamente homogéneo, presentes algumas
pequenas perturbagoes originarias da época inflacionaria do universo. Tais perturbacoes
crescem devido a instabilidade gravitacional e por fim colapsam em objetos estaveis
que chamamos de halos. Sao para esses halos que a matéria baridnica é posteriormente
atraida gravitacionalmente e acaba por condensar em estrelas e galaxias.

O modelo que descreve essa evolugdo da matéria é conhecido como Modelo de Halos,
onde a matéria luminosa que observamos é um trago da matéria escura oculta, nao
interagente com a radiacao. Diversas simulagoes numéricas ja foram feitas para estudar
a distribuicao e o colapso nao-linear da matéria escura. Tais simulagoes, como na figura
(1.1) mostram a matéria escura, inicialmente distribuida suavemente, se agrupando em
uma rede complexa de filamentos e nés, como predito pelo Modelo de Halos. Este
modelo entao se mostra muito util para tratar o regime nao-linear, em escalas de poucos
Megaparsecs, da formacao de estrutura do universo.

Mas o fato da matéria escura ser nao-relativistica ainda pode ser questionado por
dados recentes. Um novo modelo AWDM surge como candidato a uma generalizagdo do
ACDM, no sentido de que a matéria escura nao seria totalmente fria. Nesse novo modelo
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é proposta a matéria escura morna, pois ela reproduz melhor dados observacionais de
pequenas escalas em simulagoes. A matéria escura morna seria mais leve que a fria, o que
a permitiria permanecer relativistica por mais tempo no inicio da historia do universo,
de forma a causar uma ja observada supressao na formacao de estrutura em pequenas
escalas.

No presente trabalho vamos mostrar como se da a distribui¢cao de matéria escura no
Modelo de Halos, assim como a supressao na formacao de estruturas pela matéria escura
morna, por meio da estatistica do espectro de poténcia sobre o campo de densidade da
matéria. No capitulo 2 revisaremos alguns conceitos basicos da teoria da relatividade
geral, necesséarios para derivar o modelo de Friedmann-Robertson-Walker e resolver as
equacgoes de Friedmann, que descrevem a evolugao do universo.

No capitulo 3 sera feito um estudo da teoria de perturbacao linear no regime Newtoniano,
assim como a definicdo da funcao de correlacao de dois pontos e do espectro de poténcia.

No capitulo 4 veremos a teoria do Modelo de Halos. A introducao aos halos sera feita
com o modelo de colapso esférico da matéria, e em seguida serao apresentadas as principais
caracteristicas dos halos: sua funcao de massa e perfil de densidade. Mostraremos também
a comparacao do Modelos de Halos com outro modelo numérico através do espectro de
poténcia nao-linear da matéria escura.

A matéria escura morna sera tratada no capitulo 5. Modificaremos o Modelo de
Halos para esse novo tipo de matéria e mostraremos seus espectros de poténcia linear e
nao-linear.

Por fim, apresentaremos nossas conclusoes e perspectivas de trabalhos futuros.

Figura 1.1: Simulacao Millenium Simulation mostrando a evolugao temporal da matéria
escura em um pedacgo do universo. Quanto maior a quantidade de massa
em uma inomogeneidade, maior é o halo formado. Figura de [1].
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A fisica conhecida hoje é descrita por quatro forcas fundamentais: a forca forte, a
forca fraca, o electromagnetismo e a forca gravitacional. No entanto, nas escalas de
interesse da cosmologia, ¢ a gravidade que domina. Portanto, para entender a formacao
e distribuicao de estrelas, galaxias e aglomerados de galaxias, é preciso primeiro entender
as leis que regem tais objetos.

A teoria que melhor descreve a interacao gravitacional atualmente é a Teoria da
Relatividade Geral. Ela é a base para descrever toda a evolucao do universo.

2.1 Revisao de Relatividade Geral

A Teoria da Relatividade Geral foi formulada por Einstein em 1915 partindo da ideia
de que todos os corpos sofrem influéncia da gravidade, e que todos os corpos caem da
mesma maneira em um campo gravitacional. Este fato é conhecido como principio de
equivaléncia, e também pode ser formulado com a afirmacao de que todo referencial
uniformemente acelerado é localmente equivalente a um campo gravitacional homogéneo.
Nessa teoria um corpo com massa distorce o continuum do espago-tempo ao seu redor,
curvando o espago-tempo nessa regiao e alterando sua geometria.

As equagoes de Einstein, que descrevem o espaco-tempo e os objetos que o deformam e
nele gravitam, podem ser obtidas através da agdo de Einstein-Hilbert (¢ = 1, e usaremos

N = dzag(—l,l,l,l))

S = /d4x\/—_g (ijGR + Lm> , (2.1)

onde g ¢ o determinante da métrica g,, do espaco-tempo, G ¢ a constante gravitacional
universal, R é a curvatura escalar do espaco-tempo e L,, é a lagrangeana da matéria.
A curvatura escalar é definida como:

R frd g’LLVR’u,I/ — gﬂagl/BR/“/aﬁ’ (22)

onde R, ¢ o tensor de Ricci e R, ¢ um tensor de posto 4 chamado tensor de Riemann,
que quantifica a curvatura do espago 4-dimensional, e pode ser escrito como [6]:
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_org, orgs

4 —_—

o A o A
By T 5B oxY Aﬂrav - /\VFaB’

(2.3)

onde as quantidades Fgﬂ sao conhecidas como simbolos de Christoffel, e podem ser
escritos em termos da métrica,

1 0958 = 0050  0¢ap
I, = —g" — ) 2.4
af = 59 ( ore 0P 0x° (2:4)

Podemos escrever o tensor de energia-momento em termos da lagrangeana da matéria
usando a relacao

T -2 5(\/__9Lm)

L= . 2.5
H /_g 59“’/ ( )
Variando a ac¢do de Einstein-Hilbert em relagao a métrica, chega-se em [7]:
1
R, — z9uwR =8rG1T),, (2.6)

2

que sao as equagoes de Einstein para a gravitacao.

Existe ainda uma liberdade na formulagao das equagoes de Einstein que mantém a
conservacao de energia. Essa liberdade estd em adicionar um termo proporcional a
métrica g, j& que Vg, =0 (V, A4, = o — I, Ag). Dessa forma, a Eq.(2.1) pode
ser modificada para [6]:

= [d'zy/=g|——=(R—2A) + L 2.
S= [ d'aov=g |1z o (R=20) + L] (27)
e as equacgoes de Einstein ficam:
1
R, — z9uwR =81GT,, + Ag. (2.8)

2

A constante A ficou conhecida como constante cosmoldgica. As equagoes de Einstein
preveem um universo em expansao ou em contracao. No entanto, Einstein acreditava
que nosso universo era estatico, o que o fez introduzir a constante cosmoldgica em
suas equacgoes, pois ela garantia tal estaticidade. Entretanto, no final da década de
1920, observacoes feitas por Edwin Hubble revelaram que o universo esta de fato em
expansao. Hoje a constante cosmoldgica é encarada como um tipo de energia de vacuo
ainda desconhecida, chamada energia escura, que age como uma gravidade repulsiva,
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fazendo o universo se expandir aceleradamente. Uma descri¢ao detalhada dos indicios
observacionais da expansao acelerada do universo pode ser encontrada em [8].

2.2 Modelo Friedmann-Robertson-Walker

Atualmente é possivel fazer grandes e acuradas observacgoes cosmoldgicas, entre elas
mapas de areas do universo, catalogando um grande nimero de galdxias. Tais mapas
sugerem que a distribuicao de matéria e radiacao do universo observavel é homogénea
e isotrépica em escalas acima de 1000 Mpc. Na figura (2.1) podemos ver o mapa do
Sloan Digital Sky Survey (SDSS) e observar como a distribuicao de galdxias é muito
semelhante, mesmo em regioes opostas do céu. A homogeneidade da radiagdo pode ser
observada em medidas da radiagdo césmica de fundo (CMB), como os mapas WMAP e
PLANCK [9].

Mesmo que isso nao signifique que o universo como um todo seja homogéneo e isotrépico,
implica que ao menos uma regidao tao grande quanto o nosso volume de Hubble! atual seja
assim. Entao, a priori podemos considerar todo o universo observavel como homogéneo e
isotrépico em grandes escalas.

Para encontrar a métrica que descreve um espago homogéneo e isotropico, primeiro
separamos as componentes da métrica:

ds® = goodt® + 2ggidtdx’ + gijdxid:pj. (2.9)
Notamos agora que a suposi¢ao de isotropia elimina os termos gg; da métrica, caso

contrario terfamos uma dire¢ao privilegiada no espaco. Escolhendo ainda a coordenada
temporal como a de observadores comdveis, temos que goo = —1 e a métrica fica:

d82 = —dt2 + gzjdxldxj = —dtQ + %de’dx’ = —dtQ + dl2, Yi; = —3Gij (210)

Basta agora determinar 7;;. A imposi¢ao de isotropia também implica em simetria
esférica e, portanto, a métrica 3-dimensional adquire a forma [10]

di* = (1) [N (r)dr™ + 1 (6% + sin®dg?)| . (2.11)

A curvatura escalar desta métrica 3-dimensional, calculada pela Eq.(2.2) é

3 d 0 1
r= 2a27"3 dr’ {T/ (1 B /\2)} ‘ (2.12)

Volume de Hubble, ou esfera de Hubble é o volume espacial que a luz consegue alcancar dada a idade
do universo calculada a partir da expansdo do universo (parametro cosmolégico Hy). O raio da esfera
de Hubble é definido como ¢/Hy.
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Figura 2.1: Mapa SDSS do universo. A Terra esta no centro da imagem e cada ponto é
uma galaxia. E interessante notar como a simulacao exibida na figura (1.1)
se assemelha a distribuigdao real de matéria no universo. Figura de [2].

A homogeneidade implica que as propriedades geométricas independem de 7’ e portanto
R depende apenas do tempo. Igualando a Eq.(2.12) a uma constante em relagdo a 1’ e
integrando em 7/, obtemos

r'? (1 — )\12> = c1 ()" + eo(t), (2.13)

Para manter a consisténcia da equacao quando r» = 0, temos que c; = 0, e chegamos que
A2 = (1 — ¢ "', Podemos ajustar r’ de forma a absorver o pardmetro ¢; # 0 a menos
de seu sinal, que nomeamos como k = +1. Introduzir r* = |c;|r"?/k e a*(t) = cia*(t)
conduz a métrica do espago tempo completa:

dr?

1—kr?

ds® = —dt* + a*(t) ( +r?do? + r2sin29d(b2> : (2.14)

Tal métrica é chamada de métrica Friedmann-Robertson-Walker (FRW) e descreve
um universo espacialmente homogéneo e isotrépico em cada instante de tempo t. a(t)
é denominado o fator de escala césmico (ou fator de expansdo) da métrica espacial e
k pode ser 0,4+ 1, — 1, cada um desses valores determinando uma curvatura espacial
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diferente (zero, positiva e negativa, respectivamente). De acordo com a métrica FRW, os
simbolos de Christoffel nao nulos sao

i1y (8%3' Mk a%‘k)

ik 9 oxk — OxJ ox!
a
Iy = —Yijs (2.15)
i a

As componentes nao nulas do tensor de Ricci também sao facilmente calculadas

Ry = —3°,
a
a a® 2k
Rij = [a + 2; + a2‘| Yij - (2'16)

Portanto, a curvatura escalar é dada por

4, & ’“1 (2.17)

R=6|—4+—=+—
[a+a2+a2

2.3 Equacoes de Friedmann

Para proceder com a anélise do universo segundo a métrica FRW é preciso considerar
o conteudo de matéria e energia, o lado direito das equagoes de Einstein. Escolhemos
modelar a matéria e energia como um fluido perfeito?, para manter a consisténcia
com a forma diagonal da métrica e a isotropia do espago, de forma que o tensor de
energia-momento, no sistema de coordenadas comovel, adquire a forma

T} = diag(—p,p,p, p,) (2.18)

onde p = p(t) é a densidade de energia e p = p(t) a pressao. Antes de colocar o tensor
nas equagoes de Einstein vamos analisar a componente v = 0 da equacao da conservacao
da energia-momento:

2Fluido perfeito, ou fluido ideal, é um fluido que pode ser completamente descrito por suas densidade e
pressao, constantes no espaco.
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V. T =0=0,T + T, Ty — T T
dp a
= — 43— . 2.19
5 T35 (0+p) (2.19)
Escolhemos agora uma simples equagao de estado que relacione a densidade de energia

e a pressao. Geralmente os fluidos ideais de interesse na cosmologia obedecem a equacao
de estado [11]

p=wp, (2.20)

onde w é conhecido como pardmetro da equagao de estado.
A Eq. (2.19) fica entao,

P aqsun®
= 3(L+w) . (2.21)

Assumindo que w é uma constante, podemos integrar essa equagao, que resulta em

pox a3, (2.22)

Os valores assumidos por w determinam o tipo de fluido ideal. A matéria é qualquer
cojunto de particulas nao-relativisticas e que nao colidem entre si, e portanto tem a
pressao interna desprezivel comparada com a densidade de energia, py; = 0. Essas
particulas podem ser de matéria escura ou baridnica. Exemplos de matéria barionica
incluem estrelas e galaxias. Matéria também pode ser chamada de poeira, e um universo
composto em sua maior parte de matéria é chamado dominado por matéria. A densidade
de energia nesse caso cai segundo a expressao:

pn X a3, w=0. (2.23)
Vemos que a densidade de particulas diminui & medida que o universo expande.
Radiacao é o nome dado ao tipo de fluido usado para descrever a radiacao eletro-
magnética ou particulas massivas relativisticas. Como sabemos que o trago do tensor
de energia-momento eletromagnético é nulo [7], w = 1/3 para a radiagdo e temos que
a equagao de estado fica pp = %pR. Um universo constituido em sua maior parte de
radiacao é chamado dominado por radiagdo, e a densidade de energia nesse caso segue

pro<a, (2.24)
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Outro tipo de fluido de interesse é a energia de vacuo. Nesse caso w = —1, py = —pa
e a densidade de energia permanece constante

pa o< a’, (2.25)

Como a densidade de energia de matéria e radiagao decrescem a medida que o universo
expande, se houver inicialmente uma quantidade nao nula de energia de vacuo ela
predominard apds um longo tempo, se o universo permanecer em expansao. Se iSso
ocorrer, dizemos que o universo é dominado por vdcuo.

Para encontrar as equagoes dindmicas que descrevem a evolucao do fator de escala
a(t) recorremos as equacoes de Einstein R, — % guwR = 8nGT,,. A componente 00 da a
chamada equacao de Friedmann

<a>2 Lk _&G) (2.26)

a a? 3

As componentes i-i, que sao iguais devido a isotropia, resultam em

. . 2 k‘
2% 4 (a> + 2 — —8xGp. (2.27)
a a a
A substitui¢ao da Eq.(2.26) na Eq.(2.27) resulta em uma equagao para a aceleragao do
fator de expansao

a 4G
0 3 (p+3p). (2.28)

Sabemos que hoje a(t) > 0, se p+ 3p foi sempre positivo no passado, entéo i foi sempre
negativo, logo em algum momento do passado a deve ter sido zero. Este evento, chamado
de Big Bang, ¢ geralmente definido como o tempo zero e em a = 0 a métrica tem uma
singularidade.

A taxa de expansao do universo é determinada pelo pardmetro de Hubble H = a/a. O
parametro de Hubble ndo é uma constante e em geral varia com ¢~!. O tempo de Hubble,
ou raio de Hubble, H~! define a escala de tempo da expansdo e a constante de Hubble
Hy é o valor atual da taxa de expansdo, medido como Hy = 67.8 0.9 km/s/Mpc [12].

A equacao de Friedmann pode ser reescrita como

1 k TG

= =
3 p

e = g~ 1=0-1 (2.29)

k
H2+72:
a

onde () é a razao entre a densidade e a densidade critica, chamado parametro de densidade,
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H2
a=r = (2.30)

Como H?a? > 0, existe uma correspondéncia entre o sinal de k, que esté relacionado
com a curvatura do espaco, e o sinal de 2 — 1, da seguinte forma [11]:

E=+1=Q>1, P> Pes Fechado
k=0=Q=1, P = Pe, Plano
k=-1=Q<1, P < Pe, Aberto

Entao o parametro de densidade nos diz qual das trés geometrias de Robertson-
Walker descrevem nosso universo, portanto sua determinacao experimental é de crucial
importancia. Medidas recentes da radiacao césmica de fundo levam a €2 = 1.0005=+0.0033
[12].

Por ultimo, vemos que a evolucao do fator de escala, quando o universo é dominado por
diferentes formas de energia (diferentes w) se dé pela solucao da equagao de Friedmann.
Considerando p = p;a=31*%) | p, = constante temos que a Eq.(2.26) para k = 0 resulta
em:

N2 8@ srG \'? | .
(1) = 5t wa= () i

A solucao de tal equacao é

a= C’lt?’(liw), C = constante (2.32)

Portanto, para um universo dominado por matéria, por exemplo, onde w = 0, a o t*/?
e em um universo dominado por radiagdo w = 1/3 o fator de escala evolui como a /2.

. 8nG 1/2
Para o caso em que w = —1 voltamos na Eq.(2.31), que fica a = (TP%) a, 0 que

Ht  Esse periodo de crescimento exponencial do fator de escala é

implica em a x e
chamado de inflacao.

O universo ja foi dominado por radiagao, apds a inflacao e até expandir o suficiente
para esfriar e passar a ser formado, em sua maioria, por matéria [11]. Hoje acredita-se
que o universo nao é mais dominado por matéria, mas sim por um tipo de energia de
VACUO, a energia escura, que causa sua expansao acelerada e cuja composicao é um dos

maiores mistérios da Fisica moderna.

10
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2.4 Distancias

Medir distancias em um universo em expansao é uma tarefa complexa na astronomia e
essencial para extrair informagoes de observagoes, e por isso requer um certo cuidado.
Existe, em geral, duas maneiras de medir a distancia entre objetos. A distancia comével
é aquela que acompanha a expansao do universo e a distancia fisica, que seria a distancia
“real” entre objetos, aumenta devido a expansao.

A distancia mais utilizada em cosmologia é a distdncia comoével entre dois pontos de
coordenada comével r1 = (z1,y1,21) € ra = (T2,Y2,22), que é a mais fundamental e simples
de ser calculada, dada por:

de = \/(951 —22)* + (11 — y2)* + (21 — 22)? (2.33)

Uma distancia comével importante é aquela que a luz pode viajar desde o tempo inicial
t = 0. Isso pode ser calculado escrevendo a métrica FRW para um féton como ds? = 0
(assumindo dy = dz = 0 por simplicidade)

= /Ot aa(l:) (2.34)

Por essa distancia ser a maior existente no nosso horizonte de eventos, nenhuma
informagao pode ter se propagado mais longe no cenario comovel, ela pode ser chamada
de horizonte comével. Também é possivel usar 1 como uma variavel temporal que cresce
monotonicamente e chamaé-la de tempo conforme. Tal varidvel é mais conveniente para
descrever a evolugao temporal do universo do que o tempo coordenado t.

Outra distancia comével de interesse é a entre um emissor luminoso (por exemplo, uma
estrela) e nds, expressa em termos do redshift. Tal distancia pode ser escrita reescrevendo
a integral na Eq.(2.34) em fungao do fator de escala a. Dessa forma, a distdncia comével
de um objeto é dada por,

to  dt’ L dd
x() :/t(a) a(t') :/a 2 H(a')’ (2.35)

onde usamos que hoje (t = t() o fator de escala é definido como 1 e que ‘fl—ja’l =H. Em
geral, o subscrito/sobrescrito “0” em uma quantidade indica que a mesma esta avaliada
no tempo atual.

A Eq.(2.35) pode ser colocada em termos de outros pardmetros cosmoldgicos utilizando-

se a equacao de Friedmann, considerando um universo plano:

8t PM PR PA
2 2

C
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Figura 2.2: Distancia comoével em funcao do redshift. Em todos os graficos (23, +Q, = 1.
A radiacao é uma parcela desprezivel do universo hoje.

onde Hy é a constante de Hubble atual, py; é a densidade de matéria do universo, pr a
densidade de radiacao e p, a densidade de energia de vacuo, que no modelo ACDM, é a

densidade de energia escura. Substituindo tal resultado na Eq.(2.35), e lembrando que

0) _— 0) _— 0
pur = phtapr = pitat e pa = pfa”;

(a) 1 da’
“ g2H, (QS&)CLI73 + Qgg)a/*‘l + QS\O)> /

(2.37)

A distancia comével também pode ser escrita em termos do redshift, definido como
1
1+2?

a =

/Z dz'
O Ho (07 (1+ )8 + QR (1+ 24 + Q)

X(z) = 73 (2.38)

Tal distancia em fungao do redshift pode ser vista na figura (2.2) para varios redshifts
e diferentes cosmologias.

Outra maneira muito utilizada de medir distancias em astronomia é através do angulo
6 que tal objeto, de tamanho fisico [ conhecido, ocupa na esfera celeste. A distancia até
tal objeto ¢ entao,

l
da=—.

; (2.39)

Para computar tal distancia, chamada distancia didametro angular, em um universo em

12
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expansao, primeiro notamos que o tamanho comével do objeto agora serd [/a. Como
l/a

x(a)"
Comparando com a Eq.(2.39) vemos que a distancia didmetro angular em um universo

plano em expansao é

a distdncia comével até um objeto é dada pela Eq.(2.35), entdao o angulo 6§ =

A —. S (2.40)

Vemos que a distancia angular é igual a distancia comdével para pequenos redshifts, ao
menos em um universo plano. Em um universo aberto ou fechado a distancia diametro
angular generaliza, em termos da densidade de curvatura 2, = 1 — 2, para:

da =

a {sinh [\/QkHox} , Q>0 (2.41)

]—]0\/@ sin [\/—QkHox} , Q<0

E interessante notar que ambas as expressoes reduzem ao caso plano no limite que a
densidade de curvatura vai a zero. Dado que sabemos como se d4 a dinamica do universo,
por meio das equagoes de Einstein, e como extrair informagoes, como distancias, da
observacao de corpos celestes, podemos agora nos debrugar sobre o problema de porque
a matéria se agrupa em estruturas como estrelas, galaxias e aglomerados de galaxias.
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O universo era muito homogéneo e isotropico na época da recombinagao, como indicam
observagoes da radiacdo césmica de fundo. Porém, as inomogeneidades no universo
atual sao claras, manifestadas na forma de galaxias, aglomerados e superaglomerados
de galaxias, gerando uma estrutura. A explicacdo de como uma estrutura nao-linear
pode se desenvolver a partir de pequenas perturbagoes iniciais reside na instabilidade
gravitacional.

Uma das caracteristicas naturais da gravidade é a instabilidade gravitacional: matéria
¢ atraida para regioes mais densas, amplificando inomogeneidades ja existentes. Mesmo
pequenas regioes densas, da ordem de 10™° com relacao ao meio, eventualmente atraem
matéria suficiente para formagao de estrutura.

Mas para garantir que as pequenas perturbagoes, originarias de flutuagoes quéanticas
na era inflaciondria, gerem as estruturas que vemos hoje, é preciso estudar o quao rapido
tais inomogeneidades crescem em um universo em expansao. Para tal, utilizamos a teoria
de perturbacao linear. Sua forma mais geral envolve a teoria da relatividade geral, mas a
instabilidade gravitacional na teoria Newtoniana, estudada aqui, produzem resultados
aplicaveis para matéria nao-relativistica em escalas que nao excedem o horizonte de
Hubble, o que é suficiente para nossos propositos.

3.1 Teoria de perturbacao linear

Descreveremos a matéria como um fluido perfeito, ja que ela se comporta aproxima-
damente dessa forma em grandes escalas. Isso significa que em qualquer instante de
tempo a matéria serd caracterizada por p(x,t), a entropia por unidade de massa S(x,t)
, 0 potencial gravitacional por ¢(x,t) e campo vetorial de tri-velocidades V(x,t). As
equagoes que governam tais quantidades sao as equagoes da hidrodinamica:

e Equacao de continuidade

dp
vV =0, (3.1)
e Equacoes de Euler
ov \Y
S (V) + pp + V6 =0 (3.2)
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e Conservacao da entropia

dS(x,t) 0S8
7 5 + (V.V)S = 0; (3.3)
e Equagao de Poisson
A¢p = 4AnGp, (3.4)

que juntas com a equagao de estado p = p(p,S) formam um conjunto de sete equagoes
para as sete func¢oes desconhecidas descritas anteriormente.

Em um universo homogéneo e isotropico em expansao a densidade de energia do meio
é uma funcao do tempo, e as velocidades do meio obedecem a lei de Hubble

p=po(t), V=Vo=H()x. (3.5)

Substituindo tais expressoes na equagio de continuidade resulta na ja estudada Eq.(2.19)
po+ 3Hpg = 0. Para estudar a evolugdo de perturbagoes no meio primeiro é preciso fazer
uma pequena perturbagdo na distribuicao de matéria [13]:

p=pot 5p(xat)7 V =V +dv, ¢ = ¢o + 09, (36)
p = po+0p = po + 0p.
onde ignoramos perturbagoes na entropia e ¢; é a velocidade de propagacao de uma

perturbacao no meio. As equacoes da hidrodindmica lineares para pequenas perturbagoes
ficam

BARE) oty + ) Vo) -0, o
%‘gfvt) + (Vo.V)ov(x,t)+(v(x,t).V) Vo + fVép(X,t) +Vop(x,t) =0,  (3.8)
0

Adp(x,t) = ArGop(x,t). (3.9)

Para poder aplicar uma transformada de Fourier, e portanto resolver as equagdes, é
preciso primeiro retirar a dependéncia explicita da coordenada x de V. Para tal, é
mais conveniente utilizar coordenadas Lagrangeanas q, que sao comdveis com o fluxo de
Hubble, ao invés das Eulerianas, que estao relacionadas da seguinte forma:

x = a(t)q. (3.10)

Nessas novas coordenas a derivada temporal e o gradiente ficam

16



3.1 Teoria de perturbagao linear

(3),-(3), om0

1
V=V,

(3.11)

Substituindo tais relagoes nas Eqs.(3.7)-(3.9) e introduzindo o contraste de densidade

de perturbagoes 6 = dp/pg, obtemos

dd(q,t) 1 B
(‘% + 5V(5V(q,t) = O,
2
1
%‘g;erHav(q,t) n %Vé(q,t) + —Vig(a) =0,

Adg(ait) = 4rGa’pod(q,t).

(3.12)

As derivadas sao todas com respeito a q e a partir de agora iremos omitir essa
dependéncia nas equagoes. E possivel transformar essas equagoes em uma s6 equagao
de segunda ordem para §. Para isso tomamos a divergéncia da Eq.(3.13) e usamos a

Eq.(3.12) e Eq.(3.14) para eliminar v e ¢ em termos de ¢. O resultado é

2

5+ 2H5 — S2V6 — 4nGpes = 0.
a

e descreve as inomogeneidades gravitacionais em um universo em expansao.

3.1.1 Perturbacoes adiabaticas

Fazendo uma transformacao de Fourier em ¢:

d*k

(ikx)
d(x,t) /5 e (2ﬂ)3,

a Eq. (3.15) fica, para cada modo de Fourier,

21.2
s

Ok + 2H 0y + (C];
a

— 47TGp0> o = 0.

(3.15)

(3.16)

(3.17)

O comportamento de cada perturbacao depende principalmente da escala espacial, ou

do comprimento de onda critico chamado comprimento de Jeans,
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Vo (3.18)

Perturbagbes em escalas muito menores do que o comprimento de Jeans (A < ;) sdo

ondas sonoras. Se ¢, muda adiabaticamente (E—S < H ), entdo a solu¢ao da Eq.(3.17) é
da forma

]_ . cgdt
S oc ——eFik [ S (3.19)

V/csa

Em escalas muito maiores que a escala de Jeans (A > A\;) a gravidade domina, e
podemos desprezar o termo dependente de k na Eq.(3.17). Portanto, uma das solugoes
da equagao resultante é proporcional ao pardmetro de Hubble H(t), em um universo
plano dominado por matéria. Isso pode ser visto substituindo d; = H(t) na Eq.(3.17)
com c2k? = 0 e verificando que a equagao obtida é exatamente a derivada da equagdo de
Friedmann. A solugdo 64 = H(t) é a solucao decrescente da equacao de perturbagao em
um universo dominado por matéria, ja que H decresce com o tempo.

A outra solugdo independente da equacao diferencial, d. pode ser obtida pelo meio do
Wronskiano,

W = 040, — 640 (3.20)

Derivando o Wronskiano obtemos W = 5d50 — 5d56, e isolando § em Eq.(3.17) e
substituindo em W encontramos que o Wronskiano satisfaz a equacao:

W = —2HW, (3.21)

que tem como solucao,

W = 0,0, — 640, = %, C = constante (3.22)
a

Substituindo o ansatz 0. = d49(t) na expressao do Wronskiano, obtemos para g a
equagao:

g(t) = —c/ a‘%. (3.23)

Portanto, a solu¢ao mais geral da Eq.(3.17) para grandes comprimentos de onda é
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dt
Em um universo plano dominado por matéria, a o< t¥% e H o< . Nesse caso, fazendo
a integral obtemos,

5(t) = Cyt*3 + Cot ™t (3.25)

Apenas 0 modo crescente das perturbagoes é importante para t grande, pois é devido a
esses modos que ha estrutura no universo. A evolugdo do modo crescente das perturbacoes
pode ser separada em um termo 6.(t) = D(z) independente de k, chamado fator de
crescimento, e outro §(k,0) independente do redshift d(k,z) = D(z)d(k,0), onde podemos
escrever, em geral [14,15]:

D(z) = Hb([j) / T+ ) ( H}(IZO,)> . (3.26)

3.1.2 Perturbacoes vetoriais

Solugoes triviais com 0 = 0 e 6.5 = 0 podem corresponder a solu¢des nao-triviais do
sistema de equagoes hidrodindmicas. Nesse caso, as Eqs.(3.12)-(3.14) se reduzem a

Vov =0, dov + Hév =0. (3.27)
ot

Da primeira dessas equagoes segue que, para perturbagoes na forma de ondas planas,
ov o dvi(t)e 9, a velocidade dv é perpendicular ao niimero de onda k. A solugdo da
segunda equagao é da forma dvy o< 1/a. Vemos entdo que que as perturbagoes vetoriais
decaem a medida que o universo expande. Portanto, tais perturbacoes s6 podem ter
amplitudes significativas atualmente se elas fossem muito grandes no passado, tao grandes
que destruiriam a isotropia do universo primordial. Nao hé lugar para tais perturbacoes
vetoriais grandes em um universo inflacionario, e portanto elas nao tem papel na formacao

de estrutura do universo.

3.2 Espectro de Poténcia

Lembramos que podemos caracterizar a amplitude parcial da densidade de perturbacoes
pela sua transformada de Fourier
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J(x,t) = / <;Z7T’§35<k,t)eik><, J(k,t) = / s (x,t)e . (3.28)

Como §(x) é real e tem média zero (universo homogéneo), temos que (d(k,t)) =0 e
d(=k,t) = 6*(k,t). O espectro de poténcia é definido via:

(6(k,)6*(K' 1)) = (2728 (k — K P(k) (3.29)

As propriedades estatisticas da amplitude de densidade sao determinadas pelo conjunto
de fungoes de correlagao [16]

&o(x1,X2) = (0(x1)0(x2)), £3(X1,X2,X3) = (0(x1)0(x2)d(x3)) , ... (3.30)

onde a média é tomada sobre ensembles.

A homogeneidade do espago implica que a fungao de correlacao de dois pontos (&;), por
exemplo, seja invariante sobre translacoes, e portanto s6 pode ser funcao da separacao
entre os pontos, £(X1,X2) = &(X1 — X2). Por outro lado, isotropia requer que £(x) seja
invariante sobre rotagoes também, logo a funcao de correlagao de dois pontos deve ser
fungao apenas do médulo da distancia entre os pontos, £»(x1,X2) = &(|x1 — Xa|).

Podemos computar a funcao de correlagao de dois pontos

&2(r) = (0(x)o(x + 1)), (3.31)

em termos do coeficientes de Fourier da seguinte forma:

6) = [ 55 [ gy (0I5 () e xe e
1

_ 37, 1371 331 _ 1/ —ix(k—k') iK't
o / / PR (2728 (k — K P(k)e e

1

(2m)?
1 9 sin(kr)
- / ARK2P (k) = (3.32)

[ @rp@et

Segue entao que a func¢ado de correlagao de dois pontos é a transformada de Fourier
do espectro de poténcia. O espectro de poténcia tem dimensao de volume, portanto as
vezes € util utilizar uma quantidade adimensional, definida como
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P(k) [h"*Mpc?®]
104 L

1000 ¢
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10+
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Figura 3.1: Espectro de poténcia para a cosmologia ACDM: Q.4,,, = 0.25,
Q = 0.05, 2y = 0.75. Tal curva foi obtida usando o cédigo CAMB (ver
secao 4.3 )

_ K P(k)

272

A*(k) (3.33)

Geralmente estamos interessados em medir o espectro de poténcia da matéria hoje e
entender como tal teve origem a partir de um espectro de poténcia primordial, estabelecido
na época da inflagdo. Lembrando que o potencial ¢(k) e a amplitude de densidade
d(k) estao relacionados pela equagao de Poisson, podemos trabalhar com o potencial
ao invés da densidade, e relacionar o potencial atual com o potencial primordial ¢,.
Esquematicamente, temos que [17]

b(ka) = 6,00) x T(k) x 212, (3:34)

a

onde T'(k) é a fungao de transferéncia. A funcao de transferéncia é quem descreve a
evolucao das perturbagoes quando cruzam o horizonte e através da transicao do universo
dominado por radia¢ao para dominado por matéria. Por defini¢ao ela é dada por

— ¢(k7a>>1)
Tk = 3 hasy)’

onde ¢rg indica o potencial em grandes escalas.
Também ¢é na funcado de transferéncia que esta codificada a forma caracteristica do

(3.35)
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espectro de poténcia. E possivel fazer aproximagcoes numéricas da funcio de transferéncia,
mas apenas uma analise qualitativa visando a curva do espectro de poténcia, como a
vista na figura (3.1), serd feita no presente trabalho. Uma descri¢do mais completa pode
ser vista em [18].

Primeiro consideremos modos k < k.4, onde k., ¢ o nimero de onda de um modo que
entra no horizonte na transicao radiacado-matéria do universo. Portanto, esses modos
s6 entraram no horizonte na época em que o universo é dominado por matéria. Nesse
estagio as perturbagoes crescem de forma aproximadamente linear, ja que a gravidade
domina nessa escala, o que favorece o aumento das perturbacoes.

O espectro de poténcia para pequenos comprimentos de onda, ou seja k > ke, apresenta
mais sutilezas. Modos de perturbacao que entram no horizonte na era da radiagdo tem
sua amplitude reduzida devido a pressao da radiacdo. Como o plasma de barions e
radiacao antes da recombinacao era muito acoplado as perturbacoes na matéria barionica
apenas oscilavam e nao cresciam. No entanto, considerando a matéria escura, ja que
esta domina sobre a barionica e as pertubacoes na radiacao sdo despreziveis, temos
um crescimento logaritmico das perturbacoes, governado pelas equacoes de Meszaros'.
Apbs esse crescimento logaritmico, as perturbagoes passam a crescer com o fator de
escala 0.4, o< a depois da era de igualdade radiacao-matéria. Modos maiores entram
no horizonte cada vez mais cedo na era da radiagao, e suas perturbagoes sofrem maior
crescimento logaritmico em comparagao com os modos menores. A funcao de transferéncia
é da forma T'(k) o< In(k/ke,) € o espectro de poténcia P(k) o k"T?(k) oc k=3In?(k/keq)?.
Vemos entao que o espectro de poténcia para k > k., diminui quanto maior for o modo.

A regiao em que a curva do espectro de poténcia muda de crescente para decrescente
corresponde aos modos que entram no horizonte na era de transicao radiagao-matéria, o
que ocorre em aproximadamente k ~ 1072Mpc1.

3.3 Distorcoes no espaco dos redshifts

A maneira mais direta de se medir o espectro de poténcia é através de um mapa em
redshift, onde a posicao angular e o redshift, que daria uma medida da distancia radial
das galaxias, sao gravados. Dessa forma seria possivel obter as distancias angular e radial
entre diversas galaxias e ndés. No entanto, essa medida da posicao radial em func¢ao do
redshift possui alguns problemas. Um deles é o fato de que a aproximacao usual para a
distdncia em termos do redshift [17],

Xs(z) = (3.36)

IEquacdes de Maszaros sdo as equacdes que descrevem a evolucdo das perturbacdes de matéria escura
fria, depois que as perturbagoes na radiacdo se tornam despreziveis [17]

2Por falta de um modelo definitivo sobre a origem das perturbacdes no campo de densidade, geralmente
se assume que o espectro de poténcia primordial é uma poténcia: Py, (k) o k™. Usaremos n = —3,
que reproduz o espectro de Harrison-Zel’dovich.
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sO é valida para pequenos redshifts, z < 1. Tal problema pode ser evitado se forem feitos
mapas em redshift com z < 0.1.

Outro ponto, bem mais problemaético, é o fato de que na Eq.(3.36) nao é levada em
conta a velocidade peculiar, a velocidade com que as galaxias se movem excluindo a
expansao do universo, movimento esse atribuido a inomogeneidades.

Em uma regiao de matéria muito densa, em que o colapso apenas comegou, as galaxias ao
redor serdo atraidas para o centro com certa velocidade (peculiar). Entao, se observamos
uma galaxia do outro lado dessa regiao densa, com relagao a nés, o espectro dessa galaxia
tera um desvio para o vermelho menor do que o seria se ela nao estivesse sendo atraida
pela regiao. Analogamente, se analisamos o redshift de uma galaxia do nosso lado da
regiao densa, este serd maior devido a velocidade peculiar. Esses fendomenos acabam
causando uma distor¢do nos mapas em redshift proximo a regides densas, uma alongacao
(mais galdxias com um redshift “médio”) na dire¢do perpendicular a de observagao, onde
na verdade (no espaco das coordenadas) tal regido é circular. E preciso entdo modelar
essa distorcao para que seja possivel leva-la em conta e corrigi-la no espectro de poténcia.

Para resolver esse problema primeiro é importante notar, como fez pela primeira vez
Kaiser em 1987, que o nimero de galaxias em uma dada regido, seja no espaco das
coordenadas ou dos redshifts, é o mesmo. Ou seja,

ns(xs)d’z, = n(x)d’z, (3.37)

onde n ¢ a densidade de galdxias em x no espaco das coordenadas, n, ¢ a densidade
no espaco dos redshift, d®>z é o elemento de volume no espaco das coordenadas d3x =
drx?sinfdfde e d*x, = drsx?sinfddfde no espago dos redshifts. Como a parte angular
dos elementos de volume é igual, podemos definir um Jacobiano

d3x dr z*
=|—0=—= 3.38
3 dxs x? ( )
de forma que
ns(xs) = n(x)J. (3.39)

Podemos computar o Jacobiano se lembrarmos que o redshift observado é dado por:
z = Hyx +v.%, (3.40)

onde o primeiro termo ¢é a lei de Hubble e o segundo ¢ a velocidade no direcao da medida.
Dividindo a Eq.(3.40) por H,

23



3 Formagao de Estruturas no Universo

Ty =2+ —. (3.41)

Com isso podemos substituir z, no Jacobiano e reescrevé-lo como,

o [v.a]\ ™" v.i\ 2

O termo com a derivada na velocidade é da ordem v'/Hy ~ kv/H, para uma pertur-
bagdo em ondas planas. J& o segundo termo é da ordem v/xHy e portanto o primeiro
termo é maior que o segundo por um fator kx. Como é mais facil medir os modos de
Fourier para pequenos comprimentos de onda (k > 1), estamos interessados nos casos
em que kxr > 1. Desprezando o segundo termo e expandindo o primeiro, obtemos

I oy

A densidade do nimero de galaxias nos espacos das coordenadas e dos redshifts é
dada por, respectivamente n = n(1 + 0) e ng = n(1 + d5), onde n é a densidade média.
Substituindo na Eq.(3.39),

146, = (1+4) (1-5} [‘[;Z“"D (3.44)

Mantendo apenas os termos lineares na perturbacao ficamos com,

0 |v.2
ds(x) = 0(x) 5 [HJ (3.45)

Vemos, portanto, que a amplitude de densidade no espago dos redshifts ¢ a amplitude
no espaco das coordenadas a menos de uma correcao devido a velocidade peculiar.

Consideramos agora que as galaxias a serem mapeadas estao muito distantes, de forma
que a direcao x de cada galdxia varie pouco, e essa variacao seja quase puramente radial,
ou seja, poucas mudancas angulares no plano de observagao. Desde que as galaxias
estejam proximas umas das outras nesse plano, podemos fazer .v.— 2.v, onde Z é o
vetor radial que aponta para o centro das galaxias de interesse. Com essa aproximacao
podemos fazer uma transformada de Fourier na densidade no espaco dos redshift, o que
resulta em:

24



3.3 Distor¢oes no espaco dos redshifts

o,(k) = | (Qi)”;:/ge‘“‘" [6<x> -9 [Lj” (3.46)

Fazendo uma transformada de Fourier em v(x), usando que [17] v(k) = i fHod(k):5

(f = D‘(’a) dDd((l ) e lembrando que [ o) 3/26*“"‘5()() = §(k) obtemos

Fr 0 [ PK gl ifHo(K) K
6s(k) = 5(k) — / (271‘)3/26 % [/ (27“')3/26 HO W.Z

] e
)+ / d3k;//253 k — K)3(K) [f (kz)Z]
— 6(k) + 6(Kk) { 7 (k) } (3.47)

Definindo py = 2.]%, temos entao que a correcao para a densidade no espago dos
redshifts é

0u(k) = |1+ fug| o(k) (3.48)
Como fui > 0, a densidade aparente no espaco dos redshifts é sempre maior do que

no espacgo das coordenadas, como era de se esperar. Notamos ainda que uma perturbacao
perpendicular a linha de visdo nao sofre distor¢oes no espago dos redshifts.
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Modelo de Halos

No capitulo anterior mostramos como se da a evolucao de perturbagoes do campo de
densidade inicial de matéria escura. Essas perturbacoes, com o passar do tempo, acabam
por virar regioes cada vez mais densas, altamente nao-lineares e nao mais descritas pela
teoria de perturbacao linear. Tais regioes por fim se estabilizam, formando os chamados
halos.

Sao nesses halos de matéria escura que a matéria barionica esfria, condensa e acaba
formando galaxias. Portanto, entender como ocorre a formacgao desses halos, suas
caracteristicas e como eles estao distribuidos no espago ¢ de extrema importancia, pois é
um primeiro passo para a compreensao das propriedades das galaxias e da estrutura do
universo.

Neste capitulo revisaremos o modelo de colapso esférico da matéria, como os halos sao
distribuidos no universo relativo a sua massa e como a matéria se distribui dentro desses
halos.

4.1 Colapso Esférico

A medida que surgem regioes do universo mais densas que a média, surgem também
regioes que se expandem mais lentamente que outras. Consequentemente, a amplitude de
densidade §(z) nessas areas aumenta, culminando no momento em que essas regioes param
de expandir e comegam a colapsar. Uma maneira simplificada de estudar essa formacao
de objetos nao-lineares é assumindo que a matéria colapsa de forma aproximadamente
esférica. Tal modelo foi estudado primeiramente em 1972, por Gunn e Gott [19].

Vamos considerar inicialmente uma regiao esférica contendo matéria, e que sua dinamica
se da de forma newtoniana:

d*r GM
TR (4.1)

onde r é o raio da esfera, e M sua massa. A integral dessa equacgao resulta em uma
relacdo para a energia E do sistema.

- - -E (4.2)
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4 Modelo de Halos

O primeiro termo da equacao é a energia cinética K da esfera, e o segundo, sua energia
potencial U. Lembrando que a massa da esfera é conservada e dada por

4
M; = Vip; = gﬂrfﬁi(l +4;), (4.3)

PN PR C. _ _ 3H?
onde o indice 7 indica um tempo inicial e p; = p(t;) >~ =2

8rG
potencial como:

, podemos reescrever a energia

(Hir;)?

U=—=

(1+6,). (4.4)

Temos ainda que a velocidade de expansao da esfera inicialmente segue a lei de Hubble,
ou seja, é o raio da esfera vezes a taxa de expansao do universo 7; = r; H;, de forma que
a energia cinética inicial fica:

K, = . (4.5)

De acordo com essa equagao, vemos entao que a energia potencial pode ser escrita em
termos da cinética segundo a relagao U; = —K; (1 + §;), de forma que a energia total da
esfera é dada por,

E=K, — K (1+06) =K. (4.6)

Desde que a energia potencial gravitacional seja maior que a cinética (E < 0,4; > 0),
a esfera ird expandir até um raio maximo 7,,,, € depois colapsara. O raio maximo pode
ser encontrado ao lembrar que nesse momento 77 = 0 e K = 0, ou seja, £ = U na Eq.(4.2)

G 4 r3H2 (1 +6;)
EF=- —arip (14 6;) = -+~ 4.7
o —gpi (L4 00 o (4.7)
Mas temos que K; = r?H?/2, logo
E="""FK (1+5). (4.8)
Tmax
Por conservagao da energia, as Eq.(4.6) e Eq.(4.8) resultam em,
mazr 1 (51
Fmaz _ (149) (4.9)

r; 57,
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4.1 Colapso Esférico

Vemos que quanto maior for a amplitude de densidade inicial menor sera o raio maximo
atingido pela esfera antes de colapsar.

Seja agora R o raio da regiao em algum tempo posterior a ;. A densidade na regiao
é (r;/r)> = (1 +6). No modelo de colapso esférico existe uma relagdo determinista
entre o raio inicial r; e o raio comovel posterior r. Em um universo Einstein-de Sitter
(Qn = 1), podemos escrever uma solu¢ao paramétrica da Eq.(4.2) como um cicloide da
forma, r(0) = A(1 — cosb); t(0) = B(0 — sind), que resulta na relagao [20,21]:

r(z)  (1+2) (1—cost) 1 3\ (0 — sinf)?/?
i (5/3)6(z) 2 142z (4) T G35() (4.10)
L on 60— sing)” (.11

r(z) 2 (1 —cosb)

A evolugdo de uma regiao esférica que tem amplitude de densidade inicial §; > 0
parametrizada desse modo comega em 6 = 0. Em 6 = 7 a regidao atinge seu tamanho
MAaXImo 7 = 'y,ee € em 0 = 27 o colapso cessa. Em 0 = 7w, temos que

7 A 62/3 2/3 i 3 3 2 max
" A T :>( d ) _<7T) ~ 555 = fmaz (4.12)

r(2)  Tmaz 2 (1 — cosm) Trmaa 4 Prmaz

ou seja, quando a regiao densa se expande ao maximo, sua densidade média é cerca de
5,55 vezes a densidade média do universo nessa mesma época.

Pode parecer, pela Eq.(4.11), que a esfera de matéria colapsa em um raio r = 0, mas na
verdade a esfera entra em equilibrio virial para um r # 0. Podemos estimar a densidade
média do objeto virializado da seguinte forma: primeiramente sabemos que no equilibrio
virial, pelo teorema do virial, K = —U/2. Pela conservagao de energia no maximo da
esfera e no seu equilibrio, temos

1 1
Evir = Uvir + Kvir - EUvir = Umax - Emaa;7 = Tyir = irmaza (413)

onde r,;. € o raio virial do halo, ou seja, o raio que o halo possui quando entra em
equilibrio.

Durante o tempo entre o maximo da esfera e seu colapso o universo tem sua densidade
modificada por um fator (14 2paz)?/(1+ 20ir)%, j4 que em um universo de EdS, p = p;a=3.
Tal fator, pela Eq.(4.11), é (1 + 2paz)? /(1 + 2y )® = 2%/33 e portanto a densidade média
do universo na virializagdo da esfera é 1/4 da densidade do universo no seu maximo.
Temos ainda que o objeto virializado ¢ oito vezes mais denso do que ele era em seu
MAXIMO (Tyir = Tmaz/2 = (1 /rm)?’ = 23 (r;/ rmar)g). Portanto, a densidade média da
esfera em equilibrio seréa:
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4 Modelo de Halos

max — 9 2 —_ —
Agir = 8 % P92 0 4 5 poin = 25 % 32 X poir & 178 0ir, (4.14)

Pmaz 16

ou seja, a densidade do objeto virializado ¢ aproximadamente 178 vezes a densidade
média do universo na época do colapso.

Também é possivel obter a densidade inicial critica ds. que uma regiao precisa ter para
colapsar. A segunda equagao da Eq.(4.10) nos diz que, para um objeto colapsar em z ele
deve ter tido uma amplitude de densidade de

5/3)0w 1tz 5

1 3\%*3 (21 — 0)%/3 Sse 3 /3m\%3
_ (2 — ~ 1.686. 4.1
1+z2 (4> ( 2 ) 086 (4.15)

Mesmo sendo um modelo simples, o colapso esférico oferece resultados uteis e condi-
zentes com o universo observavel, como por exemplo a densidade minima de uma regiao
para que haja o colapso ou, como sera visto a seguir, para que tal regiao seja considerada
um halo.

4.2 Caracteristicas dos Halos

A aproximacao ao problema de formacao de estrutura no universo via Modelo de
Halos se d& ao assumir que toda a massa do universo esta distribuida em estruturas,
que chamamos de halos. Se dois halos diferentes podem ser identificados, entao é seguro
dizer que eles sao pequenos comparados com a distancia entre eles. Isso sugere que a
estatistica para a densidade de massa em pequenas escalas é determinada pela distribuicao
espacial de matéria dentro dos halos, nao importando a maneira precisa que os halos
estao organizados em grande escala. Por outro lado, em grandes escalas nao importam
os detalhes da estrutura interna dos halos, e sim sua distribuicao espacial. Esse fato, de
que a distribuicao de massa pode ser estudada em dois passos, com a massa em cada
halo e a distribuicao espacial dos halos, é o coracao do Modelo de Halos.

Assim como nesse modelo pensamos na estatistica espacial em dois passos, a fisica
também pode ser separada em dois setores. Em particular, o regime que nao é bem
descrito pela teoria de pertubacao linear (pequenas escalas) é confinado aos halos, que
podem ser tratados como objetos virializados descritos na se¢ao anterior.

4.2.1 Densidade média de halos

O resultado mais 1til obtido pelo modelo de colapso esférico foi a amplitude de densidade
critica dq. (Eq.(4.15)) que uma regiao deve ter para que haja o colapso gravitacional. Tal
densidade é independente da massa, o que implica que podemos tratar objetos de massas
diferentes utilizando o mesmo modelo. Dessa forma, é possivel obter uma aproximacao
para a densidade numérica de objetos colapsados em func¢ao do redshift.
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4.2 Caracteristicas dos Halos

O modelo de Press e Schechter (1974) para obter tal quantidade consiste em supor que
a densidade numérica de objetos colapsados, conhecida como fun¢ao de massa n(M), é
obtida a partir da funcao F'(M; z), que é a fragado de corpos colapsados em z com massa
maior que M através da relacao [22]:

po dF
M)dM = —— ——dM. 4.16
n(M) A M (4.16)
Para determinar a fragdo de objetos F(M; z), primeiro consideramos uma amplitude
de densidade §(r,t) suavizada por uma funcao janela W (r), fungao usada para fazer uma
média sobre as flutuagoes dentro de uma escala R. Aqui serd usada a funcao chamada
top-hat, definida como

_JEFR)T <R, B
W(r) = {03 "> R [d3rW(r)=1

Lembrando que, de acordo com o Modelo de Halos, regioes em que a densidade de
contraste obedece §(r,z) > 0. ~ 1,686(1 + 2) colapsarao em objetos virializados, temos
que:

5(r,t) = 3(r)D(t) = / S YW (' + ) D). (4.17)

Se uma regiao com amplitude de densidade maior que d,. forma um objeto de massa
M, entdo a fracdo de objetos com massa maior que M serd [20]

F(M) = Ajp(g(r))dd = \/%UR /:O exp <—2i;> do, (4.18)

onde p(d) é a probabilidade de um dado ponto no espago ter a amplitude de densidade §,
que no caso é gaussiana pois as perturbacoes sao consideradas gaussianas. Nesse caso,
or € o desvio padrao suavizado, definido como

1
k=55 / P(KYW2(kR)K2dE, (4.19)

onde Wg(kR) é a transformada de Fourier da fungao top-hat, dada por

Wp(z) = 3(sin(z) — xcos($))' (4.20)

3

Substituindo a Eq.(4.18) na Eq.(4.16) obtemos,
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4 Modelo de Halos

20
podor d (—1) /5“/205‘ )2 ~
—— ——— | do 4.21
M dM dogr L/27TUR o0 exrp o% ( )
Fazendo a mudanca de varidvel z = & /20, e lembrando que
d [b) d
= [ f o)z = @) b@),  se fla@) =0, (4.22)
temos que,
Lo dor d 1 /530/2‘7R 2
M)YdM = ———— | ——= d
n( ) M dM dO’R ( ﬁ o) ‘ v
Lo dO’R 1 5§c (550 1
= | = — —_—— 4.2
MdM\/%[ emp( 202 ) \ " V2 do? (4.23)
e portanto,

oo 1 Ose dog(M) 62,
n(M)dM = MV (a%(M)) ( i > exp (—%‘12%> dM. (4.24)

H& ainda uma sutileza na Eq.(4.18). A integral da fragdo de massa OF/OM sobre
todas as massas deveria ser 1. Entretanto [20],

; 8MdM =3 (4.25)
Isso se da porque a Eq.(4.18) leva em conta os pontos no espaco tais que 0 > dg. para
um filtro de escala R, pois estes tem massa maior que M (R), porém nao leva em conta
regioes de subdensidade, onde d < d,. no mesmo filtro, mas onde poderia haver pontos
onde § > J,. para um outro filtro de escala R; > R. Tais pontos também teriam massa
maior que M, de forma que a Eq.(4.18) subestima F(M) por um fator 1/2. Tal fator
pode ser justificado rigorosamente usando métodos estatisticos mais sofisticados, como o
Press-Schechter estendido ou a teoria ezcursion set [23,24]. A densidade numérica de
objetos virializados corrigida fica entao,

1/2 o 2
n(M)dM = —% <72r> (0%5(8]6\/[) d ZE/[M>> exp (—;;%) dM (4.26)
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4.2 Caracteristicas dos Halos

E 1til reescrever a ultima equagao introduzindo a variavel v tal que,

2 dv 2v dog
= Oc. W __VOIR 4.2
v 0%’ dM or dM (4.27)
De forma que a Eq.(4.26) fica,
Mn(M d vz,
Mn(M) w05 i) = (2’;) e 5. (4.28)

Apesar de ser obtido por consideracgoes simples e de forma analitica, a funcao de massa
de Press-Schechter concorda razoavelmente com simulagoes de N-corpos [25], podendo
ser usado para tratar desde galaxias anas até aglomerados de galaxias.

4.2.2 Perfis de densidade dos halos

Outro ponto importante no tratamento dos halos é como a matéria escura se distribui
nesses objetos. Assumindo halos esféricos, fungoes da forma:

Ps
(r/r)* (L4 1/r)°

pS
(r/r)® [1+ (r/r)?]

jéa foram amplamente estudadas em simulagoes de galaxias elipticas, onde pg é a amplitude
do perfil de densidade e 7, define a escala do raio do halo. Fazendo (a,8) = (1,3) e (1,2)
na expressao da esquerda obtemos os perfis de Hernquist [26] e Navarro-Frenk-White
(NFW) [27,28], respectivamente, enquanto que (o, 5) = (3/2,3/2) na expressao da direita
resulta no perfil M99 [29].

O perfil NFW é um dos mais bem sucedidos na descricdo da densidade de halos
virializados em simula¢ées numéricas. Nele a densidade média dentro do halo p, pode
ser estimada arredondando a densidade do halo para 180 vezes a média do universo e
usando [30]:

p(r,M) = e p(r,M) = (4.29)

1 x2dx

cx (1 + ca?)’ (430)

prn = 180p(2)

_ T’uir4 2d :3 S/
o [ amrtdra(r) = 3p, |

vir

onde & = 7/Tyy, ¢ = Ty /7s, chamado indice de concentracdo e 7., é o raio virial.
Integrando a ultima equacao obtemos que,

180 3

P S P o — /(1 o)

(4.31)

No perfil NFW [31],
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4 Modelo de Halos

9 M —-0.13

onde M, é uma escala de massa caracteristica, escolhida tal que v(m,z) = 1. Aqui,
M, =~ 2 x 103 M, [16].
E 1til introduzir também o perfil de densidade dos halos normalizado, definido como:

p(r,M)

u(ela) = 222,

/u(r|M)d3r =1, (4.33)

assim como sua transformada de Fourier:

efik.rdS,r
(kM) = L p}rp’?i )M) S (4.34)

Para perfis esfericamente simétricos truncados no raio virial (que é o raio do halo),
temos:

Ty 1 M
u(k|M) = /0 282772;{:7“) p(s\} ), notando que llﬂlir(l) u(k|M) =1. (4.35)

" drdmr

A figura (4.1) mostra a transformada de Fourier do perfil de densidade de Navarro-
Frenk-White normalizado, para diversos valores de massa e em z = 0. Vemos que, como
esperado, quanto maior é a escala de massa considerada, maior é supressao do perfil de
densidade, como pode ser verificado pela Eq.(4.35).

4.2.3 Bias

Halos de matéria escura sao tragos enviesados da distribuicao real de matéria escura,
pois probabilidade de um halo se formar depende muito do campo de densidade inicial.
Esse efeito é importante principalmente em grandes escalas, pois afeta diretamente a
distribuicao de galaxias. Por esse motivo o bias é modelado a partir da fun¢do de massa.

Para a funcdo de massa de Press-Schechter temos que o bias adquire a forma:

v—1 52,
)
sc ORr

b(M) =1+

(4.36)

Tal bias foi aprimorado por Sheth e Tormen [36] usando sua prépria fungao de massa:
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u(k|M)
1E
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Figura 4.1: Transformada de Fourier do perfil de densidade de NFW normalizado,
plotado em varias massas diferentes.

av —1 2p

D) =14 = i (@)F

(4.37)

onde a = 0.75 e p = 0.3 concordam melhor com simulagoes. Dessa forma a funcao de
correlagao de halos pode ser escrita em termos da funcao de correlacao de matéria escura:

{hh(rll,rg,Ml,MQ) = b(Ml)b(Mg)gdm(I'll,I'IQ) (438)

4.2.4 Halos na formacao de estruturas

No Modelo de Halos toda a matéria esta confinada a halos, que por sua vez sao
caracterizados por sua massa e perfis de densidade. Portanto, a densidade em um ponto
r ¢ dada somando-se as contribuicoes de cada halo [16]:

p(r) = Y plr — x| M), (4:39)

onde x; ¢ a posicao do centro do i-ésimo halo de massa M;. Podemos reescrever essa
equagao usando o perfil de densidade normalizado u(k|M):
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= ZMZu(r —x;| M)

=3 / dM / B §(M — M)F (¥ — x;)Mu(r — '), (4.40)

onde a ultima igualdade segue ao lembrar que [d(x —y)f(z)dx = f(y), onde §(z —y) é
a funcao delta de Dirac.
A densidade de halos de massa M é:

n(M) = <Z (M — M;)&(x' — xi)> : (4.41)

onde (...) denota uma média sobre ensembles. A densidade média no ponto r é, portanto,

p= (o) = (3 [ abt [ ars(ar - My~ xotutr )

= /dMn(M)M/d?"r’u(r —r')
- / dMn(M)M. (4.42)

=((4 ) (5 ) = () -

1
=% Z MZ2u(r; —ri)u(r; — r2)> +
i=j
1
+ ? <§ MZMJU<I'Z' — rl)u(rj — I'2> (]. —+ ghh(rz,r]))> 1
i#]
1 / / / /
= <Z/dMM2(5(M — Mi)/dg‘r & (r; — v )u(r’ — ry)u(r’ — r2)>
+_12/dM1M1/dM2M2/d3TiU —I'1 /d3T2 —I'2
p

x> (8(My = M;)8%(x; — x4)8(My — M;)d%(x; —15) ) — 1.
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4.2 Caracteristicas dos Halos

O segundo termo da equagao possui a média do produto de duas densidades numéricas
por unidade de massa dos halos:

<Z S(My — M;)&(r; — 1)) Z(S(MQ — M;)&(r; — r’2)> = (n(r},Mi)n(ry,My)) . (4.43)

J

Temos que, em termos da fungao de massa n(M)

= n(r,M) = n(M)én(M) + n(M), (4.44)

e como (on(M)) = 0:

(n(r},My)n(ry,My)) = (dn(r],M;)on(ry, M) n(My)n(Ms) + n(My)n(My).  (4.45)

Portanto,

L 2 Srfu(r’ — r)u(r’ — ry
(rim) = - [anarn(a) [ @ru - ru’ - o)+
—f-ﬁZ/dMlMl/dMgMg/dT/lu — I /d I'Q—I'Q
X ((dn(r},My)on(rhy,My)) n(My)n(Ms) + n(My)n(Ms)) — 1.

Mas a média (dn(r},M;)dn(r),Ms)) é exatamente a funcao de correlagio entre dois
halos de matéria escura nas posigoes r] e rj, e de massas M; e My, respectivamente.
Denotaremos essa funcao de correlacao como &y (v, 15| My,Ms). O dltimo termo resulta
em ([ dMn(M)M)* = 0%, ja que [u(r|M)d*r = 1, de forma que,

1
&(ry,rs) = p2/dMM2n(M) /d?’r’u(r’ —ry)u(r’ —rg)+
1
-+ ﬁ/dMlMln(Ml)/dMgMQTZ(MQ)X
X /d3 /d3 1= r)u(rh — r2)&un (1), ro| My, Moy).
Os pontos da funcao de correlacdo podem estar em um mesmo halo, ou em halos
diferentes de matéria escura, de forma que podemos separar a fungao de correlagao em
dois termos: um que leva a contribui¢ao de apenas um halo (i = j), & 1,(r1,r2), € outro

em que entra a contribuicao de dois halos (i # j), &an(r1,ra). Dessa forma, a funcao de
correlagao de dois pontos total é escrita como
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4 Modelo de Halos

§(r1,ra) = &in(ry,r2) + Son(ri,ra), (4.46)

onde

2

(s 1) = | dMJ‘,in(M) [ —ru(e ~ 1) (4.47)
§2h(r1 — I'2 /dMl—n M1 /dMQin MQ)
X /d3r1 /d3r2u(r1 — 1) u(ry — 1) (], 15| My, M), (4.48)

Como o espectro de poténcia é a transformada de Fourier da fun¢ao de correlagao,
obtemos também P(k) em duas partes:

Pu(k) = Pin(k) + Pan(k), (4.49)

onde

Pu (k) :pl2 / AMM2n(M)|u(k| M) (4.50)
Pon (k) :/312 / My Myn( My (k| M) / My Mon(Ms)u(k| M) P (k| My, M), (4.51)

e Pup(k|M;,Ms) é o espectro de poténcia dos halos de matéria escura. No regime linear
Prp (k| My, My) & by (M7)by(Ms) Py (k), onde Py, (k) é o espectro de poténcia linear. No
presente trabalho usaremos by (M) = by(My) = 1. As integrais sdo tomadas em valores
tipicos da massa de halos observados. E usual considerar que esses valores variem de
M ~ 10"°M, a M ~ 105 M, [16].

Obtemos entdo o espectro de poténcia nao-linear da matéria escura dependente apenas

do espectro de poténcia linear e dos perfis de massa e densidade, como dita o Modelo de
Halos.

4.3 Testando o Modelo de Halos

O Modelo de Halos é baseado em pressupostos bem simples e, até certo ponto, ingénuos
sobre a formacdo de estrutura e colapso de matéria. E preciso entdo compari-lo com
simulagoes e outros modelos para que fique claro o quanto ele é valido e o que precisa ser
revisado e ajustado.

Ja foram feitas diversas comparagoes do Modelo de Halos com simula¢des numéricas
de N-corpos. Algumas podem ser encontradas em [16,32-34]. Para este trabalho foram
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4.3 Testando o Modelo de Halos

feitas comparagoes com o modelo Halofit.

Halofit é um ajuste numérico para o espectro de poténcia nao-linear obtido de simulagoes
de N-corpos [35]. Nesse ajuste, o espectro de poténcia também é separado em termos de 1
e 2-halos, como no Modelo de Halos, porém no Halofit todos os parametros sao ajustados
numericamente. Ele foi implementado no presente trabalho por meio de um pacote do
software computacional CAMB (Code for Anisotropies in the Microwave Background).
CAMB é um cédigo aberto escrito em FORTRAN 90, inicialmente desenvolvido por
Antony Lewis e Anthony Challinor, com o proposito de fornecer o espectro de poténcia

dados os pardmetros cosmologicos', através da resolucio das equacoes de Boltzmann?.

P(k) [Mpc®]
105 _

[ 2d
104+ - -

L N
1000 BT Prmtota (K)

100} “

N -— Phafit(K)
10+ N

1t "

L L L L ‘\\ k [Mpc—l]
0.001 0.01 0.1 1 10

Figura 4.2: Espectros de poténcia nao-lineares obtidos via Halofit e Modelo de Halos
em z =0 e com €, = 0.24, Q.4,, = 0.76 nas duas curvas.

A figura (4.2) exibe os espectros de poténcia do campo de densidades da matéria
escura calculados, em um universo dominado por matéria, pelos dois modelos: Halofit e
Modelo de Halos. O espectro de poténcia do Modelo de Halos foi obtido por meio de um
c6digo préprio em Mathematica, mostrado no Apéndice A. As duas curvas concordam
bem tanto em pequenas quanto em grandes escalas.

Os termos de 1-halo e 2-halos do espectro de poténcia do Modelo de Halos, assim como
o termo total, o espectro via Halofit e o espectro de poténcia linear estao plotados na
figura (4.3). Dessa vez sdo vistos os invariantes A?(k)’s, ao invés da funcao P(k) em
si. Vemos que em grandes escalas, k < 0.2 Mpc™t, o espectro de poténcia do Modelos
de Halos é dominado pelo termo de 2-halos, e para k = 1 Mpc=! é o termo de 1-halo
que mais se assemelha ao Halofit, como ja era esperado. Vemos também que o espectro
de poténcia linear concorda melhor com o termo de 2-halos e com o Halofit para k’s
pequenos.

!Conjunto de pardmetros que descrevem a dindmica e composicio do universo:
chm,Qb,QA,Cfs,TLS,H(],(A),A%.

2A equacdo de Boltzmann nos da a descricdo da funcio de distribuicio de um dado componente. O
conjunto das equacoes de Boltzmann para fétons, elétrons, prétons, matéria escura e neutrinos
determinam a evoluco de pertubagdes no universo. Para mais detalhes ver [17]
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4 Modelo de Halos

27%A%(k)
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Figura 4.3: Espectro de poténcia linear (k3Pjpeqr(k)) € nio linear através do Halofit
(k3 Phatofit(k)) e os termos de 1-halo (k*Pij,(k)) e 2-halos (k3 Py (k)), além
do espectro total (k*Pgasiorar(k)) do Modelo de Halos, da matéria escura
para Qyy =1eem z = 0.
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Figura 4.4: Razao entre os espectros de poténcia nao-lineares do Modelo de Halos e do
Halofit.
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4.3 Testando o Modelo de Halos

As curvas do espectro de poténcia nao-linear do Halofit e do Modelo de Halos sao
muito semelhantes e é possivel extrair da figura (4.4) o erro percentual entre os dois
espectros de poténcia. Vemos que em escalas com k < 0.1 Mpctel <k <10 Mpc!
esse erro é cerca de 10%, o que é considerado razodvel. Porém, ainda hd discrepancias,
principalmente em escalas entre 0.2 < k < 0.9 Mpc™!. Essa é exatamente a escala de
transicao entre os termos de 1 e 2-halos, e ocorre de nenhum dos dois descrever bem essa
regiao. O Modelo de Halos perde sua acurdcia para escalas maiores que 10 Mpc—t. O
erro percentual entre o Halofit e o Modelo de Halos poderia ser reduzido considerando
um modelo de colapso eliptico [36] ao invés do esférico, por exemplo, ou trocando o
perfil de densidade, que poderia ser o M99 ao invés do NFW (o espectro de poténcia
é bastante sensivel a esse parametro). A inclusdo de um bias diferente de 1 também
poderia modificar significativamente o espectro de poténcia.
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Matéria Escura Morna e a Supressao
de Perturbacoes

Com os avangos da tultima década nas areas de observagao e simulacoes de N-corpos
estamos sendo aptos a comparar nossos modelos com dados cada vez mais precisos. Na
teoria ACDM, a mais bem sucedida até entdo, a matéria escura é suposta ser composta
de particulas pesadas e fracamente interagentes, que desacoplaram muito cedo no inicio
da histéria do universo', mas ainda nao se sabe muito sobre ela. Existem ainda diversos
conflitos dessa teoria com dados astronomicos, que ocorrem principalmente nas menores
escalas cosmoldgicas.

Um desses conflitos ocorrem em simulagoes da matéria escura fria, que predizem um
numero enorme de subhalos em halos de galaxias, enquanto que observacoes indicam a
existéncia de poucas galdxias satélites em torno da Via Lactea ou da M31 [37]. Outra
discrepancia esta no perfil de densidade dos halos de CDM, que em simulagoes decresce
linearmente para pequenos raios [28,38], mas quando extraido de curvas de rotacao de
galdxias é muito mais suave [39,40].

Uma possivel solucao para essas anomalias seria reconsiderar a natureza das particulas
de matéria escura. Um candidato promissor é a chamada matéria escura morna (WDM).
Nesse cenario a particula de matéria escura é mais leve do que a CDM, e portanto ela
permanece relativistica tempo suficiente para manter uma velocidade térmica. Devido a
essa velocidade as particulas afetam as perturbagoes iniciais por meio do caminho livre
no plasma primordial. Esse caminho livre acaba por suprimir a formacao de estrutura
em pequenas escalas, o que pode ser observado também como uma queda do espectro de
poténcia para k grande.

O quanto tal supressao da formagao de estruturas ocorre depende do tipo e da massa
da particula de matéria escura morna. Os principais candidatos a WDM sao os neutrinos
estéreis [41] e os gravitinos supersimétricos [42], ambos necessitariam de uma reformulacao
do modelo padrao.

Sera feito aqui um breve estudo da WDM, com destaque no espectro de poténcia

nao-linear da matéria escura através de uma modificacdo do Modelo de Halos, sugerida
em [43].

"'Um estudo detalhado sobre a histéria térmica do universo pode ser visto em [11].
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5 Matéria Escura Morna e a Supressao de Perturbagoes

5.1 Espectro de Poténcia Linear da WDM

Ja sabemos que as propriedades estatisticas do campo de densidade de matéria estao
codificadas no espectro de poténcia. No caso da WDM, o espectro de poténcia inicial da
matéria, que surge apés a época que o universo era dominado por radiac¢ao, ¢ modificado
por causa do caminho livre das particulas. Usaremos aqui um ajuste encontrado em [44]
para o espectro de poténcia linear da WDM, que pode ser escrito em termos do espectro
de poténcia linear da CDM:

o

Pioar(k) = Phpa(k) 1+ (k)™ ] (5.1)

onde p = 1.12 [42] e,

0 0.11 m 111 h 1.22 -

Como resultado do trabalho de [42] tem-se que a massa m, das particulas de WDM
tem que respeitar um minimo m, 2 0.6 keV. Como estamos interessados em como a
matéria escura morna altera a formacao de estruturas utilizamos m, = 0.75 keV/, que
estd seguramente acima do minimo permitido e ainda é uma massa pequena o bastante
para ter influéncia na formacao de galaxias, ja que permite a particula permanecer
relativistica por tempo suficiente para isso apés a era da radiagao. O termo €2, representa
a abundancia de matéria escura morna no universo, e consideramos aqui toda a matéria
escura como morna.

A figura (5.1) mostra o espectro de poténcia linear da WDM para trés massas diferentes:
m, = 0.25keV, m, = 0.75keV e m, = 1.25 keV. Vemos que, como esperado, o espectro

de poténcia que sofre maior supressao é o correspondente a WDM de menor massa,
m, = 0.25 keV.

5.2 Modelo de Halos para WDM

Como ja discutido, a supressao observada no espectro de poténcia ocorre em pequenas
escalas, regime em que é preciso recorrer a uma teoria nao-linear. O Modelo de Halos,
no caso de um espectro de poténcia suprimido, nao reproduz resultados tao precisos
quanto o de simulagées numéricas para formacao de estrutura nao-linear. No entanto,
ele proporciona um bom entendimento qualitativo dos processos fisicos envolvidos, além
de nao necessitar de muita poténcia computacional.

5.2.1 Modificacao da funcao de massa

O modelo de Press-Schechter para a funcao de massa de halos discutido na secao
(4.2.1) nao reproduz bem simulagoes numéricas, quando aplicado & WDM [43]. Vérias
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Figura 5.1: Espectro de poténcia linear em z = 0 para matéria escura morna de massas
my, = 0.25keV, m, = 0.75keV e m, = 1.25keV. Também é possivel
ver o espectro de poténcia linear da matéria escura fria, via CAMB, para
comparacoes.

solugoes para tratar espectros de poténcia suprimidos ja foram propostas [45-49], mas
aqui apresentaremos apenas o modelo sharp-k [43]. Esse modelo consiste em uma simples
modificagao no filtro da Eq.(4.19), que ao invés de ser uma fungao top-hat no espago de
configuracgoes, passa a ser um top-hat no espago dos momentos. Tal filtro é chamado de
sharp-k,

0, z>1

5.3
1, =<1 (5:3)

Wsk(kr) =01 —kR), O(1—1z)= {

O motivo pelo qual o filtro sharp-k funciona melhor que o top-hat estd no compor-
tamento assintético da Fq.(4.19) para raios pequenos. Com o filtro top-hat a integral
se torna insensivel ao formato do espectro de poténcia, caso ele decresca mais rapido
que k3, como acontece para WDM. Porém, no caso do filtro sharp-k a integral passa
a depender naturalmente do formato do espectro de poténcia para qualquer raio. A
variancia fica, entao

2 1 /R lin 2
o2 (R) = 55 /0 plin(k)k2dk, (5.4)

onde a fungdo P4,,,(1/R) é o espectro de poténcia linear da matéria escura morna,
obtido na segao anterior.
E importante perceber que o filtro sharp-k nao possui uma massa bem definida associada
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5 Matéria Escura Morna e a Supressao de Perturbagoes

a uma escala R. Isso significa que, a menos da proporcionalidade M o R? devido a
simetria esférica do filtro, a massa dos halos nao possui restri¢oes. Introduzindo um novo
parametro livre, podemos reescrever a relagao entre a escala e a massa como:

4 _ 3
Y

M = Ep(cR) (5.5)

onde ¢ = 2.5 é o valor que melhor reproduz simulagoes [43].
Modificando a fungao de massa da Eq.(4.26),

po 2)1/2 (555 dO’SK(M) 630
MydM = -0 (= _ M. .
nsx(M)d <7r o) am ) P\ 202, d (5.6)

dUSK(M) _dO‘SK(M) dR
dM  dR dM

[ Cmmmom)|ia]. e

272

A funcao da massa fica entao:

K ~ 2Rs \ 1870 o (M) ) \"WPMAR) ) P Tz )

Com essa modificacao da funcdo de massa podemos agora nos concentrar no espectro
de poténcia para a WDM segundo o Modelo de Halos.

5.2.2 Espectro de Poténcia nao-linear para WDM

O espectro de poténcia nao-linear para a matéria escura morna foi calculado usando
um programa semelhante ao utilizado para os resultados do capitulo anterior. As curvas
para particulas de trés massas diferentes estao na figura (5.2).

Vemos que o espectro de poténcia nao-linear nao sofre uma diferenca de supressao em
pequenas escalas consideravel quando consideramos m,, = 0.75keV e m, = 1.25keV, ao
contrario do que ocorre para o espectro de poténcia linear. Ao considerar uma massa
menor, m, = 0.25keV, vemos que a supressao para k grande ¢ um pouco maior. No
entanto, esse 1ltimo espectro de poténcia difere dos outros dois inclusive em grandes
escalas, o que nos faz concluir que massas muito pequenas nao adequam bem a distribuicao
do campo de densidade de matéria vista no espectro de poténcia.

E preciso lembrar que o Modelo de Halos teve apenas sua funcio de massa modificada
no presente trabalho. Um resultado mais acurado talvez necessitasse de uma modificagao
também do perfil de densidade, como visto em [45].
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Figura 5.2: Espectro de poténcia nao-linear para o campo de densidade da matéria

escura morna de trés massas diferentes: m, = 0.25keV, m, = 0.75keV e
m, = 1.25keV.
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Conclusoes e Perspectivas

No presente trabalho apresentamos uma maneira de estudar o universo em pequenas
escalas, em torno de 0.01 Mpc, por meio do espectro de poténcia nao-linear obtido a
partir do Modelo de Halos. Vimos também uma proposta de alternativa para a matéria
escura fria: a matéria escura morna, que seria a composicao de aproximadamente 20%
do nosso universo.

Revisamos a aproximacao de colapso esférico da matéria e as principais caracteristicas
do Modelo de Halos: a funcao de massa e o perfil de densidade dos halos. Com isso,
pudemos escrever o espectro de poténcia nao-linear para a matéria escura a partir do
espectro de poténcia linear fornecido pelo cédigo CAMB. Esse processo computacional
nao demora mais do que alguns minutos. Comparamos entao esse espectro de poténcia
nao-linear do Modelo de Halos com o do Halofit, pacote usado pelo CAMB para corregoes
nao lineares em ACDM. As duas curvas sdo consistentes, com um erro percentual de
aproximadamente 10% em algumas escalas, mostrando que o Modelo de Halos é uma
aproximacao razoavel do comportamento do universo em pequenas escalas. Tal erro
talvez fosse reduzido ao considerar um modelo de colapso eliptico, um perfil de densidade
diferente ou introduzindo um bias.

Tendo estabelecido o Modelo de Halos, pudemos entdo ir além no conceito da matéria
escura. Para melhor reproduzir dados observacionais em pequenas escalas, a composi¢ao
da matéria escura em simulagoes deveria ser mais leve, de forma a suprimir a formacao de
estruturas. Adaptamos o Modelo de Halos para uma particula de massa m, = 0.75keV,
introduzindo o filtro sharp-k para modificar a funcao de massa. Os espectros de poténcia
linear e nao-linear para a WDM estao no Cap.5. A supressao no espectro de poténcia
linear causada pela matéria escura morna de massas diferentes pode ser observada
claramente. No entanto, o espectro de poténcia nao-linear nao se mostrou muito sensivel
a variagOes na massa, em pequenas escalas.

Ainda ha, entretanto, muita coisa para ser estudada e muitos testes a serem feitos. Um
importante proximo passo seria utilizar o Modelo de Halos para o tratamento de galaxias
e aglomerados de galdxias, e possivelmente com dados reais de catalogos. Para isso
seria necessario introduzir um viés, e interessante trabalhar com o espectro de poténcia
bidimensional, ou até a fungao de correlacao angular.

Muita coisa sobre matéria escura morna também nao foi abordada aqui. A modificacao
de outros elementos do Modelo de Halos para a WDM, nao s6 a fun¢do de massa, seria
um futuro teste relevante, assim como a comparacao desse novo modelo com simulacoes.
Pode ser feito ainda um estudo mais amplo sobre outros candidatos promissores a
matéria escura, como as particulas massivas fracamente interagentes (WIMP), a matéria
escura mista ou a matéria escura interagente e auto-interagente. Esses outros candidatos
também seriam submetidos ao Modelo de Halos e a comparagao com simulagoes e dados
observacionais. Esse estudo da matéria escura morna poderia ser aprofundado usando
também dados do DES, colaboragao da qual sou membro.
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Espectro de Poténcia Halo Model

Apéndice A

= CAMB Input

datalin

= Import ["...

/powerlin.dat", "Table"
datanonlin

1.
= Import ["...

Plin = Interpolation

/powernonlin.dat", "Table"
[datalin ]

[datanonlin

Pnonlin

Interpolation

1
m Constantes

oC =2.775h 210% ;

éC =

(* Msol.Mpc -3 )
1.686 (1 + (0));

(*» densidade critica

*)
Ma = 2. x10%%; (xMsolx )

= Variaveis Colapso esférico e halo model

M
rvir [M_] := [3

1/3
4 7180 pcC

(% raio virial *)
M
X[M_] :=

013, M\ 1/3
= 0.01223 (—) — (* s *)
Ma

pC
M 1/3
= 3
4 7 pC

VWK_, M_ ] =

RIM_]

s (Sin [k R[M]] - k R[NM] Cos[k R[N]])

(kR[M])?
(* transformada de fourier da fungdo janela top-hat
1
o[M_] := (

*)
— Nintegrate
2 n?

(* variancia
o[2.9162 x10%]

(* Sigma8 match CAMB )
sigmatable

= Table [{10%, o[10%]}, {Xx, 10, 15, 0.1

}]
Interpolation [sigmatable

ofunction

1

= Funcdo de massa de Press-Schechter

Do[M_] := D[ofunction

[a],a] /.a » M

(» derivada da variancia

1

1/2
[ h=®Plin [k] (Wk, M1)?k?, {k, 0.0001, 53.335 }]]
*)



-pC (2\1/2 &C
n[M_] := — (—] (—] (Do[M])
M \r ofunction  [M]2

(+ funcdo de massa =*)

-6c2
Exp [ - ]
2 ofunction  [M]?
ntable = Table [{10*, n [10*]1}, {X, 10,15,0.1 }]
nfunction = Interpolation [ntable, Method - "Spline" ]

m Perfil de densidade de Navarro-Frenk-White

M -0.13
c[M] := (—] (* parémetro de contraste *)
1+ (0) \Ma
200 c[Mm3
pS[M_] = — pcC oIV
3 LOg[l+C[M]]—m
oS
polr,M_1 := [M > (* densidade interna dos halos *)
r r
(o) (1 + 5)
x [M13

*

utest [k ,M_1]1 := 4Pi ps[M v

(Sin[kx[ M1 (Sinintegral[ (1 +C[M]) kx[ M]]1 - Sinintegral [k X[ M1) -
Sin[c[ M Kx[ M ]
(L+c[M]) kx[M]
Cos[kx [M]] (CosIntegral [(1+c[M]) kx[M]] - CosIntegral [kx [M]1)

(= perfil de densidade normalizado *)

= Espectro de Poténcia - termo de 1-halo

1
Plhk_1] := — Nintegrate [ (M)? nfunction  [M] (utest [k, M1)? {M,10%°, 10 '%}]
oC

plhtable = Table [{10%, P1h [10%]}, {k, -4,2,01 }]

plhfunction = Interpolation [plhtable, Method - "Spline" ]

m Espectro de Poténcia - termo de 2-halos

1
P2hk_1] := — Nintegrate  [M1 nfunction [M1] utest [k, M1], {M1, 10, 10 *°}]
oC
Nintegrate [ M2 nfunction [M2] utest [k, M2, {M2,10%°, 10 **}] «Plin [k] h-3

p2htable = Table [{10%, P2h [10%]}, {k, -4,1.7,01 }]

p2hfunction = Interpolation [p2htable, Method - "Spline" ]



m Espectro de Poténcia total
ptotable = Table [{10k,p1hfunction [10“] + p2hfunction [10“]}, {k, -4,1.7,0.1
Ptot = Interpolation [ptotable, Method - "Spline" ]

LogLogPlot [{Ptot [k], h ~*Pnonlin [k]}, {k, 0.00001,50 3},

PlotStyle - {{Dashing[Small], Thick}, {Dashing[ Medium], Thick}},
BaseStyle - {FontSize - 14},
LabelStyle - Directive  [ltalic, FontFamily - "Helvetica", FontSize - 121,

PlotLegend - {Style ["Ppmwota (K)", 14 1, Style ["Ppaoie (k)" 14 11},
LegendPosition - {1.1, -0.4 }, AxesLabel - {"k [Mpc™*]1","P (k) [Mpc®]"}]

P(k) [Mpc®]
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