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RESUMO 

 

Tratando-se de controle estatístico de processos, a análise de casos univariados não é 

suficiente para muitos tipos de empresa, sendo necessário recorrer a multivariados. Além 

disso, normalmente faz-se a suposição de que as observações são independentes. No entanto, 

a violação de tal hipótese indica que há autocorrelação no processo. Nesta pesquisa, por meio 

de abordagem básica quantitativa para uma pesquisa exploratória e experimental, o alvo de 

estudo são os gráficos de controle multivariados autocorrelacionados, utilizando a estatística 

T² de Hotelling. Os valores de NMA foram coletados por meio de simulações em um 

programa computacional na linguagem FORTRAN, com o intuito de se estudar as 

propriedades deste gráfico, além de comparar com os dados dos gráficos 𝑋̅. Os resultados 

indicam que, quanto maior a autocorrelação Ψ entre as médias, menor o poder de detecção 

dos gráficos de controle e, comparando com 𝑋̅, o gráfico de T² de Hotelling mostrou maior 

velocidade na detecção de causas especiais no processo.  

 

PALAVRAS-CHAVE: Gráfico de controle; T² de Hotelling; autocorrelação. 
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Campus de Guaratinguetá, Universidade Estadual Paulista, Guaratinguetá, 2015. 

 

ABSTRACT 

 

In which refers to statistical process control, the analysis of univariate cases is not enough for 

many types of company, being necessary to resort to multivariate cases. Besides, it is usually 

supposed that the observations are independent. However, the violation of this hypothesis 

indicates the existence of autocorrelation in the process. In this work, by a basic quantitative 

approach for an exploratory and experimental research, the study target are the multivariate 

autocorrelated control charts, using Hotteling T². The ARL values were collected by 

simulations of a computational program on FORTRAN language, with objective of studying 

the charts properties, in addition to compare with the 𝑋̅ charts. The results show that, the 

higher the autocorrelation Ψ between the means, the lower the power of detection of the 

control charts and, comparing with 𝑋̅, the T² Hotelling chart shows higher speed in detecting 

special causes in the process. 

 

KEYWORDS: Control chart; Hotelling T²; autocorrelation. 
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1 INTRODUÇÃO 

 

Desde a década de 30, quando Shewhart (1931) propôs a utilização de gráficos de 

controle e forneceu a base para suas propriedades, sabe-se que os métodos estatísticos 

desempenham papel central no monitoramento das principais características da qualidade dos 

processos de manufatura e de serviço (LEONI, 2014). 

Por causa disso, a presença de um Controle de Qualidade eficiente se faz fundamental 

para o sucesso de empresas que buscam competitividade no mercado e um lugar no topo. 

Logicamente, aquelas que não dão a devida atenção a tal controle possuem muitas vezes 

processos com causas especiais, que aumentam os custos da produção e que, 

consequentemente, reduzem a capacidade da produção e o lucro. 

Sabe-se da necessidade de se analisar casos multivariados de controle desde a década de 

30 (LEONI, 2015). A pesquisa em questão terá como base o uso do gráfico T² de Hotelling 

(HOTELLING, 1947). 

Normalmente, considera-se que as observações são independentes entre si. Os processos 

de manufatura, em geral, são regidos por elementos inerciais, e quando o intervalo entre 

observações se torna pequeno em relação a estas forças, elas se tornam correlacionadas ao 

longo do tempo (MONTGOMERY, 2009). 

O autor realizou e submeteu artigo no Congresso de Iniciação Científica em 2012, 

acerca de processos bivariados, e este trabalho de graduação dará continuidade à pesquisa 

(TAKAMORI, 2012). 

 

1.1 OBJETIVO 

 

O objetivo principal da pesquisa foi obter as propriedades do gráfico T² de médias, 

variando-se os valores de variáveis como a autocorrelação e deslocamento da média. Estudou-

se o efeito da autocorrelação para casos multivariados, utilizando o gráfico de médias T² de 

Hotelling. Para tal, foi observada a capacidade de detecção dos gráficos, por meio da 

estatística NMA (Número médio de amostras até o sinal). 

Somado a isto, a pesquisa também teve como objetivo comparar o desempenho de 

gráficos de 𝑋̅, tendo as variáveis de interesse sendo analisadas separadamente, com os de T² 

de Hotelling. 

Com isso, o intuito foi tabelar os resultados obtidos e disponibilizá-los como base para 

futuras pesquisas. 
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1.2 DELIMITAÇÃO 

 

Não há restrições físicas ou geográficas à resolução da pesquisa, uma vez que baseia-se 

inteiramente em simulações na linguagem FORTRAN. 

Há o pressusposto de que o processo está inicialmente sob controle, para só depois 

realizar o deslocamento das médias e analisar quão rápido o gráfico detectará essa causa 

especial. 

 

1.3 JUSTIFICATIVA 

 

Em uma situação ideal, para que se extraiam observações independentes para o controle 

estatístico do processo, é necessário que as mesmas estejam espaçadas ao longo do tempo 

(LEONI, 2015). Nos processos industriais, a necessidade de se detectar rapidamente um erro 

na linha de produção é alta, mas a disponibilidade de tempo, por outro lado, é baixa. 

Com isso, torna-se de extrema importância entender mais profundamente o efeito da 

autocorrelação no desempenho dos gráficos de controle. 

 

1.4 ESTRUTURA DO TRABALHO 

 

O presente trabalho dispõe de mais três capítulos. 

O Capítulo 2 apresenta os conceitos necessários ao completo entendimento da pesquisa. 

Explica-se o que são gráficos de controle, além de discorrer sobre seus erros e poder de 

detecção, e são exibidos algumas de suas utilizações em casos multivariados. Posteriormente, 

é abordada a estatística T² de Hotelling, bem como a autocorrelação presente nas variáveis de 

interesse, o que engloba o tema central do projeto. 

O Capítulo 3 apresenta o método de pesquisa, composta pelas etapas necessárias à 

realização do trabalho e o cronograma previamente estabelecido para tal cumprimento. 

O Capítulo 4 é dedicado à apresentação dos resultados, proveniente das simulações de 

programas computacionais na linguagem FORTRAN. Inicialmente, são exibidos o estudo 

univariado de processos autocorrelacionados e o desempenho dos gráficos bivariados de T² de 

Hotelling, para enfim serem analisados os gráficos de T² para casos multivariados 

autocorrelacionados. Realiza-se a comparação entre a eficiência dos gráficos T² com 𝑋̅. 

Por fim, o Capítulo 5 apresenta as conclusões e sugestões para futuras pesquisas, 

seguido das referências.  
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2 REVISÃO DE LITERATURA 

 

2.1 GRÁFICOS DE CONTROLE 

 

Gráficos de controle são a ferramenta mais importante para o controle estatístico do 

processo para determinar se o processo está se comportando como esperado ou se existem 

causas especiais para variação. Em sua implementação, o processo é considerado fora de 

controle quando um ou mais pontos se encontram fora dos limites de controle (DU, HUANG 

& LV, 2013), expressos por LSC e LIC. A Figura 1 é um exemplo de como os pontos estariam 

dispostos em um gráfico de médias. 

 

Figura 1- Representação de um gráfico de controle 

 
Fonte: o próprio autor 

 

Um sinal gerado por gráficos de controle que indicam que o processo está fora de 

controle é o suficiente para que os engenheiros sejam capazes de identificar a presença de 

causas especiais que acarretaram em mudanças significativas no processo. No entanto, eles 

podem iniciar a pesquisa para determinar essas causas muito antes. Devido a esse atraso, 

saber quando o processo mudou reduziria o tempo para a pesquisa e consequentemente 

implementaria medidas corretivas e ajustes mais cedo (NIAKI & KHEDMATI, 2013). 

 

2.1.1 Alarmes nos gráficos de controle 
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Para a análise estatística de um gráfico de controle de médias 𝑋̅, há dois tipos de riscos 

para os quais deve se atentar. Quando o processo se encontra em um estado de controle 

estatístico, há o risco α de que seja sinalizada indevidamente a influência de uma causa 

especial, quando um valor de 𝑋̅ for encontrado fora dos limites de controle (MACHADO, 

2009) , como visto na Figura 2. 

Já a Figura 3 retrata a ocorrência de um alarme verdadeiro no gráfico de 𝑋̅. Quando o 

processo está fora de controle, ou seja, quando a produção está sendo influnciada por causas 

especiais, há o risco β de um valor cair dentro dos limites de controle, o que não sinalizaria a 

presença de anomalias no processo (MACHADO, 2009). 

 

Figura 2- Gráfico de 𝑋̅ (ocorrência de um alarme falso) 

 
Fonte: (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005). 

 

Figura 3- Gráfico de 𝑋̅ (ocorrência de um alarme verdadeiro) 

 
Fonte: (COSTA; EPPRECHT; CARPINETTI, 2005). 
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O erro do tipo I, ou seja, alarme falso, indica equivocadamente a presença de uma causa 

especial na produção, o que pode levar à interrupção da produção e a uma futura desconfiança 

quanto à validade do gráfico, caso isso volte a ocorrer com frequência. Já o erro do tipo II, o 

que significa ignorar um alarme verdadeiro, induz a uma conclusão errônea de que não há a 

presença de uma anomalia na produção, o que compromete a qualidade dos itens produzidos 

(CARRÉ, 2012). 

 

2.1.2 Desempenho dos gráficos de controle 

 

Para intervalo fixo de tempo entra as amostras, o desempenho dos gráficos de controle é 

dado pelo número médio de amostras até o sinal (NMA). O projeto do gráfico de controle 

impõe os parâmetros que determinam o valor de tal medida: o tamanho da amostra n, o 

intervalo de tempo h entre retirada de amostras e o fator k de abertura dos limites de controle. 

Os riscos α e β e o custo de inspeção também são influenciados por esses parâmetros 

(COSTA; MACHADO, 2003). 

Para o caso de o processo estar sob controle estatístico, o cálculo do número médio de 

amostras até o sinal se dá por NMA0 = 1/α. Espera-se que este valor seja alto, indicando que 

há a ocorrência de poucos alarmes falsos. Já para quando o processo está fora de controle, o 

cálculo passa a ser NMA = 1/pd, sendo pd o poder de detecção e pd = 1-β (MACHADO, 2009). 

 

2.2 GRÁFICOS DE CONTROLE PARA PROCESSOS MULTIVARIADOS 

 

A análise estatística multivariada lida com diversas variáveis simultaneamente. Isso é 

comprovadamente bem sucedido em diferentes áreas do conhecimento como medicina, 

sociologia, finanças, educação, biologia, psicologia (GAMESALINGAM; KUMAR, 2011), 

além de ser fundamental para o Controle Estatístico do Processo (CEP).  

Há diversos tipos de gráficos de controle disponíveis para a análise multivariada, como 

MCUSUM, MEWMA e VMAX, além dos gráficos de 𝑋̅ e de T² de Hotelling. 

Os gráficos de controle de MCUSUM (Multivariate Cumulative Sum) e MEWMA 

(Multivariate Exponentially Weighted Moving Average) são usualmente utilizados para os 

casos em que há a necessidade de se detectar pequenos ou médios deslocamentos da média 

(CHUA; MONTGOMERY, 1991). 
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O gráfico da máxima variância VMAX, em um processo bivariado, possui suas duas 

características de qualidade X1 e X2 seguindo uma distribuição normal. O cálculo das 

variâncias amostrais padronizadas é detalhado por Machado (2009). 

 

2.2.1 Gráficos de 𝑿̅ 

 

Há vários tipos de gráficos de controle a serem usados hoje. Provavelmente, o gráfico 

mais comumente recorrido é o gráfico de 𝑋̅. Usualmente é recomendado que este gráfico 

controle a média do processo e que, simultaneamente, haja outro tipo de gráfico, como da 

amplitude R ou da variância S², para controlar sua variabilidade (FARAZ e SANIGA, 2013). 

É possível se representar graficamente o desempenho de um processo bivariado no 

gráfico de 𝑋̅, como visto na Figura 4. No caso, são variáveis independentes, que criam uma 

elipse de controle no gráfico. 

 

Figura 4- Elipse de controle para duas variáveis independentes 

 
Fonte: (MONTGOMERY, 2009) 
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Há duas desvantagens que podem ser notadas no uso da elipse de controle. 

Primeiramente, é perdida a ideia de pontos plotados sequencialmente ao longo do tempo, mas 

a maior desvantagem é que é difícil construir tal elipse para processos multivariados, ou seja, 

processos com três ou mais características de controle (MONTGOMERY, 2009).  

 

2.2.2 T² de Hotelling 

 

Para o monitoramento do vetor de médias de duas ou mais características de qualidade, 

1o gráfico de controle baseado na estatística T² para o monitoramento de processos 

multivariados (HOTELLING, 1947) é o dispositivo estatístico mais comumente utilizado. 

O gráfico de controle T² é utilizado no monitoramento simultâneo de p variáveis de 

interesse.  Quando já se conhece o vetor das médias e a matriz de covariâncias, µ0 e Σ0, de um 

processo p-variado com distribuição normal, a estatística de Hotelling para a i-ésima amostra 

é dada pela Equação 1.  

𝑇𝑖
2 = 𝑛(𝑋𝑖̅ − µ

0
)′𝛴0

−1(𝑋𝑖̅ − µ
0

) (1) 

onde 𝑋𝑖̅ é o vetor das médias amostrais dos p parâmetros para a amostra i e n é o 

tamanho da i-ésima amostra. Quando o processo está sob controle, 𝑇𝑖
2 segue uma distribuição 

de qui-quadrado com p graus de liberdade. 

Para p=2, ou seja, quando o caso bivariado, tem-se que µ
0
′ = (µ

01
; µ

02
) e 𝛴0 =

[
𝜎1

2 𝜌𝜎1𝜎2

𝜌𝜎1𝜎2 𝜎2
2 ], sendo ρ o coeficiente de correlação entre X1 e X2. Neste caso, a estatística de 

T² é dada pela Equação 2. 

𝑇² =
𝑛

|𝛴|
[𝜎2

2(𝑋1
̅̅ ̅ − 𝜇01)2 + 𝜎1

2(𝑋2
̅̅ ̅ − 𝜇02)2 − 2𝜌𝜎1𝜎2(𝑋2

̅̅ ̅ − 𝜇02)(𝑋1
̅̅ ̅ − 𝜇01)] (2) 

A Figura 5 é uma representação gráfica de como seria a disposição de um gráfico de 

controle que utiliza a estatística T² de Hotelling. 
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Figura 5- Exemplo de gráfico de controle T² de Hotelling 

 
Fonte: o próprio autor. 

 

2.3 PROCESSOS AUTOCORRELACIONADOS  

 

Para avaliar a performance do gráfico de médias, Shewhart fez duas suposições: as 

observações são independentes e o processo está sujeito a causas especiais que o deslocarão 

de seu alvo (FRANCO et al, 2014). 

Shewhart não explorou o caso em que as medidas dentro de uma amostra são 

autocorrelacionadas. Em vários processos contínuos, a autocorrelação está presente e reduz a 

performance estatística dos gráficos de controle (FRANCO et al, 2014). 

Os processos de manufatura, em geral, são regidos por elementos inerciais, e quando o 

intervalo entre observações se torna pequeno em relação a estas forças, elas se tornam 

correlacionadas ao longo do tempo (MONTGOMERY, 2009). 

 

2.3.1 Autocorrelação entre observações 

 

Para a autocorrelação entre as observações, considera-se que as observações das 

variáveis de interesse a serem monitoradas compõem um modelo autoregressivo de primeira 

ordem, comum em aplicações (ATIENZA et al,1998). Para o caso univariado, as observações 

Xt para um processo autoregressivo de primeira ordem são dadas pela Equação 3 

(MORETTIN; TOLOI, 2004): 

𝑋𝑡 − 𝜇 = 𝜙(𝑋𝑡−1 − 𝜇) + 𝜀𝑡 t=1, 2, 3,..., n (3) 

onde   é a media do processo,   é o coeficiente autoregressivo e 𝜀𝑡  é o erro aleatório, 

i.i.d., 𝜀𝑡 ~𝑁(0, 𝜎𝜀). Além disso, a variância do modelo é expressa pela Equação 4 

(MORETTIN; TOLOI, 2004): 
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𝜎𝑋
2 = 𝜎𝜀

2/(1 − 𝜙²) (4) 

 

2.3.2 Autocorrelação entre médias 

 

No entanto, o modelo utilizado neste projeto é referente a autocorrelação entre as 

médias, levando-se em consideração, além do coeficiente autoregressivo ϕ, a influência do 

coeficiente de autocorrelação Ψ. Com isso, as obervações Xt comportam-se como mostra a 

Equação 5:  

𝑋𝑡 = 𝜙𝑋𝑡−1 + 𝜀𝑡 (5) 

No cálculo da Equação 5, o erro aleatório é dado por 𝜀𝑡 ~𝑁(0, 𝜎𝛼) e calcula-se o valor 

de 𝜎𝛼 como mostrado na Equação 6:  

𝜎𝛼 = √
𝛹

(1 − 𝛹)
. (1 − 𝜙2) 

 

(6) 
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3 MÉTODO DE PESQUISA 

 

A presente pesquisa adota uma abordagem quantitativa, por se tratar de valores gerados 

por simulações da linguagem computacional no FORTRAN. Segundo Fonseca (2002), a 

pesquisa quantitativa se utiliza da linguagem matemática para, dentre outros motivos, 

estabelecer relações entre as variáveis. 

Quanto à natureza, a pesquisa pode ser classificada como básica. 

Quanto aos objetivos, considera-se a pesquisa como sendo exploratória, como visto na 

Figura 6, uma vez que tem objetiva-se proporcionar maior familiaridade com o problema, 

tornando-o mais explícito (GIL, 2007). 

Quanto aos procedimentos, trata-se de uma pesquisa experimental. De acordo com Gil 

(2007), esta tipologia consiste em determinar um objeto de estudo, selecionar as variáveis 

com potencial para influenciá-lo, e observar o comportamento de tal objeto. 

 

Figura 6- Tipos de pesquisa 

 
Fonte: Adaptado de Oliveira (2015). 

 

As atividades executadas para o andamento da pesquisa estão descritas no Quadro 1. 
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Quadro 1- Atividades realizadas para a conclusão do projeto 

1. Revisão bibliográfica 

2. Elaboração do programa inicial de simulação em FORTRAN 

3. Teste do programa inicial, para a comparação de casos já abordados na literatura 

4. Extensão do item 2 para casos multivariados autocorrelacionados 

5. Geração de resultados 

6. Análise e tabulação dos resultados 

7. Elaboração do Trabalho de Graduação 

8. Elaboração de artigos científicos 

Fonte: o próprio autor 

 

A autocorrelação tem sido um tema cada vez mais relevante ao longo dos anos. A 

pesquisa foi realizada utilizando-se o termo autocorrelation no campo Keywords em um 

conhecido banco de dados. Para a área de Engenharia, foram apresentados mais de 2300 

resultados desde o ano de 2000, e, adicionando o termo control charts em Keywords, obteve-

se os resultados mostrados na Figura 7. 

 

Figura 7- Quantidade de artigos com os temas autocorrelation e control charts por ano 

 
Fonte: o próprio autor 

 

3.1 REFINAMENTO DO LIMITE DE CONTROLE 

 

Para o funcionamento do programa, adotou-se NMA0 = 200,0 e os deslocamentos 

inicialmente são nulos, ou seja, o processo está sob controle. A princípio, o valor de LC era 

desconhecido. Para tal, fez-se necessário que, ao início de todas as simulações, um 
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refinamento de LC fosse realizado. Sabe-se que, caso o NMAS for menor que NMA0, é 

necessário que LC seja aumentado, para que um número menor de amostras seja detectado 

como erro. O mesmo vale para o caso inverso, se NMAS for maior que NMA0, o valor de LC 

deve ser reduzido. 

 

Figura 8- Primeira etapa iterativa do processo de refinamento do limite de controle 

 
Fonte: o próprio autor 

 

A Figura 8 é referente a um caso bivariado. Após ser estabelecido um valor arbitrário de 

LC e ser definido que as médias de ambas as variáveis são nulas, o primeiro laço gera valores 

de T², de tamanho de amostra 5, até que haja 1000 amostras acima de LC. Com isso, calcula-

se o NMAS, e compara-se com o NMA0. Esta primeira sessão de refinamento é uma série de 

iterações que analisa a diferença modular entre os dois valores. Se for maior que 200,0, 
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adiciona-se ou subtrai-se 0,1 de LC, e se for menor que 200,0 e maior que 50, o acréscimo ou 

decréscimo é de 0,01. Quando a diferença modular entre NMAS e NMA0 menor que 50, passa-

se então para uma etapa de refinamento mais preciso. 

 

Figura 9- Segunda etapa iterativa do processo de refinamento do limite de controle 

 
Fonte: o próprio autor 

 

A segunda etapa do processo de refinamento, representada na Figura 9, é semelhante à 

primeira. São gerados valores de T² até que haja 8000 amostras fora do limite. Calcula-se 

então o erro percentual entre NMAS e NMA0. O aumento ou decréscimo do limite de controle é 

dado percentualmente, variando entre 0,3%, 0,6% e 0,9%. São realizadas iterações até que o 

erro seja menor que 0,5%. Sendo assim, encontra-se o valor de LC desejado, para então ser 

analisada a simulação com o deslocamento de médias.  
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4 RESULTADOS ENCONTRADOS 

 

4.1 ESTUDO UNIVARIADO DE PROCESSOS AUTOCORRELACIONADOS 

 

Antes de se desenvolver o programa computacional desejado para simular os casos 

multivariados autocorrelacionados, foi necessário um programa inicial mais simples, para 

verificar a validade dos resultados e compará-los aos encontrados na literatura. Para tal, o alvo 

de estudo foram os casos univariados autocorrelacionados, como mostra o programa presente 

no Apêndice A. 

Para o cálculo do erro entre os resultados obtidos com as simulações e os resultados 

teóricos existentes utilizou-se a Equação 5. 

                                            𝐸𝑟𝑟𝑜 = 100%
TNMA − SNMA

TNMA
      (5) 

onde NMAT é o número médio de amostras até o sinal teórico e NMAS é o número médio 

de amostras até o sinal experimentalmente.  

A partir de simulações do programa inicial, foi possível coletar dados suficientes para 

que fosse verificada a validade, comprovada pelo baixo erro encontrado, como visto nas 

Tabelas 1 e 2, sendo possível dar continuidade à pesquisa para programas mais complexos. 

 

Tabela 1 - Valores de NMAT, NMAS e erros para processos autocorrelacionados (n =1; 𝜙=0,8) 

 𝛹 = 0,1 𝛹 = 0,5 𝛹 = 0,9 

δ TNMA  SNMA  Erro 

(%) 
TNMA  SNMA  Erro 

(%) 
TNMA  SNMA  Erro 

(%) 

0,0 370,40 364,95 1,47 370,40 365,79 1,24 370,40 364,95 1,47 

0,5 168,50 167,94 0,33 238,00 231,17 0,35 339,40 336,94 0,72 

1,0 51,80 51,89 0,17 106,30 106,07 0,22 270,00 268,44 0,58 

1,5 18,70 18,66 0,21 49,20 49,22 0,04 198,90 198,94 0,02 

2,0 8,10 7,96 1,73 24,90 25,32 1,69 142,70 142,56 0,09 

3,0 2,40 2,43 1,25 7,90 7,93 0,35 73,40 73,55 1,14 

4,0 1,30 1,28 1,69 3,10 3,12 0,65 41,00 40,93 0,17 

5,0 1,00 1,04 4,40 1,60 1,61 0,81 23,90 23,73 0,71 
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Tabela 2 - Valores de TNMA , SNMA  e erros para processos autocorrelacionados (n=4; 𝜙=0,8) 

 𝛹 = 0,1 𝛹 = 0,5 𝛹 = 0,9 

δ TNMA  SNMA  Erro 

(%) 
TNMA  SNMA  Erro 

(%) 
TNMA  SNMA  Erro 

(%) 

0,0 370,40 365,94 1,20 370,40 372,80 0,65 370,50 375,14 1,28 

0,5 74,20 73,69 0,69 206,00 203,97 0,99 333,10 334,48 1,07 

1,0 14,10 14,07 0,21 79,50 78,87 0,79 266,50 266,64 0,05 

1,5 4,10 4,03 1,71 33,90 33,91 0,03 195,50 196,91 1,24 

2,0 1,80 1,76 2,44 16,10 15,92 1,12 138,50 137,76 0,53 

3,0 1,00 1,02 2,40 4,50 4,64 3,11 71,40 69,69 2,39 

4,0 1,00 1,00 0,00 1,70 1,70 0,24 39,00 38,81 0,49 

5,0 1,00 1,00 0,00 1,10 1,10 0,01 22,60 22,52 0,35 

 

Figura 10- Gráfico comparativo entre NMAT e NMAS (n=4; 𝜙=0,8; 𝛹=0,5) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

4.2 DESEMPENHO DO GRÁFICO DE T² DE HOTELLING 

 

Quando o processo está sendo monitorado por um gráfico convencional do tipo T² (i.e., 

com parâmetros constantes), uma amostra de tamanho n é escolhida aleatoriamente em um 

espaço de tempo t. Então, com os valores da variável T² obtidos das amostras, constrói-se um 
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gráfico com limite de controle LC, conhecido também como limite de ação. Um valor de T² 

que ultrapasse o limite de controle é um sinal de que o processo não está em controle, e 

necessita de ajustes.  Quando o vetor de médias do processo está centrado no alvo )( 0  , é 

pouco provável que um valor de T² seja superior ao LC; se isto acontecer, pode considerar-se 

que se trata de um alarme falso, pois o gráfico indevidamente assinala um desajuste. Tem-se 

que 2
, pLC  , onde   é a probabilidade de alarme falso e p é o número de variáveis a 

serem monitoradas. 

Após estudarem-se os processos univariados autocorrelacionados, elaborou-se, na 

linguagem FORTRAN, o segundo código computacional, e foi usado para avaliar o 

desempenho do gráfico de T² destinado ao monitoramento do vetor de médias de processos 

bivariados.  

Neste estudo, foi adotado 0NMA =200,0 e o número de valores por amostras de 4 e 5. 

Adota-se que as variáveis originais são bivariadas e distribuídas normalmente com a matriz de 

covariâncias e o vetor de médias dados respectivamente por 𝛴0 = (
1 0
0 1

) e 𝜇′ = 𝜇0
′ = (0; 0). 

Com a ocorrência da causa especial, o vetor de médias µ do processo se altera de 𝜇0
′ = (0; 0) 

para 𝜇1
′ = (𝜇01 + 𝛿1;  𝜇02 + 𝛿2), sendo δ1 e δ2 os deslocamentos das médias.  

O valor de NMA é uma divisão simples entre o número de amostras que excedem o LC e 

o número total de amostras geradas, que, neste caso e em todos os outros da pesquisa, foi de 

10000 amostras. Calcula-se então o erro de acordo com a equação (5). 

 

Tabela 3 – Valores de TNMA , SNMA  e os erros para o gráfico de 2T (p=2; n = 4 e 5) 

    n   

  4 5 

δ1 δ2 TNMA  SNMA  Erro (%) TNMA  SNMA  Erro (%) 

0 0 200,00 198,98 0,51 200,00 200,38 0,19 

0,25 0 115,53 115,76 0,20 103,32 103,18 0,14 

0,50 0 41,91 42,30 0,93 32,95 33,16 0,64 

0,75 0 15,78 15,96 1,14 11,39 11,59 1,76 

0,25 0,25 76,87 76,41 0,60 64,71 64,73 0,03 

0,50 0,5 18,49 18,48 0,05 13,64 13,69 0,37 

0,75 0,75 5,76 5,76 0,02 4,13 4,17 0,97 
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Analisando a Tabela 3, observa-se que quanto maior o deslocamento no vetor de 

médias, ou seja, quanto maior o valor de δ1 e/ou δ2, mais rápido se detecta o alarme falso do 

processo, ou seja, menor o NMA. O mesmo ocorre com o aumento do número amostral n, em 

que se percebe o crescimento do poder de detecção do gráfico. Por exemplo, para δ1 = 0,25 e 

δ2 = 25, o SNMA  diminui de 76,41 para 64,73 quando n aumenta de 4 para 5.  

 

Figura 11- Gráfico de NMA para tamanhos de amostra diferentes (p=2) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

Observa-se também que os resultados obtidos nas simulações do código computacional 

se mostraram bastante satisfatórios, uma vez que se aproximaram dos resultados teóricos, 

apresentando uma margem de erro inferior a 2%. Ressalta-se que a validação de tal código 

elaborado depende dos erros. Quanto menor o erro referente ao código, mais confiável será 

seu desempenho. Considera-se aceitável para este estudo um erro de no máximo 2%. 
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Figura 12- Gráfico comparativo entre NMAT e NMAS (p=2, n=5)  

 
Fonte: o próprio autor 

 

4.3 GRÁFICOS DE T² PARA O MONITORAMENTO DE PROCESSOS 

AUTOCORRELACIONADOS 

 

No processo de elaboração do terceiro código computacional referente à pesquisa, 

utilizou-se como base uma combinação entre o primeiro e o segundo programa, já que estes se 

mostraram bastante confiáveis quanto a seus resultados. Para esta etapa do projeto, desejava-

se obter as propriedades do gráfico de 2T  para o monitoramento de processos bivariados 

autocorrelacionados. 

Nas Tabelas 4 e 5, mantém-se 𝜙𝑖 constante, e Ψ varia entre 0,1, 0,5 e 0,7. Percebe-se 

que o parâmetro 𝜙 pouco interfere nos valores de NMA, como é facilmente visto quando se 

compara, para Ψ=0,7e  𝛿1 = 𝛿2 = 0,50 , o NMA encontrado para 𝜙1 = 𝜙2 = 0,0 (129,79) e o 

de 𝜙1 = 𝜙2 = 0,5 (129,41). 

 

Tabela 4 – Valores de NMA para o gráfico T² de processos autocorrelacionados (p=2; n=4) 

  𝜙1 = 𝜙2 = 0,0 𝜙1 = 𝜙2 = 0,5 

 𝛹 0,1 0,5 0,7 0,1 0,5 0,7 

 LC 15,27 52,91 109,09 15,27 52,91 109,09 

δ1 δ2 NMA NMA NMA NMA NMA NMA 

0,00 0,00 200,73 199,85 199,06 197,31 195,02 196,73 
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0,25 0,00 132,51 175,22 189,39 133,99 173,90 187,42 

0,50 0,00 58,61 127,49 155,95 58,24 123,83 158,51 

0,75 0,00 25,20 82,82 120,43 25,45 80,97 119,67 

0,25 0,25 95,60 153,60 171,15 96,01 156,40 172,57 

0,50 0,50 28,97 87,15 127,86 28,50 88,48 129,01 

0,75 0,75 9,74 45,49 83,07 9,75 46,08 82,86 

 

Tabela 5 – Valores de NMA para o gráfico T² de processos autocorrelacionados (p=2; n=5) 

  𝜙1 = 𝜙2 = 0,0 𝜙1 = 𝜙2 = 0,5 

 𝛹 0,1 0,5 0,7 0,1 0,5 0,7 

 LC 16,46 63,67 134,35 16,46 63,67 134,35 

δ1 δ2 NMA NMA NMA NMA NMA NMA 

0,00 0,00 197,53 201,68 203,18 199,52 196,73 197,77 

0,25 0,00 124,07 177,87 191,15 124,71 170,56 188,56 

0,50 0,00 51,48 125,99 159,46 50,77 125,21 158,08 

0,75 0,00 20,76 80,67 123,46 21,41 79,27 121,89 

0,25 0,25 87,62 154,88 181,85 87,69 155,03 176,57 

0,50 0,50 24,53 87,61 129,79 24,33 86,21 129,41 

0,75 0,75 8,03 45,61 86,09 8,04 43,77 84,23 

 

Figura 13- Gráfico referente à Tabela 4 (p=2; n=4; 𝛹=0,1) 

 
Fonte: o próprio autor 
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Figura 14- Gráfico referente à Tabela 5 (p=2; n=4; 𝜙1 = 𝜙2 = 0,5) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

A Tabela 6 apresenta Ψ diferente para cada uma das duas variáveis. Mais uma vez, 

prova-se que 𝜙𝑖 exerce baixa influência sobre o resultado de NMA, quando se compara os 

valores entre 𝜙1 = 𝜙2 = 0,0 e 𝜙1 = 𝜙2 = 0,5. É interessante se observar também que, tendo 

um mesmo deslocamento, mas em uma variável com autocorrelação diferente, os resultados 

são bastante divergentes, como mostra a Figura X. 

 

Tabela 6 – Valores de NMA para o gráfico T² com Ψi diferente (p=2; n=5) 

  𝜙1 = 𝜙2 = 0,0 𝜙1 = 𝜙2 = 0,5 

  𝛹1 = 0,0 

𝛹2 = 0,5 

𝛹1 = 0,5 

𝛹2 = 0,0 

𝛹1 = 0,0 

𝛹2 = 0,5 

𝛹1 = 0,5 

𝛹2 = 0,0 

 LC 48,31 48,31 48,31 48,31 

δ1 δ2 NMA NMA NMA NMA 

0,00 0,00 199,84 196,96 196,38 197,85 

0,25 0,00 187,67 158,92 189,95 160,01 

0,50 0,00 170,24 100,24 171,66 99,63 

0,75 0,00 145,50 58,08 143,40 58,14 

0,25 0,25 153,12 155,38 153,73 156,45 

0,50 0,50 87,88 88,39 88,61 88,69 

0,75 0,75 45,77 45,09 45,28 45,45 
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Figura 15- Gráfico referente à Tabela 6 (p=2; n=5; 𝛹1 = 0,0; 𝛹2 = 0,5) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

Figura 16- Gráfico referente à Tabela 5 (p=2; n=5; 𝜙1 = 𝜙2 = 0,0) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

O código computacional foi ampliado para o estudo de casos multivariados, ou seja, 

para p=3 e 4. 
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Tabela 7 – Valores de NMA para o gráfico T² de processos autocorrelacionados (p=3; n=5; 

𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 0,0)  

  𝛹1 0,1 0,5 0,5 0,5 

  𝛹2 0,1 0,1 0,5 0,5 

  𝛹3 0,1 0,1 0,1 0,5 

  LC 19,94 50,91 65,15 76,84 

δ1 δ2 δ3     

0,0 0,0 0,0 197,49 196,36 197,43 195,34 

1,0 0,0 0,0 12,03 35,66 50,45 61,30 

0,0 1,0 0,0 12,28 100,77 50,26 61,26 

0,0 0,0 1,0 12,19 100,46 114,97 61,80 

1,0 1,0 0,0 4,16 22,46 23,53 29,26 

1,0 0,0 1,0 4,21 22,65 33,10 30,02 

0,0 1,0 1,0 4,24 49,54 32,80 30,46 

1,0 1,0 1,0 2,31 14,53 16,58 17,21 

  

Tabela 8 – Valores de NMA para o gráfico T² de processos autocorrelacionados (p=3; n=5; 

𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 0,5) 

  𝛹1 0,1 0,5 0,5 0,5 

  𝛹2 0,1 0,1 0,5 0,5 

  𝛹3 0,1 0,1 0,1 0,5 

  LC 19,94 50,91 65,15 76,84 

δ1 δ2 δ3     

0,0 0,0 0,0 201,09 195,67 197,51 194,83 

1,0 0,0 0,0 12,25 34,61 49,09 60,66 

0,0 1,0 0,0 12,18 100,35 49,13 62,30 

0,0 0,0 1,0 11,99 99,85 111,65 61,74 

1,0 1,0 0,0 4,15 22,58 23,26 29,75 

1,0 0,0 1,0 4,19 22,71 34,05 29,82 

0,0 1,0 1,0 4,24 49,74 33,42 29,20 

1,0 1,0 1,0 2,29 14,38 16,33 17,56 
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Figura 17- Gráfico referente à Tabela 8 (p=3; n=5; 𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 0,5) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

Tabela 9 – Valores de NMA para o gráfico T² de processos autocorrelacionados (p=4; n=5;  

𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 𝜙4 = 0,0) 

   𝛹1 0,1 0,5 0,5 0,5 0,5 

   𝛹2 0,1 0,1 0,5 0,5 0,5 

   𝛹3 0,1 0,1 0,1 0,5 0,5 

   𝛹4 0,1 0,1 0,1 0,1 0,5 

   LC 23,03 52,67 67,08 78,65 89,09 

δ1 δ2 δ3 δ4      

0,0 0,0 0,0 0,0 194,98 195,28 197,27 195,33 194,73 

0,5 0,0 0,0 0,0 72,58 100,84 127,42 137,22 145,79 

0,5 0,5 0,0 0,0 36,27 87,25 88,30 102,03 107,86 

0,5 0,5 0,5 0,0 22,04 76,34 77,57 77,59 88,27 

0,5 0,5 0,5 0,5 14,54 66,39 68,36 69,92 71,88 
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Figura 18- Gráfico referente à Tabela 9 (p=4; n=5; 𝜙1 = 𝜙2 = 𝜙3 = 𝜙4 = 0,0) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

4.4 COMPARAÇÃO DE DESEMPENHOS DOS GRÁFICOS DE 𝑋̅ E T² 

 

Para esta etapa do trabalho, utilizou-se o mesmo programa computacional, com a 

diferença de que o NMA0 é de 370,4, referente a um limite de controle de 3σ. A comparação 

foi feita em relação aos dados de Machado e Pasin (2012), em que são analisados os gráficos 

de controle 𝑋̅ univariados para o monitoramento de processos bivariados. Com isso, foi 

possível se obter as Tabelas 10 e 11. 

 

Tabela 10- Valores de NMA para os gráficos de T² e 𝑋̅ para processos bivariados (p=2; n=5; 

𝛹1 = 𝛹2 = 0,1) 

 𝜙1 0,0 0,0 0,8 0,8 

 𝜙2 0,0 0,8 0,0 0,8 

  T² 𝑋̅ T² 𝑋̅ T² 𝑋̅ T² 𝑋̅ 

δ1 δ2         

0,00 0,00 371,51 372,51 371,39 374,61 370,84 344,81 367,31 361,72 

0,25 0,00 223,2 235,88 221,70 234,80 223,45 249,26 216,25 252,64 
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0,50 0,00 83,76 96,64 83,98 94,22 83,41 107,08 83,96 109,62 

0,75 0,00 31,72 38,43 31,68 37,65 32,02 49,01 31,71 47,42 

0,25 0,25 150,51 174,19 151,92 175,78 151,15 182,97 153,14 180,48 

0,50 0,50 37,47 55,51 37,20 58,21 37,09 59,07 36,95 65,32 

0,75 0,75 11,07 20,71 11,15 22,51 10,82 22,58 10,90 25,61 

 

Figura 19- Gráfico comparativo entre T² e 𝑋̅ (p=2; n=5; 𝛹1 = 𝛹2 = 0,1) 

 
Fonte: o próprio autor 

 

Tabela 11- Valores de NMA para os gráficos de T² e 𝑋̅ para processos bivariados (p=2; n=5; 

𝛹1 = 𝛹2 = 0,5) 

 𝜙1 0,0 0,0 0,8 0,8 

 𝜙2 0,0 0,8 0,0 0,8 

  T² 𝑋̅ T² 𝑋̅ T² 𝑋̅ T² 𝑋̅ 

δ1 δ2         

0,00 0,00 368,44 369,40 368,18 371,15 366,27 362,63 362,52 369,40 

0,25 0,00 317,77 328,25 322,36 324,36 322,24 335,20 315,11 328,25 

0,50 0,00 220,66 234,69 220,99 222,41 217,18 264,68 219,79 234,69 

0,75 0,00 136,26 148,26 133,24 144,97 137,62 190,96 132,18 148,26 

0,25 0,25 276,49 291,64 279,14 296,78 283,52 293,07 273,59 291,64 

0,50 0,50 146,20 177,83 147,50 188,27 144,56 183,79 147,62 177,83 

0,75 0,75 72,58 95,28 70,32 106,95 72,84 103,74 70,03 95,28 
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5 CONCLUSÃO 

 

Tendo em vista a proposta inicial do trabalho, chega-se à conclusão de que os objetivos 

foram alcançados. 

O coeficiente autoregressivo 𝜙 tem o efeito de aumentar a variabilidade das amostras, 

mas não possui influência significativa no valor final do NMA. Isto se observa na semelhança 

de resultados para valores de 𝜙 diferentes e 𝛹𝑖 constantes, além de o fato de um 𝜙 maior 

exigir mais iterações do refinamento, para ao final estabelecer o mesmo valor de LC.  

Por outro lado, verificou-se forte influência por parte do coeficiente de autocorrelação 

𝛹, assim como esperado, nos resultados de NMA obtidos. Além de forçar um aumento 

significativo no valor do limite de controle, foi possível observar que, para um maior valor de 

𝛹 e um mesmo deslocamento de médias, o NMA aumentava, o que indica que são necessárias 

mais amostras para se detectar que o processo está fora de controle. 

Além disso, o objetivo secundário de se comparar o desempenho entre gráficos de 

controle 𝑋̅ e T² foi verificado e, conforme já esperado, o segundo se mostrou mais ágil para 

detectar o deslocamento nas médias. 

Ao mesmo tempo em que aceitar a autocorrelação reduz o tempo entre amostras, neste 

trabalho percebeu-se que, quanto maior a autocorrelação, maior o NMA. Como sugestão para 

futuras pesquisas, propõe-se que se faça uma análise de sensibilidade, para se encontrar um 

ponto ótimo entre a autocorrelação e o tempo de detecção da causa especial.   
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