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Resumo

O principal objetivo do presente trabalho é o estudo de reticulados no R" via o homo­

morfismo de Minkoswki. Deste modo, dado um ideal a do anel dos inteiros algébricos de um

corpo numérico, tem­se que a imagem deste ideal via o homomorfismo de Minkowski é um

reticulado no R". Como casos particulares estudamos os reticulados obtidos das extensões

Q(Vd), n =2,3,4,5, com d um inteiro livre de quadrados.

Palavras­chave: reticulados, densidade de empacotamento, densidade de centro e empaco­

tamento esférico.
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Abstract

The main goal of this work is the study of lattices in R" through the Minkowski ho­

momorphism. We stablished that the image of an ideal a of the algebraic integer ring of a

number field by the Minkowski homomorphism is a lattice in R". As a particular case we

study the lattices obtained from the extensions Q( vd), n = 2,3,4,5, where d is an integer
free of square power.

Keywords: lattices, density of packing, density of center and sphere packing.
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Introdução

Empacotamento esférico é a disposição de esferas de mesmo raio no espaço euclidiano

n­dimensional de tal modo que a intersecção de duas delas tenha no máximo um ponto.

O objetivo do empacotamento é encontrar um arranjo de esferas idênticas de tal forma que

a fração do espaço coberto por essas esferas seja o maior possível.

À forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior parte do espaço, tem sido um

desafio e merece a citação de Hilbert em 1900 com o 18º Problema de uma lista de desafios que
ocuparam destaque no desenvolvimento da ciência. Assim, muitas teorias evoluíram tendo

o 18º Problema de Hilbert com ponto de partida, descrevendo vários modelos matemáticos

com a finalidade de obter empacotamento esférico com alta densidade, onde foram obtidas

algumas cotas.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas é a obtenção de

reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo manipuláveis. Os empacota­

mentos esféricos, tal que o conjunto de centros das esferas constituem um subgrupo discreto

do espaço euclidiano despertaram interesse e passaram a ser chamados de empacotamentos

reticulados, onde a teoria de Z­módulos passou a ser muito utilizada no sentido de obter

melhores reticulados e que em grande parte das dimensões os empacotamentos esféricos mais

densos são os empacotamentos reticulados.

Em 1948 com a publicação do artigo de Shannon, onde ficou estabelecida uma estreita

relação entre códigos com alto desempenho e empacotamentos reticulados densos, o interesse

pelo 18º Problema de Hilbert aumentou consideravelmente, com o surgimento de várias

famílias de reticulados, cada uma destas se propondo a dar a melhor contribuição no que diz

respeito a densidade de empacotamento.

Dentre tais modelos destaca­se o descrito por Minkowski, no final do século XIX / início

vil
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do século XX. Nesta época Minkowski estava interessado em provar a finitude do Grupo de

Classes, quando desenvolvia a sua teoria de Corpos de Classes.

Tal modelo consiste de um corpo de números K de grau n e o seu anel de inteiros algébricos

On, de onde obtém­se um homomorfismo de K em R”, com o auxílio dos n monomorfismos

de K em C€, de modo que a imagem de um ideal ordinário não nulo de Ox é um reticulado

de posto n em R”.

O cálculo da densidade de centro de tal reticulado é feito a partir do discriminante do

corpo, da norma do ideal e da minimização de uma forma quadrática com entradas inteiras

originada da função traço. Como podemos ver, o problema de empacotamento reticulado,

via o modelo de Minkowski, encontrou na Teoria Algébrica dos Números ferramentas que
viabilizaram o efetivo cálculo da densidade de centro.

Desta maneira o presente trabalho tem por objetivo estudar os reticulados no R" obti­

dos via o método de Minkowski (homomorfismo canônico), enfocando os seus principais

parâmetros tais como região fundamental, empacotamento esférico, densidade de empacota­

mento e densidade de centro. Para tanto o trabalho se divide da seguinte maneira.

No Capítulo 1 recordamos em linhas gerais os conceitos básicos da álgebra abstrata.

No Capítulo 2, fazendo uso das referências [2], [4] e [6], apresentamos um estudo completo

sobre teoria algébrica dos números, onde vemos elementos inteiros sobre um anel, elementos

algébricos sobre um corpo e extensões algébricas, norma e traço de elementos, discriminante,

corpos ciclotômicos, anéis Noetherianos, Anéis de Dedekind, norma de ideal e sua fatoração

em uma extensão.

No Capitúlo 3 fazemos o estudo de reticulados no R" enfocando os seus principais

parâmetros tais como região fundamental, empacotamento esférico, densidade de empaco­

tamento e densidade de centro. Além disso, apresentamos vários reticulados construtivos

com o intuito de ressaltar a existência de reticulados que não são obtidos via o método de

Minkowski e então veremos o homomorfismo canônico de um corpo de números, e a partir

dele obteremos reticulados no R” via o anel dos inteiros do corpo de números, onde determi­

namos os volumes dos reticulados obtidos via o homomorfismo canônico, tendo como base

as referências [1], [2] e [4].

No Capítulo 4 daremos aplicações da teoria apresentada nos capítulos anteriores, mais
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precisamente, calculamos a densidade de centro de alguns reticulados obtidos via o homo­

morfismo canônico. Nosso maior desafio no cálculo efetivo da densidade de centro é mini­

mizar uma forma quadrática, caracterizada em função do traço relativo. No caso dos corpos

quadráticos caracterizamos a forma quadrática e calculamos a densidade de centro da reali­

zação geométrica do anel dos inteiros algébricos e de ideais principais. No estudo das cúbicas

[7], quárticas [5] e quínticas, restringimo­nos à aquelas da forma Q(YVd), QNX/d) e Q(Vd),
com d um inteiro livre de quadrados. Sob tais condições caracterizamos o anel dos inteiros

algébricos e sua forma quadrática. O valor mínimo da forma quadrática é obtido atribuindo

valores inteiros às variáveis e comparando os resultados. No caso de um ideal do anel dos

inteiros algébricos de Q(Yd), Q(X/d) e Q(Yd) a forma quadrática é minimizada com valores
inteiros e ainda satisfazendo condições que caracterizam os elementos do ideal. O Lema de

Kummer 2.9.3 é de fundamental importância neste contexto. Com este resultado podemos

descrever os geradores de ideais primos e obter o grau residual e o índice de ramificação.
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Capítulo 1

Preliminares

Neste Capítulo faremos uma revisão de álgebra abstrata necessária para o entendimento do
restante do nosso trabalho.

1.1 Álgebra abstrata
Iniciaremos esta seção relembrando alguns conceitos básicos de álgebra, e a seguir daremos

resultados de grande importância para a compreensão do próximo capítulo sobre teoria

algébrica dos números.

Um anel (A,+,.) é um conjunto À munido de duas operações binárias + e ., as quais

chamamos adição e multiplicação, tal que À com a adição é um grupo abeliano, a multipli­

cação é associativa e satisfaz a lei distributiva da multiplicação em relação a adição. Como

exemplos de anéis podemos citar o conjunto dos números inteiros sob adição e multipli­

cação, o conjunto Z, = f10,1,...,n — 1) sob as operações de soma e produto módulo n, os

polinômios da forma ao +aX +asXº +... +a,X” na indeterminada X e ais coeficientes
inteiros. Dado N C A não vazio, dizemos que N é um subanel de um anel A se N também

for um anel com as operações de adição e multiplicação herdadas de A. Um anel comuta­

tivo com unidade é um anel cuja a multiplicação é comutativa e existe o elemento neutro

da multiplicação chamado de unidade do anel. Ao longo de nosso trabalho, um anel será
sempre comutativo com unidade. Um elemento não nulo a de À é denominado divisor de

Zero se existe um elemento não nulo b em À tal que a.b= 0 ou ba = 0. Se À for um anel
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A for um anel com unidade, um elemento a de À é denominado invertível em À se existir

alem A tal quea.a! = a7l.a = 1. O conjunto dos elementos invertíveis de À é um grupo

multiplicativo que será denotado por A*. Um anel A, comutativo com unidade, que satisfaz

a lei do anulamento do produto, ou seja, se ab = 0 com a,b € A, ento a = 0 ou b = O,

recebe o nome de anel de integridade, também chamado de domínio.

Seja A um anel comutativo e seja a £ ( um subconjunto de A. Dizemos que a é um ideal

em A se, e somente se, V r,y E a =—> r—yEa,eVa,r,talquea E ÁexE a=>ar€ a.
Os conjuntos (0) e À são ideais de À, chamados ideais triviais de A, e os ideais não triviais

de À são chamados ideais próprios de A. O ideal (a1,42,...,an) = [710] +T202 +... +Tnan |
xi s E A) de À é chamado ideal gerado por a1,042,...,an. Um ideal gerado por um só

elemento a E A recebe o nome de ideal principal gerado por a. Neste caso, além da

notação (a), também é comum usarmos a notação aÃ. Se todos os ideais de um anel são

principais, então este anel é chamado de anel principal. Por exemplo, se a é um ideal em

Z, então existe n E Z de tal modo que a = nZ, ou seja, Z é um anel principal. Dado p um

ideal em um anel A, dizemos que p é um ideal primo se p £ A e se é satisfeita a seguinte

sentença: (Va,bE€ A)(abEp=—>aEcpoubep). Um ideal mem um anel À é dito um

ideal maximal se m £ A, e satisfaz a seguinte propriedade: m é o elemento maximal em

relação à inclusão, no conjunto dos ideais em À que são diferentes de A, ou seja, se existir um

ideal a do anel A tal quem Ca C A=> m=aoua= A. Por exemplo, se considerarmos

A=%Zepum número primo de Z, temos que < p > é um ideal primo e também é um ideal

maximal. Dado À um anel comutativo com unidade, temos que todo ideal maximal em À é

primo e se À for um domínio principal e p £ O for um ideal primo, segue que, p é maximal.

Sejam À um anel, a e b ideais de A. Definimos a soma dos ideais a e b como a + b =

ír+y; rEeaeyeE b), que também é um ideal de A. Também definimos o produto de a

1=1l

ideais a e b são comaximais sea + b= A.
e b como ab = DESTE rT;EAeyiêE 3 que também é um ideal de A. Dizemos que os

Um anel A, comutativo com unidade, recebe o nome de corpo se todo elemento não nulo

de À admite simétrico multiplicativo, ou seja, todo elemento não nulo de A é invertível, e

denotarermos esse corpo por K. Se K é corpo, então temos que (0) é um ideal maximal em

K e os únicos ideais de K são os triviais. Um subconjunto LL C K é um subcorpo de K se
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L também for um corpo com as operações de soma e produto herdadas de IK. Neste caso,

dizemos que K é uma extensão de L.

Sendo A[X] o conjunto de todos os polinômios na variável X, sobre um anel À, temos que

A[X] é um anel com as operações de adição e multiplicação de polinômios, chamado anel

de polinômios. Se À for um domínio, então A[X] também será, se K for corpo, então todo

ideal em K[X] será principal, ou seja, K[X] é principal.

Dado um domínio A, o seu corpo de frações é o conjunto K = Í g
b?

Sejam À um anel comutativo e a C À um ideal. Dado x E A, o conjunto 7 +a =

ír+y; y E a) é chamado de classe lateral de a. Definindo a soma (r+a)+(y+a) = (t+y)+a
e o produto (x + a)(y +a) = 7y + a, para todo x,y E A, temos que o conjunto de todas as

classes laterais de a é um anel, chamado de anel quociente e denotado por A/a.

Temos que p é um ideal primo de um anel À se, e somente se, o anel quociente A/p é

um domínio, e que m é um ideal maximal de A se, e somente se, o anel quociente A/m é um

corpo. Se À e B são anéis, dizemos que uma aplicação f : A— B é um homomorfismo

de anéis se, V 1,y E A tem­se, f(x +y) = f(x) + f(y) e f(xy) = f(x) f(y). Se, além disso,

f for bijetora, a aplicação f é denominada de isomorfismo, e usamos a seguinte notação,

A>B,ese A= B temos que a aplicação f é um automorfismo.

Segue da definição de homomorfismo de anéis que f(—a) = —f(a), f(014) = Og e que

J(na) =nf(a), Vac€ Ae VnEZ, onde 01 é o zero de À e Op é o zero de B. O núcleo da

aplicação f é definido por Ker(f) = í(r E A | f(x) = Og), e a imagem da aplicação f por

Im(f)=(f(x)|x E A). Temos que o Ker(f) é um ideal de À, e que a Im(f) é um subanel
de B.

Teorema 1.1.1 (Teorema do Isomorfismo para Anéis) Sejam A, B anéis e seja
|

Ker() & Im(f). > |

Proposição 1.1.1 Sejam À um anel, a e b ideais de A tais que a+b= A. Então, aNb = ab
A

e o homomorfismo canônico ph: A — XxX " induz o isomorfismo 0: — > —xX—.a ab a Ob

Demonstração: Temos que ab C a e ab C b, e portanto, ab CanN b. Agora, ser E af b,

f: A— B um homomorfismo de anéis. Então,

como por hipótese a+ b = A, então existem elementos a E a, bE€ b tal que 1 =a+b. Ássim,

x = ar + br é à soma de dois elementos de ab, logo r E ab, e portanto, aN1 b = ab. Para o
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A A
isomorfismo consideremos E : A "” x "” definido por (a) = (a HFa,a +b), coma E A.
Assim,

= aNb. De fato, z E Ker(p) & (1) = (O, O) <= (tr+a,7+b) =
(0, 0) esr+a=0er+b=0&r1rEAMerebesrsEanb.

e 7 é sobrejetora. De fato, tomando (y +a,z+b) E ” x ” temos que encontrar x E À
tal que (y +a,z +b)=(r+a,r7+b)=ç(r). Comoat+b=A, temos que ll =a+b,
coma€E€aebeb. Tomandoz = az + by, como b=l(moda)>xr=y(moda)ea=
l(mod b) > x = z(mod b), segue que, rHra=y+aer+b=z+Ob.

= APortanto, pelo Teorema 1.1.1 temos, À a Â x À .— Â sx Â dá
anb a b ab a b

Proposição 1.1.2 Sejam À um anel e (a;)i<i<r um conjunto finito de ideais de A, tais que
a; +a;= A para1£j. Então existe um isomorfismo canônico de A/a­­­a, em EIS
Demonstração: Faremos a prova por indução sobre r. Da Proposição 1.1.1, o Tesultado
segue para r = 2. Agora supomos que o resultado é verdadeiro para todo k < r. Fazendo

b = ds ­­­ ar, temos que a, + b = À uma vez que a; + a; = A, para 1 > 2. Ássim, existem
elementos c; E a) e a; E a; tal que ci +a; = 1. Logo, 1 = TI + a;) = c+ a2­+­an, onde
c é a soma dos termos que contêm no mínimo um Cc; como fator. Portanto, c E a. Como

a2­­­a, E b, segue que, ay +b= A. Pela Proposição 1.1.1, segue que A/a,b é isomorfo

a A/a, x A/b, e usando a hipótese de indução temos que A/b = A/az­­­a, é isomorfo a
Aja; x... x A/ar. Portanto, A/a, ­­­ a, é isomorfo à 1] A/a;. qd

A seguir veremos o conceito de módulos, enfocando seus principais resultados que serão
de grande utilidade para o bom desempenho do prosseguimento do nosso trabalho.

Definição 1.1.1 Seja À um anel. Um módulo sobre A, ou um A­módulo é um grupo

abeliano aditivo M junto com a função uy : AX M— M, denotada por p(a,m) = am, com

a€AemEM, que satisfaz as seguintes condições:

M1) u é bilinear, isto é Va, EA eVm, ne M, tem­se que

n(a + B,m) = u(a,m) + p(bB,m) e p(a,m +n) = p(a,m) + p(o,n),

M2) nulla, n(6,m)] = p(ab,m), Va, E A eVmeE M.
M3) u(l,m)=m, vY]n E M.
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A função 4 definida acima é chamada de multiplicação escalar do módulo M. Para cada

a E Aecadame M,o elemento u(a,m) = am de M é chamado de produto por escalar

de m por a.

Como exemplos de módulos temos os espaços vetoriais, os anéis sobre si mesmos, os

grupos abelianos (como Z­módulo).
Sejam À um anel e M um A­módulo. Um subconjunto N £ ( de M é um submódulo

de M se N é um subgrupo do grupo abeliano aditivo M e conserva a multiplicação escalar

deM, istoé, ar EN, Vr ENeVaeEA.
Se um A­módulo M possui um número finito de geradores, dizemos que M é finitamente

gerado ou do tipo finito. Se um A­módulo M possui uma base dizemos que M é um A­

módulo livre, e o número de geradores da base é chamado de posto de M. Observamos que

nem todo A­módulo possui uma base.

Lema 1.1.1 Se T é um conjunto parcialmente ordenado, então as seguintes condições são

equivalentes:

(a) Todo subconjunto não vazio de T contém um elemento maximal.

(b) Toda segiência crescente (tn)n> o de elementos de T é estacionária.

Demonstração: Para provarmos (a) => (b), seja t, um elemento maximal da sequência

crescente (t,). Então para n > q temos que t, = t,, ou seja, (tr) é estacionária. Agora

mostremos que (b) => (a). Suponhamos que exista um subconjunto S de T que não possui

um elemento maximal. Então para cada x E 5S,o conjunto dos elementos de S que são

maiores do que xr é um conjunto não vazio. Pelo axioma da escolha existe uma aplicação

f: SS tal que f(x) > x para todo x E S. Como S não é vazio, podemos escolher

to E S e definir por recorrência a sequência (t,)n> o, onde tr41 = f(tn). Essa sequência é
estritamente crescente, logo não é estacionária, o que contradiz (b), portanto o conjunto S é

Vazio. » |

Teorema 1.1.2 Se A é um anel e M um A­moódulo, então as seguintes sentenças são equi­

valentes.

(a) Toda família não vazia de submódulos de M tem um elemento maximal, considerando

a relação de inclusão.
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(b) Toda sequência crescente (Mr )new de submódulos de M é estacionária, considerando
a relação de inclusão.

(c) Todo submódulo de M é finitamente gerado.
Demonstração: Mostremos que (a) > (c). Sejam N um submódulo de M e $ o conjunto

de todos os submódulos finitamente gerados de N. Temos que & é não vazio pois (0) E &$.

Agora por (a) temos que $& possui um elemento maximal F. Para 7 E N, temos que F + Ar

é um submódulo finitamente gerado de N, e assim F + At = F, pois F+ Art 5 FeF

é maximal. Portanto, x E F,o que prova que N CC F. Logo N = F, e portanto N é

finitamente gerado. Provemos agora que (c) => (b). Para isto seja (Mn )n> o uma sequência

crescente de submódulos de M. Temos que E = U M, é um submódulo de M, e por (c)
n> O

temos que E possui um número finito de geradores fx1,::­,tQl. Como fx1,­+,t) C E,

para todo à existe um índice n(i) tal que x; € Mn. Seja no o maior dos n(1)'s. Como (M,)
é crescente, então r; E Mn, para todo 1, e assim E C M,, e portanto E = M,.,, para n > no.

Portanto, a sequência (M,) é estacionária para n > no. À equivalência de (a) e (b) segue do
Lema 1.1.1. d

Corolário 1.1.1 Em um anel principal A, toda família não vazia de ideais possui um ele­

mento marximal.

Demonstração: Considerando À como um módulo sobre si mesmo, seus submódulos são

seus ideais, e como todos os ideais são principais estes são A­módulos gerados por um ele­

mento, ou seja, são finitamente gerados. Assim o resultado segue da implicação (c) > (a)
do Teorema 1.1.2. dá

Teorema 1.1.3 /3] Sejam A um anel principal, M um A­módulo livre de posto n, e M' um
submódulo de M. Então:

(a) M' é livre de posto e, 0< q< n.
(b) Se M' £ O, então existe uma base fei,..., en) de M e elementos não nulos a1,...,a7 E

A tais que farei, ...,a17eQ) é uma base de M' e tal que a; divide a;1,  <i <q­1l.

Corolário 1.1.2 Sejam A um anel principal e M um A­módulo finitamente gerado. Então

M é isomorfo a um produto (A/a,) x (A/a.) x ...(A/an), onde os ais, para 1 = 1,...,n,

são ideais de À tais que 0, DADO... D An.
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Capítulo 2

Teoria Algébrica dos Números

Neste capítulo faremos o estudo da teoria algébrica dos números, enfocando elementos in­

teiros sobre um anel, norma e traço de elementos e de ideais, discriminante, anéis Noetheri­

anos, anéis de Dedekind, fatoração de ideais e ramificação.

2.1. Elementos inteiros sobre um anel

Sejam À um anel e B um subanel de À. Dizemos que um elemento z de A é inteiro sobre B

se x é raiz de um polinômio mônico com coeficientes em B, ou seja, existem bo,...,brn1 E B

tal que X” + b1X"! +... +bX+b=0 Essa equação é chamada de equação de

dependência inteira.

Exemplo 2.1.1 O elemento x = V2+/3 de R é inteiro sobre Z, pois x é raiz do polinômio
X*­10Xº+1 E Z[X]. O elemento x = Y/2 de R é inteiro sobre Z, poisx é raiz do polinômio
xXº—­2€ Z[X]. d

Teorema 2.1.1 Sejam À um anel, B um subanel de Aex E A. Então as seguintes

condições são equivalentes:

(a) x é inteiro sobre DB.

(b) O anel Bla] é um B­módulo finitamente gerado.

(c) Existe um subanel R do anel A tal que Ré um B­módulo finitamente gerado contendo
Beo elemento rx.
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Demonstração: (a) > (b) Como z é inteiro sobre B, então existem bo,...,bn­1 E B tal
que 1º +b 1x"! +. +bhhr+b=0 Assim, 1º = —­(bro12"7! +­­­ + biz +bo), ou seja,

1” E (L,x,...,2”!). Vamos mostrar por indução que xº E (1,x,...,2"!), para todoj E IN.
Temos que 1º E (1,x,...,2""*) para todo j <n. Suponhamos que 2º E (l,x,...,1”!) e
mostremos que z*t! E (1,x,...,1"”!). Por hipótese de indução, existem ao,..., 471 E À,
tal que 1º = ag + air +­­+anaz”tl. Assim, xº*! = xx = (ag +ar+­­­+anar"Ti)A =
aox +airº +: +anar” +anax" =aor+axrº +: +anort  +ans(bnnax7"

br + bo) =—an­1bo + (ao —bi)>6E +++ (ano — bn1)XMA, ou seja, 1H E (Loe.,
Portanto, 2º E (l,x,...,x”!) para todoj E IN. Agora, como 1º E (Lyx,...,
todo j E IN, segue que Blix] C (1,xr,...,x”*!). Por outro lado, como (1,r,...

segue que Blx] = (1,x,...,1"!), ou seja, Blx] é um B­módulo gerado por f1,1,...,
(b) => (c) Basta tomarmos R = Blx]

(c) => (a) Seja R=(y1,...,yn) um B­módulo finitamente gerado, tal que BC R er E R.
Como x E Re Ré subanel de À temos que r7y; E R para todo 1, e assim ry; = Y bijtj,

n

com b;; E B para 1 <1, ] <n. Assim, ry; — 3 bi; = 0, para 1 = 1,...,n, é um sistema
j=1

linear homogêneo nas variáveis y1,...,n, OU SEJA, ) bijyji(dijx — bi;i)y; = O, sendo d;;= 1
j=l

Yu

sei=/jedó;=0seiZj Sejam, C=(dj;r—bi)»xne Y = : |. Sabendo que

Um

(adjC)­ C = det(C) ­ 1, onde adjCé a matriz adjunta de C e Té à matriz identidade, segue

que, det(C)­Y = 0. Portanto det(C )y; = 0 para todo +. Conseqientemente, para todo b € R,
temos que b = > riy; com r; E B. Assim, det(C)b = det(C> Tiyi = > r;(det(C

1=1e em particular para b = 1 E R, temos que det(C) = O. Assim, det(C) ==Y é uma equação
de dependência inteira de r, ou seja, r é inteiro sobre B. |

Proposição 2.1.1 Sejam À um anel, B um subanel de À e x1,...,x7 elementos de A tal

que x; é inteiro sobre Blx1,...,xi1), 1 = 2,...,n. Então, Blx,...,xn) é um B­módulo
finitamente gerado.

ar
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Demonstração: À demostração será feita por indução sobre n. Para o caso n = 1 segue do

Teorema 2.1.1. Suponhamos n > 1 e que a afirmação seja verdadeira para n — 1 elementos.

Seja Blx1,...,t7n) = Rltn], onde R = B[x1,­..,TnX1]. Por hipótese de indução R é um

B­módulo finitamente gerado, isto é, R = Y> By;. Visto que r, é inteiro sobre R temos que
1=1

t

Rr.) é um R­módulo finitamente gerado, isto é, R[z,] = > Rz;. Então,
j=1t

tt sBla1,..., Tr) = Rr.) = Y Rz; = S > nu) 27 = > Byizj­
j=1 i=1 1]j=1

Assim, Blr1,..., Tn] é gerado por fy;2;), com 1 <i<s,1<5J]<t. Portanto, B[x1,..., Tr)
é um B­módulo finitamente gerado. |

Corolário 2.1.1 Sejam A um anel, B um subanel de A, x e y elementos de À inteiros sobre
B. Então x +y, x —y e xy são inteiros sobre B.

Demonstração: Pela Proposição 2.1.1 temos que B[x,y] é um B­módulo finitamente gerado.

Como x +y, r—y e xy pertencem a Blr,y] pela parte (c) do Teorema 2.1.1, segue que, 7 +y,
TI —yexrysão inteiros sobre B. dd

Sejam À um anel e B um subanel de A. Denotando por A o conjunto dos elementos de

À que são inteiros sobre B, segue diretamente dos resultados anteriores que A' é um subanel

de À que contém B.

Definição 2.1.1 Sejam À um anel e B um subanel de A. O anel A' é chamado fecho

inteiro de B em A e quando A for um domínio, chamamos de fecho inteiro de A, ao fecho

inteiro de À em seu corpo de frações K. Dizemos que A é inteiro sobre B, se todo elemento

de A é inteiro sobre B.

Exemplo 2.1.2 Temos que o anel de Gauss Z[1) é inteiro sobre o anel Z, pois todo elemento

a + bi de Zi] é raiz do polinômio X* — 2aX + (a? +bº) E Z[X], ou seja, todo elemento de
Zi) é inteiro sobre Z. 1» |

Proposição 2.1.2 Sejam A um anel, B um subanel de A, e C um subanel de B. Então, A

é inteiro sobre B e B é inteiro sobre C se, e somente se, A é inteiro sobre C.
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Demonstração: Seja x E A. Então z é inteiro sobre B, ou seja, existem bo,...,bn­1 E B

tal que 1” + br1x"! +­­­+bir+bo=0. Tomando D = Cho, ...,bnX1]), Segue que z é

inteiro sobre D. Como por hipótese B é inteiro sobre C, temos que os b; são inteiros sobre C.

Daí pela Proposição 2.1.1 temos que Dix] = C[bo,­. ., bn—1,7] é um C­módulo finitamente
gerado, e pela parte (c) do Teorema 2.1.1, segue que z é inteiro sobre C. Portanto, À é

inteiro sobre C. Agora, suponhamos, que À é inteiro sobre C e seja 7 E A. Então existem

Co, C1,­­­  Cn—1 E C tal que 1º +cen1T"+­c+arteo=0 ComoC C B, segue que x
é inteiro sobre B, ou seja, À é inteiro sobre B. Se z € B como B C A, segue que rz é inteiro

sobre C, ou seja, B é inteiro sobre C. |

Proposição 2.1.3 Sejam A um domínio e B um subanel de À tal que A é inteiro sobre B.

Então, A é um corpo se, e somente se, B é um corpo.

Demonstração: Suponhamos que B é um corpo e seja a E A; a É 0. Como a é inteiro sobre

B, pelo Teorema 2.1.1, temos que B[a] é um espaço vetorial de dimensão finita sobre B. Seja

a B­transformação linear é : Bla] — Bla], definida por &(b) = ba, Vb E Bla]. Da hipótese
* de B ser um corpo, segue que Bla] é um domínio, e então a B­transformação é injetiva e

sobrejetora. Logo, existe a' E Bja], tal que p(a') = aa' = 1. Portanto, a é invertível em À, ou

seja, A é corpo. Por outro lado, seja b € B— (0). Como B C A, temos que b tem um inverso

b! E A. Como A é inteiro sobre B, então b"+an1b""H!+­­­+ab"!+ao=0,coma; E B.
Multiplicando essa equação por 6"! temos que b"" +an1+an2bt+:­+ab"2+ab""!=O0,

e daí b7º = —(an1 +anabt­­­+ab"?º+ab"!) EB. Portanto, B é corpo. ”

Definição 2.1.2 Um anel A é chamado integralmente fechado quando À é um domínio

e é seu próprio fecho inteiro. Em outras palavras, um anel À é integralmente fechado se todo

elemento do seu corpo de frações que é inteiro sobre À está em A.

Exemplo 2.1.3 Seja À um dominio e seja K seu corpo de frações. Então o fecho inteiro

A' de A, isto é, o fecho inteiro de A em K é integralmente fechado. Isso segue do fato de

que o fecho inteiro de A' é inteiro sobre A', portanto sobre A. |

Exemplo 2.1.4 Todo anel fatorial é integralmente fechado. Em particular, todo anel prin­

cipal é integralmente fechado. De fato, sejam A um anel fatorial e x = um elemento do
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corpo de frações de À inteiro sobre A, coma, be A emdefa,b) = 1. Sendo x um elemento

inteiro sobre A, temos que 0” +anax"  +­<+ar+a=0, coma; EA,i=1,...,n—O1.

Multiplicando esta equação por b", obtemos a” +an1a" "b+­­­+arab"+ab" =0. Deste

modo temos, a” = b(—an1a"7! — + — ajab”? — aob""!), e portanto, b divide a”. Como
mdefa,b) = 1, segue que a = bk, com k E A e axo + byo = 1 para algum xo,yo E À. Assim,

b(kxo + yo) = 1, ou seja, b é invertível em A. Logor E A. 7 |

Exemplo 2.1.5 O anel Z é integralmente fechado uma vez que Z é principal. |

2.2 Elementos algébricos sobre um corpo e extensões

algébricas

Sejam À um anel e K um subcorpo de A, ou seja, K é um subanel de À que tem estrutura de

corpo. Dizemos que um elemento z de À é algébrico sobre K, se x é raiz de um polinômio

não nulo, com coeficientes em K. Se todo elemento de A for algébrico sobre K, dizemos que

A é algébrico sobre K. Um elemento de À que não é algébrico sobre K é dito transcendente
sobre K.

Exemplo 2.2.1 O elemento x = V3+ Y/—5 é algébrico sobre Q, pois é raiz do polinômio,
Xº +4Xº +64 E Q[X]. 4

Segundo a definição, sendo x um elemento algébrico sobre um corpo K, r satisfaz uma

equação do tipo, ant" +an11"” !+­­­Hair+aç=0,coma;EK, a, £ 0. Multiplicando

essa equação por az !, obtemos uma equação de dependência inteira, xt" +az 'anix"+­+++
a7'a1r +azlaç = O, e portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide

com o de elemento inteiro. Uma extensão L de K é dita algébrica se todo elemento de L é

algébrico sobre K.

Dados K C L corpos e a um elemento de L, o conjunto de todas as expressões polinomiais

em a com coeficientes em K será denotado por K[a]. A dimensão de 1. como espaço vetorial

sobre K é chamada grau de L sobre K e denotado por [IL : K]. Se [L : K] é finito, então L é

uma extensão algébrica de grau finito de K, e como sobre um corpo elemento algébrico
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significa inteiro, podemos usar os resultados obtidos anteriormente sobre elementos inteiros

para elementos algébricos. Assim, para KC Aexre Aum anel, 7 é algébrico sobre K se, e

somente se, [K[x] : K] é finito.

Um resultado muito útil de extensões algébricas é o de multiplicatividade de graus, ou

seja, sendo K um corpo, L uma extensão algébrica de K e F uma extensão algébrica de

L, tem­se que F é uma extensão algébrica de Ke [F : K]| = [F : L] ­ [L : K]. Para

vermos isto, basta considerarmos o conjunto, S = fvu;u;) onde fui, ...,vr) é base de Fº sobre

L e fui,...,u,) é base de IL sobre K e verificar que, além de ser uma base da extensão L

sobre K, sua cardinalidade é [IF : L] ­ [L: K].

Sejam À um anel, K um subcorpo de À e a um elemento de A. Consideremos o seguinte

homomorfismo de anéis, 0, : K[X] — A definido por oa(u) = u, Vu E K, oa(X) =

x e estendido por linearidade. Assim, kero, = (f(X) E K[X]; f(a) = 0) e Imo, =

toa(S(X)); f(X) E KIX]) = (f(a); S(X) e K[IX]) = Kal. Através deste homomorfismo
podemos redefinir elemento algébrico sobre K da seguinte forma: a é algébrico sobre K se

keroa £ (0). Quando a é transcendente sobre K temos Kfa] — K[X]. Como K[X] é um
anel principal, então kero, é um ideal principal, gerado por um polinômio f(X) e K[X],
ou seja, kero, = (f(X)). Sendo a transcendente então f(X) é o polinômio nulo, e se a é

algébrico, então f(X) é um polinômio não nulo e podemos supor neste caso, f(X) mônico,
pois K é corpo. Sob tais condições S(X) é único e do fato de ser gerador do kero,, f(X)
tem grau mínimo dentre os polinômios que se anulam em a, sendo chamado de polinômio

minimal de a sobre K e denotado por irr(a, K) e seu grau é dirr(a, K) = [K(a) : K].

Definição 2.2.1 Sejam K um corpo e f(X) E K[X] um polinômio não constante. Dizemos

que L é o corpo de raízes de f(X) sobre K se, L é o menor corpo tal que KCL e f(X)
se fatora completamente em L.

Exemplo 2.2.2 O corpo L = Q(%/2,6) é o corpo de raízes do polinômio X* —2 E Q[X]
onde € = e"rils, |

Um corpo K é chamado algebricamente fechado se todo polinômio não constante

P(X) E K[X] pode ser expresso como um produto de fatores lineares, todos pertencentes à

K[X]. Como exemplo de um corpo algebricamente fechado temos C, o corpo dos números
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complexos. Dados dois corpos IL e 1 ambos contendo um corpo K. Todo isomorfismo

ç: LL tal que pla) =a,VaEkK, é chamado um K­isomorfismo de L em L', e quando

existir tal isomorfismo dizemos que L e LI são K­isomorfos, ou que eles são conjugados sobre

K. Dadas duas extensões LIL e 1 de K, dizemos que dois elementos x € L e 1' E 1! são

conjugados sobre K se existe um K­isomorfismo é : K(x) — K(x') tal que p(t) = x". À

existência de um isomorfismo & nos garante que z e x'/ são ambos transcendentes sobre K ou

são ambos algébricos sobre K com o mesmo polinômio minimal.

Teorema 2.2.1 [3] Sejam K um corpo, L uma extensão de K de graun e F um corpo

algebricamente fechado contendo K. Então existem n K­isomorfismos de L em F.

Temos que toda extensão de grau finito é uma extensão algébrica e toda extensão finita

dos racionais, recebe o nome de corpo de números. Chamamos de fecho algébrico de Q,

o conjunto Q de todos os números complexos algébricos sobre Q. Como o corpo dos números
complexos é algebricamente fechado, temos que o fecho algébrico dos racionais é um corpo

algebricamente fechado. Uma extensão de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamado de

corpo quadrático.

Dado um corpo de números K, vimos pelo Corolário 2.1.1 que o conjunto formado pelos

elementos inteiros de K formam um anel, o qual denotaremos por Ox e chamaremos de anel
dos inteiros de K.

Proposição 2.2.1 Todo corpo quadrático é da forma Q(Vd), onde d é um inteiro livre de
quadrados.

Demonstração: Seja K = Q(r) uma extensão quadrática de Q. Seja F(X) = Xº +bX +
c, bc E Q o polinômio minimal de x E K. Resolvendo a equação quadrática rº +br+c=O0

temos 2x7 = —b + y/b? — 4c. Ássim, K = Q(r) = Q(Vb?º — 40). Como b?º — 4c é um número

racional, temos que b? — 40 = = = E€ Q, com r,s E Z. Assim, Q(x) = o(SsSs s?

Q(Vrs).
Suponhamos que rs = kºd, k,d € Z, com d livre de quadrados. Logo, Q(r) = Q(yrs)
Q(VEAd) = Q(Vd).

Se d > 0, Q(Vd) é chamado corpo quadrático real e se d < 0, Q(Vd) é chamado
corpo quadrático imaginário. O elemento vd é raiz do polinômio X? — d, e tem­se —Vd
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como seu conjugado em K. Então existe um automorfismo a de K que leva Yd em — vd, ou
seja, o(a + byVd) = a — bWd, coma,be Q.

Seja Ox o anel dos inteiros de um corpo de números K = Q(Vd), com d livre de quadra­
dos. Seja x E Ox. Então existem ao, . .., an—1 E Z, tal que t"+ansxs" !+­­+art+açg=0.

Assim, o(x”*) + an1o(x1"!) +­­­ + ao(r)+ ao =0, ou seja, o(x) E Ox. Como Ox é um
anel, segue que z + o(x) e zo(x) pertencem a Ox. Tomando x = a + bWd e K, temos

r+o(x)= a+bVd+a—bVd=2a EQex­o(t)=(a+bVd)­(a­b/d)=a"­dP EQ.
Como Z é um anel principal e portanto integralmente fechado, temos que 2a E ZLeaº—db? E
Z. Deste modo, como x = a + by/d é inteiro sobre Z, temos que x é raiz do polinômio
Xº ­2aAX +a? — db?º =0.

Teorema 2.2.2 Seja K = Q(Vd) um corpo quadrático com d E Z livre de quadrados, ou
seja, d É O0(mod 4).

(a) Se d = 2 ou d = 3 (mod 4), então o anel Ox dos inteiros de K é formado pelos
elementos da forma a + bVd, coma,bE Z.

(b) Se d = l1(mod 4), então o anel Og dos inteiros de K é formado pelos elementos da

forma S(u + vVd), com u,v EZ, uevde mesma paridade.
Demonstração: Seja x = a + by/d, com a,b E Q, um elemento inteiro sobre Z, isto é,
x E Ox. Se b = 0, então o polinômio minimal de x sobre Q é dado por m(X) = X —a,e

como r é inteiro sobre Z, a E Z. Se b £ 0, o polinômio minimal de z sobre Q, tem grau 2 e é

dado por m(X) = Xº — 2aX + a? — db?, e então 2a,aº — db? E Z. Como d é um inteiro livre
de quadrados, 2h E Z, pois se 2b não fosse inteiro, seu denominador teria um fator primo

p, cujo quadrado p? não se cancelaria com algum fator de d, pois este não possui fatores

quadrados, e assim, d(2b)º não seria inteiro. Logo, 25 € Z. Assim, podemos escrever:

a=u/2, b=v/2comu,vE Z. (2.2.1)

Daí, podemos concluir que

(2a)º — d(2b)*º E 47. (2.2.2)

Substituindo a por u/2 e b por v/2, com u,v E Z temos que uº — dv?º E 47.

(1) Se b € Z, então por (2.2.1), temos que v é par. Logo, u é par e portanto, a E Z.
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(II) Se b é Z, então v é ímpar e vº = l1(mod 4). As possibilidades (mod 4) para u? são O
ou 1. Mas, d é inteiro livre de quadrados, logo, não é múltiplo de 4. Assim, necessariamente

u?º = l(mod 4) e d = l(mod 4). Portanto, u é ímpar, o que implica que a É Z.

(a) Se d = 2 ou 3(mod 4), temos que u e v são pares, pois se v fosse ímpar teríamos

vº = límod 4). Assim, como uº — dv? E 4%, temos que uº = dv? = d(ímod 4), ou seja,
d = O0(mod 4) ou d = l(mod 4), o que é um absurdo. Portanto, concluímos que v é par,

isto é, vº = 0(mod 4) e assim, uº = dv? = O0(mod 4) o que implica que u é par. Logo, se
x = a +bVd e Ox temos que x E Z[Vd] e assim, Ox C Z[Vd]. Por outro lado, tomando
x E Z[Vd), temos que z é raiz do polinômio Xº —2aX+aº — db? E Z[X]. Logo, Z[Vd] C Ox.
Portanto, Ox = Z[Vd]

(b) Se d = 1(mod 4), então u?º —v*º = 0(mod 4), ou seja, u e v têm a mesma paridade, isto

é, são ambos pares ou ímpares. Se u e v são pares então a,b € Z. Logo, z = a+bVd e Z[Vd.
Se u e v são ímpares, então x = a + byd = u/2+v/2V/d=(u­—v)/2+v (a + vVd)/2) €
Z [EA. Portanto, 7 E Z [852] ­ Logo, Ox C Z%Z [22] ­ Por outro lado, se
r=a+b (442) Ez [EA], com a,b E Z, temos que 2a +b E Z e (a +b/2)º— d(b/2)º =
aº +ab+(1—d)b?/4 E Z, pois d = l1(mod 4). Logo, Z [A] C Ou, pois os coeficientes
do polinômio minimal de x, m(X) = X*º — (2a + D)X +aº +ab+ (1— d)bº/4 estão em Z.

Portanto, £ [42] = Ox. |

Exemplo 2.2.3 Seja K = Q(V—­1) um corpo quadrático. Seu anel dos inteiros, também

chamado, anel de Gauss, é dado por OK = Zi] = fa +bi :a,b E DZ), onde 1 = V—L, pois

d=­—1=3(mod 4). ip |

Segue do Teorema 2.2.2 que se d = 2 ou d = 3 (mod 4), temos que (1, Vd) é uma base
de Ox como um Z­módulo e se d = 1(mod 4), temos que (1, 1(1+ Vd))éuma base de Ox
como um Z­módulo.

2.3 Norma e traço em uma extensão

Sejam À um anel e B um subanel de A, tal que À é um B­módulo livre de posto finito n.

Para todo x E A, temos que m, : A — A definido por y * xy, é um endomorfismo do

B­módulo A.
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Definição 2.3.1 Chamamos de traço, respectivamente norma e polinômio característico de

Tr E A, relativo a A e B, o traço, respectivamente, determinante e polinômio característico

do endomorfismo mz. O polinômio característico é um polinômio mônico com coeficientes
em B.

Denotamos o traço e a norma de x respectivamente por Tra/g(x) e Na/g(z), e quando
não houver perigo de confusão denotaremos por Tr(x) e N(z).

Para rex7'E€ Aebe BD, temos que my +My = M3421 E MZ OMZ = MZ E MpZ = bm,

e além disso, a matriz de m, com respeito a alguma base de B sobre À é a matriz diagonal

cuja as entradas são Db.

Proposição 2.3.1 Sejam K um corpo, L uma extensão algébrica de K de graun, x um

elemento de L e x1,...,1nas raízes do polinômio minimal de x sobre K. Então Tru/K(x) =
n n

Ya e Nu/xk(z) = EX O polinômio característico de x, relativo a L e K é dado por
i=1 1=1

(X —x1))...(X—rx,).

Demonstração: Trataremos primeiramente do caso em que xr é um elemento primitivo

de L sobre K. Seja F(X) o polinômio minimal de r sobre K. Então L é K­isomorfo

a KIX]/(F(X)) e (1,x,...,17”') é uma base de L sobre K. Tomando F(X) = X"” +
an1 XX”! +­­­+ ao, com a; E K, a matriz do endomorfismo m, com respeito a esta base é
dado por

O 0 0 dn |
O determinante de XIr, — m, é o determinante da matriz
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X dn—2

— XxX + An)
L ­

Expandindo esse determinante como um polinômio em X, obtemos o polinômio característico

de x, que é igual a F(X) e temos que Tr(x) = —an eN(x)=(—1)"ao. Como z é primitivo,

temos que F(X) = (X — 71)... (X — rn), e equiparando os coeficientes vemos que Tr(x) =

t1it...+rneN(x)=n "tn. Consideremos agora o caso geral. Colocando r = [L : K[z]],

é suficiente mostrarmos que o polinômio característico P(X) de x, com respeito a L e K, é

igual a r­ésima potência do polinômio minimal de x sobre K. Seja fy:ili=1,.,, uma base de

Klr] sobre K e seja (2; )j=1,..,,uma base de L sobre K[x]. Então fy;z;) é uma base de IL sobre
Ken=qr. Se M = (a;7) é a matriz de multiplicação por x em K[x] com relação a base

Íy:i), temos que 1y; = 3 ainyn Então temos, r(y;2;) = 3 ainyh 2; = NX ain(ynz;).
h h h

Ordenamos a base fy;z;) de L sobre K, de modo que a matriz M,; da multiplicação por x

em L com respeito a esta base tenha a seguinte forma:

­
M 0... Oo

O M... O

0 0 : M

isto é, M aparece r­vezes na diagonal como blocos na matriz M,. Daí, a matriz XI, —

M, consiste de r blocos diagonais, cada uma tem a forma XI, — M. Consequentemente,

det(XT, — Mi) = det(X1, — M;)”. Por outro lado, P(X) = det(X1],— M) é o polinômio
característico de x sobre K, de acordo com a primeira parte da demonstração. |

Proposição 2.3.2 Sejam À um domínio, K seu corpo de frações, L uma extensão de K

de grau finito, e x um elemento de 1. inteiro sobre À e assumindo K de caracteristica zero.

17
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Então os coeficientes do polinômio característico P(X) de x relativo a L e K, e em particular,

Tru/x(x) e Mu/K(%), são inteiros sobre A.

Demonstração: Da Proposição 2.3.1, temos que P(X) = (X — x1) ...(X — x). Como os

coeficientes de P(X) a menos de sinal, são somas de produtos dos x!s, é suficiente mostrarmos

que cada rx; é inteiro sobre A. Mas cada r; é um conjugado de x sobre K, ou seja, existe um

K­isomorfismo 0; : Klr] > Klx;], tal que o;(x) = x;. Assim, aplicando 0; na equação de
dependência inteira de rx sobre A, obtemos uma equação de dependência inteira de rx; sobre

A. Assim, cada x; é inteiro sobre À, portanto Trr/Kk(r) e Nt/x(x), são inteiros sobre À. 4

Corolário 2.3.1 Com as condições da Proposição 2.3.2, se A é um anel integralmente

fechado, então os coeficientes do polinômio característico de x, e em particular, Trnu/Kk(%) e
Nt/K(x) são elementos de A.
Demonstração: Por definição esses coeficientes são elementos de K. Pela Proposição 2.3.2

são inteiros sobre A. Logo, são elementos de À, pois À é integralmente. dd

Sejam K C L C IM corpos de números, t,y E MeaeE K. Então valem as seguintes

propriedades:

« Mux(ty) = Mu/x(7)VM/K(Y),

. Trmkx(tT +y)=Trm/K(2) + Trm/K(Y),

. Trm/k(ar) = aTrm/K(T),

. Trm/Kx(0) = [M : K]a,

: Nu/x(a) = alMK]

. Nm/K(1) = Ni/x(Nm/L(2)),

. Trm/k(r) = Tru/K(Trm/L(0)).

2.4 Discriminante

Esta seção tem como objetivo introduzir o conceito de discriminante via o determinante de

uma matriz.
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Definição 2.4.1 Sejam À um anel e B um subanel de A, tal que À é um B­módulo livre de

posto finito n. Dado (11,...,xn) E A” chamamos o discriminante do conjunto (x1,...,Xn)

o elemento de B definido pela relação D(x1,...,xn) = det(TrayB(Tix;)).

Exemplo 2.4.1 Sejam K = Q(V7) um corpo de números e (1,V/7) CK. Então,

DU, VD = Tr(1) Tr(V) ­ 2 0 o
'

Trevo) Trio? o 1
|

Proposição 2.4.1 Se (Y11,...,un) E A” é outro conjunto de elementos de A, tal que
n

Yi = > a;jx; com a;; E B, então D(yi,...,Yyn) = (det(a;;))º D(x1,..., Tn).
j=1

Demonstração: Tomando y, = d Apiti E YQ = > AgjTj, Segue que y,y, = ) ApiAgiLi£tj, €
t j 1,

assim Tr(ypy,) = Tr > enantos = > apiag;Tr(rir;). Isto nos dá a equação matricial
14,) E

(Tr(ypya)) = (appi)(Tr(xixr;))(a9;)', e tomando agora o determinante segue o resultado. LM

Exemplo 2.4.2 Pelo Exemplo 2.4.1 vimos que o discriminante da base (1, V7) do corpo de
números K = Q(V7) é igual a 28. Agora considerando uma outra base para o corpo K, por
exemplo (2 — 7,5 + VT), segue pela Proposição 2.4.1 que

2

2 —
D(2—V1,5+7) = | det D(1,V/7) =92º­28. ” |

5 2

A Proposição 2.4.1 implica que o discriminate das bases de À sobre B são associados, isto

é, a matriz (a;;) que expressa uma base em termos da outra tem uma matriz inversa com

entradas em B. Portanto, ambos det(a;;) e det(a;;)"* são invertíveis em B. Com isso temos
a seguinte definição.

Definição 2.4.2 Sejam À um anel e B um subanel de A, tal que A é um B­módulo livre de

posto finito n. Chamamos de discriminante de A sobre B, o ideal principal de B gerado

pelo discriminate das bases de A sobre B, e denotamos por Day.

Proposição 2.4.2 Suponhamos que Da/g contém um elemento que não é um divisor de
zero. Então, (x1,...,tn) C A” é uma base de À sobre B se, e somente se, D(x11,...,Tn)

gera Dag.
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Demonstração: Se fr71,72,...,Tn) é uma base de À sobre B, então pela Proposição 2.4.1,

segue que Dí(x1,...,Tn) gera Da/g. Reciprocamente, suponhamos que d = D(r1,...,Tn)

gera Da/g. Sejam fe,...,en) uma base de Da/n, d' = D(e,...,en) exi = S bije;
j=1

com b;; E B,i = 1,...,n. Então, d = det(a;;)ºd'. Por hipótese, Bd = Da/n = Bd.
Portanto, existe um elemento a E B, tal que d' = ad. Então d = det(a;;)ºad, e portanto,
d(1 — det(a;;)ºa) = 0. Temos que d não é um divisor de zero, pois se fosse todo elemento de

Bd = Dag seria um divisor de zero. Portanto, 1 — det(a;;)ºa = O, daí det(a;;) é invertível.
Assim, a matriz M = [a;;] é invertível. Então, fx1,...,rtn) é base de A sobre B. dd

Lema 2.4.1 (Dedekind) Sejam G um grupo, E um corpo, e 01,...,0n homomorfismos

distintos de G no grupo multiplicativo F*. Então, os ois são linearmente independentes

sobre o corpo F.

Demonstração: Suponhamos que os 0/s são linearmente dependentes. Assim existe uma

relação não trivial > ujo; = O, com u; E F, onde o número q dos u!s não nulos é mínimo.
Agora renumerando os uis, podemos supor que

un(g)+­­­+uço(g)=0,VgeG. (2.4.3)

Temos que q > 2, pois os 0/s são não todos nulos. Dados g e h em G, temos que

uio1(hg) + ­­­ + ujog(hg) = wo(h)a1(g) +­­­ + ugos(h)aç(g)=O. (2.4.4)

Multiplicado (2.4.3) por 01(h) e subtraindo (2.4.4) temos,

ua(o1(h) — o2(h))a2(g) + +++ uloi(h) — o,(h))a,(g) =.

Como isso vale para todo g E G e q foi escolhido como o menor possível, segue que u2(01(h)—

o(h)) = O, ou seja, 01(h) = o(h) para todo h E G, visto que uz £ O, o que contradiz a hipótese
de que os homomorfismos são distintos. |

Proposição 2.4.3 Sejam K um corpo, L um extensão de K de grau finito n, e seja oi, ­.­., On

os n K­isomorfismos distintos de L em um corpo algebricamente fechado EF contendo K.

Então, se (11,...,1n) é uma base de 1 sobre K, temos que D(x1,...,tn) = det(o;(x;))º £ O.
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Demonstração: Temos que D(t1,...,tTn) = det(Tr(x;x;)). Tomando o polinômio minimal

de r;r;, o seu traço é a soma dos seus conjugados. Assim, D(r1,...,tn) = det(Tr(x;xt;)) =

det » ante) ) = det > ontedan(e)) = det(ox(x;))det(ox(r;)) = (det(ox(x;xr;))?,
k=1 k=1

uma vez que
­ ­ ­

alt) on) + on(n) alt) n(t2) + (tn)

(ta) oa (x2) + on(t) ari) o2(x2) ++ ca(xn)

clan) oalza)  onlan)| | onlai) onlza) + onla)
Para mostrar que det(ox(x;)) £ O, vamos supor por absurdo que det(ox(xr;)) = O. Então,

existem a1,...,an E F, não todos nulos, tal que N ajoi(z;) = O para todo 7. Dado r E L,
i=1l

n

então 17 = Y bit; com b; E K, e por linearidade concluímos que 3 ajoi(z) = 0 o que
1=1 1=1

contradiz o Lema de Dedekind. 1» |

Corolário 2.4.1 Sejam À um anel integralmente fechado, 11 uma extensão finita de K de
grau finito n e A' o fecho inteiro de A em L. Então a forma bilinear v : LX L — K definida

por í(x,y) = Tru/K(r,y) é não degenerada, isto é, se Tri /x(1,yY) = O para todo y E L,
então x = OQ.

Demonstração: Seja fx1,...,Tn) uma base de LL sobre K. Seja x E L. É suficiente mostrar
que se Tr(x;x;) = O, para todoj= 1,...,n, então x = 0. Temos que 7 = anti +aaTa+...+
antn, com a; E K, 1 =1,...,n. Assim, se 4 Tr(rix;) + aaTr(x2ax;) +++ + anTr(tnx;) =
Tr(rr;) = 0, para todo j =1,...,n, então obtemos o seguinte sistema linear homogêneo

Tríxiri) Tr(zito)) ... Tr(zitn) fa 0

Tríxari) Tríxaxa) ... Tr(xaxn) as 0

Trírnai) Tríxnxta) ... Tríxntn) an 0

Da Proposição 2.4.3, temos que det(Tr(r;r;)) £ O, e portanto o sistema possui solução única
dada por a) = a =­­­= a, = 0. Portanto, x = O. 7 |
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Observação 2.4.1 Segue do Corolário 2.4.1 que a aplicação K­linear q : L — Homp(L, K)

definida por V(x) = v., onde v.(y) = Tr(xy), para x,y E L, é injetiva. Temos que

Ker(v) = (0), ou seja, v é injetora, e como dimxL = dimkL*, segue que v é sobreje­

tora, ou seja, 1) é bijetora. Assim, se fx1,...,xn) é uma base de LL, sobre IK, então eriste

(Uns... Uyn) base dual de Homu (IL, K), tal que Tr(xx;) = V,y,(x;) = ij. |

Teorema 2.4.1 Sejam À um anel integralmente fechado, K seu corpo de frações, L uma

extensão de K de grau finito n, e A' o fecho inteiro de A em L. Suponha K com característica

zero. Então A' é um A­submódulo de um A­módulo livre de posto n.

Demonstração: Seja fr71,...,trn) uma base de LL sobre K. Como cada rx; é algébrico sobre

K, temos que para todo1, existe uma equação da forma ant? +an1x7;1 p..­+aç=0,com
a; E A, para todo j. Supondo que a, É O e multiplicando esta equação por an! , Vemos que

ant; é inteiro sobre A. De fato, at?'(anx? +ani?! +­­+a)=0=(anr;" +an127 +
«+ al (ant;) + al'lao. Logo, ant; E A, e então ant; = xl, com x! E A'. Portanto,

fT1,­..,x/,) forma uma base de L sobre K contida em A',uma vez que se art+ +anTh, = Ocom a; EEK, então a(ant1) +­­­ + an(antn) = O, ou seja, (egan)Y1 +++ (onan)Ên) =O.
Como f1,...,Tn) é base de L sobre K, segue que a;a; = O, para todo t, e como a. É O,
segue que a; = 0, para todo 1, o que prova que fx',...,x/,) é linearmente independente,
e como possui n elementos, segue que é uma base de L sobre K. Pela Observação 2.4.1

existe uma base fy1,...,yn) de L sobre K, tal que Tr(x!y;) = ó;;. Tomando z E A, e como

(Y1,­­.,Yn) é uma base de 1 sobre K, escrevemos z = S biy; com b; E K. Para todo 1
j=1l

temos xíz E A', uma vez que x! E A. Portanto, pelo Coralário 2.3.1, temos que Tr(r'z) € A.

Assim, como Tr(xi2)= Tr (xx;“ = NY biTr(ziy;) = NY bjói = b;, concluímos que
J

b; E A, V1, o que implica que A' é um submódulo do A­módulo livre > Ay;­ dd

j=1

Corolário 2.4.2 Com as hipóteses do Teorema 2.4.1, se À um anel principal, então A' é

um A­módulo livre de posto n.

Demonstração: Pelo Teorema 1.1.3 temos que um submódulo de um A­módulo livre com

A principal é livre com posto < n. Por outro lado, vimos no Teorema 2.4.1 que A' contém

uma base de 1 sobre K, logo seu posto é n. 1 |
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Definição 2.4.3 Seja K um corpo de números e Ox o seu anel dos inteiros, temos que

Ox é um Z­módulo livre de posto [K : Ql, cuja base é chamada de base integral, e seu
discriminante é chamado discriminate absoluto.

Proposição 2.4.4 Sejam K um corpo e LL= K[a] uma extensão finita de K de graunr e f(x)
o polinômio minimal de a sobre K. Então, D(1,a,...,0!) = (—1)i"CI Muk(F'(o)),
onde f'(a) é a derivada de f(a).

Demonstração: Se a1,...,a,n São as raízes de f(x) em alguma extensão de K, então são os
conjugados de a. Assim, pela Proposição 2.4.3 temos que D(1,a,...,a”!) = det(a;(a;))º =

2

deita = [TTa=a)]= CnresII (Tin) =DrIA Ao
1%) t

—1)2"t! A rx(f'(0)). Em particular, se f(x) = 1" +az +b, temos que D(1,a,...,a(
1>) t

Exemplo 2.4.3 Sejam K = Q(a), com a = 4/2 e f(X) = Xº —2 = irr(a,Q). Então,
Af1,0,0?] = (—1)º.Nx/0(30º) = —(302)* = —27 4. d

2.5 Corpos ciclotômicos

Uma raiz a da unidade sobre Q é uma raiz do polinômio X” — 1, e neste caso dizemos que

a é uma raiz n­ésima da unidade. Um corpo ciclotômico é um corpo numérico gerado

pelas raízes da unidade sobre Q. Dado um número primo p, denotemos por 6 uma raiz

p­ésima primitiva da unidade. Seja o corpo ciclotômico Q[E6]. O número £ é uma raiz do

polinômio X? — 1, e desde que € £ 1, € é também raiz do polinômio (X? — 1)/(X — 1) =
XP?! + XP? º?º+...+ X +11, chamado de polinômio ciclotômico.

Teorema 2.5.1 (Critério de irredutibilidade de Eisenstein) Sejam ÀA um anel prin­

cipal, p um elemento primo de A e f(X) = X" +an1X" +... +aX +aEL[X), tal
que p divide a;, para i = 1,...,n— 1, e pº não divide ao. Então, f(X) é irredutível sobre o

corpo de frações K de A.

Demonstração: Suponhamos que f(X) seja redutível, ou seja, /f(X) = g(X)h(X) com

9(X), h(X) E K[X] polinômios mônicos. Como toda raiz de g(X) ou h(X) é raiz de f(X) e
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que as raízes de f(X) são inteiros sobre À, segue que as raízes de g(X) e h(X) são inteiros

sobre A. Mas como À é principal, ou seja, é integralmente fechado, segue que 9g(X) € A[X]

e h(X) E A[X]. Agora, sejam f(X), 9g(X) e h(X) as imagens de f(X), 9g(X) e h(X) em

ES Assim, f(X) = 9g(X) h(X). Como p divide a;, para 1 = 1,...,n — 1, segue que
J(X) = X”, e desde que A/Ap é um domínio, segue que X” = XºX"1, uma vez que 9(X)
e h(X) são mônicos, e portanto, g(X) = Xº e h(X) = X"1. Como g(X) e h(X) não são
constantes, segue que p divide o termo constante de 9(X) e de h(X), e isto contradiz a

hipótese que pº não divide ao. Portanto, f é irredutível. ”

Teorema 2.5.2 Se p um número primo, então o polinômio ciclotômico XP 4 XP 24­.++

X +1 é irredutível em Q[X].
XP—1

Demonstração: Fazendo XY = Y + 1, temos que X?! + XPº +... + X+1= XT”
Y+1))—1 :

;+!=Y?"'+ y» ? ) Y"! = PY). Se F(Y) for irredutível, então o polinômioj=p1 NV)

ciclotômico também será. Observando que p divide cada coeficiente binomial e que
J

o qe Pp , e : :pº não divide o termo constante = p, concluímos pelo Critério de Eisenstein que

F(Y) é irredutível. |

Segue do Teorema 2.5.2 que [Q[E] : Q/= p— 1 e que, (1,6,..., 67?) é uma base de Q[E]
sobre Q. Nosso próximo objetivo é mostrarmos que Z[£] é o anel dos inteiros de Q[E].

Lema 2.5.1 Sejam p um número primo e É um raiz p­ésima primitiva da unidade em CO.
Então

(i) Tr(&) =—1, Vj=1,...,p—1

(ii) Tr(1—­ &)=p, Vj=1,...,p—1
(it) N(E­1) = (A)peN(1­6)=p
(tv) p= (1­8)(1­&8)...(1—67)
Demonstração: (1) O polinômio ciclotômico de £ é dado por f(X) = XP! + XP*º +
“.+X+1l Portanto, como & são as raízes de f(X), segue que Tr(&) = —1, para
J=1,...,p— 1. Além disso, como [Q[6] : Q) = p — 1, segue que Tr(1) = p— 1. Para
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(1i), temos que Tr(1— &)= Tr(1) Tr) = para j = 1,...,p— 1. Para (11) temos
que É — 1 é raiz def/(Y) = Y?"' + > , e portanto, N(€ — 1) = (—1)?'p e

je VI
NU1­E8)=N(()(E­=1))=(—1))!N(E€—­1)=p. Finalmente, para (iv) como N(1— É)é o produto de seus conjugados, segue que p = (1—ou — E)... (1— E).
Teorema 2.5.3 Sejam p um número e É uma raiz p­ésima primitiva da unidade em CO.

Então, o anel dos inteiros de QIE] é Z|E] e [1,6,..., 6? ?) é uma base do LE­módulo ZE).

Demonstração: Seja Ox o anel dos inteiros de Q[E]. Assim, 6º € Ox, para j=1,...,p­L,
uma vez que são raízes do polinômio ciclotômico f(X) = XP?! = Xtrº+...+X+1. Agora,
vamos mostrar que Óx(1 — E) NZ = pZ. Pelo Lema 2.5.1, temos que p € Óx(1— €),

e portanto, pZ C Ogx(1­ 6) NZ. Como pZ é um ideal maximal de Z, segue que se

pZ GC Ox(1­ 6) 1 Z, e então Ox(1 — E) N0Z = Z, e portanto, 1 — É é invertível em Or.

Assim, 1 — &, para j = 1,...,p— 1, são invertíveis em Ox, e pelo Lema 2.5.1, segue que

p é invertível em Ox N Z, o que é um absurdo. Assim, pZ = Ox(1—­ 6) NZ. Agora, como

1­8 =(1­E)(1+E+­­­+E&!) segue que cada conjugado y;(1— &), para j=1,...,p—1
eyE Og de y(1— E) é um múltiplo em Ox de 1— & que também é um múltiplo de 1 — €.

Como o traço é à soma dos conjugados, segue que Tr(y(1— £)) € OÓx(1— 6). Como Z é

integralmente fechado, segue que Tr(y(1—6)) E Z, e portanto, Tr(y(1—6)) E pZ, para todo

y E Ox. Finalmente, se 7 = aq +ajé+­ + ap2é??, coma; E Qé um elemento de Ou,

temos que z(1—6) = ao(1—­6) Ha (EE) +­­­+apo(EP?— El), e portanto, Tr(s(1­6)) =
aoTr(1—€) = aop E pZ, ou seja, ao E Z. Como (tr — ao)" = a +ab+:­+ap26?*eEOxn,
pois E = £?! E Ox, o mesmo argumento mostra que a; E Z para todo 1, ou seja, Zlt] é o

anel dos inteiros de Q[€]. d

Corolário 2.5.1 Sejam p um número primo, r > 0 e é uma raiz p­ésima primitiva da

unidade. Então,

(1) O polinômio minimal de E sobre Q é XP 4 XP (92) po. + XP 41
(ii) [QI] : Q] = p"O(p—1).

(iii) ZE] é o anel dos inteiros de Q(E).

XP” —l

Proposição 2.5.1 Sejam p um número primo ímpar e É uma raiz p­ésima da unidade.

Então, D(1,6,...,6P7?2) = £p??.

ar
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Demonstração: Pelo Teorema 2.5.3, temos que (1,6,...,6”?) é uma base integral e que
S(X) = XP! 4 XP­2+...+X+1éo polinômio ciclotômico. Pela Proposição 2.4.4, temos que

D(1,6,...,67) = (=) APP N (FO). Como p é ímpar temos que V(1,6,...,6?!) =
P— — pl (XPÀ Ss e então f/(X) = X­UX x 2(1) EN(F(S)). Além disso, f(X) = e

Assim, S(6) = EU = E. Como N(S(6) =
VER Pp1(2 1)P1

segue que D(1,6,...,&!) = ED Do :

(X­1)
NNE) pe

NEY) pI

= +pPr?, |

Exemplo 2.5.1 Seja K = Q[&], comE = e"/S, Temos queÉ é uma raiz 3­ésima da unidade
do polinômio f(X) = X* — 1, então D(1,6,6º2) = 3º2 =3. d

2.6 Anéis Noetherianos

Nesta seção veremos o conceito de módulos e anéis Noetherianos enfocando suas principais

propriedades.

Definição 2.6.1 Seja A um anel. Um A­módulo E é chamado Noetheriano se E satisfaz

uma das condições do Teorema 1.1.2. Um anel À é chamado Noetheriano se, considerado

como um A­módulo, é um módulo Noetheriano.

Exemplo 2.6.1 Todo anel principal é Noetheriano, uma vez que seus ideais são submódulos

finitamente gerados. |

Exemplo 2.6.2 O anel dos inteiros de um corpo de números é um anel Noetheriano. —U

Proposição 2.6.1 Sejam À um anel, E um A­módulo, e E' um submódulo de E. Então E.

é Noetheriano se, e somente se, E' e E/E' são Noetheriano.

Demonstração: Suponhamos que E é Noetheriano. Seja (En)n>o uma sequência cres­
cente de submódulos de E', que também é uma sequência de submódulos de E. Como E é

Noetheriano, segue que existe E,, elemento maximal da sequência (En )n>o. Portanto E' é
Noetheriano. Para mostrarmos que E/E' é Noetheriano, sejam S=fconjunto dos submódulos

de E contendo E') e S"=fconjunto dos submódulos de E/E'). Assim, existe uma aplicação
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bijetora p : S — S' definida por £6(H) = é(H) onde q: E — E/E' é o homomor­

fismo canônico. A inversa de «& é dada por 0 : S' — S, onde 0(H') = 9(H'). Através

do isomorfismo é temos que E/E' também é Noetheriano, uma vez que se (H/ )n>o é uma

sequência crescente de submódulos de E/E', então (0(H/))n>o é uma seqiência crescente
de submódulos de E e como E é Noetheriano, segue que (0(H,))n>o é estacionária, o que
implica que (HJ )n>o é estacionária, ou seja, E/E' é Noetheriano. Reciprocamente, suponha
que E' e E/E' são Noetherianos. Seja (Fn)u>o uma sequência crescente de submódulos de
E. Como E' é Noetheriano, segue que a sequência (E' N Fr )n>o é estacionária, e como E/E'

F.+ E
E"

(Fn + E') é estacionária e portanto (E,) é estacionária, ou seja, E é Noetheriano. ir

) é estacionária. Ássim, a sequência
n>0

é Noetheriano, segue que a seqilência (

Corolário 2.6.1 Sejam À um anel e seja Exr,...,En A­módulos Noetherianos. Então, o

« A­módulo 1 E, é Noetheriano.
1=1

Demonstração: Faremos a prova por indução sobre n. Para n = 2 identificando E, >
EXEExt) CE, xEge Exx “XE CE xE, , temos que Toy1

Como E; e FE; x (0) são Noetherianos, segue da Proposição 2.6.1 que E, x Ez é Noetheriano.

”é isomorfo a E,.

Agora, suponha por hipótese de indução que E = E; x Ea x...x En.1 é Noetheriano. Como

E, é Noetheriano, segue do caso n = 2 que E= Er x Ea x x­­­ x E, é Noetheriano. |

Corolário 2.6.2 Seja A um anel Noetheriano e seja E um A­módulo finitamente gerado.
Então E é um módulo Noetheriano.

Demonstração: Seja fer, ...,en) um conjunto de geradores de E sobre A. Assim, a aplicação
n

q: A" — E definida por 6(a1,042,...,an) = y a;e; é um homomnorfismo sobrejetor e que
A”/ker() é isomorfo a E. Pelo Corolário 2.6.1 temos que A” é Noetheriano, e da Proposição
2.6.1, segue que IKKer(1) e E são Noetherianos. |

Proposição 2.6.2 Sejam À um anel Noetheriano integralmente fechado, K seu corpo de
frações, L uma extensão de K de grau finito e A' o fecho inteiro de A em L. Suponha K de
característica zero. Então A' é um A­módulo finitamente gerado e um anel Noetheriano.

Demonstração: Segue do Teorema 2.4.1 que A' é um A­submódulo de um À módulo livre

de posto n, e portanto A' é um A­módulo finitamente gerado. Pelo Corolário 2.6.2, temos
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que A' é um A­módulo Noetheriano. Como os ideais de A4' são A­submódulos de A!', segue
que satisfazem as condições de maximalidade do Teorema 1.1.2. Portanto, A' é um anel
Noetheriano.

Proposição 2.6.3 Sejam À um anel, B um subanel de A e p um ideal primo de A. Então

pnNnBéum ideal primo de B.
:

; A oo "
Demonstração: Sejam os seguintes homomorfismos B — A ” onde t a inclusão e 7 a
projeção, e seja o homomorfismo d = x 01: B— A/p, definido por 0(b) = b+p, VbE É.
Temos que 0 é um homomorfismo, pois é uma composição de homomorfismos. Temos que

Ker(0) = BNp, uma vez que se z E Ker(0) > x E Be dt) = 0 >xEBeb+
p=0>rx7reBebep>xzeEBNp,ou seja, Ker(0) C BNp. Por outro lado, se
yEeBNp=>yEpeyEB=>Ny)=(noi)y)=n7(y)=y+p PO=ye Ker(O),
ou seja, BN p C Ker(0). Logo, Ker(0) = BN p. Portanto, pelo Teorema 1.1.1, temos que

B/Bnp = Im(0) C A/p. Como A/p é domínio, segue que Im(0) é um domínio, e portanto

B/BnNp é um domínio, e portanto BNp é um ideal primo. 4

Proposição 2.6.4 Se um ideal primo p de um anel À contém um produto a, ­ ­ «a, de ideais,

então p contém pelo menos um dos ideais a;.

Demonstração: Se a; é p,Vi=1,...,n, então existe um elemento a; E a; — p, para

todo 1 = 1,...,n. Como p é primo, temos que a, ­­­a, É p. Por outro lado, temos que

aca E d71cca, Cp, o queéum absurdo uma vez que a; é p, Vi =1,...,n. Portanto,
a; C p, para algtum z = 1,...,n. |

Proposição 2.6.5 Seja À um domínio Noetheriano, então todo ideal não nulo de A contém

um produto de ideais primos não nulos de A.

Demonstração: Sendo À Noetheriano, seus ideais são A­módulos Noetherianos. Seja F o

conjunto de todos os ideais não nulos de À que não contém um produto de ideais primos não

nulos de A. Se F £ 0), então como A é Noetheriano, temos que F' possui um elemento maximal

M. Temos que M não é primo, pois caso contrário não pertenceria a F. Além disso, M £ A.

Por M não ser um ideal primo, existem elementos x,y € A— M, tal que 7y € M. Os ideais

M+Arxr e M+Ay contém M propriamente e pela maximilidade de M estes ideais não estão em
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F, assim existem ideais p,,...,Pr,91,­­­, As primos não nulos de A, tais que M+Ar D p,1 ++ pe
e M+ Ay Dq: qs. Assim, M 5 (M + At)(M+ Ay) OD M + Aty D p1+ccpidiciide O
que é um absurdo. Assim, F =. Portanto, todo ideal não nulo de À contém um produto
de ideais não nulos. |

Corolário 2.6.3 Se A é um anel Noetheriano, então todo ideal de A contém um produto de

ideais primos. |

Definição 2.6.2 Sejam À um domínio e K seu corpo de frações. Um A­submódulo I de K
é chamado um ideal fracionário de A se existe um dE A — (0), tal que d­ TC A.

Segue da definição que os elementos de um ideal fracionário ! têm um denominador
comum d € A, e quando d = 1, chamamos I de ideal inteiro. Todo A­submódulo I finitamente

gerado de K é um ideal fracionário, uma vez que se fx1,...,Tn) é um conjunto finito de
geradores de [, então os rs têm um denominador comum d, ou seja, d é o produto dos
denominadores d;, onde x; = a;d', com a;x,d; E A, e d é o denominador comum de I.

, t 1 , ,

Reciprocamente, se A é Noetheriano, todo ideal fracionário ! é um A­módulo finitamentePp , ,

gerado, isto é, T Cd"! Ae dA sendo um A­módulo isomorfo a À é um módulo Noetheriano.

O produto 11' de dois ideais fracionários 1 e I' é definido como o conjunto das somas Ss Ciyi
t

com x; E Tl ey; E I/. Se os ideais I e I' são ideais fracionários com denominadores comum d
e d', então os conjuntos IN 1, +1T'elII' são ideais fracionários, que são A­submódulos de

K e tem denominadores comum d ou d', dd' e dd', respectivamente.

Definição 2.6.3 Diz­se que uma operação x sobre um conjunto E, define uma estrutura de

monóide sobre E ou que E é um monóide com relação a operação x, se esta satisfaz a

propriedade associativa e se em E possui um elemento neutro e.

O conjunto do naturais N é um monóide com a soma.

2.7 Anéis de Dedekind

Nesta seção apresentamos o conceito de anéis de Dedekind, onde veremos que nestes anéis

vale a fatoração única de ideais em um produto de ideais primos.
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Definição 2.7.1 Um anel À é chamado um anel de Dedekind, se A é Noetheriano, inte­

gralmente fechado e se todo ideal primo não nulo de A é maximal.

Exemplo 2.7.1 Todo anel principal, em particular o anel Z, é um anel de Dedekind, uma

vez que é integralmente fechado, Noetheriano e que todo ideal primo é marximal . |

Teorema 2.7.1 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de frações, L uma extensão de

grau finito de K e A o fecho inteiro de A em L. Então, A' é um anel de Dedekind e um

A­módulo finitamente gerado.

Demonstração: Temos que À' é integralmente fechado e pela Proposição 2.6.2 temos que

A' é um A­módulo finitamente gerado e é Noetheriano. Resta mostrarmos que todo ideal

primo p' £ (0) de A é maximal. Seja x E p' — (0) e seja a equação de dependência inteira
de x sobre À dada por x" +an1+­::+air+ay=0coma; EA cujo o grau é mínimo.

Assim, ao É O, pois caso contrário obteríamos uma equação de grau menor. Portanto, temos

que ao E ATN A CpP'NA, ou seja, p'N AZ(0). Pela Proposição 2.6.3 temos que p' N A é

um ideal primo de À, e como À é Dedekind, segue que p' 1 A é um ideal maximal de A, e

portanto, A/p'N A é um corpo. Além disso, A/p'N A pode ser identificado com um subanel

de A'/p', e como A' é inteiro sobre À, segue que A'/p' é inteiro sobre A/p'N A. Daí, pela

Proposição 2.1.3 temos que A'/p' é corpo, ou seja, p' é maximal. 4

O anel dos inteiros de um corpo de números é um anel de Dedekind, mas que não é

sempre um anel principal, como podemos ver no próximo exemplo.

Exemplo 2.7.2 Seja Ox = Z[V/—5] o anel dos inteiros de QlV­5]. Temos que Ox não é
fatorial, uma vez que 6 =2­3=(1+/—5)(1— V—5). Além disso, Ox não é principal. De

fato, temos que N(1+ V/—5) = N(1—/—5) = 6, N(2) = 4 e N(3) =9, e que 1 + 5

não possui um divisor não trivial em Ox, pois se a + byV—5 é um divisor não trivial de

1+/—5, ou seja, se 1 + V/—5=(a+ by­5)y, comy EOx, y É tl ey A1 + 5, então
6=N(1+ 5) = N(a + by/—5)N(y) e que N(a + by—5) seria um divisor não trivial de
6, mas isto é impossível, pois aº + 5bº = 2 e aº + 5bº = 3, não possui solução em Z. Agora,

se Ox for principal, então o elemento primo 1 + V—5, que divide o produto 2 ­ 3, deveria

dividir 2 ou 3. Assim, tomando as normas, segue que 6 divide 4 ou 9, o que não acontece.

Portanto, Ox não é principal. 4
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O exemplo anterior mostra que no anel dos inteiros Ox = Z[yV/—5] não vale a fatoração
única de elementos em produto de fatores primos, ou seja, Ox não é um anel fatorial, e

que também não é principal. Em anéis de Dedekind existe uma elegante generalização desta

propriedade, ou seja, em um anel de Dedekind, os ideais fatoram­se unicamente em produto
de ideais primos, e decorre desta propriedade resultados importantes.

Lema 2.7.1 Seja À um domínio de Dedekind que não é um corpo e seja K seu corpo de

frações. Seja m um ideal maximal de A. Então, mn = (rr EK: tm Cc A) é um ideal
Ífracionário de K.

Demonstração: Como À não é um corpo, temos que m é (0) e que mº £ (), pois 0 E mn.
Sejam r7,y E m/. Então pela definição de m', temos que Tm C A e ym C A, e portanto,
(t+y)m=xzm+ymC A,ou seja, T+y Em. Agora, sejam r EM ea E A. Assim, tm C A,
e portanto, (ra)m = a(tm) C A, ou seja, va E m/. Finalmente, temos que dm C A, para
todo d E A — (0), ou seja, mº é um ideal fracionário de K. 4

Teorema 2.7.2 Seja À um anel de Dedekind que não é um corpo e seja K seu corpo de
frações. Todo ideal maximal de A é invertível no monóide dos ideais fracionários de A.

Demonstração: Seja m um ideal maximal de A. Pelo Lema 2.7.1 temos quem = (xr EK:
Tm C Aj é um ideal fracionário de K. Pela definição de m', segue que mm C A, e como m é
um ideal de A, segue que m = mA C mm! C A. Como m é maximal, temos que mm/ = m ou

mm' = A. Vamos mostrar que mm' £ m. Para isto suponhamos que mm! = m. Seja 7 E m/.
Então, por indução sobre n temos que 1"m C A, para todo n E IN, ou seja, dr" E A, VdE A
eVnEN. Assim, Ale] é um ideal fracionário de A, e como À é Noetheriano, segue que Afx]
é um A­módulo finitamente gerado. Portanto, x é inteiro sobre A, e como A é integralmente
fechado, segue que x E A, ou seja, W C A. Como À C mn, segue que À = m'. Por outro
lado, seja a E m. Pela Proposição 2.6.5, segue que o ideal a A contém um produto de ideais
primos não nulos p1p2...Prn, com n o menor possível. Assim, m D aÃ DO P1P2...Pn. Pela
Proposição 2.6.4, temos que m contém um dos pí s, que sem perda de generalidade, digamos
que seja p,, ou seja m 5 pi. Como À é Dedekind, segue que p;, = m, pois p; é maximal.

Agora, seja b =p2...Pn. Então, Aa O mb e Aa 3 b pela minimalidade de n. Assim, existe
y E b, tal que y É Aa. Como mb C Aa, segue que my C Aa, ou seja, mya"! C A. Pela
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definição de m', segue que ya"! C m/. Como y É Aa, segue que ya"'* é A, ou seja, Mm É A,
o que é um absurdo, poi já tinhamos que m' = A. Portanto, mm' = A. dd

Teorema 2.7.3 Sejam A um domínio de Dedekind e a £ A um ideal não nulo de A.

Então, existem ideais primos não nulos p,,...,p, de À e inteiros positivos e,,...,e,, tal que
g

a= Ile e esta expressão é única.
1=1

Demonstração: Pela Proposição 2.6.5, existem ideais primos p,1,...,p; não nulos de A, tal

que p1,...,b., Ca. Provemos que a é um produto de ideais primos não nulos de À por indução

sobre s. Se s = 1, temos a D p1, mas como p, é um ideal maximal, pois A é Dedekind, então

a = p,1, ou seja, a é primo. Agora suponhamos que todo ideal não nulo de À que contém um

produto de s — 1 ideais primos não nulos de À é um produto de ideais primos de A. Temos

que a está contido em um ideal maximal m na coleção dos ideais não triviais de A que contém

a. Seja m! o ideal fracionário inverso de m. Como m 5 a OD pi ­­­p,., segue da Proposição

2.6.4, que m contém um dos p!s, 1 = 1,...,s, e sem perda de generalidade digamos que

m D p.. Como p,. é maximal, segue que p, = m. Assim, p1 ­­­ps1 Cam! Cmm"'! = A.
1Da hipótese de indução decorre que am”* = q, ... qe, com q:s8; j = 1,...,t, ideais primos

não nulos de A, e portanto a = q, ... q:p., como queríamos. Para a unicidade, suponhamos
9 h

que, IT »" = II»”­ Então, A = Tp é. Se e; — f; £ O, podemos separar os expoentes
1=1 1=1

positivos e os expoentes negativos e reescrevê­los como, pí'p3º...pt" = qe q? ... q8º, com
Pi,q; ideais primos não nulos de À e a;1,6; > 0 e p; £ q;,Vi1,7. Temos que p, contém
qi ...p, e pela Proposição 2.6.4, segue que p1 D q;, para algum j. Suponhamos sem perda

de generalidade, que p;, O qi, mas p, e qi são ideais maximais, logo Pp, = qi, o que é uma

contradição. 4d

Segue dos Teoremas 2.7.2 e 2.7.3 o seguinte corolário.

Corolário 2.7.1 Seja A um anel de Dedekind. O monóide dos ideais fracionários de A é

um grupo, que denotaremos por I(A). dá

Seja À um anel de Dedekind. Os ideais fracionários principais de A, isto é, aqueles da

forma Ax, com x E K*, formam um subgrupo F(A) de I(A), uma vez que (Ar)(Ay)* =
Axy!. O grupo quociente C(A) = I(A)/F(A) é chamado grupo das classes dos ideais
de A.
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Observação 2.7.1 Para que À seja um anel principal, é necessário e suficiente, que C(A)

consista de apenas um elemento. d

Definição 2.7.2 Sejam À um anel de Dedekind e a e b ideais de A. Dizemos que a divide

b, e denotamos por a|b, se existe um ideal c em A tal que b = ac. Assim a divide b se, e

somente se, a D b.

2.8 Norma de um ideal

Consideraremos nesta seção K um corpo de números de grau n e Ox o anel dos inteiros de

K.

Definição 2.8.1 Seja a um ideal não nulo de Ox. Denotamos por No,(a) e chamamos

de norma do ideal a, o número (cardinal) dos elementos do anel quociente Ox/a, isto é,
N(a) = H(Ox/a).

Observação 2.8.1 Quando não houver dúvida quanto ao anel A, que contém o ideal a,

usaremos a notação N(a) ao invés de No,(a). ”

Exemplo 2.8.1 Seja a = (2 — 1) um ideal principal de Z([il, e seja o anel quociente
ZE = (r+a; x E ZL]). À norma dea é o número de classes laterais de a. Como
2—­i= O0(mod a) temos que 2 =i(mod a), e então para x = a + bi, com a,b € Z, temos

quer =a+bi=a+2%(moda). Visto que C2+1)(2­i)=5 Ea, segue que as classes
laterais de a em Z[1i] são (0,1,2,—1,—2), ou seja, N(a) =5. d

Proposição 2.8.1 Se z € Ox, 7 £ 0, então |N(x)| = HOx/Owxr.

Demonstração: Seja 7 E Ox, x £ 0. Então, pelo Corolário 2.3.1 , temos que N(x) E Z.
Pelo Corolário 2.4.2 temos que Ox é um Z­módulo livre de posto n. Além disso, como

v : Ox — Oxt definido por g(a) = ar, com a E Ox, é um isomorfismo, segue que Oxr é

um Z­submódulo livre de posto n de Ox. Pelo Teorema 1.1.3, existe uma base fer, 62,­.­., en)

do Z­módulo Og e elementos c; E IN, tal que ferei, 6262, ­ ­ ­ ; cnên|é uma base de Oxtx. Além
n

disso, temos que o grupo abeliano Ox/Owxr é isomorfo ao grupo abeliano Z/ciZ, cuja8 grup 3 CU)
1i=1
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ordem é cjc2...Ccn. Seja a aplicação linear é : Ox — Ox definida por p(e;) = ce, com

i=1,...,n. Temos que det(1p) = c1,C2,..., Cn. Por outro lado, como fre, ..., ren) também
é uma base de Ónxr, existe um automorfismo de Z­módulo é : Oxr — Ox, definido por

$d(cie;) = xe, 1=1,...,n. Assim, como o det(Q) E Z é invertível, segue que det(Q) = +1.
Mas o homomorfismo dy é a multiplicação por r, e seu determinante por definição é a N(x).

Portanto, como det(6) = det(Q)det(y), segue que N(z) = ta ...cn = + H(Ox/Oxr). 4

Proposição 2.8.2 Seja a um ideal não nulo de Ox. Então, N(a) é finita.

Demonstração: Seja r E a, um elemento nãoas o Oxr C a. Assim, pode

ser visto como um subconjunto de í,5 ATEE < 4º , que é finito pela ProposiçãoO O Or
2.8.1. Portanto, N(a) = Fo é finita. |

Proposição 2.8.3 Sea e b são ideais não nulos de Ox, então N(ab) = N(a)N(b).

Demonstração: Pelo Teorema 2.7.3, temos que b = TES onde os p!s são ideais primos
El

de Ox. Como Ox é um domínio de Dedekind, então os ideais pis, com à E 1 são ideais

maximais. Seja p; = m, para algum 1: E I. Por indução sobre o número de fatores, é

suficiente provar que

N(am) = N(a)V(m), (2.8.5)

onde m é um ideal maximal de Og, ou seja devemos mostrar que

Agora, como am C a, temos que o homomorfismo sobrejetor é : Ox/am — On/a, definido
eo

a

por g(r +ap) = r+a, parar E Ox, possui Kerg = ap Pelo Teorema 1.1.1 temos que

Assim, de (2.8.6)e (2.8.7) podemos concluir que (2.8.5)é verificado se 7! (&)

ar
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a , .
Ox , ­ . *

a

Agora temos que — é um espaço vetorial sobre —, e os Ox­submódulos são ideais de amam m

e são do tipo —, onde b é um ideal, tal que am C b C a. Mas, como todo ideal fracionário
am

ss. . « e
— —

ne =Onum domínio de Dedekind admite inverso, temos que a 'am Ca!bCa''a "SB“nme
ah € Ox "E maximal m = a 'boua 'b= Ox => am=boub=a Assim, os Ox­

,
a . a. e.submódulos de —, ou os subespaços do espaço vetorial — são apenas os triviais. Portanto,

.
a Ox a

temos dim o,— = 1, e portant — = (E) : dáque º% am portanto 7 ( ­” HR am

Seja p C Ox um ideal primo. Pela Proposição 2.6.3 temos que p 1Z = (p) é um ideal
primo de Z, onde p E Z é um número primo. Sejam os homomorfismos Z AD Ox/p,
onde 1 é a inclusão e nm a projeção. Temos que Ker(no1i) = pNZ = (p). Assim, pelo Teorema

1.1.1, temos que Z/(p) = Imí(n oi). Assim, Ox/p (corpo) pode ser visto como um espaço

vetorial sobre Z/(p), cuja dimensão é chamada grau de inércia de p.

Proposição 2.8.4 a) Para todo ideal primo não nulo p de Ox temos que N(p) = p”, onde
féo grau de inércia dep ep é o único número primo em p.

b) Para todo ideal não nulo a temos que N(a) = 1 se, e somente se, a = Ox.
c) Se N(a) for um número primo, então o ideal a é primo.

d) N(a) é um elemento de a.
e) Se a for um múltiplo do ideal b e N(a) = N(b) então a = b.

Demonstração: a) Segue do fato que Ox/p é um Z/pZ­espaço vetorial sobre Z/pZ de
dimensão f, ou seja, V(p) = Ox = pl,

b) Se V(a) = 1€>H(Ox/a) = e Ox = a.
c) Suponhamos que a não seja um ideal primo. Então, a = Ox ou a = bc, onde b e c são

ideais não nulos e distintos de Ox. Assim, temos:

1) Se a= On, então N(a) = 1, que é contra a hipótese.

ii) Se a = bc, então temos N(a) = V(b)N(c) e como por hipótese A/(a) = p, onde p é
um número primo, então V(b) = 1 e M(c) = p ou V(b) = pe N(c) = 1. Porém, se isso
ocorrer temos por (b), que b = Ox ou ce = Ox, o que é contra a hipótese. Portanto, a é um
ideal primo.
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d) Temos que (Ox/a,+) é um grupo aditivo, tal que sua ordem é V(a) = m. Assim,
m + 1 = O, onde 1 é unidade de Og e O o elemento neutro do anel Ox/a. Logo, m € a, ou
seja, (m) C a.

e) Se a é múltiplo do ideal b, então existe um ideal c de On, tal que a = bc. Assim,

N(a) = N(b)W/(c). Por hipótese, como N(a) = A/(b), segue que, V(c) = 1. Logo, e = Ox
ea=b. 4d

Proposição 2.8.5 Para todo m E INN (0) existe somente um número finito de ideais não

nulos a de Ox tais que N(a) = m.

Demonstração: Pelo Teorema 2.7.1 sabemos que o anel dos inteiros Ox é um domínio

de Dedekind. Seja a um ideal não nulo de Ox. Então, provemos que o conjunto de todos

os ideais não nulos de Ox que contém a é finito. Pelo Teorema 2.7.3, temos que o ideal a

pode ser escrito como um produto de ideais primos não nulos de Ox, ou seja, a = pt e. pís,
onde ki,...,k; E N e pi,..., px são ideais primos não nulos de Ox. Assim, temos que

a possui um número finito de ideais não nulos de Ox que dividem a, ou seja, existem

lh... t<s, l<k, Vi, tal que pi a,..., pl a. Portanto, existe um número finito de
ideais que contém a, isto é, o conjunto de todos os ideais não nulos de Ox que contém a é

finito, denotemos este por 1 = fa; ideal de Ox : q; D a). Pela Proposição 2.8.4, temos que

AN(a) é um elemento do ideal a, mas q; 2 a, assim segue que A/(a) é um elemento de q; E [,
e como / é finito, segue o resultado. a

2.9 Fatoraçaão de um ideal em uma extensão

Sejam K um corpo numérico, Ox o anel dos inteiros de K, L uma extensão de K de grau
finito n e Or, o anel dos inteiros de L.

Definição 2.9.1 Sejam À um domínio, K seu corpo de frações e S um subconjunto não

vazio de A — (0) fechado sob a multiplicação com 11 € S. Chamamos de anel de frações
: ­ r .

a

com respeito a S o conjunto de todos os elementos de K que são escritos na forma — com
Ss

aE€EAesesS. Notação: SA.

A seguir daremos algumas propriedades sobre os anéis de frações.
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, .
­

a az?. SA é um anel comutativo. De fato, Vr,y E S­!A, temos que 7 = —,y = —, com
Ss1 S2

: a, à, a1d? a2a a2da1,02E À e 81,52 E 5. Ássim, 1y = ——= = = —— = yr. ip |
8152 81582 52581 82 81

. AC S"'A. De fato, basta considerarmos a aplicação 1 : A — S­!A, que a cada

TEA, ilt) = >
. Se S = A — (0), então SA = K. De fato, temos que K = (5

9. — —Sº, — 6(FacAebeA (0)) = (Tae Aebes)=S"A.
. Se S=(1k ou 5 = A“, então S"!'A= A. De fato, temos:

a,bE Aebz£o)

(1) Se 5 = (1), temos ST'A = (Saecdese s=(1)) = (Tee) = A.
(11) Se S = A*, temos pela propriedade (2) que A € SA. Por outro lado, temos

que SA = (ão EAeseceS= A) = fast ae Aes!' E AY CA. Portanto,
SA = A. dá

Proposição 2.9.1 Sejam A um domínio, S um subconjunto de A — (0), fechado sob a mul­
tiplicação com 1 € S e SA =. Para todo ideal o de A, temos que (BN A)U = b, e assim
a aplicação que a cada b associa DN À é uma injeção crescente do conjunto dos ideais de A

no conjunto do ideais de À, com relação a inclusão.

Demonstração: Mostraremos primeiramente que (bn) A) = b. Como bN À C b, segue

que (bN A) C bA "Sp, Por outro lado, se x E b, temos que 17 = ­ comaE€ÃeseEsS.
Como b é um ideal de A e A C A, segue que st E b. Portanto, a E bea E A, ou seja,

a EbNA. Assim, 1 = a” € (bN AJA, ou seja, b C (bN AJA. Portanto, (bN A)U = b.
Para provarmos a segunda parte consideraremos os seguintes conjuntos W =Ífconjuntos dos

ideais de A) e  =fconjuntos dos ideais de A), e mostraremos, que a aplicação v: W— YX

é uma injeção crescente. Temos que bN) A é um ideal de A, pois

e 0EbNA,pois0 Ebe0EA.

e Va,bEbNA, temos (a EbeaE A)e(bebebe A)=—Iat+tbebea+rbeA=—>
a+bEbNA.

eVaecAebebNA,temosa E A,bebebe A,masa E A CU, então a E A, daí
abebeabeA, assimabEe bN A.
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Assim, se a e b são ideais de A, tais que a=b=>aNÁÃ=bNA=> (a) =(b), ou seja,

1 está bem definida. Agora mostraremos que + é injetora e crescente. Sejam a, b ideais de

A, tais que p(a) = p(b) > an A=bNA=>(aNAA=(bNA))A=>a=b,ou seja, é é

injetiva. Agora se a Cb=> aN A CbNA=> (a) C &(b), ou seja, y é crescente. |

Corolário 2.9.1 Se A é um domínio Noetheriano, então todo anel de frações U= SA é
um anel Noetheriano.

Demonstração: Pela Proposição 2.9.1 temos que é : W — )/ é uma aplicação injetiva

crescente. Se b1,b2,...,bn,... é uma sequência de ideais de A, tais que br C bz CC... C

br C ..., € como + é crescente, temos que y(b1) C p(b2) CE... C p(bn) C ­.... Do fato de

que v(b;) é um ideal de A, para todo 1, e À ser Noetheriano, segue que 3 no E N, tal que

P(bno) = (bn), V n > no, e como y é injetora, temos que br, = bn,Vn > no, ou seja, (br)
é uma sequência estacionária de A. Portanto, À é Noetheriano. |

Proposição 2.9.2 Sejam A um domínio e S um subconjunto de A — (O), fechado sob a
multiplicação com 1 E S e denotemos SA = NU. A aplicação que a cada q associa qN A

é um isomorfismo do conjunto parcialmente ordenado dos ideais primos de À no conjunto

parcialmente ordenado dos ideais primos p que satisfazem pN S = Q, e sua inversa é a

aplicação que a cada p associa pA.

Demonstração: Dados os conjuntos, M =Í(fconjunto dos ideais primos q de A) e

VY = fconjunto dos ideais primos p de A, tal que pN 5 =), consideremos as aplicações,

E:U— YV v:V—U

q qgNA pr pA |
Pela Proposição 2.9.1 temos que +» é uma aplicação injetora crescente e pela Proposição 2.6.3

temos que se q é um ideal primo de A, então qN À é um ideal primo de À. Sep = qNA, é um

ideal primo de A, mostraremos que p1 5 = À. Suponhamos que pl 5 £ (), ou seja, existe um

rx E pNS. Então, r Epexr ES. Por outro lado, como €(q) = qn A =p C q, segue que7 E q
1

er ES. Masl=­rx E lg, oqueé um absurdo, pois q é um ideal primo. Portanto, p1.5 = 9,
T

ou seja, está bem definida. Agora vamos mostrar que + está bem definida. Seja p € V.

Temos que mostrar pA é um ideal primo de A e que PAN A =p. Assim, se x E pA temos
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T= > xPi, com a; EA, s;s ES ep; Ep, para todo 1 =1,...,n. Tomandos = s1...Ssr e
i=1

 b;.,n, obtemos que 7 = ) da > b;p; e como J bip; E p, segue que
i=1l 1=1T= . compEpesES. ComopnNS =/, segue que 1 é pºA, ou seja, 1 não pode ser escrito

1 bna forma ­— com pE pe s E 5. Agora, sejam x = = E A ey =7 EU, tal que 2y E pº.8 Ss
ab

:Então, r1y = nO ­ compEpeutEsS, ou seja, abu = pst E p. Como pN 5 =), temos que
o . :

a

u É p, e como p é primo, segue que ab E p, e assima E pou bE p. Assim, 7 = — E pl ou
Ss

y = : E p2A, ou seja, pA é um ideal primo. Mostremos agora que pAN A =p. Como p C A
ep C pA, então p C pAN A. Por outro lado, seja 7 E PAN A. Então, x = ? compete
sESedaírsep. Como pé um ideal primo e s É p, segue que x E p, ou seja, pPANACrp.
Portanto, pAN A = p. Finalmente, temos que (4 o q)(p) = e(v(p)) = F(pA) = PAN A =p

e (4 o p)(q) = v(s(q)) = v(g NA) = (qN A) = q, ou seja, 6 =17"!. Assim, é é um
isomorfismo. 4d

Teorema 2.9.1 Sejam À um domínio, B um subanel de A, 5 um subconjunto de B fechado

sob a multiplicação com 1 E S e0ÉSeFoanel dos inteiros de A sobre B. Então, o anel

dos inteiros de AU= S7!A sobre B= SI! BéF=S!F.

Demonstração: À prova deste teorema consiste em mostrar que todo elemento de A que é

inteiro sobre %B pertence a & e que todo elemento de & é inteiro sobre %.

1) Seja x E A um elemento inteiro sobre B. Assim, 7 = — coma E Áe Ss E 5 e existem
s

ao. ay”77 iso. ,ncoma; E On et; E S, tal que nº + >lin o.. +27 =, ou seja, (É) +
n—l= (É) +. 4= = 0. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por (to ­­­ tn­1)”,

n—1l o

temos (to ­ ­ ­tn­1a)" + anis(tot1 ­­­tno)(tota ­­ctn10a)MO +­­ + +ao(tistctnosis)=0,0 que
implica que to ­ « «ti­1a E F, ou seja, é um inteiro de À sobre B. Assim, existe f/ E F, tal que

f a f eE 8. Como x = —, temos que 7 =to * cc th210A = tanto, a =o n—1 f, e por , PERES A Ss to “cc tasas
Y.

2) Ser E 3, então x = Í com f E FeseES. Como f é inteiro de sobre B, f satisfaz uma
Ss

equação do tipo (f)” +bnw1(f)"!+­­­+bo=0,comb;Ee B, 1=0,...,n—1l. Multiplicando
n n bn n—l

ambos os lados desta igualdade por (E) , obtemos (5) + = (E) +.s ­ Ss Ss
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bo
so

.
bn n—lou seja, 2" + —=L +...+

Ss

b; : :

= 0. Como — E %B, para todo 1 = 0,..., n—lej=1,...,n,Ss

segue que r é inteiro sobre B. 4d

Corolário 2.9.2 Se A é um anel integralmente fechado, então todo anel de frações SA é

integralmente fechado.

Demonstração: Seja K o corpo de frações do anel À e seja B o anel dos inteiros de K sobre

A. Por hipótese, como A é integralmente fechado, temos que A = B, e assim pelo Teorema

2.9.1 decorre que SA = SB. |

Teorema 2.9.2 Se À é um anel de Dedekind, então todo anel de frações S' A=A é um
anel de Dedekind.

Demonstração: Como por hipótese A é um anel de Dedekind, segue que À é integralmente

fechado. Pelos Corolários 2.9.1 e 2.9.2 temos que A é Notheriano e integralmente fechado.

Agora resta mostrarmos que todo ideal primo não nulo de À é maximal. Seja q um ideal

primo não nulo de A. Considerando o isomorfismo + dado pela Proposição 2.9.2, temos que

(q) = qnA = pé um ideal primo de À, e portanto, é um ideal maximal, pois A é Dedekind.
Se q não for maximal, então existe um ideal J de A, tal que q Q J Ç A. Pelo isomorfismo

4, temos v(q) = p & Á(J) & A, o que é um absurdo, pois p é maximal. Portanto, o ideal q
é maximal. dá

Teorema 2.9.3 Sejam À um anel de Dedekind, p um ideal não nulo de A € 5 = A — p.

Então, S! A=A é um anel principal, mas precisamente existe um elemento primo p E AX,

tal que os ideais não nulos de AU são da forma (p”"), com n > O.

Demonstração: Temos que p é o único ideal primo não nulo de A, tal que pN 5 = d, pois

se existisse um outro ideal p, de A, tal que py 15 =, teríamos que ph, C p. Logo, pi =p

uma vez que p e p, são maximais. Pela Proposição 2.9.2, temos que o único ideal primo não

nulo de A é b = pA, e pelo Teorema 2.9.2, temos que AÀ é um anel de Dedekind. Assim,

pelo Teorema 2.7.3 os ideais não nulos de MI são da forma b",n > O. Agora, considerando

p E bb? temos que (p) C b, mas (p) & b?. Logo, (p) = b e daí segue que (p") = b"; n > O.
Portanto, A é principal e todos os seus ideais são da forma (p"); n > 0. Além disso, p é um

elemento primo pois, (p) = b é maximal, e então p é irredutível e como A é principal, segue

que p é primo. |
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Teorema 2.9.4 Sejam À um domínio, S um subconjunto de A — (0) fechado sob a multi­

plicação com 1 € S em um ideal maximal de A disjunto de 5. Então, A/mA = Alm.

Demonstração: Sendo m um ideal maximal de A, segue que m também é um ideal primo de

A, então pela Proposição 2.9.2, ml é um ideal primo em A. Consideremos a composição de

homomorfismos À » A É A/mA, onde à é a inclusão e É a projeção e DP= poi: A > A/mA.
Temos que 1 é um homomorfismo e Ker(D) = mANA = m. De fato, z E Ker(9O) > SO(r1) =
lereA>SxrIr+ImA=0erEeA>rEmdereEeA>z7EMANA,ou seja,Ker($O)C
mA NA. Por outro lado, y EMANASyEmAeyEA>NyY)=0>yeE Ker(O),
assim mAN A € Ker($). Portanto, Ker(S) = mAN A = m. Agora, vamos mostrar que & é

sobrejetora. Seja x E A, assim 3 = . coma E A,sE Sesejar = x+mA Como SNm=/,
temos que s É m, ou seja, 5 £ O e como A/m é corpo, segue que 3 é invertível módulo m.

Assim, exister =r +m E A/m, r E A, tal que 5 7 = 1(mod m), ou seja, rs — 1 E m. Logo,T
a

:ra­tr=ra­2Em= (rs —1)— E mA, e portanto, Á(ar) = ar+ mA = x + mA, ou seja, éSs Ss

é sobrejetora. Portanto, pelo Teorema 1.1.1, segue que A/mA — A/m. |

Sejam À um anel de Dedekind de característica zero, K seu corpo de frações, IL uma

extensão finita de K de grau n e B o anel dos inteiros de IL sobre A. Seja p um ideal primo

não nulo de A. Então, Bp é um ideal de B e pelo Teorema 2.7.3 é expresso de modo único
q

como Bp = Il bi”, com os b! s ideais primos distintos de B e os e! s inteiros positivos. Além
': 1=1

disso, como À é Dedekind, temos pelo Teorema 2.7.1 que B é um anel de Dedekind e um

A­módulo finitamente gerado.

Lema 2.9.1 Se b é um ideal primo de B, então Db A =p se, e somente se, b 5 By.

Demonstração: Por hipótese temos, bvNA=p=>pCb=>pBCbB=b=>b>pB.Por

outro lado, seja b C B um ideal primo, tal que b 5 pB. Pela Proposição 2.6.3, temos que

pNAé um ideal primo de À e que bN A £ A, uma vez que1 É b. Comop Chbep CA,
temos p C bl A, mas p é maximal, assim p = bN A. dá

q

Lema 2.9.2 Bh =] 6 <= BpCby,Vi=1,...,0
1=1

q

Demonstração: Se Bp = Il bi, temos que Bp C b;, para todo à = 1,...,q. Por outro
i=1l

q

lado, suponhamos que Bp C b;, para todo 1 = 1,...,g, e que Bp = Ia , com q; ideais
1=l
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q

primos de B. Como Bp = Il qs' C b;, para à = 1,...,q, pela Proposição 2.6.4, segue que
1=1

qi, C b;, para algum to. Como qi, é maximal, segue que qi, = b;. Continuando desta maneira
q

mostramos que q; = b;, para todo 1, ou seja, Bp = Il b. |

i=1

Observações 2.9.1 1) Temos que A/p pode ser identificado como um subcorpo de B/b;,
Vi=1,...,q. De fato: Sejam os seguintes homomorfismos A 5BS8 B/b;, ondei é a
inclusão e 1 é a projeção. Assim, poi = é um homomorfismo com Kery = b; NA =

p. Temos pelo Teorema 1.1.1 A/p =» Imí(y), ou seja, A/p é visto como um subcorpo de
B/b;, i=1,...,q. d

2) Como A/p e B/b; são corpos e B é um A­módulo finitamente gerado, segue que Bjb; é
um espaço vetorial de dimensão finita sobre A/p. De fato: Com as seguintes operações,

+: B/b;ixB/b; — Bf/b;

(E, — +73

e: A/pxB/b; — B/b;

(a,T) T— ay
temos que B/b; é um espaço vetorial sobre A/p, e B/b; tem dimensão finita, pois sendo

ÍT1,...,tTn) os geradores de B, temos que se b E B, então b = ax] +++ + antn, com

a! sE A. Assim, b=ar Tr +++ +Gm Tn, com a; = a;+p. Portanto, fx7,...,Tn) gera como

um espaço vetorial B/b; sobre A/p. |

3) Bh A =p. De fato: Temos que p C Bp ep CA, ou seja, p C BpN A. Por outro

lado, temos que Bp = TI b*' C b,Vi=1,...,q. Portanto, BBNACbNA=p. Assim,
BpNA=y.

=

1”|
4) B/Bp é um espaço vetorial sobre A/p de dimensão finita. De fato: Consideremos os

seguintes homomorfismos A 5 B8 B/Bp, onde 1 é a inclusão ev é a projeção. Assim,
ço = é um homomorfismo com Kerp = BhA =p. Logo, pelo Teorema 1.1.1, temos que
Af/p = Im(yv), ou seja, podemos ver B/Bp como um espaço vetorial sobre A/p. Agora, se

(T1,..., Tn) são os geradores de B sobre A, então se b=b+ Bp, com b= ax, ++ +antn,
a; EA, i=1,...,n. Portanto, b=0 T+:+Aan Tn, ou seja, [T1,...,Tn) é um conjunto
de geradores de B/ Bp como um espaço vetorial sobre A/p, ou seja, a dimensão é finita. A
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Definição 2.9.2 O grau fi; da extensão B/b; sobre A/p é chamado de grau residual

(ou grau de inércia) de b; sobre A, e o expoente e; é chamado de índice de ramificação
de b; sobre A.

Teorema 2.9.5 (Igualdade Fundamental) Sejam À um anel de Dedekind de característica
zero, K seu corpo de frações, IL. uma extensão finita de K de graun, B o anel dos inteiros

q

de 1. sobre A, p um ideal primo não nulo de A e Bp = Ile, com os bi s ideais primos
i=1l

q

distintos de B e os eis inteiros positivos. Então, Yy eifi=[B/Bp : A/pl=n.
i=1

Demonstração: Consideremos a seqilência de ideais B 5 by 5 b2 5 ...5 b2 5 bb 5

... DO bPbS D...5b0...by = Bp. Dois elementos desta sequência tem a forma b e
bb;, sendo b um produto de ideais. Afirmamos que não existe nenhum ideal estritamente

contido entre b e bb;, pois se existisse um ideal q, tal que b 5 qD bb; => b'!b>5b'g95
bbb; => Bb q Bbi=b= Bb gb," MAMMA pia Bon
b'q=b;>qg=bB=bouqg=bb; Assim, não existe tal ideal q. Com as operações

vista na Observação 2.9.1, temos que b/bb; é um espaço vetorial sobre B/b;, e assim seus

subespaços são da forma q/bb; com b 5 q DO bb;. Mas como q = b ou q = bb;, segue que

os únicos subespaços de b/bb; são os triviais 10) e b/bb;. Desta forma, dimp/6,b/bb; = 1,
e então |B/b;| = |b/bb;| e [5/bb; : B/p] = fi, pois [B/b;: A/p] = fi e [b/bb;: B/b;] = 1.
Dado um índice 2, podemos observar que existem exatamente e; elementos consecutivos na

sequência dos ideais com o quociente da forma b/bb;, ou seja, de dimensão f; sobre A/p. À

dimensão total de [B/Bp: A/p] é igual a soma das dimensões dos quocientes que por sua
q

vez é [B/Bp: Ah) = erfitefa+­­+ef= Y e;fi. Agora, se A for principal a segunda
i=1

igualdade é verdadeira. De fato, se À é principal temos que B é um A­módulo livre de posto

n. Se fa1,...an) é uma A­base de B, mostremos que fai + Bp,...,an + Bp) é uma base

de B/Bp sobre A/p:

º VbeB/Bp temos b=b+Bb=>b=(a0 +: +anaon)+Bp=(n0+Bp)+<­ +
(anan + Bp) = aa +: +anan = 0, MM + ­­­ +07 An, com a;E A/p, ou seja, gera.

e Mostremos que fa, ...,an) é linearmente independente. Se 6 5 + +anôan=0
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em B/Bp > aah +­­­+anon = SO bjpis b; EBepEp,1=1,...,s. Mas para todo
j=l

n

1, bj E B é gerado por fa1,...an), ou seja, V 3, b; = Y cias, com c;; € A. Então,

SD a;a; = >(>eso) » ==> cm) a;. Como fa, ...an)) é linearmente
1=1 1=) i=l j=1l

independente, segue que a; = d Ccijp; E p, ou seja, a; = 0, Va =1,.
j=1

A demosntração no caso geral será feita por redução ao caso anterior. Temos por hipótese

que À é um domínio de Dedekind. Assim, se p é um ideal primo não nulo de À e se

S = A — p, temos pelo Teorema 2.9.3 que S"!A é um anel principal e pelo Teorema 2.9.1
temos ainda que S­!B é o anel dos inteiros de L sobre SA e é um S7! A­módulo livre.

SB SA

pS­1B ' pS­1ADaí pelo caso anterior temos que | | = n. Agora considerando a fatoração
q

do ideal pS"!B = TIS 6: no anel de Dedekind SS!B, temos pela primeira parte da
1=1

SUB SIA Ye SB SA
S1Bp pSIA|] S1Bb; ps14

SA

pS­!AAOdemonstração que | | Como ———
—l 1 1 q

5 B n 8 segue que n = | É Bo | = Yi eifiS­IBb;” b? S­1Bb"psA
1=1

Sejam K = Q(Vd), d livre de quadrados, Ox o anel dos inteiros de K e p € Z um número
q

primo. Pelo Teorema 2.7.3, temos que Bp = IlBi, com B; ideais primos de Ox, tal que
1=1

B; NÔkK = (p). Do Teorema 2.9.5, temos que q < 2, e assim temos os seguintes fatos:

(1)q=2,0 =e=1l,e fi=/fa=1. Neste caso, dizemos que p decompõe em K.

(2) q=1,e=1lefi=2. Neste caso, dizemos que p permanece primo em K.

(3)a=1,e=2ef/ =1. Neste caso, dizemos que p ramifica em K.

Corolário 2.9.3 Sejam K C L corpos numéricos, tal que n = [L: K], Ox e Or, os anéis dos

inteiros de K e L, respectivamente. Se p C Ox é um ideal primo, então N(pOn) = Nox(p)”­
Demonstração: Temos que, pOr,= IE, com b; NOx = p, [On/b; : Ox/p] = fi, para

1i=l

i=1,...,n e b; ideais primos de Or. Assim, No,(pB) = No, (1) = Tl(NoL(b;))Ú=
.

i=1

ITVor(p)/)" = Nog(p)”.
1=1
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Proposição 2.9.3 Com as mesmas notações do Teorema 2.9.5 temos que o anel B/Byp é
q

: eisomorfo ao anel | | B/bi.
=

Demonstração: Temos que b; é o único ideal maximal de B que contém bi, pois se existir

m um ideal maximal de B, tal que m 5 bi, temos pela Proposição 2.6.4 que m D b;, para

algum t. Como b; é maximal segue que m = b;. Agora, temos que bj + b” = B, para 1 É j,
uma vez se b' + b” Ç B, então existe um ideal maximal m de B, tal que b;' + bz CmcC B.
Como bi Cc bi + bz, segue que bi' C m, ou seja, b; C m, e como b; é maximal, segue que
b; = m. De modo análogo, temos que b; = m, o que é um absurdo. Portanto, b;' + b” = E.
Agora, o resultado segue pela Proposição 1.1.2. |

Lema 2.9.3 (Kummer) Sejam K um corpo de números, Ox o seu anel dos inteiros algébricos

e9deE Ox, tal que K = Q(0). Dados um número primo p, tal que p não divide

[Ox : Z[0]] e f(x) o polinômio irredutível de O sobre Q, então existem polinômios irredutíveis

mM(X),..., pa(X) EZX], e,...,0, E Nº, tais que S(X) = m(X)º... pa (X) (mod pZ[X])
e além disso,

1. p; = (p, p;(90)) = pOÊx +p:(0)Ox são os ideais primos de Ox acima de pZ, 1=1,...,q.
E

­

2. pOk =] »º.
1=1

2.10 Discriminante e ramificação

Sejam À um anel de Dedekind de característica zero, K seu corpo de frações, L uma extensão

finita de K de grau ne B o anel dos inteiros de L sobre A. Sejam p C À um ideal primo
q

e Bp = II b”', onde os b; são ideais primos de B. Sabemos que um ideal primo p de À
1=1

que ramifica em B ou em L possui um dos seus índices de ramificação e; maior que um. À

seguir caracterizaremos os ideais primos de À que se ramificam em B usando a teoria de

discriminante.
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Lema 2.10.1 Sejam À um anel, B1,...,B, anéis contendo A, tais que sejam 4módulos
livres finitamente gerados e seja B = TT: o produto de anéis. Então, Deja= [1254

t=1 i=1

Demonstração: Faremos a demonstração por indução sobre q.

Para q = 2, sejam fx71,..., Tn), ÍY1,­­­, Um) as bases para os A­módulos livres %B, e

B2. Fazendo a identificação natural de B, em B, x (0) e B, em B, x 10), pode­

mos considerar fx1,...,Tn,Y17:.., Um) como uma base de B = %B, x B3. Como pela

própria estrutura do anel produto B temos r;y; = 0,V 1,7, e portanto, Tr(x;y;) = O.

Ássim, D(r1,...,Tn,Y1, Um) = det = det(Tr(x;x;))­
o Tríyiy;)

det(Tr(y;y;)), ou seja, D(v1,­.., Tn Y13­­ + Um) = D(r1,..., Tn) D(yi,­­1,Um):

Suponha que o resultado seja válido para q — 1, ou seja, se B = 11%; então
ql

DrB/A = IPs; Sejam, [UM = B, .. By e CE, = B, e,
1i=l

Tm = (F11,)T12). + Tin) base de %B,

Tom = (T21, T22,:.­, Tom) base de — %B,

T(g­1)s = (fr T(92)2­ ++ T(gn)s) basede Bj]
YU = (Yais Ygor Um) base de %,

Fazendo as seguintes identificações € — € x (0), 63 — (10) x & e considerando

B = CC x Ca, temos que Í[T1n,Tom,­­­ Flan Udé uma base de B e usando o caso
para q = 2, temos que Dpe/A == De /A* Deo/a E="es1A” Dye, /A == Io». /A­ |

Lema 2.10.2 Sejam B um anel, À um subanel de Bea um ideal de A. Se B é um A­

módulo livre com base fx1,...,tn), então fT1,...,Tn) é uma base de B/aB sobre Aja e

D(T1,...,Tn) = D(ra,...,Tn).

Demonstração: Da demontração do Teorema 2.9.5 temos que fT1,...,Tn) é uma base de

B/aB sobre A/p. Sejam x € Bem,: B— B o endomorfismo que a cada b associa xb

com M = [a;;]; a;; E A, à sua matriz. Agora seja mx: B/aB — B/aB o endomorfismo de
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multiplicação por T que a cada b associa x b. Temos que M = [a], com a;; E A/a, é sua
matriz, uma vez que

mz(t11) = TT =xz27)+aAB=(anti+­­ct+amntiI))+aB=(anz+aB)+­++

+ (antn+aB)=ama+: +c+am To

mz(Tn) Tn = rt, +aB=(antit+c+anmPni)+aB=(anzi+aB)+­ ++

Anntn + ab) = at + cc +an Tn,
e portanto,

M =

dn1t .­.. dnn

Como Trí(x) = s a; => Tr(1) = DD = > ai; = Tr(x), e se tomarmos x = r;x;, temos
que Tr(t;x;) = Tr(x;t;). Assim, det(Tr(£;x;) = det(Tr(x;r;)), ou seja, O(T1,...,Tn) =
Díti,..., Tn). |

Definição 2.10.1 Seja À um anel. Dizemos que um elemento a E A é chamado nilpotente

se eriste n E N, tal que a” = 0. Dizemos que um anel A é reduzido se o único elemento

nilpotente de A é 0 O.

Definição 2.10.2 Um espaço vetorial À sobre um corpo K é uma K­álgebra ou uma

álgebra sobre K se eriste uma multiplicação:
e: AXAÁ — A

(a,b) — ab
satisfazendo,

1. a(b+c)=ab+ac, Va,b,cE A,

2. a(ab) = (aa)b = a(ab), VaEeIK, a,bE A,

3. a(bc) = (ab)e, Va,b,cE A,

4. JI1AEAs ala=a=1la0,Va€ A.
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& Se ab=ba, Va,bE A, temos uma K­álgebra comutativa.

à Se Va E A; a £0,3 0 E A aa =1l,4, dizemos que A é uma álgebra de divisão.

Lema 2.10.3 Em um anel Noetheriano reduzido A, o ideal (0) é expresso como a intersecção

de um número finito de ideais primos de A.

Demonstração: Pelo Corolário 2.6.3, temos que todo ideal de um anel Noetheriano contém

um produto de ideais primos. Como (0) é o menor ideal de A, segue que (0) é um produto
de ideais primos de A, ou seja, (0) = p7' ­ ­­pyº. Se z E pi N pa N...N p,, então xt" E
pr! ­.­p7º = (0), e assim 1º tt" = O, Como À é reduzido, temos que x = 0. Portanto,
(0) = pi Np2N...N p,, ou seja, o ideal (0) é expresso como a intersecção de um número
finito de ideais primos de A . 1» |

Lema 2.10.4 Sejam K um corpo, L uma K­álgebra comutativa de dimensão finita. Então,

L é um anel reduzido se, e somente se, Dr,/x É (O).
q

Demonstração: Se L é reduzido, então pelo Lema 2.10.3, temos que (0) = n b;, com bis
i=1

ideais primos de L. Temos que L/b; é um domínio e uma K­álgebra de dimensão finita.
Assim, L/b; é uma extensão algébrica, ou seja, todo elemento de L/b; é inteiro sobre A/p.
Pela Proposição 2.1.3, segue que L/b; é corpo. Assim, b; é um ideal maximal de L, e

q

consequentemente, b; + b; = L, para todo à £ 7. Assim, | | L/b; = L/b, ­ ­­ by= L/(0) = L,,J q

i=1

e portanto, Dry/K = 200 Como Dir/6,)/K É O, segue que Dr/k É 0. Por outro
lado, suponha que L não seja reduzido, e seja 7 £ O um elemento nilpotente de L. Seja
(T1,..­, Tn) uma base de 1. sobre K, tal que x = x1. Então, r1x1;,Vj, é nilpotente, e assim
o endomorfismo Ma, : L —> L que a cada | E LL associa lt;r;, tem seus auto valores todos
nulos, e portanto, Tr(x;t;) = O. Assim, a matriz (Tr(xr;r;)) tem uma linha nula, o que

implica que O(r1,...,T7Tn)=0, ou seja, Dr/xk = (0), o que é um absurdo. Logo a K­álgebra
L é reduzido. ” |

Teorema 2.10.1 Sejam K e 1 corpos de números, tal que K C L, Ox e Or, os anéis dos

inteiros de K e L respectivamente, p um ideal primo não nulo de Ox. Então, p ramifica se,

e somente se, On /Onp não é reduzido.
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q

Demonstração: Seja Orp = Il pe1 com b; C Og, ideais primos, tal que b;N A = p. Se
i=l

p se ramifica, então existe k E IN, tal que e, > 1. Temos que pÔy, = b;, V 7, pois se
pOr, = b; teríamos e; = 1 o que é contra hipótese. Para cada 1, seja a; E b; |V pÔr, e seja
T= ac açaçãoraç + Onp E. 0, com a: a. E Or, V Orp. Assim, ser= e ­<ccscceg
então 1º = (a1­­­aQ)"' + Orp = a7­+cazagççocaçãd Onp = Bp = 0. Portanto, Or /Orp

q

não é reduzido. Por outro lado, como Or /Orp > Il Op /b;' não é reduzido, existe x É O,
1=1

q

Tr =(r11+bL,...,1,+b)E TT 91/65, tal que x é nilpotente. Então, 3 j, tal que x; é bj!
1=1

e3neN, comn>]1, tal que (x1 +bi',...,77 +b)º=0=(x7+b7',...,27+by). Assim,
17 E b;',Vi=1,...,q, em particular 2? E bZ. Se e; = 1, então x” E b;, e como b; é primo
segue que, r; E b; o que é contra hipótese. Portanto, e; > 1, ou seja, p ramifica. 4d

Corolário 2.10.1 Sobre as mesmas condições do Teorema 2.10.1, temos que p ramifica se,

e somente se, DiB/Bp)/(4/p9) = (O).

Demonstração: Pelo Teorema 2.10.1, temos que p ramifica se, e somente se, B/Bp não é

reduzido, e pelo Lema 2.10.4, B/ Bp não é reduzido se, e somente se, D(B/Bp)/(4/9) = (0). 4

Definição 2.10.3 Sejam K e L corpos numéricos com K C L. Sejam Ox e Or, os anéis

dos inteiros de K e L, respectivamente. O discriminante de Or, sobre Ox (ou de L sobre

K) é o ideal de Ox gerado pelo discriminante das bases de L sobre K que estão contidas em

Op. Notação: Do, /ox 9U DL/K­

Observações 2.10.1 1) Se fr1,...,tn) é uma base de IL. sobre K contida em Or, pelo
Corolário 2.3.1, temos que Tr(x:x;) E On, e portanto D(xt1,...,x%n) E Ox, ou seja, Do jox
é um ideal de Ox. Além disso, é não nulo pela Proposição 2.4.3.

2) Se Or, é um Ox­módulo livre, temos pela Definição 2.4.2 que o discriminante Do, jox É
o ideal gerado D(e1i,...,en), onde fe,...,en) é uma base de Or. Agora, se (x1,...,Tn)
é uma base de 1, sobre K contida em On, temos que x; = Dae, com a;; E Ox, e pela

j=1

Proposição 2.4.1, segue que D(x1,...,tn) = det(a;;)º D(es,...,&n), O que mostra que as duas
definições são equivalentes. 4
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Teorema 2.10.2 Sejam K e L corpos de números, tal que K CC L, Ox e Or, 08 anéis dos

inteiros de K e LL, respectivamente, ep um ideal primo não nulo de A. Então, p ramifica se,

e somente se, p O Do, /ox­

Demonstração: Suponhamos que p ramifica. Fazendo 5 = Ox — p, temos que

A = S ! Ox, B=S !Orn, ep'=pA. Pelo Teorema 2.9.3, temos que AÀ é um anel principal,

%B é um A­módulo livre, Ox/p = A/p' e On/Bp — B/Bp'. Se fei,..., en) é uma base de

%B, pelo Corolário 2.10.1, temos que Dio, /o1p)/(0x/n) = (0) e D(es,...,en) E p!. Mas
se D(en,...,en) E p' e se Ír71,...,Tn) é uma base de IL sobre K contida em Op, temos

n

1; = Yates, com ai; E A, pois Or, C B. Assim, D(z1,...,t7n) E Ox e D(t1,­..,Tn) =
j=1

det(a!.))º D(ei,...,en) E p/, e portanto, D(t1,...,tn) E P'N OK =p. Portanto, Dg/0, =UA) / K

Ox /BZZ/V' D(ei,...,&n) E p', onde(Dír1,...,tn)) C p. Por outro lado, se Dor/yoxK CP
fem, ..., en) é base de B. Assim, e; = E com y; E BesE 5, e portanto fy1,...,ynt é uma

Ss

base de L sobre K contido em Or. Mas D(ei,..., en) = det(Tr(eje;)) = det(Tr (E) =
Ss

1
: ­san det (Tr(yiy;)) = s*"D(y1,­­­,Un) E A, ou seja, Do, /ox C Up = p'. Então, Do, /ox =

(0), e pelo Corolário 2.10.1, segue que p ramifica. Portanto, p ramifica se, e somente se, p

contém Do, /ox­ dd

Corolário 2.10.2 Com as notações do Teorema 2.10.2, temos que eriste somente um número

finito de ideais de Ox que se ramificam em Or.

Demonstração: O resultado segue da fatoração do ideal de Ox gerado por Da,/ox­ |

Exemplo 2.10.1 Seja K = Q(Vd) com d E Z livre de quadrados. Se d=2 ou3 (mod 4),
então Z(Vd) é o anel dos inteiros de K. Como Tr(1) = 2, Tr(Vd) = O e Tr(d) = 2d,
segue que D(1, Vd) = 4d. Assim, os primos que se ramificam em K é 0 2 e os divisores

é) ,o
é o anel dos inteiros de K. Como

2

2 17 (0) =1 err (2) =7( n 42 d) = >, segue que
de d. Agora, se d = l(mod 4), então e

2 2 2

d d+1
= 2—— — 1 = d. Assim, os primos que se ramificam em LL são os divisores

2
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Proposição 2.10.1 Seja É uma raiz n­ésima primitiva da unidade. Se p primo não divide

n, então p não ramifica em Q(É).

Demonstração: Seja /(X) o polinômio minimal de £ sobre Q e seja n = [Q(6) : Q].
Como f(X) divide X” — 1, temos que X” — 1 = f(6)g(6). Pela Proposição 2.4.4 temos
que D(1,6,..., E!) = EN(fF(6)). Agora, como nX** = f(X)g(X) + f(X)gJ'(X), segue
que né"! = f'(6)g(6) uma vez que f(6) = O. Como € é uma raiz da unidade, ou seja,
N(E) = 1, segue que tn” = N(F(E))N(9(8E)), e portanto, N(f'(E)) divide nº. Além
disso, como É é inteiro sobre Z, temos que o discriminante de Q(£) divide D(1,6,...,6"),

e portanto, também divide n"". Finalmente, o resultado segue do Teorema 2.10.2. |

O seguinte resultado é muitas vezes útil para determinar o anel dos inteiros de um corpo
de números.

Proposição 2.10.2 Sejam K um corpo de números de grau n, fx11,...,Tn) uma base de K

sobre Q contida no anel Ox dos inteiros de K. Se o discriminante D(x1,...,tn) é livre de

quadrados, então fx1,...,x1n) é uma base de Or, sobre Z.
n

Demonstração: Se fei,...,en) é uma base de Ox sobre Z, então x = ) a;je;, com
1=l1

a;; E Z. Pela Proposição 2.4.1, temos que D(tx1,...,tn) = (det(a;;))º D(es,...,en). Como
Dí(r1,...,Tn) é livre de quadrados, segue que det(a;;) = +1, ou seja, fr1,...,tn) também
é uma base de On sobre Z. ip |

Exemplo 2.10.2 O polinômio Xº + X + 1 é irredutível sobre Q. Seja x E O uma raiz,

e portanto x é inteiro. Temos que K = Q[r1] é uma extensão cúbica de Z e l,x1,xº) é
uma base de L/K sobre Q. Assim, D(1,x,xº) = —23, que é livre de quadrados, e portanto,
(1,17,x7º) é uma base L/K sobre Z. ad
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Capítulo 3

Reticulados

Neste Capítulo faremos um estudo sobre reticulados via homomorfismo de Minkowski no R”,

definindo seus principais parâmetros, tais como região fundamental, empacotamento esférico,

densidade de empacotamento e densidade de centro. Através do homomorfismo canônico

obtemos um método de gerar reticulados no R"”. Os reticulados obtidos desta maneira

dependem diretamente do anel dos inteiros de um corpo de números . O grande desafio é

encontrar o anel dos inteiros de qualquer corpo numérico, uma vez que são conhecidos apenas

o anel dos inteiros dos corpos quadráticos e dos corpos ciclotômicos. Ássim, para obtermos

bons reticulados no R", via o homomorfismo de Minkowski, primeiramente necessitamos

do conhecimento do anel dos inteiros de um corpo de números de grau n. Deste modo,

no presente Capítulo faremos um estudo sobre reticulados no R", sobre empacotamento

esférico, explicitaremos alguns reticulados construtivos conhecidos na literatura e obtenção
de reticulados via o homomorfismo canônico.

3.1  Reticulados

Sejam V um espaço vetorial de dimensão finita n sobre um corpo L, À um subanel de L e

V1):­­, Um, Vetores de V linearmente independentes sobre 1I., com m < n. Dá­se o nome de
m

reticulado com base À = fvi,...,vm|ao conjunto dos elementos de V do tipo, à = > AiVi,
i=l

com a; E A, que será denotado por Ag.
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1=1

Dizemos que T, é a região fundamental do reticulado À associada a base 8. Sen = m,

dizemos que o reticulado Ag é um reticulado completo e que fui,...,vn) é uma base
completa do reticulado.

Exemplo 3.1.1 Temos que Ag = Zº é um reticulado completo do R? gerado pela base

8 =7te1=(1,0), 02 = (0,1)), com região fundamental descrita na figura abaixo.
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Exemplo 3.1.2 Temos que, Ag = ([(a,b) E Zº;a+b = O(mod 2)) é um reticulado completo

do R? gerado pela base À = fu, = (2,0),va = (1,1)), com região fundamental descrita na
figura abaixo.

Definição 3.1.1 Dizemos que um subgrupo S do R" é discreto se para qualquer subconjunto

compacto K do R", tivermos KnN S finito.

Exemplo 3.1.3 Um típico exemplo de subconjunto discreto do R" é Z”.

O próximo teorema nos diz que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R", a

qual é então, uma Z­base do reticulado dado.

Teorema 3.1.1 Seja H um subgrupo discreto do R". Então, H é gerado como um ZL­módulo

por r vetores linearmente independentes sobre R, comr <n.

Demonstração: Seja fei,...,er) um conjunto de elementos de H linearmente indepen­

dentes sobre R, onde r é o maior possível com r <n.

Seja P = E ER"; r= > a;éi, 0<a< 1) um paralelepípedo construído a partir destes
1i=1

vetores. Temos que P é compacto e como H é discreto, segue que PN H é finito. Para
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r

qualquer x E H, pela maximalidade de r, temos que 17 = y» Aiêi, A; E R. Consideremos
1i=1

JEZ,e seja:
r

1; = jr =X ale, (3.1.1)
1i=l1

r r

onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim, 1; = jY> Mie; — S laile =
i=1 1=l

r

SCG — 7A;])e; E PN H. Dessa forma, se tomarmos j = 1 na equação (3.1.1) temos que
1i=1

Tn =1— o. Je;, ou seja, 7 = 177 +oes: Assim, como 2x7 E PN H e este é finito,
= =1segue que n é finitamente gerado como um Z­módulo. Por outro lado, do fato de PN H

ser finito e Z ser infinito, existem inteiros j e k, tais que 1; = x.. Da equação (3.1.1),
segue que 7;= 7, > jr — 27le;= kr —2de:> (j—k)r = 21] — [kA;])e; >
G­DAING=(UNI [FADA > (GA:= GA] [EA]3 d = Paz

1=

À; pertence a Q. Assim, H é gerado como um Z­módulo por um número finito de elementos,

, OU SEJA,

que são combinações lineares com coeficientes racionais dos e!s. Seja d £ O um denominador
r

comum destes coeficientes. Consideremos o conjunto dH. Temos que dH C y» Ze;. Dai,
1=1

pelo Teorema 1.1.3, segue que existe uma base (f1,..., fr.) do Z­módulo > Ze; e inteiros
1=1

a;, tal que fonfi, .­..,arfr) gera dH. Deste modo, o Z­módulo dH tem o mesmo posto de

H e como XY Ze; C H, temos que o posto de dH > r. Pela maximilidade de r decorre
que o posto de dH éreos als são não nulos, pois caso contrário dH não teria posto r.
Assim, os fis são linearmente independentes sobre R. Portanto, dH é gerado por r vetores

linearmente independentes sobre R e consequentemente H também é gerado por r vetores

linearmente independentes sobre R. ”

Dado um reticulado H, além da região fundamental 7, existem também outras regiões

2 +T,, com z E H, associadas a uma base fvi,...,vm)] do reticulado H. Veremos a seguir

que todo conjunto limitado intersecta apenas um número finito destas regiões.

Proposição 3.1.1 Seja T, a região fundamental associada a base v1,...,vm de um reticu­

lado H e seja C um subconjunto limitado de L. Então, CN (z +T,) =, para quase todos
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os pontos z de H.
m m

Demonstração: Para todo t E T,, temos que t = 207 e |IT|| = [12 66 <
> Hpivil|= > loil led < >» |luill= 7. Suponhamos sem perda de generalidade que

i=lC= B, (bola de centro O e raio p), para algum p > 0. Seja z € Z, tal que B,N(z+T,) £ OQ.
Assim, z +t = x E B, para algum t € T,, e portanto, ||2|| = || — || < |le|| +Ilt|| < p +17,

ou seja, z E B,4r. Como H é discreto, temos que o conjunto H N B,1, é finito. Ássim,
existem finitos pontos de H que pertencem a B,,y,7, e portanto, existem finitos pontos de H,

tal que B,47 N (2 + T,) £ 0, uma vez que se B, C B,47, segue que B, N(z +T,) É O para
um número finito de z E H. dd

Quanto aos reticulados completos, é intuitivamente claro que a reunião de todas as regiões

associadas a uma base de um reticulado completo cobre todo o espaço L, e que os reticulados

completos podem ser caracterizados por uma propriedade mais fraca, a saber pela existência

de um conjunto limitado C, tal que U (z +C)=
zEH

Teorema 3.1.2 Seja H um reticulado de Li. As seguintes condições são equivalentes.

(i) H é um reticulado completo de L.

(ii) Existe um subconjunto limitado C de 1 tal que L = U (= +C). Em particular, temos
zEH

que L = U (z +T) (reunião disjunta), sendo T a região fundamental associada a uma base
zEH

de H.

Demonstração: (1) >(ii) Para todo x E L, temos que x = NS ai + Sp com 4a; E
i=1 i=1

Zel<p<1 i=1,...,n. Ássim, temos que L C Ut + T,), e como a inclusão
zEeH

contrária é imediata, segue que 1L = U (z +T,). Esta união é disjunta, pois se tivermos
zEeH

n n n n

> av; + Y pin; = 3 aju; + NY pivi, segue que S (a — aíi)u; = S (e — Pi)ui, e então
i=1 i=1 i=1 1=l 1=1 i=1

LESS b — ns! ' ; 1 — Ana; — al = pi — p;, ou seja, a; + p; = a; +p, Vi=1,...,n,e portanto, a;= a; e pj = P;.
(11) (1) Suponhamos que H não seja uma reticulado completo. Seja fui,..., um) uma base
de H com m <n. Então, podemos completar esta base a uma base fuz,...,Umt13:­­) Un)

do espaço IL. Se fwi,...,wrn) é a base dual de fun,...,un), então o produto interno
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n

(z,wn) = 0, Vz E H, com z = NY au; Suponhamos, sem perda de generalidade, que
1=1

Ilwnl] = 1. Seja p > O, tal que O C B,, e seja y = p'wr para algum 9' > p. Por
hipótese, temos que y = z +c, comcE CezE H. Como (z,y) = O, concluímos que

|lyllº = (2 +cy) = (2,4) + (ey) < lc] Ilyll < pllyl|, ou seja, Ilyl] < p, o que contradiz o
fato de |[yl] = ||o/wn|| =p". ad

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados completos de L, precisamos da

noção de volume em L. O volume no R" é bem conhecido e pode ser facilmente transferido

para o R­espaço L através do isomorfismo natural entre R" e L, e definido por meio da base

canônica fei,...,ern). Além disso, é possível se restringir a subconjuntos C de L que são

reuniões finitas de paralelepípedos, usando apenas as seguintes propriedades de volume.
n

a) Vol(T,) = |det(a;;)|, sendo v; = ND auje,, aj; ER, i=1,...,n.
j=1l

b) Vol(tz + C)=Vol(C), para todo x E L.

c) Vol(7C) = 4” Vol(C), para todo 7 ER, 7 > O.

d) Se CN C' = A, então Vol(C U CC”) =Vol(C)+Vol(C").

Proposição 3.1.2 O volume da região fundamental VolT,) é independente da base v de H.

Demonstração: Seja f = f/1,...,/fn) uma outra base de H. Então, f; = DBrAA com
j=l

a;; E Z. Assim, Vol(T,) = |det(a;;)|Vol(T,). Como a matriz de mudança de base (a;;) é
invertível, segue que det(a;;) = 1. Portanto, Vol(T;)=Vol(T,). ”

Definição 3.1.2 O volume do paralelepípedo T, associado com uma base v de H é chamado
de volume do reticulado H.

Teorema 3.1.3 Seja C C L, tal que Vol (C) seja definido e seja H um reticulado completo

de LL. Se os conjuntos z +C, com z E H forem disjuntos dois a dois, então VOINC) < Vol(H).

Demonstração: Seja T a região fundamental associada a uma base de H. Pelo Teorema

3.1.2, temos L = U (z + T), e deste modo temos que C = U (CnN(z+T)) é também
zEH zEH

uma reunião disjunta. Pela Proposição 3.1.1, segue que existem 21,...,2, em H, tais que

CnN(z+t) = para todo xr E HNVÍan,...,2r). Assim, U. (e N(z;+T)) é uma reunião
1=

disjunta. Por hipótese, temos que 2; + C são dois a dois disjuntos e como H é um subgrupo,
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segue que os —z;+ C também são dois a dois disjuntos, e portanto, a reunião Uz+O) NT
1i=l

também é disjunta. Disto, segue que C n (z; HT) =(—z + CNT) +. Ássim, temos que
Vol(0 => Vol (C Nn(z; +T)) ­> Vol ((—=z; + OC) NT) = VolíU(z +CO)NTI <
Vol(T) = Vol(H). |

Teorema 3.1.4 Sejam H um reticulado de posto n no Rº e S um subconjunto do R", com

Vol(S) definido e tal que Vol(S) > Vol(H). Então, existem dois pontos distintos t,y € 5, tal
quex—yE H.

Demonstração: Seja e = fei,...,en) uma Z­base de H e seja T. a região fundamental de

H. Assim, S é a união disjunta de subconjuntos da forma S N(h +T7T.); h E H, e portanto,

Vol(S) = 3" VolS N(h+T.). (3.1.2)
heEeH

Como o volume é invariante por translação, temos que Vol(SN(h+T2)) = Vol((­h+S)NTL).

Os conjuntos (­h + S) 1 Te não podem ser todos dois a dois disjuntos, pois caso contrário

Vol(T.) > YX Vol((—h + 5) N TJ), o que contradiz a hipótese. Logo, existem dois elementos
distintos h, h' E H, tais que ((­h+S)NTo)N((=hW'+S)NT) = TeN(­h+S)N(=W45) £Q.
Sejam r,yE S tais que ­h+ x= —h' +y. Então, tr — y = =W'+ he H ex É y, uma vez
que h £ h'. a

Teorema 3.1.5 Sejam H um reticulado no R", S um subconjunto do R", cujo Vol(S) é

definido, e S é simétrico com respeito a origem e convexo. Se tivermos Vol(S) > 2" Vol(H),

então SN(H — (0)) £0.
1Demonstração: Como Vol (35) = 27" Vol(S) > Vol(H), segue do Teorema 3.1.4 que os

conjuntos 3º + z não são disjuntos dois a dois, isto é, existem 21,22 E Hcom an É 1 e
.

1
c1,02 E 5, tais que —c7 + 217 = —c2 + 22. Como 9 é convexo e simétrico, temos que —cã E S

2 2
1 1

enn=730 +(1— 2º € SN H— 10), como queríamos. |

Teorema 3.1.6 Sejam H um reticulado no R", 5 um subconjunto do R", cujo Vol(S) é

definido, e S é simétrico com respeito a origem e convexo. Se Vol(S) > 2" VolH) e S

compacto, então SN(H — 10X) £ O.
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Demonstração: Seja o conjunto (1+ e)S; e > O. Então, (1 + €)S é compacto, convexo e
simétrico, e Vol((1­+€)S5) > 2"Vol(H). Pelo Teorema 3.1.5, segue que (1I+€)SN(H­(0)) £9.
Como H é discreto, segue que (1 + e)S N(H — 10)) é finito, e portanto, é compacto. Agora,
temos que (1 +e€)S € (1+6)S para ó > e, uma vez que se (1 Fe)r E(1+e€)S,comt ES,

l+e

1+6ó
com 0 <r < 1. Assim, é suficiente mostrar que rr E 5, para todo O <r < 1. Como

então (1 +e)r = (1+ó)y E S, com y E 5 se, e somente se, y = ) x, ou seja, y =rT,
S é convexo, temos que (1 — t)(­r) +tr E 5, para todo O <t < 1. Em particular, se

1 1 1t="2 , temos que (1­= (—x) + —
(1+60)S C (1+65)S, para todo ó > e. Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, segue que

Na — f0))N(1+0S5 £ A. Assim, existe x E (H — (0)) N(1+6)S, para todo e > O.
e>O0 ;

): = rr ES. Assim, concluímos que

T

1++
compacto, segue que (tn) converge para x E S. Portanto, 5 N(H — (0)) £ 94. d

) é uma seqiência convergente de S, e como S éFinalmente, temos que (r7,) = (

3.2 Empacotamento esférico

Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é uma dis­

tribuição de esferas de mesmo raio no R” de forma que a intersecção de quaisquer duas

esferas tenha no máximo um ponto. Pode­se descrever um empacotamento indicando ape­

nas o conjunto dos centros das esferas e o rajo. Um empacotamento reticulado é um

empacotamento em que o conjunto dos centros formam um reticulado Ag do R”.

Fazendo v; = fun,...,vinh t=1,...,n; temos que volume de Ag denotado por v(Ag)

é igual ao módulo do determinante da seguinte matriz, chamada de matriz geradora de As,

vo ... Vin

Unit «++ Unn

Sendo 9' uma outra base para Ag, segue que v(Ag) = v(Ag'), pois À e 6' diferem pelo

produto de uma matriz inversível com entradas inteiras. Assim, podemos definir o volume

de Ag como sendo o volume de uma região fundamental.

O interessante são os empacotamentos associado a reticulados Ag em que as esferas

tenham raio máximo. Para a determinação deste raio, observe que fixado k > O, a intersecção
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do conjunto compacto fz E R"; |x| < k) com o reticulado Ag é um conjunto finito, de onde

segue que o número Ag,,, = minf|/Al;A E Ag,A É 0) está bem definido, e (Ag...) é
chamado norma mínima.

Observamos que p = Ag,,,,/2 é o maior raio para o qual é possível distribuir esferas
centradas nos pontos de Ag e obter um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacota­

mentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade de

empacotamento de À; é igual a

A(Ag) = Volume da região coberta pelas esferas — v(B(p)) +v(B(1))o”pro Volume da região fundamental “v(Ag)  ov(Ag)
Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parâmetro, chamado de densidade

de centro, que é dado por ó(Ag) = (Ao)Vig

Exemplo 3.2.1 Seja Ag = Z" um reticulado do R", gerado pela base 8 = 1(1,0,...,0),

(0,1,...,0),...,(0,0,...,1)), temos que Ag,.;,= 1, daíp==. Visto que v(Ag) = |det B|,
: 1

e B neste caso é a matriz identidade, temos que o v(Ag) = 1, e portanto, 6(A) = —27º

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado Ag do R" é encontrar
um empacotamento com maior densidade.

Em dimensão um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta formam um

Z­reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possível dada por À = 1. Neste

caso as “esferas”são segmentos de retas como podemos ver na figura abaixo.

esfera
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Para dimensão dois o reticulado hexagonal é o de maior densidade, dada por À =
1

0,9069. O empacotamento deste reticulado com base À = 1,0), (à, o) é dado por

Em dimensão três Gauss mostrou em 1831 que o reticulado fcc é o empacotamento com

maior densidade (pirâmides de laranjas), sendo essa À = Ts 0, 7405.
18

Já para dimensões n > 4 conhece­se apenas algumas densidades de determinados empa­

cotamentos, mais ainda não se sabe qual a melhor densidade.

3.3 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta seção descreveremos as propriedades de alguns reticulados construtivos importantes

conhecidos na literatura.
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Definição 3.3.1 Dizemos que um reticulado é equivalente a outro se este pode ser obtido

do outro por rotação ou translação.

1. Reticulado cúbico n­dimensional Z": Temos que, Z" = f(t1,T12,...,Tn); TA; EZ)

é um reticulado chamado de cúbico. À sua matriz geradora B é a matriz identidade.

Assim, det Z" = 1 e a norma mínima igual a 1, o raio de empacotamento é p = 2º sua
densidade de empacotamento é À = V,27" e sua densidade de centro é dó = 27". Desta

forma Z tem densidade de empacotamento À = 1, e as densidades de 2º, Zº, Zº são
A=2x 0.785, À = DI x05MeA= x sn 0.308, respectivamente.

4 6 32

. Reticulado n­dimensional A,: Para todo n > 1, An = f(ro,T1,..., Tn) E ZH; xo+

Ti ++ c+r,=0)é um reticulado. Por definição, temos que A, está contido no hiper­

plano y”» x; = O no R"*!, possui uma matriz geradora B, dada por:
t

onde detA, = det(BB') = n + 1, norma mínima igual a 2, raio de empacotamento
1

Pp = —— e densidade de centro 6 = 27"/2(n + 1)!/?,PQ

. Reticulado hexagonal: Temos que A, —» Z e que À, é equivalente ao reticulado

hexagonal. O reticulado hexagonal é gerado pelos vetores (1,0) e (=) , € assim
1 0

sua matriz geradora é B = | 6): Desta forma detA; = 7º Dorma mínima
2 2

igual a 1, raio de empacotamento p = PP” densidade de empacotamento À =
0, 9069 e densidade de centro óô = Es

12

. Reticulado D,, para n > 3: Temos que Dr, = f(t1,...,tn) E Z":T11+: +++, é par)
é um reticulado. Sua matriz geradora é dada por;
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1 —1

onde detD,,= 4, norma mínima igual a 2, raio de empacotamento p = 1//2 e densi­
dade de centro 6 = 27(*+2)/2,

. Reticulado face­centered cubic: Temos que os reticulados Az e D3 são equivalentes

ao reticulado fee. Assim, o fee consiste de todos os pontos (r,y,2z), onde x,y,2 são

inteiros com soma par. Um matriz geradora de D;3 é dada por;

—l

onde detDz = 4, norma mínima igual a 2, raio de empacotamento p = 1//2, densidade
A =x 0, 7305 e densidade de centro 6 = 2­5/?,

18

e Para Da, temos À = 0,61685 e densidade de centro ó == 0,125.

e Para Ds, temos À = 0,46526 e densidade de centro ó = 0,08839.

3.4 Homomorfismo canônico de um corpo de números

Para determinar o volume de uma família específica de reticulados e consequentemente, a

densidade de centro é necessário falarmos das imersões de um corpo de números K no corpo

dos números complexos CD.

Sejam K um corpo de números e n seu grau. Pelo Teorema 2.2.1 temos que existem

n isomorfismos distintos 0; : K — C, uma vez que o polinômio minimal de um elemento

primitivo de K sobre Q tem somente n raízes em CU. Se o;(K) C R diz­se que 0; é real, caso

63

Ah
AVAVAY

cem 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



contrário 0; é dito imaginário. Quando todos os monomorfismos são reais diz­se que K é
um corpo totalmente real e quando os monomorfismos são todos imaginários diz­se que

K é um corpo totalmente imaginário. Se a : O > CU é a conjugação complexa, então

para todo j = 1,...,n, temos que a 00; = 01, 1 <k<n,equeg;=0; se, e somente se,

o;(K) C R. Assim, usando s para denotar o número de Índices, tal que o0;(K) C R, podemos
ordenar os monomorfismos 01,...,0, de tal modo que 01,...,0; sejam os monomorfismos

reais e Ts4i4; = Ostj; j=1,...,t. Então n— s é um número par, assim podemos escrever
s+2t=n. Daí, para cada r E K, temos que o homomorfismo ox : K — R” definido por

ox(z) = (a1(x),...,o4(t)) E Rº x R*,

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo canônico de K em

R* x R*!. Geralmente identificamos Rº x R** com R”, e este homomorfismo pode também
ser visto como

ox(x) = (o1(%),...,04(z), Rosni(x), Sosi(T),..., Rosu(0), Soss(0)),

onde as notações R(r) e S(r) representam as partes real e imaginária do número complexo

x, respectivamente.

Exemplo 3.4.1 Sejam o corpo quadrático K = Q(i), onde i =/­1, e fo1,02) o grupo dos
Q­monomorfismos de K em U, onde o, é a aplicação identidade e o(a + bi) = a — bi,

com a,b E Q. Neste caso, s=0et=1. Paraz =a+rb EK, abeQ, temos

ox(z) = (Ro1(x), Io1(x)) = (a,b).

Uma das aplicações deste homomorfismo é a geração de reticulados no R”, onde os princi­

pais parâmetros podem ser obtidos via teoria algébrica dos números, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposição 3.4.1 Seja K um corpo de números de graun. Se M é um Z­módulo livre de

K de posto n e se (x;)i<i<n é uma L­base de M, então oK(M) é um reticulado no R", com

volume VolloK(M)) = 2"*|detigiran(oji(xx))|.

Demonstração: Para cada j fixo, as coordenadas de ax(r;) com respeito a base canônica

do R” são dadas por

(n1(r;)...,0s(t;), Rosp(t;), Sosni(£;),..., Rog(t;), Fosgi(Tj)), (3.4.3)

64

Ah
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



onde R e & denotam respectivamente, as partes real e imaginária. Ágora calculemos o

determinante D da matriz que tem a j­ésima coluna dada por (3.4.3), fazendo uso das

seguintes fórmulas R(z) = (0 +), S(2) = as (2 — Z) para z em € e das transformações
elementares no determinante, a saber, pela adição da (s + 2/)­ésima linha a sua anterior e

em seguida pela subtração da (s + 2! — 1)­ésima coluna da sua posterior, para [ = 1,...,t.

Ássim,

a1(Tn)

2a(Tn)

os(Tn)

R(0s5+1(Tn))

S(0s+1(Tn))

os(T1) ee

; ... Oos(Tr)

os+1(t1) Holt) ... osplt;i)+oni(t;) ... OCsn1(tn)+ogi(Tn)

os+1(t1)> o41(t1)) ... osilt;)—o4(t;) e. oa1(tn)> os+1(Tn)

Ostlt1) +os(t) ... Osplt;i)+ogdo;) ... Osnltn)+ os(Tn)

osulti)—oq(t1) ­.. OstilX;i)  Ospti(X;) ... Ostiltn)— Ts+e(Tn)
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a(r;)) ... o

oa(x;) ... ca(tn)

os(Tn)

Ts+1 (Tn)

­ sl)

Ts+i(Tn)

Os+t(Tn)

c1(Tn)

c2a(Tr)

os(r;) ... os(tn) = (21) *det(oj;(tx)).
os+1(X;) e... os+1(Tn)

Tspo(t;) ... osro(Tn)

OTs+2t(T1) e... Ospor(Tj) ... Os+2t (Tn)

Portanto, D = (21) *det(oj(x4º)), 3,k =1,...,n. Como (t;)1<j<n é uma base de K sobre Q,
segue da Proposição 2.4.3 que det(o;(xx.)) £ O, e portanto, D £ 0. Assim, os vetores ox(x;)

do R” são linearmente independentes e geram ox(M), ou seja, ox(M) é um reticulado do

R”. Do fato de Í11,...,T1n) ser uma Z­base de M, então m = Yy ajtj;, a; E Z, e portanto,
11

m E M. Assim, ox(m) = 3 ajox(s;), a; E Z, ou seja, ox(M) = >ajox(x;); a; E 2).
j=l 3=1

Logo, Volíak(M)) =" |D] = Ydetisiean(0;(74))|. «

Exemplo 3.4.2 Tomemos K = Q(V3), e Ox = Z|1V3] seu anel dos inteiros com Z­base
(1,V3). Como K é totalmente real, então t = 0, e portanto

any ava | 1 8]
02(1) 02(V3) 16
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A imagem do homomorfismo canônico ox(Z[V3])) E R? é um reticulado de posto 2 em R?,
cujo volume é 2/3. |

Exemplo 3.4.3 Tomemos K = Q(V6), e Ox = Z[V/6] seu anel dos inteiros com Z­base
(1, V6). Como K é totalmente real, então t = O, e portanto

Vollox(Onx))= |det AA 2/6.
16

A imagem do homomorfismo canônico oxK(Z[V6])) E Rº é um reticulado de posto 2 em R?,
cujo volume é 2/6. |

14 /—Exemplo 3.4.4 Tomemos K=Q(yV­7), e Ox = %Z Es
1447

2

| seu anel dos inteiros com
Z­base 1 " Como K é totalmente imaginário, então t = 1, e portanto

14+ 1/71 2Y
Vollok(Ox)) = 3 det 1­a

!
2

4d

Proposição 3.4.2 Seja K um corpo de números de graun. Sejam D o discriminante de

K, Ox o anel dos inteiros de K e a um ideal não nulo de Ox. Então, ox(Ox) e ox(a)
são reticulados, com respectivos volumes, Vol(OK) = 27*|D|* e Vollox(a)) = 2­9 N(a),
onde t é o número de monomorfismos imaginários.

Demonstração: Como a e Ox são Z­módulos livres de posto n, segue da Proposição 3.4.1

que ox(a) e ox(Ox) são reticulados do R" e que Vollak(Og)) = 2­*||, onde fx1,...,Tnk
é uma Z­base de Ox e D = det(o;(t.))* (Proposição 2.4.3). Para a segunda fórmula,
temos que ox(a) é um subgrupo de ox(Ox) de índice N(a) uma vez que Ox /a é isomorfo a
oKx(Ox)/ox(a). Além disso, como um domínio fundamental de ox(a) é a união disjunta de
N'(a) cópias de um domínio fundamental de ox(Ox), segue que Volí(ax(a)) = 2­*|9|2N(a),
portanto Vol(Ox) = 2­*|D|? e Volíokx(a)) = 2­*|9|2.N(a). a
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A figura abaixo ilustra as Proposições 3.4.1 e 3.4.2.

McCK

Z

Teorema 3.4.1 Sejam K um corpo de números, n. seu grau, s et os inteiros como definidos

anteriormente, O o discriminante de K e a um ideal não nulo inteiro de K. Então, a possui
4 tn! 1) PIN (a).

Demonstração: Seja ox o homomorfismo canônico de K em R* x R*. Seja r um número
um elemento não nulo x, tal que |NÉ(1)| < ÉT

real positivo e seja B, o conjunto de todos os elementos (y1,­..,Ys,21,1­.­.,2) E RE XR”, tal
t8

que > ly;il+2 y» |2;]| <r. Então, Br, é um conjunto compacto, uma vez que é um conjunto
1=1 j=1

fechado e limitado. Também é convexo, pois V x,y E Br, com x = (y1,...,YsyX1,...,X) €
t t

y=(Y:.. YA), tem­se que ,y E Br, D " |yil+23) 3] <re SD uil+2D e] <
1=l j=1l 1=1 j=1

r. Tomando a, tal que O < a < 1, temos que ar + (1— a)y E Br, uma vez que > lay; +
E) s t t(1­ala Jos (1­0)2| <aS lyul+(1­0)S lyil+20)  2;)+201­0) 2) =

1=1 1=1 j=1 j=1
s t(É gil + >cs) + (1­0) > lyil+2(1­ 0) > =) <at+(l1­a)t=t. Assim,1=1 j=1lB, é convexo. Além disso, temos que B, é simétrico em relação a origem. Temos por

nt
:[1][pg.66] que Vol(B,) = 2º (2) — Escolhemos ro, tal que Vol(Br,,) = 2"(ox(a)), ou seja,
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2º (1) &To —= 29" *|D/2(a), ou seja, rt = 2"r'n!lD(a). Pelo Teorema 3.1.6, seguen!

que Br N ox(a) £ (0, e assim existe x £ 0, tal que z E a e ox(r) E Br. Do fato da

média geométrica ser menor ou igual a média aritimética e do fato que ox( ) E B,, segue
s s+t s+t nque |W(0)| = TT oito)! TJ tos(0)1º <>DL1)|+2 XD” Joj(o)+) <, Então,j=s+1 nis+1l

nos tWo < Zanain(o)= E Elo(o)= (É) piv(0. a
n ca TJ) n

Corolário 3.4.1 Com as mesmas notações do Teorema 3.4.1, temos que toda classe de ideal
tA1 1de K possui um ideal inteiro b, tal que |N(b)] < (à Zio.Tn) nº

Demonstração: Seja E uma classe de ideais de K e a € E. Como os ideais fracionários

de A formam um grupo, então existe 31 az” um ideal fracionário, tal que agaç' = A. Assim,
existe d E AX (0), tal que days! C A é um ideal inteiro. Daí, (d'a9)(daç') = A. Seja
a' = d ' a. Então, a = a"

existex E a | (0), tal que |N(x)| < (3):o!Na). EntãoAA S OEnoP.
= N(Ara“!). Temos que

é um ideal inteiro ead'E FE. Deste modo, pelo Teorema 3.4.1,

Como N(Azx) = N(Aza­'a) = N(Ara !)N(a), segue que Na)
Ara! = Ara é um ideal inteiro, pois é um produto de um ideal principal por a/. Temos
também que Ar C a <> a | Ar <=> 3 b ideal inteiro, tal que Ar = ab <> Ara”! = b.

AAA

4aNmlPortanto, existe b ideal inteiro, tal que |N(b)] < É) Elo. |
TT) nº

3Corolário 3.4.2 Com as mesmas notações do Teorema3.4.1, temos que |D| > —3s(=))
paran>2e é limitado por uma constante independente de K.o)
Demonstração: Pelo Corolário 3.4.1, existe um ideal inteiro não nulo b em K, tal que

T
an4 tn Trº* mn

:1<N(b)< (3)— o], ou seja, [9]?> O)­. Portanto, [9] > (D) eu Seja
2n

(2)? Entã T E) q? Any T (n + 1)2+)) nº?
an =|[—) —. 2 a = —, = (—) —— ==>A4) ne MA ME pe IA o 4 (R+D)? nã

1) 1 27 3nm (n+1) = a (=: ) T 1 + 2 + termos positivos) > EMsmn

an ­ 3mN Bm 3m

4 4 3 Na
qt nº ANDES TNP ON1) mz < (D) ny? e 2) Segue que, D| > (T) mz

2n

NE
3

2
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3m NA 4 2Nº= Agora, temos quejO]| > É = =) o Como o” (3) >
(3) , segue que |O] > (=) ( = . Portanto, logiOD| = nlog7z, ou seja,

n 1
<

:
dd

logiD] log
Proposição 3.4.3 Sejam K um corpo de números ex E K. Então, |ox(x)|º = cTrk/Q(1D),
onde

se K for totalmente real,

se K for totalmente imaginário.

Demonstração: Se K for totalmente real, temos que ox(z) = (a1(x),...,on(T)), para

x E K. Assim, lox(t)]?º = a1(x7)º + ­­­ +on(t)º = (8º) + ­­­ +on(tº) = (17) ++ +
on(xx) = Trk/o(7T).

Se K é totalmente imaginário, temos ox(x) = (Ro1(r), Sai(x),..., Ron(x), Sos(0)), para
x E K e lax(1)]?º = (Ro1(x))º + (Soí(x))* +­­­ + (Ros(2))º + (Sos(0))º = o1(t)o1(s) +
­+os(t)ún(s) = an(t)I(T)+­­­ +os(t)On(T) = o1(tT) +­­­ +os(tT). Por outro lado,
Trk/Q(2%) = o1(1T)+­­ Fos(tX)+O(TT) +­­­+on(xT). Visto que N1 (TT) = 01(1T), temos
que Trk/0(z2X) = 2(01(tT) +­­­ + os(xT)), e assim aTr/Q(08) = (tt) + ­­­ + o2(zT).

1

Portanto, logx(x)|?º = 2 Trwe/2(7D). 4d

Observação 3.4.1 Fazendo t7 = minfTr(x1%); x £ 0, x E a) para um corpo de número K,
ta Vºentão ó(ox(a)) =SD

Teorema 3.4.2 ( Hermite) Todo corpo numérico K £ Q, tem discriminante D £ +.
. :

3 n—l 3Demonstração: Pelo Corolário 3.4.2, temos que [9] > (=) z Como — >1le 7 >|,
segue que, [| > 1, ou seja, DO É 1. 7 |
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Capítulo 4

Aplicações no Rº, R$, Ri e Rº

Este Capítulo tem ­por objetivo a aplicação dos resultados apresentados nos capítulos an­
teriores, mais precisamente, calcular a densidade de centro dos reticulados obtidos via o
homomorfismo canônico. Nosso maior desafio no cálculo efetivo da densidade de centro é

minimizar uma forma quadrática, caracterizada em função do traço relativo. No caso dos

corpos quadráticos caracterizamos a forma quadrática e calculamos a densidade de cen­

tro da realização geométrica (imagem de um ideal via o homomorfismo canônico) do anel
dos inteiros algébricos e de ideais principais. No estudo das cúbicas, quárticas e quínticas,

restringimo­nos à aquelas da forma Q(Vd), Q(Y/d) e Q(Vd), com d um inteiro livre de
quadrados. Sob tais condições caracterizamos o anel dos inteiros algébricos e sua forma

quadrática. O valor mínimo da forma quadrática é obtido atribuindo valores inteiros às

variáveis e comparando os resultados. No caso de um ideal do anel dos inteiros algébricos

de Q(YV/d), Q(X/d) e Q(Vd) a forma quadrática é minimizada com valores inteiros e ainda
satisfazendo condições que caracterizam os elementos do ideal.

O Lema de Kummer 2.9.3 é de fundamental importância neste contexto. Com este

resultado podemos descrever os geradores de ideais primos e obter o grau residual e o indice

de ramificação.
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4.1.  Reticulados em corpos quadráticos

Nesta seção temos o objetivo de calcular a densidade de centro de reticulados de posto 2 em

R?. Pela Proposição 2.2.1 temos que todo corpo quadrático tem a forma K = QVd), com d
um número inteiro livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos é Ox = £[Vd] se d
é congruente a 2 ou 3 módulo 4, com Dx = 4d ou Ox = Z[H2A)] se d é congruente a 1 módulo
4 com Dx = d. Sejam a um ideal não nulo de Ox e ta = minfTrk/0(0a); a E a, a É 0).
Ássim, no caso em que o ideal é o próprio anel, temos pela Observação 3.4.1 que a densidade

:
(=)

de centro do reticulado ox(Onx) é dada por ó(ox(Ogx)) = (Dx! :
Exemplo 4.1.1 Sejam K = Q(V7), Ox = Z[V7] e Dx = 28. Dado a = a +bV7 E Ox,

temos que ada = (a+bv7)(a+by/7) = a +2ab/7 +76. Assim, Tr(om) = Tr(aº +2abV7 +
7º) = Tr(oº) + Tr(2aby/7) + Tr(76º) = 20º + 142 = 2(? +70), e daí
to, = minfTr(am);a £ 0, a € Ox) = 2, paraa = 1 eb=0. Portanto, ó5(ox(Ox)) =

1
— > (0, 09449. ”
2/28

Exemplo 4.1.2 Sejam K = Q(V5), Ox = Z[16)] e Dx =5. Dado a=a+bV5 E Ox,
temos que aa = (a +by5)(a +by5) = a? +2aby/5+50º. Assim, Tr(aa) = Tr(aº +2abyV5+
56º) = Tr(a?) + Tr(2aby/5) + Tr(58º) = 20º + 102 = 2? +51), e doí
to, = miníTr(om);a £ 0, a € Ox) = 2, paraxa = 1 eb= 0. Portanto, ó(ox(ÕOx)) =

1
—— mu 0,2236. |
2/5

Consideremos agora ideais principais do anel dos inteiros algébricos de um corpo quadrático

K. Seja a um ideal não nulo de Ox, tal que a = Ox, onde 7 E Ox. Então, ox(a) é um

reticulado de posto 2 no Rº? e sua densidade de centro, pela Observação 3.4.1, é dada por;
ame)orla) = E. Wo)

Exemplo 4.1.3 Sejam K = Q(V11), Ox = Z[V11] ea o ideal principal de Ox, gerado por
7 =1+2V11. Dado a E 7Ox, existem a,b € Z, tais que a = (a + 22b) + (2a +b)V11, onde
aa = (a+22b0)º+11(2a +b)º +2(a+22b)(2a+b)VI1 e Tr(ama) = 2/(a+ 226)º +11(2a +b)º],
assim ta = minfTr(íam);a £ 0, a E Ox) = 90, paraa = 1 eb= 0. Como Dk = MM e

45N((1+2/V/1D) = |N(1+ 2/11) = | — 43) = 43, temos ó6(ox(a)) = TINiTÃA 0,0788. 3
72
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Exemplo 4.1.4 Sejam K = Q(V5), Ox = Z[5Ô] ea oideal principal de Ox, gera­
bdo por y = T+2V5. Dado a E Ox, existem a,b E Z, tais que a = (e+2) +

17b bx?+V5) = (te +) + (2+2) Vs, onde x = (1042) +5(20+2) +
b 22 (ra + o (2a + 2) V5 e Trim) = 2 (7 + =) +5 (2a + ) | . — Assim,

ta = minfíTr(íaa);a £ 0, a E a) = 138, parxáa = 1 eb = 0. Como Dx = 5 e como

N((7 + 2V/11)) = |N(7 + 2//5)| = [29] = 29, temos que a densidade de centro do reticulado
69

ox(a) é óS(ox(a))=—= > 0,5320. » |58 /5

Proposição 4.1.1 Quando K é um corpo quadrático totalmente imaginário e a é um ideal

principal do anel dos inteiros algébricos de K, a densidade de centro do reticulado ox(a) é

a mesma do reticulado ox(Ox).

Demonstração: Sejam a = yOx um ideal principal de Ox e x E a, onde x = 741, com

LE Ox. Assim, 17 = 47] e Tre/g(9771) = 2(9710D. Como

VELALULA —
segue que, pro, = [N(7)| : pox, € portanto,

200 — 2POx
[Dxkl? WO) [Dxlêói(ox(7ÔOx)) = = ó(ox(Ox)).

1U+/­Exemplo 4.1.5 Sejam K=Q(yVy­7), Ox = Zlw] e a=a+boE Ox,com w = IX,
Então, da = aº + abio + abw e Tr(am) = 2(a? +ab+ 20º). Assim, segue que
to, = minfTr(am);a £ 0, a € Ox) = 2, paaraa = 1 eb = 0. Visto que Dx = —7,temos que a densidade de centro do reticulado ox(Ox) é ó6(oxK(Onx))= sh = 0,1889. “Ud
Exemplo 4.1.6 Sejam K = Q(V­2), Ox = Zlw]| e a = a+bw E Ox,comw = /—2. Então,
aa = aº + T7bºw e Tr(am) = 2(aº +7bº). Assim, to, = minfTr(am);a £0, a E Ox) =2,

para a = 1 eb=O0, Visto que Dk = —8, temos que a densidade de centro do reticuladooK(Ox) é ó(ox(Ox)) == A > 0, 3530. |
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4.2 Reticulados nas Cúbicas

Nesta seção faremos o estudo de casos particulares de cúbicas, com o objetivo de obter reti­

culados de posto 3 no R?. Aqui descreveremos o anel dos inteiros algébricos de K = Qd),
o discriminante de K, a forma quadrática associada e os reticulados obtidos em R* a partir
do ideais ordinários de Ox.

Teorema 4.2.1 [6] Sejam d um inteiro livre de quadrados, 0 = YVdK = Q(9),
2

—

2wW = I++ ey= EXE, Então, o anel Ox dos inteiros algébricos de K é dado por:
0] se dÉ ti(mod 9)

Ox=+4 Z+ZI+Zw se d=l(modo9)

Z+ZO+Zy se d=­—­l(mod9).

Sobre as mesmas condições do Teorema 4.2.1, dado a E K,a = ao + a10 + a20? e visto

que o número de monomorfismo imaginário é um, ou seja, t = 1, o homomorfismo canônico

ox de K em R*? é dado por ox(a) = (a, Ro2(a), So2(a)), e portanto,

lax(a)|? =a?+02(a)J2(a) = a? + 02(a)AG2(A)
= (ao + a10 + a20º) + (ao + a106 + a20?ºEº)(ao + a10€ + as?É?)
= 2a + 2020? + 2a30º + aça10 + aazd + aça20?
= 2a2 + 2(a170)? + 2(a20º)? + ao(a10) + (a10)(a20º) + ao(a20?).

Esta forma quadrática é minimizada em a = 1, b = c = 0, e assumindo o valor 2. Desta

forma, p = 2 Dado que Dx = EN(f'(9)) = +27dº, temos que a densidade de centro do
AVI? à

Vordº 36d

Exemplo 4.2.1 Sejam K = Q(0),9 = 4/3, Ox = Z[%(3] o anel dos inteiros algébricos de K
e Xº—3 o polinômio irredutível de 4/3 sobre Q. Consideremos o ideal 2% CCZ. O polinômio

reticulado ox(Ox) é dado por ó(ox(Ox)) =

X? — 3 fatora­se como:

Xº­3=(X­1)(Xº + X +1)(mod 2Z[X]).

Pelo Lema de Kummer, temos que 2Ox = p1p2, tal que pr = (2,0—1) e py =(2,0º +9+1),
sendo esses os ideais primos acima de 2%, cujo os graus residuais são | e as normas são 2 e
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4, respectivamente. Além disso, Dx = +27­9. Desta forma para calcularmos a densidade de

centro do ideal primo ox(p1), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado

a E Ox, temos que a = ag+a10 +a20? e como p, esta acima de 2% e 0 = l1(mod p1), então
a E p, se, e somente se, ag +a,+a, €2%Z. Dai nosso próximo passo é minimizar a forma

quadrática.

para valores de ao,a1,a2 E Z£ que satisfazem a condição ag +a, +a, E 2%. Analisando todas

as possibilidades, temos que a forma quadrática |oxK(a)|?º assume o menor valor quando

ao =a,=1,a72=0, e este valor é 20º + 9 +2, logo

A29º +04? 3
VW +02 2 NATE 3

p= S(ox(p)) = ÃO) — 20 FITA 01680
127 ­9­2 712V/3

Exemplo 4.2.2 Sejam K = Q(0),9 = 4/3, Ox = Z[4/3] o anel dos inteiros algébricos de K
e Xº —3 o polinômio irredutível de 4/3 sobre Q. Consideremos o ideal 5% C Z. O polinômio
Xº — 3 fatora­se como:

Xº—3=(X—2)(X*º+2X—1)(mod 5Z[X]).

Pelo Lema de Kummer, temos que 5Ox = p1p2, tal que p1 = (5,90—2) epa =(5,0º+20—1),
sendo esses os ideais primos acima de 5%, cujo os graus residuais são 1 e as normas são 3 e

9, respectivamente. Além disso, Dg = +27­9. Desta forma para calcularmos a densidade de

centro do ideal primo ox(p1), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado

a E Ox, temos que a = ag+a10+a20? e como p, esta acima de 5Z e 0 = 2(mod p,), então
a E p, se, e somente se, aq +2a, — a? E 5Z. Daí nosso próximo passo é minimizar a forma

quadrática.

lax(a)|? = 2a? + 2(a,0)? + 2(a20º)? + ao(a10) + (a10)(a20º) + ap(a26?),

para valores de av,a1,02 E DZ que satisfazem a condição ao + 20, — a2 E 5Z. Analisando

todas as possibilidades, temos que a forma quadrática |ox(a)|? assume o menor valor quando

ao =1l,a07=2e0ea=0, e este valor é 2 +20+ 80º, logo

2

1/27 ­9­3
9 ( V2F2880? 3vV2 +20 + 8

p= e ó(ox(p))= ) se 0,1271.
2 ,

Ah
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



Exemplo 4.2.3 Sejam K = Q(9),90 = 4/2, Ox = Z[%2] o anel dos inteiros algébricos de K
e Xº—2 o polinômio irredutível de 4/2 sobre Q. Consideremos o ideal 3Z C Z. O polinômio
Xº — 2 fatora­se como:

Xº —2=(X+1)º(mod 3Z[X]).

Pelo Lema de Kummer, temos que 3Ox = pº, tal que p = (3,0+1) sendo o único ideal primo

acima de 3Z, cujo o grau residual é 1 e a norma é 3. Além disso, t = 1 e Dx = +27 ­4.

Desta forma para calcularmos a densidade de centro do ideal primo ox(p), precisamos apenas

encontrar o raio de empacotamento. Dado a E Ox, temos que a = aq + a10 + a20? e como

p esta acima de 3Z e O = —l(mod p), então a E p se, e somente se, aq ar +as E 3Z. Daí
nosso próximo passo é minimizar a forma quadrática.

lox(a)|? = 2aô + 2(a10)º + 2(a20º)º + ao(a10) + (a10)(a20º) + ao(a20º),

para valores de av,a1,a2 E Z£ que satisfazem a condição ao — a; +a2 E 3Z. Analisando todas

as possibilidades, temos que a forma quadrática Jox(a)|?º assume o menor valor quando

ao = 1,0, =0 ea =­—1, e este valor é 2 +40— 6º logo,

VP FW 2 (EFE
3

p= e ó(ox(p)) = 2 (ER,) = 0,1021.
2 V27­4­3

4.3 Reticulados nas Quárticas

Nesta seção faremos o estudo de casos particulares de quárticas, com o objetivo de obter retic­

ulados de posto 4 no Ri. Aqui descreveremos o anel dos inteiros algébricos de

K = Q(Vd), com d um inteiro livre de quadrados, o discriminante de K, a forma quadrática
associada e a descrição dos reticulados obtidos em Rº a partir dos ideais ordinários de On.

C1+8Teorema 4.3.1 [4] Sejam d um inteiro livre de quadrados, 0 = Y/d,K = Q(9), w
õ

2 9+8
ey . Então, o anel Ox dos inteiros algébricos de K é dado por:

Ar se dÉ l(mod 4)

Z+LOYLZÂW+ZYy se d=elímod4).
Ox=

Ah
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Sobre as mesmas condições do Teorema 4.3.1, dado a E K, existem a1,a1,a2,a3 E Z, tal

que a = ao + a10 + a20º + a36º se t = 1, então o homomorfismo canônico ox de K em Rº é

dado por ax(a) = (a, as, Roa(a), Sos(a)), e portanto,

lox(a)|? =a?+a+03(a)as(a)=3ai+2aça2o? + 3a?to? + 2aazoº + 3az30º + 3a3oº
— 3a? + 2ao(a20º) + 3(a,0)º + 2a, 0(a30º) + 3(a20)? + 3(a30º)?

= (208 +20 ,0º + 5030? + 5a20º + (2ao + a20º)º + (2010 + az).

Esta forma quadrática é minimizada em a? = 1, 17 = a2 = a3 = O, e assumindo o valor
3

:3. Desta forma, p = > Dado que Dx = EN(f'(9)) = +256d?, temos que a densidade
. 29” 2a(1V3/2)! 9

d tro do reticulad Ox) é dad ó(ox(Ox)) = = =
:e centro do reticulado ox(Ox) é dada por ó(ox(Ox)) Dr Bo 1284 /d

Quando d = 2, temos
9

198.22

Exemplo 4.3.1 Sejam K = Q(9),90 = 4/2, Ox = Z[%/2] o anel dos inteiros algébricos de
K e Xº —2 o polinômio irredutível de 4/2 de O sobre Q. Consideremos o ideal TZ CCZ. O
polinômio Xº* — 2 fatora­se como:

Xº*­2=(X+2)(X+5)(X?º +4)(mod TZ[X]).

Pelo Lema de Kummer temos que, TOK = p1pap3, tal que p, = (7,0 +2), pa = (7,0+5) e

p3 = (5,09º +4), sendo esses os ideais primos acima de 7%, cujo os graus residuais são 1 para
Pp1,P2 e 2 para paz e as normas são 71,7 e 7º, respectivamente. Além disso, Dx = 256 ­ 2º.

Desta forma para calceularmos a densidade de centro do ideal primo ox(p1), precisamos

apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado à E Ox, temos que a = ag + an 0 +
a20º + az0? e como p, esta acima de 7% e 0 = —2(mod p1), então a E p; se, e somente se,
ao— 201 —­3daz—­a3 E€ 7TL = pNZ. Dai nosso próximo passo é minimizar a forma quadrática.

1

lox(o)|º = 31206 + 2019? + 5a30º + 5a30º + (2ao + a20º)º + (2a10 + as0º)º),
para valores de ao,a1,02,a3 E Z que satisfazem a condição ao — 2a, — 3a — az E TZ.

Analisando todas as possibilidades, temos que a forma quadrática Jox(a)|? assume o menor
valor quando ao = 0,a7 = 2,02 = 1, a3g =O, e este valor é 106º + 301, logo

77
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4

2 4 2 106 +38VIDA S(ox(p)))) = —— 2: 0,0801. a
64: (2­7

Sejam d < O um inteiro livre de quadrados, 6 = Yd, K = Q(0) e Ox o anel dos in­

p=

teiros algébricos de K. O polinômio irredutível de 0 é irr(0,Q) = Xº — d e sua raízes são

0, —10, —0,10. Sejam, 01,02,03,04 as imersões de K em CC, tal que 01 é a inclusão, 02(0) =

—O, 03(0) = 10, 04(0) = —1i0. Dado à = ag+a10+a20?º +a30?, comot= 2, temos que o homo­
morfismo canônico ox de K em Rº é dado por ox(a) = (Roa1(a),Sa1(a), Ro2(a), So2(a)),
e portanto,

lax(a)|? = 01(a)ai(a) + 02(a)a2(a) = 21(ag — a20º) + (ai + azi6*)6º).

Esta forma quadrática é minimizada em ao = 1, a17 = a2 = az = O, assumindo o valor

3. Desta forma, p = 2. Dado que Dx = EN(f'(9)) = +256dº, temos que a densidade
2 PB) à

= Assim,
Dk  V2568 16d

S(ox(Ox)) = = 2: 0,0625,

de centro do reticulado ox(Ox) é ó(ox(Ox)) =
quando d = —1, temos que

e quando d = —2, temos que
1

(ox(Ox)) = TEENÇÃA 0,0221.
Exemplo 4.3.2 Sejam K = Q(0),d = 4/—1, Ox = Z[4/­1] o anel dos inteiros algébricos
de Ke Xº*+1 o polinômio irredutível de O sobre Q. Consideremos o ideal 2% CCZ. O

polinômio Xº* +1 fatora­se como:

X*+1=(X+1)º(mod 2Z[X]),

e pelo Lema de Kummer temos que, 2Ox = pº, tal que, p = (2,96 +1), sendo esse o único
ideal primo acima de 2%, cujo o grau residual é igual a 1 e a norma é 2. Além disso,

t=2eDkK=­— 256. Desta forma, para caleularmos a densidade de centro do ideal primo

oK(p), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado a E Ox, temos que

a = aq+a10+a20?º +a30º, e como p esta acima de 27 e 0 = —l(mod p,), então a E p se, e
somente se, aq — a; +az­azg E2Z=pNL. Daí nosso próximo passo é minimizar a forma

quadrática
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lax(a)|? = 2((af — a30º) + (ai + a310*)0º),

para valores de av, a1,0a2,a3 E Z£ que satisfazem a condição aa, +az­—­a3z E2Z. Analisando

assume o menor valor quando
JV1­ 8
— ó(ox(p))) =

todas as possibilidades, temos que a forma quadrática |aox(o)|?

ao = 1,07 = —l,ag = a27 = O, e este valor é igual a 1 — 0º. Logo, p =

92 (VP)ES) 2 0,0383125. |

4.4 Reticulados nas Quínticas

Nesta seção faremos o estudo de casos particulares de quínticas, com o objetivo de obter reti­

culados de posto 5 no R*. Deste modo nosso objetivo era a determinação do anel dos inteiros

algébricos de K = Q(V/d), com d livre de quadrados. Contudo, enfrentamos dificuldades
na obtenção do mesmo, uma vez que envolve inúmeros cálculos. Porém determinamos o

discriminante de K, a forma quadrática associada e a descrição dos reticulados obtidos em

R>, via o homomorfismo canônico, a partir do ideais ordinários de Ox.

Seja d um inteiro livre de quadrados, 9 = Yd, K = Q(09) e Ox o anel dos inteiros
algébricos de K. Visto que Ox é um subconjunto de K então, dado a E Ox existem

ao, 41,02, 03,04 E Q tais que a = ao + a10 + a20º + a30º + a10%. O polinômio irredutível de

0 é irr(0,Q) = X* — d e suas raízes são 0,0€6,0€º, 063,06 e o polinômio irredutível de € é
irr(6,Q) = X + XP +X?+X+1. Sejam 01,02,03, 04,05 0s monomorfismos de K em

tais que 0,7 é a inclusão, 02(0) = 08, 03(90) = 08º, 01(0) = 0€Éº e o5(0) = OE.
Dado a E K, se denotarmos a; = 0;(a), para à = 1,2,3,4,5, temos que o polinômio

característico de a é dado por

fa(X) =(X — an)(X — a2)(X — as)(X — ea)(X — as)
= X* — (7 +a&+ag+a+as)Xº+(ma + aas+t+aa +anas+ aa
+azas + a2as + 0304 + 0305 + 0405)X? — (a1a2as + maga, + asas
+a1aza4s + a1agzgas + a1a4as + gaga, + azazas + a2aas + azaças))X?º

+H(m1aazZga, + Mm azazgas + AaAZA4as + ALAZAÇOS + aAzZA30405) X
—(aazazaias).
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Fazendo os cálculos e as respectivas substituições, obtemos que

e nn tat+taz+ta +as=5ao,

—1n2aa + az + ama, + amas + a2a3 + 204 + 205 + 304 + 0305 + aos = 1009 —

5d(a1as + a2a3)

a1a2za3 + aaa, + aagas + A AaZaAL, +Aazgas + ALA4as + AgaAZas + Agazgas + AZAÇAs +

azaços = 10a3 + 10dº (ada, + azaã) + 10d(ataz + a103) — l15d(aça2zas + agaaa),

a aA2azZas +Aa,azazas+ a azaça&s+ aazgaças+azazgaios = 5ad+10d(açataz+agçaad)—
25d(3aga1as + aja2 + Sagazas) + 100º (apaga, + agazad) — 5dº (a1a3 + aazaza, + adas) +

2720? Br.5dºasa3z — 5dºazaj,

aazazaças = d(ai+5agaa3 +5agataz—­ Sapata.—Sadazaz—Sabara.) +dº(as+5altazad+
Saladas + 5Saçata? + Sagada? + Sagazai + 5agatas — Saçadaa — Saga ais — 5aça1azazas,) +

5 2,2 217.12 3 3 3 3 45dº(as + 5ajajas + Sazazaà — Sarazaod — 5ajadas — Sazada, — Saçagad) + dias.
Portanto,

fa(X) =X*— 5a9Xº* + (100 — 5d(a1a4a + azasz))X? — (1008 + 10d?ada, + 10d? aza?
+10daztas + 10da;a3s — 15daçazaz — l15daçaças)X? + (Sai + 10daçatas
+10daçaaà — 5d3agaa, — 5dadlaz — 15dagazas + 10d? açada, + 10d? açaza?
—5dºaaài — 5dºaazaza, — 5d?ada, + 5d?adaàl — 5dPazad)X — (das + 5dada,a?
+5dagatas — 5daçaja, — 5dadaza3s — 5dadaa, + das + 5dºatazas + 5dPºatada,
+5dºaçata? + Sd?açagaà + 5d?adazal + 5Sd?adada, — Sd?açada, — 5d?açaça?
—5d*açaazaza, + dias + 5dDPajagas + 5dPadazas — 5dParazad — 5dParadas
—5dºazada, — 5dºaçazai + dia).

Assim, segue da definição de elemento inteiro que a E Og se, e somente se,
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3ao E DL

10aê — 5da1as — 5dazaz E DE

1003 + 10d02a2a, + 10d? a2a? + 10da?a3z + 10da,a? — 15daçazas — l15dagaas E Eo 3 4 1 2

Sai + 10daça?az + 10daça,a?— 5d3adaa, — 5dada,— 15dagazas + 10d?açada.+
+10d?açazaà — 5dºa,aid — 5dºa, 020304 — 5d?adas + 5dºadal — 58Pazai Ee %Z

das + d5aga,a? + 5dadatas — 5daçada, — 5dadazas — 5dadaza, + das + 5d?azazaàd+

—5dPaçazal +diai E RL

Proposição 4.4.1 Com as notações anteriores, temos que 0OxK NZ = dZ.

Demonstração: Se d E Z e d E 0Ox, então d € OK NZ, e portanto dZ C 00x N Z. Por

outro lado, seja 07 E 9Ox N Z. Ássim existe n E Z, tal que 07 = n. Aplicando a norma,

temos que NV(97) = 0ºN(4) = dN(7) = nº, o que implica que d divide nº, mas como d é
livre de quadrados, segue que, d divide n. Logo 07 E dZ, e portanto, 0Ox = dZ. ” |

Além disso, temos

Tre/2(07) =01(07) + 02(07) + 03(07) + 014(07) + 05(07)
= 901(7) + 96o2(7) + 08?0s(7) + A6º0a(7) + 06º 05(7)
= 9(0n1(7) + Eo2(7) + Sos(9) + Poa(1) + Sos(7)) = du,

e visto que o traço de um elemento inteiro algébrico é sempre um número inteiro, temos que

dw = m, com m E Z. Assim, Ww = 7 E K. Por outro lado, temos que
Tre/0(09) = Tre/0(000 + a19º + a20º +az39º + ab”) =5a1dEZ,
Tre/0(00º) = Tre/0(a00? + a10º + a20º + a30º + ad) =5a3deZ,(

Trk/Q(00º) = Trke/Q(000º + a19º + a20º + a30º + a) =5ad€E7Z,
(Tre/0(00*) = Tre/0(a00º + a70º + a20º + a30 +asbº)=50dEZ,
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b b b b. b
e como Sao, 5a1,50A2,9a3,9A4 E %, segue que à = — + o + 2 + O + .5 5 5b; E Z, i=0,1,2,3,4. Daí pelo algorítimo da divisão, temos que

— E Ox, com

r Tr ra = co+c0+ co + c++?5 + TO + O ++,
com c; E Z er; E [0,+1,+2), para 1 = 0,1,2,3,4. Sendo assim, temos que a é inteiro

algébrico se, e somente se, " + o + O + 2 + O também for um inteiro algébrico.
Assim, concluímos que a € On se, e somente se,

(

ro E D

2 1 1

zo — sdrara — 2 2rars E Zz
2 2 2 22570 + 252 Ta”4 +7525ºrari +>zagdrira +>zEUR UE a 3

—drorira — —drorar3 E Zz
25 25

1 2 1

ago + ag trorira + — dPrari—
125

2

ag trorira + 5º*rorará + ag 2 rorara +
ogúronra ag trorara — nsrar4 = nsrirorara E &D

1 1
d 5 Er Er53125 71 PT 3795º Ta T g795º Mat

+Foggd Tirarara + 6ego mon +
Stº

4531550 Ta TP dos
o
625 625 625

—d?rorir3 — ——dºrorirarara — ——dPrirari —
625 625

——droragri E E

3 2 3—d rirara— — drorira— —— drô rara —
3.3d'rar3ra625

Sejam d um inteiro livre de quadrados, 0 = Vd,K = Q(9) e Ox o anel dos inteiros
algébicos de K. Dado a E K, a = ao + a10 + a20º + as0? + a10º, suponhamos que o número

de homorfismos imaginários seja t = 1, então o homomorfismo canônico ox de K em R; é

dada por
ox(a) = (01, a2, 03, Roaa(a), Saa(a)),

e portanto, temos a seguinte forma quadrática

AAA

17 18



= o? + a + a3 + 04(a)aa(a) = apa (20 + OE? + 20€ + 30€?)
+Haga1 (20º + PE + 20?ºE? + 30º6º) + agas(20? + 06º + 20ºE? + 30E)
+agas(20º + 99€º + 20ºE? + 30ºE) + araz(20º + 360º6 + PE 4 20€)
+aza3(20º + 30º + OE +20) + azas(66º + 06 + 0º6) + azaz(60
+05E2 + 056) + azasa(206 + 306€ + 0ºE + 206?) + agzas(207 + 307E
+07E + 207E) + at(02E + 02Eº +20?) + as(04€t + 20º + 9º)
+a3(98E? + 06€ + 206) + a3(08€ + 20º + 0ºE).

Esta forma quadrática é minimizada em ao = 1,07 = a; = a3 = a, = O, e assumindo

o valor 4. Logo, p = vº = 1. Visto que Dk = HN(/'(9)) = 3125 ­ di, então a densidade
2 (É)
BI5­:A  25/5­08centro do reticulado ox(Ox) é dada por ó(ox(Ox)) = Assim,

quando d = 2, temos que ó(ox(Onx)) = —— ns 0,0089,50y5
225/5

Agora, se supormos que o número de homorfismos imaginários seja t = 2, então o homo­

quando d = 3, temos que ó(ox(Ox)) = s 0,0039.

morfismo canônico de ox de K em R* é dada por

ox (a) = (a, Ro2(a), Sa2(a), Ras(a), So3(0)),

e portanto, temos a seguinte forma quadrática

lax(a)|? = a + 02(a)a(a) + 03(a)as(a)
= 3aê + 3a? + 3a? + 3as + 3ai + 2aça(0 + 2aça20? + 2açazo? + 2açaço?
+20a1020? + 2a,a30º + 2a,0a4d + 2azazd + 2aza0d + 2azaçdºd = 3aô + 3a?

+3a3 + 3a3 + 3a? + 2aça,0 + 2aça20? + 2agasO? + 2açasoº + 2a,a20?

Esta forma quadrática é minimizada em ao = 1,a7 = a; = a3 = a, = 0, e assume o valor
33. Ássim p = > Visto que Dx = EHN(f'(9)) = 3125 ­ di, então a densidade de centro do

reticulado ox(Onx) é dada por
3a (Ê) 2 3B SS

V3125­dt  100)/5­d2º 10015­082"ó(ox(Ox)) =

e quando d = 2, temos que ó(ox(Ox)) = DR a 0,0058.
83

ES
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



Bibliografia

[1] Conway, J.H. and Sloane, N.J.A. Sphere Packings, Lattices and Groups. Springer, New
York, 1999.

[2] Endler, O. Teoria dos Números Algébricos. IMPA, Rio de Janeiro 1986.

[3] Flores, A.L. Reticulados em Corpos Abelianos. Dissertação de Doutorado,

FEEC/UNICAMP, 2000.

[4] Herstein, I.N., Tópicos de Álgebra. Editora Polígono S.A.1970.

[5] Samuel, P. Algebraic Theory of Numbers. Hermana, Paris, 1967.

[6] Silva, C. V. Reticulados de Posto 4 em Corpos de Números. Dissertação de Mestrado,

IBILCE ­ UNESP, São José do Rio Preto, 2001.

[7] Stewart, I., Tall, D. Algebric Number Theory. Chapman & Hall, New York,1987.

[8] Vicente, J. P. G. Reticulados de Posto 3 em Corpos de Números. Dissertação de Mestrado,

IBILCE ­ UNESP, São José do Rio Preto, 2000.

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 7 unesp ”“. 12 13 14 15 16 17 18



cm1 5 6 7

Ah
AVAVAY

unesp”* 12 13 14

H

15 16 17 18


