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Resumo

O principal objetivo do presente trabalho é o estudo de reticulados no R via o homo-
morfismo de Minkoswki. Deste modo, dado um ideal a do anel dos inteiros algébricos de um
corpo numérico, tem-se que a imagem deste ideal via o homomorfismo de Minkowski é um
reticulado no R". Como casos particulares estudamos os reticulados obtidos das extensoes

Q(V/d), n =2,3,4,5, com d um inteiro livre de quadrados.

Palavras-chave: reticulados, densidade de empacotamento, densidade de centro e empaco-

tamento esférico.
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Abstract

The main goal of this work is the study of lattices in R through the Minkowski ho-
momorphism. We stablished that the image of an ideal a of the algebraic integer ring of a
number field by the Minkowski homomorphism is a lattice in R". As a particular case we
study the lattices obtained from the extensions Q(V/d), n = 2,3,4,5, where d is an integer

free of square power.

Keywords: lattices, density of packing, density of center and sphere packing.
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Introducao

Empacotamento esférico é a disposicao de esferas de mesmo raio no espaco euclidiano
n-dimensional de tal modo que a interseccao de duas delas tenha no maximo um ponto.
O objetivo do empacotamento é encontrar um arranjo de esferas idénticas de tal forma que
a fragao do espago coberto por essas esferas seja o maior possivel.

A forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior parte do espaco, tem sido um
desafio e merece a citagao de Hilbert em 1900 com o 182 Problema de uma lista de desafios que
ocuparam destaque no desenvolvimento da ciéncia. Assim, muitas teorias evoluiram tendo
o 182 Problema de Hilbert com ponto de partida, descrevendo varios modelos matematicos
com a finalidade de obter empacotamento esférico com alta densidade, onde foram obtidas
algumas cotas.

Ao estudar a densidade de empacotamento, um dos principais problemas é a obtengéao de
reticulados com alta densidade e que sejam ao mesmo tempo manipulaveis. Os empacota-
mentos esféricos, tal que o conjunto de centros das esferas constituem um subgrupo discreto
do espaco euclidiano despertaram interesse e passaram a ser chamados de empacotamentos
reticulados, onde a teoria de Z-mddulos passou a ser muito utilizada no sentido de obter
melhores reticulados e que em grande parte das dimensdes os empacotamentos esféricos mais
densos sao os empacotamentos reticulados.

Em 1948 com a publicagao do artigo de Shannon, onde ficou estabelecida uma estreita
relagao entre codigos com alto desempenho e empacotamentos reticulados densos, o interesse
pelo 182 Problema de Hilbert aumentou consideravelmente, com o surgimento de varias
familias de reticulados, cada uma destas se propondo a dar a melhor contribui¢ao no que diz
respeito a densidade de empacotamento.

Dentre tais modelos destaca-se o descrito por Minkowski, no final do século XIX / inicio

viii
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do século XX. Nesta época Minkowski estava interessado em provar a finitude do Grupo de
Classes, quando desenvolvia a sua teoria de Corpos de Classes.

Tal modelo consiste de um corpo de nimeros K de grau n e o seu anel de inteiros algébricos
Ok, de onde obtém-se um homomorfismo de I em R", com o auxilio dos n monomorfismos
de K em C, de modo que a imagem de um ideal ordinario nao nulo de Ok é um reticulado
de posto n em R™".

O célculo da densidade de centro de tal reticulado é feito a partir do discriminante do
corpo, da norma do ideal e da minimizagao de uma forma quadratica com entradas inteiras
originada da funcao trago. Como podemos ver, o problema de empacotamento reticulado,
via o modelo de Minkowski, encontrou na Teoria Algébrica dos Niimeros ferramentas que
viabilizaram o efetivo calculo da densidade de centro.

Desta maneira o presente trabalho tem por objetivo estudar os reticulados no R™ obti-
dos via o método de Minkowski (homomorfismo canonico), enfocando os seus principais
parametros tais como regiao fundamental, empacotamento esférico, densidade de empacota-
mento e densidade de centro. Para tanto o trabalho se divide da seguinte maneira.

No Capitulo 1 recordamos em linhas gerais os conceitos basicos da algebra abstrata.

No Capitulo 2, fazendo uso das referéncias [2], [4] e [6], apresentamos um estudo completo
sobre teoria algébrica dos numeros, onde vemos elementos inteiros sobre um anel, elementos
algébricos sobre um corpo e extensoes algébricas, norma e trago de elementos, discriminante,
corpos ciclotomicos, anéis Noetherianos, Anéis de Dedekind, norma de ideal e sua fatoracao
em uma extensao.

No Capitilo 3 fazemos o estudo de reticulados no R" enfocando os seus principais
parametros tais como regiao fundamental, empacotamento esférico, densidade de empaco-
tamento e densidade de centro. Além disso, apresentamos varios reticulados construtivos
com o intuito de ressaltar a existéncia de reticulados que nao sao obtidos via 0 método de
Minkowski e entao veremos o homomorfismo canénico de um corpo de niimeros, e a partir
dele obteremos reticulados no R™ via o anel dos inteiros do corpo de niimeros, onde determi-

namos os volumes dos reticulados obtidos via o homomorfismo canénico, tendo como base

as referéncias [1], [2] e [4].

No Capitulo 4 daremos aplicagoes da teoria apresentada nos capitulos anteriores, mais
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precisamente, calculamos a densidade de centro de alguns reticulados obtidos via o homo-
morfismo canénico. Nosso maior desafio no cdlculo efetivo da densidade de centro é mini-
mizar uma forma quadratica, caracterizada em funcao do trago relativo. No caso dos corpos
quadraticos caracterizamos a forma quadratica e calculamos a densidade de centro da reali-
zacao geométrica do anel dos inteiros algébricos e de ideais principais. No estudo das cibicas
(7], quarticas [5] e quinticas, restringimo-nos & aquelas da forma Q(v/d), Q(v/d) e Q(v/d),
com d um inteiro livre de quadrados. Sob tais condig¢ées caracterizamos o anel dos inteiros
algébricos e sua forma quadratica. O valor minimo da forma quadratica é obtido atribuindo

valores inteiros as variaveis e comparando os resultados. No caso de um ideal do anel dos

inteiros algébricos de Q(v/d), Q(v/d) e Q(v/d) a forma quadratica é minimizada com valores

inteiros e ainda satisfazendo condigoes que caracterizam os elementos do ideal. O Lema de
Kummer 2.9.3 é de fundamental importancia neste contexto. Com este resultado podemos

descrever os geradores de ideais primos e obter o grau residual e o indice de ramificagao.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo faremos uma revisao de dlgebra abstrata necessaria para o entendimento do

restante do nosso trabalho.

1.1 Algebra abstrata

Iniciaremos esta secao relembrando alguns conceitos basicos de dlgebra, e a seguir daremos
resultados de grande importancia para a compreensao do préximo capitulo sobre teoria
algébrica dos numeros.

Um anel (A, +,.) é um conjunto A munido de duas operagdes binarias + e ., as quais
chamamos adi¢ao e multiplicacdo, tal que A com a adi¢ao é um grupo abeliano, a multipli-
cagao é associativa e satisfaz a lei distributiva da multiplicagao em relacao a adicao. Como
exemplos de anéis podemos citar o conjunto dos nimeros inteiros sob adi¢do e multipli-
cagao, o conjunto Z, = {0,1,...,n — 1} sob as operac¢des de soma e produto médulo n, os
polinémios da forma ag + a1 X + a2 X% + ... 4+ a,X™ na indeterminada X e a’s coeficientes
inteiros. Dado N C A nao vazio, dizemos que N é um subanel de um anel A se N também
for um anel com as operagoes de adigao e multiplicagao herdadas de A. Um anel comuta-
tivo com unidade é um anel cuja a multiplicacao é comutativa e existe o elemento neutro
da multiplicacdo chamado de unidade do anel. Ao longo de nosso trabalho, um anel serd
sempre comutativo com unidade. Um elemento nao nulo a de A é denominado divisor de

zero se existe um elemento nao nulo b em A tal que a.b = 0 ou b.a = 0. Se A for um anel
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A for um anel com unidade, um elemento a de A é denominado invertivel em A se existir
a~! em A tal que a.a™! = a”'.a = 1. O conjunto dos elementos invertiveis de A é um grupo
multiplicativo que sera denotado por A*. Um anel A, comutativo com unidade, que satisfaz
a lei do anulamento do produto, ou seja, se ab = 0 com a,b € A, entao a = 0 ou b = 0,
recebe o nome de anel de integridade, também chamado de dominio.

Seja A um anel comutativo e seja a # () um subconjunto de A. Dizemos que a é um ideal
em A se, e somentese,Vz,y€a=>zr—y€a,eVa,z,talquea € Aex € a= az € a.
Os conjuntos {0} e A sao ideais de A, chamados ideais triviais de A, e os ideais nao triviais
de A sao chamados ideais proprios de A. O ideal (a;,az,...,a,) = {z1a1 + 2202+ .. .+ Tpay, |
z. s € A} de A é chamado ideal gerado por a,,as,...,a,. Um ideal gerado por um sé
elemento a € A recebe o nome de ideal principal gerado por a. Neste caso, além da
notagao (a), também é comum usarmos a notaciao aA. Se todos os ideais de um anel sao
principais, entao este anel é chamado de anel principal. Por exemplo, se a é um ideal em
7., entao existe n € Z de tal modo que a = nZ, ou seja, Z é um anel principal. Dado p um
ideal em um anel A, dizemos que p é um ideal primo se p # A e se é satisfeita a seguinte
sentenca: (Va,b€ A)(a.b€ p= a € poube€p). Unideal m em um anel A é dito um
ideal maximal se m # A, e satisfaz a seguinte propriedade: m é o elemento maximal em
relagao a inclusao, no conjunto dos ideais em A que sao diferentes de A, ou seja, se existir um
ideal a do anel A tal quem Ca C A = m = aou a = A. Por exemplo, se considerarmos
A =7 e p um nimero primo de Z, temos que < p > é um ideal primo e também é um ideal
maximal. Dado A um anel comutativo com unidade, temos que todo ideal maximal em A é
primo e se A for um dominio principal e p # 0 for um ideal primo, segue que, p é maximal.

Sejam A um anel, a e b ideais de A. Definimos a soma dos ideais a e b como a+ b =

{z+y; v € aey e b}, que também é um ideal de A. Também definimos o produto de a

ideais a e b sao comaximais se a + b = A.

e b como ab = Z;r‘-y,-; T, €Eaey; € b}, que também é um ideal de A. Dizemos que os

Um anel A, comutativo com unidade, recebe o nome de corpo se todo elemento nao nulo
de A admite simétrico multiplicativo, ou seja, todo elemento nao nulo de A é invertivel, e
denotaremos esse corpo por K. Se K é corpo, entao temos que {0} é um ideal maximal em

K e os tnicos ideais de K sao os triviais. Um subconjunto I. C KK é um subcorpo de K se
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L também for um corpo com as operagoes de soma e produto herdadas de K. Neste caso,
dizemos que K é uma extensao de L.

Sendo A[X] o conjunto de todos os polindmios na variavel X, sobre um anel A, temos que
A[X] é um anel com as operagoes de adigao e multiplicagao de polindmios, chamado anel
de polinémios. Se A for um dominio, entao A[X] também serd, se K for corpo, entao todo

ideal em IK[X] serd principal, ou seja, IK[X] é principal.

coma, b€ Aeb;é{]}.

Dado um dominio A, o seu corpo de fragoes é o conjunto K = { %,

Sejam A um anel comutativo e a C A um ideal. Dado = € A, o conjunto z + a =
{z+y; y € a} é chamado de classe lateral de a. Definindo a soma (z+a)+(y+a) = (z+y)+a
e o produto (z + a)(y + a) = zy + a, para todo z,y € A, temos que o conjunto de todas as
classes laterais de a é um anel, chamado de anel quociente e denotado por A/a.

Temos que p é um ideal primo de um anel A se, e somente se, o anel quociente A/p é
um dominio, e que m é um ideal maximal de A se, e somente se, o anel quociente A/m é um
corpo. Se A e B sao anéis, dizemos que uma aplicagao f : A — B é um homomorfismo
de anéis se, V z,y € A tem-se, f(z +y) = f(x) + f(y) e f(zy) = f(z2)f(y). Se, além disso,
f for bijetora, a aplicagdo f é denominada de isomorfismo, e usamos a seguinte notagao,
A~ B, ese A= B temos que a aplicagao f ¢ um automorfismo.

Segue da defini¢ao de homomorfismo de anéis que f(—a) = —f(a), f(04) = 0p e que
f(na) =nf(a), Vae AeVn € Z,onde 04 é o zero de A e 0p é o zero de B. O nicleo da
aplicacao f é definido por Ker(f) = {z € A| f(z) = 0}, e a imagem da aplicagao f por
Im(f)={f(z) |z € A}. Temos que o Ker(f) é um ideal de A, e que a Im(f) é um subanel
de B.

Teorema 1.1.1 (Teorema do Isomorfismo para Anéis) Sejam A, B anéis e seja

A
7 s -

Proposicao 1.1.1 Sejam A um anel, a e b ideais de A tais que a+b = A. Entdo, aNb = ab
A A

e 0 homomorfismo canonico ¢ : A = — X ry induz o isomorfismo 0 : s - — X =
a a a

Demonstracao: Temos que ab C a e ab C b, e portanto, ab C an b. Agora, se x € an b,

f: A—> B um homomorfismo de anéis. Entdo,

como por hipdtese a+b = A, entao existem elementos a € a, b € b tal que 1 = a+b. Assim,

x = ax + bx é a soma de dois elementos de ab, logo = € ab, e portanto, aN b = ab. Para o
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A A :
isomorfismo consideremos ¢ : A — ’ X B definido por ¢(a) = (a + a,a + b), com a € A.

Assim,

e Ker(p) = anb. De fato, € Ker(p) <= ¢(z) = (0, ﬁ) <~ (z+a,z+b) =
(0,0)<>z+a=0ez+b=0<>zr€aezeEb<>z€ant.

e ¢ é sobrejetora. De fato, tomando (y+a,z+b) € & X r temos que encontrar z € A
tal que (y+a,24+b)=(z+a,z+b) =p(z). Comoa+ b= A, temos que 1 = a + b,
coma € ae b€ b. Tomando z = az + by, como b = 1(mod a) = = = y(mod a) e a =
1(mod b) = = = z(mod b), segue que, c+a=y+aez+b=2z+b.

A anb=ap A A
'-%:»b—: X —. d

A A
Portanto, pelo Teorema 1.1.1 temos, ~— X —
a b ab b

anb
Proposigao 1.1.2 Sejam A um anel e (a;)1<i<, um conjunto finito de ideais de A, tais que
a; +a; = A para 1 # j. Entdo existe um isomorfismo canénico de Aja;---a, em HA/a,;.
Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre r. Da Proposi¢ao 1.1.1, o‘.?ésultado
segue para r = 2. Agora supomos que o resultado é verdadeiro para todo k < r. Fazendo
b=a;---a,, temos que a; + b = A uma vez que a; + q; =rA, para ¢ > 2. Assim, existem
elementos ¢; € a; e a; € a; tal que ¢; + a; = 1. Logo, 1 = H(c,— + a;) = ¢+ az -+ a,, onde
¢ é a soma dos termos que contém no minimo um ¢; como‘-?z:tor‘ Portanto, ¢ € a;. Como
az---a, € b, segue que, a; + b = A. Pela Proposi¢ao 1.1.1, segue que A/a;b é isomorfo
a A/a; x A/b, e usando a hipétese de indugao temos que A/b = A/a,---a, é isomorfo a
Alaz x ...x A/a,. Portanto, A/a, - - a, é isomorfo a HA/a,'. d
A seguir veremos o conceito de mddulos, enfocalldci:sleus principais resultados que serao

de grande utilidade para o bom desempenho do prosseguimento do nosso trabalho.

Definigao 1.1.1 Seja A um anel. Um mddulo sobre A, ou um A-mddulo é um grupo
abeliano aditivo M junto com a fungdo pn : A X M — M, denotada por u(a,m) = am, com
a € Aemé€ M, que satisfaz as sequintes condigoes:

M1) p € bi-linear, isto €, YVa,B € A eV m, n € M, tem-se que

ula+ pB,m) = pla,m) + p(B,m) e p(a,m +n) = p(a,m) + p(a,n),

M?2) pl(a,pu(B,m)] = u(aB,m), Va,p € AeVme M.

M3) p(l,m)=m, Vm e M.
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A funcao p definida acima é chamada de multiplicagao escalar do médulo M. Para cada
a € Aecadam € M, o elemento u(a,m) = am de M é chamado de produto por escalar
de m por a.

Como exemplos de médulos temos os espagos vetoriais, os anéis sobre si mesmos, os
grupos abelianos (como Z-maddulo).

Sejam A um anel e M um A-médulo. Um subconjunto N # () de M é um submédulo
de M se N é um subgrupo do grupo abeliano aditivo M e conserva a multiplicagao escalar
de M, istoé,ar € N, Vze NeV a € A.

Se um A-moddulo M possui um numero finito de geradores, dizemos que M é finitamente
gerado ou do tipo finito. Se um A-médulo M possui uma base dizemos que M é um A-
modulo livre, e o nimero de geradores da base é chamado de posto de M. Observamos que

nem todo A-moédulo possui uma base.

Lema 1.1.1 Se T € um conjunto parcialmente ordenado, entdo as seguintes condigées sdo
equivalentes:
(a) Todo subconjunto ndio vazio de T contém um elemento mazimal.

(b) Toda seqiiéncia crescente (t,)n> o de elementos de T € estaciondria.

Demonstragao: Para provarmos (a) = (b), seja {, um elemento maximal da seqiiéncia
crescente (¢,). Entao para n > ¢ temos que t, = {,, ou seja, (t,) é estacionaria. Agora
mostremos que (b) = (a). Suponhamos que exista um subconjunto S de T que nao possui
um elemento maximal. Entao para cada ¢ € S, o conjunto dos elementos de S que sao
maiores do que z é um conjunto ndo vazio. Pelo axioma da escolha existe uma aplicacao

f: S — S tal que f(z) > « para todo € S. Como S nao é vazio, podemos escolher

to € S e definir por recorréncia a sequiéncia (f,),> o, onde t,4; = f(t,). Essa sequéncia é

estritamente crescente, logo nao é estacionaria, o que contradiz (b), portanto o conjunto S é

vazio. d

Teorema 1.1.2 Se A € um anel ¢ M um A-méodulo, entao as seguintes sentengas sao equi-
valentes.
(a) Toda familia ndo vazia de submddulos de M tem um elemento maximal, considerando

a relagao de inclusao.
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(b) Toda seqiiéncia crescente (M, )nen de submodulos de M € estaciondria, considerando
a relagao de inclusao.

(¢) Todo submodulo de M € finitamente gerado.
Demonstragdao: Mostremos que (a) = (¢). Sejam N um submddulo de M e @ o conjunto
de todos os submddulos finitamente gerados de N. Temos que ® é nao vazio pois (0) € .
Agora por (a) temos que ® possui um elemento maximal F. Para € N, temos que F' + Ax
é um submodulo finitamente gerado de N, e assim F' + Az = F, pois FF4+ Ax D FeF
¢ maximal. Portanto, x € F, o que prova que N C F. Logo N = F, e portanto N é

finitamente gerado. Provemos agora que (c) = (b). Para isto seja (M, ),> o uma seqiiéncia

crescente de submoédulos de M. Temos que £ = U M,, é um submddulo de M, e por (c)

n> 0
temos que E possui um ndmero finito de geradores {z;,---,z,}. Como {zy,---,2,} C E,

para todo i existe um indice n(i) tal que x; € M,(;). Seja ng o maior dos n(z)'s. Como (M,)
é crescente, entdao x; € M,, para todo i, e assim £ C M, e portanto £ = M,,, para n > no.
Portanto, a seqiiéncia (M,,) é estacionaria para n > ny. A equivaléncia de (a) e (b) segue do

Lema 1.1.1. d

Corolario 1.1.1 Em um anel principal A, toda familia nao vazia de ideais possui um ele-
mento maximal.

Demonstragao: Considerando A como um mddulo sobre si mesmo, seus submoddulos sao
seus ideais, e como todos os ideais sao principais estes sao A-modulos gerados por um ele-
mento, ou seja, sao finitamente gerados. Assim o resultado segue da implicagao (¢) = (a)

do Teorema 1.1.2. <

Teorema 1.1.3 [3] Sejam A um anel principal, M um A-médulo livre de posto n, e M’ um
submodulo de M. Entao:

(a) M' € livre de posto ¢, 0 < ¢ < n.

(b) Se M' # 0, entdo existe uma base {e,...,e,} de M e elementos ndo nulos a,,...,a, €

A tais que {ayey,...,a.e,} € uma base de M’ e tal que a; divide aj4, 1 <1< q—1.

Corolario 1.1.2 Sejam A um anel principal € M um A-mddulo finitamente gerado. Entdo
M € isomorfo a um produto (A/a,) x (A/a,) X ...(A/ay), onde o0s ai's, parat = 1,...,n,

sdo ideais de A tais que a, D a, D ... D ay.
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Capitulo 2

Teoria Algébrica dos Numeros

Neste capitulo faremos o estudo da teoria algébrica dos nimeros, enfocando elementos in-
teiros sobre um anel, norma e trago de elementos e de ideais, discriminante, anéis Noetheri-

anos, anéis de Dedekind, fatoragao de ideais e ramificagao.

2.1 Elementos inteiros sobre um anel

Sejam A um anel e B um subanel de A. Dizemos que um elemento z de A ¢é inteiro sobre B
se x é raiz de um polinémio monico com coeficientes em B, ou seja, existem by, ...,b,_; € B
tal que X™ + b,y X" ' +--- 4+ b, X + by = 0. Essa equagao é chamada de equacido de

dependéncia inteira.

Exemplo 2.1.1 O elemento z = V2+ /3 de R € inteiro sobre Z., pois x € raiz do polinomio
X*1=10X24+1 € Z[X]. O elemento x = /2 de R € inteiro sobre Z,, pois x € raiz do polinémio
X?-2¢€ Z[X]. d

Teorema 2.1.1 Sejam A um anel, B um subanel de A e x € A. Entdo as seguintes
condigoes sao equivalentes:

(a) x € inteiro sobre B.

(b) O anel B(z] € um B-mddulo finitamente gerado.

(¢) Existe um subanel R do anel A tal que R € um B-modulo finitamente gerado contendo

B e o elemento z.

AVA
AVAYEY

il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 15 1e

18



Demonstragao: (a) = (b) Como z é inteiro sobre B, entao existem by,...,b,—; € B tal
que z" + b,y ' 4 - 4+ byz + by = 0. Assim, 2" = —(b,_12""! + - -- + byz + by), ou seja,
..,z ). Vamos mostrar por indugao que z’ € (1,z,...,z"""), para todo j € IN.
Temos que =7 € (1,z,...,2""') para todo j < n. Suponhamos que 27 € (1,z,...,2" ') e
mostremos que z’*' € (1,z,...,2""!). Por hipdtese de indugao, existem ao,...,an-y € A,
talque 27 = ap+ a1z + -+ an_1z" . Assim, 't = iz = (ap+ a1z + -+ a1 z" )xr =
aoT + a1z 4 - - F ap2z"  F ap_12" = aoT + 1%+ -+ an_22" " + a1 (—bp_yz"!
byz + bo) = —an_1bo + (@0 — by)z + -+ + (Gn—z2 — ba—1)z™}, 0u s€ja, 27! € (1, x,...,2"1).
Portanto, 2/ € (l,z,...,z"') para todo j € IN. Agora, como =7 € (l,z,...,2""!) para
todo j € N, segue que Bz] C (l,z,...,2""!). Por outro lado, como (1,z,...,z""') C Blz],
segue que B[z] = (l,z,...,z""), ou seja, B[z] é um B-mddulo gerado por {1,z,...,z""'}.
(b) = (c) Basta tomarmos R = B[z]
(¢) = (a) Seja R = (y1,...,yn) um B-mddulo finitamente gerado, tal que BC Rex € R.

Como z € R e R é subanel de A temos que zy; € R para todo 2, e assim zy; = Z bi;y;,

n
com b;; € B para 1 <1, 7 <n. Assim, zy; — Z bijy; = 0, para i = 1,...,n, é um sistema

i=1

linear homogéneo nas variaveis yi,...,Y,, Ou seja, Z bi;y;(6i;x — bij)y; = 0, sendo &;; = 1
J=1
)
set=jed; =0sei # j. Sejam, C = (§;jz — bij)uxn € Y = : | . Sabendo que

Yn
(adjC) - C = det(C) - I, onde adjC é a matriz adjunta de C e I é a matriz identidade, segue

que, det(C)-Y = 0. Portanto det(C)y; = 0 para todo . Consmiicntcmentc para todo b € R,
temos que b = Z riy; com r; € B. Assim, det(C)b = det(C) Z Pt = Z ri(det(C)y;) =0,

i=1 i=1 =1
e em particular para b =1 € R, temos que det(C) = 0. Assim, dei(C) = 0 é uma equagao

de dependéncia inteira de x, ou seja, z é inteiro sobre B. |

Proposigao 2.1.1 Sejam A um anel, B um subanel de A e z,,...,z, elementos de A tal
que x; € inteiro sobre Blxy,...,x;_], i = 2,...,n. Entdo, Blzy,...,z,] € um B-mddulo

finitamente gerado.
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Demonstragao: A demostragao sera feita por indugao sobre n. Para o caso n = 1 segue do

Teorema 2.1.1. Suponhamos n > 1 e que a afirmagao seja verdadeira para n — 1 elementos.

Seja Blzy,...,x,] = R[z,], onde R = B[zy,...,z,-1]. Por hipdtese de indugdo R é um

B-modulo finitamente gerado, isto é, R = Z By;. Visto que z, é inteiro sobre R temos que

i=1

t
R[z,] é um R-médulo finitamente gerado, isto é, R[z,] = Z Rz;. Entao,

=1
t t 5
Bl @n] = RiEa] = E Rz; = Z (Z Byg) z; = Z By;z;.
j=1 1=1 =1 t,]
Assim, Blzy,...,x,] é gerado por {y;z;}, com 1 <i<s, 1 <j <t Portanto, Blzy,...,z,)

é um B-moédulo finitamente gerado. Lo

Corolario 2.1.1 Sejam A um anel, B um subanel de A, r € y elementos de A inteiros sobre

B. Entdo x + y, * — y e xy sdo inteiros sobre B.

Demonstracao: Pela Proposicao 2.1.1 temos que Bz, y] é um B-médulo finitamente gerado.
Como x+y, x—y e zy pertencem a B[z, y| pela parte (c¢) do Teorema 2.1.1, segue que, z+y,
r — y e ry sao inteiros sobre B. d

Sejam A um anel e B um subanel de A. Denotando por A’ o conjunto dos elementos de
A que sao inteiros sobre B, segue diretamente dos resultados anteriores que A’ é um subanel

de A que contém B.

Definicao 2.1.1 Sejam A um anel ¢ B um subanel de A. O anel A’ é chamado fecho
inteiro de B em A e quando A for um dominio, chamamos de fecho inteiro de A, ao fecho
inteiro de A em seu corpo de fragcoes K. Dizemos que A € inteiro sobre B, se todo elemento

de A € inleiro sobre B.

Exemplo 2.1.2 Temos que o anel de Gauss Z[i] € inteiro sobre o anel Z, pois todo elemento
a+ bi de Z[i] € raiz do polinomio X* — 2aX + (a® + b*) € Z[X], ou seja, todo elemento de

Z1] € inteiro sobre 7. 4

Proposicao 2.1.2 Sejam A um anel, B um subanel de A, e C um subanel de B. Entao, A

€ inteiro sobre B e B € inteiro sobre C se, e somente se, A € inteiro sobre C.
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Demonstragao: Seja z € A. Entao z € inteiro sobre B, ou seja, existem by,...,b,_y € B
tal que 2" + b,_12" ' +--- + bz + by = 0. Tomando D = Clby,...,b._1], segue que z é
inteiro sobre D. Como por hipétese B é inteiro sobre C, temos que os b; sao inteiros sobre C.
Dai pela Proposi¢ao 2.1.1 temos que D[z] = Clby,...,bn—1,z] é um C-médulo finitamente
gerado, e pela parte (c¢) do Teorema 2.1.1, segue que z é inteiro sobre C. Portanto, A é
inteiro sobre C. Agora, suponhamos, que A é inteiro sobre C e seja * € A. Entao existem
€0,C1y.-.,Cn_1 € C tal que o™ + 12" '+ --- + 12 + ¢o = 0. Como C C B, segue que z
€ inteiro sobre B, ou seja, A é inteiro sobre B. Se z € B como B C A, segue que z é inteiro

sobre C, ou seja, B é inteiro sobre C. 4

Proposicao 2.1.3 Sejam A um dominio e B um subanel de A tal que A € inteiro sobre B.

Entao, A € um corpo se, e somente se, B € um corpo.

Demonstragao: Suponhamos que B é um corpo e seja a € A; a # 0. Como a € inteiro sobre
B, pelo Teorema 2.1.1, temos que B[a] é um espago vetorial de dimensao finita sobre B. Seja

a B-transformacgao linear ¢ : Bla] — Bla], definida por ¢(b) = ba, V b € B[a]. Da hipdtese

" de B ser um corpo, segue que B[a] é um dominio, e entdao a B-transformacao é injetiva e

sobrejetora. Logo, existe a’ € Bla], tal que ¢(a') = aa’ = 1. Portanto, a é invertivel em A, ou
seja, A é corpo. Por outro lado, sejab € B—(0). Como B C A, temos que b tem um inverso
b~! € A. Como A é inteiro sobre B, entao b+ a,_1b"' +---4a;b7' +a9 = 0, com a; € B.
Multiplicando essa equagao por b"~! temos que b= 4 a,_; +ap_ob+---+a,b" 24 aoh" ! =0,

e dai b™' = —(an—y + @p-2b+ -+ + a;b""? + apb™!) € B. Portanto, B é corpo. d

Definigao 2.1.2 Um anel A é chamado integralmente fechado quando A € um dominio
e € seu proprio fecho inteiro. Em outras palavras, um anel A € integralmente fechado se todo

elemento do seu corpo de fragées que € inteiro sobre A estd em A.

Exemplo 2.1.3 Seja A um dominio e seja K seu corpo de fragées. Entdo o fecho inteiro
A" de A, isto €, o fecho inteiro de A em K € integralmente fechado. Isso seque do fato de

que o fecho inteiro de A’ € inteiro sobre A’, portanto sobre A. "]

Exemplo 2.1.4 Todo anel fatorial € integralmente fechado. Em particular, todo anel prin-

; g . : a
cipal € integralmente fechado. De fato, sejam A um anel fatorial e x = 3 um elemento do
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corpo de fragées de A inteiro sobre A, com a, b € A e mde{a,b} = 1. Sendo z um elemento
inteiro sobre A, temos que " 4+ ap_ 12" '+ -+ ax+ay =0, coma; € A,i=1,...,n—1.
Multiplicando esta equagdo por b*, obtemos a™ + ap_1a"'b+- - +ayab™' +apb™ = 0. Deste
modo temos, a" = b(—an_1a""! —--- — ayab"% — apb"!), e portanto, b divide a®. Como
mdc{a,b} = 1, seque que a = bk, com k € A € axo+ byo = 1 para algum z¢,yo € A. Assim,
b(kxo + yo) = 1, ou seja, b € invertivel em A. Logo x € A. 7|

Exemplo 2.1.5 O anel 7. € integralmente fechado uma vez que 7, € principal. ld

2.2 Elementos algébricos sobre um corpo e extensoes

algébricas

Sejam A um anel e K um subcorpo de A, ou seja, K é um subanel de A que tem estrutura de
corpo. Dizemos que um elemento z de A é algébrico sobre K, se = é raiz de um polinémio
nao nulo, com coeficientes em K. Se todo elemento de A for algébrico sobre KK, dizemos que
A é algébrico sobre K. Um elemento de A que nao é algébrico sobre K é dito transcendente

sobre K.

Exemplo 2.2.1 O elemento = /3 + /=5 € algébrico sobre Q, pois é raiz do polinémio,
X*+4X? +64 € Q[X]. 4

Segundo a defini¢ao, sendo z um elemento algébrico sobre um corpo K, z satisfaz uma
equacao do tipo, a,z™ + a1z ' + -+ + ayx + ap = 0, com a; € K, a, # 0. Multiplicando

essa equacao por a;,', obtemos uma equagao de dependéncia inteira, 2" +a; '@, 2" '+ - -+

n ?

'a;z + a;'ap = 0, e portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide

a,
com o de elemento inteiro. Uma extensao L de K é dita algébrica se todo elemento de L é
algébrico sobre K.

Dados K C L corpos e a um elemento de L, o conjunto de todas as expressoes polinomiais
em a com coeficientes em I sera denotado por K[a]. A dimensao de L. como espago vetorial

sobre K é chamada grau de L sobre K e denotado por [L : K]. Se [L : K] é finito, entao L é

uma extensao algébrica de grau finito de K, e como sobre um corpo elemento algébrico
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significa inteiro, podemos usar os resultados obtidos anteriormente sobre elementos inteiros
para elementos algébricos. Assim, para K C A e ¢ € A um anel, z é algébrico sobre K se, e
somente se, [K[z] : K] é finito.

Um resultado muito 1til de extensoes algébricas é o de multiplicatividade de graus, ou
seja, sendo KK um corpo, I uma extensao algébrica de I e I uma extensao algébrica de
L, tem-se que I' é uma extensao algébrica de K e [F : K| = [F : L] - [L : K]. Para
vermos isto, basta considerarmos o conjunto, S = {v;u;} onde {vy,...,v,} é base de I sobre
L e {u,...,us} é base de L sobre K e verificar que, além de ser uma base da extensao L
sobre K, sua cardinalidade é [F : L] - [L : K].

Sejam A um anel, K um subcorpo de A e a um elemento de A. Consideremos o seguinte
homomorfismo de anéis, o, : K[X] — A definido por o,(u) = u, V u € K, 0,(X) =
z e estendido por linearidade. Assim, kero, = {f(X) € K[X]; f(a) = 0} e Imo, =
{0.(f(X)); f(X) € K[X]} = {f(a); f(X) € K[X]} = K[a]. Através deste homomorfismo
podemos redefinir elemento algébrico sobre K da seguinte forma: a é algébrico sobre K se
kero, # {0}. Quando a é transcendente sobre K temos K[a] ~ K[X]. Como K[X] é um
anel principal, entao kero, é um ideal principal, gerado por um polinémio f(X) € K[X],
ou seja, kero, = (f(X)). Sendo a transcendente entao f(X) é o polindomio nulo, e se a é
algébrico, entao f(X) é um polinédmio nao nulo e podemos supor neste caso, f(X) monico,
pois I € corpo. Sob tais condi¢ées f(X) é unico e do fato de ser gerador do kero,, f(X)
tem grau minimo dentre os polinémios que se anulam em a, sendo chamado de polinémio

minimal de a sobre K e denotado por irr(a,K) e seu grau é dirr(a,K) = [K(a) : K].

Definicao 2.2.1 Sejam K um corpo ¢ f(X) € K[X] um polinémio ndo constante. Dizemos
que I € o corpo de raizes de f(X) sobre K se, L € o menor corpo tal que K C L e f(X)

se fatora completamente em L.

Exemplo 2.2.2 O corpo L = Q(v/2,£) € o corpo de raizes do polinémio X* —2 € Q[X]
onde £ = *™/3, d

Um corpo K é chamado algebricamente fechado se todo polinémio nao constante
P(X) € K[X] pode ser expresso como um produto de fatores lineares, todos pertencentes a

K[X]. Como exemplo de um corpo algebricamente fechado temos C, o corpo dos mimeros
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complexos. Dados dois corpos I e I’ ambos contendo um corpo K. Todo isomorfismo
¢: L > L' tal que ¢(a) = a,V a € K, é chamado um K-isomorfismo de L. em L', e quando
existir tal isomorfismo dizemos que L e L' sao IK-isomorfos, ou que eles sao conjugados sobre
K. Dadas duas extensoes I e I de K, dizemos que dois elementos * € I e 2’ € I sao
conjugados sobre K se existe um K-isomorfismo ¢ : K(z) — K(z') tal que p(z) = z'. A
existéncia de um isomorfismo ¢ nos garante que z e 2’ sao ambos transcendentes sobre K ou

sao ambos algébricos sobre KX com o mesmo polindmio minimal.

Teorema 2.2.1 [3] Sejam K wm corpo, L. uma extensio de KK de grau n ¢ F um corpo

algebricamente fechado contendo IK. Entao existem n IK-isomorfismos de I. em .

Temos que toda extensao de grau finito é uma extensao algébrica e toda extensao finita
dos racionais, recebe o nome de corpo de nimeros. Chamamos de fecho algébrico de Q,
o conjunto @ de todos os niimeros complexos algébricos sobre Q. Como o corpo dos niimeros
complexos é algebricamente fechado, temos que o fecho algébrico dos racionais é um corpo
algebricamente fechado. Uma extensiao de corpos de grau 2 sobre o corpo Q é chamado de
corpo quadratico.

Dado um corpo de nimeros K, vimos pelo Corolario 2.1.1 que o conjunto formado pelos
elementos inteiros de K formam um anel, o qual denotaremos por Ok e chamaremos de anel

dos inteiros de K.

Proposigao 2.2.1 Todo corpo quadritico € da forma Q(v/d), onde d € um inteiro livre de
quadrados.

Demonstragao: Seja K = Q(z) uma extensao quadratica de Q. Seja F(X) = X? +bX +
¢, b,c € Q o polinbmio minimal de € K. Resolvendo a equacao quadratica 2?4+ bxr+c¢ =0

temos 2z = —b+ /b —4c. Assim, K = Q(z) = Q(v/b? — 4¢). Como b* — 4¢ é um nimero

s s2

y r rs . rs
racional, temos que b —4¢c = — = — € Q, com r,s € Z. Assim, Q(z) = Q( =5
S

Q(Vrs).
Suponhamos que rs = k*d, k,d € Z, com d livre de quadrados. Logo, Q(z) = Q(y/rs)
Q(Vkd) = Q(Vd).

Se d > 0, Q(v/d) é chamado corpo quadratico real e se d < 0, Q(V/d) é chamado

corpo quadratico imaginério. O elemento v/d é raiz do polinémio X2 — d, e tem-se —/d

13

AVA
AVAYEY

il 2 3 4 5 6 7 unespwl 2 43 14 15 1e

18



como seu conjugado em K. Entao existe um automorfismo o de K que leva Vd em —V/d, ou
seja, o(a+ bv/d) = a — b\/d, com a,b € Q.

Seja Ok o anel dos inteiros de um corpo de niimeros K = Q(v/d), com d livre de quadra-
dos. Seja x € Ok. Entao existem ag,...,a,—; € Z, tal que 2" +a,_12" ' +---+a12+ao = 0.
Assim, o(z") + ap_10(z™ 1) + -+ + ay0(z) + ap = 0, ou seja, o(z) € Og. Como Ok é um
anel, segue que = + o(x) e zo(x) pertencem a Ok. Tomando = = a + bvd € K, temos

z+o(z)=a+bVd+a—-b/d=2a€ Qez-0(z) = (a+bV/d)-(a—bVd) = a> —db* € Q.
Como Z é um anel principal e portanto integralmente fechado, temos que 2a € Z e a*—db* €
Z.. Deste modo, como * = a + bv/d é inteiro sobre 7., temos que x é raiz do polinomio

X2 —2aX +a*—db*=0.

Teorema 2.2.2 Seja K = Q(\/(_f) um corpo quadrdtico com d € 7 livre de quadrados, ou
seja, d # 0(mod 4).

(a) Se d = 2 oud = 3 (mod 4), entio o anel Ok dos inteiros de K € formado pelos
elementos da forma a + bﬂ, com a,be 7.

(b) Se d = 1(mod 4), entdo o anel Ok dos inteiros de KX € formado pelos elementos da

forma %(u + vV/d), com u,v €Z, u e v de mesma paridade.

Demonstragao: Seja z = a + bWd, com a,b € Q, um elemento inteiro sobre Z, isto é,
z € Ok. Se b = 0, entdao o polinomio minimal de z sobre Q é dado por m(X) = X —a, e
como z € inteiro sobre Z,, a € Z.. Se b # 0, o polinémio minimal de z sobre Q, tem grau 2 e é
dado por m(X) = X% —2aX + a* — db?, e entao 2a,a* — db* € Z.. Como d é um inteiro livre
de quadrados, 2b € Z, pois se 2b nao fosse inteiro, seu denominador teria um fator primo
p, cujo quadrado p? nao se cancelaria com algum fator de d, pois este nao possui fatores

quadrados, e assim, d(2b)? nao seria inteiro. Logo, 2b € Z. Assim, podemos escrever:
a=uf2, b=v/2 comu,v € Z. (2.2.1)

Dai, podemos concluir que

(2a)* — d(2b)* € 4Z. (2:2.2)

Substituindo a por u/2 e b por v/2, com u,v € Z temos que u* — dv? € 4Z.

(I) Se b € Z, entao por (2.2.1), temos que v é par. Logo, u é par e portanto, a € Z.
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(I1) Se b ¢ Z, entao v é impar e v? = 1(mod 4). As possibilidades (mod 4) para u? sao 0
ou 1. Mas, d é inteiro livre de quadrados, logo, nao é multiplo de 4. Assim, necessariamente
u? = 1(mod 4) e d = 1(mod 4). Portanto, u é impar, o que implica que a ¢ Z.

(a) Se d = 2 ou 3(mod 4), temos que u e v sao pares, pois se v fosse impar teriamos
v? = 1(mod 4). Assim, como u® — dv? € 4Z, temos que u? = dv? = d(mod 4), ou seja,
d = 0(mod 4) ou d = 1(mod 4), o que é um absurdo. Portanto, concluimos que v é par,
isto é, v? = 0(mod 4) e assim, u?> = dv? = 0(mod 4) o que implica que u é par. Logo, se
x = a+bV/d € Ok temos que & € Z[Vd] e assim, Ox C Z[V/d]. Por outro lado, tomando
z € Z[\/d], temos que z é raiz do polinémio X% —2aX +a?—db? € Z[X]. Logo, Z[Vd] C Ok.
Portanto, Ok = Z[v/d]

(b) Se d = 1(mod 4), entao u* —v* = 0(mod 4), ou seja, u e v tém a mesma paridade, isto

é, sao ambos pares ou impares. Se u e v sao pares entao a,b € Z. Logo, z = a+bV/d € Z[/d].
Se u e v sdo impares, entio T = a 4+ bv/d = u/2 + v/?x/_ =(u—v)24v ((1 + \/(?)/2) “
Z [112—‘/&1] Portanto, * € Z {ﬁa"@} Logo, Ok C Z [%] . Por outro lado, se
r=a+b (1_-%@) € Z [L#gl}, com a,b € Z, temos que 2a+b € Z e (a+b/2)? —d (b/2)* =
a’*+ab+ (1 —d)b?/4 € Z, pois d = 1(mod 4). Logo, Z [L#El] C Ok, pois os coeficientes

do polindomio minimal de z, m(X) = X? — (2a + b)X + a® + ab+ (1 — d)b?/4 estdao em Z.
Portanto, Z [%] = Ok. Ld

Exemplo 2.2.3 Seja K = Q(v/—1) um corpo quadrdtico. Seu anel dos inteiros, também
chamado, anel de Gauss, € dado por Og = Z[i] = {a + bi : a,b € Z}, onde i = \/—1, pois
d=—1=3(mod 4). d

Segue do Teorema 2.2.2 que se d = 2 ou d = 3 (mod 4), temos que {1,V/d} é uma base
de Ok como um Z-médulo e se d = 1(mod 4), temos que {1, 3(1 + Vd)} é uma base de Ok

como um Z-modulo.

2.3 Norma e traco em uma extensao

Sejam A um anel e B um subanel de A, tal que A é um B-mddulo livre de posto finito n.
Para todo z € A, temos que m, : A — A definido por y — zy, é um endomorfismo do

B-modulo A.
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Definicao 2.3.1 Chamamos de trago, respectivamente norma e polinomio caracteristico de
r € A, relativo a A e B, o trago, respectivamente, determinante e polinomio caracteristico
do endomorfismo m,. O polinomio caracteristico € um polinémio ménico com coeficientes

em B.

Denotamos o traco e a norma de x respectivamente por Tr4/5(z) e Ny/p(z), e quando
nao houver perigo de confusao denotaremos por T'r(z) e N(z).

Para ze 2’ € Ae b€ B, temos que m, + My = Mypypr € My 0 Myr = Mgy € My, = bimy,
e além disso, a matriz de m;, com respeito a alguma base de B sobre A é a matriz diagonal

cuja as entradas sao b.

Proposigao 2.3.1 Sejam K um corpo, I uma extensdo algébrica de X de grau n, x um

elemento de L € xy,...,x,as raizes do polinomio minimal de x sobre K. Entdo Try k() =

n n
Z;r,- € NL;K(.I?) = H:c‘-. O polinomio caracteristico de x, relativo a L. ¢ IX € dado por

1 i=1

Bl i

Demonstragao: Trataremos primeiramente do caso em que x é um elemento primitivo
de L sobre K. Seja F(X) o polinémio minimal de z sobre K. Entao L é K-isomorfo
a K[X]/(F(X)) e {1,z,...,2""'} é uma base de L sobre K. Tomando F(X) = X™ +
an1 X"+ -+ + ag, com a; € K, a matriz do endomorfismo m, com respeito a esta base é

dado por

00 0 —an_;

O determinante de X Iy, — m, é o determinante da matriz
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.Y [ —

0 -+ -1 X+ap

Expandindo esse determinante como um polinémio em X, obtemos o polinomio caracteristico
de z, que é igual a F'(X) e temos que Tr(z) = —a,—; e N(z) = (—1)"ap. Como z é primitivo,
temos que F'(X) = (X —x;)...(X — z,), e equiparando os coeficientes vemos que T'r(z) =
1+...+x, e N(z) =z, - - z,. Consideremos agora o caso geral. Colocando r = [LL : K[z]],
é suficiente mostrarmos que o polinémio caracteristico P(X) de z, com respeito a L e K, é
igual a r-ésima poténcia do polindomio minimal de x sobre K. Seja {y;}i=1,.,, uma base de
K[z] sobre K e seja {z;};=1,...- uma base de L sobre K[z]. Entao {yiz;} é uma base de L sobre

Ken=gqr. Se M = (a;;,) é a matriz de multiplicacao por z em K[z] com relacdo a base

{yi}, temos que zy; = Zﬂihyh- Entao temos, z(y;z;) = (Z:“ihyh) % = Zaih(yhzj-).

h h h
Ordenamos a base {y;z;} de L sobre K, de modo que a matriz M; da multiplicagao por «

em L com respeito a esta base tenha a seguinte forma:

=

M 0
0 M

0 0 : M

isto é, M aparece r-vezes na diagonal como blocos na matriz M;. Dai, a matriz X[, —
M, consiste de r blocos diagonais, cada uma tem a forma X[, — M. Conseqiientemente,
det(X1, — M,) = det(X1, — M,)". Por outro lado, P(X) = det(X1, — M) é o polinémio

caracteristico de x sobre KK, de acordo com a primeira parte da demonstracao. i

Proposigao 2.3.2 Sejam A um dominio, I seu corpo de fragoes, I uma extensao de K

de grau finito, ¢ x um elemento de L. inteiro sobre A e assumindo I de caracteristica zero.

17
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Entao os coeficientes do polinémio caracteristico P(X) de z relativo a L e K, € em particular,
Tryk(z) e Nyk(z), sdo inteiros sobre A.

Demonstragao: Da Proposicao 2.3.1, temos que P(X) = (X — zy)...(X — z,). Como os
coeficientes de P(X) a menos de sinal, sdo somas de produtos dos z's, é suficiente mostrarmos
que cada z; é inteiro sobre A. Mas cada z; é um conjugado de z sobre K, ou seja, existe um
K-isomorfismo o; : K[z] — K[z, tal que o;(z) = ;. Assim, aplicando o; na equagao de
dependeéncia inteira de = sobre A, obtemos uma equacao de dependéncia inteira de z; sobre

A. Assim, cada z; € inteiro sobre A, portanto T'ry/k(z) e NL;K(Q:), sao inteiros sobre A. [d

Corolario 2.3.1 Com as condi¢ées da Proposi¢io 2.3.2, se A € um anel integralmente

fechado, entio os coeficientes do polinomio caracteristico de x, e em particular, Tryk(z) e

Ny/k(z) sio elementos de A.

Demonstragao: Por definigao esses coeficientes sao elementos de K. Pela Proposi¢ao 2.3.2

sao inteiros sobre A. Logo, sao elementos de A, pois A é integralmente. |
Sejam K C L. C M corpos de nimeros, z,y € M e a € K. Entao valem as seguintes

propriedades:
- Mk (2y) = Nk (2) N/ (y),
2. Trmyk(z +y) = Tryyx () + Trm/(y),
. Triyyk(az) = aTryk(2),

v TT‘M‘(K({I) = [N : lK]a,

3 an{(a) — q[MK]

. Myyk(z) = Nk (NMwye(2)),

- Trmk(z) = Tryk(Trm/w(z))-

2.4 Discriminante

Esta segao tem como objetivo introduzir o conceito de discriminante via o determinante de

uma matriz.
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Definigao 2.4.1 Sejam A um anel e B um subanel de A, tal que A € um B-modulo livre de
posto finito n. Dado (z,,...,2,) € A® chamamos o discriminante do conjunto (z,,...,2,)

o elemento de B definido pela relagio D(zy,...,z,) = det(Tr4/p(zix;)).

Exemplo 2.4.1 Sejam K = Q(v/7) um corpo de mimeros e {1,4/7} C K. Entdo,
ril TrivT 2.0
D(1,V/7) = () V1) = 28.
Tr(V7) Tr(V/7)? 0 14

Proposigao 2.4.1 Se (y1,...,y,) € A" € outro conjunto de elementos de A, tal que
n

¥ = Za,‘j;r_.,- com a;; € B, entdo D(y1,...,y,) = (det(a;;))?D(z1,. .., Tn).
J=1

n
g m
Demonstragao: Tomando y, = E ApiZ; Yy = E @q;T;, segue que Yy, = E QpiGg;iZiT;, €
] "‘J‘

1 J

assim T'r(y,y,) = T'r (Z ﬂpiﬂqjllf,'ﬂ'-'j) = Z apiag;Tr(z;x;). Isto nos da a equagao matricial
i,J iJ

(Tr(ypyy)) = (appi)(Tr(z;iz;))(ay;)', e tomando agora o determinante segue o resultado.

Exemplo 2.4.2 Pelo Exemplo 2.4.1 vimos que o discriminante da base {1,/T} do corpo de

nimeros K = Q(\/7) € igual a 28. Agora considerando uma outra base para o corpo K, por

exzemplo {2 — V7,5 + \/?}, segue pela Proposicao 2.4.1 que
2

¢

B
D2 —V7,54+V7) = | det D(1,V7) = 9%.28. a
5 2
A Proposigao 2.4.1 implica que o discriminate das bases de A sobre B sao associados, isto
é, a matriz (a;;) que expressa uma base em termos da outra tem uma matriz inversa com

1

entradas em B. Portanto, ambos det(a;;) e det(a;;)™" sao invertiveis em B. Com isso temos

a seguinte definigao.

Definicao 2.4.2 Sejam A um anel ¢ B um subanel de A, tal que A ¢ um B-mddulo livre de
posto finito n. Chamamos de discriminante de A sobre B, o ideal principal de B gerado

pelo discriminate das bases de A sobre B, e denotamos por D 4/p.

Proposicao 2.4.2 Suponhamos que D 4/p contém um elemento que ndo € um divisor de
zero. Entao, (xy,...,2,) C A" € uma base de A sobre B se, e somente se, D(xy,...,x,)

gera D 4/p.
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Demonstracao: Se {z,z3,...,z,} é uma base de A sobre B, entao pela Proposicao 2.4.1,

segue que D(zy,...,z,) gera D4/5. Reciprocamente, suponhamos que d = D(zy,...,z,)

gera D /p. Sejam {ey,...,e,} uma base de D /p, &' = D(ey,...,e,) e x; = Zb;_,'ej
5=t

com b;; € B,i = 1,...,n. Entao, d = det(a;;)’d’. Por hipotese, Bd = D4p = Bd'.
Portanto, existe um elemento a € B, tal que d' = ad. Entao d = det(a;;)*ad, e portanto,
d(1 — det(a;j)*a) = 0. Temos que d nao é um divisor de zero, pois se fosse todo elemento de
Bd = D 4/ seria um divisor de zero. Portanto, 1 — det(a;;)*a = 0, dai det(a;;) é invertivel.

Assim, a matriz M = [a;;] é invertivel. Entao, {z,,...,2,} é base de A sobre B. 7|

Lema 2.4.1 (Dedekind) Sejam G um grupo, F um corpo, € oy,...,0, homomorfismos
distintos de G no grupo multiplicativo F*. FEntdo, os o's sdo linearmente independentes

sobre o corpo .

Demonstragao: Suponhamos que os o}s sdao linearmente dependentes. Assim existe uma

relagao nao trivial E u;o; = 0, com u; € I, onde o nimero ¢ dos u's nao nulos é minimo.

Agora renumerando :)s u;s, podemos supor que
uoy(g) + -+ +u,o,(9) =0, VgeGqG. (2.4.3)
Temos que g > 2, pois os o/s sao nao todos nulos. Dados g e h em G, temos que
uyo1(hg) + -+ + ugo,(hg) = uyor(h)oi(g) + - - - + ug0,(h)o,(g) = 0.

Multiplicado (2.4.3) por oy(h) e subtraindo (2.4.4) temos,

us(o1(h) — aa(R))a(g) + - -+ + ug(o1(h) — 04(k))q(g) = O.
Como isso vale para todo g € G e g foi escolhido como o menor possivel, segue que uy(oy(h)—
o(h)) =0, ou seja, o,(h) = o(h) para todo h € G, visto que uz # 0, o que contradiz a hipétese

de que os homomorfismos sao distintos. "]

Proposigao 2.4.3 Sejam KK um corpo, L um extensdo de K de grau finiton, e sejaoy,...,0,
os n K-isomorfismos distintos de I. em um corpo algebricamente fechado F contendo K.

Entao, se {xy,...,2,} € uma base de L. sobre K, temos que D(z,,...,x,) = det(oi(z;))* # 0.
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Demonstragido: Temos que D(zy,...,z,) = det(Tr(z;z;)). Tomando o polinomio minimal

de z;z;, o seu trago é a soma dos seus conjugados. Assim, D(zy,...,z,) = det(Tr(z;z;)) =

det (E Jk(:zr,-:cj)) = det ( E ok[xg)ak(m_,-)) = det(ok(z;))det(ok(z;)) = (det(ok(ziz;))?,
k=1 k=1
uma vez que

|-6’1(51?1) Uz(irl) Un(ilfl) I-Jl(-rl) Jl(if').) Ul(l'n)

U:(ﬂfz) 0’2(3’2) an(il'-z) 02(171) 0’2(932) 02(4T?n) =
= oi(zix;).

o3 (2] oalEn) ¥ aZh) _orn(:r,) on(z2) - crn(;rn)_

Para mostrar que det(ox(z;)) # 0, vamos supor por absurdo que det(ox(z;)) = 0. Entao,

existem ay,...,a, € F, nao todos nulos, tal que Za;a;(xj) = 0 para todo 3. Dado = € L,

i=1
n

entao r = Zb,-x,-, com b; € K, e por linearidade concluimos que Z a;0;(z) = 0 o que
i=1 i=1

contradiz o Lema de Dedekind. 4

Corolario 2.4.1 Sejam A um anel integralmente fechado, I. uma ertensdo finita de K de

grau finito n e A’ o fecho inteiro de A em L. Entdo a forma bilinear ¢ : L x . — K definida

por p(x,y) = Tryk(z,y) € ndo degenerada, isto €, se Tryk(z,y) = 0 para todo y € L,

entao x = 0.

Demonstragio: Seja {z,...,z,} uma base de L sobre K. Seja z € L. E suficiente mostrar
que se T'r(x;z;) = 0, para todo j = 1,...,n, entao z = 0. Temos que z = a1+ a2x2+...+
QnTn, com a; € K, : =1,...,n. Assim, se a;Tr(z1z;) + apTr(zaz;) + - - + anTr(zpz;) =

Tr(zz;) =0, para todo j = 1,...,n, entdao obtemos o seguinte sistema linear homogéneo

Tr(zyzy) Tr(zyzz) ... Tr(zx,)

Tr(zqxy) Tr(xexy) ... Tr(zaz,)

Trizuza) Trizaza) ... Trizaz,) ay, 0

Da Proposigao 2.4.3, temos que det(T'r(z;x;)) # 0, e portanto o sistema possui solugao unica

dada por a; = a; = -+ = a, = 0. Portanto, z = 0. d
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Observacao 2.4.1 Segue do Corolario 2.4.1 que a aplicagio K-linear ¢ : L - Homy, (L, K)
definida por ¥(x) = ., onde ¥.(y) = Tr(zy), para z,y € L, € injetiva. Temos que
Ker(¢y) = {0}, ou seja, ¢ € injetora, e como dimgL. = dimgLL*, seque que i € sobreje-
tora, ou seja, ¢ € bijetora. Assim, se {xy,...,2,} € uma base de I sobre KK, entdo existe

{¥yrs- ..y ¥y, } base dual de Homy (L, K), tal que Tr(zz;) = ¥, (z;) = &;. > |

Teorema 2.4.1 Sejam A um anel integralmente fechado, I seu corpo de fragées, L. uma
extensdo de K de grau finito n, e A’ o fecho inteiro de A em L. Suponha KK com caracteristica

zero. Entao A" € um A-submodulo de um A-mddulo livre de posto n.

Demonstragao: Seja {z;,...,z,} uma base de L. sobre K. Como cada z; é algébrico sobre
KK, temos que para todo 7, existe uma equagao da forma a,z? + an_lx?_l +---4ap =0, com
a; € A, para todo j. Supondo que a, # 0 e multiplicando esta equagao por a*~!, vemos que
a,z; é inteiro sobre A. De fato, a?~!(a,z" +an_1:c?_l +--4ap) =0=(a ;)" +an_1-x?_l +
o- + a2 (apz;) + a 'ag. Logo, a,z; € A', e entdo a,z; = z!, com z} € A’. Portanto,
{z{,...,z,} forma uma base de L sobre K contida em A’, uma vez que se a;z}+ - -+a,z, =0
com a; € K, entao ay(a,zy) + -+ + an(a,z,) = 0, ou seja, (aya,)zy + -+ + (ana,)z,) = 0.
Como {zy,...,2,} é base de L sobre K, segue que a;a; = 0, para todo i, e como a, # 0,
segue que a; = 0, para todo ¢, o que prova que {z},...,2/} é linearmente independente,
e como possui n elementos, segue que é uma base de L sobre K. Pela Observacao 2.4.1

existe uma base {yi,...,y,} de L sobre K, tal que T'r(zly;) = ;;. Tomando z € A’, e como

n

{y1,...,yn} é uma base de L sobre K, escrevemos z = ijyj com b; € K. Para todo :
=1
temos ziz € A’, uma vez que z: € A. Portanto, pelo Coralario 2.3.1, temos que Tr(z!z) € A.

Assim, como T'r(ziz) = Tr (Z bjx:yj) = ijT?’(ﬂ?:yj) = ij&j = b;, concluimos que
3 J

n

b; € A, V1, o que implica que A’ é um submdédulo do A-médulo livre Z Ay;. o

j=1

Corolario 2.4.2 Com as hipdteses do Teorema 2.4.1, se A um anel principal, entio A’ ¢
um A-modulo livre de posto n.

Demonstragao: Pelo Teorema 1.1.3 temos que um submédulo de um A-médulo livre com
A principal € livre com posto < n. Por outro lado, vimos no Teorema 2.4.1 que A’ contém

uma base de I sobre K, logo seu posto é n. G

22
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Definicao 2.4.3 Seja K um corpo de nimeros ¢ Ok o seu anel dos inteiros, temos que
Ok € um Z-médulo livre de posto [K : Q], cuja base € chamada de base integral, e seu

discriminante é chamado discriminate absoluto.

Proposicido 2.4.4 Sejam K um corpo e I = K[a] uma extensdo finita de K de graun e f(z)
o polinémio minimal de o sobre K. Entio, D(1,a,...,a™") = (=1)z""DNp k(f'(@)),

onde f'(a) € a derivada de f(a).

Demonstragao: Se ay,...,a, sdo as raizes de f(z) em alguma extensao de K, entao sao os

conjugados de a. Assim, pela Proposi¢io 2.4.3 temos que D(1,@,...,a"") = det(oi(e;))* =

2
det(a])? = [H(ai - aj)] = (1D ] (H(m - aj)) = (1) D] (o) =

i>j i \i# i
(—l)%”[“‘”/\fwm(f'(a)). Em particular, se f(z) = 2" +az+b, temos que D(1,a,...,a"" ') =

(__n%—n[n—l)(nnbn—l + (_l)n—l(n _ 1)rt—lan)' u

Exemplo 2.4.3 Sejam K = Q(a), com a = V2 e f(X) = X® — 2 = irr(a,Q). Entdo,
All, 0, 0% = (=12 Ni/o(3a2) = —(3a2)® = —27 - 4. a

2.5 Corpos ciclotomicos

Uma raiz o da unidade sobre Q é uma raiz do polinémio X™ — 1, e neste caso dizemos que
a é uma raiz n-ésima da unidade. Um corpo ciclotémico é um corpo numérico gerado
pelas raizes da unidade sobre Q. Dado um nimero primo p, denotemos por { uma raiz
p-ésima primitiva da unidade. Seja o corpo ciclotomico Q[¢]. O nimero € é uma raiz do
polinémio X? — 1, e desde que £ # 1, £ é também raiz do polinémio (X? —1)/(X —1) =

XP=1 4 XP=2 4 ... 4+ X + 1, chamado de polinémio ciclotémico.

Teorema 2.5.1 (Critério de irredutibilidade de Eisenstein) Sejam A um anel prin-
cipal, p um elemento primo de A e f(X) = X" + a1 X" ' + ...+ a1 X + a0 € Z[X], tal
que p divide a;, parai=1,...,n — 1, e p* ndo divide ag. Entdo, f(X) € irredutivel sobre o
corpo de fragoes K de A.

Demonstragao: Suponhamos que f(X) seja redutivel, ou seja, f(X) = g(X)h(X) com
g(X),h(X) € K[X] polindmios ménicos. Como toda raiz de g(X) ou h(X) é raiz de f(X) e

23
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que as raizes de f(X) sao inteiros sobre A, segue que as raizes de g(X) e h(X) sdo inteiros

sobre A. Mas como A é principal, ou seja, é integralmente fechado, segue que g(X) € A[X]

e h(X) € A[X]. Agora, sejam f(X), g(X) e h(X) as imagens de f(X), g(X) e h(X) em

A
A—p[’(] Assim, f(X) = g(X) h(X). Como p divide a;, para i = 1,...,n — 1, segue que

f(X) = X", e desde que A/Ap é um dominio, segue que X" = X?X""? uma vez que g(X)
e h(X) sdo monicos, e portanto, g(X) = X7 e h(X) = X" 7. Como ¢g(X) e h(X) nao sio
constantes, segue que p divide o termo constante de g(X) e de h(X), e isto contradiz a

hipétese que p? nao divide ao. Portanto, f é irredutivel. 4

Teorema 2.5.2 Se p um niumero primo, entdo o polinémio ciclotomico XP~' 4+ XP~2 4 ... 4

X + 1 € irredutivel em Q[X].
XP—-1

Demonstragao: Fazendo X =Y + 1, temos que X?P~! 4+ XP~2 ... 4 X 41 = Y1

Y 41 : .
s Y) =Y? 14 Z p Y?~! = Fy(Y). Se Fy(Y) for irredutivel, entio o polinémio
j=p=1 \ J

ciclotomico também serd. Observando que p divide cada coeficiente binomial

2

BVatp NS P ! o e . :
p® nao divide o termo constante = p, concluimos pelo Critério de Eisenstein que

Fi(Y) é irredutivel. "
Segue do Teorema 2.5.2 que [Q[¢] : Q] = p— 1 e que, {1,¢,...,£P~%} é uma base de Q[¢]

sobre Q. Nosso proximo objetivo é mostrarmos que Z[€] é o anel dos inteiros de Q[£].

Lema 2.5.1 Sejam p um nimero primo e £ um raiz p-ésima primitiva da unidade em C.

Entao

(i) Tr(¢) =—1, ¥i=1:.5p—1

(ii)) Tr(1—€)=p, Vji=1,...,p—1

(i) NE-1)=(=1)"peN(1—=§€) =p

(i) p=(1-§)(1-€)...A-&)

Demonstragao: (i) O polindomio ciclotomico de £ é dado por f(X) = XP~! 4 XP~2 4
-4+ X + 1. Portanto, como & sio as raizes de f(X), segue que Tr(€') = —1, para

J=1,...,p—1. Além disso, como [Q[{] : Q] = p — 1, segue que Tr(1) = p — 1. Para
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(ii), temos que Tr(1 — ) = Tr(1) — Tr(&) = p, para j = 1,...,p — 1. Para (iii) temos

p

1
que £ — 1 éraizde f(Y)=YP1 + Z Y?~! e portanto, N (£ —1) = (—1)»"pe

J=p—1 )

N1 =€) =N((=1)(&—-1)) =(=1)P"'N(€ — 1) = p. Finalmente, para (iv) como N (1 —§)
é o produto de seus conjugados, segue que p = (1 — &)(1 — £%)...(1 —&~1).

Teorema 2.5.3 Sejam p um nimero e £ uma raiz p-ésima primitiva da unidade em C.
Entdo, o anel dos inteiros de Q[€] € Z[€] e {1,&,...,EP7%} € uma base do Z-médulo Z[E].

Demonstragao: Seja Ok o anel dos inteiros de Q[¢]. Assim, & € Ok, para j =1,...,p—1,
uma vez que sao raizes do polindomio ciclotémico f(X) = XP~!' = XP~24+... 4+ X +1. Agora,
vamos mostrar que Ok(l — ) N Z = pZ. Pelo Lema 2.5.1, temos que p € Ok(1l — §),
e portanto, pZ C Ok(l — ) NZ. Como pZ é um ideal maximal de Z, segue que se
pZ. G Ok(l — ) N7Z, e entao Og(l — €) NZ = 7Z, e portanto, 1 — £ é invertivel em Ok.
Assim, 1 — &, para j = 1,...,p — 1, sdo invertiveis em Ok, e pelo Lema 2.5.1, segue que
p € invertivel em Ok N Z, o que é um absurdo. Assim, pZ = Ok(1 — €) N Z. Agora, como
1-8 =(1—=€)(1+E+---4E71) segue que cada conjugado y;(1 —¢&7), para j =1,...,p—1
ey € Ok de y(1 — £) é um miiltiplo em Ok de 1 — & que também é um muiiltiplo de 1 — ¢£.
Como o traco é a soma dos conjugados, segue que Tr(y(l — ¢)) € Ok(1l — €). Como Z é
integralmente fechado, segue que Tr(y(1—¢)) € Z, e portanto, Tr(y(1—¢€)) € pZ, para todo
y € Ok. Finalmente, se z = ap + @16 + -+ - + a,—26P~2, com a; € Q é um elemento de Ok,
temos que 2(1—¢) = ag(1—&)+ai1(E—E*)+- -+ ap—o(EP~2—£€P71), e portanto, Tr(z(1—¢)) =
aoT'r(1 —€) = aop € pZ, ou seja, ap € Z. Como (x —ap)™! = a1+ ax + - -+ a,-2677° € Ok,
pois 7! = 77! € Ok, o mesmo argumento mostra que a; € Z para todo i, ou seja, Z[{] é o

anel dos inteiros de Q[¢]. d

Corolario 2.5.1 Sejam p um nimero primo, r > 0 e £ uma raiz p"-ésima primitiva da

unidade. FEntdo,
X -1
Xr=t.1"

(i) O polinémio minimal de € sobre Q ¢ X'~ + XP (=2 4 ... 4 XP"7 1=

(i) [Q[¢]: Q1 =p'(p — 1).
(iii) Z.[€] € o anel dos inteiros de Q(&).

Proposicao 2.5.1 Sejam p um nimero primo impar e £ uma raiz p-€sima da unidade.

Entio, D(1,£,...,£P"2) = £pP=2.
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Demonstragao: Pelo Teorema 2.5.3, temos que {1,£,...,£7~%} é uma base integral e que
f(X)=XP 14 XP~24...4 X +1 é 0 polindmio ciclotémico. Pela Proposicao 2.4.4, temos que
D(1,¢,...,6r71) = (=1) =2 N(f/(€)). Como p é fmpar temos que N(L,¢,...,£P1) =

(‘”PE_IJV(f’(E)) Além disso, f(X) = e entao f'(X) = (X — 1)%;3:‘—— l—)z(.\’p — l)
(—1jpere T_pP NENEr « g1t
= . Como N(f’ = = ’

L V= "Ne-y~ = s
(=)' i (=1

segue que D(1,§,...,&P7 1) = (1)1 = +p2, d

vy

—1
X-1

Assim, f'(§) =

Exemplo 2.5.1 Seja K = Q[¢], com & = €*™/3. Temos que € € uma rdaiz 3-ésima da unidade

do polinomio f(X) = X® — 1, entdo D(1,£,£%) = £3°-%2=3. d

2.6 Anéis Noetherianos

Nesta secao veremos o conceito de modulos e anéis Noetherianos enfocando suas principais

propriedades.

Definicao 2.6.1 Seja A um anel. Um A-modulo E € chamado Noetheriano se E satisfaz
uma das condi¢éoes do Teorema 1.1.2. Um anel A é chamado Noetheriano se, considerado

como um A-modulo, € um modulo Noetheriano.

Exemplo 2.6.1 Todo anel principal € Noetheriano, uma vez que seus ideais sio submodulos

finitamente gerados. ” |
Exemplo 2.6.2 O anel dos inteiros de um corpo de niimeros ¢ um anel Noetheriano. (d

Proposigao 2.6.1 Sejam A um anel, E um A-modulo, e E' um submodulo de E. Entdo E

€ Noetheriano se, e somente se, E' ¢ EJE' sio Noetheriano.

Demonstracao: Suponhamos que E é Noetheriano. Seja (E,).>o uma seqiiéncia cres-
cente de submodulos de E’, que também é uma seqiiéncia de submaédulos de E. Como E é
Noetheriano, segue que existe E,, elemento maximal da seqiiéncia (E,),>o. Portanto £’ é
Noetheriano. Para mostrarmos que E/E’ é Noetheriano, sejam S={conjunto dos submaédulos

de E contendo £’} e S'={conjunto dos submoédulos de E/E’}. Assim, existe uma aplicagao
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bijetora ¢ : S — S’ definida por ¢(H) = ¢(H) onde ¢ : E — E/E’ é o homomor-
fismo canonico. A inversa de ¢ é dada por 6 : S — S, onde O(H') = ¢~'(H'). Através
do isomorfismo ¢ temos que E/E’ também é Noetheriano, uma vez que se (H))n>0 é uma
seqiiéncia crescente de submodulos de E/E’, entao (0(H))).>0 é uma seqiiéncia crescente
de submédulos de E e como E é Noetheriano, segue que (6(H})).>0 é estacionaria, o que
implica que (H] ),>o é estacionaria, ou seja, I/ E’ é Noetheriano. Reciprocamente, suponha
que E’ e E/E' sao Noetherianos. Seja (Fr)n>0 uma seqiiéncia crescente de submédulos de

E. Como E’ é Noetheriano, segue que a seqiiéncia (£’ N Fy,)n>0 € estacionaria, e como E/E'
F,+ E'
EJ‘

(F. + E') ¢ estacionaria e portanto (F,) é estaciondria, ou seja, E é Noetheriano. d

) ¢é estacionaria. Assim, a seqiiéncia
n>0

é Noetheriano, segue que a seqiiéncia (

Corolario 2.6.1 Sejam A um anel e seja Ey, ..., E, A-mddulos Noetherianos. Entdo, o
mn

A-mddulo H E; € Noetheriano.

i=1
Demonstragao: Faremos a prova por indugao sobre n. Para n = 2 identificando E; ~
El X EQ
E; x {0}
Como E; e E; x {0} sao Noetherianos, segue da Proposicao 2.6.1 que E; x E; é Noetheriano.

E, x {0} C Ey X E; e E;x ~ {0} x E; C E; x E, , temos que ¢ isomorfo a F,.
Agora, suponha por hipétese de indugao que F = E; x E; x ...x E,_, é Noetheriano. Como

E, é Noetheriano, segue do cason =2 que F = E, x F; x x--- x E, é Noetheriano. d

Corolario 2.6.2 Seja A um anel Noetheriano e seja E wm A-médulo finitamente gerado.

Entao FE é um modulo Noetheriano.

Demonstragao: Seja {ey,...,e,} um conjunto de geradores de E sobre A. Assim, a aplicacao
n

¢ : A" — FE definida por ¢(a1,as,...,a,) = Z a;e; ¢ um homomorfismo sobrejetor e que

A" [ker(yp) é isomorfo a E. Pelo Corolario 2.6.1 ;::;nos que A™ é Noetheriano, e da Proposi¢ao

2.6.1, segue que Ker(p) e E sao Noetherianos. d

Proposigao 2.6.2 Sejam A um anel Noetheriano integralmente fechado, K seu corpo de
fragoes, . uma extensdo de K de grau finito e A’ o fecho inteiro de A em L. Suponha K de

caracteristica zero. Entio A’ € um A-mddulo finitamente gerado e um anel Noetheriano.
Demonstragao: Segue do Teorema 2.4.1 que A’ é um A-submddulo de um A médulo livre

de posto n, e portanto A’ é um A-mdédulo finitamente gerado. Pelo Corolério 2.6.2, temos
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que A’ é um A-médulo Noetheriano. Como os ideais de A’ sao A-submédulos de A’, segue
que satisfazem as condicdes de maximalidade do Teorema 1.1.2. Portanto, A’ é um anel

Noetheriano. d

Proposigao 2.6.3 Sejam A um anel, B um subanel de A e p um ideal primo de A. Entao

pN B € um ideal primo de B.

; A
-~ . - i kL . . ~
Demonstragao: Sejam os seguintes homomorfismos B — A — ;, onde 7 a inclusao e m a

projecao, e seja 0 homomorfismo § = mo:: B — A/p, definido por 6(b) =b+p, Vb€ B.
Temos que # é um homomorfismo, pois é uma composi¢ao de homomorfismos. Temos que
Ker(0) = BN p, uma vez que se z € Ker(d) = 2 € Bef(z) =0 => z € Beb+
p=0=>r€ Bebecp=2z¢€ BNp, ouseja, Ker(d) C BN p. Por outro lado, se
yeBNp=>yepeyeB=0(y) =(roi)y) =nly) =y+p L=y e Ker(h),
ou seja, BNp C Ker(0). Logo, Ker(6) = BN p. Portanto, pelo Teorema 1.1.1, temos que
B/BNp ~ Im(#) C A/p. Como A/p é dominio, segue que Im(#) é um dominio, e portanto

B/BNp é um dominio, e portanto BN p é um ideal primo. d

Proposigao 2.6.4 Se um ideal primo p de um anel A contém um produto a, - - - a, de ideats,

entao p contém pelo menos um dos ideais a;.

Demonstragao: Se a; ¢ p,V i = 1,...,n, entdo existe um elemento a; € a; — p, para
todo i = 1,...,n. Como p é primo, temos que a;---a, ¢ p. Por outro lado, temos que
ay-++a, € a, +-a, C P, o que é um absurdo uma vez que a; ¢ p, Vi =1,...,n. Portanto,

a; Cp, para algum:=1,...,n. |

Proposicao 2.6.5 Seja A um dominio Noetheriano, entdo todo ideal ndao nulo de A contém

um produto de ideais primos nao nulos de A.

Demonstragao: Sendo A Noetheriano, seus ideais sao A-mddulos Noetherianos. Seja F o
conjunto de todos os ideais nao nulos de A que nao contém um produto de ideais primos nao
nulos de A. Se F' # (), entdao como A é Noetheriano, temos que F' possui um elemento maximal
M. Temos que M nao é primo, pois caso contrario nao pertenceria a F. Além disso, M # A.
Por M nao ser um ideal primo, existem elementos =,y € A — M, tal que zy € M. Os ideais

M+ Az e M+ Ay contém M propriamente e pela maximilidade de M estes ideais nao estao em
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F, assim existem ideais p,, . . ., Pe; s - - - » §s primos nao nulos de A, tais que M+Az D p, - Pe
eM+ Ay D q,---qs. Assim, M DO (M + Az)(M + Ay) D M + Azy D P, Py~ Gs, O
que é um absurdo. Assim, F' = (). Portanto, todo ideal nao nulo de A contém um produto

de ideais nao nulos. d

Corolario 2.6.3 Se A ¢ um anel Noetheriano, entio todo ideal de A contém um produto de

ideais primos. d

Definigao 2.6.2 Sejam A um dominio e K seu corpo de fragées. Um A-submddulo I de K

¢ chamado um ideal fraciondrio de A se eriste um d € A — (0), tal que d- 1 C A.

Segue da definicio que os elementos de um ideal fracionario I tém um denominador
comumd € A, e quando d = 1, chamamos I de ideal inteiro. Todo A-submédulo I finitamente
gerado de K ¢ um ideal fraciondrio, uma vez que se {z1,...,2,} é um conjunto finito de
geradores de I, entdo os x’s tém um denominador comum d, ou seja, d é o produto dos
denominadores d;, onde z; = a;d;', com a;,d; € A, e d é o denominador comum de L
Reciprocamente, se A é Noetheriano, todo ideal fraciondrio I é um A-médulo finitamente

gerado, isto é, I C d™'A e d~' A sendo um A-médulo isomorfo a A é um médulo Noetheriano.

O produto I'I' de dois ideais fracionarios I e I’ é definido como o conjunto das somas E T

T

com z; € [ e y; € I'. Se os ideais I e I’ sao ideais fracionarios com denominadores comum d
e d', entao os conjuntos I N I',I + I' e II' sao ideais fracionarios, que sio A-submédulos de

K e tem denominadores comum d ou d’, dd’' e dd’, respectivamente.

Definicao 2.6.3 Diz-se que uma operag¢do x sobre um conjunto E, define uma estrutura de
mondide sobre E ou que E ¢ um mondide com relagio a operagdo *, se esta satisfaz a

propriedade associativa e se em E possui um elemento neutro e.

O conjunto do naturais IN é um mondide com a soma.

2.7 Anéis de Dedekind

Nesta secao apresentamos o conceito de anéis de Dedekind, onde veremos que nestes anéis

vale a fatoragao tunica de ideais em um produto de ideais primos.
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Definigao 2.7.1 Um anel A é chamado um anel de Dedekind, se A ¢ Noetheriano, inte-

gralmente fechado e se todo ideal primo ndo nulo de A é mazximal.

Exemplo 2.7.1 Todo anel principal, em particular o anel Z, ¢ um anel de Dedekind, uma

vez que € integralmente fechado, Noetheriano e que todo ideal primo € marimal . d

Teorema 2.7.1 Sejam A um anel de Dedekind, K seu corpo de fragées, L uma extensao de
grau finito de IX e A’ o fecho inteiro de A em L. Entao, A’ € um anel de Dedekind e um
A-modulo finitamente gerado.
Demonstragao: Temos que A’ é integralmente fechado e pela Proposicao 2.6.2 temos que
A’ é um A-médulo finitamente gerado e é Noetheriano. Resta mostrarmos que todo ideal
primo p’ # (0) de A’ é maximal. Seja z € p’ — (0) e seja a equagao de dependéncia inteira
de z sobre A dada por z" + a,_; + -+ + a1z + ap = 0 com a; € A cujo o grau é minimo.
Assim, ag # 0, pois caso contrario obteriamos uma equagao de grau menor. Portanto, temos
que ap € A/zN A C p’'N A, ou seja, p'N A # (0). Pela Proposi¢ao 2.6.3 temos que p'N A é
um ideal primo de A, e como A é Dedekind, segue que p’ N A é um ideal maximal de A, e
portanto, A/p’N A é um corpo. Além disso, A/p’ N A pode ser identificado com um subanel
de A'/p’, e como A’ é inteiro sobre A, segue que A’/p’ é inteiro sobre A/p’ N A. Dai, pela
Proposi¢ao 2.1.3 temos que A’/p’ é corpo, ou seja, p’ é maximal. ” |
O anel dos inteiros de um corpo de numeros é um anel de Dedekind, mas que nao é

sempre um anel principal, como podemos ver no proximo exemplo.

Exemplo 2.7.2 Seja Ok = Z[\/=5] o anel dos inteiros de Q[v/=5]. Temos que Ok ndo €
fatorial, uma vez que 6 =2-3 = (1++/=5)(1 —/=5). Além disso, Ok ndo € principal. De
fato, temos que N(1 4+ /=5) = N(1 —/=5) =6, N(2) =4 e N(3) =9, e que 1 + /=5
ndo possui um divisor ndo trivial em Ok, pois se a + by/—5 € um divisor ndo trivial de
1+ /=5, ou seja, se 1 + /=5 = (a + b\/=5)y, comy € Ok, y # £1 e y # 1 + /=5, entdo
6 =N (1 +v=5) = N(a+b/=5)N(y) e que N(a+ by/=5) seria um divisor ndo trivial de

6, mas isto € impossivel, pois a® 4+ 5b* = 2 € a® + 5b% = 3, ndo possui solu¢do em Z. Agora,

se Ok for principal, entdio o elemento primo 1 + /=5, que divide o produto 2 - 3, deveria
dividir 2 ou 3. Assim, tomando as normas, seque que 6 divide 4 ou 9, o que ndo acontece.

Portanto, Ok nao € principal. L
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O exemplo anterior mostra que no anel dos inteiros Og = Z[v/—5] nao vale a fatoracao

unica de elementos em produto de fatores primos, ou seja, Ok nao é um anel fatorial, e
que também nao ¢ principal. Em anéis de Dedekind existe uma elegante generalizagao desta
propriedade, ou seja, em um anel de Dedekind, os ideais fatoram-se unicamente em produto

de ideais primos, e decorre desta propriedade resultados importantes.

Lema 2.7.1 Seja A um dominio de Dedekind que nio € um corpo e seja K seu corpo de
fragoes. Seja m um ideal mazimal de A. Entdo, m' = {z € K : am C A} € um ideal

fraciondrio de K.

Demonstragao: Como A nao é um corpo, temos que m # {0} e que m’ # ), pois 0 € m'.
Sejam z,y € m’. Entao pela definigio de m’, temos que zm C A e ym C A, e portanto,
(z+y)m =zm+ym C A, ouseja, r+y € m’. Agora, sejamz € m’' ea € A. Assim, zm C A,
e portanto, (za)m = a(xm) C A, ou seja, ra € m’. Finalmente, temos que dm C A, para

todo d € A — {0}, ou seja, m’ é um ideal fracionério de K. d

Teorema 2.7.2 Seja A um anel de Dedekind que nio € um corpo e seja K seu corpo de

fragoes. Todo ideal mazimal de A € invertivel no mondide dos ideais fraciondrios de A.

Demonstragao: Seja m um ideal maximal de A. Pelo Lema 2.7.1 temos que m’ = {z € K :
zm C A} é um ideal fracionério de K. Pela definigao de m’, segue que m'm C A, e como m é
um ideal de A, segue que m = mA C mm’ C A. Como m é maximal, temos que mm’ = m ou
mm’ = A. Vamos mostrar que mm’ # m. Para isto suponhamos que mm’ = m. Seja z € m'.
Entao, por indugao sobre n temos que z"m C A, para todo n € IN, ou seja, dz" € A, Vd € A
eVn € N. Assim, A[z] é um ideal fracionério de A, e como A é Noetheriano, segue que A[z]
¢ um A-modulo finitamente gerado. Portanto, z é inteiro sobre A, e como A é integralmente
fechado, segue que = € A, ou seja, m’ C A. Como A C m', segue que A = m’. Por outro
lado, seja a € m. Pela Proposigao 2.6.5, segue que o ideal aA contém um produto de ideais
primos nao nulos p;p;...pP,, com n o menor possivel. Assim, m D aA D pip;...p,. Pela
Proposicao 2.6.4, temos que m contém um dos p; s, que sem perda de generalidade, digamos
que seja Py, ou seja m D p;. Como A é Dedekind, segue que p; = m, pois p; é maximal.
Agora, seja b = py...p,. Entao, Ae D mb e Aa 2 b pela minimalidade de n. Assim, existe

y € b, tal que y ¢ Aa. Como mb C Aa, segue que my C Aa, ou seja, mya~—! C A. Pela
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defini¢io de m’, segue que ya~! C m'. Como y ¢ Aa, segue que ya~' ¢ A, ou seja, m’' # A,

o que é um absurdo, poi ja tinhamos que m’ = A. Portanto, mm’ = A. |

Teorema 2.7.3 Sejam A um dominio de Dedekind ¢ a # A um ideal ndo nulo de A.

Entdo, existem ideais primos ndo nulos p,,...,p, de A e inteiros positivos e,,. .., ¢e,, tal que
L

a= H pi', e esta expressdio € iunica.

Dergl:olnstragéo: Pela Proposicgao 2.6.5, existem ideais primos p,,...,p, nao nulos de A, tal
que py,...,ps C a. Provemos que a é um produto de ideais primos nao nulos de A por indugao
sobre s. Se s = 1, temos a D Py, mas como P; é um ideal maximal, pois A é Dedekind, entao
a = p;, ou seja, a é primo. Agora suponhamos que todo ideal ndo nulo de A que contém um
produto de s — 1 ideais primos nao nulos de A é um produto de ideais primos de A. Temos
que a esta contido em um ideal maximal m na cole¢ao dos ideais nao triviais de A que contém
a. Seja m~! o ideal fracionario inverso de m. Como m D a D p; - - - ps, segue da Proposigao
2.6.4, que m contém um dos pls, i = 1,...,s, e sem perda de generalidade digamos que
m D p,. Como p, é maximal, segue que p, = m. Assim, p;---ps—y C am™' C mm™' = A.
Da hipétese de indugao decorre que am™ = q;...q¢, com gq}s; j = 1,...,, ideais primos

nao nulos de A, e portanto a = q; ... q:ps, como queriamos. Para a unicidade, suponhamos

g h
que, Hpe" = H p/i. Entdo, A = H pf‘_‘f‘. Se e; — f; # 0, podemos separar os expoentes
$=] i=1

positivos e os expoentes negativos e reescrevé-los como, py'p3*...p7" = q'f’ qg"’ ...g%, com

pi,q; ideais primos nao nulos de A e a;,3; > 0 e p; # q;,V7,j. Temos que p; contém
qi ...ps e pela Proposicao 2.6.4, segue que p; D q;, para algum j. Suponhamos sem perda
de generalidade, que p; D q;, mas p; e q; sdo ideais maximais, logo p, = ¢,, o que é uma
contradicao. >

Segue dos Teoremas 2.7.2 e 2.7.3 o seguinte corolario.

Corolario 2.7.1 Seja A um anel de Dedekind. O mondide dos ideais fraciondrios de A ¢

um grupo, que denotaremos por I(A). |

Seja A um anel de Dedekind. Os ideais fraciondarios principais de A, isto é, aqueles da
forma Az, com z € K*, formam um subgrupo F(A) de I(A), uma vez que (Az)(Ay)™" =
Azy~'. O grupo quociente C(A) = I(A)/F(A) é chamado grupo das classes dos ideais
de A.
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Observacao 2.7.1 Para que A seja um anel principal, € necessdrio e suficiente, que C(A)

consista de apenas um elemento. d

Definigao 2.7.2 Sejam A um anel de Dedekind e a e b ideais de A. Dizemos que a divide
b, e denotamos por alb, se existe um ideal ¢ em A tal que b = ac. Assim a divide b se, €

somente se, a D b.

2.8 Norma de um ideal

Consideraremos nesta segao IK um corpo de nimeros de grau n e Ok o anel dos inteiros de

K.

Definigao 2.8.1 Seja a um ideal ndo nulo de Og. Denotamos por No,(a) e chamamos

de norma do ideal a, o nimero (cardinal) dos elementos do anel quociente Ok /a, isto €,

N(a) = #(Ok/a).

Observacgao 2.8.1 Quando ndo houver divida quanto ao anel A, que contém o ideal a,

usaremos a notagdo N'(a) ao invés de No,(a). 4

Exemplo 2.8.1 Seja a = (2 — 1) wm ideal principal de Z[i], e seja o anel quociente
211 ={z+a; z € Zi]}. A norma de a ¢ o nimero de classes laterais de a. Como
2—1= 0(mod a) temos que 2 = i(mod a), e entdo para * = a + bi, com a,b € Z, temos
que T = a + bi = a+ 2b(mod a). Visto que (2+1)(2—1i) =5 € a, seque que as classes

laterais de a em Z[i] sao {0,1,2,—1,—2}, ou seja, N'(a) = 5. d

Proposigao 2.8.1 Se z € Ok,  # 0, entdo [N (z)| = #0k/Okz.

Demonstragao: Seja ¢ € Ok, = # 0. Entao, pelo Corolério 2.3.1 , temos que N (z) € Z.
Pelo Corolario 2.4.2 temos que Ok é um Z-médulo livre de posto n. Além disso, como
¥ : Ok = Okz definido por ¢(a) = azx, com a € Ok, é um isomorfismo, segue que Oz é

um Z-submédulo livre de posto n de Ok. Pelo Teorema 1.1.3, existe uma base {e;,ez,...,€,}

do Z-médulo Ok e elementos ¢; € N, tal que {ciey, €2, .., cnen} é uma base de Ogz. Além
n

disso, temos que o grupo abeliano Ok /Okz é isomorfo ao grupo abeliano H Z.|¢;Z., cuja

=1
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ordem é ¢jc3...c,. Seja a aplicagao linear ¢ : Ox — Okz definida por ¢(e;) = ¢;e;, com
i =1,...,n. Temos que det(p) = ¢1, ¢, - . ., cy. Poroutro lado, como {ze;,...,ze,} também
é uma base de Okz, existe um automorfismo de Z-médulo ¢ : Ogxz — Oz, definido por
P(cie;) = zei, 1 = 1,...,n. Assim, como o det(¢) € Z é invertivel, segue que det(¢) = £1.
Mas o homomorfismo ¢y é a multiplicagao por z, e seu determinante por definigao é a A(z).

Portanto, como det(dp) = det(p)det(p), segue que N (z) = +¢;...c, =+ #(Ok/Okz). d

Proposicao 2.8.2 Seja a um ideal nao nulo de Ok. Entdo, N(a) € finita.
Demonstragao: Seja x € a, um elemento nao nulo. Entao Okz C a. Assim, ~a—]K pode
? ; (@) o D (@)

ser visto como um subconjunto de = Dai, #—E\ R =

Kz a OIK:.':
& R ;o
2.8.1. Portanto, N (a) = #— ¢ finita. d
a

, que é finito pela Proposicao

Proposigao 2.8.3 Se a ¢ b sdo ideais ndo nulos de Ok, entio N'(ab) = N(a)N(b).

Demonstragao: Pelo Teorema 2.7.3, temos que b = pr"', onde os p’s sao ideais primos
: i€l

de Okg. Como Ok é um dominio de Dedekind, entao os ideais pis, com i € [ sao ideais

maximais. Seja p; = m, para algum ¢ € I. Por inducdo sobre o numero de fatores, é

suficiente provar que

N(am) = N(a)N(m), (2.8.5)

onde m é um ideal maximal de Ok, ou seja devemos mostrar que

(@)-(2)4(2)

Agora, como am C a, temos que o homomorfismo sobrejetor ¢ : Ok /am — Ok /a, definido

e a
por ¢(z + ap) = z + a, para x* € Ok, possui Ker¢p = E. Pelo Teorema 1.1.1 temos que

O;«; a
a/a—m =~ O]}(/a. Logo,

§(2) - #(2) +(2).

Assim, de (2.8.6) ¢ (2.8.7) podemos concluir que (2.8.5) é verificado se # (%)
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a |, ; Ok ; S, e ® a
Agora temos que — é um espago vetorial sobre —, e os Og-submodulos sao ideais de —
m m am

e sao do tipo —, onde b é um ideal, tal que am C b C a. Mas, como todo ideal fracionario
am
;. . . . e " o a~la=0
num dominio de Dedekind admite inverso, temos que a~'am Ca~'b Ca'a” =" m C
¢ maximal s :
alpCc Ok " nax m=alboualb=0g = am = b ou b = a. Assim, os Ok-

; a A A b, TR
submodulos de —, ou os subespacos do espago vetorial — sao apenas os triviais. Portanto,

. a Ok a
temos que dim oy — = 1, e portanto —_— = (—) . d
] X am b # ( m ) i N

Seja p C Ok um ideal primo. Pela Proposi¢ao 2.6.3 temos que p NZ = (p) é um ideal
primo de Z, onde p € Z é um numero primo. Sejam os homomorfismos 7 ML Ok/p,
onde 7 € a inclusdo e m a projecao. Temos que Ker(moi) = pNZ = (p). Assim, pelo Teorema
1.1.1, temos que Z/(p) ~ Im(w o). Assim, Ok/p (corpo) pode ser visto como um espago

vetorial sobre Z/(p), cuja dimensao é chamada grau de inércia de p.

Proposigao 2.8.4 a) Para todo ideal primo ndo nulo p de Ok temos que N(p) = p/, onde
f € o grau de inércia de p e p € o inico nimero primo em p.

b) Para todo ideal ndo nulo a temos que N'(a) =1 se, e somente se, a = Ok.

¢) Se N(a) for um mimero primo, entdo o ideal a € primo.

d) N(a) € um elemento de a.

e) Se a for um maltiplo do ideal b e N'(a) = N(b) entdo a = b.

Demonstragao: a) Segue do fato que Ok/p é um Z/pZ-espaco vetorial sobre Z/pZ. de
dimensao f, ou seja, N(p) = # (% =/,

b) Se N(a) = 1<=#(0Ok/a) =p1 +—O =

¢) Suponhamos que a nao seja um ideal primo. Entao, a = Ok ou a = bc, onde b e ¢ sao
ideais nao nulos e distintos de Ok. Assim, temos:

i) Se a = Ok, entao N (a) = 1, que é contra a hipdtese.

ii) Se a = bc, entao temos N(a) = N(b)N(c) e como por hipétese N'(a) = p, onde p é
um nimero primo, entdao A'(b) =1 e A(c) = p ou N(b) = pe N(c) = 1. Porém, se isso

ocorrer temos por (b), que b = Ok ou ¢ = Ok, o que é contra a hipétese. Portanto, a é um

ideal primo.
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d) Temos que (Ok/a,+) é um grupo aditivo, tal que sua ordem é N (a) = m. Assim,

, onde 1 é unidade de Ok e 0 o elemento neutro do anel Ok /a. Logo, m € a, ou

e) Se a é miltiplo do ideal b, entdao existe um ideal ¢ de Ok, tal que a = be. Assim,
N(a) = N(b)N(c). Por hipétese, como N (a) = N(b), segue que, N(¢) = 1. Logo, ¢ = Ok
ea=bh. " |

Proposigao 2.8.5 Para todo m € N\ {0} existe somente um nimero finito de ideais ndo
nulos a de Ok tais que N'(a) = m.

Demonstragao: Pelo Teorema 2.7.1 sabemos que o anel dos inteiros Og é um dominio
de Dedekind. Seja a um ideal nao nulo de Ok. Entao, provemos que o conjunto de todos
os ideais nao nulos de Ok que contém a é finito. Pelo Teorema 2.7.3, temos que o ideal a
pode ser escrito como um produto de ideais primos nao nulos de Ok, ou seja, a = pf‘ -
onde ky,...,k; € IN e py,...,px sao ideais primos nao nulos de Og. Assim, temos que
a possui um numero finito de ideais nao nulos de Ok que dividem a, ou seja, existem
Liy... . lyy t < s, l; <k Vi, tal que p‘;‘ la,..., §'|a. Portanto, existe um nimero finito de
ideais que contém a, isto é, o conjunto de todos os ideais nao nulos de Ok que contém a é
finito, denotemos este por I = {q; ideal de Ok : q; D a}. Pela Proposi¢ao 2.8.4, temos que
N(a) é um elemento do ideal a, mas q; D a, assim segue que A(a) é um elemento de q; € I,

e como [ ¢ finito, segue o resultado. d

2.9 Fatoracao de um ideal em uma extensao

Sejam K um corpo numérico, Ok o anel dos inteiros de K, . uma extensao de K de grau

finito n e O, o anel dos inteiros de L.

Definicao 2.9.1 Sejam A um dominio, K seu corpo de fragcoes e S um subconjunto nao

vazio de A — (0) fechado sob a multiplicagio com 14 € S. Chamamos de anel de fragdes

; : . a ; a
com respeito a S o conjunto de todos os elementos de KK que sao escritos na forma — com
s

a€ Aes€S. Notagao: S™'A.

A seguir daremos algumas propriedades sobre os anéis de fragoes.
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. a a
. S7'A é um anel comutativo. De fato, Vz,y € S~ A, temos que z = —l,y = —2, com

S1 Sa
¥ . ap az aa; az0a, az ay
aj,a; € Ae s;,80 € S. Assim, zy = —— = = = —— = yx. 7|
81 S2 5152 S281 S92 81

. A C S7'A. De fato, basta considerarmos a aplicacao i : A — S7!A, que a cada

z € A, i(x)

. Se S = A—(0), entao S~'A = K. De fato, temos que K = {%;a,be Aeb# 0}

{%;aeAebeA—(O)}={~E;(£€Aeb€5}=3“1‘1-

. Se S ={1} ou S = A*, entao S~'A = A. De fato, temos:

(i) Se S = {1}, temos S™'A = {E;a €EAeseS= {1}} = {%;a © A} =A.

(ii) Se S = A*, temos pela propriedade (2) que A C S~'A. Por outro lado, temos

que S7'A = {E;a €EAeseS= A*} = {as™';a € A e s™' € A*} C A. Portanto,
s

S A=A d

Proposigao 2.9.1 Sejam A um dominio, S um subconjunto de A — (0), fechado sob a mul-
tiplicagio com 1 € S e S'A = . Para todo ideal b de A, temos que (bN A)A = b, € assim
a aplicagio que a cada b associa bN A € uma injeg¢do crescente do conjunto dos ideais de 2
no conjunto do ideais de A, com relagdo a inclusdo.

Demonstracao: Mostraremos primeiramente que (bN A)2A = b. Como bN A C b, segue
que (bN A)A C bA *C¥ b, Por outro lado, se & € b, temos que = = g, coma € Aes€S.
Como b é um ideal de A e A C A, segue que sz € b. Portanto, a € b e a € A, ou seja,
a € bNA. Assim, z = a% € (bN A)2A, ou seja, b C (bN A)A. Portanto, (b N A)A = b.
Para provarmos a segunda,. parte consideraremos os seguintes conjuntos W ={conjuntos dos

ideais de A} e Y ={conjuntos dos ideais de A}, e mostraremos, que a aplicagao ¢ : W — Y

€ uma injecao crescente. Temos que b N A é um ideal de A, pois
e 0ebnNA, poisOebele A.

e VabebnNA temos (a€beac A)e(bebebe A)= a+beEbea+be A=
a+bebnA.

eVac AebebNA temosa€ Abebebe A, masa € A C U, entao a € A, dai
ab€e beabe A, assim ab € bN A.
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Assim, se a e b sao ideais de U, taisquea=b=aNA=bNA = ¢(a) = ¢(b), ou seja,
¢ esta bem definida. Agora mostraremos que ¢ é injetora e crescente. Sejam a, b ideais de
2, tais que p(a) = p(b) =>aNA=bNA=> (aNA)A=(bN A)A = a = b, ou seja, p é

injetiva. AgoraseaCb=anNACbNA= ¢(a) C ¢(b), ou seja, ¢ é crescente. d

P

Corolério 2.9.1 Se A € um dominio Noetheriano, entdo todo anel de fragoes A = S~ A €
um anel Noetheriano.

Demonstragao: Pela Proposi¢ao 2.9.1 temos que ¢ : W — Y é uma aplicagao injetiva
crescente. Se by, ba,...,b,,... é uma sequéncia de ideais de A, tais que by C b, C ... C
b, C ..., e como ¢ é crescente, temos que ¢(b;) C ¢(b2) C ... C ¢(b,) C .... Do fato de
que ¢(b;) é um ideal de A, para todo 7, e A ser Noetheriano, segue que 3 ny € N, tal que
©(by,) = p(b,), ¥ n > np, e como ¢ é injetora, temos que b,, = b,,Vn > ny, ou seja, (b,)

é uma seqiiéncia estacionaria de 2. Portanto, 2 é Noetheriano. d

Proposigao 2.9.2 Sejam A um dominio ¢ S um subconjunto de A — (0), fechado sob a
multiplicagdao com 1 € S e denotemos S™'A = A. A aplicagio que a cada q associa qN A
€ um isomorfismo do conjunto parcialmente ordenado dos ideais primos de A no conjunto
parcialmente ordenado dos ideais primos p que satisfazem pN S = (), e sua inversa € a

aplicagao que a cada p associa p2A.

Demonstracao: Dados os conjuntos, 4 ={conjunto dos ideais primos q de A} e

V = {conjunto dos ideais primos p de A, tal que pN S = B}, consideremos as aplicagoes,

e: U —V Yv:V—U
g—qgnNA p— pA '
Pela Proposi¢ao 2.9.1 temos que ¢ é uma aplicagao injetora crescente e pela Proposicao 2.6.3
temos que se q é um ideal primo de 2, entao qN A é um ideal primo de A. Se p = gN A, é um
ideal primo de A, mostraremos que pN.S = (). Suponhamos que pN S # B, ou seja, existe um

z € pNS. Entao, z € pex € S. Por outro lado, como ¢(q) = qNA =p C q, segue que z € q

1
er€S. Mas1 = - € 24, o que é um absurdo, pois g é um ideal primo. Portanto, pN.S = 0,

ou seja, p esta bem definida. Agora vamos mostrar que ¢ esta bem definida. Seja p € V.

Temos que mostrar p2A é um ideal primo de 2 e que pAN A = p. Assim, se z € p2A temos
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= Z gp,-, coma; € A, s; € Sep; €p, para todoi =1,...,n. Tomando s = s;1...58,
i=1 !
= bi
l,...,n, obtemos que z = Z —p; = Z b;p; e como Zb,p, € p, segue que

i=1 i=1

T = P comp€epeseS. ComopNnNS =10, segue que l é p2, ou seja, 1 nao pode ser escrito

S

1 b
na forma — com p € pe s € S. Agora, sejam r = —GQieJ— ? € U, tal que zy € p.

S ab p
Entao, zy = = P com pEpeu€S,ouseja, abu = pst € p. Como pNS =, temos que
st u

et : : a
u ¢ p, e como p é primo, segue que ab € p, e assim a € p ou b € p. Assim, z = — € p2A ou
s

b
s € p2, ou seja, p2 é um ideal primo. Mostremos agora que pAN A =p. Como p C A

e p C p2, entao p C pAN A. Por outro lado, seja x € pA N A. Entao, z = E, compeAe
s

s € Sedai xs € p. Como p é um ideal primo e s ¢ p, segue que = € p, ou seja, pAN A C p.

Portanto, p2A N A = p. Finalmente, temos que (@ o ¥)(p) = ¢(¥(p)) = p(pA) =pAN A =p

1

e (Yop)(q) = ¥(p(q)) = ¥(@NA) = (gN A)™A = q, ou seja, p = Y~'. Assim, ¢ é um

isomorfismo. d

Teorema 2.9.1 Sejam A um dominio, B um subanel de A, S um subconjunto de B fechado
sob a multiplicagio com 1 € S ¢ 0 ¢ S e F o anel dos inteiros de A sobre B. Entdo, o anel

dos inteiros de A = S~'A sobre B =S 'BégF=S"1F.

Demonstragao: A prova deste teorema consiste em mostrar que todo elemento de 2 que é
inteiro sobre B pertence a § e que todo elemento de § é inteiro sobre ‘B.

. a ;
1) Seja € A um elemento inteiro sobre B. Assim, = — com @ € A e s € S e existem

s
a; . Bpi a ) a\"
—t-’-,_z:l,.-.,ncoma.-eOmtrt,-eS,talquex“+ Lz 1+--—+t—0=0,0uscja, (;) +
i n—1 0

An—1

n—1

7 (E) +---+ 20 0. Multiplicando ambos os lados desta igualdade por (to- - - t,—1)",

n—1 S 0

temos (to- - th—1a)" + an_18(toty - - - tn_2)(tot1 -+ - tn1@)* 1 + -+ ap(ty - th_18) = 0, 0 que

implica que ty---t,_1a € F, ou seja, é um inteiro de A sobre B. Assim, existe f € F, tal que
f a f

€ §. Como z = —, temos que r = ——— €

to---th—1a = f, e portanto, a =
0 1 frep ot St s fgssityais

5.
2) Se xr € §, entao = = i, com f € FFese S. Como f éinteiro de sobre B, f satisfaz uma
s
equagao do tipo (f)* +b,_1(f)* ' +:--+by=0,comb; € B, 1 =0,...,n—1. Multiplicando
1 n n bn_ n—1 b
ambos os lados desta igualdade por (—) , obtemos (i) gt (i) + e —D =0,
s

S S S
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n—
n—1

b 1
ouseja, "+ —— +...+
S

b,

Sﬂ

b; . :
=], Como—;_EEB,])ara,todoz:[],...,n—l e =100
s

segue que z ¢ inteiro sobre *B. |

Corolario 2.9.2 Se A € um anel integralmente fechado, entio todo anel de fragoes S™'A ¢
integralmente fechado.

Demonstragao: Seja K o corpo de fragoes do anel A e seja B o anel dos inteiros de K sobre
A. Por hipétese, como A é integralmente fechado, temos que A = B, e assim pelo Teorema

2.9.1 decorre que S™'A = S-1B, d

Teorema 2.9.2 Se A € um anel de Dedekind, entdo todo anel de fragoes S™'A = A € um
anel de Dedekind.

Demonstragao: Como por hipétese A é um anel de Dedekind, segue que A é integralmente
fechado. Pelos Corolarios 2.9.1 e 2.9.2 temos que 2 é Notheriano e integralmente fechado.
Agora resta mostrarmos que todo ideal primo nao nulo de A ¢ maximal. Seja q um ideal
primo nao nulo de 2. Considerando o isomorfismo ¢ dado pela Proposi¢ao 2.9.2, temos que
©(q) = qNA = p é um ideal primo de A, e portanto, é um ideal maximal, pois A é Dedekind.
Se q nao for maximal, entao existe um ideal J de 2, tal que q & J G 2. Pelo isomorfismo
@, temos p(q) =p G ¢(J) & A, o que é um absurdo, pois p é maximal. Portanto, o ideal q

é maximal. a

Teorema 2.9.3 Sejam A um anel de Dedekind, p um ideal néo nulo de A e S = A — p.
Entio, S™'A = A € um anel principal, mas precisamente existe um elemento primo p € A,
tal que os ideais ndo nulos de A sio da forma (p*), com n > 0.

Demonstracao: Temos que p é o tinico ideal primo nao nulo de A, tal que pN .S = @, pois
se existisse um outro ideal p; de A, tal que p; NS = (), terifamos que p; C p. Logo, p1 = p
uma vez que p e p; sao maximais. Pela Proposigao 2.9.2, temos que o tinico ideal primo nao
nulo de A é b = p2A, e pelo Teorema 2.9.2, temos que A é um anel de Dedekind. Assim,
pelo Teorema 2.7.3 os ideais nao nulos de U sao da forma b™,n > 0. Agora, considerando
p € b\b? temos que (p) C b, mas (p) ¢ b2. Logo, (p) = b e dai segue que (p") = b"; n > 0.
Portanto, 2 é principal e todos os seus ideais sao da forma (p"); n > 0. Além disso, p € um
elemento primo pois, (p) = b é maximal, e entdao p é irredutivel e como 2 ¢é principal, segue

que p é primo. 4




Teorema 2.9.4 Sejam A um dominio, S um subconjunto de A — (0) fechado sob a multi-
plicagio com 1 € S e m um ideal mazimal de A disjunto de S. Entio, A/mA ~ A/m.
Demonstragao: Sendo m um ideal maximal de A, segue que m também é um ideal primo de
A, entao pela Proposi¢ao 2.9.2, m2 é um ideal primo em 2. Consideremos a composicao de
homomorfismos A - 2 % 2A/m2, onde 7 é a inclusdo e ¢ a projecao e ® = poi: A — A/mA.
Temos que ¢ é um homomorfismo e Ker(®) = mANA = m. De fato, z € Ker(®) = ®(z) =
lezeA=>r+mA=0ezceA=>zsemAexr € A=z € mAN A, ou seja, Ker(®) C
m2A N A. Por outro lado, y e mMANA=>yemAey € A= ®(y) =0=y € Ker(9),
assim mAN A C Ker(®). Portanto, Ker(®) = mAN A = m. Agora, vamos mostrar que ¢ é
sobrejetora. Seja z € 2, assim ¢ = % coma€ A,s € SesejaT =z+m2A. Como SNm = (),
temos que s ¢ m, ou seja, 5 # 0 e ‘como A/m é corpo, segue que 3 é invertivel médulo m.
Assim, existe T=r +m € A/m, r € A, tal que 3 7 = I(mod m), ou seja, rs — 1 € m. Logo,
ra—zx =ra— % Em=(rs— I) € m2, e portanto, p(ar) = ar + m2A = z + m2, ou seja, ¢
é sobrejetora. Portanto, pelo leorema 1.1.1, segue que A/m2A ~ A/m. 4
Sejam A um anel de Dedekind de caracteristica zero, KK seu corpo de fracoes, . uma
extensao finita de K de grau n e B o anel dos inteiros de L. sobre A. Seja p um ideal primo
nao nulo de A Entao, Bp é um ideal de B e pelo Teorema 2.7.3 é expresso de modo tinico

como Bp = H b, com os b’ s ideais primos distintos de B e os €! s inteiros positivos. Além

disso, como A ¢ Dedekind, temos pelo Teorema 2.7.1 que B é um anel de Dedekind e um

A-médulo finitamente gerado.

Lema 2.9.1 Se b ¢ um ideal primo de B, entdo bN A = p se, e somente se, b D Bp.

Demonstragao: Por hipdtese temos, bNA=p=>pCb=pBCbB=b=bDpB. Por
outro lado, seja b C B um ideal primo, tal que b O pB. Pela Proposi¢ao 2.6.3, temos que
pN A é um ideal primo de A e que bN A # A, umavezquel ¢ b. Comop Cbep C A,
temos p C bN A, mas p é maximal, assim p = b N A. d

q
Lema 2.9.2 Bp =[] b <= BpcCb,Vi=1,...,q.

i=1

q
Demonstragao: Se Bp = H b;*, temos que Bp C b;, para todo i = 1,...,q. Por outro
=1

lado, suponhamos que Bp C b;, para todo i = 1,...,q, e que Bp = qu‘, com g¢; ideais
i=1
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q
primos de B. Como Bp = qu C b;, parai = 1,...,q, pela Proposicao 2.6.4, segue que

=1

qi, C b;, para algum ip. Como qi, é maximal, segue que g, = b;. Continuando desta maneira
q

mostramos que g; = b;, para todo 1z, ou seja, Bp = H by “

i=1

Observacgoes 2.9.1 1) Temos que A/p pode ser identificado como um subcorpo de B/b;,
Vi=1,...,q. De fato: Sejam os seguintes homomorfismos A 4 B4 B/b;, onde i € a
inclusdo e ¢ € a proje¢do. Assim, ¢ o1 = 1p € um homomorfismo com Keryp = b;N A =
p. Temos pelo Teorema 1.1.1 A/p ~ Im(v), ou seja, Alp € visto como um subcorpo de
BB i= Lol d
2) Como A/p e B/b; sdo corpos ¢ B € um A-mddulo finitamente gerado, seque que B/[b; ¢
um espago vetorial de dimensao finita sobre A/p. De fato: Com as sequintes operagoes,

+: B/b;x B/b; — B/b;
(, 9) — T+Y
o: A/px B/b; — B/b;
@z +—> ay

temos que B/b; € um espago vetorial sobre Alp, e B/b; tem dimensdo finita, pois sendo
{z1,...,2,} os geradores de B, temos que se b € B, entdio b = ayxy + -+ + apr,, com
a; s € A. Assim, b=a; T1+---+a, T, com T = a; +p. Portanto, {Z1,...,Tn} gera como
um espago vetorial B/b; sobre A/p. d
3) BpN A =p. De fato: Temos que p C Bp e p C A, ou seja, p C BpN A. Por outro
lado, temos que Bp = ﬁ by C b;,Vi=1,...,q. Portanto, BN AC b;N A =1p. Assim,
BpNA=p. “ ” |
4) B/Bp € um espago vetorial sobre Alp de dimensdo finita. De fato: Consideremos os
seguintes homomorfismos A Lp: k- B/Bp, onde i € a inclusdo e ¢ € a proje¢do. Assim,
wor = 1) € um homomorfismo com Kery = BpNA = p. Logo, pelo Teorema 1.1.1, temos que
Alp ~ Im(v)), ou seja, podemos ver B/ Bp como um espago vetorial sobre A/p. Agora, se
{x1,...,2,} sdo os geradores de B sobre A, entio se b= b+ Bp, com b= a,z,+ -+ ap,,
a; €A, i=1,...,n. Portanto,b=a; 71+ -- +a, Ty, ou seja, {T1,...,Tn} € um conjunto

de geradores de B/ Bp como um espago vetorial sobre Alp, ou seja, a dimensdo € finita. d




Definigao 2.9.2 O grau f; da extensio B/b; sobre A/p € chamado de grau residual
(ou grau de inércia) de b; sobre A, e o expoente ¢; € chamado de indice de ramificagao

de b; sobre A.

Teorema 2.9.5 (Igualdade Fundamental) Sejam A um anel de Dedekind de caracteristica

zero, IK seu corpo de fragoes, I. uma extensdo finita de K de grau n, B o anel dos inteiros
q

de I sobre A, p um ideal primo nao nulo de A ¢ Bp = Hb'—z‘

g 7

com os b. s ideais primos

=1

9
distintos de B e os €!s inteiros positivos. Entao, Z e;fi=[B/Bp : Alp] =n.

i=1
Demonstragao: Consideremos a seqiiéncia de ideais B D by D b2 D ... D b D bi'b2 D
... D BB D ... Dby ...b," = Bp. Dois elementos desta seqiiéncia tem a forma b e
bb;, sendo b um produto de ideais. Afirmamos que nao existe nenhum ideal estritamente
contido entre b e bb;, pois se existisse um ideal g, tal que b D g D bb; = b~'6 D b~ !qg D
b='bb; = B D b™'q D Bb; = b; = B D blq D b; i éma'}d:n;al em.e b~'q = B ou
b~'q = b, = q = bB = b ou q = bb;,. Assim, nao existe tal ideal g. Com as operacoes
vista na Observagao 2.9.1, temos que b/bb; é um espago vetorial sobre B/b;, e assim seus
subespagos sao da forma q/bb; com b D q D bb;,. Mas como q = b ou q = bb;, segue que
os tnicos subespacos de b/bb; sao os triviais {0} e b/bb;. Desta forma, dimg,b/bb; = 1,
e entdao |B/b;| = |b/bb;| e [b/bb; : B/p] = f;, pois [B/b; : A/p] = fi e [b/bb; : B/b;] = 1.
Dado um indice 7, podemos observar que existem exatamente e; elementos consecutivos na

seqiéncia dos ideais com o quociente da forma b/bb;, ou seja, de dimensdo f; sobre A/p. A

dimensao total de [B/Bp : A/p] é igual a soma das dimensdes dos quocientes que por sua
q

vezé [B/Bp: Alpl =erfi+erfot - +efy = Z eifi. Agora, se A for principal a segunda
i=1

igualdade ¢é verdadeira. De fato, se A é principal temos que B é um A-mdédulo livre de posto

n. Se {a,...a,} é uma A-base de B, mostremos que {a; + Bp,...,a, + Bp} é uma base

de B/Bp sobre A/p:

e Vbe B/BpternosE=b+ Bb:;»E:(a1a1+---+anan)+8p:(alal+8p)+---+

(anan + Bp) = @ag + -+ - + @pa, = ay @1 + - -+ + @, o, com @; € A/p, ou seja, gera.

e Mostremos que {a7,...,a,} é linearmente independente. Se @y ay + -+ + @, &, =0
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em B/Bp = ajoy + -+ -+ a,a, = Zb_,-pj; b € Bep;€p,1=1,...,s. Mas para todo
j=1

n

J, bj € B é gerado por {ey,...a,}, ou seja, V j, b, = Zc ia;, com ¢;; € A. Entao,

ia,-cr,- = i (i c,‘_,-a,-) b= i: (i: c,-j-pj) a;. Como {ay,...a,}) é linearmente

i=1 i=1 i=1 1=1 1=1

independente, segue que a; = Z cijp; Ep,ouseja, a;=0,Vi=1,...,n
=1

A demosntragao no caso geral sera feita por redugao ao caso anterior. Temos por hipdtese

que A é um dominio de Dedekind. Assim, se p é um ideal primo nao nulo de A e se

S = A —p, temos pelo Teorema 2.9.3 que S~'A ¢ um anel principal e pelo Teorema 2.9.1
) p q p I I

temos ainda que S~!B é o anel dos inteiros de L. sobre S™'A e é um S~'A-mddulo livre.
i
S-1B " pS-1A4

Dai pelo caso anterior temos que [ ] = n. Agora considerando a fatoragao
do ideal pS~'B = H(q 'b;)* no anel de Dedekind S—!'B, temos pela primeira parte da

i=1
S'B S1A1 S S-'B §1A
S-1Bp " pS-1A| S-1Bb; " pS-1A

S-'B B §p 514 !
S-1Bb, b—,s-,egmquc'n_[S 5o pq IA] Z ifi.

|
pSTA =

] . Como

demonstragao que [

Sejam K = Q(v/d), d livre de quadrados, Ok o anel dos inteiros de K e p € Z um nimero
q

primo. Pelo Teorema 2.7.3, temos que Bp = H B, com B; ideais primos de Ok, tal que
B; N Ok = (p). Do Teorema 2.9.5, temos que RZIS 2, e assim temos os seguintes fatos:

(1) g=2,¢; =e3=1,e f; = fo = 1. Neste caso, dizemos que p decompde em K.

(2) g=1,e; =1 e f; =2. Neste caso, dizemos que p permanece primo em K.

(3) g=1,e; =2 e f; = 1. Neste caso, dizemos que p ramifica em K.

Corolario 2.9.3 Sejam K C L corpos numéricos, tal que n = [L : K], Ok e Oy, 0s anéis dos

inteiros de K e L, respectivamente. Se p.C Ok € um ideal primo, entdo N(pOL) = No, (p)".
Demonstragao: Temos que, pOy, = H bi*, com b; N Ok = p, [OL/b; : Ok/p] = f;, para

i=1

i =1,...,n e b; ideais primos de Oy, Assim, No,(pB) = No, (H bf‘) = H(Nob(b,;))"‘ =

i=1 i=1

[IWox (9))* = Nox(p)" @
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Proposigao 2.9.3 Com as mesmas notagées do Teorema 2.9.5 temos que o anel B/Bp ¢

q
isomorfo ao anel H B/b:.

i=1
Demonstragao: Temos que b; é o tnico ideal maximal de B que contém b;*, pois se existir
m um ideal maximal de B, tal que m D b{*, temos pela Proposi¢ao 2.6.4 que m D b;, para
algum i. Como b; é maximal segue que m = b;. Agora, temos que b;* + b;’ =B, paraii £ g,
uma vez se b{* + bj—" G B, entao existe um ideal maximal m de B, tal que b}’ + bj’ C nC B,
Como b;* C bj* + b;’, segue que b C m, ou seja, b; C m, e como b; é maximal, segue que

b; = m. De modo andlogo, temos que b; = m, o que é um absurdo. Portanto, b{* + b}’ = B.

Agora, o resultado segue pela Proposicao 1.1.2. d

Lema 2.9.3 (Kummer) Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu anel dos inteiros algébricos
e 0§ € Ok, tal que K = Q(0). Dados um nimero primo p, tal que p ndo divide
[Ok : Z[0]] e f(x) o polinémio irredutivel de 6 sobre Q, entdo existem polinomios irredutiveis
Pi(X),-..,p(X) € Z[X], e1,...,e, € N*, tais que f(X) = p1(X)® ... py(X)*(mod pZ[X])

e além disso,

. i = (p,pi(0)) = pOk +p:i(0)Ok sao os ideais primos de Ok acima de pZ,, 1 = 1,...,q.

q
; pO]K = Hpie‘-
i=1

[%z : ﬁ,] = pi(X) = f..

2.10 Discriminante e ramificacao

Sejam A um anel de Dedekind de caracteristica zero, K seu corpo de fragoes, L. uma extensao

finita de I de grau n e B o anel dos inteiros de L sobre A. Sejam p C A um ideal primo
q

e Bp= H b*, onde os b; sao ideais primos de B. Sabemos que um ideal primo p de A
i=1

que ramifica em B ou em L possui um dos seus indices de ramificacao e; maior que um. A

seguir caracterizaremos os ideais primos de A que se ramificam em B usando a teoria de

discriminante.




Lema 2.10.1 Sejam A um anel, B,,...,B, anéis contendo A, tais que sejam A-modulos

q q
livres finitamente gerados e seja B = H‘B,- o produto de anéis. Entdo, Dp/s = H@Qj‘fA.

i=1 i=1

Demonstragao: Faremos a demonstragao por inducao sobre q.

e Para ¢ = 2, sejam {zy,...,2,}, {y1,...,Ym} as bases para os A-mddulos livres B, e
B,. Fazendo a identificacdo natural de B, em B, x {0} e B, em B, x {0}, pode-
mos considerar {z1,...,Zn,Y1,--.,Ym} como uma base de B = B; x B;. Como pela
prépria estrutura do anel produto B temos z;y; = 0,V 7, j, e portanto, T'r(z;y;) = 0.
Assin, DU E sy Boilfigsasylln] = del Erliem) - = det(T'r(z;zi)) -

0 Tr(y;yir)
det(Tr(y;yjr)), ou seja, D(T1,. .., Ty Y1y -3Ym) = D(T1,. .o Tn)  D(Y15- -+, Ym)-

q—1
e Suponha que o resultado seja valido para ¢ — 1, ou seja, se B = H‘B;, entao
1=1

g—1
Dpja = HQ‘B./A- Sejam, €; = By --- B,y e & = B, e,

i=1
. (T (%11, 12,- -+, T1n) base de B,

Loy = (21,225 -+, T2m) base de B,

T(g-1)s = (:I:(q—l)l-. T(g—1)25+-+> x{q—l]s) base de ‘Bq_l
Yq = (Y1 Yazs- -+ > Yar) base de B,
Fazendo as seguintes identificacbes €, — €; x {0}, €; — {0} x €, e considerando

B = €; x €, temos que {Z1,,ZTom,...,T(g-1)s,Yg} € uma base de B e usando o caso

q-1 q
H.I.
para q = 2, temos que Dp/4 = D¢, /4" De,/a = HQ‘B-;A - Deg /4 = H'Dg;”z,;. P

i=1 i=1
Lema 2.10.2 Sejam B um anel, A um subanel de B e a um ideal de A. Se B € um A-
modulo livre com base {z,,...,x,}, entdo {T1,...,T,} € uma base de B/aB sobre Ala e
2O TP |
Demonstragao: Da demontragao do Teorema 2.9.5 temos que {Z7,...,T,} ¢ uma base de
B/aB sobre A/p. Sejam ¢ € B e m, : B =+ B o endomorfismo que a cada b associa zb

com M = [a;j]; a;; € A, a sua matriz. Agora seja mz: B/aB — B/aB o endomorfismo de
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multiplicacio por T que a cada b associa T b. Temos que M = [a;], com @; € A/a, é sua

matriz, uma vez que
mz(T1) = TTr=zr1+aB = (anzi+ -+ a12,) +aB = (anz1 +aB) + -+

+ (ammzn+aB)=anz+ -+ @i Thn

mz(Ty) T T, =T, +aB = (a1 + -+ + anuts) + aB = (¢uz1 +aB) +--- +

(almmn + ﬂB) = AnT1 +** + Qpn ﬂ:
e portanto,

M =

aﬂﬂ

Como T'r(z) = E a; = Tr(zy= E a; = E a;; = Tr(z), e se tomarmos = = z;z;, temos

que T'r(T:7;) = Triziz;). Assim, det(Tr(z;%;) = det(Tr(x;z;)); ou sejs, DTy, Fn) =

9(3:],...,;1.',1). d

Definicao 2.10.1 Seja A um anel. Dizemos que um elemento a € A é chamado nilpotente
se existe n € N, tal que a™ = 0. Dizemos que um anel A ¢ reduzido se o inico elemento

nilpotente de A € o 0.

Definicao 2.10.2 Um espago vetorial A sobre um corpo K ¢ uma K-dlgebra ou uma

algebra sobre K se existe uma multiplicagdo:
e : AxXA — A

(a,b) — ab
satisfazendo,

. a(b+c)=ab+ ac, Va,b,c€ A,
. a(ab) = (aa)b = a(adb), V a € K,a,b € A,
3. a(bc) = (ab)e, VY a,b,c € A,

. 114 € A; aly =a=14a, Vac A.




& Se ab=ba, Y a,b€ A, temos uma K-dlgebra comutativa.
B Se,Vae A; a#0,3d € A|ad =14, dizemos que A € uma dlgebra de divisdo.

Lema 2.10.3 Em um anel Noetheriano reduzido A, o ideal (0) € expresso como a intersec¢do

de um nimero finito de ideais primos de A.

Demonstragao: Pelo Corolario 2.6.3, temos que todo ideal de um anel Noetheriano contém
um produto de ideais primos. Como (0) é o menor ideal de A, segue que (0) é um produto
de ideais primos de A, ou seja, (0) = pi'---pg?. Se z € py NP2 N...Np,, entao g™+ " ¢
pit - pg? = (0), e assim 2™+t = (. Como A é reduzido, temos que z = 0. Portanto,
(0) = p1Np2N...Np,, ou seja, o ideal (0) é expresso como a interseccio de um nmimero

finito de ideais primos de A . d

Lema 2.10.4 Sejam K um corpo, L. uma K-dlgebra comutativa de dimensdo finita. Entdo,
I. € um anel reduzido se, e somente se, Dk # (0).
' q
Demonstragao: Se L é reduzido, entao pelo Lema 2.10.3, temos que (0) = ﬂ b;, com bis
i=1
ideais primos de .. Temos que L/b; é um dominio e uma K-édlgebra de dimensao finita.
Assim, IL/b; é uma extensao algébrica, ou seja, todo elemento de I./b; é inteiro sobre Alp.

Pela Proposicao 2.1.3, segue que L/b; é corpo. Assim, b; é um ideal maximal de L, e

q
consequentemente, b; + b; = I, para todo i # j. Assim, H L/b;=L/b;---b,=L/(0) =L,

i=1

q
e portanto, Dy /x = HD[LIB.)}K- Como D (e, # 0, segue que Dy g # 0. Por outro
i=1

lado, suponha que L nao seja reduzido, e seja * # 0 um elemento nilpotente de L. Seja

{®1,...,2,} uma base de I sobre K, tal que = = z,. Entao, xy2;,V 7, é nilpotente, e assim
o endomorfismo Mgz,z, : L = L que a cada [ € L associa lz;z;, tem seus auto valores todos
nulos, e portanto, T'r(z;z;) = 0. Assim, a matriz (Tr(z;z;)) tem uma linha nula, o que
implica que D(zy,...,z,) = 0, ou seja, Dk = (0), o que é um absurdo. Logo a K-algebra

LL é reduzido. d

Teorema 2.10.1 Sejam K e L. corpos de nimeros, tal que K C L, Ok e O os anéis dos
inteiros de K e I respectivamente, p um ideal primo ndo nulo de Og. Entdo, p ramifica se,

e somente se, Op/OLp nao € reduzido.




q
Demonstragao: Seja Opp = H bf*, com b; C Oy, ideais primos, tal que b; N A = p. Se
=]

p se ramifica, entao existe k € IN, tal que ¢4 > 1. Temos que pOy, :Ct b;, V 7, pois se
pOy, = b; teriamos ¢; = 1 o que é contra hipétese. Para cada 1, seja a; € b; \ pOy, e seja
T =a; - apagyr---ag+ Opp # 0, com ay---a, € O \ Opp. Assim, se r = €1 - -+ - €,

entdao T = (ay---a,)" + Orp = aj---ajay,, =ity o Orp = Bp = 0. Portanto, Or/Opp
q

nao é reduzido. Por outro lado, como O, /Opp ~ H Oy /b5 nao é reduzido, existe z # 0,

i=1

q
= (z;+b§,...,2,+b57) € H Oy /b{, tal que = é nilpotente. Entdo, 3 j, tal que z; ¢ bj’
=1

e3dn €N, comn > 1, tal que (z; +b5,...,2,+05°)" =0 = (x’i‘+bi‘,...,x;‘+b;“’). Assim,
z? € b;,Vi=1,...,q, em particular z7 € b;’. Se e; = 1, entdo z7 € b;, e como b; é primo

segue que, ; € b; o que é contra hipétese. Portanto, e; > 1, ou seja, p ramifica. " |

Corolario 2.10.1 Sobre as mesmas condi¢ées do Teorema 2.10.1, temos que p ramifica se,

e somente se, D p/Bp)/(A/p) = (0).

Demonstracao: Pelo Teorema 2.10.1, temos que p ramifica se, e somente se, B/Bp nao é

reduzido, e pelo Lema 2.10.4, B/Bp nao é reduzido se, e somente se, D (g/Bp)/(4/p) = (0). @

Definigao 2.10.3 Sejam K e I corpos numéricos com I C L. Sejam Ok e O os anéis
dos inteiros de K e I, respectivamente. O discriminante de Oy, sobre Ok (ou de L. sobre
K) € o ideal de Ok gerado pelo discriminante das bases de L. sobre I que estdo contidas em

Ovr. Notagio: Do, jo, 0U Dy/K-

Observagoes 2.10.1 1) Se {z),...,z,} € uma base de L sobre K contida em Oy, pelo
Coroldrio 2.3.1, temos que Tr(z;x;) € Ok, e portanto D(z,,...,z,) € Ok, ou seja, Do, jo,
€ um ideal de Ok. Além disso, € ndo nulo pela Proposigio 2.4.3.

2) Se Op € um Og-modulo livre, temos pela Defini¢do 2.4.2 que o discriminante Do, jo, €
o ideal gerado D(ey,...,e,), onde {e1,...,e,} € uma base de O. Agora, se {z;,...,T,}

€ uma base de I sobre K contida em Oy, temos que x; = Za,-jej—, com a;; € Ok, e pela
j=1
Proposigdo 2.4.1, seque que D(xy,...,x,) = det(a;;)*D(ey, ..., €,), 0 que mostra que as duas

definigoes sao equivalentes. d




Teorema 2.10.2 Sejam K e I corpos de niumeros, tal que K C L, Ok e Oy, os anéis dos
inteiros de IK e I respectivamente, e p um ideal primo nao nulo de A. Entao, p ramifica se,

e somente se, p D Doy /oy -

Demonstracao: Suponhamos que p ramifica. Fazendo S = Ok — p, temos que
A =S 20, W= O ey =g, Pelo: Teoremma 203, berissique X Snin'sndl prindipal,
B ¢ um A-modulo livre, Ok /p ~ A/p’ e O /Bp ~ B/Bp’. Se {e1,...,e,} é uma base de
B, pelo Corolario 2.10.1, temos que D (o, /0.p)/(0k/p) = (0) <= D(ey,...,e,) € p’. Mas

se D(ey,...,e,) € p' e se {z1,...,2,} é uma base de L sobre KK contida em O, temos
n

2p= Za:}-cj, com a}; € A, pois Oy, C B. Assim, D(z1,...,7,) € Ok e D(zy,...
J=1
(det(a;; )2D(ey,...,e,) € p', e portanto, D(zy,...,z,) € p' N Ok = p. Portanto, Dpjog =

(D(x1,...,2,)) C p. Por outro lado, se Do, /0, C b Ox/p=/yf

D(ey,...,e,) € p', onde
{e1,...,€,} é base de B. Assim, ¢; = y—f, comy; € Bes €S, eportanto {yi,...,yn} é uma
base de L sobre IK contido em Op. Mas D(ey,...,e,) = det(Tr(e;ej)) = det(Tr (-y%‘l)) =
s
1
Sz—ndet(T'r(y,-yj)) = s D(yy,...,yn) € A, ou seja, Do, 0k C Ap = p'. Entao, Do, jox =

(0), e pelo Corolario 2.10.1, segue que p ramifica. Portanto, p ramifica se, e somente se, p

contém Do, /oy - d

Corolario 2.10.2 Com as notagées do Teorema 2.10.2, temos que existe somente um nimero

finito de ideais de Ok que se ramificam em O,

Demonstragao: O resultado segue da fatoragao do ideal de Ok gerado por Do, /0, d

Exemplo 2.10.1 Seja K = Q(Vd) com d € Z livre de quadrados. Se d =2 ou 3 (mod 4),
entdo Z(v/d) ¢ o anel dos inteiros de K. Como Tr(1) = 2, Tr(v/d) = 0 e Tr(d) = 2d,

segue que D(1,v/d) = 4d. Assim, os primos que se ramificam em K € 0 2 ¢ os divisores

1+ Vd
2

14+Vd o Py g . d+1
5 =1leTr 5 =Tr{ —+ - ,Segueque

_2d+l
2

de d. Agora, se d = 1(mod 4), entdio Z(

) € o anel dos inteiros de K. Como

—1 =d. Assim, os primos que se ramificam em 1. sdo os divisores
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Proposigao 2.10.1 Seja ¢ wma raiz n-ésima primitiva da unidade. Se p primo nao divide
n, entdo p ndo ramifica em Q(§).
Demonstragao: Seja f(X) o polindmio minimal de € sobre Q e seja n = [Q(§) : Q].
Como f(X) divide X™ — 1, temos que X" — 1 = f(£)g(£). Pela Proposicao 2.4.4 temos
que D(1,€,...,6m 1) = £N(f'(€)). Agora, como nX™ ! = f/(X)g(X) + f(X)g'(X), segue
que né™ 1 = f'(£)g(€) uma vez que f(€) = 0. Como £ é uma raiz da unidade, ou seja,
N(€) = 1, segue que £n™ = N(f'(£))N(g(€)), e portanto, N(f'(€)) divide n™. Além
disso, como £ é inteiro sobre 7, temos que o discriminante de Q(¢) divide D(1,£,...,£™1),
e portanto, também divide n™. Finalmente, o resultado segue do Teorema 2.10.2. d
O seguinte resultado é muitas vezes ttil para determinar o anel dos inteiros de um corpo

de numeros.

Proposicao 2.10.2 Sejam K um corpo de nimeros de grau n, {z;,...,z,} uma base de K
sobre Q contida no anel Ok dos inteiros de K. Se o discriminante D(zy,...,x,) € livre de

quadrados, entao {xy,...,x,} € uma base de Oy, sobre Z.

n
Demonstragao: Se {e;,...,e,} é uma base de Ok sobre Z, entao = = E a;;€ej, com
i=1

a;; € Z. Pela Proposigao 2.4.1, temos que D(zy,...,z,) = (det(a;;))*D(e1,...,€,). Como
D(zy,...,x,) é livrte de quadrados, segue que det(a;;) = +1, ou seja, {z1,...,&,} também

¢ uma base de Ok sobre Z. 4

Exemplo 2.10.2 O polinémio X + X + 1 € irredutivel sobre Q. Seja x € C uma raiz,
e portanto x ¢ inteiro. Temos que K = Q[z] € uma extensio cibica de 7 e {1,z,2%} €
uma base de I./IK sobre Q. Assim, D(1,z,2?%) = —23, que € livre de quadrados, ¢ portanto,

{1,2,2%} € uma base L/K sobre Z. ” |




Capitulo 3

Reticulados

Neste Capitulo faremos um estudo sobre reticulados via homomorfismo de Minkowski no R”,
definindo seus principais parametros, tais como regiao fundamental, empacotamento esférico,
densidade de empacotamento e densidade de centro. Através do homomorfismo candnico
obtemos um método de gerar reticulados no R™. Os reticulados obtidos desta maneira
dependem diretamente do anel dos inteiros de um corpo de nimeros . O grande desafio é
encontrar o anel dos inteiros de qualquer corpo numérico, uma vez que sao conhecidos apenas
o anel dos inteiros dos corpos quadraticos e dos corpos ciclotémicos. Assim, para obtermos
bons reticulados no R", via o homomorfismo de Minkowski, primeiramente necessitamos
do conhecimento do anel dos inteiros de um corpo de nimeros de grau n. Deste modo,
no presente Capitulo faremos um estudo sobre reticulados no R™, sobre empacotamento
esférico, explicitaremos alguns reticulados construtivos conhecidos na literatura e obtencao

de reticulados via o homomorfismo canénico.

3.1 Reticulados

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo I, A um subanel de L e

Vpy...,Un, vetores de V linearmente independentes sobre L, com m < n. Da-se o nome de

m
reticulado com base 8 = {v,...,v,,} ao conjunto dos elementos de V do tipo, A = E a;v;,
, i=1
com a; € A, que sera denotado por Ag.




Tvz{zpw;l(}ﬁpml; i=11---,m}-

=1

Dizemos que T, é a regiao fundamental do reticulado A associada a base 3. Se n = m,

dizemos que o reticulado Az é um reticulado completo e que {vy,...,v,} é uma base

completa do reticulado.

Exemplo 3.1.1 Temos que Ag = 7Z? é um reticulado completo do R* gerado pela base

B ={e; =(1,0),e; = (0,1)}, com regidgo fundamental descrita na figura abaizo.
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Exemplo 3.1.2 Temos que, Ag = {(a,b) € Z* a+b= 0(mod 2)} € um reticulado completo
do R? gerado pela base B = {v; = (2,0),v, = (1,1)}, com regigo fundamental descrita na

figura abaizo.

Definigao 3.1.1 Dizemos que um subgrupo S do R™ € discreto se para qualquer subconjunto

compacto K do R", tivermos K NS finito.
Exemplo 3.1.3 Um tipico exemplo de subconjunto discreto do R™ ¢ Z7.".

O préximo teorema nos diz que um reticulado é gerado sobre Z por uma base do R", a

qual é entao, uma Z-base do reticulado dado.

Teorema 3.1.1 Seja H um subgrupo discreto do R™. Entao, H € gerado como um Z-médulo

por r vetores linearmente independentes sobre R, com r < n.

Demonstragao: Seja {ej,...,e.} um conjunto de elementos de H linearmente indepen-

dentes sobre R, onde r é o maior possivel com r < n.

Seja P = {:r ER™ & = Z asei, 0 < o; < 1} um paralelepipedo construido a partir destes
i=1
vetores. Temos que P é compacto e como H é discreto, segue que P N H é finito. Para
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.
qualquer z € H, pela maximalidade de r, temos que = = Z Aiei, A € R. Consideremos
i=1

] €EZ, e seja:
zj=jz— Y [iN]es, (3.1.1)
=1

onde [k] denota o maior inteiro menor ou igual a k. Assim, z; = _}Z Aie; — Z[j)t,—]e,— =

i=1 i=1

Z(j)\,' — [7Ai])ei € PN H. Dessa forma, se tomarmos j = 1 na equagao (3.1.1) temos que

=1

T, =T — Z[/\;]e,-, ou seja, r = x; + Z[)\,—]e,-. Assim, como z; € P N H e este é finito,
i=1 =1

segue que H é finitamente gerado como um Z-modulo. Por outro lado, do fato de PN H

ser finito e Z ser infinito, existem inteiros j e k, tais que z; = zx. Da equagao (3.1.1),
segue que T; = ok = jz — Y _[j\lei =kz — Y [kM]ei = (G —k)z = _(HA] — [kA])ei =
=1 i=1 =1

. . e L e B e A = [RA] :
(]—k);)twi = Z;(L;A,]—[LA,])C, = (F—k)h = [GA]=[kA] = X = eyl

Ai pertence a Q. Assim, H é gerado como um Z-médulo por um niumero finito de elementos,

que sao combinagoes lineares com coeficientes racionais dos e}s. Seja d # 0 um denominador

r

comum destes coeficientes. Consideremos o conjunto dH. Temos que dH C E Ze;. Dali,

=1

pelo Teorema 1.1.3, segue que existe uma base (fi,..., f;) do Z-mddulo Z Zie; e inteiros
i=1
a;, tal que {ayfi,...,a,f.} gera dH. Deste modo, o Z-médulo dH tem o mesmo posto de

H e como Z Ze; C H, temos que o posto de dH > r. Pela maximilidade de r decorre
que o postc::(ie dH é r e os als sao nao nulos, pois caso contrario dH nao teria posto r.
Assim, os f!s sao linearmente independentes sobre R. Portanto, dH é gerado por r vetores
linearmente independentes sobre R e conseqiientemente H também é gerado por r vetores
linearmente independentes sobre R. >

Dado um reticulado H, além da regiao fundamental T}, existem também outras regioes

z+T,, com z € H, associadas a uma base {vy,...,v,} do reticulado H. Veremos a seguir

que todo conjunto limitado intersecta apenas um nimero finito destas regioes.

Proposigao 3.1.1 Seja T, a regiao fundamental associada a base vy, ..., v, de um reticu-

lado H e seja C um subconjunto limitado de .. Entdo, C N (z + T,) = 0, para quase todos
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os ponlos z de H.

Demonstracao: Para todo ¢ € T,, temos que ¢ = Zpgvg e ||T|| = ”ZP:‘U:‘” <

ZHp,ng = Z lpi] < ||vil] < Z [|vill = 7. Suponhamos sem perda de generalidade que

i=1

C B, (bola dc centro 0 e raio p), para algum p > 0. Seja z € Z, tal que B,N(z+1T,) # 0.
Assim, z 4+t = x € B, para algum t € T, e portanto, ||z|| = ||z —t|| < [|[z|| + |t]| < p + T,
ou seja, z € B,y,. Como H é discreto, temos que o conjunto H N B,y, ¢ finito. Assim,
existem finitos pontos de H que pertencem a B,y., e portanto, existem finitos pontos de H,
tal que B,y, N (24 T,) # 0, uma vez que se B, C B,4,, segue que B, N (z + T,) # () para
um numero finito de z € H.

Quanto aos reticulados completos, é intuitivamente claro que a reuniao de todas as regioes
associadas a uma base de um reticulado completo cobre todo o espago L, e que os reticulados
completos podem ser caracterizados por uma propriedade mais fraca, a saber pela existéncia

de um conjunto limitado C, tal que U (z40C) =
zeH

Teorema 3.1.2 Seja H um reticulado de I.. As sequintes condi¢ées sio equivalentes.
(i) H é um reticulado completo de 1.

(ii) Ezxiste um subconjunto limitado C' de L tal que L = U (z + C). Em particular, temos
z€H
que I = U (z+T) (reunido disjunta), sendo T a regido fundamental associada a uma base

zeH
de H.

n n
Demonstragao: (i) =(ii) Para todo € L, temos que z = Zaév,- + Zpg’b‘,‘ com a; €
i=1 i=1
Z.eO<p; <1, i=1,...,n Assim, temos que . C U(z + T,), e como a inclusao
zeH
contraria é imediata, segue que L = U (z + T,). Esta unidao é disjunta, pois se tivermos
z€H

n

n n n n n
Z a;v; + Z: piv; = Z a;v; + Zpgv,‘, segue que Z(a,— —a)v; = Z(p: — pi)vi, € entao
i=1 =1 f=1 i=1 i=1 i=1
a; — a' = pl — p;, ou seja, a; + p; = al + pi, Vi=1,...,n, e portanto, a; = @’ e p; = pi.
(ii) = (i) Suponhamos que H nao seja uma reticulado completo. Seja {u,...,u,} uma base

de H com m < n. Entdo, podemos completar esta base a uma base {u,...,Ums1,.-+,Un}

do espago L. Se {wy,...,w,} é a base dual de {uy,...,u,}, entdo o produto interno
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n

(i) =10; V&€ H, i 2 = Za,-ug. Suponhamos, sem perda de generalidade, que

i=1
[lwn|| = 1. Seja p > 0, tal que C C B,, e seja y = p'w, para algum p’ > p. Por

hipétese, temos que y = z + ¢, comc € C e z € H. Como (z,y) = 0, concluimos que

Iyl12 = (= + ¢, 5) = (z,9) + (e, ) < llell llyll < pllyll, ou seja, [lyll < p, o que contradiz o
fato de [ly|| = [|o'wall = . @

Para que possamos prosseguir no estudo de reticulados completos de L, precisamos da
nogao de volume em .. O volume no R" é bem conhecido e pode ser facilmente transferido
para o R-espaco L através do isomorfismo natural entre R” e I, e definido por meio da base
candnica {ej,...,e,}. Além disso, é possivel se restringir a subconjuntos C de L que sao
reunioes finitas de paralelepipedos, asando apenas as seguintes propriedades de volume.

a) Vol(T,) = |det(a;;)|, sendo v; = Zagjej, @i ERE= 1,050
b) Vol(z 4+ C)=Vol(C), para todo :;:EI L.

c) Vol(yC) = 4™ Vol(C), para todo v € R, v > 0.

d) Se CNC’ =, entao Vol(C U C’) =Vol(C)+Vol(C").

Proposicao 3.1.2 O volume da regido fundamental Vol(T,) ¢ independente da base v de H.

Demonstragao: Seja f = {fi,..., f»} uma outra base de H. Entao, f; = Za;jvj, com
=1

aij € Z. Assim, Vol(T,) = |det(ei;)|Vol(T,). Como a matriz de mudanca de base (a;;) é
invertivel, segue que det(a;;) = £1. Portanto, Vol(T;)=Vol(T,). 4

Definigao 3.1.2 O volume do paralelepipedo T, associado com uma base v de H é chamado

de volume do reticulado H.

Teorema 3.1.3 Seja C C L, tal que Vol (C) seja definido e seja H um reticulado completo
de L. Se os conjuntos z+C, com z € H forem disjuntos dois a dois, entdo Vol(C) < Vol(H).
Demonstracao: Seja T a regidao fundamental associada a uma base de H. Pelo Teorema

3.1.2, temos I = U (z 4+ T), e deste modo temos que C = U (CN(z+T)) é também

zeH ze€H
uma reuniao disjunta. Pela Proposi¢ao 3.1.1, segue que existem zi,...,2, em H, tais que

CN(z+t)=0paratodoz € H\ {z1,...,2-}. Assim, U (CN(zi+T)) é uma reuniao

disjunta. Por hipétese, temos que z; + C' sao dois a dois dlsJuntos e como H é um subgrupo,
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segue que os —z; + C também sao dois a dois disjuntos, e portanto, a reuniao U(—.,; +C)NT
i=1

também é disjunta. Disto, segue que C N (z; +T) = (—zi+ CNT) + z;. Assim, temos que
Vol(C) = z": Vol (CN(z+T)) = i Vol (—z +C)NT) = Vol(U(zi + C)NT) <
Vol(T) = Vol(H). - @
Teorema 3.1.4 Sejam H um reticulado de posto n no R"™ e S um subconjunto do R™, com
Vol(S) definido e tal que Vol(S) > Vol(H). Entdo, existem dois pontos distintos x,y € S, tal
quex—y € H.

Demonstracao: Seja e = {e;,...,e,} uma Z-base de H e seja T, a regiao fundamental de

H. Assim, S é a uniao disjunta de subconjuntos da forma SN (h+ T¢.); h € H, e portanto,

Vol(S) = Vol(SN (h+T.). (3.1.2)
heH
Como o volume é invariante por translagao, temos que Vol(SN(h+T.)) = Vol((—h+S)NT,).

Os conjuntos (—h + S) N T, nao podem ser todos dois a dois disjuntos, pois caso contrario
Vol(T,) > Z Vol((—h + S)NT,), o que contradiz a hipétese. Logo, existem dois elementos
distintos h, k' € H, tais que ((—h+S)NT.)N((=hA'+S)NT,) = T.N(=h+S)N(=h'+S) # 0.
Sejam z,y € S tais que —h +2x = —h' +y. Entao, zc —y = —h'+h € H e z # y, uma vez
que h # h'. d

Teorema 3.1.5 Sejam H um reticulado no R™, S um subconjunto do R™, cujo Vol(S) é

definido, e S ¢ simétrico com respeito a origem e convexo. Se tivermos Vol(S) > 2" Vol(H),

entio SN (H — {0}) # 0.

1
Demonstragao: Como Vol (35) = 27"Vol(S) > Vol(H ), segue do Teorema 3.1.4 que os

&

conjuntos 55 + z nao sao disjuntos dois a dois, isto é, existem 2,2, € H com z; # 2z, e

. 1 ] »
c1,¢2 € S, tais que 51 4z = 5C2 + z5. Como S é convexo e simétrico, temos que —¢; € S

1 it -
€2 —2= 562 + (1 - 3)61 € SN H — {0}, como queriamos. d

Teorema 3.1.6 Sejam H um reticulado no R™, S um subconjunto do R", cujo Vol(S) ¢
definido, e S ¢ siméltrico com respeito a origem e convexo. Se Vol(S) > 2™ Vol(H) e S
compacto, entio SN (H — {0}) # 0.




Demonstracao: Seja o conjunto (1 + €)S; € > 0. Entao, (1 + ¢)S é compacto, convexo e
simétrico, e Vol((1+€)S) > 2"Vol(H). Pelo Teorema 3.1.5, segue que (1+€)SN(H—{0}) # 0.
Como H é discreto, segue que (1 +¢)S N (H — {0}) é finito, e portanto, é compacto. Agora,

temos que (1 4+ €)S C (1 + §)S para § > ¢, uma vez que se (1 +€)zr € (1+¢)S,comz € S,
14+e€
1+46
com 0 < r < 1. Assim, é suficiente mostrar que rz € S, para todo 0 < r < 1. Como

) x, ou seja, y = rz,

entao (1 4+ ¢€)z = (1+6)y € S, com y € S se, e somente se, y = (

S é convexo, temos que (1 —t)(—z) + tz € S, para todo 0 < ¢t < 1. Em particular, se
t =1 ; 1, temos que (1 = r-‘; 1) (—z) + L _; 1) x = rz € S. Assim, concluimos que
(1+€)S C (1+44)S, para todo § > ¢. Pelo Teorema dos Intervalos Encaixantes, segue que
ﬂ(H —{0}) N (1 +¢€)S # O. Assim, existe z € (H — {0}) N (1 + ¢)S, para todo ¢ > 0.

>0
I

it
compacto, segue que (z,) converge para z € S. Portanto, SN (H — {0}) # 0. P

Finalmente, temos que (z,) = ( ) é uma seqliéncia convergente de S, e como S é

3.2 Empacotamento esférico

Um empacotamento esférico, ou simplesmente um empacotamento no R", é uma dis-
tribuicao de esferas de mesmo raio no R" de forma que a intersec¢ao de quaisquer duas
esferas tenha no maximo um ponto. Pode-se descrever um empacotamento indicando ape-
nas o conjunto dos centros das esferas e o raio. Um empacotamento reticulado é um
empacotamento em que o conjunto dos centros formam um reticulado Ag do R".

Fazendo v; = {vi1,...,vin}, ¢ = 1,...,n; temos que volume de Ag denotado por v(Ap)

é igual ao médulo do determinante da seguinte matriz, chamada de matriz geradora de Ag,

V117 ... Uin
B =
Unt -+« Unn
Sendo 3’ uma outra base para Ag, segue que v(Ag) = v(Ag), pois B e 8’ diferem pelo
produto de uma matriz inversivel com entradas inteiras. Assim, podemos definir o volume
de Az como sendo o volume de uma regiao fundamental.
O interessante sao os empacotamentos associado a reticulados Ag em que as esferas

tenham raio maximo. Para a determinagao deste raio, observe que fixado £ > 0, a intersecgao
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do conjunto compacto {z € R"; |z| < k} com o reticulado Ag é um conjunto finito, de onde

segue que o nimero Ag . = min{|A;A € Ag, A # 0} estd bem definido, e (Ag,_; )* é

chamado norma minima.

Observamos que p = Ag_. /2 é o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas
centradas nos pontos de Ag e obter um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacota-
mentos reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos que a densidade de

empacotamento de Ag é igual a

Volume da regiao coberta pelas esferas  v(B(p))  v(B(1))p"

A(Ag) = = -
(As) Volume da regiao fundamental v(Ag) v(Ap)

Portanto, o problema se reduz ao estudo de um outro parametro, chamado de densidade
pn

v(Ap)

Exemplo 3.2.1 Seja Ay = 7 um reticulado do R", gerado pela base p = {(1,0,...,0),

Visto que v(Ag) = |detB|,

1

=

de centro, que ¢é dado por d§(Ag) =

(0,1,...,0),...5(0,0,...,1)}, temos que Ag,_ .. =1, dai p = =.

&

e B neste caso € a matriz identidade, temos que o v(Ag) = 1, e portanto, §(A)

Um dos problemas de empacotamento esférico de um reticulado Ag do R™ é encontrar
um empacotamento com maior densidade.

Em dimensao um, temos que os pontos de coordenadas inteiras da reta formam um
Z-reticulado cuja a densidade de empacotamento é a melhor possivel dada por A = 1. Neste

caso as “esferas”sao segmentos de retas como podemos ver na figura abaixo.

esfera




Em dimensao trés Gauss mostrou em 1831 que o reticulado fecc é o empacotamento com

maior densidade (piramides de laranjas), sendo essa A = = 0,7405.

V18

Ja para dimensoes n > 4 conhece-se apenas algumas densidades de determinados empa-

cotamentos, mais ainda nao se sabe qual a melhor densidade.

3.3 Reticulados importantes e suas propriedades

Nesta secao descreveremos as propriedades de alguns reticulados construtivos importantes

conhecidos na literatura.
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Definigao 3.3.1 Dizemos que um reticulado € equivalente a outro se este pode ser obtido

do outro por rotag¢ao ou translagado.

1. Reticulado ciibico n-dimensional Z": Temos que, Z" = {(z1,Z2,...,Zs); x; € Z}
é um reticulado chamado de cibico. A sua matriz geradora B é a matriz identidade.
Assim, detZ” = 1 e a norma minima igual a 1, o raio de empacotamento é p = %, sua
densidade de empacotamento é A = V,27" e sua densidade de centro é § = 27", Desta
forma Z tem densidade de empacotamento A = 1, e as densidades de 72,73, 7" sao
A=T g 0.785, A = T x0524eA= W—z ~ 0.308, respectivamente.

1 6 32
. Reticulado n-dimensional A,: Paratodon > 1, A, = {(z¢,21,...,2,) € Z"; 2o+

zy+ -4z, = 0} é um reticulado. Por defini¢ao, temos que A, esta contido no hiper-

plano E z; = 0 no R™!, possui uma matriz geradora B, dada por:
i

-1 1

onde detA, = det(BB') = n + 1, norma minima igual a 2, raio de empacotamento

1
p = — e densidade de centro § = 2'“”2(?’3 + l]_ln-

V2

3. Reticulado hexagonal: Temos que A; ~ Z e que A; é equivalente ao reticulado

-1
hexagonal. O reticulado hexagonal é gerado pelos vetores (1,0) e (T’ -2@) , € assim

1 0 3
B ] Desta forma detA, = 7 norma minima
R

igual a 1, raio de empacotamento p = 5 densidade de empacotamento A =

1
0,9069 e densidade de centro § = —.

V12

. Reticulado D, paran > 3: Temos que D,, = {(zy,...,2,) € Z" : &1+ - -+, é par}

sua matriz geradora é B =

¢ um reticulado. Sua matriz geradora é dada por;
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1 -1

onde detD, = 4, norma minima igual a 2, raio de empacotamento p = 1/v/2 e densi-

dade de centro § = 2-(n+2)/2

. Reticulado face-centered cubic: Temos que os reticulados A3 e D3 sao equivalentes
ao reticulado fee. Assim, o fec consiste de todos os pontos (z,y,z2), onde z,y, 2 sao

inteiros com soma par. Um matriz geradora de D3 é dada por;

onde det D3 = 4, norma minima igual a 2, raio de empacotamento p = I/ﬁ, densidade

N, = I 0,7305 e densidade de centro § = 275/2,

V18

e Para Dy, temos A =~ 0,61685 e densidade de centro § =~ 0, 125.

e Para D5, temos A = 0,46526 e densidade de centro ¢ =~ 0, 08839.

3.4 Homomorfismo canénico de um corpo de niimeros

Para determinar o volume de uma familia especifica de reticulados e conseqiientemente, a
densidade de centro é necessario falarmos das imersées de um corpo de nimeros K no corpo
dos nimeros complexos C.

Sejam K um corpo de nimeros e n seu grau. Pelo Teorema 2.2.1 temos que existem
n isomorfismos distintos ¢; : K — C, uma vez que o polinémio minimal de um elemento

primitivo de IK sobre Q tem somente n raizes em C. Se 0;(K) C R diz-se que o; é real, caso
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contrario o; é dito imagindrio. Quando todos os monomorfismos sao reais diz-se que K é
um corpo totalmente real e quando os monomorfismos sao todos imaginarios diz-se que
K é um corpo totalmente imagindrio. Se a : C — C é a conjugagao complexa, entao
para todo j = 1,...,n, temos que aoo; = o, 1 < k < n, e que g; = o; se, e somente se,
o;(K) C R. Assim, usando s para denotar o numero de indices, tal que o;(K) C R, podemos
ordenar os monomorfismos oy, ...,0, de tal modo que oy,...,0, sejam os monomorfismos
reais € 0s414; = 0s4; J = 1,...,t. Entdo n — s é um nimero par, assim podemos escrever

s + 2t = n. Dai, para cada z € K, temos que o0 homomorfismo ok : K — R" definido por

ok(z) = (01(2),...,0.4:(x)) € R® x R¥,

é um homomorfismo injetivo de anéis, chamado de homomorfismo canodnico de K em
R* x R?. Geralmente identificamos R* x R* com R", e este homomorfismo pode também

ser visto como
ok(z) = (o1(x),...,05(x),Rosp1(2), Sost1(2), - . ., Rospe(), Sosie(T)),

3(z) representam as partes real e imaginaria do numero complexo

onde as notagoes R(z) e
r, respectivamente.

Exemplo 3.4.1 Sejam o corpo quadrdtico K = Q(i), onde i = /=1, e {01,02} o grupo dos
Q-monomorfismos de I em C, onde o, € a aplicagio identidade ¢ o2(a + bi) = a — by,

com a,b € Q. Neste caso, s = 0 et = 1. Parax = a+b; € K, a,b € Q, temos
ok(z) = (Roy(z), [o1(z)) = (a,b).

Uma das aplicagoes deste homomorfismo é a geracao de reticulados no R", onde os princi-
pais parametros podem ser obtidos via teoria algébrica dos numeros, através de propriedades

herdadas de K. Isto pode ser visto de maneira formal nos resultados que seguem.

Proposicao 3.4.1 Seja K um corpo de nimeros de grau n. Se M é um Z-modulo livre de
K de posto n e se (z;)1<j<n € uma Zi-base de M, entio ox(M) € um reticulado no R™, com

volume Vol(ox(M)) = 27"det 1<jr<n(0j(zk))]-
Demonstragao: Para cada j fixo, as coordenadas de ok (z;) com respeito a base canonica
do R™ sao dadas por

(JI(IJ) s .,O'_.,(;EJ']._ §RO’_¢+](I3’), %o’s+]{l‘j)a ¥ialaly §Rgs+t(xj)a C‘:}os+t('rj)]1 (343)
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onde R e S denotam respectivamente, as partes real e imaginaria. Agora calculemos o
determinante D da matriz que tem a j-ésima coluna dada por (3.4.3), fazendo uso das
seguintes formulas R(z) = (2 +2), S Z(: — Z) para z em C e das transformacoes
elementares no determinante, a saber, pela adi¢ao da (s + 2[)-ésima linha a sua anterior e

em seguida pela subtragao da (s + 2/ — 1)-ésima coluna da sua posterior, para [ = 1,...,1.

Assim,

o1(xy) z; e TilER)

oa(zy) e oalEs)

os(xy) von. TalTn)
Florw(21)) s oo R(0541(n))

S(osti(zr)) ... - S(oat(2n))

%(JS_H(.TIJ) &R(Ug-pt(;rn))

3(os4e(21)) ... S wn SO OHR))

oi(xy) sk | oikED) ceo oy(z0)

oa(xy) v Og(®y) )

os(xy) cve BalTi) o EalBn)

Ost1(21) + Osp1(x1) ... Oop1(T5) + 05t1(T5) ... Ospa(Tn) + Ost1(T0)

Es11(21) = opri(m1) - O’s+1(1”-;‘) = G’s+l($;‘) coo Oapr(Zn) — Opp1(Zn)

ﬂ's+g(1171)+03+f(;l’?|) 0'3_|_;(.’j'73')+(73+(_($j) 0'5+g(3"-,1)+0'5+1($n)

0'.s+t(il-'|)“gs+t($1] Us+t(33j)—0's+t($jj o's+t(-rn)_o-3+t(;rn)




02(.’!’7[)

0'3(1‘1)

Os41 (3*1)

0'_.;_'_1(:]’,‘1)

ostt(T1)

ffs+r(331)
0'|(;I.';)

oa(xy)

os(xy)
Ost1(71)

G"s+z(-’l'1)

o(x;)

oa(x;)

os(xj)
os41(T;)

os42(;)

o1(z,)

oa(x,)

os(zy)
o-s+1(In)
0'3+](:L'n)
Js+:(l'n)
Js+t(xn)

o1(zy,)

oa(zn)

()
o's-l—l(xn)

‘73+2(In)

= (2i)"'det(oj(z1)).

0'5+2t(51’-'|) Us+2t(-’rj) Us+2t(~'1’?n)

Portanto, D = (2:)~'det(oj(xk)), j,k =1,...,n. Como (;)i1<j<n € uma base de K sobre Q,
segue da Proposicao 2.4.3 que det(oj(zy)) # 0, e portanto, D # 0. Assim, os vetores ok(z;)

do R™ sao linearmente independentes e geram ok (M), ou seja, og(M) é um reticulado do

R". Do fato de {z,,...,z,} ser uma Z-base de M, entao m = Z a;jz;, a; € 7, e portanto,
j=1

k] n
m € M. Assim, og(m) = Zajo'g{(;rj), a; € 7, ou seja, og (M) = {Z ajok(x;); a; € Z}
j=1 J=1

Logo, Vol(ok(M)) =  |D| = 2|det <jr<n(oj(xk))|- 4

Exemplo 3.4.2 Tomemos K = Q(v/3), e Ok = Z[V3] seu anel dos inteiros com Z-base
{1,v/3}. Como K ¢ totalmente real, entdo t = 0, e portanto

o1(1) a1(V3)
oa(1) 02(V3)




A imagem do homomorfismo canénico ox(Z[v/3]) C R? € um reticulado de posto 2 em R?,

cujo volume € 2V/3. d

Exemplo 3.4.3 Tomemos K = Q(/6), e Ok = Z[V6] seu anel dos inteiros com Z-base
{1, \/6} Como K € totalmente real, entdo t = 0, e portanto

Vol(ok (Ok)) = |det L g 2V/6.

1 -6

A imagem do homomorfismo canénico ox(Z[V/6]) C R? ¢ um reticulado de posto 2 em R?,

cujo volume € 21/6. 4

14 v—7 o g
Exemplo 3.4.4 Tomemos K = Q(v/-7), e Ok = Z [—+9—] seu anel dos inteiros com

14+ +v/-=7 : i i y
+T} Como K € totalmente imagindrio, entao t = 1, e portanto

Z,-base {1,

1 1 4+ /=7

1 1
Vol(ow(Ok)) = 5 |det 2 = V7.
2 . 1 V=T 2

2
|

Proposicao 3.4.2 Seja K um corpo de nimeros de grau n. Sejam ® o discriminante de
K, Ok o anel dos inteiros de K e a um ideal ndo nulo de Ok. FEntdio, ox(Ok) e ok(a)
sdo reticulados, com respectivos volumes, Vol(Ox) = 27!|D|7 e Vol(ok(a)) = 27!|D|2 N (a),

onde t € o nimero de monomorfismos imagindrios.

Demonstragao: Como a e Ok sao Z-moddulos livres de posto n, segue da Proposicao 3.4.1
que ok(a) e ox(Ok) sao reticulados do R™ e que Vol(ox(Ok)) = 27!|D|, onde {z1,...,z.}
é uma Z-base de Ok e ® = det(oi(zx))? (Proposicao 2.4.3). Para a segunda férmula,
temos que ok (a) é um subgrupo de ok (Ok) de indice N (a) uma vez que Ok /a é isomorfo a
ok (Ok)/ok(a). Além disso, como um dominio fundamental de ok(a) é a uniao disjunta de
N (a) cépias de um dominio fundamental de ok (Ok ), segue que Vol(ok(a)) = 2-D|7 N (a),
portanto Vol(Ok) = 27!|D|z e Vol(ok(a)) = 27! |D|z N (a). d




A figura abaixo ilustra as Proposigoes 3.4.1 e 3.4.2.

McCK

Z

Teorema 3.4.1 Sejam KK um corpo de niimeros, n seu grau, s et os inteiros como definidos

anteriormente, ® o discriminante de IK e a um ideal nao nulo inteiro de K. Entao, a possui

4\ n!
um elemento ndo nulo z, tal que |Ng (z)| < (—) %|®|%N’(a).
n

™

Demonstracao: Seja ok o homomorfismo candnico de K em R* x R?. Seja r um nimero
K

real positivo e seja B, o conjunto de todos os elementos (yi,...,¥s, z1,...,2) € R* x R*, tal
5 t
que E lyi| +2 E |zj| < r. Entao, B, é um conjunto compacto, uma vez que é um conjunto

i=1 7=1
fechado e limitado. Também é convexo, pois V z,y € B,, com & = (Y1,...,Ys, 215.-.,21) €

5 t 5 t
Yy 2)), temse quez,y € By, Y uil4+2) |zl <re w42 1F <
i=1 i=1 i=1 i=1

5
r. Tomando a, tal que 0 < a < 1, temos que az + (1 — a)y € B, uma vez que Z loy; +

1=1

t E 5 t t
(1—a)y|+2 ) lazj+(1—a)2j| < a ) |yil+(1-a) Y il+2a ) |z]+2(1-a) Y |2} =

i=1 i=1 3=1 j=1

J=1

E t s t
a (Z ly:| + 22 |zj-|) +(1—a) (Z lyi] +2(1 — ) Z |z;|) <at+(1l—a)t="t. Assim,
i=1 1=1

i=1 j=1
B, é convexo. Além disso, temos que B, é simétrico em relagio a origem. Temos por

t n
[1][pg.66] que Vol(B,) = 2° (E) ”_. Escolhemos ro, tal que Vol(B,,) = 2"(ok(a)), ou seja,

2/ n!
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: 1
2° (g) ’"_o = 2"7'|D|2 N ), ou seja, ry = 2" *r~'n!|D|2N (a). Pelo Teorema 3.1.6, segue
2/ n!

que B, Nok(a) # 0, e assim existe z # 0, tal que ¢ € a e og(z) € B.. Do fato da
média geometrlca ser menor ou igual a medla aritimética e do fato que a]h( z) € B,, segue

s+t o o+t =
r i g
que |N(z)| = H|o,(1‘)| H loj(2)]° < |: Z|o, |+ - Z loj(z ] % n_?" Entao,

1=s5+1 1=1 J =s5+1

1 .z”-s AN\'n'
V@)l < Lo *r—tntD| A (a) " 0[5 A (a) (—) DN (a). a
Tf m n

— nn n=3

Corolario 3.4.1 Com as mesmas notagoes do Teorema 3.4.1, temos que toda classe de ideal

4\ n!
de K possui um ideal inteiro b, tal que |N(b)| < (—) n—n|iD]%
T) n

Demonstragao: Seja E uma classe de ideais de K e agp € E. Como os ideais fracionarios
de A formam um grupo, entio existe 3 a;' um ideal fracionario, tal que apay’ = A. Assim,

existe d € A\ {0}, tal que dag' C A é um ideal inteiro. Dai, (d~'ap)(dag') = A. Seja

] . . i =) B
¢ um ideal inteiro e a’ € . Deste modo, pelo Teorema 3.4.1,

i 4\'n! .
existe z € a\ {0}, tal que N (z)| < (i) n—'|fi)|5N(a). Entao, lAe) < (—) n—]’DF.
™) nt n"

N(@) — \n
Aﬁ?ﬂ? = N(Aza™"). Temos que

Aza~' = Aza’ é um ideal inteiro, pois é um produto de um ideal principal por a’. Temos

o’ = d'ag. Entao, a = a’

Como N (Az) = N(Aza~'a) = N(Aza~')N(a), segue que

também que Az C a <= a | Az <= 3 b ideal inteiro, tal que Az = ab <= Aza~! = b.

4\" n!
Portanto, existe b ideal inteiro, tal que |N'(b)| < (—) 1|®|? A
m

nn"

Corolario 3.4.2 Com as mesmas notagoes do Teorema 3.4.1, temos que |D| > —

(5

Demonstragao: Pelo Corolario 3.4.1, existe um ideal inteiro nao nulo b em K, tal que
4A\'n!' . . N T\t n" T\2t n?"
1 <N(b) < (=) —=|D|7, ou seja, [D]|z > (—) —-. Portanto, |D| > (—)
)l " 4/ n! 4 n!)
T\ " pin s o 0 Lom (n+1)2{n+l)
7 ok S - T4 ((n+1))

l 2n 3 T
(n 23 ) N - = 1 4+ 2 + termos positivos) > _'r_ ),
n n :

an = ' 37\" %31 « AL
s g - 4 4 3 \ 4
2t n?tl (ﬂ- n m

2n <
Z) T:z e (T2 Segue que, 9| > (Z

3

paran > 2 e € limitado por uma constante independente de K.

fog|9|
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3 4 3r\" 4 4 9\ 2
(%) % Agora, temos que|D| > (T) = E} = (_;1) 5 Como ;= (5) >
2 % 3 Li 2 n
5. e et > (5 (-
n 1
s ’ L#
log|®| — fog%

™
™ ™ _
E) Portanto, log|®| = nlog, ou seja,

Proposigao 3.4.3 Sejam KK um corpo de mimeros e x € K. Entdo, |ok(z)|* = ¢ Trk/q(2T),

onde
se K for totalmente real,

se K for totalmente imagindrio.

Demonstragao: Se K for totalmente real, temos que ok(z) = (o4(z),...,0.(2)), para
z € K. Assim, |ok(z)* = 01(2)? + -+ + 0u(2)? = 01(2?) + -+ + on(2?) = 04(aT) + -+ +
O‘n(.‘EE) = TT']K;Q(.'L'E).

Se K ¢é totalmente imagindrio, temos ok(z) = (Ro1(z), So1(z),...,Roz2(z),Soz2(z)), para

z € K e |ox (@) = (Ro1(2))? + (So1())? + - + (Roz(2))? + (%og(x))ﬂwl(xﬁ.(m
.+.

ton(z)oz(z) = 01(z)or(T) + - -+ o2(z)oz(T) = 01(2T) + o2(2). Por outro lado,

Tryg q(eT) = J,(x§)+- -++02(27)+71(2T)+- - -+02(27). Visto que 7,(2T) = 01(2T), temos

1
que T'rg/q(2T) = 2(01(2T) + - - - + 02(2T)), e assim 51 rk/Q(2T) = 01(2T) + - - - + o2 (27).
1

_12—5

Portanto, |ok(z)|* = = - Trk/q(zT). d

Observacao 3.4.1 Fazendo t, = min{Tr(zT); « # 0, x € a} para um corpo de nimero K,

()
(a)

entdo d(ok(a)) =
|®]K|% -N(a
Teorema 3.4.2 ( Hermite) Todo corpo numérico I # Q, tem discriminante ® # +1.

Demonstragao: Pelo Corolério 3.4.2, temos que [D] > (3:) ? Como %{ >le Z > 1,

segue que, |D| > 1, ou seja, ® # *1. d
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Capitulo 4

Aplicacoes no R2. R? R* e RS

Este Capitulo tem-por objetivo a aplicagao dos resultados apresentados nos capitulos an-
teriores, mais precisamente, calcular a densidade de centro dos reticulados obtidos via o
homomorfismo candénico. Nosso maior desafio no célculo efetivo da densidade de centro é
minimizar uma forma quadratica, caracterizada em funcao do traco relativo. No caso dos
corpos quadraticos caracterizamos a forma quadratica e calculamos a densidade de cen-
tro da realizagao geométrica (imagem de um ideal via o homomorfismo canénico) do anel
dos inteiros algébricos e de ideais principais. No estudo das cubicas, quérticas e quinticas,
restringimo-nos & aquelas da forma Q(v/d),Q(v/d) e Q(v/d), com d um inteiro livre de
quadrados. Sob tais condicdes caracterizamos o anel dos inteiros algébricos e sua forma
quadréatica. O valor minimo da forma quadratica é obtido atribuindo valores inteiros as
variaveis e comparando os resultados. No caso de um ideal do anel dos inteiros algébricos
de Q(v/d),Q(v/d) e Q(+v/d) a forma quadratica é minimizada com valores inteiros e ainda
satisfazendo condigoes que caracterizam os elementos do ideal.

O Lema de Kummer 2.9.3 é de fundamental importancia neste contexto. Com este
resultado podemos descrever os geradores de ideais primos e obter o grau residual e o indice

de ramificagao.




4.1 Reticulados em corpos quadraticos

Nesta se¢ao temos o objetivo de calcular a densidade de centro de reticulados de posto 2 em
R2. Pela Proposicao 2.2.1 temos que todo corpo quadratico tem a forma K = Q(v/d), com d
um nimero inteiro livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos é Ok = Z[V/d] se d
é congruente a 2 ou 3 médulo 4, com Dk = 4d ou Ok = Z[IJE‘@] se d é congruente a 1 modulo
4 com Dk = d. Sejam a um ideal nao nulo de Ok e t, = min{Trg/g(c@); a € a, a # 0}.
Assim, no caso em que o ideal é o préprio anel, temos pela Observacao 3.4.1 que a densidade
()

de centro do reticulado ok (Ok) é dada por §(ox(Ok)) = |9;|% .
Exemplo 4.1.1 Sejam K = Q(v/7), Ok = Z[V7] ¢ Dk = 28. Dado a = a + b\/7 € Ok,
temos que a@ = (a+b\/T)(a+bV/7) = a® +2ab\/T+7b%. Assim, Tr(a@) = Tr(a®+2abV/7 +
%) = Tr(a®) + Tr(2abV/7) 4+ Tr(70?) = 2a* + 146* = 2(a® + 7b%), e dai
toy = min{Tr(aa);a # 0, a € Okg} = 2, para a = 1 ¢ b = 0. Portanto, §(ox(Ok)) =

1
2758 ~ 0, 09449. d

Exemplo 4.1.2 Sejam K = Q(\/_] Ok = Z[—ﬂc] Dk = 5. Dado a = a + b5 € Ok,
temos que aa = (a +b\/5)(a +b\/3) = a?+2ab\/5+ 5b%. Assim, Tr(a@) = Tr(a? +2ab\/5 +
502) = Tr(a®) + Tr(2abV5) + Tr(56?) = 2a* + 106> = 2(a* + 5b%), e daf
toy = min{Tr(aE);n #0, a € Og} =2, paraa =1 e b =0. Portanto, §(ox(Ok)) =
L

1
5 Y

Consideremos agora ideais principais do anel dos inteiros algébricos de um corpo quadratico

K. Seja a um ideal nao nulo de Ok, tal que a = yOk, onde v € Ok. Entao, ok(a) é um

reticulado de posto 2 no R? e sua densidade de centro, pela Observacao 3.4.1, é dada por;

&,
o) = Bl - IVl

Exemplo 4.1.3 Sejam K = Q(\/11), Ok = Z[V11] € a o ideal principal de Ok, gerado por
v = 14+2V11. Dado a € vOk, existem a,b € 7, tais que o = (a4 22b) + (2a + b)V/11, onde
aa = (a+22b)%+11(2a +b)? +2(a +22b)(2a + b)V11 e Tr(a@) = 2[(a+22b)* 4+ 11(2a +b)?,
assim t, = min{Tr(a@);a # 0, a € Ok} = 90, paraa =1 e b = 0. Como Dk = 44 ¢

...

V({14 2V/11)) = IN(1 + 2/11)| = | — 43| = 43, temos (ok(a ))_172\/_20088. ”|
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Exemplo 4.1.4 Sejam K = Q(\/5), Ok = Z[%ﬁ] e a o ideal principal de Ok, gera-
. b
do por v = T+ 2v/5. Dado o € 7Ok, existem a,b € 7, tais que a = (a+ 5) +

5 ( 176 * A
(7+\/5)=(7a+1;é)+(2a+%b)\/5, ondeaa=(7a+7) +5(2a+§) -+

b\ bY*
?a~+—%b) (2a+,9)\/5 e Tr(ea) = 2{(7«—%%) +5(2a+§) ] Assim,

ta = min{Tr(ca);a £ 0, a € a} = 138, paraa =1 e b = 0. Como D = 5 e como

N({7+2vV11)) = |N 7+ 2v5)| = [29] = 29, temos que a densidade de centro do reticulado
69

ok(a) € 6(ok(a)) = ~ 0,5320. 4
585

Proposigao 4.1.1 Quando K ¢é um corpo quadrdtico totalmente imagindrio e a ¢ um ideal

principal do anel dos inteiros algébricos de IK, a densidade de centro do reticulado ok(a) €

a mesma do reticulado o (Ok).

Demonstragao: Sejam a = 7Ok um ideal principal de Ok e € a, onde = 4/, com

| € Ok. Assim, 2T = y7ll e Trk q(y¥ll) = 2(y7¥!l). Como

1T q(vAll)
2

=V

segue que, p,ox = |[N(7)| - pog, € portanto,

2p? 2
p’YOK pOK - 5(0}\(0]}{))

Mok (vOK)) = ,
O = o Wl el

|

114+ =7
Exemplo 4.1.5 Sejam K = Q(v/-7), Ok = Z[w] € @ = a + bw € Ok, com w = %

Entio, ca@ = a® + abo + abw e Tr(a@) = 2(a®? + ab + 2b%). Assim, seque que
toy = min{Tr(a@);a # 0, a € Og} =2, paraa =1 e b = 0. Visto que Dk

temos que a densidade de centro do reticulado ox(Ok) € §(ok(Ok)) = L\/_ ~ (), 1889.
Exemplo 4.1.6 Sejam K = Q(v/=2), Ok = Z[w] e a = a+bw € Ok,comw = /—2. Entdo,
a@ = a* + Tb*w e Tr(a@) = 2(a? + 7b%). Assim, to, = min{Tr(a@);a #0, a € Ok} = 2,
paraa =1 e b= 0. Viefo que Dg = —8, temos que a densidade de centro do reticulado

ok(Ok) € §(ok(OKk)) = 7 =~ 0,3535. >
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4.2 Reticulados nas Cubicas

Nesta secao faremos o estudo de casos particulares de ciibicas, com o objetivo de obter reti-
culados de posto 3 no R3. Aqui descreveremos o anel dos inteiros algébricos de I = Q(V/d),
o discriminante de K, a forma quadratica associada e os reticulados obtidos em R*® a partir

do ideais ordinarios de Ok.

Teorema 4.2.1 [6] Sejam d um inteiro livre de quadrados, § = Vd, K = Q(9),

1+0+6° 1—0+06°

w o — e TP E—
Branis | 3

. Entdo, o anel Ok dos inteiros algébricos de KK € dado por:

Al se d# +1(mod 9)
Ok=4{ Z+70+7Zw se d=1(mod9)
7.+70+7Z~y se d=—1(mod?9).

Sobre as mesmas condicdes do Teorema 4.2.1, dado a € K, a = ag + a;0 + a30? e visto
que o nimero de monomorfismo imaginario é um, ou seja, t = 1, o homomorfismo canonico

ok de K em R? é dado por ok(a) = (a, Roy(a), Soy(a)), e portanto,

lok (@) = a® + oa(a)oz(@) = a® + o5(a)oa(@)
= (ap + a10 + a30%) + (ao + @106 + a,0%6%)(ao + a,0€ + a360%€?)
2aj + 2a70* + 2a30" + apa 0 + ayard + apaz0?
2a2 + 2(a10)? + 2(a20%)* + ao(a10) + (a10)(a20?) + ao(a26?).

Esta forma quadratica é minimizada em a = 1, b = ¢ = 0, e assumindo o valor 2. Desta

2
forma, p = £ Dado que Dk = +N(f'(0)) = £27d%, temos que a densidade de centro do

2
2AV3[2P _ 1
V2id2  3v6d
Exemplo 4.2.1 Sejam K = Q(0),0 = /3, Ok = Z[V/3] o anel dos inteiros algébricos de K
e X2 —3 o polinémio irredutivel de \/3 sobre Q. Consideremos o ideal 27, C 7.. O polinémio

reticulado ok (Ok) ¢ dado por §(ok(Ok)) =

X3 — 3 fatora-se como:

.\r3 = 3 = (‘\’ — ]_)()(2 —I— A’ —I— l)(mod QZ[X])'

Pelo Lema de Kummer, temos que 20k = p1p2, tal que py = (2,0 —1) e po = (2,0*°+0+1),

sendo esses os ideais primos acima de 27,, cujo os graus residuais sao 1 e as normas sdo 2 e
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4, respectivamente. Além disso, Dx = £27-9. Desta forma para calcularmos a densidade de
centro do ideal primo ok (p,), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado
a € Ok, temos que a = ag+ a0 + a0* e como p, esta acima de 27, ¢ § = 1(mod p,), entdo
@ € p; se, e somente se, ag + a; + az € 27.. Dai nosso proximo passo € minitmizar a forma
quadrdtica.

|O‘;K(Oz)|2 = Qag + ‘.2((11!9)2 + 2(0,202)2 + ao(a,0) + (a;ﬂ)(a-292) + 60(0292),

para valores de ag,ay,a; € 7. que satisfazem a condi¢do ap+ ay + a; € 2Z.. Analisando todas
as possibilidades, temos que a forma quadrdtica |ok(a)|?> assume o menor valor quando

ag=a; =1, a; =0, e este valor € 260* 4+ 0 + 2, logo

= 3
VAl & 02 5(ox(p1)) 2(PHR) . (amraTay
= — ; a == —
P 2 Rl V27-9-2 723

Exemplo 4.2.2 Sejam K = Q(0),0 = /3, O = Z[V/3] 0 anel dos inteiros algébricos de K
e X®—3 o polinémio irredutivel de /3 sobre Q. Consideremos o ideal 57, C Z.. O polinémio

~0,1680. d

X3 — 3 fatora-se como:

X°? =3 =(X-2)(X?+2X — 1)(mod 5Z[X]).

Pelo Lema de Kummer, temos que 50k = p1p2, tal que p; = (5,0 —2) e po = (5,02 +20—1),
sendo esses os ideais primos acima de 57., cujo os graus residuais sdo 1 e as normas sdo 3 e
9, respectivamente. Além disso, D = £27-9. Desta forma para calcularmos a densidade de
centro do ideal primo ok (p;), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado
a € Ok, temos que o = ag+ a,0 + az0% € como p; esta acima de 57, € 0 = 2(mod p;), entio
a € Py se, e somenle se, ag+ 2a; — ay € 57.. Dai nosso proximo passo € minimizar a forma

quadratica.

ok (@)[* = 20§ + 2(a10)* + 2(a26%)* + ao(a10) + (a10)(a20%) + ao(a267),

para valores de ap,ay,ay; € 7. que satisfazem a condigdo ag + 2a, — a; € 57Z. Analisando
todas as possibilidades, temos que a forma quadrdtica |ok(a)|* assume o menor valor quando
ap=1,a; =2 e a; =0, e este valor € 2+ 20 + 862, logo
5 3 2
V2 + 20 + 80

p= 3 ¢ Sow(p)) =

(12}29}392 ) B
2
v27-9-3

~ 0,1271.




Exemplo 4.2.3 Sejam K = Q(0),0 = v/2, Ok = Z[v/2] o anel dos inteiros algébricos de K
e X2 —2 o polinémio irredutivel de \/2 sobre Q. Consideremos o ideal 37, C Z.. O polinémio
X3 — 2 fatora-se como:

X? -2 = (X + 1)%(mod 3Z[X)).

Pelo Lema de Kummer, temos que 30k = p°, tal que p = (3,0+1) sendo o tnico ideal primo
acima de 37, cujo o grau residual € 1 ¢ a norma € 3. Além disso, t =1 e Dk = £27 - 4.
Desta forma para calcularmos a densidade de centro do ideal primo ok (p), precisamos apenas
encontrar o raio de empacotamento. Dado a € Ok, temos que a = ag + a10 + a20% e como
p esta actma de 37 ¢ 0 = —1(mod p), entdo a € p se, e somente se, ag — a; + az € 3Z. Dai

nosso proximo passo € minimizar a forma quadrdtica.
lok(a)|? = 2a2 + 2(a10) + 2(a20%)* + ao(a10) + (a10)(az0?) + ao(a26?),

para valores de ag, ay,ay € 7 que satisfazem a condigdo ag— a1+ ay € 37.. Analisando todas
as possibilidades, temos que a forma quadrdtica |og(a)|*> assume o menor valor quando

ag=1,a; =0 e ay = —1, e este valor é 2 + 46 — 62 logo,

3
V2 + 40 — 02 2 (”i@)
p=—7% ¢ (ok(p)) = V2743

= 0,1021.

4.3 Reticulados nas Quarticas

Nesta segao faremos o estudo de casos particulares de quarticas, com o objetivo de obter retic-
ulados de posto 4 no R*  Aqui descreveremos o anel dos inteiros algébricos de
K = Q( C/E), com d um inteiro livre de quadrados, o discriminante de K, a forma quadratica
associada e a descrigdao dos reticulados obtidos em R* a partir dos ideais ordindrios de Ok.

1462

Teorema 4.3.1 [4] Sejam d um inteiro livre de quadrados, 6 = vd, K = Q(0), w = 5

0+

ey . Entao, o anel Ok dos inteiros algébricos de IK ¢ dado por:

7.0 se d # 1(mod 4)
7470 +7w+7Zy se d=1(mod 4).

Ok =




Sobre as mesmas condicoes do Teorema 4.3.1, dado a € K, existem ag, a1, aq, az € Z, tal
que a = ag + a0 + a0 + a30> se t = 1, entao o homomorfismo canénico ok de K em R* é

dado por ok(a) = (a1, az, Roz(a), Sos(a)), e portanto,

lox(@)|? = a? + a2 + o3(a)os(a) = 3ak + 2apaz0? + 3a30% + 2a,a30* + 3a30* + 3a30°
3a2 + 2ao(a20?) + 3(a10)? + 2a,0(as6®) + 3(a20)* + 3(as6°)?
1
3{2a§ + 2a;0% + 5a20* 4 5a20* + (2a0 + a20%)? + (24,10 + a30°)*}.

Esta forma quadratica é minimizada em ao = 1, @; = a; = a3 = 0, e assumindo o valor
3. Desta forma, p = % Dado que Dk = +N(f'(0)) = £256d>, temos que a densidade

t.n 2 2 4 9
de centro do reticulado ok (Ok) é dada por §(ok(Ok)) = QD'(;\ — (\gg(/idz = 1284V’

Quando d = 2, temos

d(ok(Ok)) = ~ 0,02486.

128 - 2V/2
Exemplo 4.3.1 Sejam K = Q(0),0 = v/2, Ox = Z[V2] o anel dos inteiros algébricos de
K e X* —2 o polinémio irredutivel de \/2 de 0 sobre Q. Consideremos o ideal 77 C 7. O
polinomio X* — 2 fatora-se como:

X*—2= (X +2)(X +5)(X? +4)(mod TZ[X)]).

Pelo Lema de Kummer temos que, TOk = p1p2ps, tal que py = (7,0 +2), p2 = (7,0 +5) ¢
ps = (5,0%+4), sendo esses os ideais primos acima de 77, cujo os graus residuais sio 1 para
P1,P2 € 2 para p3 e as normas sio 7,7 e 7%, respectivamente. Além disso, Dk = £256 - 23.
Desta forma para calcularmos a densidade de centro do ideal primo ok(p;), precisamos
apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado o € Ok, temos que o = ag + a;0 +
a20% + a360® e como p, esta acima de 77 ¢ 0 = —2(mod p,), entio o € p; se, e somente se,

ag—2ay; —3a;—az € 77 = pyNZ. Dai nosso proximo passo € minimizar a forma quadrdtica.

lok(a)|* = %{2{13 + 2a,0% + 5a20* + 5a20" + (2a0 + a20%)* + (2a,0 + a36°)*},

para valores de ag,ay,as,a3 € 7 que satisfazem a condigio ay — 2a; — 3a; — a3 € 7.
Analisando todas as possibilidades, temos que a forma quadrdtica |ok(a)|* assume o menor

valor quando ag = 0,a; = 2,a; = 1, a3 = 0, € este valor € 106* + 30*, logo
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9 (M)‘

2

64 =x/2 T

Sejam d < 0 um inteiro livre de quadrados, § = v/d, K = Q(#) e Ok o anel dos in-

V1062 + 304

5 e S(ok(p1))) = ~ 0,0801. a

teiros algébricos de K. O polinémio irredutivel de 6 é irr(8,Q) = X* — d e sua raizes sao
0, —10,—0,10. Sejam, o0y, 0,,03,04 as imersoes de KK em C, tal que o; é a inclusdo, 02(0) =
—0,03(0) = 10,04(0) = —i0. Dado a = ag+a,0+a20*+a360°, como t = 2, temos que o homo-
morfismo canénico ok de K em R* é dado por ok(a) = (Roi(a), Soy1(a), Ros(a), Soa(a)),

e portanto,

lok(@)|® = o1(a)ai(a) + oa(a)aa(a) = 2{(a} — a20%) + (—a;i + a2i6")6%}.

Esta forma quadratica é minimizada em a9 = 1, a; = a; = a3 = 0, assumindo o valor

3. Desta forma, p = \/T?_, Dado que D = £N(f'(0)) = £256d°, temos que a densidade

2p _ 2%(V3/2)%) _ 1
Dk V125643 16|d|+/]d]

de centro do reticulado ok(Ok) é §(ok(Ok)) = Assim,

quando d = —1, temos que

$(ox(O) = 15

e quando d = —2, temos que
1

16 - 2v/2
Exemplo 4.3.2 Sejam K = Q(0),0 = v/—1, Ok = Z[v/—1] o anel dos inteiros algébricos
de K e X* + 1 o polinomio irredutivel de 0 sobre Q. Consideremos o ideal 27, C 7.. O

d(ok(OKk)) = ~ 0,0221.

polinémio X* + 1 fatora-se como:
X*+1= (X +1)*(mod 2Z[ X)),

e pelo Lema de Kummer temos que, 20k = p*, tal que, p = (2,0 + 1), sendo esse o tnico
ideal primo acima de 27, cujo o grau residual € igual a 1 € a norma ¢ 2. Além disso,
t =2 e Dk = —256. Desta forma, para calcularmos a densidade de centro do ideal primo
oKk(p), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado a € Ok, temos que
a = ag+a10 + a30% 4+ a360°, e como p esta acima de 27 ¢ 0 = —1(mod p;), entdo a € p se, €
somente se, ap — ay + ay — az € 27, = pN7Z. Dai nosso prorimo passo € minimizar a forma

quadrdtica




lo()* = 2{(ag — a30") + (—asi + a5i6")0°},

para valores de ap, ay,aq, a3 € 7. que satisfazem a condigdo ap—a,+az—az € 27.. Analisando

todas as possibilidades, temos que a forma quadrdtica |ok(a)|* assume o menor valor quando

V1 — 62
ap =1,a; = —1,a3 = ay = 0, e este valor € igual a 1 —6?. Logo, p = 5 e 6(ok(p))) =

92 (@)4

2

~~ 3125. d
6.2 0,03125

4.4 Reticulados nas Quinticas

Nesta se¢ao faremos o estudo de casos particulares de quinticas, com o objetivo de obter reti-
culados de posto 5 no R®. Deste modo nosso objetivo era a determinacao do anel dos inteiros
algébricos de K = Q(v/d), com d livre de quadrados. Contudo, enfrentamos dificuldades
na obtengao do mesmo, uma vez que envolve intimeros calculos. Porém determinamos o
discriminante de K, a forma quadrética associada e a descrigao dos reticulados obtidos em
R3, via o homomorfismo canénico, a partir do ideais ordindrios de Ok.

Seja d um inteiro livre de quadrados, 0 = v/d, K = Q(#) e Ok o anel dos inteiros
algébricos de K. Visto que Ok é um subconjunto de K entao, dado @ € Ok existem
ao, a1, a2, a3, a4 € Q tais que a = ag + a;0 + a20? + a30° + a40*. O polindmio irredutivel de
0 é irr(0,Q) = X®° — d e suas raizes sao 0,0£,06%,063,0¢* e o polindmio irredutivel de £ é
irr(€,Q) = X'+ X° + X2 + X + 1. Sejam 04, 03, 03, 04,05 0s monomorfismos de K em C
tais que oy € a inclusdo, 02(0) = 0£,03(0) = 062, 04(0) = 0€> e o5(0) = O£,

Dado o € K, se denotarmos «; = o;(a), para i = 1,2,3,4,5, temos que o polindmio

caracteristico de a é dado por

fo(X) = (X — a1)(X — a2)(X — a3)(X — aq)(X — as)
=X~ (a1t s+ az+as+as) X + (102 + 103 + oy + a5 + az03
+agaq + a5 + azas + azas + ag05) X — (a0 + ajazay + agazas
+oja304 + ayazas + oo + 00304 + 00305 + ara4as + azagas) X2
+(arapazas + ajaz03a5 + Q120405 + ajazaaas + azazagas) X

—({1’102030‘405).




Fazendo os calculos e as respectivas substituicoes, obtemos que
® a; +az + az + ag + as = dHay,

a1y + aro3 + ooy + aas + @03 + a0y + azes + azoy + azos + ages = 100l —

5d(a1 a4 + a-;_a;;)

Q103 + 0 a0y + Q05 + Qa3 + a a3as + a1 Qs + Q0304 + Q305 + Qa0 as +

azagas = 10a3 + 10d*(a2aq + aza?) + 10d(a?az + a1a3) — 15d(apazas + apayay),

4 2 2
Q1 Q0304+ Q305+ Q405+ 3405+ agazagas = Hay+10d(agajaz+apaal)—

5d(3adaras + aday + 3akazaz) + 10d? (aga2ay + apaza?) — 5d*(a,ad + ayazazay + aday) +
5d*a3a3 — 5dPaza3,
aypazagas = d(aj+5ada a3 +5akalas—5Sagala, —5ajazaz—5aia as)+d* (ad+5atazal+

oa‘aaga‘; + E'}aua a4 +5 \)00(52{13 + Haaza? + 5a0a3a4 5aga§a4 — 5(100,,(12 — Bagayazazay) +

d3(a3 + 5::11(1?0:4 5a2a5a4 — 5a1a2a4 — Sajajaz — 5a2a3a4 - 5(10(13(14) + d4

Portanto,

fa(X) = X5 =5a0X* + (10a — 5d(ayas + azaz)) X® — (10a3 + 10d%a2as + 10d?aya?
+10da?as + 10da,a? — 15dagazaz — 15dagayas) X? + (5ag + 10dagaiaz
+10daga,a3 — 5d3aiaas — 5dalay — 15dalazas + 10d?agatays + 10d*apaza’
—5d%aya3 — 5d*ayazazay — S5d*a3ay + 5d%akal — 5daza3) X — (da® + 5daka,a?
+5dagataz — Sdagaia, — Sdajazas — Sdajayas + d*al + 5d%a?aqza? + 5d*a?atay
+5d*apatal 4+ Sd?apaial + 5d*alaza? + 5d*akalay — Hd*apaiay — Sdapa,ad
—5d%apaiazaszaqs + d*a3 + 5d3ayalal + 5d®alazal — 5d%ayaqal — 5dPa adas

—5d’aza3as — 5dPapazal + d*al).

Assim, segue da definigao de elemento inteiro que a € Ok se, e somente se,

. AVA
AVANAY
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bag € 7

10(](2} o 5(.{65104 — 5daga3 = Z

10a} + 10d%a2a4 + 10d?aza? + 10dalas + 10da,a? — 15dagazasz — 15dagayay € 7

5ad + 10dagaas + 10daga,a? — 5d3aka,aq — Sdala, — 15daiazas + 10d*aga’as+

+10d?agaza? — 5d%a,a3 — Hd*ayazazas — 5d*ajas + 5d*alal — 5d°azal € 7

dal + d5ala,a? + 5dalatas — Sdagalay, — Sdajazas — Sdajaaq + d*al + S5d*atazad+
+5d%a2a%ay + 5d%apata? + Sd*agata? + 5d*adazai + 5d*alaiay — 5d*agaias — Sd*agarai—

—5d*agayazazay + d*ad + 5d%ayata? + 5d3alaza? — SdPayazal — 5dara3as — SdPazajas—

—5d%agazal + d*a € 7

Proposigao 4.4.1 Com as notagées anteriores, temos que 00k N Z = dZ.

Demonstracao: Se d € Z e d € 00k, entao d € 00k N Z, e portanto dZ C 60k N Z. Por
outro lado, seja 6y € 00k N Z. Assim existe n € Z, tal que 8y = n. Aplicando a norma,
temos que N(0y) = 0°N(y) = dN'(y) = n®, o que implica que d divide n®, mas como d é
livre de quadrados, segue que, d divide n. Logo 6y € dZ, e portanto, 00k = dZ. d

Além disso, temos
Tri/q(07) = 01(07) + 02(67) + 03(07) + 04(67) + 05(67)
= 001(7) + 0€02(7) + 067 03(7) + 067 04(y) + 0% 05(7)
= 0(01(7) + £02(7) + £03(7) + 04(7) + £105(7)) = O,
e visto que o trago de um elemento inteiro algébrico é sempre um numero inteiro, temos que
0w = m, com m € Z. Assim, w = 7 € K. Por outro lado, temos que
Trx/q(al) = Triq(achd + a10? + ax0® + az0* + as0®) = 5a4d € Z,
Trx q(ab?) = Tri q(act? + a10° + az0* + a30® + a46°) = 5asd € Z,
Tri(ad®) = Trgq(act® + a10* + az0° + a30® + a40") = 5aqd € Z,

Triq(abd?) = Triq(actd* + a10° + az0® + a30" + a40°) = 5a,d € Z,
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b b b b
e como 5ag, Hay, day, daz, day € 7., segue que a = = + —16' 292 + 2

5 5 5
b; € Z, 1=0,1,2,3,4. Dai pelo algoritimo da divisao, temos que

bs

=6+ = 94 € Ok, com

raga
5]

a=m+c10+c292+c393+c49“+?+%9+%02+’? 0

comc¢; € Zer; € {0,£1,42}, para i = 0,1,2,3,4. Sendo assim, temos que « é inteiro

To T A : " P
algébrico se, e somente se, — + —0 + —92 393 -+ ?94 também for um inteiro algébrico.

b

Assim, concluimos que a € Ok se, e somente se,

I'

ro € 7

2 1 1
—?‘3 — =dryry — =dryrs € 7.
E B |4
5 5 5

2 2 2 ¢ 3
2510 + —dzr Ty + 2—;:! rora + ()rdr 3 + drlrz 25dr0r1r4 Edﬁ'o?"gr; € 7

; y . 2 ; 1
—di"orl'f‘g + @d?‘o?‘f?";j -+ 125d T{}'x"‘zf‘f + @dzrgr‘gm + @(FT%T‘%

rdror;?; —d*riry — —d’rirorary € 7

T 125 125 125

. i 1 .
1275 P13+ s=d'rd + o drirar]
it ‘;120( T2t 35952 3 + 312r 11 o5t or

327‘0??73 (‘)5 rurz qzr r0r2r4 + %dzrof‘qﬁ
2 d DT2T3 d?‘ﬂ'f‘l?‘4
% ()f.) 625 625 .

3 3
625 d’roriry — —=d*roryrarary — ——d°ryrory —

625 625
daror;;'rf; e Z

dro? T3

T‘OT o —

——d 7‘0?2?3 = d31'2r§’1'4

6%5
625

625

T’g Tai—

Sejam d um inteiro livre de quadrados, § = v/d, KK = Q(#) e Ok o anel dos inteiros
algébicos de K. Dado a € K, a = ag + @10 + a20? + a30> + a40*, suponhamos que o niimero
de homorfismos imaginarios seja t = 1, entao o homomorfismo canénico ok de K em R® é
dada por

ok(a) = (01,02, Qsg, §R6‘4(0!)3 3“'9’4(0‘))1

e portanto, temos a seguinte forma quadratica

. AVA
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= a? + a2 4+ 2 + o4(a)os(Q) = aoai (20 + 06 + 20¢ + 3062)
+agay (202 + 02€ + 20%€% + 30%€1) + apaz(20° + 03¢ + 20°€% + 36%¢)
Fagas(20* + 0462 + 20%€* + 30*€3) + ayay(20° + 30363 + 03€2 + 20%¢)
+ayaz(20% 4 3046 + 04 + 20°€%) + ay1a4(660° + 0°¢ + 05€*) + azas(66°
+05€2 4 0°€3) 4 azaq(20° + 30%€ + 05€* + 20%€2) + azaq (207 + 307€2
+07€3 4 207€Y) 4 a?(0%€* + 0267 + 207) + ad(0*¢* + 20* + 648°)
+a%(05€% + 0°¢ + 20°) + a3(0%¢ + 20° + 68¢3).
Esta forma quadréatica é minimizada em ap = 1,¢; = a; = az = a4 = 0, e assumindo
o valor 4. Logo, p = ? = 1. Visto que D = N (f'(0)) = 3125 - d*, entao a densidade
25 o0 2
V3125 -df  25V5-d?

centro do reticulado ok (Ok) é dada por §(ok(Ok)) =
1

50v/5
2

225\/5

Agora, se supormos que o nimero de homorfismos imaginarios seja t{ = 2, entao o homo-

Assim,

quando d = 2, temos que §(ok(OKk)) = ~ 0,0089,

quando d = 3, temos que §(ok(Ok)) = ~ 0,0039.

morfismo canénico de ok de I em R® é dada por
ok (@) = (a1, Roz(a), Soz(a), Ros(a), Sos(a)),

e portanto, temos a seguinte forma quadratica

lok(a)l* = af + 0s(a)os(a) + o3(a)os(a)
= 3a3 + 3a? + 3a2 + 3a3 + 3a3 + 2apa10 + 2a0a20? + 2apas6® + 2a¢a46*
+2a,a90° + 2a,a30* + 2a,a4d + 2a5a3d + 2a2a40d + 2a3a40*d = 3a2 + 3a?
+3a2 + 3a% + 3a2 + 2apa10 + 2a0a20? + 2a¢az6® + 2apaqsb* + 2a,a,6°
+2aya30" + (2a,0)(as0%) + (2a20)(az0*) + (2a260°%)(a40%) + (2a36°)(a46*).
Esta forma quadratica é minimizada em ap = 1,a; = a; = a3 = a4 = 0, e assume o valor
3. Assim p = \/7:? Visto que Dk = N (f'(0)) = 3125 - d*, entdo a densidade de centro do

reticulado ok (Ok) é dada por

& (’?)1 3V3 9

§(ok(Ok)) = > & ’
(ox(Ox)) V3125 -d*  100v/5-d2 10015 - d2

e quando d = 2, temos que d(ok(Ok)) = ~ 0,0058.

1
505
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