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Introdução

0.1. Histórico

Entende­se por Empacotamento Esférico a disposição de esferas de mesmo

raio no espaço euclidiano R" de tal modo que a interseção de duas delas tenha

no máximo um ponto.

A forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior parte do espaço,

sempre foi um desafio para os matemáticos e mereceu citação de Hilbert em

1900 citando­o como o 18º Problema de uma seleta lista de desafios que

viriam ocupar destaque no desenvolvimento da ciência moderna.

Muitas teorias evoluíram tendo o 18º Problema de Hilbert como

inspiração. Vários modelos matemáticos foram descritos com a finalidade de

se obter empacotamentos esféricos com alta densidade; muitas cotas foram

estabelecidas.

Dentre os empacotamentos esféricos aqueles cujo conjunto dos centros

das esferas constituia um subgrupo discreto de R” despertaram particular

interesse e passaram a se chamar empacotamentos reticulados. À teoria de Z­

módulos passou a ser intensamente utilizada na busca de melhores resultados.

Entretanto na maioria das dimensões os empacotamentos mais densos

conhecidos são empacotamentos reticulados.

Em 1948 com a publicação do artigo de Shannon, onde ficou estabelecida

uma estreita relação entre códigos com alto desempenho e empacotamentos

reticulados densos: o interesse pelo 18º Problema de Illbert aumentou

consideravelmente, com o surgimento de várias famílias de reticulados; cada

ni
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uma destas se propondo a dar a melhor contribuição no que diz respeito a

densidade de empacotamento.

Dentre tais modelos destaca­se aquele descrito por Minkowski, no final do

século XIX / ínicio do século XX. Nesta época Minkowski estava interessado

em provar a finitude do Grupo das Classes, quando desenvolvia a sua teoria

de Corpos de Classes.

Tal modelo consistia em; dados um corpo de números K de grau n, o seu

anel de inteiros algébricos À, obtem­se um homomorfismo de K em R", com

o auxílio dos n monomorfismos de K em T, de modo que a imagem de um

ideal ordinário não nulo de À é um reticulado de posto n em R”.

O cálculo da densidade de centro de tal reticulado é feito a partir do

discriminante do corpo, da norma do ideal e da minimização de uma forma

quadrática com entradas inteiras, oriunda da função traço. Como pode ser

visto, o problema do empacotamento reticulado, via modelo de Minkowski,

encontrou na Teoria Algébricas dos Números ferramentas que viabilizaram o

efetivo cálculo da densidade de centro.

0.2 Motivação

À dedicação na busca de empacotamento reticulado via método de

Minkowski mostrou seus primeiros resultados com os trabalhos de Maurice

Craig. Outras colaborações foram surgindo a medida que o modelo se

mostrava mais promissor.

Os principais resultados publicados em revistas especializadas mostram o

anel dos inteiros algébricos de corpos ciclotômicos como o universo capaz de

produzir ideais ordinários não nulos cuja representação geométrica coincidam

com os reticulados mais densos conhecidos e até assumam novos recordes.
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Isso limita o estudo às dimensões da forma é(n), é a função de Euler. Tal

restrição se justifica pela complexidade do problema quando este é tratado

em outros corpos, mesmos nos corpos abelianos.

Para situações como esta, começam a surgir resultados promissores

em corpos abelianos, cujo objetivo é fornecer contribuições do modelo

de Minkowski em todas as dimensões cujas respectivas densidades de

empacotamento estejam dentre as maiores conhecidas.

Este trabalho tem como propósito enfocar a dimensão 3, descrevendo

à teoria necessária para sua plena compreensão e efetuando cálculos de

casos particulares cujo objetivo é encorajar o leitor a buscar a sua própria

contribuição para esta e outras dimensões.

0.3 Descriçao do Trabalho

Em todo este trabalho os anéis considerados são comutativos e com

elemento unidade. Além disso cada resultado aqui enunciado será

acompanhado de um número que representa uma referência que o contém.

Quando tal número não aparece é porque se trata de resultado de domínio

público.

O Capítulo 1, visa atender aos leitores com menos conhecimentos em

Teoria Algébrica dos Números, ao nível das referências |[6, 7].

Áqui introduzimos os conceitos de corpos de números, inteiros algébricos,

discriminante, base integral, norma e traço de um elemento, fatoração

de um ideal primo, norma de ideal e outros conceitos indispensáveis ao

desenvolvimento do Capítulo.

Com relação ao conjunto dos elementos de um corpo de números K de

grau n que são inteiros sobre Z, provamos que este é um Domínio de Dedekind
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(Teorema 1.9) e é um Z­módulo livre de posto nº (Teorema 1.7).

À base integral tem a sua importância no cálculo do discriminante, que

é sempre um número inteiro não nulo e seu valor independe da base integral

escolhida.

Quanto a fatoração de ideais, mostramos que o conjunto dos ideais

fracionários do anel dos inteiros algébricos de um corpo de números K, é

um grupo abeliano multiplicativo (Teorema 1.10) e ainda, que todo ideal
ordinário deste mesmo anel é fatorado, de modo único, como um produto de

ideais primos (Teorema 1.11).

Concluindo o Capítulo, definimos norma de um ideal do anel dos inteiros

algébricos de um corpo de números e mostramos que à função norma é

multiplicativa.

No Capítulo 2, caracterizamos os anéis dos inteiros algébricos e o

discriminante dos corpos quadráticos, ou seja, corpos de números de grau

2, corpos ciclotômicos e apresentamos demonstrações do Teorema 2.2 e do

Teorema 2.3 usando apenas argumentos aritméticos.

Introduzimos em seguida as definições de reticulado, empacotamento

esférico, densidade de empacotamento, densidade de centro ce apresentamos

o Método de Minkowski (O Ilomomorfismo Canônico), para obtenção de

reticulados via representação geométrica de ideais ordinários do anel dos

inteiros algébricos de um corpo de números. O Teorema 2.7 constitui

um importante resultado deste Capítulo, pois mostra que a representação

geométrica de um ideal é um reticulado e explicita a fórmula geral para o

cálculo da densidade de centro destes reticulados.

O Capítulo 3 é dedicado às cúbicas e suas aplicações; nele empregarnos

toda a teoria desenvolvida nos Capítulos anteriores e tem como principal

objetivo calcular a densidade de centro de reticulados de posto 3 em R$.
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Iniciamos com reticulados em corpos quadráticos, em seguida estudamos

reticulados em corpos ciclotômicos e finalmente nos casos particulares de

cúbicas. Nas cúbicas enfocamos as cúbicas não galoisianas da forma EVA),
d inteiro livre de quadrados e as cúbicas galoisianas contidas em Q(É,­), p
primo, r > 1. Em ambos os casos calculamos a densidade de centro de alguns

reticulados de posto 3.

Finalizando, estudamos os módulos de posto 3 e empregamos um método

que é uma generalização do Método de Minkowski, para obter reticulados via

representação geométrica de Z­módulos de anéis de inteiros algébricos.
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Capítulo 1

Corpos de Números

Neste Capítulo, introduzimos os resultados básicos da Teoria Algébrica

dos Números, tendo em vista fornecer pré­requesitos para uma melhor
compreensão dos capítulos subsequentes e também a familiarização com

a notação aqui adotada. “Admitimos que o leitor tenha conhecimentos

elementares de Estruturas Algébricas e Álgebra Linear.
Iniciamos com as definições de elementos inteiros sobre um anel,

algébricos sobre um corpo e observamos as relações entre estes elementos

de forma geral. Em seguida definimos corpo de números e alguns de seus

principais parâmetros tais como discriminante, base integral, norma e traço.

A última seção deste Capítulo é dedicada ao estudo da fatoração de ideais,

onde definimos norma de ideais.
Í

Com o propósito de tornar este trabalho o mais auto suficiente possível

incluiremos todas as demonstrações cujo nível de dificuldade seja compatível

com esta dissertação.

O fato de que o conjunto dos inteiros algébricos de um corpo de números

constituir um anel e ser um Z­módulo livre de posto n e que todo ideal deste

anel pode ser fatorado de modo único como um produto de ideais primos,
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representam os principais resultados deste Capítulo.

As principais referências aqui utilizadas são [6, 7], tanto em nível de

conteúdo como de notação.

1.1 Elementos Inteiros sobre um Anel

Sejam R um anel e À um subanel de R. Dizemos que um elemento r de

R ê inteiro sobre À se este é raiz de um polinômio mônico com coeficientes

em À.

Exemplo 1.1 O elemento x = V2 + 13 é inteiro sobre Z, pois é raiz do
polinômio

Xº*­10Xº+1 EZX].

Teorema 1.1 [7] Sejam R um anel, A um subanel de RexEe R. Então as
seguintes condições são equivalentes:

1. x é inteiro sobre A.

2. O anel Alxr] é um A­módulo finitamente gerado.

3. Existe um subanel B de R tal que B é um A­módulo finitamente gerado

contendo A e x.

Demonstração. (1) > (2) Temos que r é inteiro sobre À, então r satisfaz

uma equação

1º +ana rol +­ sc t+ar+açãoO;

com a; E A; é = 1l,...,n— 1. Esta equação é chamada Equação de

Dependência Inteira de x. Assim

1º = (ap ir" +: :c+ar+aoo),

2
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ou seja, x” é uma combinação linear dos elementos 1,x,...,x""!. Logo

e... 2x",

Mostremos que 1º € (1,x,... ,1"!) para j > n, por indução sobre 5.
Para j = n, o resultado já é satisfatório e se vale para j, mostremos que vale

para j + 1. Sendo

x) = bo + biz Fed baixo

com b; E A, então

it box +bixº ++ + bn ant! + bx?

—bn­100 + (bo — br101) +++ + (bia bnz1an=1)EO

e assim xº*! é (1,x,...,17”*) e Alx] C (1,x,...,27”'). Por outro lado,
(1,%,...,1"”) C Al] e portanto o resultado está provado.

(2) > (3) Basta tomar B = AlÍxl.
(3) > (1) Sejam B = (y1,...,un), zEBey, EB. Então ry; E B, pois

B é subanel de Re

n

j=l

n

Logo ty; — 9 ay; = 0, é = 1,... ,n é um sistema linear homogêneo nas
j=1

n

variáveis y1,... ,Yn, Ou seja, > (6;5%X — a;;)y; = O, sendo 6 = 1 se i=jeO
j=l

se 1 É j.

Sejam

C = (6:;% —= Aijdnxn, Y = : e d=detC.
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Sendo (adjC).C = d.1; onde adjC é a matriz adjunta de C e I a matriz

identidade, segue que, d.Y = O, logo dy; = O para todo i. Consequentemente,

para todo b€ B, b=5"byi;bi E A, então
i=l

db=d> byi=>X b(dy)=O,
i=1 i=|l

em particular para 1 € B, de onde d = O.

Seja f(X) E A[X] tal que f(x) = det C, então é possível ver que f(X) é
mônico. Portanto £ é inteiro sobre A. O

Proposição 1.1 /7] Sejam R um anel, À um subanel de R e xq,...

elementos de R tais que x; é inteiro sobre Alx1,...,Xxi1), 1 = 2...
Então Alx1,...,Tn) é um A­módulo finitamente gerado.

Demonstração. À demonstração é feita por indução sobre n. Para n = 1

é imediata, pelo Teorema 1.1. Suponhamos n > 1 e que a afirmação seja

verdadeira para n — 1 elementos.

Seja Alt1,..., tn) = Blrn), sendo B = Alt1,... ,Tn1]. Por hipótese de
8

indução B é um A­módulo finitamente gerado, isto é, B = NY" Ay;. Visto que
i=1

Tn é inteiro sobre B então B[r,] é um B­módulo finitamente gerado, isto é,
t

Blix) = >” Bz;. Então
j=1

tt 8Alt, tn) = Bit] = SN Bz = Ss ( A) 2j = NS Ages
j=l 1 jij=el Ni=

Assim,

Alta. tnJ= (yiz, 1EI<s1<j<t).
t

De fato, seja a E B[tn], a = 3? biz, com b; € B. Por outro lado, podemos
i=1

escrever,

38

b; = SN aut =1,..., tag € A,
j=l

4
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Ss KR) 8a = ”axu a= ” avo) a +ect+ ”as &­
j=1 j=1 j=1

Portanto Afri,...,tr,) é um A­módulo finitamente gerado. O

Esta sequência de resultados será utilizada para a demonstração da

Proposição seguinte, que caracteriza o conjunto dos elementos de R inteiros

sobre um subanel À de R.

Proposição 1.2 /7/ Sejam R um anel e À um subanel de R. Então o

conjunto À' dos elementos de R inteiros sobre A é um subanel de R contendo
A.

Demonstração. De fato, sejam r e y elementos de R inteiros sobre À.

Então AÍr,y] é um A­módulo finitamente gerado contendo A, r +y,r—ye
xy. Além disso, À está contido em ÀA', pois dado c E A, c é raiz do polinômio

mônico X — c E A[XT]. O

Denominamos por fecho inteiro de À em R, o anel A4' acima definido e

quando R for um domínio, chamamos de fecho inteiro de R, ao fecho inteiro

de R em seu corpo de frações.

Sejam R um anel e À um subanel de R. Dizemos que R é inteiro sobre

A, se todo elemento de R é inteiro sobre A. Dentre os anéis que satisfazem

esta condição, citamos o anel dos Inteiros de Gauss contendo Z, pois todo”

elemento a + bi de Z[i] é raiz do polinômio

X?º — 2aX +(aº +) E Z[X].

Proposição 1.3 /7] Sejam R um anel, B um subanel de R e À um subanel
de B. Se R é inteiro sobre B e B é inteiro sobre A, então R é inteiro sobre
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Demonstração. Seja r E R. Visto que R é inteiro sobre B existem

bo,... ,bn—1 E B tais que

bo+bir+c+baro+1"=0 (x)
Fazendo C = Albo,... ,bn­1), Segue por (*) que x é inteiro sobre C,

logo C|x] é um C­módulo finitamente gerado. Por hipótese bo,... ,bnX1 São
inteiros sobre À, daí r = bo,...,Tn­1 = bh­1 e Th = rx é uma sequência
satisfazendo as condições da Proposição 1.1 e assim Cr] é um A­módulo

finitamente gerado. Logo Alr] C Clxr] C R e pelo Teorema 1.1, r é inteiro
sobre A. Portanto R é inteiro sobre À. O

Dizemos que um anel R é integralmente fechado quando R é um domínio

e é seu próprio fecho inteiro.

Em outras palavras, um anel R é integralmente fechado se todo elemento

do seu corpo de frações que é inteiro sobre R está em R.

Observação 1.1 Todo anel fatorial é integralmente fechado.

De fato sejam À um anel fatorial e 7 = & um elemento do corpo de frações
de À inteiro sobre À, com a,b € A e (a,b) = 1. Sendo x inteiro, r satisfaz a
equação de dependência inteira

XT +aniarol+oesctarraõO;

com a; E A, i =1,...,n— 1. Multiplicando esta equação por b”, obtemos

a" +ansat  lb+.:+aab"! +açbt=O0.

Ássim,

a” = b(—ançat e. ajab? —aQhto),

logo b divide a”. Visto que (a,b) = 1, e aplicando o Lema de Euclides

sucessivas vezes, concluímos que b divide a, isto é, b é um elemento inversível

do anel À, e assim x = 2 E À. Portanto À é integralmente fechado.

6
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1.2 Elementos Algêbricos sobre um Corpo

Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Dizemos que um elemento

xr de R é algébrico sobre K, se este é raiz de um polinômio não nulo, com

coeficientes em K. Se todo elemento de R for algébrico sobre K, dizemos

que R é algébrico sobre K. Um elemento de R não algébrico sobre K é dito

transcendente sobre K.

Exemplo 1.2 O elemento x = V3+ V—5 é algébrico sobre Q, pois é raiz
do polinômio

Xº* +4Xº +64 E Q[X).

Segundo a definição, sendo r algébrico sobre um corpo K, x satisfaz uma

equação do tipo:

ant” +aniaz" +oe tar+açs=O

com a; € K, an £ 0. Multiplicando a equação acima por a, ', obtemos uma

equação de dependência inteira,

ni, nl 1 0TT tar dn1%X ++ +a, Aa r+0a, ao =

e, portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com

o de inteiro.

Uma extensão L de K é dita algébrica se todo elemento de L é algêébrico

sobre K.

Definição 1.1 Dados K C L corpos ea um elemento de L, o conjunto de

todas as expressões polinomiais em a e coeficientes em K será denotado por

Ka).
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Dados um corpo L e um subcorpo K de L, a dimensão de L como espaço

vetorial sobre K é chamada grau de L sobre K e denotada por [L: K]). Se

[L : K] é finito, então L é uma extensão algébrica de K e desde que sobre um

corpo; algébrico significa inteiro, então podemos usar os resultados obtidos

anteriormente de elementos inteiros para elementos algébricos. Assim, para

KcRhRexemh, ré algébrico sobre K se, e somente se, [K[x] : K] é finito.

Um resultado muito útil de extensões algébricas é que sendo K um corpo,

L uma extensão algébrica de K e F uma extensão algébrica de L, tem­se que

F é uma extensão algébrica de K e vale [F: K] =[F: L].[L: K]. Para ver
isto, basta considerar o conjunto

S = [vyu;; (v1,... ,vr) é base de F/L e fu ,... us) é base de L/K)

e verificar que, além de ser uma base da extensão F de K, sua cardinalidade

é [F: LIL: KI].

Sejam R um anel, K um subcorpo de R e r um elemento de R.

Consideremos o homomorfismo de anéis o, : K[X] — R definido por

o0x(a)=a;VaE KeoZ(X)=r. Assim,

kero, = (f/(X) e KIX]; f(r0)=0) e

Imo, = (o(S(X)); S(X) € KIX]) = (S(2); S(X) E KIX]) = Ki).
Através deste homomorfismo podemos redefinir elemento algébrico sobre

K da seguinte forma: r é algébrico sobre K se kero, %; (0). Quando x é

transcendente sobre K, K[x] = K[X].

Sabemos que K[X] é um anel principal, em particular kero, é um ideal

principal, gerado por um polinômio f(X) € K[X]. ou seja, keroz = (/(X)).

8
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Sendo x transcendente então f/(X) é o polinômio nulo e se x é algébrico

S(X) é um polinômio não nulo e podemos supor neste caso, f(X) mônico,
pois K é corpo. Sob tais condições /(X) é único e do fato de ser gerador

do kero,, /(X) tem grau mínimo dentre os polinômios que se anula em £,

sendo chamado de polinômio minimal de x sobre K. Assim descrito f(X) é
irredutível sobre K e denotamos por irr(z, K) e dirr(x, K) = [K(r) : K).

Definição 1.2 Sejam K um corpo e f(X) E K[X] um polinômio não

constante. Dizemos que L é o corpo de raízes de f(X) sobre K se:

1 KCL,

2. f(X) se fatora sobre L como produto de polinômios de grau 1 e

3. L é o menor corpo satisfazendo os itens acima.

Exemplo 1.3 O corpo L = Q(%V2,83) é o corpo de raízes do polinômio
X ­2€QIX] et, =e"'B,

Uma extensão L de K é dita simples se existe 6 E L tal que L = K(0).

Teorema 1.2 /(4j] Sejam K um corpo e f(X) E K[X] um polinômio não
constante. Então existe uma extensão simples L de K contendo uma raiz de

s(X).

Demonstração. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(X) é
K[Xuredutível. Logo (f(X)) é um ideal maximal de K[X] e, portanto, TO)

é um corpo, que denotamos por M.

Seja 0 : KIX] — M a projeção canônica, ou seja,

a(9(X)) = 4(X) + (fS(X)) = 4(X),
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para qualquer g(X) E K[IX]. Considere a restrição de 0 a K, isto é,

o x(a) = o(a), para qualquer a € K e mostremos que 0x é injetiva. De
fato, se ojx(a) = a = O então a E (f(X)). Visto que Of(X) > O, à única
constante no ideal gerado por (/(X)) é a constante nula, ou seja, a = O.

Assim, K > Imo; x e este isomorfismo permite associar a € K com a em

M, consequentemente identificamos K com sua imagem em M. Por outro

lado, desde que para qualquer h(X) € K[X], o(h(X)) = h(o(X)) então resta
mostrar que x = X+ (/(X)) é uma raiz de f/(X). Sendo x = o(X), temos

que

f(x) = f(o(X)) = o(f(X)) = f(X) =0
logo x é uma raiz de f(X) er E M. Agora vamos mostrar que O = K(x).
Considere

&: KIX]> K(r)

É óbvio que 7 é sobrejetor. Mostremos que kery = (f(X)). Seja
h(X) E kery, então Á(h(X)) = h(x) = O e assim h(X) é múltiplo de

S(X), isto é, h(X) E (f(X)). Reciprocamente, se h(X) € (f/(X)) então

existe g9(X) E K[X] tal que h(X) = f(X)g(X), logo h(X) E kery. Portanto

M = K(rx) e visto que são espaços vetoriais de mesma dimensão finita sobre
K, concluímos que K(xr) = M. Considerando L = M segue­se o resultado.UO

Em consequência deste Teorema temos o seguinte

Corolário 1.1 /4] Para todo polinômio não constante g(X) E K[X], existe

um corpo de raízes L de g(X) sobre K.

Demonstração. À demonstração é feita por indução sobre o grau de 9(X).

Se Og(X) = 1 então o resultado segue facilmente. Suponhamos agora

10
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que seja verdadeiro para todo polinômio com grau menor do que n e que

Og9g(X) = n. Seja M uma extensão de K que contém uma raiz x de 9(X).

Em M, 9g(X) = (X — r)A(X), Oh(X) = n— 1l. Aplicando a hipótese de

indução, existe o corpo de raízes L de h(X) sobre M, com M = K(x) e

L=NM(T29,..., tn) = K(r,$12,..., Tn),

com T,T2,... ,Tn as raízes de g(X). O

Proposição 1.4 (/j Sejum K um corpo, f(X) € KIX] um polinômio
irredutível e à, À duas raízes de f(X) em alguma extensão de K. Então

existe um único K­isomorfismo 1 : K(a) — K(0) tal que v(a) = À.

Demonstração. Dado x € K(a), seja 9g(X) E KIX] tal que x = g(a).
Consideremos a aplicação é : K(a) — K(y) tal que p(a) = a; Va € K,

(ai) = 3, i=1,...,n—1 e estendemos 4 por linearidade à todo K(a),
isto é, v(g(a)) = g9(6), para qualquer g(X) E K[X]. Mostremos que
está bem definida. Sejam g(X), h(X) e K[X] tal que 9(a) = h(a) então

g(a) — h(a) = O daí, (gq h)(a) = 0, logo f(X) divide (g — h)(X). Portanto
(g — h)(6) = O, ou seja, 9(6) = h(6).

O homomorfismo é um K­monomorfismo, pois se v(g(a)) = 9(6) = O,
então f/(X) divide g(X) e portanto g(a) = O e a unicidade de 4 decorre da

sua construção. Agora mostremos que 0 é único. De fato, seja

o: K(a)—> K(6)

a— Bb.

Assim o(a?) = (6)* e ainda o(a;a;) = a;3º pois o é K­homomorfismo.

n—1 n—1l nl

DA E Al o)fo) aja? | = ) ajo' = aja? |.

j=0 j=0 j=0

11
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Chamarmos de fecho algébrico de Q, o conjunto Q de todos os números

complexos, algébricos sobre Q. Visto que dados a, 8 Ee Q então [Q(a) : Q)
é finito e À também é algébrico sobre Q(a) então [Q(a, 9) : Q(a)] é finito e,

portanto,

 [R(a,6) : Q] = [Q(0,5) : Q(a)][Q(0) : Q)

é finito. Daí, Q(a,0) é uma extensão algébrica de Q e a + 0, a.60, a;
a £ 0 E Q(a, 0) C Q. Logo são algébricos e portanto Q é um corpo.

Sabemos que toda extensão de grau finito é uma extensão algébrica e

toda extensão finita dos racionais, recebe o nome de Corpo de Números.

Dizemos que um corpo K é algebricamente fechado se todo polinômio não

constante em K[X] admite uma raiz em K.

Admitindo que o corpo dos números complexos é algebricamente fechado,

é fácil ver que o fecho algébrico dos racionais é um corpo algebricamente
fechado.

Teorema 1.3 /6/ Dado K, um corpo de números, existe 0 E K tal que

K = Q(0) e 0 é chamado de elemento primitivo.

Demonstração. Visto que K é um corpo de números, K é infinito e como

K é obtido de Q pela adjunção de um número finito de elementos, podemos

supor K = Q(a,..., nn).

Faremos a demonstração por indução sobre n. Sen = 1, K = Q(m) e

tomemos 0 = a7. Provando que Q(a01,a2) = Q(9) então, por hipótese de

indução sobre s, s < nn — 1 temos que

K = Q(a,..., an 1)(0n) = Q(6)(04) = Q(6, 7) = Q(9).
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Assim sendo, podemos supor n = 2. Considere K = Q(01,6,), p(X) =
irr(91,Q) e 4(X) = irr(0,,Q). Tomemos as fatorações, em C, de p(X) e
4(X):

Pp(X)=(X—0) (X—­Ad)e

a(X) = (X — 8): (X— On).

Ahh
9, Br"

Sendo Q é infinito, podemos escolher c E Q; c É xix, Vi,k. Agora seja

0 = 0, +cÔ, e mostremos que Q(9) = Q(01,0,). Observe que 0 é uma

combinação linear de 0, e 0, com coeficientes em Q, logo Q(9) E Q(91,8,).

Devemos mostrar que 47 e À, estão em Q(0), para isto é suficiente provar

que À, E Q(9), pois 9 = 0,7 — cÊ,.
Seja r(X) = p(0 — cX) e Q(0)[X]. Note que Pé raiz de r(X), pois

r(6,) = p(0 — cô,) = p(0,) =O.

Entretanto, para que r(X) e gd(X) tenham somente uma raiz comum 7, é

preciso que 4 seja um dos (7,...,0, e 9—cÔ, seja um dos d7,... nr. Mas

pela escolha de c, 7 = 0,7. Seja h(X) = irr(07, Q(90)). Então h(X) divide
4g(X) er(X) e visto que g(X) e r(X) tem exatamente uma raiz comum em C

e todo polinômio irredutível em C não tem raízes repetidas, tem­se 9h = 1,

isto é, h(X) = X — 6, logo 0 e Q(69). Daí, Q(01,6,) E Q(9) e, portanto,

Q(6) = Q(01,0)). O

Exemplo 1.4 Seja K = Q(i,%/2). Sejam f(X) = irr(i,Q) = Xº +11,
g9(X) =irr(V2,Q) = Xº —­2 ca =1, a =­i as raízes de f(X), 6, = 2,

13
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Ba = E3V2 e By = EX as raízes de g(X). Devemos encontrar c E Q tais
que

e* kÉ1 O)a
Éfácil verificar que (*) vale para todo c € Q*. Portanto, K = Q(9), onde

O=i+.

Teorema 1.4 /6/ Seja K = Q(9) um corpo de números de graun. Então

eristem exatamente n monomorfismos distintos 01,...,0, de K em T. Se

0 =0,,...,0n são todas as raízes de irr(0,Q) então 0;(0) = 0,, determina

completamente os monomorfismos o,;.

Demonstração. Seja /(X) = irr(0,Q). Pela Proposição 1.4, existe um

único isomorfismo 0; : Q(0) — Q(0;), i = 1,... ,n tal que 0;:(0) = 0;. Por

outro lado, se existe um monomorfismo o : K — TC precisamos mostrar que

0(0) é raiz de f(X). Visto que

oo (3500i f(0(9))
então 0(9) é raiz de f(X). Logoo = 0; para algum te portanto os

monomorfismos descritos são os únicos possíveis. O

Sejam K = Q(9), um corpo de números de grau n e 01,...,0n OS

monomorfismos de K em TC. Para cada a € K, definimos o polinômio

característico de a sobre Q, como sendo

n

fa(X) = [[(X —0i(o)).
i=1

Podemos também escrever

fa(X =X" — (sae11
14
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Por outro lado,

irr(a,Q) = IX — aj);
i=1

sendo a; as raízes de irr(a,Q), i =1,...,m.
Sejam T1,... Tm OS monomorfismos de Q(a) em CT definidos de modo

que

Visto que cada 7; tem [K : Q(a)] extensões de K em C, conclui­se que

fa(X) = irr(a, Q)IE RA,
n

consequentemente, os coeficientes de /,(X) e, em particular, Y a;(a) e
i=1

0;(a) são números racionais.
i=1

Definição 1.3 Sejam K um corpo de números de graun eo1,...,0n OS

monomorfismos de K em C e a um elemento de K. Os elementos 0;(a);

são chamados de K­conjugados de a.

Sobre Q, 12 e —/2 são conjugados. Por outro lado, 1+ y3 e 3 não
são Q­conjugados.

Sejam K um corpo de números de grau n, a1,... ,ar elementos de K

e 01,..., Or, OS Mmonomorfismos de K em TC. O Discriminante da n­upla

(a1,... , an) é definido por

Alas, ... , an) = (det(o;(a;)))?.

Exemplo 1.5 Sejam K = Q(V7) um corpo de números e (1,V7) C K.
Então A[1, 7] = 28.
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Lema 1.1 Sejam K um corpo de números de grau n., fa,. an) e

(81,:.., On) subconjuntos de K tais que By = NY cka, com cá E Q,
1=1

k=1,...,n. Então

Demonstração. Pela definição

[ o1(8) <= (8)

([ Denoi(as ec > cnoi(as)
i=l 1=1

V > caonla;) ++ 3 cmon(04)
i=1

n n

SI caoi(a:) e... > cnonla;)
i=|1 i=1

det : :

n n

di enoi(as) + XY cnon(lci)
1=1 1i=1l

(det (cx))? (det (o; (a;)))?
= (det (cx))? Alo, ... an).

O

Exemplo 1.6 Já vimos que o discriminante da base (1, V7) do corpo de
números K = Q(V7) é 28. Agora considerando uma outra base de K, por
eremplo (2 — 7,5 + 2/7), segue do Lema 1.1, que

2

5
Af2 — V7,5 +27] = | det

16
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Teorema 1.5 /6/ Seja K = Q(9) um corpo de números de grau n. Então
o discriminante de qualquer base de K é um número racional não nulo.

Demonstração. Seja (1,9,...,9"7*] uma base de K e suponhamos que os
conjugados de 0 sejam 07,... ,0n. Pela definição de discriminante,

A = A[1,0,... 977] = (det(61))?.

Visto que neste caso (det(05))? é um determinante de Vandermonde,
temos

a= [| (0­0
1Si<j<n

e À É 0 pois 0; £ 0; se 1 É j.
Sendo f(X) = irr(0,Q) então /(X) = nx — 0;) e sua derivada

i=l
n

S(X) = 21. Calculando a derivada de cada 8;, temos

+I[/66)= 1[ (6:­0).
1€t<j<n

Mas, f'(0;) = o:(f'(90;)) e (9) E Q(9). Logo o polinômio característico
de f'(90) sobre Q é

Srii(X)

kh — ó”O)xt + +[To(s(O0).
=]

Visto que cada coeficiente de fr(9)(X) é racional, segue que À é um número
racional. O

Denotamos por Z£ o conjunto de todos os números complexos, que são

inteiros algébricos, isto é, os números complexos que são raízes de polinômios

mônicos com coeficientes inteiros.
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Teorema 1.6 /6/ Seja 0 uma raiz de um polinômio mônico, com coeficientes

inteiros algébricos. Então O é um inteiro algébrico.

Demonstração. Seja 0" + an 10º +. +ad+a=0 coma EZ,
i=0,...,n—1l. Fazendo À = Zlao,...,an­1,0) e bo = ao,­..  bh1 = dna

e b,, = 0 segue pela Proposição 1.1, Z[bo,­.. ,br] é um Z­módulo finitamente

gerado e portanto 0 é um inteiro algébrico. O

Chamamos o conjunto K N Z de Anel dos Inteiros Algébricos do corpo
de números K e denotamos por Ox.

Lema 1.2 /6/ Sejam K um corpo de números ea um elemento de K. Então,
para algum c E Z*, temos ca E Ox.

Demonstração. Seja

S(X) = X" +an XT"! +. + +ag=irr(oa, Q).

Então existe c E Z* tal que

cf(X) = cX" + can 1X" +: +cao EZX].

Multiplicando cf(X) por c"!, obtemos o polinômio

g9(X) = CPS(X) = (cX)" + can(CX)! +. +ca EZX]

que tem a como raiz. — Entretanto, substituindo Y por cX, obtemos o
polinômio mônico

h(Y) =Y" +can1Y" + +cao,

cujos coeficientes são inteiros e tem ca como raiz. Logo ca E On. O

Corolário 1.2 /6) Seja K um corpo de números, então existe um inteiro

algébrico 0 tal que K = Q(9).
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Lema 1.3 /6/ Um número algébrico a é um inteiro algébrico se, e somente
se seu polinômio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Demonstração. Seja p(X) = irr(a,Q). Caso p(X) Ee Z[X] então a é um
inteiro algébrico. Reciprocamente, se a é um inteiro algébrico, então existe

4a(X) E Z[X], mônico tal que g(a) = O. Sendo p(X) = irr(a,Q) e a(a) = O,
então p(X) divide g(X), ou seja, g(X) = p(X)h(X) e pelo Lema de Gauss,
existe à E Q* de modo que Ap(X) e A 'h(X) E Z[X]. Como Ap(X) E Z[X]
tem­se que À € Z, pois p(X) é mônico. Analogamente, A 'h(X) e Z[X],
implicando que 4 ** E Z, logo À = +1 e, sem perda de generalidade, podemos
supor À = 1. Portanto p(X) e Z[X]. O

Lema 1.4 /6] Um inteiro algébrico é um número racional se, e somente se
é um inteiro, isto é ZLNQ=Z.

Demonstração. Visto que todo inteiro n é raiz do polinômio X —n € Z[X],

então n é um inteiro algébrico e portanto Z € Z NQ. Reciprocamente, se
a E ZNQ, entãoõ a E ZeaEQ. Desde que a E Q seu polinômio irredutível

sobre Q é X — a e pelo Lema 1.3 os coeficientes de X — a estão em Z, logo

aEeEZeLzZNQECZ. Portanto ZNQ=2Z. O

1.3 Base Integral

Sejam K = Q(9) um corpo de números de grau n, 6 um inteiro algébrico.
Mostraremos a seguir que o anel Ox dos inteiros algébricos de K é um Z­

módulo livre de posto n, ou seja, admite uma base a qual denominamos base

integral. Assim, fai,..., an) é uma base integral se, e somente se, todo a;

é um inteiro algébrico e cada elemento de Ox é expressado, de modo único,
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210] Fes + Inn,

szcom a; E Z. Vale observar que [1,0,...,077 é uma Q­base de K,
constituída de inteiros algébricos, mas nem sempre é uma base integral de

Ox. Por exemplo (1,2)/2) é uma Q­base de Q(V2), mas não é uma base
integral.

Lema 1.5 /6/ Se [a,... ,aàn) é uma base de K constituída de inteiros

algébricos, então o discriminante Ala ,... ,an) é um inteiro não nulo.

Demonstração. Pelo Teorema 1.5, à = A[a1,... , 7] é racional e não nulo.

Visto que os a; são inteiros algébricos seus conjugados também são inteiros

algêbricos, logo À é um inteiro algébrico. Pelo Lema 1.4, À é um inteiro. O

Teorema 1.7 /6]l Dado um corpo de números K de grau n, o seu anel de

inteiros algébricos Ox é um Z­módulo livre de posto n.

Demonstração. Seja fw1,... ,wn) uma base de K, com w; € Ox, de modo

que |Afw,,... ,wr]| seja mínimo. Suponhamos que fuw1,... ,wn) não seja
base integral. Então existe w E On tal que

w=ayw,+:+anUn,

com a; E Q, mas nem todos em Z. Sem perda de generalidade, podemos

supora, É Z. Entãoa = a +r, onde a E Ze0 <r<1. Seja

DV, =Ww—­aw,=rTw, ++ +anUWn,
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V;=w5si=2,...,n. Então (W,1,... , Pr) é uma base constituída de inteiros

algébricos e seu discriminante,

Afo,,..., br] =

Afw,o. wi] =s7TAfwWoo ui).

Visto que O < r < 1 então JA[VL,..., Pr]] < |Afws,... ul,

contradizendo a minimalidade de |A[w,,... ,wnll. Logo (wi,...,wn) é uma
base integral de Ox e, portanto, Ox é um Z­módulo livre de posto n. O

Teorema 1.8 /6/ Sejam K um corpo de números e a&4,... ,ar, elementos de

Ox. Se Alan, ..., on) é um inteiro livre de quadrados então fa,...,an) É
uma base integral.

Demonstração. Seja (A,,... , On) uma base integral. Então existem c;; € Z
tais que a; = 9 cj, e, pelo Lema 1.1,

A = Alfa, ... an) = (dete;)º AÍ... , Bl.

Sendo À um inteiro livre de quadrados, então det c;; = 1 e a matriz (c;;)

é inversível. Seja (d;;) = (c;;)"'; com dj; E Z. Assim, 6; = >> d;jas, ou seja,
cada À; € Ox se escreve como combinação linear, a coeficientes inteiros, dos
a;. Portanto fa4,... an) é uma base integral. O

Exemplo 1.7 À Q­base (1, 3 + E) de Q(V17) é constituída de inteiros
algébricos e tem discriminante 17. Pelo Teorema 1.8, segue que (1, 3 + OI)
é uma base integral.
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Observação 1.2 (a,...,an) ser base integral não implica que

A[ai,... ,&n) seja um inteiro livre de quadrados.

Lema 1.6 Seja K um corpo de números de graun e Ox o seu anel de

inteiros algébricos. Se fa,..., an) e (87,... , Br) são duas bases integrais

de Ox então

Ala, ... an) = AÍ8,.. 6)

Demonstração. Visto que existe uma matriz C inversível, com entradas

inteiras tal que a; = > c;;0; então, pelo Lema 1.1,

Alfa, ... , an) = (det C).A[01,­.­, An) = Al... , 87]

pois, a matriz de mudança de base C é unimodular. O

Pelo Lema 1.6, podemos definir o discriminante de um corpo de números

K como sendo o discriminante de alguma base integral de Ox e denotamos

por Dx.

1.4 Norma e Traço

Sejam K C L corpos de números, [L : K] = n, o1,...,0n os K­
monomorfismos de L em Cea&€EeL Definimos a norma e o traço de a

relativamente a L e K, como sendo

IT 0:(0) e 22 9i(o),
os quais serão denotados por Nrikx(a) e Trrk(0), respectivamente.

Sejam K C L C M corpos de números, a, À € MeaeE K. Então valem

as seguintes propriedades:
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­ Nu/k(00) = Nu/x(0)Nu/x(Ô),

. Truyk(0 +60) = Tru/kx(0) + Tru/Kx(O),

. Tru/x(00) = aTru/x(0),

. Truix(o0) =[M: Ka,

. Nu/x(a) = aPK,

. Nu/xk(a) = Ni/x(Nu/L(0),

. Truyk(a) = Trr/Kk(Tru/1(0)).

Proposição 1.5 /6] Sejam K = Q(9) um corpo de números de graun e

f(X) = irr(0, Q). Então

AÍLO,... 97] = Cy) NO)
com f'(X) sendo a derivada formal de f(X).

Demonstração. Pelo Teorema 1.5, temos

( Il 6­9 =(—1 [[/6),
1€:<j<n

e, consequentemente,

( Il 4­0)
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Portanto

A[L,0,...,977] = (1) Ne/Q(S'(O)).
O

Exemplo 1.8 Sejam K = Q(0), 90 = V/2 e f(X) = Xº —2=ir(9,Q).
Então A[1,0,0º] = (—1)ºNx/Q(S(39º))= —(30º)º = —27.4.

1.5" Fatoração de Ideais

À fatoração de um número depende do anel em que este é considerado

como elemento. Por exemplo, o número 18 no anel dos inteiros algébricos

Z[yV—17] deQ(V­17) têm as seguintes fatorações:

18 = 2.3.3

18 = (14 V2I7).(12 VET)
Verifica se que 2, 3, 1 + V/—17 e 1— y/—17 são irredutíveis em Z[V—17],

através do cálculo de suas normas. Logo temos duas fatorações distintas

de elementos irredutíveis para o número 18 no anel Z[V­17] e, portanto,
concluímos que neste anel a fatoração não é única.

Uma forma alternativa desenvolvida por Kummer e Dedekind, foi

procurar estabelecer fatoração única de ideais e isto foi obtido no anel dos

inteiros algébricos de um corpo de números.

Os principais objetivos desta Seção são provar que o anel dos inteiros

algébricos de um corpo de números é um Domínio de Dedekind e mostrar

a unicidade da fatoração de um ideal não nulo como um produto de ideais

primos neste domínio.

Um A­módulo M é dito Noetheriano se satisfaz uma das seguintes

condições equivalentes:
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1. Toda família não vazia de submódulos de M tem um elemento maximal.

2. Toda sequência crescente de submódulos de M é estacionária.

3. Todo submódulo de M é finitamente gerado.

Teorema 1.9 /6/ O anel dos inteiros algébricos Ox de um corpo de números

K, satisfaz as seguintes propriedades:

1. Ox é um domínio, com o corpo de frações K.

2. Ox é Noetheriano.

3. Ox é integralmente fechado.

4. Todo ideal primo não nulo de Ox é maximal.

Demonstração. (1) Denotemos por Fr(Ox) o corpo de frações de Ox.

Claramente Fr(Ox) C K pois, Ox C K. Por outro lado, K C Fr(Ox)

pois, dado a € K, pelo Lema 1.2, ca € Ox, com c E Z*, assim & € Fr(Ox)
e, portanto, K = Fr(Ox).

(2) Sabemos que Ox é um Z­módulo livre de posto n e sendo a um ideal
não nulo de Ox então a é um submódulo livre de posto < n. Logo admite

uma base finita e portanto a é finitamente gerado. Logo Ox é Noetheriano.

(3) Segue imediatamente do Teorema 1.6.

(4) Sejam p um ideal primo de Ox ea £0, a Ep. Então

sendo a; são os conjugados de a, com a, = a. Visto que 7 Epentão s Ep

e daí, (s) Cp. Tendo (s) Cp implica que
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­ . . DR A s sr sentão precisamos mostrar que o anel quociente ra é finito. Logo é suficiente
provar que o anel quociente 2& é finito. Sejam fer, ... ,êm) uma base integral(s)

de Ox e

X = (me +­­­ +amemja; ELZ0<a<s)

assim £X = mº. Dado x E Og, r= NX be, by; EZ. Mas
i=1?

m mm

rT=sS > que; + > riei;
i=1 i=1

onde O < r; < bi, e como s Ep eqie;, € Ox, segue que sag;e; EP e

m

TIT= ) Tiêi.
i=1

Portanto SE é finito. Entretanto, sendo que p é um ideal primo, . é um
2. , . Or , . .domínio e como é finito, é um corpo. Portanto p é um ideal maximal.L)

Quando um anel satisfaz todas as condições do Teorema 1.9 é chamado

Domínio de Dedekind.

Dados a e b ideais de Ox, definimos o produto de a por b ( e indicamos
n

por ab ) como sendo o conjunto de todas as somas da forma >” a;b;, com
i=1

a; Eaeb;Eeb. O produto ab é também um ideal de Ox, e vale a inclusão

abcanb. Dizemos que a divide b se b C a e denotamos essa relação por

a|ob.

Definição 1.4 Seja Ox o anel dos inteiros algébricos de um corpo de

números K. Dizemos que um Ox ­submódulo a de K é um ideal fracionário

de Ox se existir um elemento c não nulo de Ox tal que ca é um ideal de Ox.

A soma, o produto e a interseção de dois ideais fracionários de Ox se

define de forma análoga ao produto de ideais ordinários e a; + as, 01.09 e

a, N a5 são também ideais fracionários de Ox.

26
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Os dois Teoremas abaixo enunciados representam os principais resultados

desta seção e serão demonstrados juntos, em uma série de etapas.

Teorema 1.10 /6/ O conjunto dos ideais fracionários não nulos de Ox

formam um grupo abeltano multiplicativo.

Teorema 1.11 /6/ Todo ideal não nulo de Ox pode ser escrito como um

QDroduto de ideais primos, unmicamente a menos da ordem dos fatores.

Demonstração. 1. Seja a é O um ideal de Ox. Então existem ideais primos

P1,... ,Pr tais que pr...Pr Ca.

Sejam a C Ox, a £ 0, r E Nº, pi, ... ,pr ideais primos tais que

pichprEa( ).

Seja D = fa : ideal, a C Ox tal que não satisfaz (*)). Suponhamos

D £ (. Sendo Ox Noetheriano então existe b E &D tal que b é o elemento

maximal de DS. Tal ideal b não é primo e b £ Ox. Assim existem ideais 0, c

de Ox, com d.c Cb, 9 É bh, c É b.
Sejam

a =b+0 e a = b+ec.

aja) = (b+9)(b+c) Cb,2 ba; 2

e pela maximalidade de b existem ideais primos p1,..., Ps Psar1,­­­, Pr tais

que

P1,­++ 5 Ps

Pat+1,­++, Pr
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P11+oo pr Caras Cb

o que contraria a escolha de b. Portanto D =. Visto que a £ O concluímos

que p; é O, para qualquer i = 1,...,r.

2. Definição de como funciona o inverso de um ideal a de Ox.

Para cada ideal ade Ox,

a '=(reK;raC Ox).

Afirmação 1. a* é um Ox­submódulo. De fato: (1 ) Sejam n1, na Ea,
ou seja, n, E K tal que ma C Ox en2 E K tal que n2a € Ox. Então

(m + na)a = na + nsa CC Or.

( 11 ) Para qualquer a € Ox, a € K, pois Ox C K e dado x € a* tem­se
que x E K e ra € Ox, logo (ar)a = a(ra) EC Ox o que implica ar € a |.
Afirmação 2. a * é um ideal fracionário. De fato, se a é 0 então para algum

cE a, c*É0O, temos ca! E Og.

Afirmação 3. Ox Ca !. De fato, dado x € Ox temos que xa Ca € Ox,

logo rx E a7!. Portanto Ox Ga !. Pela afirmação 3, a = aOxC aa”! e da
1definição de a“!, aa"! = ala C Or. De fato, dado r Ea, ra COrx eS

y Ea então

(ra) = r(ay) = ra C Ox.

1Portanto aa”* é um ideal de Ox.

Observe que dados p, a ideais de Ox, a € p implica que Ok Cp!" Ga.

3. Se a é um ideal próprio, então Ox G a”*.
1Sendo a € p, p ideal maximal então p** Ca”* e assim é suficiente provar

que p”* £ Ox. Seja a € p, a £= 0. Pelo item 2, podemos considerar o menor
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r tal que

P1,­.., Pr ­ (a),

para p1,... ,Pr primos. Visto que (a) Cp ep é primo então algum p; € p.

Suponhamos sem perda de generalidade py Cp. Daí pi =p e p é maximal.

Logo po... pr É (a) pela minimalidade de r. Portanto existe b € pi ... pr tal

que b não pertença à (a). mas bp € (a) então ba'p C Ox e pela definição
de p”* segue ba"! E p"!. Por outro lado b É aOx então ba! é Ox, logo
p! £ Ox e, consequentemente, a”! £ On.

4. Se a é um ideal não nulo e a5 C a para qualquer subconjunto S € K,
então S C Ox.

Devemos mostrar que se aa € a para a € 5, então a € Ox. Já que

ScK,aEeK e pelo Teorema 1.9, a E Ox. Portanto S C Or.

5. Sep é um ideal maximal então pp"! = On.

Pelo item 2, pp"! é um ideal com p € pp"! € Ong.Visto que p é maximal
pp !=poupp'!=Onx. Sepp! =p então pelo item 4, p*! C Ox o que
contraria o item 3. Logo pp"! = On.

6. Para todo ideal a £ 0, aa”! = Ox.

Seja a maximal tal que aa! £ Ox. Então a € p, p maximal e pelo item

2, Ox ­ po”! Cc a! logo

aCap'Cana! C Or.

Em particular ap”! é um ideal de Ox. Deste modo não vale a = ap "|, pois
implicaria pelo item 4, p”*! C Ox, contradizendo mais uma vez o item 3.

Assim, a & ap”! e pela maximalidade de a, segue que ap"! satisfaz

ap!'(ap"!)7 — Ox
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e pela definição de a”!,

7. Todo ideal fracionário a tem um inverso a** tal que aa”! = Ox.

Sabemos que o conjunto (& dos ideais fracionários é um semi­grupo, isto

é, vale a lei do fechamento e tem unidade. Então dado um ideal fracionário

a somente precisamos encontrar outro ideal fracionário t tal que at = Ox,

e neste caso t será o inverso. Mas existe um ideal b e um elemento c É O,

c E Ox tal quea = cc'b e considere t = cb"! então at = On e, portanto, o
conjunto dos ideais fracionários de Ox é um grupo abeliano multiplicativo.

8. Todo ideal não nulo a é um produto de ideais primos.

Suponhamos a maximal e ainda que a não se fatore em produto de

ideais primos. Logo a não é primo, mas a € p, p maximal, e pelo item

6, a ­ ap"! C Ox. Por outro lado, pela maximalidade de a temos que
ap!'=a ou ap"! = Ox. Logo

ap! =p2""pr

p;; 1 =2,...,r7, ideais primos e, portanto, a = pp, ...p,.

9. A fatoração de ideais é única.

Sejam p1,... ,Pr, 91,... ,0s ideais primos não nulos tais que

P1':+cpr=01""Og.
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Suponhamos que para todo t < minír,s), seja verdadeira a seguinte

afirmação: Se a1,... ,ar, bi... ,bs, são ideais primos não nulos tais que

a,:::a, = by­­­by; então t = sea=b,it=1,...,s. Seminír,s) = 1,

consideremos por exemplo r = 1. Então a, = bi ­­­b,, e como a, é primo

tem­se s = 1. De py ­ «<­ pr = qg1­+*qs C q1, tiramos q, divide p1 ... pr, e sem
perda de generalidade podemos supor q1 = p1. Obtemos assim

P2***Pr= 92*** Gg.

O resultado segue da hipótese de indução. Portanto todo ideal de Ox pode

ser fatorado de modo único como produtos de ideais primos. ”

Dados À C B, anéisea C À um ideal. Denotamos por aB ao ideal de B
n

formado pelos elementos da forma Y* x;yi, r: E, yu EB, i=1,...,n.
i=1

Proposição 1.6 /7] Sejam K C L corpos de números, com [L: K) =n, p
um ideal primo não nulo de Ox e

q

pÔ, = IT bz
i=1

a decomposição de pOr, em ideais primos de Or. Então os bis são

precisamente os ideais primos q de O, tais que qN Ox =p.

Neste caso, dizemos que q está acima de p.

Indicamos por f; o número [& : SE] e chamamos de grau residual de
b; sobre Ox. O elemento e; é chamado de índice de ramificação de b; sobre

Or, e se e; > | para algum índice 1, dizemos que p se ramifica em Or;.

Teorema 1.12 /7) (Igualdade Fundamental) Com as mesmas notações
acima temos:

n=270h=oOr­; E)
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Teorema 1.13 /7] Seja K um corpo de números. Uma condição necessária

e suficiente para que um ideal primo pZ de Z se ramifique em Ox é que p

divida Dx.

Em decorrência deste resultado, existe apenas um número finito de primos

que se ramifica em Ox.

Lema 1.7 (Lema de Kummer) Sejam K um corpo de números, Ox o seu

anel de inteiros algébricos e 0 E Ox tal que K = Q(0). Dados um número

primo p tal que não divide [Ox : Z[0]] e f(X) o polinômio irredutível de O

sobre Q, então existem p)(X),... ,pa(X) E Z[X], polinômios irredutíveis,
e1,­.. ,eq E Nº tais que f(X) = pa(X)º ++ p(X)S(modpZ[X]) e

1. p; = (p, i(0)) = PDOx + pi(0)Ox são os ideais primos de Ox acima de

pZ,i=1,...,q0.
q

2. pOx = I[ pi.
i=]

3. [SE : E = Op(X) = f.

1.6 Norma de um Ideal

Nesta Seção definimos a norma de um ideal, como uma generalização de

norma de um elemento de Ox e em seguida mostramos que a função norma

é multiplicativa.

Sejam K um corpo de números, Ox o seu anel de inteiros algébricos e a

um ideal não nulo de Ox. Definimos a norma de a como sendo a cardinalidade

do anel quociente Ex e denotamos por N(a).
Em outras palavras,

Ox
aNí(a)= (—).
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Teorema 1.14 /6/ Sejam K um corpo de números de graun e Ox o seu
anel de inteiros algébricos. Então

1. Todo ideal a não nulo de Ox tem uma Z­base fa,... , 0).

2. À norma de um ideal a não nulo de Ox satisfaz

N(a) = Afan,. ,On) 2
Dx

Demonstração. 1. Pelo Teorema 1.7, Ox é um Z­módulo livre de posto n e

visto que o anel quociente Ex é finito então a é um Z­módulo livre também
de posto n, portanto admite uma base fa,...,an).

2. Seja fw,... ,wn) uma Z­base de Ox e suponhamos a; = > CijWij;
J=l,...,n.

”

Visto que On e a têm posto n então

Pelo Lema 1.1,

Ala,1. an) (det c;;)º.Afun,... ,wn]

(N(a))º]Dx

e a demonstração está concluida. O

Em consequência deste resultado, se a = (a) é um ideal principal então

Ní(a) = |N(a)|.

Teorema 1.15 /6/ Sejam K um corpo de números de graun, Ox o seu anel

de inteiros algébricos e a, b ideais não nulos de Ox. Então

N(ab) = N(a).N(6).
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Demonstração. Pela unicidade da fatoração e indução sobre o número

de fatores primos é suficiente provar que

Ní(ap) = N(a)N(p), (1.1)

onde p é um ideal primo.

Provemos que

OK)= 4
ap a

a

a Õ

ft (5) = f(—) (1.3)

Para provar a Equação (1.2) consideremos o homornorfismo de anéis

PD: 2% 4º
ap a

api+r—y—>at+ro.

Observe que $ está bem definida pois, dados ap + x, ap +y € EE ;
D(ap+x)=Dd(ap+y) Satr=a+ySr17—­yEANA A aplicação $

é sobrejetiva e o kerDP = fap +x; r Ea) =a/ap. Logo pelo Teorema do
Isomorfismo de anéis,

Ox
a

O

e, pelo Teorema de Lagrange,

Ox a9%) — u(E) un
ap a apa )

Agora para provar a Equação 1.3, observe que pela fatoração única a É ap

implica que a ­ ap. Mostremos que não existe ideal b entre a eap. De fato
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seaDb>Dapentãoa 'a Da 'b Da !ap, ou seja, Ox Da '!bDp. Visto

que a7!b CO então a '!b é um ideal, e sendo p maximal, temos a"*b = Or

ou a ºb =p, logo b=a ou b = ap.
Portanto para qualquer elemento b € 2, tem­se

ap+(b)=a.

Fixado um elemento a € — definamos a aplicação

VV: Ox >
r—aptar.

A aplicação VP é um homomorfismo de Ox­módulos e sua sobrejetividade

decorre da Equação 1.4. Claramente o núcleo da aplicação UV é um ideal que

satisfaz p C ker VU. Desde que kerVU £ Ox e p maximal então kerUV = p.
Pelo Teorema de Isomorfismo para módulos,

Ox

Portanto

O

Teorema 1.16 /6) Sejam K um corpo de números de graun, Ox o seu anel

de inteiros algébricos e a um ideal não nulo de Ox. Então

1. Se N(a) é um primo então a é um ideal primo.

3o
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2. N(a) é um elemento de a.

Demonstação. (1) Seja a = [| [ p;”*, p; primos, então
i=1

Tu
i

N(a) = Il N(p;)".
Logo N(a) é primo se n = 1, my = 1 e portanto a é primo.

(2) Visto que N(a) = 3 (EK) então para qualquer x € Ox, N(a)r € a,
isto é, N(a)r = N(a)r = O. Fazendo xr = 1 obtemos N(a) E a. O
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Capítulo 2

Reticulados em Corpos de

Números

A proposta deste Capítulo é uma continuação natural do capítulo

anterior, visando apresentar a Teoria Algébrica dos Números necessária à

plena compreensão das aplicações a serem desenvolvidas no próximo capítulo.

Tendo em vista a complexidade que se encontra quando se trata do caso

geral, restringiremos a família dos corpos a serem considerados.

Iniciamos o estudo de corpos de grau 2. Neste caso caracterizamos

os corpos quadráticos, seu anel de inteiros algébricos e explicitamos seu
discriminante.

Em seguida introduzimos os corpos ciclotômicos, caracterizando os

polinômios ciclotômicos, descrevendo uma base integral e o cálculo do

discriminante.

Vale ressaltar que apesar dos resultados enunciados no Teorema 2.2 e no

Teorema 2.3 serem de domínio público a técnica aqui adotada é original.

Na seção destinada aos corpos abelianos incluimos o Teorema 2.4 e

o Teorema 92.5 cujas demonstrações foram omitidas tendo em vista que
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os argumentos utilizados nas respectivas demonstrações fogem do espírito

deste trabalho, entretanto provamos o Teorema 2.6 que é uma consequência

imediata destes.

Em seguida introduzimos as definições de reticulado, empacotamento

esférico, densidade de empacotamento e densidade de centro.

Finalizando, definimos o homomorfismo canônico que é um método

algébrico para obtenção de reticulados e descrevemos um reticulado de R”

que é obtido pela representação geométrica de um ideal 3 do anel dos inteiros
algêbricos de um corpo de números K de grau n, cuja densidade de centro

depende do discriminante de K, da norma de J e do menor valor assumido

pela função traço, sujeito à certas restrições.

2.1. Corpos Quadráticos

Nesta Seção introduzimos os corpos quadráticos juntamente com a teoria

necessária para caracterizar seu anel de inteiros algébricos, base integral e

discriminante.

Sejam K = Q(9) um corpo quadrático, ou seja, um corpo de números de

grau 2, e

S(X) = X?º +aX +b=irr(0,Z).

Podemos supor

—a + Va? — 4b
O =

2

20 +a=ya2­—4,
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logo Q(9) = Q (Va? — 4b). Por outro lado, a? — 4b é um inteiro que podemos
escrever como aº — 4h = rºd, sendo d um inteiro livre de quadrados.

Finalmente, Q(9) = Q(vVd) e deste modo provamos o seguinte resultado:

Proposição 2.1 /6] Todo corpo quadrático é da forma Q(Vd), sendo d um
inteiro livre de quadrados.

A determinação do anel dos inteiros algébricos de R(VA), com d
um inteiro livre de quadrados, depende exclusivamente das propriedades

de congruência de d módulo 4. O Teorema seguinte apresenta esta

caracterização.

Teorema 2.1 /6/ Sejam d um inteiro livre de quadrados e K = Q(Vd).
Então Ox = Z[w|, com

Vd sed=2,3(mod4)
1 se d = 1(mod4).

Demonstração. É óbvio que Z[w] C Ox pois, sendo w = vd, w é raiz
do polinômio irredutível X? —­ d € Z[X] e quando vu = A, w é raiz do
polinômio irredutível X? — X + 4º e Z[X].

Reciprocamente, seja a =r + s/d € Ox;r, s EQ. Se s=0 então r E Z

e portanto a € Z C Z[w]. Podemos supor s É O, assim

irr(a,Q)=X? — 2rX + (rº — dsº),

logo 2r, rº — dsº € Z e, consequentemente, (2r)º — d(2s)? € Z. Visto que
2r E Z então d(2s)º E Z e mostremos que 28 € Z. Suponhamos que 2s É Z,

ou seja, 28 = ão com (x,y) = 1. Sendo y é 1 existe um primo p tal que
pº divide yº. Mas, para que d(2s)* seja inteiro é necessário que pº divida d,
contrariando o fato de d ser livre de quadrados e portanto 26 € Z.
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Fazendo r = 2, s=32; u, v E Z, temos que uº — dv*º € 4Z. Sendo uº = O
ou 1 (mod 4) se d = 2 ou 3 (mod4) a única possibilidade para uº — dvº E 47Z

é u=v=0(mod2) e, portanto, a E Z[Vd]. Assim temos Ox = Z|w] se
d =2 ou 3 (mod4).

Entretanto, se d = 1 (mod4), uº =vº = 1 (mod4) também é admissível,

ou seja, para que a = 3 + 2/d seja inteiro algébrico é suficiente que u e
v tenham a mesma paridade. Logo u—v=2to que nos dá u = 2t+v

ea=tl+v (1424) E Z[w] e, consequentemente, Ox = Z[w] se d = 1
(mod 4). O

No caso em que d = 2 ou 3 (mod 4), (1, Vd) é uma base integral de Z[y/d]
e o discriminante vale 4d. Se d = 1 (mod4), (1, 4) é uma base integral
de Z [+] € o discriminante é d. De fato,

Dx = 1 VA = (2/0)?= 4d
1 Jd

2

1 3+1Vd
1 11 373Vd

Exemplo 2.1 Dado K = Q(i) então Z[V—1] é o anel dos inteiros algébricos

Dx = =(­Vd)º=d.

de K e DK =­—­4. Os monomorfismos de K em T são 07 a inclusão, 02 a

conjugação complera, isto é,

a(r+sV­I)=r+syV­1 eon(r+sV­1) =r— syV­1.
Logo

Nx/0(r + sV­1) re +s

Treo(r+sV­1) = 2r.

Exemplo 2.2 Dado K = Q(Vy—3) então Z [=| é o anel dos inteiros de
Ke Dx = —)3.
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2.2 Corpos Ciclotômicos

Os corpos ciclotômicos desempenham papel fundamental na Teoria

Algébrica dos Números. Como veremos a seguir é possível caracterizar o

anel dos inteiros algébricos de um corpo ciclotômico e, consequentemente,

seu discriminante e demais parâmetros.
2ni

Dado n um inteiro positivo, definimos E, como sendo e n , denominamos

Q(£,) o n­ésimo Corpo Ciclotômico e g,(X) = [| (X—&) on ésimo
i=1

(i,n)=1
Polinômio Ciclotômico.

2.2.1. Polinômios Ciclotômicos

Com o objetivo de obter informações de Q(£,),desenvolvemos nesta Seção
resultados explorando propriedades de 6,(X).

Lema 2.1 /4] Seja n um inteiro positivo. Então

X"—1=][|&(X).
din

Demonstração. Sejam 1 = d] < da <... <d., = n todos os divisores de n.

Então

n—l n—l n—l

IT X­s). IT] (xX­s)­ 11 x ­6),
i=0O 1=0 i=0

(i,n)=djy=1 (i,n)=do (in)=ds

= drn(X)=d4,(X), poisdy =.
d1

Observe que se d = (j,n) então & = E. Logo

nl t­1 t­1

OI Xx­s)= [[&X­s8D= [[X­8)=é0),
(im)=d nas o
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com t = XT ej=3. Repetindo o mesmo argumento em todos as fatores,
obtemos

X"—1l = 02 (X)da(X):d2(X),
como 3,... 17 também são todos os divisores de n e, portanto, a8

demonstração está concluida. O

Lema 2.2 /(/] Seja n um inteiro positivo. Então o n­ésimo polinômio
ciclotômico 9(X) tem coeficientes inteiros, ou seja, 9,(X) E Z[X].

Demonstração. À demonstração é feita por indução sobre n. No caso em

que n = 1, temos é6,(X) = X—1€ Z[X]. Suponhamos que vale para 2,

3,...,n— ] e provemos que vale para n. Sendo

X"—l= TI é:(X) =0,(X) 11 é:(2).
din din

d<n

[I 6:(X) = f(X) temos X” —1=g,(X).S(X),
d<n

com f(X) E Z[X] por hipótese de indução.
Sejam

= XP +an 1X" +: +oo,

= X"+b XT ++ +bo

b; EZ j=1,...,r—­1. Queremos mostrar que a; € Zi = 1,...,m— 1.
Suponhamos que am­1, tm­2,­.., tu ELZea, É Z Então

X"—1=X"" + (bo +am)ATITO! +. + aobo
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e, concluimos, pela igualdade de polinômios que cada coeficiente de

Pn(X).S(X) é inteiro, logo a1.­1 E Z o que é absurdo, pois por hipótese

au­1 É Z. Portanto 6,(X) € Z[X]. O

Lema 2.3 (1j Seja n um inteiro positivo. Então o n­ésimo polinômio
ciclotômico Q,(X) é irredutível sobre Q.

Demonstração. Seja /(X) = irr(6,, Q) então existe g(X) E Z[X], mônico,

tal que

e queremos provar que /(X) = 2,(X).

Sejam K = Q(£,), Ox o anel dos inteiros algébricos de K, p um ideal

primo de Ox e p E p um número primo, (p,n) = 1. Se & não é raiz de f(X)

então €P é raiz de g(X). Tomando g(X) = ba + 4 X + :­­ + b,X* tem­se que
Oem Do

IE) = FME:

Consideremos o homomorfismo

e visto que p E p tem­se que 0 é injetiva e, consequentemente, sobrejetiva

pois Ex é finito. Assim
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e, portanto,

P
.g9(X) = (bo +b]X ++. +biX!)

Sabemos que

X” —1=9,(X). [[ 91X) = S(X).9(2X). | [| 21X)
din din
d<n d<n

por outro lado, em E,

X"—I=f(X).9(X).][ 21X) (2.1)

logo Xr—1 tem raízes múltiplas, a menos que g(X) seja constante.
Derivando o primeiro membro de 2.1, obtemos nX"­! que tem O como única
raiz, pois p não divide n. Como 0 não é raiz de X" — 1, então X"— 1 não
tem raiz múltipla. Com isso concluimos que g9(X) é constante e, portanto,

S(X) = ô,(X). =

Em decorrência dos resultados acima descritos, deduzimos que o n­ésimo

polinômio ciclotômico é o polinômio irredutível de £,, sobre Q. Denotando

por é(n) o grau de 2,(X), obteremos nos próximos resultados informações

úteis sobre a função Q(n).

8

Lema 2.4 /4] Sejan um número inteiro positivo e [| pf* sua fatoração em
i=1

E

a;­1potências de primos. Então é(n) = [T(p;i­1)p;
i=1

Demonstração. Faremos a demonstração em duas etapas :

1º Etapa. Q(pº) = (p— 1)pº*"!; se pé um número primo.
2º Etapa. Se u, v E Nº, (uv) = 1 então é(uv) = é(u)é(v).
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Sabendo que é(n) = H(i=1,....n; (i,n) = 1) então quando n = pº, p
primo e a > 1, temos que

Hli=1...,pi(p)=1)=p7"2Afi=1,...,p(1p)>1).

Mas

fi=1,...,p(1,pº)>1)= (p,2p,...,p* 'p)
cuja cardinalidade é p*"!, ou seja,

P(pº) =p" pp" =p"'(p—1).

Provemos agora a 2º etapa. Dados u, v € Z, (u,yv) = 1, sejam

U=f(i=1,...,u(lu)=1)e V=fi=sl,... ,uv(izv)=1,

com $U = Q(u), 4V = Q(v) e RU x V = Qo(u)ó(v).
Seja

n: UxV o Z )':uv.zZ

(x,y)> TvU+yu
Quando (r.v +1y.u, uv) = d> 1 então existe um primo p tal que p divide

d, ou seja, p divide u.v e p divide r.v + y.u. Sem perda de generalidade

suponhamos que p divide u. Visto que p também divide r.v + y.u então p

divide x.v o que implica p divide xr ou p divide v. Mas (u,yv) = 1 então

p divide 7. Por outro lado x E U então p não divide x, absurdo. Logo

(x.v + y.u,uv) = 1 e portanto a função 7, está bem definida. A aplicação
7, é injetiva pois,

Tlf) Ta­(X2,Y2) SP TU +YMU=C20+UY2U
T1.U+UYU > Cg.U > YgU=O0

(x1.v+y1u)>— (Tav+Yy2uU)&EUvVZ.

45

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Daí, v.(t1 — 12) + u.(y11 — Y2) = uv.t logo v.(r1, — 12) = ut, o que implica
u divide 17 — x2 e, portanto 17 = r2. Analogamente y, = 2. Visto que

(u,u) = 1 então existem r € V e sE U tais que

u.r = l(modv) e v.s=l(modu).

Assim, dados m E Z; (m,uv)=1,x EU ey EV tais que m.r = r(modu)
e mn.8 = yY(modv) então

m = r.v(modu) e m = y.u(modv). (*)

Afirmação. m = x.v + yuímodu.v). De fato isto vale se uv divide

m — (r.v+y.u), ou seja, u divide m— (r.v+y.u) ev divide m— (r.v+y.u),

ou equivalentemente, u divide m — r.v e v divide m — y.u. O que pode

ser visto em (*), logo 7, é sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Assim sendo,

HU x V = H(2)". Portanto é(uv) = é(u)é(u). Ouvz

2.2.2 Base Integral e Discriminante

Destacamos nesta Seção o anel dos inteiros algébricos de um corpo

ciclotômico e seu discriminante.

De início consideramos p um número primo ímpar e ignoramos p = 2, pois

neste caso Q(£,) = Q. Em seguida exibimos o anel dos inteiros algébricos de
um corpo ciclotômico e seu discriminante.

Lema 2.5 /6] Seja p um número primo ímpar. Então o anel dos inteiros

algébricos de K = Q(£,) é ZIS,)­

Demonstração. Seja a E Ox, então existem ao, ... ,ap­2 E Q tal que
p2 |

a => a6. Considere o elemento ab” — a6, E Ox, com k = 0,...,p— 2
i=0
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pl p­2

TreiQ(a6s* — a£,) = TrekQ(D aii" — D ai6it!) = pas.
10 1=0

Sejamby = pax,comk = 0,... ,p—­2e A=1­—­6£, Então

pao + pag, +++ pap­26P?
bo + ba£y +++ +bpo6h?
co+AMA+­+eaa??

pl
:

Sendo p= [][(1—&) E XOx NZ, então pZ C AOKxN Z. Visto que pZ é
i=1

um ideal maximal, temos

AOxNZ=rprZ ou ANOKNZ=2Z.

Se AOKN Z = Z então 1 E AO, isto é, 1 = Ar, para algum r € Ox.

Aplicando Norma 1 = N(1) = N(X%).N(r) = ps, s € Z que é absurdo, pois p
é primo. Logo 1 é AOx e, portanto, AOK N1 Z = pZ..

Vamos provar que cada c; E pZ por indução sobre 1. Sabemos que p,

pa, c;X* são elementos de AOx, i > 1 e pela Equação 2.2, temos co E pZ.
Suponha ce, € pZ, com 1 << k— 1. Então segue

P(a — s) = M(ce, + ex1h + + ear),

E = co + Cd + ... + ON ­ ZA).
Pp
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p­l

Visto que p = [1(1­— &) el­ & = As;, e; € Z(E,] então p = AP!t, com
i==l

­1t=T[eiEZ|E). Assim,
1=1

APrbifa—e)=c,+egHsA+ oc eaaotEo,

com p— k — 1 > O, logo c, E pZ e, portanto, Ox = ZIS,)­

O Teorema abaixo enunciado encontra­se em várias referências e cujas

demonstrações envolvem um grau de complexidade muito superior àqueles

utilizados neste trabalho.

Para nossa conveniência incluímos aqui uma demonstração do mesmo

resultado usando apenas argumentos aritméticos.

Teorema 2.2 /8/ Seja nn um inteiro positivo. Então o anel dos inteiros
algébricos de Q(E,) é ZIE,)­

Demonstração. À demonstração é feita por indução sobre o número de

divisores primos de n. Sejam n = pº.9, pt 9, K = Q(6,), L = Q(£,),
A=1—­&£1em=Ó(pº). Dado

a = aq + abia ++ am­1E5a € Or,

então o(a) E O, para qualquer o € Aut = Gal(L/K).

Visto que 0;(6,7a) = £la; (1,D*) = 1 são todos os monomorfismos de K(£,.)
em C e a é um inteiro algébrico então

0;(a) = aq + aba +et+ am 16»

é também um inteiro algébrico e claramente um dos 0's é a identidade. Então,

seja,
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a = 01(a) = ao + Ea ++ am EO

Am = ox(0) = aq + aj£ha +Fet am ESTO
Colocando o sistema acima na forma matricial, temos

1 E. o ER

k(m­1)1 Ea =. &

Sejam M = (8), i = 1,...,n, j=0,...,.m—1 (im)=l1eMuna
matriz obtida de M substituindo a i­ésima coluna por

a

Am

— det Mi, N . .Pela Regra de Cramer a; = “TZ e do fato de E, e 4s serem inteiros
algébricos, deduz­se que det M é um inteiro algébrico, logo det M;,1 também

é um inteiro algébrico. Por outro lado, sabemos que det M = np”, para algum

r. Assim pa; = det M;,,1 € Ox N Q(£,), logo
$(g9)­1

vp a;= 2 bij&i
e, portanto,

m—­1

r FDpaAa= D Ci£pa,
10

com c; € Z[£a! e queremos mostrar que r = O.
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Considere que p não divide c;, ou seja, c; É pPZ/E,] para algum 1.
Analisemos dois casos: Caso 1. Quando n = pº. Neste caso cada a, é

um quociente de números inteiros com uma potência de p no denominador.

Supondo r > 0 e reescrevendo a Equação 2.3, obtemos

pa=d+dhA+...+dãh NU GdiEeEZL (2.4)

Po
| XP —II (X—&a) = irr(£7.,Q) =q= irr(ro, Q(S,))

i=1

(1,pº)=1

a
p

:

então substituindo X por 1, temos [|| (1—&£.)=np, por outro lado,
i=1

(i,pº)=1

a
Pp

Nr(Spa)/K(1 = Ea) = II (1— Eno)
i=l

(1,Pº)=1

Nx(Epoy/K(1— Exe) =D.

Visto que para qualquer grupo finito se fixo um elemento do grupo e

multiplico por todos os outros, obtenho o mesmo grupo só que ordenado de

maneira diferente. Logo, fixando 7, jé = temos
t­1176 176 (GATE ++) Sa

1­6 1—­é6% k=0 '
Analogamente,

Portanto



com e;; € Z[£,a]*. Assim,

p=(1­En)S=2N"S,

com c € ZÉ”.
Já vimos que 4Ô é ideal principal e AO NZ = pZ, pZ ideal maximal,

então pela Equação 2.4, do € AO NZ = pZ implicando que p divide do e daí,

do = A” .c.eo. Assim,

Am" ça AMMceo+dia+oo rd a?
A À

o que nos dá,

amorotçõas= AMT ce + di +daA ++ dm TO,

Portanto dy E AO NZ = pZ implicando que p divide di. Repetindo essa

argumentação temos que p divide do,..., dm­1 O que é absurdo, pois r é

mínimo. Portanto a € Zl£,.].
Caso 2. Suponhamos que m tenha mais do que dois divisores primos, com

m = [Q(E,) : K), QE) = K(E4) e K = (67.4), n=Dº2.9".9; p não divide9,
q não divide gq. Por hipótese de indução, suponhamos que o anel dos inteiros

algébricos de K é Z|E,a,]l. Dado a E Ox € Q(É,),

a = bo + ban +++ + bainW28200,

com b; € Q e queremos mostrar que os bis € Z. Sabemos que E, = ESA
q

Assim,

bya = ag +agkp+ ++ açao) 18% Yo,

com a; € Q(En). Logo existe r E N tal que g”.a; € ZlS =), e precisamos
q q

mostrar que os a; € Zi£n]. Por outro lado, existem r, s € Z tais que
q

ol
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vp.a E ZE) e g.a E Zi]. Por Bézout, existem u, v € Z tal que

u.p.a+vqi.a=1., Como p”.a E ZE.) e q.a E ZE,] então

u.p.a +vg/.a=(up" +vqg)a=0a€EZE,).

Portanto o anel dos inteiros algébricos de Q(£,) é ZIEz).

Teorema 2.3 /8] O discriminante do corpo K = Q(£,) vale
netn)

[[pºn/e
Pin

Dk =

Demonstração. Pelo Lema 2.1,

X"­l= [1 é:(X)
din

derivando os dois membros de 2.5, obtemos

X”—1 X"—1na = dO) (E) +é) (Ex);$a (À)
em que d;,... ,ds; são os divisores de n.

Pas (X)

Substituindo X por £,, calculando a norma e usando a Proposição 1.5,
temos

din
d<n

nó(n)
Dx = +

a

Nx/e | 11 da(Sn)
din
d<n

sn)
Portanto, resta provar que Nx/g | [1] éa(E,) |= I[pr­i. Fazendo.

din n
d<n

Pi

n—1l
.

MA) — ss)
52

EV
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



obtemos

n

Ilétx)= [| X­s)
din i=1

d<n (i,n)>1

e, consequentemente,

n n

IT ésEn)= [1 (&­8)= [| 0­6).
din i=l i=1

d<n (Gn)>1 (,n)>1

n—1l

II NkQÃ(1­ 8) = [| NkQ­ E) =
= i=2

(in)>1 (1,n)>1

K nl

Il O NekQ(­6S)
o ãoFato

EM

+

>(n)>1 (HA )=P;

Quando n = p" já vimos que Nx/0(1 — xr) = p, e além disso, temos

Nx/Q(1 = &) = Noe/e(NK/06,)(1=EL))
:

: OE K: r= Not,)/0(1 — Si) RE! = piK 26),

Já no caso em que nº = n172; (n1,n2) = 1 temos Nx/0(1 — E) = 1. De
fato, seja

n—1l

XI +... +X+1=]T(X­&).
i=1
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Substituindo X por 1, obtemos

nl
i

= [[0­&)
i=1

nal nl n—l

ITa­em) IJ a­sm. (1­&)
i=1l i=]l k=1

nitk,najk

n1­1 nl

1a):ILA=&)­ II] 6­5.
i=] k=1

nitk,notk

n—1l n—1l

logo 1= [1] (1­6) e, portanto, 1= Nx/Q OT (1­5)
k=i

nitk,notk nyfk,notk

Diante de tais considerações, segue que

K: r
—NeQl1= 6) =] PA se qsr

1 caso contrário,

bj. emas queremos, Tim) =D; (i,n) > 1. Sendo
AN a . AA asl ,,..

—

an=p, “Ps; eº i­l=p epçooU v=1,...,pj Al,

n

pibj É Os.
Dj

(i­l,n)=

Visto que v = 1,...,p; — 1; pj; não divide v, então existe um único
vE (1,...,p—1) tal que

i = 5" + 1 = O0(modp;).
Pp;
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Logo (i — 1,n) > p; implicando b; = a; e, portanto,

Portanto

j

n—l

Il Nx/Q(1= EX")
i=2

| G>I GA =r
r

al
3

Pj—1

II Nx/Q(1 = Ev
i=­B­v+l

pr?
97 1Pj —1,i=0(mod Pj)

aj1pjó 1
II Nx/Q(1 — Ev

i=Brur)
pr.º

a;

va=l...,pjo —1l,i=0(modp;)
jo lpó 1OT nen 8%)

u=0O ]J
| viconveniente

aj­1pjó 1
a; — vt+up;ESqriaNausE E xo

j7lpj 1

TEQEpio iró(n e)— Ea) /é(p;”)
j

PRfpe(n)/0(p;"É ­U [Ipgo
nn)

FTpAnÍa­D'
pIn

Dx=
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Exemplo 2.3 O discriminante de Q(£26o) é 2º.5º, à menos de sinal.

Exemplo 2.4 O discriminante de Q(E3) é +83.

Observe que já conhecíamos o valor do discriminante de Q(6;3), pois

Q(E3) = Q(V­3).

2.3 Corpos Abelianos

Dizemos que um corpo de números K é abeliano se K é uma extensão
galoisiana dos racionais e seu grupo de Galois é abeliano.

Quando um corpo de números K está contido em um corpo ciclotômico

segue, da Teoria de Galois, que K é um corpo abeliano. A recíproca desta

afirmação também é válida e aqui será destacada como sendo:

Teorema 2.4 /8/l (Kronecker ­ Weber) Dado um corpo abeliano K então

existe um número inteiro nº tal que K & Q(E,).

O cálculo do discriminante de um corpo de números é definido,

originalmente, sobre uma base integral, cuja obtenção é, geralmente, um

problema complexo. Assim sendo, existem vários resultados que permitem

obter o valor do discriminante de um corpo de números sem conhecimento de

base integral. Dentre tais resultados destaca­se o Teorema de Hasse­Fórmula

do Condutor­Discriminante ([8]) cuja consequência é o resultado abaixo.

Teorema 2.5 /5/] Sejam p um número primo ímpar, r um inteiro positivo e

K c Q(E7), IK : Q)= up'; p não divide u. Então Dk =p”, sendo
pitlo1v=ul(j +2)7' — prt
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O próximo resultado explicita uma base integral para uma família

particular de corpos de números, que no caso em que K é uma extensão de

grau 3, ou seja, uma cúbica, será uma ferramenta importante na manipulação

dos exemplos do capítulo seguinte.

Teorema 2.6 Sejam K C Q(S,); p primo, r = [Q(6) : Kl, s=[K: Q),
9 =Toe/K(E)) eg E Z tal que o, gera G = Gal(Q(8,)/Q). Então
K = Q(9) e Zo((0) ++: + Zogs(0) é o anel dos inteiros algébricos de K.
Além disso,

Dx = plE: e,

Demonstração. .—* Inicialmente, devemos mostrar, que K = Q(9).
Evidentemente Q(9) C K, pois 0 € K.

Sendo

Gal(Q(E,)/K) = (094, 0920, ... Og) e 0=E9 +... +68

então 0,(0),...,0,:(9) E Q(9), pois Q(0) é uma extensão galoisiana de Q.
Sejam a1,...,a; E Q tais que

a1oÇ(0) +­­­ + asog.(0) = O. (2.6)

s+i ra+i

Visto que 0,:(90) =&7 +­.­+€& t7st+i, tas+io, se E =s& , com 1 < ft, ta <r
el<i 1,12 <sentãol, =t2 ei] =12. Com isso, a Equação 2.6, pode ser

p­1 :

reescrita como XY” b;£5, = O, sendo
1=1

(biji=1,...,p—­ 1) =(f(agi=1,...,s).

Por outro lado, (&; i = l,...,p— 1) é um conjunto linearmente
independente sobre Q, logo b; = 0; 1 = 1,...,p— 1 e, consequentemente,
a; =0;i=1,...,s, ou seja [0(90): Q) > s.

—..

o
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Já que Q(0) C K e [K: Q] = s temos K = Q(6). É claro que

Zo,(0) +: + Zo(0) C Ox

pois, o,:(0) E ZIE&]JNK. Provaremos agora a recíproca. Seja, pois,
8

a E Ox então existem a1,...,a. E Q tais que a = NY a;o(9), visto que
i=1

199(9),... ,07:(0)) é base de K/Q. Então, como a € ZE, e repetindo o
argumento utilizado na demonstração de K = Q(9), podemos concluir que

a; EL, i=1l,... ,s;isto é,

Ox = Zog(0) +­­: + Zofs(0).

O valor do discriminante de K é obtido via Teorema 2.5.

2.4 Reticulados

Sejam V um espaço vetorial de dimensão nº sobre um corpo K, A um

subanel de K e v1,... ,vr, Tr < n, vetores linearmente independentes de V.
Chamamos de A­reticulado com base (v1,... ,vr) ao conjunto dos elementos
da forma

r

T= > UV,
i=1

com a; E A.

Doravante em qualquer citação de reticulado, será suposto que K = R,

A=Z,V=R er=n.

Dados um reticulado À com base (vj,... .vn) e C1,...,Cn elementos
n

quaisquer de A, sejam a;; € Z tais que c; = Y av; E fato conhecido
jol

que uma condição necessária e suficiente para que (c1,... ,cn) seja base de

A é que det(a;;) seja um elemento inversível de Z.
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Exemplo 2.5 À = Zº é um reticulado gerado pelos vetores e, = (1,0) €

Exemplo 2.6 À = ((a,b) E Zº; a + b = O(mod2)) é um reticulado gerado

pelos vetores v, = (2,0) eva =(1,1).

Um empacotamento esférico em R" é uma distribuição de esferas de

mesmo raio em R" de forma que a interseção de duas tenha no máximo

um ponto; chamamos simplesmente de empacotamento. Pode­se descrever

um empacotamento simplesmente indicando o conjunto dos centros das

esferas e o raio. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em

que o conjunto dos centros forma um reticulado À de R" e, a menos

que se diga o contrário, doravante todos os empacotamentos considerados

serão reticulados, e quando o conjunto dos centros for A, dizemos que o

empacotamento é associado a A.

Dado um empacotamento em R", definese a sua densidade de

empacotamento como sendo a proporção do espaço R" coberta pela união

das esíeras.

A seguir, introduzimos os elementos básicos que possibilitarão obter uma

expressão para a densidade de um empacotamento.

Seja À C R” um reticulado, com Z­base À = (m1,...,mn). Então o

conjunto

i=1

é dita a região fundamental de À, com relação à base É.

O espaço euclidiano R" é a união disjunta dos conjuntos

Cy =(reRr=y+vuyEe Rg,vEÁ);
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que são translações da região fundamental R3. — Consideremos um
empacotamento associado a A. Para o cálculo da proporção coberta pelas

esferas, basta calcular a proporção na região fundamental Rg; é o que faremos

a seguir.

Fazendo m; = (ma,... Min) ER, i=1,...,n,o volume de Rag, v( Ra)
é o módulo do determinante da matriz

mun M12

ma, Tao
M =

Tn, Mno *:*:' Mhnn

O volume de Rg independe da base À, pois a matriz de mudança de

base é inversível com entradas inteiras, ou seja, tem determinante 1, logo

faz sentido definir o volume de À como sendo o volume de uma região

fundamental, e será denotado por v(A).

Apenas temos interesse pelo empacotamento associado ao reticulado À tal

que as esferas tenham raio máximo. Para determinação deste raio, observe

que fixado c > O, a interseção do conjunto compacto (xr E R"; |7| < ck como
reticulado À é um conjunto finito, logo o número Amin = min(|u| ;v E A,v É

0) está bem definido.

Note que p = Amin/2 é o maior raio para o qual é possível distribuir esferas

centradas em cada ponto do reticulado À e obtermos um empacotamento.

Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos

reticulados. Com isto, quando citamos densidade do reticulado À, ficará

implícito que estamos falando da densidade de empacotamento com esferas

de raio p associado a este reticulado, e que será denotada por A(A).

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos
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Volume da região fundamental coberta pelas esferas
Volume da região fundamental

v(B(p)) p

vie) PDA
E conveniente o uso de um outro parâmetro, a saber a densidade de

n

centro, cuja expressão é:

ó(A) = 7)
Exemplo 2.7 Seja À = Z" um reticulado de R", gerado pelos vetores:

vi = (1,0,...,0), va = (0,1,...,0),..., vm = (0,0,...,1). A forma

Perquadrática |v ++? assume o mínimo quando um dos x; = 1

para i = 1,...,n e os demais nulos, e este valor é 1, logo p = 3: Visto que
v(A) = |det Ml, e M neste caso é a matriz identidade então v(A) = 1 e,

portanto, 6(A) = 3%.

2.5 O Homomorfismo Canônico

Nesta Seção definimos o homomorfismo canônico de um corpo de

números K, o qual usamos para descrever reticulados em R", originados

de submódulos do anel dos inteiros algébricos de K.

Sejam K um corpo de números de graun eo;: Kr—­C0C, i=1l,...,n

os monomorfismos de K em TC. Se o;(K) CR diz­se que o; é real, caso
contrário 0; é dito imaginário. Quando todos os monomorfismos são reais

diz­se que K é um corpo totalmente real e quando os monomorfismos são

todos imaginários diz­se que K é um corpo totalmente imaginário.

Definimos, a seguir, o homomorfismo canônico para o caso geral. Sejam

K um corpo de números de grau n, r, a quantidade de monomorfismos
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reais e 2r7 a quantidade de monomorfismos imaginários. Podemos ordenar

os monormorfismos 01,...,07, de tal modo que 01,...,0r, sejam os

monomorfismos reais e 07, +ra+i = Ori41; 1 = 1,... .ro assim, o homomorfismo
canônico

é definido por:

ox(x) = (01 (x), Tn (x), Ror+1(%), Torna1(0), e... Ror +ro (x), Tor +ra ()),

com as notações R(2z) e I(z) representando as partes real e imaginária do

número complexo z, respectivamente.

Teorema 2.7 [7] Sejam K um corpo de números de grau n, 01,­..,0n OS
monomorfismos de K emT eMCK,umZ­módulo livre de posto n com

Z­base fa,... , an). Então oK(M) é um reticulado em R" com volume

v(ox(M)) = 2772. |det(o;(a;))].

Demonstração. Sendo fm,... ,an) uma base de M, mostraremos que

fo(a),... ,o(on))

é uma base de ox(M). No caso em K é totalmente real,

9(a;) = (a1(0;), e... 9n(a;)),
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Aplicando as propriedades de determinante em D, obtemos

det D = det((0;(a;)).

Por outro lado, sabemos que

Ala, ... , an) = (det((0;:(a;)))º

(det D)º = Ala, ..., an)

e pelo Teorema 1.5, Afa,...,an) é 0. Logo detD é O implicando que
o0(a1),... (an) são vetores linearmente independentes sobre R.

Por construção o(a ),... ,9(an) geram ox(M) logo fo(a),... ,o(an))

é uma base de ox(M) e, portanto, ox(M) é um reticulado.

Para o caso em que K é totalmente imaginário, prova­se com argumentos

similares que ox(M) é um reticulado.
Mostremos que v(ox(M)) = 2772. |det(0;(a;))|, quando K é totalmente

imaginário. Nesse caso

o(a;) = (Ro1(a;), Io1(a),... , Ronla:i),Torn, (0:)).

Ro1(01) TIo1(a) e... Ror (01) Tor (01)

Ro(n) Io (an) +: Roníarn) lon7nlon)

Somando à cada coluna de ordem ímpar multiplicada pela unidade
imaginária 4 a coluna seguinte, obtemos a matriz

o(a) Ina) + o(a) Ion(ía)
Dy=

a1(en) Io1lon) + onlon) Ion(am)
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Multiplicando as colunas de ordem par por —2i e a cada uma delas

adicionando a coluna anterior, obtemos a matriz

071(01) 71(01) ec 9r2(01) 5 r2(01)
Dsy=

01(0n) 01(An) so Ira (An) Oro (On)

Em função das operações elementares aqui adotadas temos:

det Da = (—21)”º. det D, e det D, = det D.

Assim det D = (—21i) "1º. det Da. Mas 7; = 07,4; então

víogk(M)) = |det D] = 27". |det(0;(a;))|.

O

Exemplo 2.8 Sejam K = Q(V6) e M = Z[V6] o anel dos inteiros
algébricos de K, com base (1, 6). Já que K é totalmente real então ra = O,
logo,

víoxk(M)) = [det

Exemplo 2.9 Sejam K = Q(V­7) e M =Z [=] o anel dos inteiros
algébricos de K, com base 1,442). Como K é totalmente imaginário
então ra = 1 e, portanto,

1 1

Teorema 2.8 /6/ Sejam K um corpo de números de grau n, com

discriminante Dx ea um ideal não nulo de Ox. Então o volume de o x(a)
em R", vale

1
víox(a)) = 27". /Dx|? .N(o).
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Demonstração. Seja (m,... , an) uma base do ideal a e visto que Og € K,
segue pelo Teorema 2.7, v(ox(a)) = |det Dl], sendo

jdet D] = 27"?. |det(0;(a;))|.

Por outro lado, temos

[Alas... ,anl? = [Dx]? .N(o)

Alan, ... , an) = (det(o;(a;)))?.

víox(a)) = 2772, |Dx|? .N(a).

O

Chamamos de realização geométrica de um ideal a ao reticulado ox(a).

À expressão para a densidade de centro desses reticulados assume a forma

272 Pp”fo) ox(a =no——.(ex lo) |Dx|? .Ní(a)
Lema 2.6 Sejam K um corpo de números er € K. Então

la x(x)|? = c.Trk/Q(T%),

se K for totalmente real

se K for totalmente imaginário.

Demonstração. No caso em que K é totalmente real, para z € K,

oK(r) = (o1(r),... ,on(r)). Assim,
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lox(x)|? = o1(&)º + +onl(0)º =01(2º) +++ +on(?)
a1(TX) + ­­­ +on(xx) = Tr/Q(TD).

Dado x € K e sendo K totalmente imaginário, temos

ox(7)

Por outro lado,

Tre/Q(1%) = 0(1X) ++o (13) + (XT) + + + Ox (rx).

Visto que 6 (rx) = 01(1%) então

Trx/o(x%) = 2(0 (17%) +­­­ + ox(X%)),

Portanto Jox(x)|º = 1. T). O

Observação 2.1 Fazendo tá = minfTrg/o(2%); 7 é 0, 7 € a) para um

corpo de números K, então:
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YVtyn £EY" t3onto) = MA
se K é totalmente real e

=
L

=

T
=

1Dx? .N(o) /Dxli.N(a) |[Dxlº.N(a)ó(ox(a))

se K é totalmente imaginário. Portanto a erpressão é a mesma para
ambos os casos.

Exemplo 2.10 Sejam K = Q(i) e Z[N/—1] o anel dos inteiros algébricos de

K. Dado x =a+bieZ[V­1]. Então xr = aº+b?, Tre/o(tX) = 2(0º +?)
et=2. Visto que Dk = —4 e N(Z[V­1])) =1 temos

(ox(Z[V=1)) = 2
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Capítulo 3

Cúbicas e Aplicações

Neste Capítulo propomos o desenvolvimento de aplicações dos resultados

apresentados nos capítulos anteriores, mais precisamente: calcular a

densidade de centro dos reticulados obtidos.

Visto que se trata de um capítulo de aplicações, alguns resultados

enunciados serão demonstrados e outros não; entretanto tais demonstrações

se encontram na referência que acompanha o resultado.

Nosso maior desafio no cálculo efetivo da densidade de centro é minimizar

a forma quadrática, caracterizada na função do traço relativo.

No caso dos corpos quadráticos caracterizamos a forma quadrática e

calculamos a densidade de centro da realização geométrica do anel dos inteiros

algébricos e de ideais principais.

Quando se trata do corpo Q(£,) apresentamos três expressões para a
forma quadrática e observamos que no ideal principal gerado por 1— £, o
menor valor assumido pela forma quadrática é 2.p. Visto que o discriminante

do corpo e a norma do ideal são funções de p, a densidade de centro é uma

expressão em p.

Ao estudar os reticulados obtidos de cúbicas, dividimos estas em duas
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categorias: cúbicas não galoisianas e cúbicas galoisianas.

Na análise das cúbicas não galoisianas, restringimo­nos àquelas da forma

Q(Vd), com d um inteiro positivo livre de quadrados.
Sob tais condições caracterizamos o anel dos inteiros algébricos e sua

forma quadrática. O valor mínimo da forma quadrática é obtido atribuindo

valores inteiros às variáveis e comparando os resultados ou utilizando­se de

métodos computacionais. No caso de um ideal do anel dos inteiros algébricos

de Qd) a forma quadrática é minimizada com valores inteiros e ainda
satisfazendo condições que caracterizam os elementos do ideal . Visto que

o discriminante de RV) é obtido pela Proposição 1.5 e a norma de um
ideal principal é obtido como consequência do Teorema 1.14 calculamos,

explicitamente a densidade de centro de alguns reticulados; tendo obtido

0, 1065 como a maior densidade de centro.

O Lema de Kummer é de fundamental importância neste contexto e se

encontra enunciado sob o Lema 1.7. Com este resultado podemos descrever

geradores de ideais primos e obter grau residual e índice de ramificação.

Em se tratando das cúbicas galoisianas sabemos, pelo Teorema de

Kronecker­Weber, que estas estão contidas em algum corpo do tipo Q(£,)

e, Em vista da complexidade do caso geral, restringimos o nosso estudo às

cúbicas contidas em Q(£,­), p: primo er > 1.
Esta restrição implica que p= 3der > lou pé um primo congruente a

1, módulo 3.

Visto que, nestes casos G = Gal(Q(6,­), Q) é cíclico então a existência e
unicidade da cúbica contida em Q(Sp­) é assegurada, via Teoria de Galois,
pela existência e unicidade do subgrupo de G de índice 3.

Esta mesma unicidade nos assegura que a única cúbica contida em Q(£3­),

r>1,éa mesma contida em Q(6,1), isto é, estudar a única cúbica contida
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em Q(£z3­) equivale a estudar o corpo Q(E&, + Es").
Analogamente, quando p = l1(mod3), a única cúbica contida em Q(£,­)

é aquela contida em Q(£,).
Por isso, as cúbicas galoisianas que nos propornos estudar são, em resumo,

Q(fs +Es)) ea única cúbica contida em Q(£,), quando p é um primo
congruente a 1 módulo 3.

Finalizando, abordamos alguns reticulados de posto 3, não obtidos pelo

Método de Minkowski. Para tais casos calculamos a densidade de centro e

constatamos que a maior densidade de centro obtida dentre todos os exemplos

foi Justamente com essa metodologia, que julgamos ser uma generalização

daquela desenvolvida por Minkowski.

3.1 Reticulados em Corpos Quadráticos

Esta Seção tem a finalidade de calcular a densidade de centro de

reticulados de posto 2 em R?.

Sabemos que todo corpo quadrático é da forma K = Q(Vd), d um número
inteiro livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos é Ox = Z[Vd]
se d é congruente a 2 ou 3 módulo 4, com Dx = 4d ou Ox = Z(1A)] se d é
congruente a 1 módulo 4 com Dx = d.

Sejam a um ideal não nulo de Ox e

ta = min(Tre/0(); a E a.a É O).

Assim, no caso em que o ideal é o próprio anel. temos, pela Observação 2.1:

(E)
ó(ox(Ox)) =.

Dx?

Exemplo 3.1 Sejam K = Q(V6), Ox = Z[V6] e Dx
a = a+byô E Ox, aX = a? + 2aby/6+ 6º. Trre/n(0a)

TO
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e to, = min(Trre/0(am); a E Ox, a É 0) =2(a=1 eb=0). Portanto

ó(oK(Ox)) = —— n 0,1020.
1/6

Consideremos ideais principais do anel dos inteiros algébricos de um corpo

quadrático K.

Seja a um ideal principal não nulo de Ox, a = y7Ox. Então ox(a) é um

reticulado de posto 2 em R? e sua densidade de centro, pela Observação 2.1,
vale:

SNC
[9x2 IN)ó(ox(a))

Exemplo 3.2 Sejam K = Q(V10), Ox = Z[V10] e a o ideal principal de
Ox, gerado por y = 1 + 21/10. Dado a E /Ox existem a, b € Z tais que

a = (a + 20b) + (2a+ b)V10.

am = (a + 20b)º + 10(2a + b)º + 2.(a + 20b) (2a + b) V10

Trx/n(0m) = 2[(a + 20b)º + 10(b + 2a)*).

Assim t, = min(Trg/n(00); a € a, a £ 0) = 82(a = 1 eb=0). Sendo
Dx =40 e N(a) = INx/0(7)| = 39 temos

41

ó(ox(a)) = 156/10
Exemplo 3.3 Sejam K = Q(V5), Ox = Z[1456] ea o ideal principal de

se 0,0831.

Ox, gerado por  =3— 2/5. Dado a E 7Ox existem a,b € Z tais que
7 1a = (3a — 7º) + (—2a + 209) VS.

na

EV
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



7 1 [Ú

— CAN 1Trx/o(0a&) = 2/ (3a — 2º) + 5(—2a+ 20) l.
Atribuindo valores inteiros para a e b não todos nulos, concluimos que

ta = min(Trk/0(0M); a E a, a É 0) = 27 (a =0 eb=1). Sendo Dk =5 e

INx/Q(1)| = 11 temos
27ó(ox(a)) = ns 0,274.

Exemplo 3.4 Sejam K = Q(V­3), Ox = Z[w] ea=a+bwE Ox, com

w = 4/28. Então aa = aº +ab+ V, Treie(am) = 2(aº +ab+b) e
to, = min(Tre/0(00); a E Ox, a £ 0) = 2(a=0ecb=1). Visto que
Dx = ­—3, temos

(o x(Ox)) = A ne 0, 2886.
Afirmação: Quando K é um corpo quadrático totalmente imaginário e

a é um ideal principal do anel dos inteiros algébricos de K, a densidade

de centro de ox(a) é a mesma de ox(Ox). De fato, sejam a = aÔOx

um ideal principal de Ox er € a, r = al; | E Ox, então 17 = aall e

Trx/n(call) = 2(aall). Mas

aTrK/Q(acl)
2

logo, Pav, = IN(a)| Po, € portanto,

Dx]?. |N(0)|ó(ox(aOx)) =
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3.2 Reticulados em Corpos Ciclotômicos

Dado um inteiro n, seja Qr,(X) a forma quadrática definida por
n

Qn(X) = Qn(X1,...,Xn) => "XP+ Nº (XX.
i=1 1i<ji<n

Note que Q,(X) é positiva definida, simétrica e Q,(—v) = Qn(v); v € R”.

Teorema 3.1 /1/

1. Dados a17,...,ar números inteiros, com r < n, seja

F(Xr41,... Xn) = Qn(a1,1. ar, Xr41,.2. XX).

Então o menor valor que Fº assume, com entradas inteiras, é em

r+l(Y,Y,...,y), sendo y = |
e |z) denota o inteiro mais prórimo de z.

2. Seja H: N— R definida por

H(a) = min(Q(a, a2,... an); (02,... ,an) E ZU).

se a é par
H(a) =

)—­ 1 sea é ímpar.

A função H acima definida é crescente, logo o menor valor que Qn(X)

assume é n, quandoa = 1.
p—2

Sejam p um número primo, K = Q(6,) ea ==> a;&l, E ZE). Sendo
p?2

?

& =E7 temos a = > a;E&7” e
=

p­2a = asi)(dai)
1=0= (aesq az.2) + (aa; +++ + ap 3sap­2)(É, + Ex) +

«+ (apap­a + arap­o)(ED* +E) + aan a(ER? + Er?)

T3
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Por outro lado, fazendo &; = £L+£,' e A; =aga;+aagit+ooHtapiacidpoo,
temos a = Ao + Aja +++ + Ap­20ap­2. Mas Tre/0(0:) = —2 então

= (p = 1) do = 2(aça, ++ Ap—­3Ap­2 + aças +++ Ap­4Ap­2 +
+++ + agap­a + a1ap­2 + agap­2)

p­2 p­2Trlam) =pS­a ­ >»22 S so
1=0 i=0 0<i<j<p­2

e, portanto,

p­2 p­2 7?

Trx/0(00) = Pp) a? — DB o : (3.1)
i=0 i=0

Entretanto, fazendo algumas operações simples com o segundo membro

da Igualdade 3.1, podemos apresentar Tx/o(am) em duas outras maneiras:
p­2

Tre/0(0&) => a + Y” (a; — aj)? (3.2)
i=0 0<i<j<p­2

Trx/0(00) = dº(P,0) + (p= 1)8º(P,A), (3.3)

sendo P = (ag,... ,ap­2) e Pº(P,0) o quadrado da distância euclidiana de
P até a origem e dº(P, À) o quadrado da distância euclidiana de P até a,
diagonal de RP­!,

Podemos verificar que a Expressão 3.2 é a imagem da forma quadrática

Qp­1(X) calculada em (ao, ... ,ap­2).

Portanto, quando K = Q(£,)

to, = min(Trre/0(aM);, a E Or,a £ 0) =p—1.

TA
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Vamos considerar ideais principais não nulos do anel dos inteiros

algébricos de um corpo ciclotômico e calcular sua densidade de centro.

Com a notação acima, seja p = AOx o ideal primo de Ox, com À = 1—­6£,­
p2 . p2

Dado a € p, a = 37 a;6, tem­se a = 3” a;(modp), pois £, = l(modp).
1=0 1=0

p2

Então a € p se, e somente se, 9 a; EPNZ=npZ. Visto que 1­6, Ep
i=0

e Q(1,—­1,0,... ,0) = 2p então

t, = min(Trx/0(0); a E p,a£ 0) = 2p.

Visto que N(p) = N(A) = pe Dk = +pP* entãoPp

4ó(ox(p))= E =

No caso do anel, temos

Quando p = 3, temos

1

Passaremos a calcular a densidade de centro de ox(p*), é > 1.
Dadas as condições para um elemento de Ox pertencer ao ideal p”º,

precisamos encontrar o mínimo que a forma quadrática assume nos elementos

de p* para, efetivamente, calcular a densidade de centro de o x (p”).

Teorema 3.2 /2j] Sejam K = Q(6,) ep = (1­£,))Ox. Sea E 6,
i=1,..., 22; então Tre/n(0a) > 2.p.i.
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Pelo Teorema acima e pelo fato da norma ser multiplicativa, temos:

ó(ox(pi))> 2 = PÁ 2
PD? .P

EE VET2
2

291, ­ . 7 o . . ­ —lA última expressão acima é maximizada, via derivação, no valor imp para
i. Evidentemente deveremos tomar + como sendo um número inteiro próximo

plde 2 mp'
Para p = 5 temos a an 1,24 e 1 = 1 já conhecemos e quandoà = 2

temos

22S(ox(6d))= = —
3.3 Cúbicas não Galoisianas

Nesta Seção damos Ínicio ao estudos de casos particulares de cúbicas, com

o objetivo de obter reticulados de posto 3 em Rº?.
Devido à complexidade do caso geral, aqui enfocaremos as cúbicas da

forma Q(Y/d) sendo d um número inteiro livre de quadrados.
Os objetivos aqui são a determinação do anel dos inteiros algébricos

de K = (VA), o discriminante de K, a forma quadrática associada e a
descrição dos reticulados obtidos em Rº a partir de ideais ordinários de Ox.

Para atingir tais metas, faremos uso do Lema de Kummer e de demais

tópicos da Teoria Algébrica dos Números, desenvolvidas nos capítulos
anteriores.

Sejam d um inteiro livre de quadrados, 9 = Vd, K = Q(9) e Ox o anel
dos inteiros algébricos de K. Visto que Ox é um subconjunto de K então,

dado a E Ox existem ao, a1,a2 E Q tais que a = ao+a,9+a20?. O polinômio

TO



irr(0, Q) é Xº —d e suas raízes são 9, 0£,, 963 e Xº +X+1 = irr(63, Q). Sejam
01, 02, 03 Os monomorfismos de K em € tal que 07 é a inclusão, 02(0) = 0€;z

e 03(0) = 02.
Dado a E K, se a; = 0;(0); 1 = 1,2,3 então o polinômio característico de

a é:

Fa(X) (X — an)(X — aa)(X — as)

xXx? — Xº(o + as + az) + X(a1a, + A1A3Zz + aAza3) — aA1a%203

Fazendo os cálculos e respectivas substituições, obtemos

ar+ata;r = 3ao,

AA + AA3g +AIA3 = 3aê — 3a1asd,

AAZJAZ = ai — 3aça asd + d(as + add).

Portanto

Xº — 3a9Xº? + (Sad — 3a1a9d)X — [ad — 3agara2zd + d(ai + ajd)].

Da definição de elemento inteiro, tem­se:

dao E Z

a E Ox &€ 3aê — 3araçd E Z

ad — 3açaazd + d(ai + add) E Z.

Afirmação. 9OkxNZ = dZ. De fato, d E Zed E Ox entãod € IOxNZ,
logo dZ C 90x NZ. Seja 07 E OK N Z então existe n tal que 07 = n.

Aplicando a norma, obtemos

N(07) = PN(7) = dN(7) =7?,
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o que implica d divide nº, mas d é inteiro livre de quadrados, então d divide
n. Logo 07 E dZ e, portanto, 9Ox NZ=dZ. Por outro lado,

Tre/Q(07) = a(07) + 02(07) + 03(07) = do, (7) + A£z02(7) + IExo3s(7)

= A(o1(7)+Ez02(7) + Soa(7)) = Ow

e visto que o traço de um elemento inteiro algébrico é sempre um número

inteiro então Ow = m; m € Z, e assim w = 27 EK. Além disso,

Trx/n(00) = Trr/Q(000 +a + ad) =3axdEdZ,
Trx/0(00º) Trx/p(a09? + ad +9d) =3ad E dZ,

logo Sao, 3a, 3az E Z e, consequentemente, podemos supor

ho bbhi 2 .

= O+oB+ 2 4242945928,a = co TC +ec, Fa Fº+3
com c; EZer; E (0,+1),i=1,2,3. Visto que a é inteiro algébrico se, e

somente se, ? + 20 + 29? também o é, podemos concluir que:

a E Ox SO

Ou seja,

Conrad ­ Z
(ro) 3rorirad+al(r)>­+ad(ra) E Z :

7T8
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Agora analizemos todas as possibilidades para r; € (0,1).

2—rirod 3—3r d­+al(r1)ô+a(r2)?(ro) 2 (ro) arara + (ra) +a(r2)*] dímod 9)
0 0 vd

(d—1)?
27

(­dº+40+1)
27

(d+1)?
27

(4º ­4d+1)
27

(d?+4d­1)
27

—(d+1)?
27

(4º ­4d­1)
27

—(d­1)2
27

Da tabela acima temos o seguinte

Teorema 3.3 Sejam d um inteiro livre de quadrados, 0 = Y/d, K = Q(9) e
Ox o anel dos inteiros algébricos de K. Então

Z/O] se d É +1(mod9)
Ox=4 Z+ZO+Zw  sed=l(mod9)

Z+ZO+Zy sed=­l(modo9),

140402 1.  1­046?COMUwWw = TF — e/=—27—.

Sejam d um inteiro livre de quadrados, 6 = YVd, K = Q(VAd) e Ox
o anel dos inteiros algébricos de K. Dado a €

K,
a = a + bd +cPP e

visto que rg = 1 o homomorfismo canônico ox, de K em R$ é dado por

ox(a)=(a,Ro2(a),l02(a)) e, portanto,
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aº + 02(a)O2(a) = a? + 02(a)a2(A)
(a + bd + c0º)º + (a + bOEZ + c0O?EZ)(a + bOES + co? Es)

2a? + 26º0? + 2cº0º + abd + bed + aco?

20º + 2(69)º + 2(c69º)? + a(b0) + (b9)(c6?) + a(c6”)

2120? + 2(b9)? + 2(c9º)? + (a + bO)?º + (b9 + c9º)º +(a+c0?))
A forma quadrática é minimizada em a = 1, b = c = O, assumindo o valor

2, logo p = 2, Visto que Dig = EN(fF'(9)) = +27.dº então a densidade de
centro de o(Ox) é

2.(V/2/2º
Vordt 36dó(o x(Ox)) =

Quando d = 2, temos

(O K(Ox)) = — as 0, 0680.
6/6

Exemplo 3.5 Sejam K = Q(9), 90 = 4/2, Z[3/2] o anel dos inteiros
algébricos de K e Xº — 2 o polinômio irredutível de 4/2 sobre Q.
Consideremos o ideal 3Z C Z. O polinômio X* — 2 fatora­se como:

X* —2=(X+1)º(mod3Z[X])

e pelo Lema de Kummer, 30x = pº, p = (3,9+1) sendo o único ideal primo
de Ox acima de 3Z, cujo grau residual é 1 e a norma é 3. Além disso,

ra = 1 e Dá = 227.4. Assim para calcular a densidade de centro do ideal

primo o x(p), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado

a € Ox, a = a +bO0 +c0º* e comop está acima de 3Z e0 = —l(modp) então
a E p se, e somente se, a—­b+cEepNZ=3Z. Nosso próximo passo é

minimizar a forma quadrática

lax(a)|? = (20? + 2(60)? + 20092)? + (a + b9)2 + (a + c9)º + (69 + c0)9),
80
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para valores de a, b, c E Z que satisfazem a condição a —b+c E 3Z.

Analizando todas as possibilidades, temos que a forma quadrática la x (a)?
assume o menor valor quando a = 1, b= 0 ec=­le este valor é

—9º* +40+2. Logo,

V/—­09º +40+2
2

p=

(ox(p)) = 2.(V=9"+40+2/2)3 (VP +40+2)3xp!) = 6./3.3 "

8.9./3

Exemplo 3.6 Sejam K = Q(9), 0 = 2, Z[3/2] o anel dos inteiros
algébricos de K e Xº — 2 o polinômio irredutível de 4/2 sobre Q.

= 0,1021.

Consideremos o ideal 5Z C Z. O polinômio X? — 2 fatora­se como:

X* —2=(X—3)(Xº +3X — 1)(mod5Z[X])

e pelo Lema de Kummer, 5Ox = p1.p2a, sendo

pi=(5,0­3) e pa=(5,0º+30­1)

os ideais primos de Ox acima de 5%, cujos graus residuais são 1 e 2,

respectivamente. Além disso N(pi) = 5, N(pa) = 5º, rá =1 e Dk = 27.4.
Assim para calcular a densidade de centro do ideal primo ox(p1), precisamos

apenas determinar o raio de empacotamento. Dado a € Ox, a = a +b9+co?

e como p, está acima de 5Z e 0 = 3(modp]) então a E pz se, e somente se,

a—2b­cepnpnZ=5Z. Precisamos então minimizar a forma quadrática

lox(a)|? = 2 20? + 2000)? + 2(c02)? + (a + bO)? + (a + c92)º + (69 + cO9)º),
para valores de a, b, c E Z que satisfazem a condição a — h— c € 5Z.

Analizando todas as possibilidades, temos que a forma quadrática |a x(o)|*

81
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assume seu valor mínimo quando a = 1, b=1 ec=­—1 e este valor é 0º +50.
Logo,

9º + 50
2

S(ox(p)) = 2.(V0º +59/2)? (10º +50)?KIA GAS O o
Exemplo 3.7 Sejam K = Q(9), 6 = 2, Z[N/2] o anel dos inteiros
algébricos de K e X* — 2 o polinômio irredutível de 4/2 sobre Q.

= 0, 1066.

Consideremos o ideal 2Z CZ. O polinômio X? — 2 fatora­se como:

Xº —2= X“*(mod2Z[X])

e, pelo Lema de Kummer, 20x = p?, p = (2,0) sendo o único ideal primo

de Ox acima de 2Z, cujo grau residual é 1 e a norma é 2. Além disso,

ra = 1 e Die = +27.4. Assim para calcular a densidade de centro do ideal

primo o x(p), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado

a € Ox, a =a+b9+c? e como p está acima de 2Z e O = O(modp) então
a E p se, e somente se, a E pNZ=2Z. Nosso prórimo passo é minimizar

a forma quadrática

lax(o)|? = 2120 + 2(b0)? + 2(c0?º)º + (a + bO)º +(a+ co? + (bd + cº)2),
para valores de a, b, c E Z que satisfazem a condição a E 2Z. Neste caso a

forma quadrática jax(a)|* assume seu valor mínimo quando a = 0, b=1 e

c=0 e este valor é 20º. Logo,

Po) = = = se 0,0680.(ox(p)) 6./3.2 12V6 66
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3.4 Cúbicas Galoisianas

Na Seção anterior estudamos apenas as cúbicas não galoisianas da forma

Q( Va), d um inteiro livre de quadrados e na presente Seção nosso enfoque
será as cúbicas galoisianas, que pelo Teorema de KronecKer­Weber estão

contidas em algum corpo do tipo Q(£,).

Os objetivos aqui são a determinação do anel dos inteiros algébricos
da cúbica galoisiana, seu discriminante, a forma quadrática associada e a

descrição dos reticulados obtidos em Rº a partir de ideais ordinários, com
ênfase para o cálculo da densidade de centro.

Para tanto, faremos uso da Teoria de Galois e outros tópicos da Teoria

Algébrica dos Números, desenvolvidas nos capítulos anteriores.
Tendo em vista a complexidade do caso geral, restringiremos o nosso

interesse aos corpos Q(£7), p primo, r > 1.

Lema 3.1 Sejamp um número primo, r > 1 e L o corpo ciclotômico Q(£,­)
de grau (p— 1)p""!. Então L contém uma cúbica se, e somente se, 3 divide

(p— 1)p"".

Demonstração. Visto que o grupo de Galois de Q(£,­) sobre Q, G é
Z7z)* de ordem (p — 1)p""' então, da Teoria deisomorfo ao grupo cíclico (

Grupos Finitos, dado d um divisor de (p— 1)p”"!. existe um único subgrupo
H de G; de ordem d. Em particular se 3 divide (p—1)p""* existe um subgrupo
H de G de ordem 3 o qual fixará a cúbica contida em Q(£,­). O

A condição 3 divide (p— 1)p""' é satisfeita quando 3 divide p—­ 1 ou p= 3
er>Il.

No caso p = 3 er > 1, pelo Lema 3.1, é suficiente estudar a cúbica contida

em Q(E9).
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Exemplo 3.8 Dado L = Q(61,) a única cúbica contida em L é K = Q(9)
com O = EQ +E£g'". Mostremos que o anel Ox é Z[0]. Temos Z|0] C Ox e por
outro lado, Ox € Q(9) logo existem a, b, c E Q tais que

a = a+bd+co

a + b(£Q + EQ") +c(E. +EQ')?

= a+b(6,+EQ")+el6o +66" +2).
Sendo irr(6.,Q) = Xº + Xº +1 então E&' = ­& ­E et =­i­&.
Portanto a = (a + 2c) + (b— c)EQg + (c— b)ES — cE$ — bEZ.

Visto que 0 € Ox C O, e [1,69,... ,£3) é base integral de Or então

temos a,b,c € Z e, portanto, Ox = Z|6].
Sendo 0 = £9 + £5', temos f(X) = Xº — 3X + 1 = irr(0,Q). Dado

7 =a+bd+cH E Ko homomorfismo canônico ox de K em Rô é dado por
ok(7) = (61(7), 92(7), 04(7)) e, consequentemente,

lax(9)|? = Tree) = Triee(7) = 3(a? + 4ac + 60º + 26º — 2bc)

= 3 (a+20)º + (­b + ec ++.
Atribuindo valores inteiros para a,b e c temos que a forma quadrática

lax(7)|º assume o valor mínimo 3, quando a = 1, b=c=0 e assim p = 23.
Pelo Teorema 2.5, Dx = 81 portanto

3ó(ox(Ox)) = ? an 0,0722.
Exemplo 3.9 Seja p o ideal principal de Ox gerado por (2— 0). Dado

a = a+bd+c E Ox e visto que p está acima de 3Z e 0 = 2(modp) então
a E p se, e somente se, a —­b +cEe3Z. Atribuíindo valores inteiros para a, b

e c temos que a forma quadrática

lo x (0)? = 3[(a + 20)º + (bo +)? +62 +
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assume o valor mínimo 9 ema = b= 1 ec= 0, logop = à. Visto que
N(p)=3eDxk=81 temos

3ó(ox(p)) = & = — ne 0,125.
Quando p = 1(mod3) é suficiente estudar Q(£,), pois a cúbica contida

em Q(6,) está contida em Q(£6,). “Nestas condições existem infinitos
números primos, devido ao Teorema de Dirichlet para primos em Progressão

Aritmética.

Sejam p um número primo, L = Q(£,), Z(6,) o anel dos inteiros algébricos
de L e K C Q(6,), [IK : Q] = 3. Pelo Teorema 2.6. K = Q(9), 6 = Trr/x(£,)
e Ox = Z0 + Zo(90) + Zoº(0), com ([Idg,0,0º) = Gal(K/Q).

Seja a = a90 + a10(0) + a20º(0) E Ox. Sendo K um corpo real e 0x O

homomorfismo canônico de K em Rô, temos: ox(a) = (a,0(a), 0º(a)) e

lox(a)|? = (aê + a? +ad) + (2ZÉ)I(ao — ar)? + (ao — aa)? + (a, — a2)*.
O menor valor que a forma quadrática acima assume é 3, quando

ao = a = a, = l. Logop = A e visto que Di = IEplK AD = +?
temos

(3)2ó(ox(Ox)) = ­”
No caso p = 7, temos

WERE

e quando p = 13, temos

ó(ox(Ox)) =
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Exemplo 3.10 Sejam K uma cúbica contida em Q(E,) e Ox o anel dos
inteiros de K. Dado o idealpx = (1­£,)JOKNOkx e a = ad +bo(0) +co?(0) E
Ox. Então a E px se, e somente se, a +b+cEepZ. Visto que NÍpkx)=PD
e Di = pº, temos

ó(ox(pi))=PP —KW K Pr? 2/27
Quando p = 7, temos

ESó(o(px)) = =>a 01336.

3.5 Outros Reticulados de Posto 3

Nesta Seção abordaremos os reticulados de posto 3 em R$, obtidos

via representação geométrica de Z­módulos de anéis de inteiros algébricos;

imitando, sob um certo ponto de vista, o Método de Minkowski para ideais

ordinários.

Este procedimento generaliza o Método de Minkowski e portanto, em

princípio, capaz de gerar resultados mais abrangentes.

Aparentemente este fato será ilustrado a seguir, isto é, não se conhece, até

a presente data, a representação geométrica de um ideal em algum corpo de

números de grau 3 cuja densidade de centro coincida com a de Az; entretanto

exibiremos um reticulado de posto 3, com a mesma densidade de centro de

Az, no entanto obtido a partir de um Z­módulo contido em uma cúbica.

Sejam /(X) = Xº +aXº +bX +c;a,b,cE Zea B,7as raizes de

f. Para que a, À, y sejam reais é necessário e suficiente que a derivada de

f se anule em dois pontos distintos, digamos x, e r2, e que f(x1) e f(x2)

tenham sinais distintos, isto é, f(r2) < 8 < f(r11), admitindo, sem perda de

generalidade, que 17 < xs.
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Este comentário é resumido formalmente no seguinte resultado:

Lema 3.2 /5] Sejam f(X) = X*+aXº+bX +c;a, b,cEeZLea bB,vyas

raízes de f. Para que a, À, 7 sejam reais é necessário e suficiente que

3a? ­3b>0e que (Va? — 3b)? > 20 ob +e
Demonstração. Sendo f(X) = Xº +aXº+bX +c,a sua derivada é
FX) = 3X? + 2aX + b, cujas raízes são:

—a— Va?— 3b —a + Va?— 3b
T)= e ro=

33

Daí, a necessidade de aº — 3b ser um número positivo. Agora

fx) Ds, data
1

— (20? + 20º Va? — 3h — 9ab — 6bV/a? — 3h + 27c)
27
1

27

e, portanto, f(t1) > O se, e somente se (Va?— 3b)*º > — 202 +9ab—27e

—a —

(20º + 2(a? — 3b)Va? — 3h — 9ab + 27c)

Analogamente,

—a + Va? — 3b
3

—a + Va? — 3b
3

—a + Va?— 3b
3

)+eflx2) = ( ra +
1

7 (20º — 20º Va? — 3h — 9ab + 650? — 3b + 27c)
27 (20º — 2(aº — 3h) Va? — 3b — 9ab + 27c)

e, portanto, f(r2) < O se, e somente se (Va? — 3b)º > —=20º +9ab=27c. Tendo
em vista que a recíproca é imediata isto completa a demonstração do Lema.

O

Considerando a desigualdade (Va? — 3b)* > 20d 0abh+ 270 do Lema 3.2,
podemos elevar ambos os membros ao quadrado e obtemos uma outra

desigualdade. a saber:
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Corolário 3.1 /5] Sejam f(X) = Xº +aXº +bX +c;a, , ceZea DB,
as raízes de f. Para que a, À, 7 sejam reais é necessário e suficiente que

aº —3b>0O e c(27c + 4a? — 180b) < bº(a? — 46).

Das relações de Girard, sendo a, À, y as raízes de

S(X) = Xº +aXº+bX +o,
podemos deduzir que:

a+fr+47=­a

ab+ay+Oy=b

aby =­—c

Sejam f(X) = Xº+aXº+bX +c;a, bh, cE Lea, BP, as raízes de ff.

Supondo

2a? — 9ab + 27c2 —3b)É>(Va )
2

vi =(0,6,7),
va =(7,0,0),

v; = (6,7,0)

três vetores de R$ e À o reticulado de R? gerado pelos vetores v1, v2, vz. À

densidade de centro de À é dada por

Pê
jdet T|

sendo T a matriz de ordem 3 cujas entradas são as coordenadas dos vetores

V1, V2 E Uz, OU SEJA,

a 87

T=|70aB

7a

88
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e pé o raio de empacotamento de À. isto é,

1

p= 7: mintlul; vEA,vÉ0O).
Lema 3.3 /5/ O determinante da matriz T vale —a(a? — 3b).

Demonstração. Podemos ver que det T = aº + 3º +7º — 3aB7. Por outro
lado, sendo

a+fP+y7 = —a, segue que

a +P+V+2AATOTHON) = a, ou seja,

aº + +41 =a2­— 2. (3.4)

Multiplicando o lado esquerdo da Equação 3.4, por a + +7 e o lada direito

por —a obtemos a equação

a + SB +P+abº+oP+ Bo + BY +70? +78
= +56 +P+ala+6)+anat+)+61(6+7)

= e +BP+/­ably+a)­an(B+a)+Bi(ata)
= —a(a? — 2h). Mas,

a? +60 + —3abBy — al(ab+ ay + 847) =­—­a +2ab

e, consequentemente,

o + 0 + —3aBy =—a? +3ab.

Portanto det T = —a? + 3ab.

Lema 3.4 /5] Seja v = Xv, + Y va + Zvz um vetor de À então

lv? = (a? — 20) (Xº + Yº + 2º) +20(XY + XZ +YZ).

89
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Demonstração. Segue do fato de que

v=(aX +6BY +74,7X+aY+0Z,0X +47Y +al)

e das relações obtidas anteriormente O

Conhecendo o valor de det T e a expessão da forma quadrática Q(X,Y,Z)

que mede o quadrado do comprimento do vetor v = Xv, + Y va + Zu; de

A, ao minimizarmos a forma quadrática com entradas inteiras não todas

nulas, podemos determinar o raio de empacotamento e, consequentemente,
a densidade de centro de A.

Exemplo 3.11 Seja f(X) = (X—­1)(X—­2)(X—3) = Xº ­6Xº +11X —6.

Claramente, f(X) satisfaz as condições do Lema 3.2, e

Q(X,Y,Z) = 14(Xº +Yº + 2º) + 22(XY + XZ+YZ)

é a forma quadrática que mede o quadrado do comprimento dos vetores de À

e seu menor valor é atingido em 6 para a entrada (1,—1,0). Assim sendo, o

rato de empacotamento é p = Ê e a densidade de centro de À vale

6(A) = CÃO = O a 0,1021.
Exemplo 3.12 Seja f(X) = Xº+6X?P+9X +11. É fácil ver que f(X)
satisfaz as condições do Lema 3.2. A forma quadrática

Q(X,Y,Z) =18(Xº +Yº +Z?º +XY +XZ+YZ)

atinge o valor mínimo 18 (X = 1,Y = Z =0). Logo p = 8 e

6(A) = (V18/2º — 1 ne O, 1768.
54 4/2

O reticulado do exemplo acima tem a mesma densidade de centro de As;,

que é o mais denso reticulado nessa dimensão.
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