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Introducao

0.1 Histdrico

Entende-se por Empacotamento Esférico a disposicao de esferas de mesmo
raio no espaco euclidiano R" de tal modo que a intersecao de duas delas tenha
no maximo um ponto.

A forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior parte do espaco,
sempre fol um desafio para os matematicos € mereceu citacao de Hilbert em
1900 citando-o como o 18” Problema de uma seleta lista de desafios que
viriam ocupar destaque no desenvolvimento da ciéncia moderna.

Muitas teorias evoluiram tendo o 18° Problema de Hilbert como
inspiracao. Varios modelos matematicos foram descritos com a finalidade de
se obter empacotamentos esféricos com alta densidade; muitas cotas foram
estabelecidas.

Dentre os empacotamentos esféricos aqueles cujo conjunto dos centros
das esferas constituia um subgrupo discreto de R" despertaram particular
interesse e passaram a se chamar empacotamentos reticulados. A teoria de Z-
mdédulos passou a ser intensamente utilizada na busca de melhores resultados.

Entretanto na maioria das dimensoes os empacotamentos mais densos
conhecidos sao empacotamentos reticulados.

Em 1948 com a publicacao do artigo de Shannon. onde ficou estabelecida
uma estreita relacao entre cédigos com alto desempenho e empacotamentos
reticulados densos: o interesse pelo 18” Problema de Ililbert aumentou

consideravelmente, com o surgimento de vdrias familias de reticulados; cada
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uma destas se propondo a dar a melhor contribuicao no que diz respeito a
densidade de empacotamento.

Dentre tais modelos destaca-se aquele descrito por Minkowski. no final do
século XIX / inicio do século XX. Nesta época Minkowski estava interessado
em provar a finitude do Grupo das Classes, quando desenvolvia a sua teoria
de Corpos de Classes.

Tal modelo consistia em; dados um corpo de nimeros K de grau n, o seu
anel de inteiros algébricos A, obtem-se um homomorfismo de K em R", com
o auxilio dos n monomorfismos de K em C, de modo que a imagem de um
1deal ordindrio nao nulo de A é um reticulado de posto n em R".

O cédlculo da densidade de centro de tal reticulado é feito a partir do
discriminante do corpo, da norma do ideal e da minimiza¢ao de uma forma
quadrdtica com entradas inteiras, oriunda da funcao traco. Como pode ser
visto, o problema do empacotamento reticulado, via modelo de Minkowski,
encontrou na Teoria Algébricas dos Niimeros ferramentas que viabilizaram o

efetivo cdlculo da densidade de centro.

0.2 Motivagao

A dedicacao na busca de empacotamento reticulado via método de
Minkowski mostrou seus primeiros resultados com os trabalhos de Maurice
Craig. Outras colaboracoes foram surgindo a medida que o modelo se
mostrava mais promissor.

Os principais resultados publicados em revistas especializadas mostram o
anel dos inteiros algébricos de corpos ciclotémicos como o universo capaz de
produzir ideais ordindrios nao nulos cuja representacao geométrica coincidam

com os reticulados mais densos conhecidos e até assumam novos recordes.
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Isso limita o estudo as dimensoes da forma ¢(n), ¢ a funcao de Euler. Tal
restricao se justifica pela complexidade do problema quando este é tratado
em outros corpos, mesmos nos corpos abelianos.

Para situacoes como esta, comecam a surgir resultados promissores
em corpos abelianos, cujo objetivo é fornecer contribuicoes do modelo
de Minkowski em todas as dimensoes cujas respectivas densidades de
empacotamento estejam dentre as maiores conhecidas.

Este trabalho tem como propdsito enfocar a dimensao 3, descrevendo
a teoria necessdria para sua plena compreensao e efetuando cédlculos de
casos particulares cujo objetivo é encorajar o leitor a buscar a sua prépria

contribuicao para esta e outras dimensoes.

0.3 Descricao do Trabalho

Em todo este trabalho os anéis considerados sao comutativos e com
elemento unidade. Além disso cada resultado aqui enunciado serd
acompanhado de um mimero que representa uma referéncia que o contém.
Quando tal mimero nao aparece ¢ porque se trata de resultado de dominio
publico.

O Capitulo 1, visa atender aos leitores com menos conhecimentos em
Teoria Algébrica dos Niimeros, ao nivel das referéncias [6, 7).

Aqui introduzimos os conceitos de corpos de mimeros, inteiros algébricos,
discriminante, base integral. norma e traco de um elemento, fatoracao
de um ideal primo. norma de ideal e outros conceitos indispensédveis ao
desenvolvimento do Capitulo.

Com relacao ao conjunto dos elementos de nm corpo de mimeros A de

grau n que sao inteiros sobre Z, provamos que este ¢ um Dominio de Dedekind
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(Teorema 1.9) e é um Z-mdédulo livre de posto n (Teorema 1.7).

A base integral tem a sua importancia no cdlculo do discriminante, que
é sempre um nimero inteiro nao nulo e seu valor independe da base integral
escolhida.

Quanto a fatoracao de ideails, mostramos que o conjunto dos ideais
fraciondrios do anel dos inteiros algébricos de num corpo de mimeros K, é
um grupo abeliano multiplicativo (Teorema 1.10) e ainda, que todo ideal
ordindrio deste mesmo anel ¢ fatorado. de modo inico, como um produto de
ideais primos (Teorema 1.11).

Concluindo o Capitulo. definimos norma de um ideal do anel dos inteiros
algébricos de um corpo de mimeros e mostramos que a fun¢ao norma é
multiplicativa.

No (apitulo 2, caracterizamos os anéis dos inteiros algébricos e o
discriminante dos corpos quadréticos, ou seja, corpos de mimeros de grau
2, corpos ciclotémicos e apresentamos demonstracoes do Teorema 2.2 e do
Teorema 2.3 usando apenas argumentos aritméticos.

Introduzimos em seguida as definicoes de reticulado, empacotamento
esférico, densidade de empacotamento. densidade de centro ¢ apresentamos
o Método de Minkowski (O Homomorfismo ("anoénico), para obtencao de
reticulados via representacao geométrica de ideais ordindrios do anel dos
inteiros algébricos de um corpo de mimeros. O Teorema 2.7 constitui
um importante resultado deste Capitulo, pois mostra que a representagao
geométrica de um ideal ¢ um reticulado e explicita a férmula geral para o
calculo da densidade de centro destes reticulados.

O Capitulo 3 ¢ dedicado as ciibicas e suas aplicacoes; nele empregamos

toda a teoria desenvolvida nos Capitulos anteriores e tem como principal

objetivo calcular a densidade de centro de reticulados de posto 3 em R3.
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Iniciamos com reticulados em corpos quadréticos, em seguida estudamos

reticulados em corpos ciclotémicos e finalmente nos casos particulares de

PR - - R ~ . . 3
cibicas. Nas cibicas enfocamos as cibicas nao galoisianas da forma @(\/3)

d inteiro livre de quadrados e as ciibicas galoisianas contidas em Q(&,-), p
primo, r > 1. [Xm ambos os casos calculamos a densidade de centro de alguns
reticulados de posto 3.

Finalizando, estudamos os médulos de posto 3 e empregamos um método
que é uma generaliza¢ao do Método de Minkowski, para obter reticulados via

representacao geométrica de Z-médulos de anéis de inteiros algébricos.




Capitulo 1

Corpos de Nimeros

Neste Capitulo, introduzimos os resultados bédsicos da Teoria Algébrica
dos Niimeros, tendo em vista fornecer pré;requesitos para uma melhor
compreensao dos capitulos subsequentes e também a familiarizagao com
a notagao aqui adotada. Admitimos que o leitor tenha conhecimentos
elementares de Estruturas Algébricas e Algebra Linear.

Iniciamos com as definicoes de elementos inteiros sobre um anel,
algébricos sobre um corpo e observamos as relagoes entre estes elementos
de forma geral. Em seguida definimos corpo de nimeros e alguns de seus
principais pardmetros tais como discriminante, base integral, norma e trago.
A 1ltima segao deste Capitulo é dedicada ao estudo da fatoracao de ideais,
onde definimos norma de ideais.

Com o propésito de tornar este trabalho o mais auto suficiente possivel
incluiremos todas as demonstragoes cujo nivel de dificuldade seja compativel
com esta dissertagao.

O fato de que o conjunto dos inteiros algébricos de um corpo de mimeros
constituir um anel e ser um Z-médulo livre de posto n e que todo ideal deste

anel pode ser fatorado de modo inico como um produto de ideais primos,




representam os principais resultados deste Capitulo.
As principais referéncias aqui utilizadas sao [6, 7], tanto em nivel de

contelido como de notagao.

1.1 Elementos Inteiros sobre um Anel

Sejam R um anel e A um subanel de R. Dizemos que um elemento z de
R & inteiro sobre A se este é raiz de um polindmio ménico com coeficientes

em A.

Exemplo 1.1 O elemento x = /2 + /3 ¢ inteiro sobre Z. pois ¢ raiz do

polinémio
X' -10X%+1 € Z[X].

Teorema 1.1 [7] Sejam R um anel, A um subanel de R ¢ x € R. Entao as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:
1. x € inteiro sobre A.
2. O anel Alz] é um A-mddulo finitamente gerado.

3. Eziste um subanel B de R tal que B é um A-mddulo finitamente gerado

contendo A e x.

Demonstragao. (1) = (2) Temos que z é inteiro sobre A, entao z satisfaz

uma equacgao
n1Z" F e+ ax+ a9 =0;

com a; € A; 1 : . Esta equacao é chamada FEgquagao de

Dependéncia Inteira de x. Assim

P = (i@ o by o),

2




ou se¢ja, £ é uma combinacao linear dos elementos 1,z,... , 2" !. Logo

2™ € (1,800 ;8™ s

Mostremos que 2/ € (1,z,... .xz""!) para j > n, por inducao sobre j.
Para j = n, o resultado j4 é satisfatério e se vale para j, mostremos que vale

para j + 1. Sendo
J.?j = b(} -+ b]fﬂ 4+ 4 bn_l.ﬁn_l;
com b; € A, entao

D = bz + bz + e+ by_ga™ ! + by 2"

—bp_180 + (bo — ba_101)T + +++ + (bp—2 — bp_18p—_1 )z" "

e assim 27t € (1,z,...,2" ') e A[z] C (1,z,...,2"!). Por outro lado,
(1,z,...,z" ') C A[z] e portanto o resultado est4 provado.

(2) = (3) Basta tomar B = Alz].

(3) = (1) Sejam B = (yy,... ,yn), « € B e y; € B. Entao zy; € B, pois

B é subanel de R e

n
TY; = Zu,-jyj.-i =1,...,ma; €A, 1< 4,j<n.

j=1

n
Logo zy; — Y a;;y; = 0,7 = 1,... ,n é um sistema linear homogéneo nas
i=1

n
varidveis y,... ,Yn, ou seja, y_ (6;;2 —a;;)y; =0,sendoé =1se i =jel
i=1

Sejam

;= (5i_f~fi - llf_f)nxn- ¥




Sendo (adjC).C = d.I; onde adjC ¢é a matriz adjunta de C' e I a matriz
identidade, segue que, d.Y = 0, logo dy; = 0 para todo i. Consequentemente,

para todo b€ B, b= > by b € A, entao

i=1

db=d) by =Y bi(dy;) =0,
i=1 i=1
em particular para 1 € B, de onde d = 0.
Seja f(X) € A[X] tal que f(z) = det C, entao é possivel ver que f(X) é

monico. Portanto z é inteiro sobre A. O

Proposigao 1.1 [7] Sejam R um anel, A um subanel de R e zy,... T,
elementos de R tais que x; ¢ inteiro sobre Alzy,... ,xi1], i = 2,...,n.

Entao Alzy,... ,z,] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstracgao. A demonstragao é feita por inducao sobre n. Para n = 1
¢ imediata, pelo Teorema 1.1. Suponhamos n > 1 e que a afirmagao seja
verdadeira para n — 1 elementos.

Seja Alzy,...,z,] = Blz,], sendo B = A[z,,... ,z,_;]. Por hipétese de
indugao B é um A-mdédulo finitamente gerado, isto é, B = Es: Ay;. Visto que
T, € inteiro sobre B entao Bz,] é um B-mdédulo finitame;lzflz gerado, isto é,
Blz,] = zt: Bz;. Entao

=1

J

Alzy, ... z,)

A.SS lm )

Algy,oo &)= ez, 1 £1€8,1 £ 5€08.

t
De fato, seja a € Blz,|, @ = 3 b;z;, com b; € B. Por outro lado, podemos

i=1

€escrever,

k.

!‘)‘3‘ = Z(I,;j'yj,i'. 1 .f-,afj = A,
i=1




g L] g

a = E ;Y5 | & = E ayy; | z1+-+ E ;Y5 | Ze

=1 i=1 i=1
Portanto A[z,,... ,z,] ¢ um A-médulo finitamente gerado. O
Esta sequéncia de resultados serd utilizada para a demonstracao da
Proposicao seguinte, que caracteriza o conjunto dos elementos de R inteiros

sobre um subanel A de R.

Proposigao 1.2 [7] Sejam R um anel ¢ A um subanel de R. Entdo o
conjunto A" dos elementos de R inteiros sobre A é um subanel de R contendo

A.

Demonstragao. De fato, sejam x e y elementos de R inteiros sobre A.
Entao A[z,y] é um A-médulo finitamente gerado contendo A. z+y, z—ye
zy. Além disso, A estd contido em A’, pois dado ¢ € A, ¢ é raiz do polinémio
ménico X — ¢ € A[X]. O

Denominamos por fecho inteiro de A em R, o anel A’ acima definido e
quando R for um dominio, chamamos de fecho inteiro de R, ao fecho inteiro
de R em seu corpo de fracoes.

Sejam I um anel e A um subanel de R. Dizemos que R ¢ inteiro sobre
A, se todo elemento de R ¢ inteiro sobre A. Dentre os anéis que satisfazem
esta condigao, citamos o anel dos Inteiros de Gauss contendo Z, pois todo"

elemento a + bi de Z[i] é raiz do polinémio

X% —2aX + (a® + b?) € Z[X].

Proposicao 1.3 [7] Sejam R um anel, B um subanel de R ¢ A um subanel
de B. Se R ¢ inteiro sobre B € B ¢ inteiro sobre A, entdo R € inteiro sobre

A.




Demonstracao. Seja x € R. Visto que R é inteiro sobre B existem

bo,... .bp—1 € B tais que
b0+b1x+-—-+bnﬂ1.r”_1 +;L‘" = () (*)

Fazendo C' = Alby,... ,b,_1], segue por (x) que z ¢é inteiro sobre C,
logo C[z] ¢ um C-médulo finitamente gerado. Por hipétese by, ... ,bp_1 sao
inteiros sobre A, dai x = by,... ,z,—1 = bp_1 € T, = T é uma sequéncia
satisfazendo as condicées da Proposigao 1.1 e assim C[z] é um A-médulo
finitamente gerado. Logo Afz] C C[z] C R e pelo Teorema 1.1, x é inteiro
sobre A. Portanto R é inteiro sobre A. O

Dizemos que um anel i é integralmente fechado quando R é um dominio
e & seu préprio fecho inteiro.

Em outras palavras. um anel R é integralmente fechado se todo elemento

do seu corpo de fragoes que ¢ inteiro sobre R estd4 em R.
Observagao 1.1 Todo anel fatorial ¢ integralmente fechado.

De fato sejam A um anel fatorial e z = § um elemento do corpo de fragdes
de A inteiro sobre A, com a,b € A e (a,b) = 1. Sendo z inteiro, = satisfaz a

equacao de dependéncia inteira
"+ a1+ dayz+a9=0;
coma; € A, i=1,... ,n— 1. Multiplicando esta equacao por b". obtemos
a® 4 a,_ 18" b F s +ajab® 1§ agh” = 0;
Assim,
a" =b(—ap_1a" — . —ayab"? — ggb" ),

logo b divide a". Visto que (a,b) = 1, e aplicando o Lema de Euclides

sucessivas vezes, concluimos que b divide a, isto é, b é um elemento inversivel

do anel A, e assim x = § € A. Portanto A ¢ integralmente fechado.

6
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1.2 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Dizemos que um elemento
x de R é algébrico sobre K. se este é raiz de um polindmio nao nulo. com
coeficientes em K. Se todo elemento de R for algébrico sobre K, dizemos
que R & algébrico sobre K. Um elemento de R nao algébrico sobre K ¢é dito

transcendente sobre K.

Exemplo 1.2 O elemento x = /3 + /=5 € algébrico sobre Q, pois ¢ raiz

do polinémio
X' +4X% + 64 € Q[X].

Segundo a defini¢ao. sendo x algébrico sobre um corpo K. z satisfaz uma

equacao do tipo:
anz" + ey 12" -+ a1z 4 a9 = 0;

com a; € K, a, # 0. Multiplicando a equacao acima por a,, !, obtemos uma

equacao de dependéncia inteira,

n

- L1 =1 =] -1
" +a, an 12"+ +a, ez +a, ap=0

e, portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com
o de inteiro.
Uma extensao L de K é dita algébrica se todo elemento de L é algébrico

sobre K.

Definicao 1.1 Dados K C L corpos € o um elemento de L, o conjunto de
todas as expressoes polinomiais em « € coeficientes em K serd denotado por

Klal.




Dados um corpo L e um subcorpo K de L, a dimensdo de L como espago
vetorial sobre K é chamada grau de L sobre K e denotada por [L : K|. Se

[L : K] ¢ finito. entao L é uma extensdo algébrica de K e desde que sobre um

corpo; algébrico significa inteiro, entao podemos usar os resultados obtidos

anteriormente de elementos inteiros para elementos algébricos. Assim, para
K C Rex € R, x & algébrico sobre K se, e somente se, [K[z] : K] é finito.
Um resultado muito 1itil de extensoes algébricas é que sendo K um corpo,
L uma extensao algébrica de K e F uma extensao algébrica de L. tem-se que
F' é uma extensao algébrica de K e vale [F : K| = [F : L].[L : K]. Para ver

1sto, basta considerar o conjunto
S = {vu;: {vy,... ,v.} ébasede F/L e {uy,... ,u,} ébasede L/K}

e verificar que, além de ser uma base da extensao F de K, sua cardinalidade
é[F: L[L: K].

Sejam R um anel, K um subcorpo de R e = um elemento de R.
Consideremos o homomorfismo de anéis o, : K[X] — R definido por

oz(a) =a;Va€ K e 0,(X)=2x. Assim,

kero, = {f(X) € K[X]; f(z)=0} e

Imo, = {o(/(X)); /(X) € KIX]} = {f(2); /(X) € K[X]} = K[a].

Através deste homomorfismo podemos redefinir elemento algébrico sobre
K da seguinte forma: x é algébrico sobre K se kero, # {0}. Quando z é
transcendente sobre K, K[z] ~ K[X].

Sabemos que K[X] é um anel principal, em particular ker o, ¢ um ideal

principal, gerado por um polinomio f(X) € K[X]. ou seja, ker o, = (f(X)).
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Sendo x transcendente entao f(X) é o polinémio nulo e se z é algébrico
f(X) é um polinémio nao nulo e podemos supor neste caso, f(X) moénico,
pois K é corpo. Sob tais condigoes f(X) é tinico e do fato de ser gerador
do kero,, f(X) tem grau minimo dentre os polindémios que se anula em z,
sendo chamado de polinémio minimal de = sobre K. Assim descrito f(X) é

irredutivel sobre K e denotamos por irr(z, K) e dirr(z, K) = [K(z) : K].

Definicao 1.2 Sejam K um corpo e f(X) € K[X]| um polinémio ndo

constante. Dizemos que L € o corpo de raizes de f(X) sobre K se:
1. KCL,
2. f(X) se fatora sobre L como produto de polinémios de grau 1 e

3. L é o menor corpo satisfazendo os itens acima.

Exemplo 1.3 O corpo L = Q(v/2.&;) ¢ o corpo de raizes do polindmio
X3 —2€ Q[X] e& = e¥i/3,

Uma extensao L de K é dita simples se existe 0 € L tal que L = K(6).

Teorema 1.2 [}/ Sejam K um corpo ¢ f(X) € K[X] um polinémio nio
constante. Entao existe uma extensao simples L de K contendo uma raiz de

f(X).

”

Demonstragao. Suponhamos, sem perda de generalidade, que f(X) é

irredutivel. Logo (f(X)) ¢ um ideal maximal de K[X] e, portanto, %‘(L\%;

é um corpo, que denotamos por M.

Seja 0 : K[X] — M a projecao candnica, ou seja,

a(g(X)) = g(X) + (f(X)) = g(X).




-

para qualquer g(X) € K[X]. Considere a restricio de o a K, isto é,
oik(a) = o(a), para qualquer a € K e mostremos que ok é injetiva. De
fato. se okx(a) = @ = 0 entao a € (f(X)). Visto que f(X) > 0, a tnica
constante no ideal gerado por (f(X)) é a constante nula, ou seja, a = 0.
Assim, K ~ Imo)| g e este isomorfismo permite associar a € K com @ em
M, consequentemente identificamos K com sua imagem em M. Por outro
lado, desde que para qualquer h(X) € K[X], o(h(X)) = h(o(X)) entao resta
mostrar que * = X+ (f(X)) € uma raiz de f(X). Sendo z = o(X), temos

que

f(@) = f(o(X)) = o(f(X)) = f(X) =0

logo x é uma raiz de f(X) ex € M. Agora vamos mostrar que j‘(l,?}k ~ K(z).

Considere
¢: K[X]— K(x)
I(X) — (z).

F

E 6bvio que ¢ é sobrejetor. Mostremos que kerp = (f(X)). Seja
h(X) € kery, entao p(h(X)) = h(z) = 0 e assim h(X) é miltiplo de
f(X), isto é, h(X) € (f(X)). Reciprocamente. se h(X) € (f(X)) entao
existe g(X) € K[X] tal que h(X) = f(X)g(X), logo h(X) € ker ¢. Portanto
M ~ K (z) e visto que sao espagos vetoriais de mesma dimensao finita sobre
K, concluimos que K(z) = M. Considerando L = M segue-se o resultado.[]

Em consequéncia deste Teorema temos o seguinte

Coroldrio 1.1 [/] Para todo polinémio ndo constante g(X) € K[X], existe

um corpo de raizes L de g(X) sobre K.

Demonstragao. A demonstracao é feita por indu¢ao sobre o grau de g(X).

Se dg(X) = 1 entao o resultado segue facilmente. Suponhamos agora
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AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



que seja verdadeiro para todo polinémio com grau menor do que n e que
Adg(X) = n. Seja M uma extensao de K que contém uma raiz x de g(X).
Em M, g(X) = (X — 2)h(X), Oh(X) = n — 1. Aplicando a hipdtese de

indugao, existe o corpo de raizes L de h(X) sobre M, com M = K(z) e
L= M0 5x yin) = K8, 80005 580);
com I,Ty,... Ty as raizes de g(X). O

Proposigao 1.4 [{] Sejam K um corpo, f(X) € K[X] um polinémio
irredutivel € o, 3 duas raizes de f(X) em alguma extensio de K. Entdo

existe um unico K-isomorfismo ¢ : K(a) — K(3) tal que p(a) = 5.

Demonstragao. Dado z € K(a), seja g(X) € K[X] tal que z = g(a).
Consideremos a aplicacao ¢ : K(a) — K(y) tal que p(a) = a; Va € K,
= 1,... ,n — 1 e estendemos ¢ por linearidade a todo K(c),
isto &, p(g(a)) = g(B), para qualquer g(X) € K[X]. Mostremos que ¢
estd bem definida. Sejam g(X), h(X) € K[X] tal que g(a) = h(c) entao
g(a) — h(a) = 0 dai, (g — h)(a) =0, logo f(X) divide (g — h)(X). Portanto
(g = B)(B) = 0, ou scja, g(B) = ().
O homomorfismo ¢ é um K-monomorfismo, pois se ¢(g(a)) = g(8) = 0,
entao f(X) divide g(X) e portanto g(a) = 0 e a unicidade de ¢ decorre da

sua construcao. Agora mostremos que o é unico. De fato, seja
o: K(a) — K(B)
a— 0.

Assim o(a’) = (B)’ e ainda o(a;a;) = a;3’ pois ¢ é K-homomorfismo.

Finalmente,

n-1 n-—1 n-1
ad | = AT cin o
o E aja | = E a;¥ = E ajor | .

j=0 j=0 =0

11
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d

Chamamos de fecho algébrico de @Q, o conjunto Q de todos os nimeros

complexos, algébricos sobre Q. Visto que dados a, 3 € Q entdo [Q(a) : Q)]

é finito e 3 também é algébrico sobre Q(a) entao [Q(a, 3) : Q()] € finito e,

portanto,

[Q(,8) : Q) = [Q(e. 3) : Q(a)][Q(c) : Q)

é finito. Dai. Q(«,3) é uma extensao algébrica de Q e a + 3, .3, a™!;
a#0 € Q(a,3) C Q. Logo sao algébricos e portanto Q é um corpo.
Sabemos que toda extensao de grau finito é uma extensao algébrica e
toda extensao finita dos racionais, recebe o nome de Corpo de Nimeros.
Dizemos que um corpo K ¢ algebricamente fechado se todo polindémio nao
constante em K[X] admite uma raiz em K.
Admitindo que o corpo dos mimeros complexos ¢ algebricamente fechado,

é facil ver que o fecho algébrico dos racionais é um corpo algebricamente

fechado.

Teorema 1.3 [6] Dado K. um corpo de nimeros, criste § € K tal que

K =Q(0) €8 ¢ chamado de elemento primitivo.

Demonstragao. Visto que K é um corpo de mimeros. K é infinito e como
K é obtido de Q pela adjuncao de um mimero finito de elementos, podemos
supor K = Q(ay,... ,q,).

Faremos a demonstracao por indugao sobre n. Sen = 1. K = Q(oy) e
tomemos 0 = «;. Provando que Q(a;.3) = Q(0) entao. por hipéStese de

inducao sobre s, s < n — 1 temos que

K = Q... an1)(n) = QB)(an) = Q(B,an) = Q(O).
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cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Assim sendo. podemos supor n = 2. Considere K = Q(0,, 3,), p(X) =
irr(6,.Q) e gq(X) = irr(3,,Q). Tomemos as fatoracoes, em C, de p(X) e
q(X):

Tix = 7—— 5t = ljuas yish = .oy M

Sendo @ é infinito, podemos escolher ¢ € Q; ¢ # xi, Vi, k. Agora seja
# = 0, + c3, e mostremos que Q(8) = Q(¢,,3,). Observe que  é uma
combinacao linear de 0; e 3, com coeficientes em Q, logo Q(68) C Q(6,, 3,).
Devemos mostrar que 0, e [3; estdao em Q(6), para isto é suficiente provar
que 3, € Q(0), pois 0 = 6, — c3;.

Seja r(X) = p(0 — cX) € Q(0)[X]. Note que 3,é raiz de r(X), pois

r(8,) = p(0 — cB,) = p(6,) = 0.

Entretanto, para que 7(X) e ¢(X) tenham somente uma raiz comum =, é
preciso que v seja um dos 3,,... ,3,, e 8 —c3, seja um dos 8,,... ,0,. Mas
pela escolha de ¢, v = 3,. Seja h(X) = irr(3,,Q(0)). Entao h(X) divide
q(X) e r(X) e visto que g(X) e r(X) tem exatamente uma raiz comum em C
e todo polinoémio irredutivel em C nao tem raizes repetidas, tem-se Oh = 1,
isto é, h(X) = X — 3. logo 3 € Q(0). Dai, Q(0,,3,) C Q(f) e. portanto,
Q(0) = Q(01,3). O

Exemplo 1.4 Seja K = Q(i,v/2). Sejam f(X) = irr(;,Q) = X2 + 1,
g(X) =irr(v2.Q) = X* —2 e a; =i, ap = —i as raizes de f(X). B3, = V/2.
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E4V2 € By = E2V/2 as ratzes de g(X). Devemos encontrar ¢ € Q tais

(83

?éf—f

ok #1 (%)

E facil verificar que (x) vale para todo ¢ € Q*. Portanto, K = Q(0). onde
0 =i+ /2.

Teorema 1.4 [6/ Seja K = Q(0) um corpo de mimeros de grau n. Entdo
eristem exatamente n monomorfismos distintos oy,... ,0, de K em C. Se
0 = 0,,...,0, sio todas as raizes de irr(6,Q) entdo o;(0) = 6;, determina

completamente os monomorfismos o;.

Demonstracao. Seja f(X) = irr(0,Q). Pela Proposigao 1.4, existe um
tinico isomorfismo o; : Q(0) — Q(6;), 1 = ,n tal que 0;(0) = 6;. Por
outro lado, se existe um monomorfismo o : K — C precisamos mostrar que
o(0) é raiz de f(X). Visto que
n
0=o0 (Z aiﬁ'") = f(0(0))

i=0
entao o(f) ¢é raiz de f(X). Logo ¢ = o; para algum ie portanto os
monomorfismos descritos sao os 1inicos possivels. O
Sejam K = Q(0#), um corpo de niumeros de grau n e 0y,...,0, 0s
monomorfismos de K em C. Para cada o« € K. definimos o polinémio

caracteristico de a sobre QQ, como sendo

n

fa(X) = J[(X = 0i(a)).

1=1

Podemos também escrever

ftz(X) = X" - (Z Ui(fl)) xn-l1 4
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Por outro lado.

m

irr(e, Q) = H(\’ —~ ;);

i=1
sendo «; as raizes de irr(@,Q),i=1,... .,m.
Sejam 7,,... ,7,, os monomorfismos de Q(«) em C definidos de modo

que
ey =Tel0), 8 =1 5

Visto que cada 7; tem [K : Q(a)] extensdes de K em C, conclui-se que

fa(X) = irr(a, Q)!F - @@

n
consequentemente, os coeficientes de f,(X) e, em particular, EO‘,-(():) e
=1
T

[] ¢i(@) sao nmimeros racionais.

i:

Definicao 1.3 Sejam K um corpo de nimeros de grau n € oq,... ,0, 08
monomorfismos de K em C e o um elemento de K. Os elementos o;(c);

sao chamados de K -conjugados de c.

Sobre @, v/2 e —/2 sao conjugados. Por outro lado, 1 + V3 e V3 nao
sao Q-conjugados.

Sejam K um corpo de nimeros de grau n. «,... ,q, elementos de K
e 0y,...,0, os monomorfismos de K em C. O Discriminante da n-upla

(ai,... ,a,) € definido por

Alay,. .. ,an] = (det(oi(e;)))

Exemplo 1.5 & ( = Q(V/7) um corpo de nimeros ¢ {1,/7} C K.
Entao All, \/ﬂ = 28.




Lema 1.1 Sejam K wum corpo de nimeros de grau n. {ai,...,a,} €

A[B] B 4 -3,1] = (det((:,;k))z.A[cn. B O:n].

Demonstragao. Pela definicao

[ 0(8) - o1(8,)

\ 7(B) -+ on(8,)

n n
( Yoeaor(a) -0 Y cinor() \
i=1 i=1

\ngan(af) g:lf«‘fnan(ae) ))
h 2

icilgl(ai) Zc,—;crn(a,-)\\

i,=1

det

i:l cino1(;) - Ej:l CinOn () )
(det (c,-;\.))2 (det (o, (m)))z
(det (cix))? Alev, ... , an).

O

Exemplo 1.6 Jd vimos que o discriminante da base {1,v/7} do corpo de
nimeros K = Q(\/7) € 28. Agora considerando uma outra base de K. por
exemplo {2 — /7,5 + 2V/7}, seque do Lema 1.1, que

2

&

g 1 .
AR—-V7.5+2V7 = |det | ~ A1, V7] = 9228.




Teorema 1.5 [6] Seja K = Q(6) um corpo de nimeros de grau n. Entdo

o discriminante de qualquer base de K ¢ um nimero racional nao nulo.

Demonstragao. Seja {1.0.... .0" '} uma base de K e suponhamos que os

conjugados de 0 sejam 04,... ,0,. Pela definicao de discriminante.
A=A[LS,...,0" "] = (det(6?))%

Visto que neste caso (det(6?))? é um determinante de Vandermonde,

temos

A
e A#0pois0; #0;sei#].
Sendo f(X) = irr(0,Q) entao f(X) ﬁ()\ — 0;) e sua derivada

f[(X)= Z —Ll Calculando a derivada de cada 6;, temos

i=1"

+[[r@)= [ -0
f=1

1€i<j<n

Mas, f'(6;) = o:(f'(0:)) e f'(0) € Q(F). Logo o polinémio caracteristico
de f'(0) sobre Q é

n

froX) = [[(X -a(r0)

" (Z m(f’(f?))) X"Vt (1 T ol 0))

Visto que cada coeficiente de f9)(X) é racional, segue que A é um nimero
racional. O

Denotamos por Z o conjunto de todos os mimeros complexos, que sao
inteiros algébricos, isto é, os mimeros complexos que sao raizes de polinémios

monicos com coeficientes inteiros.
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Teorema 1.6 [6/ Seja 0 uma raiz de um polinémio ménico. com coeficientes

inteiros algébricos. FEntao 0 é um inteiro algébrico.

Demonstracao. Seja 0" + an_10"' + .-+ +a10 + a9 = 0, com a; € Z,
0,...,n—1. Fazendo A = Zlao, ... ,an-1,0] € bp = ao,... .by_1 = an—;
e b, = 0 segue pela Proposicao 1.1, Zlby, . .. ,b,] ¢ um Z-médulo finitamente
gerado e portanto § é um inteiro algébrico. g
Chamamos o conjunto K NZ de Anel dos Inteiros Algébricos do corpo

de mimeros K e denotamos por Ok.

Lema 1.2 [6/ Sejam K um corpo de nimeros € c um elemento de K. Entdo,

para algum c € Z*, temos ca € Ok-.
Demonstragao. Seja

f(X)=X"+a, | X" ' +---+ a9 =irr(e,Q).
Entao existe ¢ € Z* tal que

cf(X) = cX™ 4+ can 1 X" ' + -+ + cap € Z[X].

Multiplicando ¢f(X) por ¢"~!, obtemos o polinémio

g(X) =c"f(X) = (eX)" + can-1(cX)" ' + .- + c"ap € Z[X]

que tem « como raiz. lntretanto, substituindo Y por cX, obtemos o

polinémio ménico
h(Y)=Y" + can Y™ ..o+ Pap,
cujos coeficientes sao inteiros e tem ca como raiz. Logo ca € Ok. O

Coroldrio 1.2 [6] Seja K um corpo de nimeros. entdo existe um inteiro

algébrico 0 tal que K = Q(0).




Lema 1.3 [6/ Um nidmero algébrico e € um inteiro algébrico se, e somente

se seu polindmio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Demonstragao. Seja p(X) = irr(a, Q). Caso p(X) € Z[X] entdo a é um
inteiro algébrico. Reciprocamente, se a é um inteiro algébrico, entao existe
q(X) € Z[X], ménico tal que g(a) = 0. Sendo p(X) = irr(a, Q) e g(a) = 0,
entao p(X) divide q(X), ou seja, ¢(X) = p(X)h(X) e pelo Lema de Gauss,
existe A € Q* de modo que A\p(X) e A™'A(X) € Z[X]. Como Ap(X) € Z[X]
tem-se que A\ € Z, pois p(X) é monico. Analogamente, A\"'h(X) € Z[X],
implicando que A™! € Z, logo A = +1 e, sem perda de generalidade, podemos

supor A = 1. Portanto p(X) € Z[X]. O

Lema 1.4 [6] Um inteiro algébrico € um nimero racional se, ¢ somente se

é um inteiro, isto é, ZNQ = Z.

Demonstragao. Visto que todo inteiro n é raiz do polindémio X —n € Z[X],

entao n é um inteiro algébrico e portanto Z C ZNQ. Reciprocamente, se

a€ZNQ, entio o € Z e o € Q. Desde que o € Q seu polinémio irredutivel

sobre Q é X — « e pelo Lema 1.3 os coeficientes de X — « estao em Z, logo

a€ZeZNQCZ. Portanto ZNQ = Z. d

1.3 Base Integral

Sejam K = Q(f) um corpo de nimeros de grau n, 6 um inteiro algébrico.
Mostraremos a seguir que o anel Ok dos inteiros algébricos de K é um Z-
médulo livre de posto n, ou seja, admite uma base a qual denominamos base
integral. Assim, {a,,...,a,} € uma base integral se, e somente se, todo «;

& um inteiro algébrico e cada elemento de Ok é expressado. de modo 1inico,
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ajxy + -+ + any,

com a; € Z. Vale observar que {1,0,....0" '} é uma Q-base de K,

constituida de inteiros algébricos, mas nem sempre é uma base integral de

Ok. Por exemplo {1,2v/2} ¢ uma Q-base de Q(1/2), mas nio & uma base

integral.

Lema 1.5 [6] Se {ai,... .an} € uma base de K constituida de inteiros

algébricos, entdo o discriminante Ay, ... o] € um inteiro nao nulo.

Demonstragao. Pelo Teorema 1.5. A = Alay,... ,ay] é racional e nao nulo.
Visto que os @; sao inteiros algébricos seus conjugados também sao inteiros

algébricos, logo A é um inteiro algébrico. Pelo Lema 1.4, A é um inteiro. OJ

Teorema 1.7 [6/ Dado um corpo de nimeros K de grau n, o seu anel de

inteiros algébricos Ok € um Z-mddulo livre de posto n.

Demonstragao. Seja {w,... ,w,} uma base de K, com w; € Ok, de modo
que |Afwy,... ,wy]| seja minimo. Suponhamos que {w;,... ,w,} nao seja

base integral. Iintao existe w € Ok tal que
w=aw; + -+ apwy,

com a; € QQ, mas nem todos em Z. Sem perda de generalidade, podemos

supor a; ¢ Z. Entaoa; =a+r,ondea € Ze 0 <r < 1. Seja

U, =w—aw, =rw; + -+ + a,Wy,,




| = & .n. Entao {¥,,... . ¥,} éuma base constituida de inteiros

algébricos e seu discriminante,

Ay, ... U] =

r

A 505 8] SN w0 )

Visto que 0 < r < 1 entao |[A[¥y,...,¥,]| < |Afwi,...,wn],
contradizendo a minimalidade de [A[wy, ... ,wy,]|. Logo {wy,... ,w,} é uma

base integral de Ok e, portanto, Ok é um Z-mdédulo livre de posto n. O

Teorema 1.8 [6/ Sejam K um corpo de nimeros € ay,. .. , o, elementos de
Ok. Se Alay, ... ,an] € um inteiro livre de quadrados entio {,... ,an} €

uma base integral.

Demonstragao. Seja {3,,... ,5,} uma base integral. Entao existem ¢;; € Z

tais que a; = ) c;/3; e, pelo Lema 1.1,
A= Ala,...,an] = (det r:z-v,-)2 B 18:)

Sendo A um inteiro livre de quadrados, entao det c;; = 1 e a matriz (c;;)
é inversivel. Seja (di;) = (ci;) ' com dy; € Z. Assim, 3; = 3 d;jo;, ou seja,
cada 3; € Ok se escreve como combinagao linear, a coeficientes inteiros, dos

o;. Portanto {e,,... ,a,} € uma base integral. O

Exemplo 1.7 A Q-base {1, ; + 125_3} de Q(v/17) ¢é constituida de inteiros

algébricos e tem discriminante 17. Pelo Teorema 1.8, seque que {1, % + 3/;—_?}

¢ uma base integral.




Observagao 1.2 {«y,... .a,} ser base integral nao implica que

Alay,. .. ,an] seja um inteiro livre de quadrados.

Lema 1.6 Seja K um corpo de nimeros de grau n € Ok o seu anel de
inteiros algébricos. Se {ay,... .an} € {3,,....3,} sdo duas bases integrais

de Ok entao
Al 0] = AlBvve 18k

Demonstragao. Visto que existe uma matriz C inversivel, com entradas

inteiras tal que a; = ) cijﬁj entao, pelo Lema 1.1,
Alay, ... ;ou] = (det CY.AlB;,. .. , B, = AlBy, - -, B.]

pois, a matriz de mudanga de base C' € unimodular. O
Pelo Lema 1.6, podemos definir o discriminante de um corpo de nimeros
K como sendo o discriminante de alguma base integral de Ok e denotamos

por Dg.

1.4 Norma e Traco

Sejam K C L corpos de mimeros, (L : K] = n, 0y,...,0, os K-
monomorfismos de L em C e @« € L. Definimos a norma e o traco de «
relativamente a L e K, como sendo

n n
Hcr,v(a) e E oi(a),
i=1 i=1
os quais serao denotados por Ny k(a) e Trpk(a), respectivamente.
Sejam K C L C M corpos de niimeros, «.3 € M e a € K. Entao valem

as seguintes propriedades:




. Nayr(aBB) = Nyyr (@) Nayk (8),
2. Trygk(a+ B) = Tryyk(a) + Trayr(8),
3. Trayk(aa) = aTryyk(a),
. Tryyk(a) = [M : Kla,
. Nyyk(a) = oMKl
). Nayk(a) = Npjg(Nagyo(a),
- Trayr(a) = Tryx(Tryv/L(a)).

Proposigao 1.5 [6] Sejam K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n e
f(X) =irr(0,Q). Entdo

AlLO,... .07 = (=1)™F Niso(f(0)),
com f'(X) sendo a derivada formal de f(X).

Demonstragao. Pelo Teorema 1.5, temos

2
1€i<jsn

com s = in(n — 1). Mas,

[170) =]1/:©) =] o:(7'©®) = Ncra5'(6)),

M@ﬂ@ﬂﬂﬁ*(ﬂ(wmﬂ

1€i<k<n

e, consequent emente,

(II@—M)#%WWMMH»

I1<i<k<n
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Portanto

AlL,0,... 0] = (=1)"F " Nko(f'(9)).
O

Exemplo 1.8 Sejam K = Q(), 0 = v/2 e f(X) = X® -2 = irr(0,Q).
Entdao A[1,0.0%]) = (—1)3Ngo(f'(360%) = —(30%)* = —27.4.

1.5 Fatoracao de Ideais

A fatoragao de um nmimero depende do anel em que este é considerado

como elemento. Por exemplo, o nimero 18 no anel dos inteiros algébricos
Z[v/—17] de Q(v/—17) tém as seguintes fatoracoes:

18 2.3.3

18 1+ v-17).(1 — v-17)

Verifica se que 2, 3, 1 + /=17 e 1 — /=17 sdo irredutiveis em Z[v/—17],
através do cdlculo de suas normas. Logo temos duas fatoragoes distintas
de elementos irredutiveis para o mimero 18 no anel Z[/—17| e, portanto,
concluimos que neste anel a fatoracao nao é iinica.

Uma forma alternativa desenvolvida por Kummer e Dedekind, foi
procurar estabelecer fatoragao tnica de ideais e isto foi obtido no anel dos
inteiros algébricos de um corpo de mimeros.

Os principais objetivos desta Secao sao provar que o anel dos inteiros
algébricos de um corpo de mimeros é um Dominio de Dedekind e mostrar
a unicidade da fatoracao de um ideal nao nulo como um produto de ideais
primos neste dominio.

Um A-médulo M ¢ dito Noetheriano se satisfaz uma das seguintes

condigoes equivalentes:




1. Toda familia nao vazia de submédulos de M tem um elemento maximal.
2. Toda sequéncia crescente de submdédulos de M é estaciondria.

3. Todo submdédulo de M é finitamente gerado.

Teorema 1.9 [6/ O anel dos inteiros algébricos Ok de um corpo de nimeros

K. satisfaz as sequintes propriedades:
1. Ok é um dominio, com o corpo de fragoes K.
2. Ok ¢ Noetheriano.
3. Ok € integralmente fechado.
4. Todo ideal primo nao nulo de Ok é maximal.

Demonstragao. (1) Denotemos por Fr(Og) o corpo de fragdes de Ok.
Claramente Fr(Og) C K pois, O C K. Por outro lado, K C Fr(Ok)
pois, dado a € K, pelo Lema 1.2, ca € Ok, com ¢ € Z*, assim <* € Fr(Ok)
e, portanto, K = Fr(Ok).

(2) Sabemos que Ok é um Z-mdédulo livre de posto n e sendo a um ideal

nao nulo de Ok entao a é um submdédulo livre de posto < n. Logo admite
uma base finita e portanto a é finitamente gerado. Logo Of é Noetheriano.
(3) Segue imediatamente do Teorema 1.6.

(4) Sejam p um ideal primo de Ok e a # 0, o € p. Entao

sendo «; sao os conjugados de a, com a; = a. Visto que ) € p entao s € p
e dai. (s) C p. Tendo (s) C p implica que
Ok

Oy o 49Ky,

# b
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entao precisamos mostrar que o anel quociente ‘—pil ¢ finito. Logo é suficiente
. Ve o 0+ ‘. 4

provar que o anel quociente ‘—f}h ¢ finito. Sejam {ey,... , e, } uma base integral

de Ok e
X = {ﬂlt?} + -+ amem;a; € Z.0 < &% 8}

assim #X =m®. Dadoz € Ok, z = )_ bie;, b; € Z. Mas

i=1
m m
r =323 E q;€; - E i€
i=1 i=1
onde 0 < r; < b;, ecomo s €p e qe; € Ok, segue que sg;e; €Ep e

m

= E ri€;.

i=1

Portanto %\- é finito. Entretanto, sendo que p é um ideal primo, "—L‘L é um

dominio e como é finito, %L é um corpo. Portanto p é um ideal maximal.[]

Quando um anel satisfaz todas as condi¢oes do Teorema 1.9 é chamado
Dominio de Dedekind.

Dados a e b ideais de Ok, definimos o produto de a por b ( e indicamos

n
por ab ) como sendo o conjunto de todas as somas da forma ) a;b;, com
i—_-l

a; € aeb; €b. O produto ab é também um ideal de Ok, e vale a inclusao

ab C anNb. Dizemos que a divide b se b C a e denotamos essa relacao por

alb.

Definicao 1.4 Seja Ok o anel dos inteiros algébricos de um corpo de
numeros K. Dizemos que um Oy -submddulo a de K é um ideal fracionério

de Ok se existir um elemento ¢ nao nulo de Ok tal que ca é um ideal de Ok.

A soma, o produto e a intersecao de dois ideais fraciondrios de O se
define de forma andloga ao produto de ideais ordindrios e a; + ay, a;.ay €

a; N ay sao também ideais fraciondrios de Ok.
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Os dois Teoremas abaixo enunciados representam os principais resultados

desta segao e serao demonstrados juntos, em uma série de etapas.

Teorema 1.10 [6] O conjunto dos ideais fraciondrios ndo nulos de Ok

formam um grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 1.11 [6] Todo ideal nio nulo de Ok pode ser escrito como um

Produto de ideais primos, unicamente a menos da ordem dos fatores.

Demonstracgao. 1. Seja a # 0 um ideal de Ok. Entao existem ideais primos

P1,...,pr tais que p;...p, C a.

Sejam a C Ok, a # 0, r € N*, py,... ,p, ideais primos tais que
pre--pr Ca ().

Seja ® = {a : ideal, a C Ok tal que nao satisfaz (x)}. Suponhamos
® # (). Sendo Ok Noetheriano entao existe b € ® tal que b é o elemento
maximal de ®. Tal ideal b nao é primo e b # Og. Assim existem ideais 9, ¢
de Ok, com d3.cCb,0Z b, cZb.

Sejam

ap=b+0 e ag=b+c.

ajay = (b+0)(b+c)Cba; 2b,ay 2 b

e pela maximalidade de bexistem ideais primos py,... ,Ps,Pst1,--- ,Pr tais

que




o que contraria a escolha de b. Portanto ® = (). Visto que a # 0 concluimos
que p; # 0, para qualqueri =1,... .
2. Definicao de como funciona o inverso de um ideal a de Ok.

Para cada ideal ade O,

a!={r € K;za C Ok}.

Afirmacao 1. a ! é um Og-submédulo. De fato: (7 ) Sejam ny, ny € a1,

ou seja, n; € K tal que nja C Ok e ny € K tal que npa C Ok. Entao
(ny + ng)a = nyja + nqoa C Ok.

(i ) Para qualquer o € Ok, a € K, pois Ox C K e dado x € a™! tem-se

que z € K e za C O, logo (az)a = a(ra) C Ok o que implica ez € a™1.

! & um ideal fraciondrio. De fato, se a # 0 entdo para algum

Afirmacgao 2. a”
c€a,c#0, temos ca ! C O.

Afirmacao 3. Ok C a~!. De fato, dado z € Ok temos que za C a C Ok,
logo = € a~!. Portanto Ox C a~!. Pela afirmacao 3, a = aOxC aa™! e da

definicao de a™', aa™! = a~!la C Ok. De fato, dado z € a™!, za C Ok e

Yy € a entao
(za) = z(ay) = za C Ok.

1

Portanto aa™' é um ideal de Ok.

Observe que dados p, a ideais de Ok, a C p implicaque O Cp ! Ca™l.

3. Se a é um ideal préprio, entao Ok & a™'.

Sendo a C p, p ideal maximal entao p~! C a~! e assim ¢é suficiente provar

que p~! # Ok. Seja a € p, a # 0. Pelo item 2, podemos considerar o menor
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r tal que

Pi,....pPr g (a)

para pp,... .p, primos. Visto que (a) C p e p é primo entao algum p; C p.
Suponhamos sem perda de gencralidade p; C p. Dai p; = p e p é maximal.
Logo ps...p, € (a) pela minimalidade de r. Portanto existe b € p; . ..p, tal
que b nao pertenca a (a). mas bp C (a) entao ba~'p C Ok e pela definicao
de p~! segue ba~! € p~!. Por outro lado b ¢ aOk entdo ba™! ¢ Ok, logo
p ! # Ok e. consequentemente, a~! # O.

4. Se a é um ideal nao nulo e aS C a para qualquer subconjunto S C K,
entao S C Ok.

Devemos mostrar que se aa C a para a € S, entao a € Ok. J4 que
SC K, a € K e pelo Teorema 1.9, a € Og. Portanto S C Ok.

5. Se p é um ideal maximal entao pp ! = O.

Pelo item 2, pp~' & um ideal com p C pp~! C Ok.Visto que p é maximal
pp ' =poupp ! =0Ok. Sepp ! =p entdo peloitem 4, p~! C O o que
contraria o item 3. Logo pp ! = Ok.

6. Para todo ideal a # 0, aa™! = Ok.

Seja a maximal tal que aa~! # Ok. Entao a C p, p maximal e pelo item

2,0 Cp1Cal, logo
aCap~! Caa™! C O.

Em particular ap~' é um ideal de Of. Deste modo nao vale a = ap~!, pois

implicaria pelo item 4, p~! C Ok, contradizendo mais uma vez o item 3.

Assim, a & ap~! e pela maximalidade de a, segue que ap~! satisfaz

ap~!(ap ') = Ok




e pela definicao de a ™!,

Assim
Ok Caa! e aa™! C O.

7. Todo ideal fraciondrio a tem um inverso a~! tal que aa™! = O.

Sabemos que o conjunto § dos ideais fraciondrios ¢ um semi-grupo, isto
é, vale a lei do fechamento e tem unidade. Entao dado um ideal fracionario
a somente precisamos encontrar outro ideal fraciondrio t tal que at = Oy,
e neste caso t serd o inverso. Mas existe um ideal b e um elemento ¢ # 0,
c € Ok tal que a = ¢ 'b e considere t = cb™! entao at = Ok e, portanto, o
conjunto dos ideais fraciondrios de Ok é um grupo abeliano multiplicativo.

8. Todo ideal nao nulo a é um produto de ideais primos.

Suponhamos a maximal e ainda que a nao se fatore em produto de

ideais primos. Logo a nao é primo. mas a C p, p maximal, e pelo item

6, a g ap~! C Ok. Por outro lado, pela maximalidade de a temos que

ap ! =aouap ! = Og. Logo

ap™! =py---py;

pi; i =2,...,r, ideais primos e, portanto, a = pp,...p,.
9. A fatoracao de ideais é tinica.
Sejam py,... .Pr. q1,... .qs ideais primos nao nulos tais que
Pre :Pr=201" Qs
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Suponhamos que para todo t < min{r, s}, seja verdadeira a seguinte
afirmacao: Se a;,....,aqq by ..., b, sao ideals primos nao nulos tais que
aj---a; =b;---b,entdot =seaqa; =b;,i =1,...,8 Semin{r,s} =1,
consideremos por exemplo r = 1. Entao a; = by .- b,, € como a; é primo
tem-se s = 1. Dep;---p, =q,---qs C q;, tiramos q; divide p;...p,, e sem

perda de generalidade podemos supor q; = p;. Obtemos assim

P2:-Pr=20q2":-Qs.

O resultado segue da hipétese de indugao. Portanto todo ideal de Ok pode
ser fatorado de modo 1inico como produtos de ideais primos. ad
Dados A C B. anéis e a C A um ideal. Denotamos por aB ao ideal de B

n
formado pelos elementos da forma Y z;y;, z; €a, y; € B,i=1,... ,n.
i=1

Proposigao 1.6 [7] Sejam K C L corpos de nimeros, com [L : K] =n, p
um ideal primo nao nulo de Ok ¢

q

pOL = H b

i=1
a decomposi¢io de pQOj em ideais primos de Op. FEntdo o0s bs sao

precisamente os ideais primos q de Oy, tais que qN Ok = p.

Neste caso, dizemos que q estd acima de p.
¥ F ” 2
Indicamos por f; o mimero [$& : i;i] e chamamos de grau residual de
1
b; sobre Ok. O elemento e; é chamado de indice de ramificagdo de b; sobre

Ok, e se e; > 1 para algum indice 1. dizemos que p se ramifica em Oy.

Teorema 1.12 [7] (Igualdade Fundamental) Com as mesmas notagdes

acima temos:

q
O, Ok
n= il =l s
Z 4 pOL p

i=1
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Teorema 1.13 [7] Seja K um corpo de nimeros. Uma condi¢do necessdria
e suficiente para que um ideal primo pZ de Z se ramifique em Ok é que p

divida D .

Em decorréncia deste resultado, existe apenas um mimero finito de primos

que se ramifica em Og.

Lema 1.7 (Lema de Kummer) Sejam K um corpo de nimeros, Og o seu
anel de inteiros algébricos e 0 € Ok tal que K = Q(6). Dados um nimero
primo p tal que ndo divide [Ok : Z[0]] e f(X) o polinémio irredutivel de 0
sobre Q, entdo existem py(X),... ,p(X) € Z[X], polinémios irredutiveis,
e1,... ,eq € N* tais que f(X) = pi(X)® -+ pg(X)®(mod pZ[X]) €

1. p; = (p,pi(0)) = pOk + p;(0)Ok sao os ideais primos de Ok acima de
pf,i=1,...,¢.

q <
i=1

3. (&% : L] = api(X) = f;.

pZ

1.6 Norma de um Ideal

Nesta Secao definimos a norma de um ideal. como uma generalizacao de
norma de um elemento de Ok e em seguida mostramos que a fungao norma
¢ multiplicativa.

Sejam K um corpo de nimeros. Ok o seu anel de inteiros algébricos e a
um ideal nao nulo de Ok . Definimos a norma de a como sendo a cardinalidade
do anel quociente Z£ e denotamos por N (a).

Em outras palavras,
O
N(a) = #(=7).
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Teorema 1.14 [6] Sejam K um corpo de nimeros de grau n ¢ Ok o seu

anel de inteiros algébricos. Entdao
1. Todo ideal a nao nulo de Ok tem uma Z-base {ay, ..., a,}.

2. A norma de um ideal a ndo nulo de Ok satisfaz

Alay, ... o) 3
Dy .

N(a) = ‘

Demonstragao. 1. Pelo Teorema 1.7, O é um Z-mdédulo livre de posto n e
. . ) - . -~ i - ’
visto que o anel quociente =% ¢ finito entao a é um Z-mddulo livre também

de posto n, portanto admite uma base {ay,... ,a,}.

n
2. Seja {wy,... ,wn} uma Z-base de Ok e suponhamos o; = Y ¢;jw;;
i=1

Visto que O e a tém posto n entao

N(G) = # (%) = |det C,‘j| .
Pelo Lema 1.1,
Aloy,... 0] = (dete;)2Afwy,... ,wy)

(N(a))*. Dk

e a demonstracao estd concluida. O
Em consequéncia deste resultado, se a = (a) € um ideal principal entao

N(a) = |N(a)|.

Teorema 1.15 [6] Sejam K um corpo de nimeros de graun, Ok o seu anel

de inteiros algébricos € a, b ideais nao nulos de Ok . Entao
N(ab) = N(a).N(b).

33




Demonstracao. Pela unicidade da fatoracao e indugao sobre o nmimero

de fatores primos é suficiente provar que
N(ap) = N(@)N(p). (L1)

onde p é um ideal primo.

Provemos que

a o
#(a—p) = #(;) (1.3)

Para provar a Equagao (1.2) consideremos o homomorfismo de anéis

(I): Ok 5 Ok
ap a

ap+zr—a+4zx.

Ok

Observe que @ estd bem definida pois, dados ap + z, ap +y € =

Pap+2) = Plap+y) ® a+xr =a+y © r—y € a. A aplicagao P
é sobrejetiva e o ker® = {ap + z; x € a} = a/ap. Logo pelo Teorema do

Isomorfismo de anéis.

g
p K

[ e—

a

-5
ap

e. pelo Teorema de Lagrange,
OK a

Oxy _ 42(9%) ¢

ap a E

#( )-

Agora para provar a Equacao 1.3. observe que pela fatoracao inica a # ap

implica que a 2 ap. Mostremos que nao existe ideal b entre a e ap. De fato
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scaDdbDapentaoa 'aDa'bDalap, ouseja, Ox 2O a b Dp. Visto
que a 'b COk entao a 'b é um ideal, e sendo p maximal, temos a~'b = Ok
oua 'b=p,logob=aoub =ap.

Portanto para qualquer elemento b € -, tem-se
ap + (b) = a.
Fixado um elemento a € &, definamos a aplicagao

U: O — =

ap
T — ap + azx.

A aplicacao ¥ é um homomorfismo de Og-mdédulos e sua sobrejetividade
decorre da Equagao 1.4. Claramente o nicleo da aplicagao ¥ é um ideal que
satisfaz p C ker ¥. Desde que ker U # Ok e p maximal entao ker ¥ = p.
Pelo Teorema de Isomorfismo para médulos,

Ox
p

~

a
ap

a

#(up

Ok
) = #(T)

Portanto

N(ap) = #(25) = #(ZE)#(5) = N@N )

O

Teorema 1.16 [6/ Sejam K um corpo de nimeros de graun, Ok o seu anel

de inteiros algébricos € a um ideal nao nulo de Og. Entao

1. Se N(a) é um primo entdo a é um ideal primo.
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2. N(a) ¢ um elemento de a.

n
Demonstagao. (1) Seja a = [] pi™, p; primos, entdao
1=1

N(a) = H N(p:)™.

Logo N(a) & primo se n = 1, m; = 1 e portanto a é primo.

(2) Visto que N(a) = # (2£) entdo para qualquer = € Ok, N(a)z € a,

isto é, N(a)T = N(a)z = 0. Fazendo = = 1 obtemos N(a) € a. O
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Capitulo 2

Reticulados em Corpos de

Numeros

A proposta deste Capitulo é uma continuacao natural do capftulo
anterior, visando apresentar a Teoria Algébrica dos Niimeros necesséria a
plena compreensao das aplicagoes a serem desenvolvidas no préximo capitulo.

Tendo em vista a complexidade que se encontra quando se trata do caso
geral, restringiremos a familia dos corpos a serem considerados.

Iniciamos o estudo de corpos de grau 2. Neste caso caracterizamos
os corpos quadréticos, seu anel de inteiros algébricos e explicitamos seu
discriminante.

Em seguida introduzimos os corpos ciclotémicos, caracterizando os
polindmios ciclotémicos, descrevendo uma base integral e o cdlculo do
discriminante.

Vale ressaltar que apesar dos resultados enunciados no Teorema 2.2 e no
Teorema 2.3 serem de dominio piiblico a técnica aqui adotada é original.

Na secao destinada aos corpos abelianos incluimos o Teorema 2.4 e

o Teorema 2.5 cujas demonstracoes foram omitidas tendo em vista que




os argumentos utilizados nas respectivas demonstragoes fogem do espirito
deste trabalho. entretanto provamos o Teorema 2.6 que é uma consequéncia
imediata destes.

Em seguida introduzimos as definigoes de reticulado, empacotamento
esférico, densidade de empacotamento e densidade de centro.

Finalizando, definimos o homomorfismo canénico que é um método
algébrico para obtencao de reticulados e descrevemos um reticulado de R"
que é obtido pela representacao geométrica de um ideal J do anel dos inteiros
algébricos de um corpo de nimeros K de grau n, cuja densidade de centro
depende do discriminante de K, da norma de J e do menor valor assumido

pela funcao trago, sujeito a certas restrigoes.

2.1 Corpos Quadraticos

Nesta Secao introduzimos os corpos quadréticos juntamente com a teoria
necessaria para caracterizar seu anel de inteiros algébricos, base integral e
discriminante.

Sejam K = Q(0#) um corpo quadrdtico, ou seja, um corpo de nimeros de

grau 2, e
f(X)=X?4+aX +b=irr(,Z).

Podemos supor

20 + a = Va? — 4b,
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logo Q(0) = Q (Va2 — 4b). Por outro lado, a> — 4b é um inteiro que podemos

escrever como a’? — 4b = r%’d, sendo d um inteiro livre de quadrados.

Finalmente, Q(#) = Q(v/d) e deste modo provamos o seguinte resultado:

Proposigao 2.1 [6] Todo corpo quadritico ¢ da forma Q(v/d), sendo d um

inteiro livre de quadrados.

A determinacao do anel dos inteiros algébricos de Q(\/E) com d
um inteiro livre de quadrados, depende exclusivamente das propriedades
de congruéncia de d médulo 4. O Teorema seguinte apresenta esta

caracterizagao.

Teorema 2.1 [6] Sejam d um inteiro livre de quadrados ¢ K = Q(Vd).
Entio Ok = Z[w]|, com

Vd  se d =2 3(mod4)

I+2"/E se d = 1(mod 4).

w =

Demonstracao. I ébvio que Zlw] C Ok pois, sendo w = Vd, w é raiz

do polinémio irredutivel X2 —d € Z[X] e quando w = ﬁj@, w é raiz do

polinémio irredutivel X* — X + 124 € Z[X].
Reciprocamente, seja @ =7 + sv/d € Okg;r. s € Q. Se s =0 entdor € Z

e portanto o € Z C Z[w]. Podemos supor s # 0, assim
irr(o, Q) =X* — 2rX + (r? — ds?),

logo 2r, r? — ds? € Z e, consequentemente, (2r)? — d(2s)? € Z. Visto que
2r € Z entao d(2s)? € Z e mostremos que 2s € Z. Suponhamos que 2s ¢ Z,
ou seja, 25 = ﬁ com (z,y) = 1. Sendo y # 1 existe um primo p tal que

p? divide y%. Mas, para que d(2s)? seja inteiro é necessério que p? divida d,

contrariando o fato de d ser livre de quadrados e portanto 2s € Z.
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Fazendo r = %, s = ¥; u, v € Z, temos que u* — dv? € 4Z. Sendo u* =0
ou 1l (mod4) se d =2 ou 3 (mod4) a iinica possibilidade para u? — dv? € 4Z
¢ u=v =0 (mod2) e, portanto, & € Z[Vd]. Assim temos Ox = Z[w] se
d =2 ou 3 (mod4).

Entretanto. se d =1 (mod4), u? = v? =1 (mod4) também é admissivel,
ou seja, para que o = 3 + '3\/5! seja inteiro algébrico é suficiente que u e
v tenham a mesma paridade. Logo u — v = 2t o que nos dd u = 2t + v
ea=tl+v (“—2“) € Z[w] e, consequentemente, O = Z[w] se d = 1
(mod 4). a

No caso em que d = 2 ou 3 (mod4), {1,v/d} ¢ uma base integral de Z[/d]
e o discriminante vale 4d. Se d =1 (mod4), {1, 1_%,@} é uma base integral

de Z[%] e o discriminante ¢ d. De fato.

Dy = 1w = (—-2Vd)? = 4d

1 —vd

2

2
+3vd
1 1-1vd

Exemplo 2.1 Dado K = Q(i) entdo Z[\/—1] € o anel dos inteiros algébricos

Dy = = (—Vd)? = d.

de K e D = —4. Os monomorfismos de K em C sao o, a inclusao, oy a

conjugag¢ao complexa, isto ¢,
o1(r 4 svV=1) =r +svV/—=1 e ga(r + sv/—1) = r — s/—1.
Logo
Ngsg(r +sv/-1) r? + s?
Tri(r+ 3\/—_1) = 2r.

Exemplo 2.2 Dado K = Q(\/—3) entao Z [I—‘E] ¢ o anel dos inteiros de

2

K C@K = —3.




2.2 Corpos Ciclotomicos

Os corpos ciclotémicos desempenham papel fundamental na Teoria
Algébrica dos Nimeros. Como veremos a seguir é possivel caracterizar o
anel dos inteiros algébricos de um corpo ciclotémico e, consequentemente,
seu discriminante ¢ demais pardmetros.

2mi

Dado n um inteiro positivo, definimos £, como sendo e ™= . denominamos

n >
Q(&,,) o n-ésimo Corpo Ciclotémico e ¢,(X) = [] (X — &) o n- ésimo
i=1

(t,n)=1
Polinémio Ciclotémico.

2.2.1 Polinémios Ciclotéomicos

Com o objetivo de obter informacoes de Q(§,,), desenvolvemos nesta Segao

resultados explorando propriedades de ¢, (X).

Lema 2.1 [/] Seja n um inteiro positivo. Entdo

X" —1= ][] u(X).

din

Demonstragao. Sejam 1 =d; < dy < ... < dy = n todos os divisores de n.

Entao

n-—1 n—1

xt—1= J] x-€) [[ x-€&)-- [] &

i=0 i=0
(tn)=dy =1 (i,n)=dop (t,n)=dg

n—1 2

I_I (‘X - ‘Etn) = lrr')dL (X) s Qn(X)‘ pOiS dl = 1.
i=0 1

(i,n)=dy

; 5 i j/d
Observe que se d = (j,n) entao &, = i{,d. Logo

n-1 t—1 t—1

[[ x-&)=[I x-¢d =TI X-8&)=sx),

i=0 j=0 j=0
(i,n)=d (4,t)=1 (5t)=1
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L ¢ j =+ Repetindo o mesmo argumento em todos as fatores,

com t = p

obtemos
X'—1= Q;—i(X)CJ%(X) e O;I";(X)~

como % , 7 também sao todos os divisores de n e, portanto, a
a8

demonstragao esté concluida. g

Lema 2.2 [}/ Seja n um inteiro positivo. FEntdo o n-ésimo polinémio

ciclotémico ¢,(X) tem coeficientes inteiros, ou seja, ¢,(X) € Z[X].

Demonstragao. A demonstragao € feita por indugao sobre n. No caso em
que n = 1, temos ¢(X) = X — 1 € Z[X]. Suponhamos que vale para 2,
3,...,n—1 e provemos que vale para n. Sendo

X"—-1= H@d(x) = @n(X) H@d(X)-

din din
; d<n

e fazendo

H $4(X) = f(X) temos X" — 1 = ¢,(X).f(X),

d<n

com f(X) € Z[X] por hipétese de indugao.

Sejam

¢3n(X) = Xm+ﬂm_1Xm‘1+...+a0,
f(X) = X" 4+b, 1 X7 00 4 by;

b; € Z; j =1,...,r — 1. Queremos mostrar que a; € Z; t = 1,... ,m — 1.

Suponhamos que a;n-1,am-9,... .4y € Z € a,_1 & Z. Entao

Xn_l =erHr+(br—l+am—1)Xm+r_l +"‘+a(}bg
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e, concluimos. pela igualdade de polinémios que cada coeficiente de
Dn(X).f(X) & inteiro, logo a,-; € Z o que é absurdo, pois por hipétese

ay-1 ¢ Z. Portanto ¢,(X) € Z[X]. O

Lema 2.3 [/ Seja n um inteiro positivo. Entdo o n-ésimo polinémio

ciclotémico ¢, (X) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao. Seja f(X) = irr(€,,, Q) entao existe g(X) € Z[X], ménico,

tal que
on(X) = f(X).9(X)

e queremos provar que f(X) = ¢,(X).

Sejam K = Q(£,,), Ok o anel dos inteiros algébricos de K, p um ideal
primo de Ok e p € p um nimero primo, (p,n) = 1. Se & nao é raiz de f(X)
entao & é raiz de g(X). Tomando g(X) = by + b1 X + -+ + b X" tem-se que

1)
em —p"‘.

g(€h) = bo + bi&h + - + b (€))P = 0.

Consideremos o homomorfismo

e visto que p € p tem-se que @ é injetiva e, consequentemente, sobrejetiva

o O i .
pois =X ¢ finito. Assim

y(sﬁ) = bU g (blsn)p i Bl (bt‘E;)p

(bU o bl‘sn + s bff;)p = G




e. portanto,

g X)=(bo+ 01 X +---+ br_Xr.)"_

Sabemos que

X" =1 =¢,(X). [] ¢a(X) = £(X).9(X). [] #u(X)

din dln
d<n d<n

W)
por outro lado, em L—p‘i,

X =T=[(X)g(X).]] 0a(X) (2.1)

logo X® —1 tem rafzes muiltiplas, a menos que g(X) seja constante.
Derivando o primeiro membro de 2.1, obtemos nX"~! que tem 0 como tnica
raiz, pois p nao divide n. Como 0 nio é raiz de X" — 1, entdo X" — 1 nao
tem raiz miltipla. Com isso concluimos que g(.X) é constante e, portanto,
f(X) = ¢n(X). O

Em decorréncia dos resultados acima descritos, deduzimos que o n-ésimo
polindémio ciclotémico é o polinémio irredutivel de &, sobre Q. Denotando
por ¢(n) o grau de ¢, (X), obteremos nos préximos resultados informacoes

uiteis sobre a funcao ¢(n).

8
Lema 2.4 [/] Seja n um nimero inteiro positivo e [] pi* sua fatoragdo em
i=1

poténcias de primos. Entdo ¢(n) = [](p; — 1)p¥~"
i=1

Demonstragao. Faremos a demonstrac¢ao em duas etapas :
1¢ Etapa. ¢(p®) = (p — 1)p*!; se p é um mimero primo.

2¢ Etapa. Se u, v € N*, (u,v) = 1 entdo ¢(uv) = ¢(u)p(v).




Sabendo que ¢(n) = #{i =1,... .n: (i,n) = 1} entao quando n = p®, p

primo e a 2 1. temos que
0= Lo 4 p") =1) =" —#i =1 05 6,0°) > 1k
Mas

a—1

{i=1,...,p%(p") >1} = {p,2p,... ,p" 'p}

cuja cardinalidade é p* !, ou seja,

o(*)=p*-p* ' =p*(p-1).

Provemos agora a 2¢ etapa. Dados u. v € Z, (u,v) = 1, sejam

U= {i=1: ;0 G0)=1}e W=#=1,... 9409 =1},

com #U = ¢(u), #V = ¢(v) e #U x V = ¢(u)¢(v).
Seja

N UxV - (L)

u.v.a

(z,y) = zv+yu
Quando (z.v+y.u,u.v) = d > 1 entao existe um primo p tal que p divide
d, ou seja, p divide w.v e p divide x.v + y.u. Sem perda de generalidade
suponhamos que p divide u. Visto que p também divide z.v + y.u entao p
divide z.v o que implica p divide z ou p divide v. Mas (u,v) = 1 entao
p divide z. Por outro lado x € U entao p nao divide z, absurdo. Logo
(z.v + y.u,u.v) = 1 e portanto a funcio 7, estd bem definida. A aplicacao

v, € injetiva pois,

Y1-(Z1,9) Yo-(T2,Y2) & T1.U + Y1.U = To.U + Yo

10+ YU — Te.v — Ypu =0

(1.0 + y1.u) — (T9.v + Yp.u) € wv.Z.
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Dai. v.(z; — z3) + u.(y; — y2) = w.v.t logo v.(xy — x3) = u.t; o que implica
u divide z; — xy e, portanto x; = x,. Analogamente y; = y3. Visto que

(u,v) = 1 entao existem r € V' e s € U tais que
u.r = 1(modv) e v.s = 1(modu).

Assim, dados m € Z; (m,uv) =1,z € U e y € V tais que m.r = z(mod u)

e m.s = y(mod v) entao
m = z.v(modu) e m = y.u(modv). (*)

Afirmacao. m = z.v + yu(modu.v). De fato isto vale se w.v divide
m — (z.v+ y.u), ou seja, u divide m — (z.v + y.u) e v divide m — (z.v + y.u),

ou equivalentemente, u divide m — xz.v e v divide m — y.u. O que pode

ser visto em (), logo 7, é sobrejetiva e, portanto, bijetiva. Assim sendo,

#U x V = #(-%)*. Portanto ¢(uv) = ¢(u)¢(v). d

uvd

2.2.2 Base Integral e Discriminante

Destacamos nesta Secao o anel dos inteiros algébricos de um corpo
ciclotémico e seu discriminante.

De inicio consideramos p um mimero primo impar e ignoramos p = 2, pois
neste caso Q(§,) = Q. Em seguida exibimos o anel dos inteiros algébricos de

um corpo ciclotémico e seu discriminante.

Lema 2.5 [6/ Seja p um nimero primo impar. Entdo o anel dos inteiros

algébricos de K = Q(§,) ¢ Z[E,].

Demonstragao. Seja a € Ok, entao existem ao,... .a,-2 € Q tal que
p-2 .

a =Y a;&. Considere o elemento o, * — af € Ok, com k =0 p—2
ar iSpe - < ) - - L.,p Sp K Y
1=




p—2

T?'h'fi}(o‘f;;k —ofy) =Triq Z{I“f; Fie Z “EaH) =Pk

1=0 =0

Sejam by = pax, com k=0,... ,p—2e A =1-¢&,. Entao
= pag+ pf:lip +5e s Py zfp .
bo + b1€, + -+ - + by n€E7

co + (:1/\ + o4 Cp_g/\p_

p—2

:Z(_

j=i
-1

P :
Sendo p = [](1 = &;) € AOk N Z, entao pZ C AOgN Z. Visto que pZ é

i=1

um ideal maximal, temos
AOk NZ =pZ ou \Ox NZ = Z.

Se \OkN Z = Z entao 1 € MOk, isto é, 1 = Ar, para algum r € Og.
Aplicando Norma 1 = N(1) = N(\).N(r) = ps, s € Z que é absurdo, pois p
é primo. Logo 1 ¢ AOk e, portanto, A\Og NZ = pZ..

Vamos provar que cada ¢; € pZ por inducao sobre i. Sabemos que p,
pa. ¢;\' sdo elementos de AOk, i > 1 e pela Equacio 2.2, temos ¢y € pZ.

Suponha ¢; € pZ. com 1 <1 < k — 1. Entao segue
pla—s) = Nk + cepad + -+ cpa X7,
(-'{l+-"[/\+---+(;k_|,\"°_1

€= € Z[A].
D
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p-1 : .
Vistoque p = J[(1 = &) el —=§ = Asy, &5 € Z[E,] entao p = M1t com
o1 i=1
t =[] & € Z[§,]. Assim,

i=1

NN @ — ) = ¢ + Cpp A+ + g NP TF3

comp—k—1>0, logo ¢ € pZ e, portanto, Oy = Z[Ejp].

O Teorema abaixo enunciado encontra-se em varias referéncias e cujas
demonstragoes envolvem um grau de complexidade muito superior aqueles
utilizados neste trabalho.

Para nossa conveniéncia incluimos aqui uma demonstracao do mesmo

resultado usando apenas argumentos aritméticos.

Teorema 2.2 [8/ Seja n um inteiro positivo. FEntdo o anel dos inteiros

algébricos de Q(€,,) ¢ Z[E,].

Demonstragao. A demonstragao é feita por indugao sobre o mimero de
divisores primos de n. Sejam n = p%.g, p { g, K = Q(¢,), L = Q(&,)

A=1-&.em=¢(p*). Dado

@ =0ag+ C1€pm ++* + am-l£$_l &0y,

entao o(a) € O, para qualquer o € Autk = Gal(L/K).
Visto que 0(§,.) = f;';',u: (i,p*) = 1 sao todos os monomorfismos de K ()

em C e a é um inteiro algébrico entao

oi(a) = ap + alf;u s ssaie +am—]£;(:n-—l)

é também um inteiro algébrico e claramente um dos os é a identidade. Entao.

seja,




(m—1)

oy = oy(a) =a9+ a1€pa + - + Am-1§pa

o - k k(m-1)
am = op(a) =ag+ ﬂlfpo Foif am—lfpu

Colocando o sistema acima na forma matricial, temos

Sejam M = (£9),i=1,...,n,j=0,.... m—1, (i,n) =1e My, a

matriz obtida de M substituindo a i-ésima coluna por

&3]

' 2

det M; 44

.
Pela Regra de Cramer a; = =7

e do fato de §,. e a;s serem inteiros
algébricos, deduz-se que det M é um inteiro algébrico, logo det M;,; também
é um inteiro algébrico. Por outro lado, sabemos que det M = p", para algum
r. Assim pa; = det M;y; € O NQ(E,), logo

?(g)-1 _
prai= Y byt
=0

e, portanto,

,g'\.‘pa ’
1=0

com ¢; € Z[€,] e queremos mostrar que r = 0.
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Considere que p nao divide ¢;, ou seja, ¢; ¢ pZ[¢,] para algum 1.

Analisemos dois casos: Caso 1. Quando n = p°®. Neste caso cada a; é

um quociente de mimeros inteiros com uma poténcia de p no denominador.

Supondo 7 > 0 e reescrevendo a Equacao 2.3, obtemos

pPa=dy+diA+...+dp A" Hd; €Z (2.4)

p®

. xXpt
[T (X =) = i(Em, @) = pamr—ir = ire(6e, QLE,))

(£,p%)=1

a

entdo substituindo X por 1, temos [[ (1 —&..) = p, por outro lado.
i=1

(i,p%)=1

5
NiEpoyx(1=&e) = ] (1-6)

(i,p%)=1

NK{E;J“)/K(]' = 5:;0) =P

Visto que para qualquer grupo finito se fixo um elemento do grupo e

multiplico por todos os outros, obtenho o mesmo grupo sé que ordenado de

maneira diferente. Logo, fixando j, jt = i temos

; it j j (-1
1-€a 1-84 (1-8)A+at--+6Y)

) R g
1-g, 1-¢&, 1-¢

Analogamente.

Portanto

(1—&) = (L — &) 24,
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com &;; € Z[€.]*. Assim,

com § € Z[§.]".
Ja vimos que AO ¢ ideal principal e A\O N Z = pZ, pZ ideal maximal,
entao pela Equacao 2.4, dy € A\ONZ = pZ implicando que p divide d; e dal,

dyp = \".G.ep. Assim,

/\m--r_g._a /\m_q_(30+d1)\+--'+dm—i'\m_l

A o A

o que nos d4.
AP M= A" e +dy Hded s+ A AR

Portanto dy € A\O N Z = pZ implicando que p divide d;. Repetindo essa
argumentacao temos que p divide dy,... , d;n_; 0 que é absurdo, pois r é
minimo. Portanto a € Z[§,.].

Caso 2. Suponhamos que m tenha mais do que dois divisores primos, com
m = [Q(&,) : K], Q(&,) = K(¢p) e K = Q(&e ). n = p*.¢°.g; p ndo divide g,
g nao divide g. Por hipétese de inducao, suponhamos que o anel dos inteiros

algébricos de K ¢ Z[ﬁpa.g]. Dado a € O C Q(£,.).

a=by+ b€, + -+ byn)- (£2-1

com b; € Q e queremos mostrar que os bis € Z. Sabemos que &, = {;bfﬂ%.
q

Assim.

by_1
a=ag+a§p+-+ ayqr)- 1£§§q . ;

com a; € Q(& Logo existe r € N tal que ¢".a; € Z[{x], e precisamos
q

%)

mostrar que os a; € Z{Er_;)] Por outro lado. existem r, s € Z tais que
q

ol




pla € Z[E,] e ¢°.a € Z[§,]). Por Bézout, existem u. v € Z tal que

w.p".a+v.q°.a = 1. Como p".a € Z[£,] e ¢°.a € Z[£,] entdo
up .a+v.g’.a=(uwp +v.g’)a=ac [,
Portanto o anel dos inteiros algébricos de Q(€,,) é Z[E, ).

Teorema 2.3 [8] O discriminante do corpo K = Q(€,,) vale
o)
zinwwmqr

pn

D

Demonstragao. Pelo Lema 2.1,

X'—1= H‘Pd(X)
din

derivando os dois membros de 2.5, obtemos
Xm—1 X" -1
nX”'lzo’](X)( ,)+--°+d (X)( ,):
; 04, (X) % ¢4, (X)
em que dy,... ,ds sao os divisores de n.

Substituindo X por £, calculando a norma e usando a Proposi¢ao 1.5,

temos

n®M) — 4 K ,‘J'\'FKJ;-Q H ¢a(&n)

din
d<n

Assim.

nen)

Dy =+

A!KKQ ]._.[ Pd (‘En)

din
d<n

e(n)

)
Portanto, resta provar que Ng,q | [] ¢4(€,) | = [1p7". Fazendo.
din

n
d<n i

n—1

X-¢
Xn__l 3 z']:I{:)( n
On(X) On(X)
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obtemos

[T ¢a(x) = 1‘[ (X —€)

din
(i, n]‘>1

e, consequentemente,

n

Hg}dgn - H( _6:;): H (1_ :1_1

i=] i=1
(i,m)=>1 (i,m)>1

= H l,\K/“(l—ct i H I\TK,-‘Ql_{:‘ l)_

(1, n))l (£, n)}‘.l

n-1

I[I  Newel-&

g =2
J=1 . b;
(Ln)>1(7 =) P;

Quando n = p" ja vimos que Nk;g(1 — &,-) = p, e além disso, temos

1- &)
— I\P(E },r""‘(l — f )lK v.{'fp"')] = p[K n{ip”'}]

Nkl — &) = Noe,e(Nirae, )

J4 no caso em que n = nyny; (n1,ny) = 1 temos Ngjg(1 — £;r) =1 ‘Pe
fato, seja

n—1
Xt X +1=[[(X - &)

i=1

AVA
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Substituindo X por 1, obtemos

n—1

[[a-¢&)
i=1
ng—1 ni—1 n—1

[Ja-gm.[[a-¢. J] 1-¢&)

1=1 i=1 k=1
nytknatk

nyj—1

(R H(l—fn,) H (1-£)-

n1‘k ngfk

n—1 n—1
logol= T[] (1-¢&%) e. portanto, 1 = Ng/q [T (1-¢F
- k=1
nl:::,ﬂ]‘z'k nyitknatk

Diante de tais consideragoes, segue que

) plE QUpr)l go 0 —
Ji\'TK.-""JE(]' - Es ) = # (i,n) p

n
1 caso contrdrio,

By
mas (Ueremos, {t+ = p;’; (i,n) > 1. Sendo

1,n)

a1

n=pi -

s

*Ps

@] as—1

e 1—1=p,

entao,

n
(1 = l,?.‘-) = T;bj < a;.
py

s e s e Lo et =

. b = el - 5 -
Visto que v = 1,....p” — 1; p; nao divide v, entao existe um 1inico
l p_; pJ ?

veE{l,...,p—1} tal que

. n .
i=—v+l= O(mod p;).
p;

o4
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Logo (i — 1,n) > p; implicando b; = a; e, portanto,

n-1

H Nko(1— &)

i=2

b
_{l,njbl,{;ﬂ?} ".pj)

a: -1
J
P;_,

| ] T Py’
— £ 7
I\K;‘Q(l sn
i=—H-v+l
r;’
a; -
...‘,pjj =1,i=0(mod pj)

aj =1
Py &5 vt+up;

I1 Nio(l — & )

i:+v—1
p?

jui .})J- -1,i=0{mod pJ;)

r - l:.‘lt,'—{—mp_f
Nyl —¢ Ry )
u=0 4

viconveniente

[ a;-1
J
Py

ATl r = _ v+.upj
Hn : -:(ep;).r*:-("\ K;Q(ep;)(l EP;J )

[ a;-1

P’y 2.
-2 __ gutupiyo(n)/é(p,;?)
H A:-{e,,;);:(l Py ) ’
u=0

a

¢ =1 4
o{“lfO(PJ;JJ e : e(n)/pj-1
L Jj=1

Portanto

= [[p*™/ -1

pin

Dk




Exemplo 2.3 O discriminante de Q(E,) ¢ 28.5%, a menos de sinal.
Exemplo 2.4 O discriminante de Q(&3) € £3.

Observe que ja conheciamos o valor do discriminante de Q(§;), pois

Q(f:s) =Q(\/'_'3)

2.3 Corpos Abelianos

Dizemos que um corpo de mimeros K é abeliano se K é uma extensao
galoisiana dos racionais e seu grupo de Galois é abeliano.

Quando um corpo de nmimeros K estd contido em um corpo ciclotémico
segue, da Teoria de Galois, que K é um corpo abeliano. A reciproca desta

afirmacao também é vélida e aqui serd destacada como sendo:

Teorema 2.4 [8] (Kronecker - Weber) Dado um corpo abeliano K entdo

existe um nimero inteiro n tal que K C Q(&,,).

O céalculo do discriminante de um corpo de mimeros é definido,
originalmente, sobre uma base integral, cuja obtencao é, geralmente, um
problema complexo. Assim sendo, existem vérios resultados que permitem
obter o valor do discriminante de um corpo de mimeros sem conhecimento de
base integral. Dentre tais resultados destaca-se o Teorema de Hasse-Férmula

do Condutor-Discriminante ([8]) cuja consequéncia é o resultado abaixo.

Teorema 2.5 [5] Sejam p um nimero primo {mpar, r um inteiro positivo e

K C Q¢ ), [K : Q] = up’; p nio divide u. Entio Dk = £p*, sendo

pj+l__'1

v=ul(j+2)p - p—;

st




O préximo resultado explicita uma base integral para uma familia
particular de corpos de mimeros, que no caso em que K é uma extensao de
grau 3. ou seja, uma ciibica. serd uma ferramenta importante na manipulacao

dos exemplos do capitulo seguinte.

Teorema 2.6 Sejam K C Q(§,); p primo, r = [Q(Ep) : K], s = [K : Q],
0 = Toe,)x(&) € 9 € Z tal que 0, gera G = Gal(Q(E,)/Q). Entdo
K = Q(0) € Zoy(0) + -+ + Zoye(0) ¢ o anel dos inteiros algébricos de K.

Além disso.,
Dy = xplk - U1,

Demonstragao.  Inicialmente, devemos mostrar, que K = Q(0).
Evidentemente Q(0) C K, pois § € K.
Sendo

Gal(Q(E,)/K) = {04, 0ger... ,Ogra} €O =€ 4.+ £

entdao 04(0),... ,04(0) € Q(0), pois Q(#) é uma extensao galoisiana de Q.

Sejam ay, ... ,a, € Q tais que

a104(0) + -+ 4+ as04+(0) = 0. (2.6)

a+1i

Visto que 0,:(0) =& +--- +£gr'+i. se &3
<

tys+1y tos+in

:Eg .Comlﬁtl,tggr

el < iy, iy < sentao t; = ly € i; = iy. Com isso, a Equacao 2.6, pode ser

p-1 .
reescrita como Y b,-E;, = (), sendo

=1

{bsi=1,...,p—1}={azi=1,...,4 s}.

Por outro lado, {f,;: i = 1,....p— 1} é um conjunto linearmente
independente sobre @, logo b; = 0; 7 = 1,... .p — 1 e, consequentemente,

a;=0:i=1,... s ouseja [Q(0): Q] > s.




Jé que Q) C K e [K : Q] = s temos K = Q(). E claro que
Zog(0) + -+ + Zog(0) C Ok

pois, 04(0) € Z[{,] N K. Provaremos agora a reciproca. Seja, pois,
a € Ok entao existem ay,... ,a, € Q tais que a = i a;0,:(0), visto que
{04(0).... ,04(0)} & base de K/Q. Entao, como « é=IZ[§p] e repetindo o
argumento utilizado na demonstragao de K = Q(6), podemos concluir que

a; €Z,1=1,...,8; isto &,
Ok =Zog(0) + -+ + Zoys(0).

O valor do discriminante de K é obtido via Teorema 2.5.

2.4 Reticulados

Sejam V' um espago vetorial de dimensao n sobre um corpo K, A um
subanel de K e vy,... ,v,, 7 < n, vetores linearmente independentes de V.
Chamamos de A-reticulado com base (vy,... ,v,) ao conjunto dos elementos

da forma

com a; € A.
Doravante em qualquer citagao de reticulado. serd suposto que K = R,
A=Z,V=R"e r=n.

Dados um reticulado A com base (v{,....v,) e ¢{,....c, elementos
1y n 1 n

n
quaisquer de A, sejam a;; € Z tais que ¢; = Y. a;v;. E fato conhecido
=1

que uma condi¢ao necessdria e suficiente para que (cy,... ,c¢,) seja base de

A é que det(a;;) seja um elemento inversivel de Z.
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Exemplo 2.5 A = Z* ¢ um reticulado gerado pelos vetores e; = (1,0) e

€9 = (O 1)

Exemplo 2.6 A = {(a,b) € Z%; a+ b = 0(mod 2)} ¢ um reticulado gerado

pelos vetores vy = (2,0) e vy = (1,1).

Um empacotamento esférico em R™ é uma distribuigao de esferas de
mesmo raio em R" de forma que a intersecio de duas tenha no maximo
um ponto; chamamos simplesmente de empacotamento. Pode-se descrever
um empacotamento simplesmente indicando o conjunto dos centros das
esferas e o railo. Um empacotamento reticulado é um empacotamento em
que o conjunto dos centros forma um reticulado A de R"™ e, a menos
que se diga o contrdrio, doravante todos os empacotamentos considerados
serao reticulados, e quando o conjunto dos centros for A, dizemos que o
empacotamento ¢é associado a A.

Dado um empacotamento em R", define-se a sua densidade de
empacotamento como sendo a proporcao do espago R™ coberta pela uniao
das esferas.

A seguir, introduzimos os elementos bdsicos que possibilitarao obter uma
expressao para a densidade de um empacotamento.

Seja A C R™ um reticulado, com Z-base 3 = {m,,... ,m,}. Entao o

conjunto

Ra={xe R'z= Z/\,-m.,-.O LA <1}

i=1

é dita a regidago fundamental de A, com relacao a base 3.

*

O espago euclidiano R" é a uniao disjunta dos conjuntos
Co={zreRz=y+v,y€ Rz v €A}
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que sao translacoes da regiao fundamental Rz.  Consideremos um
empacotamento associado a A. Para o cdlculo da proporgao coberta pelas
esferas, basta calcular a proporcao na regiao fundamental R 3: é o que faremos
a seguir.

Fazendo m; = (my1,... ,min) ER", i =1,... ,n, o volume de R3, v( R3)

é o médulo do determinante da matriz

myy M2
LD Moo
M=

Mpy Mpz +++ Mnan

O volume de Rj independe da base 3, pois a matriz de mudanca de
base ¢é inversivel com entradas inteiras, ou seja, tem determinante £1, logo
faz sentido definir o volume de A como sendo o volume de uma regiao
fundamental, e serd denotado por v(A).

Apenas temos interesse pelo empacotamento associado ao reticulado A tal
que as esferas tenham raio maximo. Para determinacao deste raio, observe
que fixado ¢ > 0, a intersecao do conjunto compacto {z € R"; |z| < ¢} com o
reticulado A é um conjunto finito, logo o mimero Api, = min{|v|;v € A, v #
0} estd bem definido.

Note que p = Apin/2 € 0 maior raio para o qual é possivel distribuir esferas
centradas em cada ponto do reticulado A e obtermos um empacotamento.
Dessa forma, estudar os empacotamentos reticulados equivale ao estudo dos

reticulados. Com isto, quando citamos densidade do reticulado A, ficara
|

implicito que estamos falando da densidade de empacotamento com esferas

de raio p associado a este reticulado, e que serd denotada por A(A).

Denotando por B(p) a esfera com centro na origem e raio p, temos

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Volume da regiao fundamental coberta pelas esferas

Volume da regiao fundamental

v(B(p))

p"

o = VB

X conveniente o uso de um outro pardmetro. a saber a densidade de

centro, cuja expressao €:

8(A) = v’(’ o
Exemplo 2.7 Seja A Z" um reticulado de R", gerado pelos vetores:
u = (1,0,...,0), v» = (0,1,...,0),..., v, = (0,0,...,1). A forma
P = a2

quadrdtica |v + -+ + 22 assume o minimo quando um dos z; = 1

parai =1,... ,n e os demais nulos, € este valor € 1, logo p = % Visto que
v(A) = |det M|, e M neste caso € a matriz identidade entdo v(A) =1 e,
1

portanto, 6(A) = 5.

2.5 O Homomorfismo Candénico

Nesta Secao definimos o homomorfismo canénico de um corpo de
nimeros K, o qual usamos para descrever reticulados em R", originados
de submdédulos do anel dos inteiros algébricos de K.

Sejam K um corpo de nmimeros de grau n e g; : K — C, i
os monomorfismos de K em C. Se o; (K) C R diz-se que 0; ¢é real, caso
contrério o; é dito imagindrio. Quando todos os monomorfismos sao reais
diz-se que K ¢ um corpo totalmente real ¢ quando os monomorfismos sao
todos imaginarios diz-se que K é um corpo totalmente imagindrio.

Definimos, a seguir, o homomorfismo canénico para o caso geral. Sejam

K um corpo de mimeros de grau n. r; a quantidade de monomorfismos
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reais e 2ry a quantidade de monomorfismos imaginarios. Podemos ordenar

os monomorfismos ,.... .0, de tal modo que o,,...,0, sejam os

1
monomorfismos reais € 0, 4ry4+i = Ory 145 1 = 1,... .79 assim. o homomorfismo

candnico

é definido por:
ex(x) =(01(x),: i o 05 (B), BOrs i1 (2), L5, 41(&), 5 04 s RO 400 (8), I 0w 442 (2)),

com as notacoes [t(z) e I(z) representando as partes real e imagindria do

nmimero complexo z, respectivamente.

Teorema 2.7 [7] Sejam K um corpo de mimeros de grau n, oy,... .0pn 08

monomorfismos de K em C e M C K, um Z-mddulo livre de posto n com

Z-base {ay,... ,an}. Entao ox(M) é um reticulado em R™ com volume
v(og(M)) = 2772, |det(oi(;))] -
Demonstragao. Sendo {a,... ,a,} uma base de M, mostraremos que
{o(ay),... ,0(an)}
¢ uma base de og(M). No caso em K é totalmente real.
o) = (01(eu), ... ,on(ai)),

§= Lyvus i3t D)6




Aplicando as propriedades de determinante em D). obtemos
det D = det((0;(;)).

Por outro lado, sabemos que

Alay, ... ,an] = (det((0:i(q;)))?

(det D)? = Pall[s SO , W

e pelo Teorema 1.5, Alay,... ,a,] # 0. Logo det D # 0 implicando que
o(ay),... ,0(a,) sao vetores linearmente independentes sobre R.

Por construcao o(a;),... ,0(a,) geram og (M) logo {o(1),... ,0(an)}
¢ uma base de o, (M) e, portanto. o (M) & um reticulado.

Para o caso em que K ¢é totalmente imagindrio, prova-se com argumentos
similares que o k(M) é um reticulado.

Mostremos que v(ox(M)) = 2772, |det(0;(;))|, quando K é totalmente

imagindrio. Nesse caso

o(ey) = (Roy (), Loy (), ... , Ro (), L0, ().

Roy(ay) loy(ey) -+ Rop(ay) lop,(c)

Roy(an) loy(an) -+ Roe(an) Iom(on)
Somando & cada coluna de ordem impar multiplicada pela unidade

Imagindria 7 a coluna seguinte. obtemos a matriz

oi(ay) loy(ay) -+ o) lop,(ay)
Dy =

oi(an) loy(an) -+ op(an) lop,(an)
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Multiplicando as colunas de ordem par por —2i e a cada uma delas

adicionando a coluna anterior, obtemos a matriz

oi(a;) Ti(ar) -+ op(an) Trp(ay)
Dy =

o1(an) Ti(an) -+ Onlan) Trlan)
Em funcao das operacoes elementares aqui adotadas temos:
det Dy = (—2i)™.det D; e det Dy = det D.
Assim det D = (—2i) ".det Dy. Mas G; = 0,,4; entao
v(og(M)) = |det D| = 27", |det(0:(e;))]| .
O
Exemplo 2.8 Sejam K = Q(v6) ¢ M = Z[\V6] o anel dos inteiros

algébricos de K, com base {1,v/6}. Ji que K ¢ totalmente real entiory = 0,

logo,

v(ok(M)) = |det LoV 2/6.

1 -6

Exemplo 2.9 Sejam K = Q(v/-7) e M = Z {l—*‘z/z} o anel dos inteiros

algébricos de K. com base {1, -l-tE . Como K ¢ totalmente imagindrio
g ) g
entdo ry =1 €, portanto,

1 I4++v—7

1 :
v(iog(M)) = > det o 2__{
2

Teorema 2.8 [6/ Sejam K um corpo de nimeros de grau n, com
discriminante Dk € a um ideal nao nulo de Og. FEntdo o volume de ok (a)

em R"™, vale
I .
v(ok(a)) =27 |Dg|? .N(a).

64




Demonstracao. Seja {«y,... . ®,} uma base do ideal a e visto que Og C K,

segue pelo Teorema 2.7, v(0k(a)) = |det D|, sendo
|det D| = 27", |det(o;(;))] -

Por outro lado. temos

|A ey .an]|% = |®K|% N (a)

Ay, ... ,a,) = (det(o;(a;)))>

v(ok(a)) = 27", |Dg|? .N(a).

d
Chamamos de realizagdo geométrica de um ideal a ao reticulado o (a).
A expressao para a densidade de centro desses reticulados assume a forma
2?2 .pn
b(ok(a)) = —F—-
l@;{ | 2 N (GJ

Lema 2.6 Se¢jam K um corpo de nimeros e x € K. Entao

lok(2)]? = e.Tr/o(zT).

se K for totalmente real

se K for totalmente imagindrio.

Demonstracao. No caso em que K ¢é totalmente real. para r € K,

glE) = (01 (®); ... s0alr)): Assim,




ok(@)F = 01(@)* + - +0on(2)’ = 01(2%) + -+ + on(a)

01(2T) + -+ + 0, (2T) = Tig(2T).
Dado r € K e sendo K totalmente imagindrio, temos

ok(z) = (Roy(x),loy(2),... ,Roa(x),loa(z)) e

(Ro1(2))? + (Io1(2))* + - -+ + (Roz (2)*) + ([og(z))?
ay(z)ai(z) + - + oz (z)o2(2)
o(z)o(Z) + - + on(z)o2(T)

01(2T) + - -+ + 02 (2T).
Por outro lado,
Trio(aT) = 01(2T) + - -+ + 02(2T) + 71 (2T) + - -+ + 02 (2T).
Visto que 7(2T) = 0,(2T) entao
Triq(2T) = 2(01(27) + - -+ + 02(2T)),
l’)“:w\»‘,:Q.(;ﬁ) = 01(2%) + - - + 02(27).
Portanto |0 (z)|* = 3.Trk/q(27). O

Observagao 2.1 Fazendo t, = min{Try/q(zZ); * # 0, x € a} para um

corpo de mimeros K, entao:
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Gy GO ey

(S(U;‘-(a)) = = T = 1
|’-D,g| ._N(l'l) t@h'lz ‘A"(GJ I@;{P .i\r(ﬂ)

se K ¢ totalmente real ¢

"\ ¢ 3.(Lyn )3
§(ox(a)) = — - (2J _ (.1)
|Dk|? .N(a) D k|2 .N(a) D k|2 .N(a)

se K ¢ totalmente imagindrio. Portanto a expressao é a mesma para

ambos 0s casos.

Exemplo 2.10 Se¢jam K = Q(i) ¢ Z[\/—1] o anel dos inteiros algébricos de
K. Dado x = a+bi € Z[\/-1]. Entdo 2T = a® + b%, Trg(2T) = 2(a® + b?)
et=2. Visto que D = —4 e N(Z[\/—1]) =1 temos

S(ox(@VT)) = .




Capitulo 3

Chibicas e Aplicacoes

Neste Capitulo propomos o desenvolvimento de aplicagoes dos resultados
apresentados nos capitulos anteriores, mais precisamente: calcular a
densidade de centro dos reticulados obtidos.

Visto que se trata de um capitulo de aplicacoes, alguns resultados
enunciados serao demonstrados e outros nao; entretanto tais demonstracoes
se encontram na referéncia que acompanha o resultado.

Nosso maior desafio no cdlculo efetivo da densidade de centro é minimizar
a forma quadrética, caracterizada na fungao do traco relativo.

No caso dos corpos quadrdticos caracterizamos a forma quadrdtica e
calculamos a densidade de centro da realiza¢ao geométrica do anel dos inteiros
algébricos e de ideais principais.

Quando se trata do corpo Q(,) apresentamos trés expressoes para a
forma quadrdtica e observamos que no ideal principal gerado por 1 — &, o
menor valor assumido pela forma quadritica é 2.p. Visto que o discriminante
do corpo e a norma do ideal sao fungoes de p, a densidade de centro é uma
expressao em p.

Ao estudar os reticulados obtidos de cibicas. dividimos estas em duas
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categorias: cibicas nao galoisianas e cibicas galoisianas.

Na andlise das cibicas nao galoisianas, restringimo-nos aquelas da forma
Q(v/d), com d um inteiro positivo livre de quadrados.

Sob tais condicoes caracterizamos o anel dos inteiros algébricos e sua
forma quadratica. O valor minimo da forma quadraitica é obtido atribuindo
valores inteiros as varidveis e comparando os resultados ou utilizando-se de

métodos computacionais. No caso de um ideal do anel dos inteiros algébricos

de Q(\%_f) a forma quadrdtica é minimizada com valores inteiros e ainda

satisfazendo condigoes que caracterizam os elementos do ideal . Visto que
o discriminante de Q(+/d) é obtido pela Proposicio 1.5 e a norma de um
ideal principal é obtido como consequéncia do Teorema 1.14 calculamos,
explicitamente a densidade de centro de alguns reticulados; tendo obtido
0,1065 como a maior densidade de centro.

O Lema de Kummer é de fundamental importéncia neste contexto e se
encontra enunciado sob o Lema 1.7. Com este resultado podemos descrever
geradores de ideais primos e obter grau residual e indice de ramificagao.

Em se tratando das cibicas galoisianas sabemos, pelo Teorema de
Kronecker-Weber, que estas estao contidas em algum corpo do tipo Q(¢,,)
e, em vista da complexidade do caso geral, restringimos o nosso estudo as
ciibicas contidas em Q(&,-), p: primoe r > 1.

Esta restricao implica que p =3 er > 1 ou p é um primo congruente a
1, médulo 3.

Visto que. nestes casos G = Gal(Q(§,-), Q) ¢ ciclico entao a existéncia e
unicidade da ciibica contida em Q(§,-) é assegurada, via Teoria de Galois,
pela existéncia e unicidade do subgrupo de G de indice 3.

Esta mesma unicidade nos assegura que a tinica cibica contida em Q(&5-),

r > 1, ¢ a mesma contida em Q(&y), isto é, estudar a inica cibica contida
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em Q(&;-) equivale a estudar o corpo Q(&, + &;').

Analogamente, quando p = 1(mod 3), a iinica cibica contida em Q(&,-)
é aquela contida em Q(¢,).

Por isso, as ciibicas galoisianas que nos propomos estudar sao. em resumo,
Q&g + £3') e a tinica cibica contida em Q(&,), quando p é um primo
congruente a 1 médulo 3.

Finalizando, abordamos alguns reticulados de posto 3, nao obtidos pelo
Método de Minkowski. Para tais casos calculamos a densidade de centro e
constatamos que a maior densidade de centro obtida dentre todos os exemplos
foi justamente com essa metodologia, que julgamos ser uma generalizacao

daquela desenvolvida por Minkowski.

3.1 Reticulados em Corpos Quadraticos

Esta Segao tem a finalidade de calcular a densidade de centro de
reticulados de posto 2 em R2.

Sabemos que todo corpo quadratico é da forma K = Q(v/d), d um mimero
inteiro livre de quadrados e que seu anel de inteiros algébricos é Ok = Z[V/d]
se d é congruente a 2 ou 3 médulo 4, com D = 4d ou O = Z[%@] sed é
congruente a 1 médulo 4 com Dy = d.

Sejam a um ideal nao nulo de Ok e
ta = min{Trg/g(aq@); e € a.a # 0}.

Assim, no caso em que o ideal é o préprio anel. temos. pela Observacao 2.1:

5(0k(Ox)) = 1)

|®K|%-
Exemplo 3.1 Sejam K = @(\/6) Ox = 7’[\/6] e Dk 24. Dado
a =a+bV/b € Ok, a@ = a® + 2abv/6 + 6b%. Trig(aa) = 2(a® + 6b?)
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e to, =min{Trgg(aa); « € Ok, a # 0} =2(a=1 e b=0). Portanto

8(0k(Ok)) = —=  0,1020.

1V/6

Consideremos ideais principais do anel dos inteiros algébricos de um corpo
quadrético K.

Seja a um ideal principal nao nulo de Ok, a = yOk. Entdo og(a) é um
reticulado de posto 2 em R? e sua densidade de centro, pela Observagéao 2.1,
vale:

(3)

b(ok(a)) = 1 :
[Dkl® - IN()|

Exemplo 3.2 Sejam K = Q(v/10), Ok = Z[V10] € a o ideal principal de
Ok, gerado por v =1+ 2v/10. Dado a € YOy existem a, b € Z tais que

a = (a + 20b) + (2a + b)V10.
ad@ = (a + 20b)? +10(2a + b)? + 2.(a + 20b)(2a + b)V10

Trig(a@) = 2[(a + 20b)* + 10(b + 2a)?].

Assim t, = min{Trgg(aa); « € a, « # 0} =82(a =1 eb=10). Sendo
Dy =40 ¢ N(a) = [Ng/q(v)| = 39 temos

41
156110

Exemplo 3.3 Sejam K = Q(V5), Ok = Z[%&] e a o ideal principal de

O(ok(a)) = ~ (0.0831.

Ok, gerado por v =3 — 2v/5. Dado o« € YOk existem a,b € Z tais que

7 1
a=(3a-— 53)) + (—2a + Eb)\/g

!




Logo

T i | 7 i
a@ = (3a = 5b)? + (~2a+ 5b)*5 + 2(3a - ~b)(~2a + S5

el LB / y I 1%
I'rig(a@) = 2[ (3a — Eb)‘2 + 5(—2a + §b)2]'

Atribuindo valores inteiros para a e b nao todos nulos, concluimos que
ta = min{Trg/g(ad); a €a, a# 0} =27 (a=0eb=1). Sendo Dg =5 ¢
|Nk/o(7)| = 11 temos

27
ox(a) = = ~ 0. 2744

Exemplo 3.4 Sejam K = Q(v/=3), Ok = Z[w] e a = a + bw € Ok, com
W = lig Entio o = a* + ab + b?, Trgg(aa) = 2(a® + ab + b?) €
to, = min{Trgg(a@); « € O, a # 0} =2 (a=0¢eb=1). Visto que
Dy = —3, temos

1
§(ox(Ox)) = S5 ™ 0,286,

Afirmacgao: Quando K é um corpo quadrético totalmente imaginério e
a ¢é um ideal principal do anel dos inteiros algébricos de K, a densidade
de centro de og(a) é a mesma de og(Ok). De fato, sejam a = aOk
um ideal principal de Ok e z € a, z = al; | € Ok, entao =T = aall e
Tryg(eall) = 2(aall). Mas

= ey,

LTy /q(acll) Vi
2 ]

2
logo, pao, = IN(@)|.po, e, portanto.

2’pl?kt'.);" T 2'.931;\’

(5(0’}"(0{0}\')) = 1 B 1
Dk|? - IN(e)|  |Dk|?

= 8(ok(Ok)).




3.2 Reticulados em Corpos Ciclotémicos

Dado um inteiro n, seja Q,,(X) a forma quadratica definida por

Qn(X) = Qu(X, ZX + Y (X=X

1<i<j<n
Note que Q,(X) é positiva definida, simétrica e Q,(—v) = Q,(v); v € R™.

Teorema 3.1 [1]
1. Dados ay,... .a, nimeros inteiros, com r < n, seja
F(X,-.+.1,. Ve Xﬂ) = Qn(ale- oy .CI,-,Xr+1,. &5 an)-

Entao o menor valor que F' assume, com entradas inteiras. € em

D iy
Y, ... y), sendo y= |&=2=12
(v, y y) Lr+1

e |z] denota o inteiro mais prézimo de z
2. Seja H : N — R definida por

H(a) = min{Q(a,as,... ,a,); (as,... ,an) € Z"'}.

(n+1). (’-‘2—) se a ¢é par
(n+1).(=5 a% 41

H(a)

1Y—1 se a é tmpar.

A funcao H acima definida é crescente, logo o menor valor que Qn(X)

assume ¢é n, quando a = 1.
p—2
Sejam p um mimero primo, K = Q(§,) e @ = Z a,,cfp € Z[¢,). Sendo
P p-2 F

[ —-C‘_:I v — X 3
=&, ternoso.«-Za y B

s+ a2_,) + (a0ar + - + ap3a,2) (€, + &) +

++ (ao@p-3 + a18p—2) (8% + &, 7Y) + aga, »(272 + & P7Y)
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Por outro lado, fazendo ov; = \E;—I—E;" e Ai = apa;+a1a; 41+ +ap 9 a0, o,
temos aa = Ao+ Aja; + -+ + Ap_205_2. Mas Trg/g(e;) = —2 entdo
?11";\'.‘ Q((’Ea) = (p s 1)."1{) = 2(.’1; + .‘12 + -4 .‘lp_-)_)
= (p—1)Ao—2(apa; + -+ +ap-3a,-5 + aoas + -+ + ap_4ap_2 +

+. e 4 (Inap_:; + (1;(1;,..2 + aﬂap—'Z)

p-2 -2
Trgplaa) =p Z ar — [Z al +2 Z a,-aj]

i= i=0 0<i<j<p-2

e, portanto,

TTK;.Q (a&) = . ? : ; . (31)

Entretanto, fazendo algumas operac¢oes simples com o segundo membro
da Igualdade 3.1, podemos apresentar Tx/q(a) em duas outras maneiras:

p—2

Tryglaa) = Z a? + Z (a; — a;)? (3.2)

i=0 0<i<j<p-2

Trio(ad) = d2(P,0) + (p — 1)d%(P, A), (3.3)

sendo P = (ag,...,a,3) e d*(P,0) o quadrado da distancia euclidiana de
P até a origem e d*(P.A) o quadrado da distancia euclidiana de P até a
diagonal de RP~ !,

Podemos verificar que a Expressao 3.2 é a imagem da forma quadratica
Qp-1(X) calculada em (ao,... .ap_2).

Portanto, quando K = Q(&,)

to, = min{Trgg(at); o € Og,a #0} =p—1.

K

4




Vamos considerar ideais principais nao nulos do anel dos inteiros
algébricos de um corpo ciclotémico e calcular sua densidade de centro.

Com a notacao acima. seja p = MOk o ideal primo de Ok, com \ = 1—&,
p-2 _ p-2
Dado @ € p, @ = ) a;§, tem-se @ = ) a;(modp), pois §, = 1(modp).
i=0 i=0
p—2
Entao a € p se, e somente se, Y a; € pNZ = pZ. Visto que 1 — § EP
=0
e @Q(1,-1,0,... ,0) = 2p entao

ty, = min{Try,g(a@); @ € p,a # 0} = 2p.

Visto que N(p) = N(\) = pe Dk = £p* % entao

6(ak(p))

No caso do anel, temos

Quando p = 3, temos

e p = 5, temos

Slawlp))= 4%5 ~ 0,1118.

Passaremos a calcular a densidade de centro de ok (p*), i > 1.
Dadas as condi¢oes para um elemento de O pertencer ao ideal p?,
precisamos encontrar o minimo que a forma quadrdtica assume nos elementos

de p* para. efetivamente, calcular a densidade de centro de o g(p?).
Teorema 3.2 [2] Sejam K = Q(£,) e p = (1 —§,)0k. Se a € p,
=100 f’%’ s entao Tryg g(a@) > 2.p.i.

(K9
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Pelo Teorema acima e pelo fato da norma ser multiplicativa, temos:

p:2d §

_

2
ol
2

;
p

A tltima expressao acima é maximizada, via derivacao, no valor '2{’1_T1p para
i. Evidentemente deveremos tomar ¢ como sendo um mimero inteiro préximo

de 21,
2lnp

Para p = 5 temos % ~ 1,24 e i = 1 j4 conhecemos e quando 7 = 2

temos

§(ok(p?)) = L = ~ 0. 0894.

1
5v5
3.3 Cubicas nao Galoisianas

Nesta Segao damos inicio ao estudos de casos particulares de ciibicas, com
o objetivo de obter reticulados de posto 3 em R>.

Devido & complexidade do caso geral, aqui enfocaremos as cibicas da
forma Q(v/d) sendo d um mimero inteiro livre de quadrados.

Os objetivos aqui sao a determinagao do anel dos inteiros algébricos
de K = Q(v/d), o discriminante de K, a forma quadrética associada e a
descricao dos reticulados obtidos em R® a partir de ideais ordindrios de Ok.

Para atingir tais metas, faremos uso do Lema de Kummer e de demais
tépicos da Teoria Algébrica dos Niumeros, desenvolvidas nos capitulos
anteriores.

Sejam d um inteiro livre de quadrados, 6 = V/d, K = Q(0) e Ok o anel
dos inteiros algébricos de K. Visto que Ok é um subconjunto de K entao,

dado a € Ok existem ag. a,.a, € Q tais que o = ag+a,0+a»0% O polinémio
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irr(0, Q) ¢ X*—d e suas raizes sao 0, 0, 062 e X2+ X +1 = irr(£;, Q). Sejam
01, 09, 03 0os monomorfismos de K em C tal que 0, ¢ a inclusao, 05(0) = 0&,4

e 03(0) = 0€2.

Dado a € K, se ; = 0;(0): i = 1, 2.3 entao o polindbmio caracteristico de

(X —a)(X — ag)(X — a3)

.X'i == .XJ(GLI + g + (.'t3) + X((lll’_l:g + a3 + 0:'2(}.3) — (1o lky
Fazendo os cédlculos e respectivas substituicoes. obtemos

Q1 + Qo + a3 = 3&(},
Qg + ey + (ipxg = 3&% - 3a1a2d.

Qg = ad — 3agajasxd + d(a} + a3d).

Portanto

fa(X) = X:i = 3anX2 + (30% — 301&2d)X — [ag — 3a0a1agd + d(a‘? + agd)]

Da definicao de elemento inteiro, tem-se:

30.[) € Z
a € O & 3ak — 3a1a,d € Z
ap — 3aga asd + d(a3 + add) € Z.
Afirmacao. 00xNZ = dZ. Defato.d € Zed € 0Ok entaod € 0OkNZ,
logo dZ C Ok N Z. Seja 0y € 00k N Z entao existe n tal que Oy = n.

Aplicando a norma, obtemos

N(07) = 0°N(y) = dN(y) = n?,




o que implica d divide n®. mas d é inteiro livre de quadrados. entdo d divide

n. Logo 0 € dZ e, portanto. 00 N Z = dZ. Por outro lado,

TT‘K/Q(O’}’) = o,(0v) + 0‘2(9’}*) + clr3(0'}') = 0o, ("}) o 0&3”2(7) + 05303('\0

O(a1(7) + E302(7) + 530‘3(’}’)) = fw

e visto que o traco de um elemento inteiro algébrico é sempre um nimero

inteiro entao fw = m; m € Z, ¢ assim w = 3 € K. Além disso,

Triq(ab) Triq(ael + a,0% + ayd) = 3a,d € dZ,
Tri(ad?) Trisg(agd® + ayd + 0d) = 3a,d € dZ,

logo 3ag, 3a,, 3a, € Z e, consequentemente, podemos supor

bo b

by .
= — 4 —8 + =52 ; : 1 =128
1o 3+3 -1-39 EO,b;eZ; i=1

o . P r r.
o =cy+c10 + 0 + gﬂ - 7;9 - —5202:

com ¢; € Zer; € {0,£1},i=1,2,3. Visto que a é inteiro algébrico se, e

somente se, 22 + 20 + 26% também o &, podemos concluir que:
3 3 3 s 1

ro € Z
a€ O & 3[(1?)3 - %%zd] € Z
(3P -332.3.3d+d[(3) +(R)d)] e Z
ou seja,
(rn}Q- rirod
A T Z

(rn}“—-?rnnr2d2+7di(f1)3 td(ra)?| &% .
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Agora analizemos todas as possibilidades para r; € {0, +1}.

(ro)®—3rorired+d|(r1)3+d(r2)3)
27

0

(d—1)*
27

(—d*+4d+1)

27
(d+1)?
27
(=d?-4d+1)
27
(d2+4d—-1)
27
~(d+1)*?

27

(d*-4d-1)

27

—1] -1 —(@-1)

27

Da tabela acima temos o seguinte

Teorema 3.3 Sejam d um inteiro livre de quadrados, 0 = V/d, K = Q(0) e

Ok o anel dos inteiros algébricos de K. Entao
Z[6] se d % £1(mod9)

Ok =4 Z+Z0+Zv sed=1(mod9)
Z+7Z0+Zy sed=—1(mod9),

1+6+6°
3

1-0+862

comw = ey= %

Sejam d um inteiro livre de quadrados, § = Vd, K = Q(vd) e Ok
o anel dos inteiros algébricos de K. Dado o € K, a = a + b + c6? ¢
visto que 7, = 1 o homomorfismo canénico ox de K em R?® é dado por

ok(a) = (a, Roy(a), Ioy(a)) e. portanto.
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o’ + a9()72(a) = o + g9() o9 (Q)
(a+ b0 + c0®)? + (a + bOE, + c0°E3) (a + bOEE + cO%E,)
2a° + 2b°0° + 2¢°0" + abf + bed + ach?
2a” 4 2(b0)% + 2(c6%)* + a(b0) + (b0)(ch?) + a(ch?)
::2{202 + 2(b0)% + 2(c6%)? + (a + b0)? + (b0 + c6%)? + (a + c6?)}
A forma quadrdtica é minimizada em a = 1, b = ¢ = 0, assumindo o valor
2, logo p = Jg Visto que D = £N(f'(0)) = £27.d* entao a densidade de

centro de ok (Ok) &

2.(v2/2> 1
V272 36.d

6(ok(Ok)) =

Quando d = 2, temos

1

Exemplo 3.5 Sejam K = Q(0), 6 = /2, Z[V?2] o anel dos inteiros
algébricos de K e¢ X — 2 o polinémio irredutivel de V2 sobre Q.

Consideremos o ideal 3Z C Z. O polinémio X* — 2 fatora-se como:
X% - 2= (X +1)%(mod 3Z[X])

e pelo Lema de Kummer, 30k = p, p = (3,0+ 1) sendo o inico ideal primo
de Ok acima de 3Z, cujo grau residual é 1 € a norma ¢ 3. Além disso,
ro =1 e Dy = £27.4. Assim para calcular a densidade de centro do ideal
primo ok (p). precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado
a € Ok, a = a+bl+ch?® ¢ como p estd acima de 3Z e = —1(modp) entdo
a € p se, € somente se, a —b+c € pNZ = 3Z. Nosso prérimo passo €

minimizar a forma quadrdtica

lok(@))? = %{2.«3 + 2(b0)% + 2(c6%)? + (a + b0)* + (a + c6?)% + (b9 + c6*)?},
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para valores de a, b, ¢ € Z que salisfazem a condi¢do a — b+ ¢ € 3Z.
Analizando todas as possibilidades, temos que a forma quadrdtica |og ()|’

assume o menor valor quando a = 1, b = 0 e ¢ = —1 ¢ este valor €

—6% + 40 + 2. Logo,

vV—0°4+40+2

2

2.(V—0"+40+2/2)° (V60" +40+2)°
6.v/3.3 B 8.9.v/3

Exemplo 3.6 Segjam K = Q(0), 0 = 32, Z[\3/§] o anel dos inteiros
algébricos de K e X® — 2 o polinémio irreduttvel de /2 sobre Q.

8(ak(p)) = =0,1021.

Consideremos o ideal 5Z C Z. O polinémio X* — 2 fatora-se como:
X?—2=(X-3)(X?+3X —1)(mod5Z[X])
e pelo Lema de Kummer, 5Ok = p1.pa, sendo
pr=(5,0-3) e p,=(562+30-1)

os tdears primos de Ok acima de 3Z, cujos graus residuais sao 1 e 2,
respectivamente. Além disso N(py) =5, N(ps) = 5%, 1 =1 ¢ Dg = £274.
Assim para calcular a densidade de centro do ideal primo ok (p;), precisamos
apenas determinar o raio de empacotamento. Dado o € Ok, & = a+ b+ ch?
e como p; estd acima de 5Z e 6 = 3(modp,) entdo a € p, se, € somente se,

a—2b—c€pyNZ=>5Z. Precisamos entao minimizar a forma quadrdtica

lok(0)]® = %{2{12 + 2(0)% + 2(c6?)% + (a + b0)? + (a + cb?)* + (b0 + c6°)?},

para valores de a, b, ¢ € Z que satisfazem a condi¢ao a — 2b — ¢ € 5Z.

; s g ; D)
Analizando todas as possibilidades, temos que a forma quadritica |o g (c)
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assume seu valor minimo quandoa =1.b=1ec = —1 ¢ este valor é 0> +50.

Logo,

V6% + 50

2.(VO*+50/2)° (V0 +50)°

b(ok = =

(ok(p1)) 6./3.5 12073
Exemplo 3.7 Sejam K = Q(0), 0 = /2, Z[V2] o anel dos inteiros
algébricos de K e X® — 2 o polinémio irredutivel de /2 sobre Q.

=0, 1066.

Consideremos o ideal 2Z C Z. O polinémio X* — 2 fatora-se como:
X? - 2= X3(mod 2Z[X])

e, pelo Lema de Kummer, 20 = p*, p = (2,0) sendo o inico ideal primo
de Ok acima de 27Z, cujo grau residual é 1 € a norma é 2. Além disso,
ro =1eDg = £27.4. Assim para calcular a densidade de centro do ideal
primo ok (p), precisamos apenas encontrar o raio de empacotamento. Dado
@€ Ok, a=a+bd+ch® € como p estd acima de 27 € § = 0(mod p) entdo
a € p se, € somente se, a € pNZ = 2Z. Nosso prérimo passo é minimizar

a forma quadrdtica

2 1 " P ; : .
ok (@) = 7{20* +2(b0)* + 2(c6)? + (a + b9)* + (a + cf?)? + (b0 + c6%)?},

para valores de a, b, ¢ € Z que satisfazem a condi¢ao a € 2Z. Neste caso a
Lis 2 o
forma quadritica |0k (@)|” assume seu valor minimo quando a =0, b =1 e
T : 002
c =0 e este valor ¢ 20°. Logo,

26°
p = =

2

2.(5)° 2

1
- - ~ 0. 0680.
6./3.2 12./6 6.6

6(ok(p)) =
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3.4 Cibicas Galoisianas

Na Secao anterior estudamos apenas as cibicas nao galoisianas da forma
Q(v/d). d um inteiro livre de quadrados e na presente Segao nosso enfoque
serd as cibicas galoisianas, que pelo Teorema de KronecKer-Weber estao
contidas em algum corpo do tipo Q(&,).

Os objetivos aqui sao a determinacao do anel dos inteiros algébricos
da cibica galoisiana. seu discriminante, a forma quadrética associada e a
descricao dos reticulados obtidos em R® a partir de ideais ordindrios, com
énfase para o calculo da densidade de centro.

Para tanto, faremos uso da Teoria de Galois e outros tépicos da Teoria
Algébrica dos Nimeros, desenvolvidas nos capitulos anteriores.

Tendo em vista a complexidade do caso geral, restringiremos o nosso

interesse aos corpos Q(§,-). p primo. r > 1.

Lema 3.1 Sejam p um nimero primo, r > 1 € L o corpo ciclotémico Q(,-)

de grau (p — 1)p™~'. Entdo L contém uma cibica se, e somente se, 3 divide

(p—1p".

Demonstragao. Visto que o grupo de Galois de Q(,-) sobre Q, G ¢

isomorfo ao grupo ciclico (I%)' de ordem (p — 1)p"~

Grupos Finitos, dado d um divisor de (p— 1)p"!. existe um tinico subgrupo

I entao, da Teoria de

r—1

H de GG; de ordem d. Em particular se 3 divide (p—1)p"~' existe um subgrupo
H de G de ordem 3 o qual fixard a ciibica contida em Q(&,-). O

A condicao 3 divide (p—1)p" ! é satisfeita quando 3 dividep—1oup =3
egr >1,

No casop = 3er > 1, pelo Lema 3.1, é suficiente estudar a ciibica contida

em Q(&y)-
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Exemplo 3.8 Dado L = Q(&) a tunica cibica contida em L é K = Q(6)
com O = Eg+ &' . Mostremos que o anel Ok ¢ Z[0). Temos Z[0) C Ok € por
outro lado, Ok C Q(0) logo existem a. b, ¢ € Q tais que
« a+ bl + c6?
a+bE+8& ") +c(€+8)
a+b(§ +85") +c(€s+E" +2).

Sendo irr(€y, Q) = X® + X? + 1 entdo &' = =& — & € €52 = €3 — &,.

Portanto o = (a + 2¢) + (b — ¢)€g + (c — b)EZ — €4 — bEd.

Visto que 6 € O C Op e {1,&,...,£} é base integral de @, entao
temos a. b, ¢ € Z e, portanto, Ok = Z[6)].

Sendo 0 = & + &', temos f(X) = X* —3X 4+ 1 = irr(0,Q). Dado
v=a+bf+ch* € K o homomorfismo canénico o de K em R? é dado por
ok (v) = (01(7),02(7),04(7)) e, consequentemente,

lok(V)]? = Trie(¥¥) = Tri(y?) = 3(a® + 4ac + 6¢% + 2b* — 2bc)

3(a+2¢)® + (=b+c)® + b2+ 7.

Atribuindo valores inteiros para a,b e ¢ temos que a forma quadrética

2 s .
|ok (7)|” assume o valor minimo 3, quandoa =1, b =c =0 e assim p = 3?

Pelo Teorema 2.5, D = £81 portanto

3

Exemplo 3.9 Seja p o ideal principal de Ok gerado por (2 — 0). Dado
a=a+bl+ch? € Ok e visto que p estd acima de 3Z e § = 2(modp) entdo
a € p se, e somente se, a — b+ ¢ € 3Z. Atribuindo valores inteiros para a, b
e ¢ temos que a forma quadrdtica

lok(@)” = 3[(@+2¢)* + (=b+)* +b” + ]

34




assume o valor minimo 9 ema =b=1¢ec = 0. logo p = % Visto que

N(p) =3 e Dg = £81 lemos
6(ok(p)) =

Quando p = 1(mod 3) ¢ suficiente estudar Q(§,), pois a ciibica contida
em Q(§,) estd contida em Q(§,). Nestas condigdes existem infinitos
mimeros primos, devido ao Teorema de Dirichlet para primos em Progressao
Aritmética.

Sejam p um mimero primo, L = Q(&,), Z(§,) o anel dos inteiros algébricos
de Le K C Q(&,), [K : Q] = 3. Pelo Teorema 2.6. K = Q(6). 6 = Trr/k(&,)
e O = Z0 + Zo(0) + Zo*(0), com {Idk,0,0%} = Gal(K/Q).

Seja a = agh + a,0(0) + a20%(0) € Ok. Sendo K um corpo real e o o

homomorfismo canénico de K em R?, temos: ok () = (a,0(a),0%(a)) e

|0K(0:)|2 = (ag + af -+ (l%) + (%1)[(&0 e 01)2 + ((10 - a2)2 + ((11 b a-z)?].

O menor valor que a forma quadrdtica acima assume é 3, quando

ap = a; = a9 = 1. Logo p = 325 e visto que Dy = ﬂ:le"Q'l‘l = :tp2

temos

5 Gl
(ck(Ok)) = —_—

No caso p = 7, temos

¥Y3\3  q ff
0(ok(Ok)) = ( "f,) = 55—\/;3 ~ 0.0926

e quando p = 13, temos

23 33 .
§(ok(Ok)) = 2 Tog ~ 0-0500.




Exemplo 3.10 S¢jam K uma cibica contida em Q(€,) ¢ Ok o anel dos

inteiros de K. Dado o idealpy = (1-§,)OxNOk e = af+bo(0)+co?(0) €
Ok. Entdo o € pg se. e somente se. a + b+ c € pZ. Visto que N(pg) =p
e Dg = tp?, temos

(A;@)S B 1

2N

6(ok(pk)) =

Quando p = 7, temos
(T _ 1
7 2y/i4

6(o(pk)) = ~ 0, 1336.

3.5 Outros Reticulados de Posto 3

Nesta Segao abordaremos os reticulados de posto 3 em R®, obtidos
via representagao geométrica de Z-mddulos de anéis de inteiros algébricos:
imitando, sob um certo ponto de vista, o Método de Minkowski para ideais
ordindrios.

Este procedimento generaliza o Método de Minkowski e portanto, em
principio, capaz de gerar resultados mais abrangentes.

Aparentemente este fato serd ilustrado a seguir, isto é, nao se conhece, até
a presente data, a representacao geométrica de um ideal em algum corpo de
nimeros de grau 3 cuja densidade de centro coincida com a de Aj; entretanto
exibiremos um reticulado de posto 3, com a mesma densidade de centro de
A3, no entanto obtido a partir de um Z-mdédulo contido em uma cibica.

Sejam f(X) = X3 +aX?2+bX +c;a,b c € Ze a, B, v as raizes de
f. Para que «, 3, v sejam reais é necessério e suficiente que a derivada de
f se anule em dois pontos distintos, digamos z; e xy, € que f(x) e f(x3)
tenham sinais distintos, isto é, f(z2) < 8 < f(x;), admitindo, sem perda de

generalidade, que x; < x,.




lste comentédrio é resumido formalmente no seguinte resultado:

Lema 3.2 [5] Sejam f(X) = X* +aX*+bX +c:a.b.c€Z ea. B3, 7 as

raizes de . Para que o, 3, v sejam reais € necessdrio € suficiente que

2a — 9ab + 27c

a? —3b >0 e que (Va2 — 3b)® > 5

Demonstracao. Sendo f(X) = X® + aX? + bX + ¢, a sua derivada é
f(X) =3X? + 2aX + b, cujas raizes sao:

—a+ va?—3b
3 ,

2 XT9g =

Dai, a necessidade de a? — 3b ser um mimero positivo. Agora

—a — va?—-3b,, —a — va* — 3b
flo) = (=P +a(——=) + Y

1 ; .

2—7(2a3‘ + 2a*va? — 3b — 9ab — 6bva? — 3b + 27c)
ES
27

—a—+va2-3b
3

)+

(2a® + 2(a® — 3b)Va? — 3b — 9ab + 27c)
e, portanto, f(z;) > 0 se, e somente se (Va?—3b)® > w

Analogamente,

s 7 _ - - 7
a+ \/3a db)3 ol a—+ \/3& Jb)? b

1
2—7(2a3 — 2a*Va? — 3b — 9ab + 6bV a2 — 3b+ 27¢)
%(2&3 — 2(a® — 3b)Va? — 3b — 9ab + 27c)

f(z2) (

—a+ Va*—-3b
3 )+ ¢

e, portanto, f(zy) < 0 se. ¢ somente se (vVa? — 3b)> > —w. Tendo
em vista que a reciproca ¢ imediata isto completa a demonstracao do Lema.
a

Considerando a desigualdade (va% — 3b)* > w do Lema 3.2,
podemos elevar ambos os membros ao quadrado e obtemos uma outra

desigualdade. a saber:




Coroldrio 3.1 [5] Sejam f(X) = X*+aX?+bX +c;a,b,c€Zca. 3, v

as raizes de f. Para que «, 3, v sejam reais € necessdrio e suficiente que
a?—-3b>0c¢ c(27c + 4a° — 18ab) < ?}2((12 — 4b).

Das relacoes de Girard, sendo a, 3, v as raizes de

f(X)=X?+aX®+bX +c,

podemos deduzir que:
a+3+v=—-a
af+ay+pBy=>b
afy = —c
Sejam f(X) = X3*+aX?+bX +c;a,b,c € Z e a, 3, v as raizes de f.

Supondo

3 _ D
(m)3 S 2a ggb+ 27c ‘

v = (e, 8,7),

vy = (7,0, ),

v3 = (8,7, a)
trés vetores de R® ¢ A o reticulado de R?® gerado pelos vetores vy, vy, v3. A
densidade de centro de A é dada por

p.'!

|det T'|”
sendo T a matriz de ordem 3 cujas entradas sao as coordenadas dos vetores

vy, Uy € U3, Ou seja,




e p € o raio de empacotamento de A. isto é,

1
p= E.min{[tr{ ; vEAv#0}
Lema 3.3 [5/ O determinante da matriz T vale —a(a® — 3b).

Demonstragao. Podemos ver que det T = o® + 3* + 7% — 3a/3y. Por outro

lado, sendo
a+ 3+ —a, segue que
o+ 8 +7 +2aB+ay+py) = a? ouseja,
o + 3 + 4% = a® - 2b. (3.4)

Multiplicando o lado esquerdo da Equacao 3.4, por a4 3+ e o lado direito

por —a obtemos a equacao
o’ + 8 + 4 + aB + ay? + Ba? + By + ya? + v4?
o’ + 3 + 4+ ala+ B) + av(a+7) + By(B8 +7)
o+ B+ —af(y+a) — ay(B+ a) + By(a +a)
—a(a® — 2b). Mas,
&+ 3 ++° - 3aBy — a(af + ay + 37) = —a® + 2ab
e, consequentemente,
o® + 3% +~* — 3aBy = —a® + 3ab.

Portanto det T = —a3 + 3ab.

Lema 3.4 [5] Seja v = Xv; + Yvy + Zvy um vetor de A entio

> = (a® — 2)(X2+ Y% + Z2) + 2D(XY + XZ + Y Z).
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Demonstragao. Segue do fato de que
v=(aX +BY +7Z,7X +aY +0Z,5X +7Y + aZ)

e das relagoes obtidas anteriormente O

Conhecendo o valor de det T" e a expessao da forma quadritica Q(X.Y, Z)
que mede o quadrado do comprimento do vetor v = Xvy + Yvy + Zvg de
A, ao minimizarmos a forma quadrdtica com entradas inteiras nao todas
nulas, podemos determinar o raio de empacotamento e, consequentemente,

a densidade de centro de A.

Exemplo 3.11 Seja f(X) = (X -1)(X —-2)(X —3) = X*—6X%2+11X —6.

Claramente, f(X) satisfaz as condi¢ées do Lema 3.2, ¢
QIX,Y,2)=14(X*+ Y2+ Z) +22(XY + XZ + Y 2)

€ a forma quadrdtica que mede o quadrado do comprimento dos vetores de A

e seu menor valor ¢ atingido em 6 para a entrada (1,—1,0). Assim sendo. o

rato de empacotamento é p = 32@ e a densidade de centro de A vale

6(A) = %?)—3 = g ~ 0,1021.

Exemplo 3.12 Seja f(X) = X® + 6X2 4+ 9X + 1. FE facil ver que f(X)
satisfaz as condi¢oes do Lema 3.2. A forma quadrdtica
QIX.Y.Z)=18(X*+Y*+ 22+ XY + XZ +Y Z)

atinge o valor minimo 18 (X =1,Y = Z =0). Logo p = VALRP

2
(V18/2)* 1
54 4?2

O reticulado do exemplo acima tem a mesma densidade de centro de Aj,

5(A) = ~ 0, 1768.

que é o mais denso reticulado nessa dimensao.
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