
WiwJ • .:^i»« ' I TAOyilL FÂÜÜSm 

“jyuo OE H^ESdüíTA FILHO” 

[í^STíTOTO OE FíSiCA TEôFI 

.í 

ú ^ b W ü^áL Uá'^k*Í V Cs 
rm = ^ • » ^ • £*5 ••* i r. ‘ • '•-. .'V3 l'K j C — . ,._ 
W*iè.s^ P.íln Cw' *“ 

1 

òao 
T B t»y ; a r ^ 



Instituto de Física Teórica 
Universidade Estadual Paulista 

TESE DE DOUTORAMENTO IFT-T.OIO/OS 

Rearnostragem em Sistemas Dinâmicos 

& 
Análise de Redes de Mapas Acoplados 

Márcio de Menezes 

Orientador 

Gerson Francisco 

Dezembro de 2008 

Qibtioieçâ. 

■ O
HÍ

.l' 



Agradecimentos 

Priineiramiite quero agradcK;cr ao grande amigo e orientador, o professor 
Geisou FVancist;o. Durante todas as etapas, priiicipalrnente nas mais difíceis, 
foi quem sempre me estimulou e me encorajou a prosseguir no trabalho. 

Agradeço à minha esposa Keyla e ao meu filho Yuri. A minha ausência, 
princii)almente na etapa final deste trabalho, tornou-se constante. Mesmo 
as.sim o apoio dos doLs sempre esteve presente. 

Agradeço aos amigos que auxiliaram em muitas discuasões e ajudaram 
a eliminar diversas dúvidas. Agradeço principalmente ao amigo Birajara 
Soares Machado que muito ajudou quando adentrei nesta área. 

.-\gradcço enfim à CAPES (Coordenadoria de Aperfeiçoamento de Pessoal 
de Ensino Superior) pelo suporte financeiro. 



Resumo 

Este trabalho trata de dois temas principais: a reamostragem de séries teru- 
jx)rais caóticas e a análise de redes de mapas acoplados. 

A reamostragem de séries temporais é estudada com o objetivo de eu- 
aaitrar uma incerteza para os inTOriantes medidos de um sistema dinâmico. 
Quando um mwiante, tal como o expoente de Lyapunov, é obtido a partir 
do uma série temporal, freqüentemente este valor é calculado sem que seja 
assodada^uma medida de incerteza. Lsto pode caitsar problemas, às vezes 
inviabilizando determinar se um sistema 6 rcalmente caótico. 

No processo de reamostragem outras séries temporais, que apresentam as 
mesmas propriedades dinâmicas da série originai, .são criadas. O processo de 
reamostragem é Iraseado nos métodos de previsão de uma série temporal. 

Depois que várias séries temporais são obtidas, cada uma delas é utilizada 
para medir um inrariante do sistema, no caso o expoente de Lyapunov. Cada 
uma das séries apresenta um valor diferente para este expoente, assim obtém- 
se uma distribuição de calores para tal paiámetro. Com esta distribuição é 
po.ssfvcl calcular várias estatísticas, como o desvio padrão e alguns pcrcentis 
paia a distribuição. 

Nesta tese também é realizado ura estudo sobre redas de mapas acoplados. 
Foram analisadas redes cora dimensões: um, dois e trés. Para cada um 
destes ca.sos foram analisadas as propriedades e.statísticas, assim como as 
propriedades dinâmicas. 

A partir destas análises, é mostrada que as séries temporais destes mai)a.s 
apresentam auto-similaridade. Além disso, foi possível verificar que, com o 
aumento da dimeasão, a série temporal tonia-se mais correlacionada. 

Palavrtis Chaves: caos; série temporal; reamostragem; modelagem local; 
rede; mapas acoplados. 
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Áreas do conhecimento: 1.01.03.04-0; 1.01.04.00-3; 1.05.01.00-2. 



Abstract 

This Work dcals with two main theitus: the resainpling of time series and 
thc aaalysis of coupled iiiaj». 

The purpose of studying time series resampliug is to find uncertaiiity 
iiiter^TÜs for the iiivariants of dynamical systems. When an inwariant, such 
as the Lyapunov ejcponeiit, is obtmued from the time series, it is frequcntly 
tlic case tliat no uncertainty inter\'al is computed. This may cause problems, 
e\'en making it unfcíusiblo to determine if a system is really diaotic. 

Jn the resamplig procass several time series are creatcd, that sharc the 
same dynamical properties of thc original series. This resampliug process is 
based ou methods of prediction of a time series. 

After several time series are obriiined, each one is used to measure an 
invariaut of the .system, iu this case thc Lyapunov axponeut. Each series 
prcscnis a distinct valuc for this exponent, and thus a distribution of \'alues 
is obtained thc parameter. With this distribution it Ls possible to calculate 
several statisties, sudi as the standard deviation and for the distribution. 

This thesis also examines a st.udy about coupled maps. It was implc- 
mente-d grids with dimensions 1, 2 and 3. For eadi case the statistical, as 
well as dynamical properties were analyzed. 

fVom these analyses it is shown that the time series of these maps show 
.sdf-similarity. In addition, it was po.sjsible to verify that, the series beannes 
more correlates as the dimeusion is increased. 
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Introdução 

Eslc trabalho é dividido ein duas partes principais. A primeira paite com- 
preende os capítulos 1 a 7, tratando da reamostragom de séries temporais 
caóticas. A segunda parte compreende os capítulos 8 e 9, tratando da análise 
de rcxlcs de mapas acoplados. 

Reamos tragem de séries temporais 

Na primeira parte é desenvolvido um algoritmo que permite realizar a 
reamostragem de séries temporais com baixa dimensão, situação típica em 
sistemas caóticos. O objetivo das i-eamostragens é obter uma incerteza para 
03 valores freqüentcmente claculados a partir de uma série temporal. 

E.xistem estimadores para se calcular vários invariantes que caracterizam 
sistemas caótiOTs, entretanto não existe nenhum estimador para o cálculo da 
incei teza (l(st<'s valores. Assim a melhor forma de se estimar a incerteza 
deste-s xalores é através da reamostragem da série temporal. 

No capítulo 1 é feita uma breve introdução às séries temporais não-lineares 
originárias de sistemas determinísticos. No capítulo 2 é apresentada a teoria 
necessária para tratar destas séries temporais. É mostrado como uma série 
temporal escalar pode ser imersa num espaço vetorial, chamado de esi>aço de 
fase. Além disso, ao final do capítulo 2 é mostrado como pode ser realizada 
uma imersão filtrada, que é capaz de filtrar os dados à medida que os insere 
no espaço de fase. 

No capítulo 3 di.scutem-se as modelos locais. Estes modelos são compara- 
dos aos modelos globais, mostrando que os modelos locais tCm proporcionado 
melhores resultados. No capítulo 4 é apresentada a estrutura do modelo lo- 
cal. É mostrado que o modelo linear local é uma boa escolha para jjroduzir 
a evolução dos pontos no espaço de fase. Entretanto, ptua que o modelo 
possa ])roduzir bons resultados, no capítulo 5 é introduzido um método de 
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XIV INTRODUÇÃO 

regularização, que auxilia no comportamento do modelo. O modelo pode af)- 
resentar uma tmnância muito alta quando a série temporal está contaminada 
por ruído, ou quando o número de exemplos no espaço de fase para produzir 
unia evolução é muito perjueno. 

No capítulo 6 íinalmentc é mostrado corno a modelagem dos darlos [>odc 
scr utilizada para criar rcplicações da série temporal original. No capítulo 7 
as várias séries reainostradas são utilizadas para se calcular uma distribuição 
para o expoente de Lyapunov da série original. Para uma comparação, 
são geradas várias séries temporais integrando várias vezes o mesmo con- 
junto de e<(uações diferenciais, assim obtém-se uma distribuição para o ex- 
popjite de Lyapunov. Finalmente as duas distribuições são comparadas (a 
distribuição produzida pelas várias integrações numéricas e a distribuição 
devido às reamostrageiLs). 

Rede de mapas acoplados 

No capítulo 8 desta tese é mostrario o que 6 uma rede de mapas acoplados e 
são expostas as redes de dimensão 1, 2 e 3. Ainda neste capítulo, é mostrado 
como ocorre a interação entre as vizinhos mais próximos numa rede e são 
escolhidos os parâmetros para estas redes. 

No capítulo 9 é feito urn estudo estatístico e dinâmico sobre as redes 
de mapas acoplados. Através desta análise é mostrado como a mudança na 
dinien.são altera as caiacterísticas que são mensuradas. 

Fiualmente, no ca|)Itulo 10 são apresentadas as conclusões para as duas 
partes do trabalho, ou seja, para a reamostragem de séries temporais e para 
iis rtxles de mapas acoplados. 



Capítulo 1 

Séries Temporais Não-Lineares 

Ujua s6iie temporal é uma seqüCncia de medidas de algum observável or- 
denada cm relação ao tempo. De um modo geral estas medidas feitas são 
escalares, ou seja, apenas um v-alor numérico que se altera ao longo do tempo. 

O estudo das sérit*s temporais é realizado em diversas árests do conheci- 
mento, tais como; Meteorologia, Geofísica, Ecologia, Acústica, Economia, etc 
|1). Independente da área do conhecimento, este estudo consiste de análüe, 
clas.iificação e previsão. Cada uma destas etapas é importante e elas estão 
bastante relacionadas entre si. 

A primeira etapa no estudo de uma série temporal 6 a sua análise, na qual 
se busca conhecer as características da .série temporal. Nesta etapa, pode- 
se c.star interessado em saber se a série temporal é oriunda de um processo 
cstocástico ou detcrminístico. Pode-se vcrifiair ainda se a sério temporal é 
linem ou não-liiicar. Dentre outras verificações que podem e devem ser feitas 
para se ter um bom conhecimento da série temporal. 

Depois de se conhecer as características da série temporal, busca-se fazer 
a dassijicaçáo da série temporal. Neste ponto, várias séries temporais .são 
agrupadas de acordo com as suas características. 

A terceira etapa, que costuma estar presente no estudo das séries tempo- 
rais, é a previido. Para que seja feita a previsão de uma série temiroral, ela 
deve ter sido primeiramente classificada. É importante observar que e.xistern 
várias metf)dologias utilizadas jjíira se fazer previsões baseadas numa série 
de dados iMtssados. As difurentrai metodologias são utilizadas dc acordo com 
>is características do conjunto de dados. 

Mesmo ciue o objetivo central seja o de previsão, a classificação é sempre 
necessária, para que se utilize a metodologia apropriada àtiuela série tempo- 

1 



2 CAPITULO 1. SÉRIES TEMPORAIS NÃ0-L1NEARES 

ral. Observa-se assim que a classificação é extremamente importante para 
que se façam predições a partir do comportamento passado desta série. 

Este trabalho coiiceutra-se na análise e classificação de séries temporais. 
Apresentando uma forma de classificação com maior acurácia. A previsão 
das séries não será realizada. 

Neste trabalho são tratadas apenas séries temporais não-lincares detcr- 
minísticas. -A r.aracterização das séries lineares já está bem definida e não será 
realizada aqui. As sérits temporais uão-lineaixís não são tão bem definidas 
as-sim. Muitos trabalhos (a maioria deles) apresentam valores obtidos para 
0 expoente de Lyapunov, ou para a dimensão de correlação, a partir de um 
conjunto de dados, que não apresentam a incerteza associada a estes valores 
|2, 3, 4|. 

Vale ressaltjir que 6 muito importante ter algum conhecimento da in- 
certeza associada a qualquer medida. O expoente de LjTipunov, por exemplo, 
é utilizado frara se ter conhecimento da sensibilidade às condições iniciais de 
um sistema. /Assim, não basta medir um expoente de Lyapunov positivo para 
afirmar que existe este tipo de sensibilidade, é necessário saber que o valor 
medido é estatisticamente diferente de zero. Este conhecimento somente é 
possível através da incerteza associada a estes \’alores. 

No estudo de séries temporais não-lineaies determinísticas, não existo 
uma teoria bem definida que apresente uma foniia prática de obter a incerteza 
nos raJores estatísticos obtidos de uma amostra. Existem, entretanto, traba- 
lhos (jue propõem alguns métodos de cálculo do desvio-padrão de parâmetros 
não-lineares [5, 6, 7, 8j. 

Uma proposta, para que isto seja contornado é atravíis da reamostragem 
da série temporal original. A reamostragem de uma série temporal nada mais 
é do que uma outra realização riesta série, ou seja, outra possível série gerada 
[Mjlo mesmo sistema. A forma de se realizar a reamostragem de uma série 
temporal está iutimamente relacionada à previsão de tal série. A metodolo- 
gia, como ver-se-á a seguir, é muito semelhante à da previsão. 

De forma bastante resumida, este trabalho está centrado na parte de 
análise e classificação das .séries temporais. Pois aqui é apresentada uma 
metodologia para se obter uma ü»certeza nas valores estatísticos calculados. 
Com este tipo de análise, que considera também a incerteza, pretende-se 
realizar uma melhor classificação das séries temporais. 

Nesta tese, também é feito um estudo sobre o comportamento de ma- 
peamentos acoplados, utilbrmdo um extenso conjunto de ferramentas para 
análise de séries temporais. No estudo destas redes de mapas, faz-se uma 
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anâlsc através de ferramentiw estatísticas e através de análises baseadas em 
sistemas determinísticos não-lineares. 

1.1 Imersão da série escalar 

Muitas veztis, o sistema dinâmico que originou a sério iião é completameiite 
entendido, ou seja, não se sabe quais foram as equações que deram origem a 
uma da<la série temporal. Neste caso, as regularidades presentes na própria 
sério podem prover alguma compreensão a respeito do sistema. 

Entretanto, para uma boa compreensão da dinâmica através das rcgular- 
idades da série, esta deve ser composta por datlos cm grande quautidatlc e 
quididadc. Isto torna o tratamento de séries temporais uão-linerues é lias- 
tante difícil. Bases de dados ua ordem de pelo menos 10^ elementos são 
usadas nonnalmente. Além disso, grande paite dos algoritmos de análise 
não-lineares não podem tolerar uma amplitude de ruído de mais de 2% da 
amplitude do sinal (9|. Mtis S(.‘mpre existe a possibilidade de filtrar a série de 
dados anUís de se fazer a análise. 

.As infoniiações sobre o sistema estão presentes na série temporal, mas 
extraí-las pode ser uma tarefa difícil. As medições escalare,s são apenas 
urna projeção (muitas vezes não-linear) das verdadeiras variáveis de c-stado 
(não-ol)sr;r\’adas) de algum sistema. A fim de analisar um sistema baseado 
unicamenUí em dados da série temporal, o espaço de estados tem que ser re- 
coirstruído. Enquanto o espaço de estados oiigiiial nãf) pode ser unicamente 
detennimulo, um espaço de estados equivalente (no sentido que os dois es- 
tão relacionados por um mapeamento suave e inversíwl) pode ser comstriiído 
u.sando o método de coordenadas de atraso temporal, onde se constrói ve- 
tores a partir de mna série temporal escalfU’, tomando-se instantes de tempo 
igualmcnU: esprrçados. 

Portanto estes vetores reconstruídas serão capazes de reproduzir a dinâmica 
do sistema cm questão. O procedimento para se obter estes vetores é apre- 
sentado. Seja uma série temporal com N medições escalares denotadas por 
.Cl, .K.j, ... , Xf,’- Cada vetor de atraso desta série temporal é dado por 

Yn “ (*r„, ..., C/;n+(TH-2)r 1 ^*ii+{m-l)T), 

ond(; r é uin número natural que representa o intervalo de tempo entro duas 
coordenadas consecutivas. O intervalo de tempo r entre duas coordenadas 
pode ser tomada igual a um, mas este valor pode ser variado no intuito de se 
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obter melhores resultados na análise da série temporal. A dimensão do vetor 
reconstruído 6 comuinente simbolizada f>or m e é a dimensão do espaço de 
Fase reconstruído. O índice n \aria de 1 a Aí - (m - l)r. Assim, a partir de 
uma série temporal de tamanho /V, são construídos N - (m - I)r vetores. 

O vetor y„ 6 m-dimensional, formado por elementos da série temporal 
original. Ü atraso de teinjw r faz com que o vetor y„ seja composto de ele- 
mentos que não eram necessariamente coitsccutivw na série temporal. Assim 
o vetor y„ é composto por elementos que estão a uma distância r um do outro. 
Uma maneira olhar o atraso teni|)oral 6 que ele aumenta a janela de tempo 
coberta por um v'ctor, isto faz com que as componentes do vetor estejam 
menos correlacionadas entre si. 

Para demonstrar a reconstrução de ura espaço de hvse, é utilizada a série 
temporal de Lorenz [17). .A série foi construída usando as (xjuações pro- 
postas por Edward Lorenz para a dinâmica da convecção hidrodinâmica. As 
equações são; 

dx 
di 

dt 

dt 

Para esta evolução, os valoi^es dos parâmetros utilizados foram: a = 10, 
r = 28 e â = 8/3. A unidade de tempo foi considerada igual a 1 segundo. 

É importante notar que a taxa de amostragem j)ara a série temporal 
utilizada foi de 50 llz, ou seja, um ponto a cada 0,02 segundos. 

Na figura 6.1 obsen’a-se a evolução da coordenada x- ao longo do tempo. 
Muitas v^ezes, quando realiza-se o estudo de uma série temporal, a única in- 
formação que se dispõe é uma série escalar como esta. Tal série será utilizatia 
para construir um espaço de fase eíiuivalcntc ao espaço de fase original do 
sistema. 

O espaço de fase original do sistema proposto por Lorenz pode .ser con- 
struído a partir das pontos (.r, y c z) que são obtidos da evolução das equações 
diferenciais. Para imprimir este espaço de fa.se no papel, é necessário fazer 
uma projeção em duas dimensões. Portanto, pode se tomar simplesmente 
duas coordenadas do sistema original, por exemplo, as coordenadas x e y, e 
construir uma projeção do espaço de fase original, assim como é mostrado 
na figura 1.2. Para facilitar a visualização da dinâmica no espaço de fase. 

= o-(y-x) 

= rx — y — xz 

- xy - bz 
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Figura 1.1: t.cniponil de Lorenz. A série foi construída usando as 
equações propostas por Edward Lorenz para a dináinica da convecção hidro- 
dinâinica. 

Figura 1.2: Projeção bidimensional do atrator de Lorenz. 
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•M f *t 

't| -M ■ 4 I» » 

Figum 1.3; 0 atrator de Lorenz reconstruído para diferentes valoi^es do atmso 
temporal: A) atraso temporal igual a 1; B) atraso temporal igual a 7; C) 
atraso temporal igual a 10; D) atraso temporal igual a 15. Mais detalhes 
sobre os diferentes i-csultados obtidos nas figuras são apresentados no texto. 
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os pontos temporalrnente consecutivos são unidos por uma linha reta. Urna 
curva suave seria mais indicada para representar a evolução do sistema. 

A figura 1.3 mostra o atrator de Lorenz reconstruído em duas dimensõcís 
para \'ários valores do atraso temporsd. Comparando a figura 1.3 (espaço 
do fas<í reconstruído) com a figura 1.2 (espaço do fase original), observa-so 
que existe uma semelhança entre os espaços de fase. Esta semelhança é 
tal que existe um mapeamento que leva um esjmço de fase no outro. Este 
mapeamento simplesmente deforma o espaço de fase, sem alterar as suas 
Iiropriedíulcs topológicas e dinâmicas, como veremos mais à frente. 

Na figura 1.3.A o atraso temporal é igual a 1. Neste caso o atrator 
ciicontra-se concentrado em torno da diagonal principal. Isto significa que as 
duas variaveis e .Tj+i - paia 0 < í < N — 1) estão muito correlacionadas. 
Já na figura 1.3.B o atraso temporal 6 igual a 7. Neste caso é jios.síwl 
visualizar bem as trajetórias ao longo do atrator. Na figura 1.3.C o atraso 
tempoial 6 igual a 10. Agora observa-se que algumas trajetórias começam a .sc 
concentrar c sc sobrepor, ficando mais difícil a identificação das trajetórias 
individualmente. Finalmente na figura 1.3.D o atraso temporal é igual a 
15. Aqui vária.s trajetórias estão se sobreponto, dificulaudo ainda mais a 
visualização das trajetórias. 

De todos os os diagramas de espaço de fase reconstruídos que .são apre- 
sentados na figura 1.3, vemos que o melhor resultado obtido foi utilizando 
0 atraso temporal igual a 7. Esta análise foi feita simplesmente utilizando 
uma inspeção visual. Esta é uma metodologia bastante usada paia que se 
descubra um \'alor razoável para o atraso temporal. 

O valor adequado jjara o atraso temporal depende da ta.xa de amostragetu 
da série temporal. Uma série com uma taxa de amostragem eler-ada exigirá 
um atraso temporal elevudo. Já uma série com uma taxa de amastragem 
bai.xa rc<iucrerá um atraso temporal pequeno. 

Os j)arâmctros m e r devem ser escolhidos para cada série temporal. 
Infelizmente, não há nenhum algoritmo que dê os valores ótimos para m e 
r para qualquer conjunto de dados arbitrário. Diferentes algoritmos obtém 
diferentes valores para cada um destes parâmetros. Assim, o pesquisador 
têm apenas indícios de \'alores que poderíam ser adeíjuados para a dimensão 
(m) dos vetores c para o atraso (r) entre as suas componentes. 

Para a escolha da dimensão dos vetores do espaço de fase reconstruído, 
deve-se observar que um sistema evolui pelo espaço de fase ao longo de uma 
trajetória suave. Para dcscTCver esta trajetória, é necessário que sc reconstrua 
o císpaço de fase com dimeasão adequada. A dimensão utilizada para recons- 
truir o espaço de fase através dos vetores de atrasr> é chamada de dimensão de 
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imersão (m). Se a dimensão for inferior à mínima necessária (mo), ocorrerá 
lima projeção do espaço de fase num espaço de dimensão menor. Desta forma, 
intersecções entre diferentes trajetórias podem ocorrer. Há, portanto, uma 
diferença qualitativa entre os valores de m que são demasiado pequenos, e os 
valores cjue são suficientemente grandes. Se o valor da dimensão rn for menor 
do <iue a dimensão adeciuada (trto), então haverá variáveis de estado que 
deveriam estar em diferentes partes do espaço de fase que estarão sobx-epostas, 
criando falsos \ãzinhos. Entretanto, para rn > nio, estes falsos vizinhos não 
existem. Sendo importante notar (pie existe apenas um limite inferior para a 
escolha da dimensão, mas não um limite superior. .A,ssim, procurar por falsos 
vizinhos é uma boa técnica para encontrar este limite inferior [22]. 

Não há nenhum resultado semelhante para o atraso temporal r, mas 
podemos determinar um intervalo de ralores para este parâmetro. Abaixo 
apresentaremos duas metodologias. De um ponto de vista prático, uma es- 
colha apropriada de r ajuda na análise não-linear, enquanto uma escolha 
ruim prejudica [23|. Qualitativamente, os v'alorcs pequenos de r tornam os 
sucessivos vetores de atraso mais e mais correlacionados, de modo que o es- 
paço de fase do sistema esteja concentrado ao longo da diagonal. Os valores 
grandes de r tornam os vetores de atraso virtualmente nâo-correladonados, 
de modo que preencham uma nuvem dispersa no espaço de fase. A melhor 
estratégia é selecionar uma escala promiasora para t, c então inspecionar 
visualmente cada espaço de fase reconstruído. Como o ruído na série tem- 
jioral proíbe o acesso às escalas infinitesimais de comprimento, as maiores 
estiTjturas determinísticas possíveis são desejadas. Indicações sobre os val- 
ores promissores de r podem ser obtidas usando o iKirito onde a função de 
autocomlação atinge o valor l/e, ou o primeiro mínimo da informação mú- 
tua |21|. É comum obter valores diferentes para o atraso temporal usando 
estas duas metodologias. Assim, combinando os dois algoritmos, obtém-se 
um intervnlo para o atraso temporal (r). 

O retrato de fase de um sistema fornece a informação qualitativTi .so- 
bre um sistema. Um processo verdadeiramente estocástico preencherá uma 
nuvem no espaço de fase; os sistemas detorminísticos com nenhum ruído 
mostrarão trajetórias .suaves. O aparecimento de estruturas no retrato de 
fase, ou simidesmente furos (espaços vazios), sinaliza a possível presença de 
uma dinâmica dcterminística de algum tipo |23). Uma inspeção do retrato de 
fase de um sistema é, portanto, uma primeira etapa crítica na análise desse 
sLstema. 

A utilização de coordenadas de atraso para reconstmir o espaço de fase 
surgiu em torno de 1980. O artigo de Packard et al. [18] atribui a idéia 
a Ruellc. Mas foi Takens [19| quem provou a validade das coordenadas de 
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atraso. Takens mostrou que, para reconsruir uma variedade compacta c suave 
de dimensão d, o espaço de fase reconstruído deverá ter dimensão 2d + 1. 
Coiifonne pode scr observado na reconstrução de esp£iços de fase, este é um 
limite superior, muitas vezes é possível recoutruir espaço de fase com um 
número meuor de coordenadas. 

A i>rov'a original feita por Takens aplicava-sc a variáveis suaves. Poste- 
riormeute Saucr et al. [20] mostra que um atrator fractal com dimeasão de 
correlação d pode ser reconstruído através de vetores m-dimensionais, d(sdc 
que m seja maior que 2d. É imjmrtante ol>servar (pie a dimensão </, neste 
caso, não 6 necessariamente um número inteiro. No caso de d ser um número 
natural, temos o masmo resultado proposto por Takens. 

1.2 Estacionariedade 

Todos os algoritmos para a análise de série temporal não-linear supõem que 
a .série temporal é originária de um pix)ccsso estacionário, cm uma taxa su- 
íicicnteincntc ele\'ada de amostragem |36j. Se esta suposição for violada, 
então os algoritmos produzirão re.sultados espúrios. Assim, é preciso uma 
verificação para a estacionariedade. 

No domínio das séries temporais uão-lineares, estatísticas lineares tais 
como correlações não são usadas para testar a não-estacionariedade, porque 
não podem detectar relações não-liucares. Em um número de sistemas caóti- 
cos, as variações dos parâmetros podem não resultar em nenhuma mudança 
das estatísticas lineaios; somente as relações não-lincares são afetadas. 

A técnica comumente u.sada chama-se gráfico da sepamção espaço-lemporad 
|37|, a qual relaciona a diferença temporal entre pontas e sua distância espa- 
cial. ü gráfico da separação esi>aço-temiX)ral traça cun-as de probabilidade 
constante para que dois pontos estejam dentio de uma distância espacial t, 
sui)ondo que a diferença temjroral é T. Se estas curvas saturarem em um 
platô (ou em uina oscilação estável), a série temporal é então originada de 
.um j)iocesso estacionário em uma taxa adequada de amostragem. Uma outra 
rnaneim de olhai- o gráfico da separação espaço-temporal é que elo mostra se 
a escala de tempo das obscniições feitas em um sistema é suficientomente 
maior do que a escala de tempo própria do sistema. 
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Capítulo 2 

Teoria da Imersão e do Mergulho 

2.1 Introdução 

Foi mostrado no capítulo 1 que um espaço de fase (vLsualmentc semelhante 
ao original) pode ser construído utilizando-se os vetores de atraso. Agora, é 
necessário conhecer a equivalência existente entre estes dois espaços de fase. 

P>ira um conhecimento das propriedades preservatia-s neste novo espaço 
de fase, serão apresentadas prinieiramente as caracteristic.as de «im espaço 
de fase. Logo cm seguida, será mostrado que um espaço de fase nuiiia var- 
iedade pode -ser mergulhado em R". O mergulho, no caso em questão, 6 um 
mapeamento (do espaço de fase original no espaço de fase reconstruído) tiue 
preser\’a algum tipo de estrutura pre.sente no espaço de fase original. Depen- 
dendo da estrutura preserN^ada por este mapeamento, ele pode ser diammlo 
de um mergulho ou de uma imersão. 

2.2 Espaço de Fase 

üm sistema dinâmico ê dado por: 

x = F(x), (2.1) 

onde X e R'' 6 o estado do sistema e pode ser pensado como um ponto num 
espaço chamado de esjmço de fase S. A dimensão de S está associada com 
0 número de graus de liberdade do .sistema, e é igual a d (IO). 

11 
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Quando não se conhece o espaço dc fase original do sistema, c apenas uma 
sfíric temporal está disponível, pode-se construir uin espaço de fase que tenha 
propriedades semelhantes ao espaço de fase original. Foi mostrado no capí- 
tulo 1, de forma empírica, que, através das coordemulas de atraso, pode-se 
reconstruir uiu esjwvço de fase que apresenta alguma semelhança visual com o 
espaço dc fase original. Agora serão mostradas as propriedades matemáticas 
(jue são preserv^adas neste novo espaça de fase. 

Neste novo espaço de fase, o estado do .sistema será dado pelo vetor y € 
E"‘. A evolução dos pontos neste novo espaço de fasr; será dada pela cciuação: 

y = G(y). 

Para que seja i)ossível comparar os dois espaços de fase (o do sistema original 
e o do espaço de fase reconstruído), será necessária uma relação de eciuiva- 
lôncia entre equações diferenciais [10|. 

É importante notar que, de uma forma geral, a partir de dados empíricos, 
o espaço de fase original do sistema é dcseonhecido. Apenas o espaço de fase 
reconstruído a partir das coordenadas de atraso é conhecido. Assim, a partir 
do momento que se consegue estabelecer relações dc equivalência entre estes 
dois espaços de fase, ganha-se um poder pre>ditivo sobre o sistema.. Isto ocorre 
porque o conhecimento sobre o campo vctorial G( ) leva a um conhecimento 
sobre o campo retorial F(-). 

2.2,1 Campo vetorial 

Um campo vctorial é uma função que as.socia, a cada ponto do espaço, um 
vetor, cujas componentes variam, dc pontr; a ponto, de maneira contínua c 
diferenciável (11). Este vetor é chamado de vetor tangente. 

No caso dc interesse, o campo vetorial ê uma função uâo-liuear diferen- 
ciável agindo sobre os pontos do espaço dc fase, determinando sua evolução. 
Como 0 campo vetorial é diferenciável, ou seja, suave, possui derivada de 
primeira ordem contínua, podendo ter continuidade nas derivadas de ordem 
superior. 

üm campo vetorial, assim como F(-) ou G( ), é de classe (7‘ qinuido possui 
derivadas dc primeira ordem contínuas. Caso possua derivadas contínuas atê 
ordem r (r > 1), então será chamada dc uma função de classe C'. 
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2.2.2 A trajetória 

A (H|uação (2.1) define uin pjvblema de valor inicial, no sentido de que uma 
única solu<;âo (curva, trajetória, órbita) passa por cada ponto x no cs|)a<;o 
de fase. .^ssim a solução desta e<iuação é dada por x(t) = onde Xo é 
idgmna condição inicial. Aqui qí), representa uma classe de mapeamentos do 
ispaço de ffise nele mesmo [10, llj. 

A trajetória 6 também chamada de fluxo da equação diferencial, 
onde (pf é o mapeamento do fluxo no instante í. Observa-se que, paia cada 
condição inicial, existe tim diferente fluxo, ou stqa, uma diferente trajetória. 
O conjunto de soluções para todos os possíveis valores iniciais pode .ser escrito 
como 

2.2.3 O atrator 

Em princípio, a dimensão do conjunto poderia ser a mesma que a do 
próprio espaço 5. Entretanto, conforme o sistema evolui, o fluxo pode con- 
trair (é o que ocorre num sistema dissipativo) e, conseqücntementc, a dimen- 
são 6 reduzida. Essa região, na qual os pontos do rapaço de fase convergem 
assintoticamente, é chamada de atiulor [10, 12]. 

Devido à contração do fluxo no espaço dc fase 6 que ob.scrvaraos na série 
temporal um comportamento tran.siente seguido dc um regime assintótico. 
A.ssim o .sistema evolui, apresentando um comportamento inicial, até que 
cliegue ao atrator, a }>artir de onde se dá o regmie assintótico. O atrator do 
sistema é um conjunto com uma dimensão menor que a do espaço S. Desta 
forma, no atrator, o sistema possui um número de graus dc liberdade menor 
do (jue a(]ueles do esjraço de fase. 

0 atrator é chamado de conjunto invariante, pois ele não 6 alterado pela 
evolução dinâmica [13]. Além disso, nos casos de interesse, o atrator possui 
uma estrutura fractal, ou seja, a sua dimensão de aipacidade (ou dimensão 
dc contagem de caixa) é diferente da sua dimensão topológica e dada por um 
número não-inteiro [12]. 

Segundo Eckman e Ruelle [15], um atiutorb dito estranho quando apre- 
senta sensibilidade às amdições miciais. Assim, a estranheza diria respeito 
à sua dinâmica (sensibilidade às condições iniciais) e não a sua geometria 
(fractal). Entretanto, segundo Ott [12], quando um atrator é fractal, ou seja, 
possui dimensão não-inteira, ele 6 cliamado de atrator estranho. 
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2.3 Equivalência entre Espaços de Fase 

Conforme foi dito anteriormente, para que seja feita uma comparação entre os 
düLs espaços de fase (o do sistema original e o do espaço de fase reconstruído), 
é uet^essário que exista uma relação de equivalência entre estes espaços, as- 
sim como uma etiuivalência entre as equações diferenciais que descrevem as 
trajetórias em tunbos os espaços de fase. 

Depois de introduzida esta relação de equivalência, será possível utilizar 
a informação da dinâmica do espaço de fase reconstruído para compreender 
a dinâmica do espaço de fase original. 

2.3.1 Morfismo 

Uma equivalência entre objetas é cliamafJa matematicamente de inorfismo 
(1C|. Morfismo é um mapeamento entre objetos que preserva algum tipo de 
estrutura destes objetos sobre os quais este maiicamento é aplicfido. Dois 
tipos de inorlismos são de importância para o estudo da equivalência dos 
espaços de fase: horneornorfismo e difeomorjisrno. A seguir será mostrada a 
estrutura que cada um destes maimamentos presenTt. 

Homeornorjtsmo é um mapeamento que preserva todas as propriedades 
topológicas de um dado espaço. Um homeomorfismo é deaterito por um ma- 
peamento H entre dois espaços topológicos X c Y, contendo as seguintes 
propriedades [13|: 

• o mapeamento H é descrito por uma função bijetiva, ou seja, uma 
função (jue é simultaneamente injeiim e sobrejetiva. Sendo injetiva, 
<ada elemento y é imagem de um único elemento do seu domínio x. 
Sendo sobrejetira, não existe um elemento y que não seja imagem de 
pelo menos um elemento do domínio x. 

• o mapeamento II ê contínuo. 

• o mapeamento H 6 inversível. 

• o mapeamento inverso (H~‘) é contínuo. 

Diftvinorjinmo é um mapeamento entre diws variedades diferenciávies, tal 
que o mapeamento, assim como o mapeamento inverso são funções sua\us. 
Um difeomorfismo de classe (7 é um mapeamento de classe C cuja inversa 
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existe c também é ele classe C. Urn difcomorfismo é descrito por um mapear 
mento H entre duas variedades X a Y, contendo as seguintes propriedades 
[111: 

• o mapeamento II é descrito por uma função bijetiva. 

• 0 mapeamento H é diferenciável. 

• o mapeamento II é inversível. 

• 0 mapeamento íutci^so (H“*) é diferenciável. 

2.3.2 Morfismo entre espaços de fase 

.‘\gora que o significado de equivalência está definido, é preciso entender as 
propriedades que serão presertadas no espaço de fase reconstruído. Conforme 
já foi dito, um sistema dinâmico 6 dado por: 

X — F(x). 

Mas quando o esj)aço de fase é reconstruído, obtém-se uma outra variável: y. 
A equação que descreve a evolução desta nova variável não será neces-saria- 
meute a mesma, poLs as coordenadas dt«ta vaiiável são uma projeção (não 
neceasariameute linear) das coordenadas da variável antiga. Assim, o sistema 
dinâmico neste espaço de fase reconstruído será descrito pela equação: 

y = G(y). 

É necessário estabelecer uma relação de equivalência entre estes dois cam- 
pos vetoriais F{ ) e G{ ), para que se saiba (juais são as pit)priedades de cada 
um deles. Com esta relação de equivalência pode-se realizar a análise, ou 
previsão, da série temporal original, conhecendo-se apenas o espaço de fase 
reconstruído. 

Para o sistema dinâmico original, escreve-se a sua trajetória como x(t) = 
d>,x,i, onde d>, é um mapeamento do espaço de fase nele mesmo, que descreve 
a evolução do sistema. Para as variáveis do esptiço de fase reconstruído, 
pode-se (iscrc\'er y(() = \í>cyu- 

É sabido que um sistema dinâmico é completauiente determinado por 
seu estado. Assim, so um sistema encontra-se mun estado xo, seu («tado 
futuro (X() pode ser determinado. Entretanto a variável x não é conhecida, 
mas apenas a variável y. Como existe um difeomorfismo H que relaciona 



16 CAPÍTULO 2. TEORIA DA IMERSÃO E DO MERGULHO 

Figum 2.1; Mapeamento (H) do esjiaço de fase original no espaço de fase 
reconstruído. No espaço de fase origfjial a variável é x(í), cuciuanto ciue a 
evolução temporal é dada pelo mapeamento No espaço de fase recoTi- 
struído a vmiávcl 6 y(<), enquanto que a evolução temporal 6 dada pelo 
mapeamento tpt. 

ambos os e.spaços de fase (o original e o reconstruído), pode-se determinar 
completamente o sistema dinâmico pelo estado yo. Conheceiido-se yo == 
H(xo), podo-st; determinar yi — H(xi). 

Na figura 2.1 obser\'arse que a partir do mapeannmto e do diftxrmor- 
fisnio H é possível obter o mapeamento 4>i- 

A cqui\'alôncia entre as trajetórias (do espaço de fase original c do espaço 
de fase reconstruído) |)ode ser de dois tipos. Uma delas é chamada de equi- 
valência topológica, enquanto que a outra é diamada de equivalência difer- 
enciável Para que exista (lualtiuer tipo de equivalência entre os dois fluxos, 
6 necessário que haja um mapameuto que leve uma trajetória na outra. De 
acordo csjm as propriedarles deste mapeamento, podemos classificar o tipo 
de eciuivalêneia entre os fluxos. 

A cíjui valência topológica entre os espaços de fase (original e reconstruído) 
6 um homeornorfismo. Esta equivalência também é cliainada de equivalência 
CP. Ela ocx)rre quando o mapeamento entre estes espaços é dado i>or uma 
função de chisse C°. 

Já a equiralência difereuciável entre as espítços de fase é um difeomor- 
fismo. Esta equi\'alôncia também é chamada de equivalência C' (r > 1), e 
ocorre quando o mapeamento entre estes espaços é dado por uma função de 
clas.se (^. 

Portanto, doLs cximpos vetorinis de classe C*, F( ) e G(-) são considera/Jos 
equi\oilentcs (r < k) se e.xistc um homeornorfismo ou difeomorfismo H 

que leva órbitas d»,(xo) de F(-) paia órbitas V’í(yn) de G( ) de tal forma que 
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I>rnsí!rv"<i a orientação (lOj. 

O mapeamento H pode ser considerado como sendo uma mmlança de 
coordenadas inversível, possivelmente nâo-lineai', que, apesai' de distorcer o 
íluxo, fá-lo-á suavemente c sem embaralhar a oixiein enr que os pontos da 
trajetória são visitados |10|. Quando r = 0, H é um homeomorjiamo, ou 
seja, uin mapeamento contínuo e descrito por uma funçiu) bijetiva. Isto 6 
chamado de etiuivalência topolóyica ou C°. Entretanto se forem satisfeitas as 
condições de suavidade, então tem-se a equivalência diferenciável (C^, r > 1), 
que 6 mais forte que que a anterior. 

2.3.3 Estruturas preservadas 

Sofíuern algumas conseqüôncias da equiralêucia topológica ]10|: 

• X € 5 ó um ponto de equilíbrio de F( ) se c somente se H(x) for um 
I>onto de equilíbrio de G( ); 

• A órbita de x para o campo vetorial F( ) é fechada se e somente se a 
órbita de H(x) para o campo vetorial G{ ) for fechada; 

• A aplicação de H sobre a condição xo evoluída por 0, é a aplicação de 
ipi sobre H(x): 

H<;6,(x«) = »/>»(Hxo). 

Objetos tO|>ológicos definidos pelo Iluxo são preseivados pela relação de 
etjuiraléncia. A eciuivalôncia toimlógica preserva as propritxlades de estabili- 
dade de pontos fixos, mas não distingue entre no'«, nós impróprios ou foco.s. 
Já no caso da cquivalôncia diferenciável todos cste,s pontos fixos podem ser 
caracterizados [l OJ. Desta forma, membros da mesma classe de equit^alência 
lerão, qualitativamente, a mesma dinâmica. 

Observa-se, desta forma, que 6 desejável que H seja um difcomorfisino, 
par a «jue os pontos fixos pos-sam ser classificados corretamente. A seguir serão 
mostradas as coudiçõc« que devem ser satisfeitas ]>ara (jue o mapeamento H 
seja um difeomorfismo. Satisfazendo algumas condições, as propriedade dos 
pontos fixos serão preservadas entre os dois espaços de fase. 
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2.4 Mergulho de uma série escalar 

Para o estudo de uma série temporal originária de um sistema dinâmico, 
descrito por equações diferenciais não-liuearts, é desejável conhecer a geome- 
tria do espaço de fase original. Como isto não 6 possível, 6 necessário saber 
como proceder na análise da dinâmica quando apenas uma série escalar 6 
conhecida. 

Conforme já foi mencionado, podo-se construir um espaço de fase que 
possua as mesmas propriedades que o espaço de fase original. Este es{>aço de 
fase costuma ser diamado simplfsmerite de espaço de fase reconstruído. 

A reconstrução do espaço de fase costuma ser feita através de coorde- 
nadas de atraso, tal como foi feito no capítulo 1. Entretanto e.xistem outras 
metodologias para que se construa coordenatias vetoriais a partir de uma 
st;ric temporal de medidas escalares. A seguir serão apresentadas algumas 
destas metodologias. 

Um sistema dinâmitx) é dado por 

X = F(x), 

ou por 
x„+i = f(x„), 

mas a série temporal tratada 6, geralmente, apenas uma scqüCncia de medições 
escalaies (s„) e será uma função das variáveis dinâmicas do sistema (x„ € S). 
Assim 

s„ = á(x„) + íM, 

onde h 6 a função-mensumção e r;„ é o ruído a que a observação está sujeita. 

No ca.so do sistema dinâmico ser descrito por uma equação diferencial, 
as variáveis x„ i)otlem ser interpretadas como uma quantização das raiiáveis 
que descrevem este sistema dinâmico. Assim, x„ = x{n • Aí), onde Aí. é a 
tíxxa de amostragem da série temporal. 

Um sistema dinâmico é totalmente definido através do seu estado. Assim, 
toda medição é uma função bem definida do estado x. Por isso é que se pode 
escrever s — h(x) [2-5J. 

A relação entre a série temporal observada {.Sn}ÍLi e as variáveis dinâmi- 
cas X é dada por uma função sobrejetiva. Entretanto, esta função iião é 
injetiva, ou s«;ja, não é verdade que exista um único x que satisfaça s = A{x). 
Mas, a partir das medições (SKalares s, podem ser obtidas medidas vetorioLs 
y, tal {{ue exista um único x que satisfaça 

y - H(x). 
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on<le H é uin cüfeomorfismo ({jortanto bijetira), y é um estado reconstruído, 
e 0 esptiço onde habitam os vetores y 6 chamado de espaço de fase recons- 
truído. 

Vale ressaltar que x não pode ser determinado a partir de y, mas existe 
uma relação única entre estes pontos (as do espaço de fase original e os do 
espaço de fase reconstruído), pois existe uma equivalência entre estes espaços. 
A.ssim, não podemos determinar x, porque o difeomorfismo H( ) não pode 
ser determinado. Mas o atrator definido pelos pontos vetoriais y (do espaço 
dc fas<j reconstruído) terá as mesmas propriedades do atrator do espaço de 
fase original (detenninado pelas variáveis x). 

Será necessária alguma metodologia para a constnição dos vetores y a 
partir de uma série escalar. Duas metodologias serão analisadas: coordenadas 
dc derivadas e coordenadas de atraso. 

2.4.1 Coordenadas de derivadas 

Como o sistema dinâmico no espaço de fa.se reconstruído é descrito por 

y = G(y), 

pode-se tentar- escrever algum tipo de equação difereuicial que descrera o 
tspaço dc fase recorrstruídü. 

Uma metodologia muito comum, ao se trabalhar nuntericantente com 
equações diferenciais, 6 corr^rter uma equação diferencial de ordem n em 
um cotrjimto de n e<iuações diferenciais de primeira ordenr (28j. 

Uma equação difer-eitcial de orderrr u, pode ser escrita corrro: 
3-(n) ^ 

Esta equação pode .ser reescrita como um conjunto de n equações diferenciais 
de primeira ordem, prirneirameirtc define-se 

ii(í) s x(t), 

depois são definidas variáveis que corresirondcirt às derit-adas da variável ori- 
ginal: 

ij(í) = i(£) 
.T3(£) s .t(í) 

.T„.,(t) = ‘^>(£) 
x„(í) = x«"-‘>(í). 

(2.2) 
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Rccscrevcudo como um conjunto de equações diferenciais de primeira ordem: 

Íi(í) = X2(í) 

Í2{t) = X,-}(í) 

X„_l{í) = I„(t) 

Ín{t) = -.Xa.Xi.t). 

Semelhantemente, pode-se definir coordenadas de um vetor a apartir das 
derivadas da série temporal (23], ou seja, 

í/i = •« 
Vi = s 

y.i-1 = 

Vn = S(n-l) 

Todas estas deriradas são obtidas numericamente, a partir das diferenças 
entre os valores da série temporal. Desta forma, a primeira derivada poderia 
ser escrita como: 

,,,, s{t + At) - s{t - At) _ , 

Apesar de ser possível construir coordenadas para os pontos do espaço de 
fase desta forma, esta metodologia é muito sensível ao ruído presente na série 
temporal. Isto ocorre porque, á medida que utiliza-se derivadas de oixlcni 
superior, é feita uma combinação de mais pontos da série temporal (todos 
sugeitos ao ruído). A primeira derh-ada, por exemplo, é uma combinação de 
dois pontos da série temporal, a.ssim a primeira derivada da série apresenta 
um nível de ruído superior ao da série. O nível de ruído aumenta a cada 
derivada de ordem superior que é considerada. 

A metodologia que costuma ser utilizada para reconstruir o espaço de 
fase é a utilização de coordenadas de atraso. Esta metodologia, que sciã 
apresentada logo a seguir, não está sugeita aos problemas de ampliação do 
ruído que ocorre com as coordenadas de deri\’adas. 

2.4.2 Coordenadas de atraso 

A reconstrução do espaço de fa.se 6 geralmente feita através do método de. 
Takena de mergulho com coordenadas de atraso. Mms adiante será explicado 
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outro rnètodo, que consegue construir pontos no espaço de fase, realizmido 
siimiiUuieaniente a filtragem do ruído. 

■A. partir da série {sj}]!,, podem ser obtidos os Stores yi do espaço de 
fase reconstruído, dados por: 

y„ = H(x„) = 
h?.(xn) r) ^U—T 

onde T fi o alra.10 temporal eméa. dimensão de imersão. O teorema de Takens 
afirma que se o mergulho for feito com um número suficiente de dimensões, 
então existirá um difeomoríLsmo, ou seja, um mapeamento do espaço de fase 
reconstruído para o espaço de fase original que f)rcscrva a informação sobre 
as deriwdas da trajetória original. 

•Sauer, York c Casdagli |20] provaram importantes generalizações do teo- 
rema de Takens do mergulho com atraso temporal. Se a dimensão de ca- 
pacidade for d, então o número m suficiente da dimensão para o mergulho 
será o primeiro inteiro maior que 2d. Para d = 1, o suficiente será m — 3. 
É importante dizer que este não é o número necessário de dimensões, mas 
suficiente. 

Para que a correspondência entre x e y seja bijetiva, a dimensão m do 
vetor y deve ser suíicientemcnte grande. A dimensão m do vetor y e, con- 
sequentemente, do espaço de fase reconstruído deve ser maior do que duas 
vezas a dimensão de capacidade . üu seja, maior que duas vezes 0 número 
de ipmís de liberdade ativo.s do sistema. 

2.4.3 Dimensão de Imersão 

Pura se escrever um vetor y (do (spaço de fase reconstruído) em função de 
um vetor x (do espaço de fase original), a dimensão do vetor y deve ser 
apropriada. Dc acordo com o que foi apresentado, a dimensão do e.spaço dc 
fase reconstruído seria no máximo 2d + 1, onde d é a dimensão do espaço dc 
fase original, ou a dimensão do atrator original, quando somente a dinâmica 
do regime assintótico deve ser reconstruída. Entretanto, ao medir uma série 
temporal, não se sabe a dimensão do espaço de fase ori^nal, ou mesmo a 
dimensão do atrator neste espaço de fase. É preciso saber então como formar 
os vetores y e qual deve ser sua dimensão. 
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0 atrator formado pelos vetores y„ é equivalente ao atrator no espaço dc 
fase original (desconhecido) se a dimensão in da reconstrução do espaço de 
fase for suíicientemente grande. ,4ssim como foi apresentado no capítulo 1, 
quando a dimensão do espaço de fase reconstruído não for suficienterneute 
grande, teienios diferentes trajetórias do espaço de fase se intersectando. So- 
mente qmmdo for utilizado um certo valor míuimo para esta dimensão é que o 
espaço de fase estará rccoinstriiído adequíwlamente. A demastração deste re- 
sultado foi dada originalmente por Takens [19j (considerando a reconstrução 
do espaço dc fase com dimensão inteira) e posteriormente por Sauer et al. [20] 
(considerando a reconstrução do atrator com dimensão dc contagem de caixa 
fracionária). 

2.4.4 Imersão e mergulho 

Um espaço de fase numa ^'ariedade pode ser mergulliado em R"*. Este mer- 
gulho é dado por um mapeaniento que preserw algum tipo de estrutura 
presente na variedade do espaço de fase original, portanto o mergulho é um 
morfismo. 

Em lojjologia, o mergulho 6 um homcomoríisuio. Quando este mergulho 
t suave, .sendo descrito por luna função C (r > 1), o mergulho é diamado 
dc imersão, sendo um difeomorfismo. 

A variedade que descreve o espaço dc fase original provavelmente será 
curva. .4ssim, para mergulhá-la em R’", será necessária uma dimensão m 
elerada, para que não ocorram intersecções díts trajetórias neste novo espaço 
de fase. De acordo com Whitney [2'lj, uma variedade suave d-dimensional 
pode ser mergulhada em 31^''+*. Obser\’e que a condição m = 2d + 1 é 
uma condição suficiente, mas não necessária. Portanto, em muitos casos, a 
variedade poderá ser imersa em R’", com m < 2d + 1. 

O teorema de Whitney não leva\a em coasideração uma série temporal 
escalar. Este teorema falava simplesmente da imersão de uma tariedade. Foi 
Takens quem generalizou o mergulho para uma série esctilar. Ele mo.strou 
que vetores de atraso de dimeiusão m poderíam ser usados para mergulhar o 
cs]jaço de fase original (desconhecido) de dimensão d em R’”. Para isto, seria 
necessário que m = 2d+ 1. 

Posteriormente, foi ino.strado no artigo Embedology |20j que o atrator do 
esi>}u;o de fase original poderia ser mergulhado em R™, desde que m fosse 
maior <iiie o dobro da dimeitsão de capacidade do atrator. Isto rc[)resenta 
uma generalização em relação ao trabalho de Takens, pois Takens havia con- 
siderado o espaço de fase com dimensão inteira. No artigo Embedology foi 
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coasiclcrado o atrator com dimeasão fractal, podendo descrever tamb6m o 
mergulho de uma variedade ami dimensão inteira. No caso da dimensão 
inteira, obtém-.se o mesmo resultado que aquele proposto por Takens. 

2.5 Redução de ruído com imersão filtrada 

Se m pontos forem suficientes para construir um estado do sistema no espaço 
do fase, então com um nfimero maior de pontos teríamos apenas informação 
redundante, desde que a série temporal e.stivesse Isenta de ruído. Entretanto, 
uma vez que a série temporal disponível está cheia dc ruído, pode-se utilizar 
um número maior de pontos da série para obter um ponto m-dimeusional 
filtrado, ou seja, com taxa de ruído reduzida |20|. 

Tomando uma janela de tamanho w de pontos consecutivos da série tem- 
l)oral, obtém-se: 

Yn~ R 

s« 

\ Sn+(u!-l) / 

(2.3) 

onde D é uma matriz m x w e y„ é um vetor de dinien.são m. Os vetores y„ 
füi niam um mergulho se o posto da matriz B for sufidentemente grande, e stí 
13 não colapsar iJonto.s periódicos do atrator <iue apresentem período inteiro 
menor que ou igual a w (20). 

Surge agora uma nova questão: qual deve ser o tamanho adeqmido desta 
janela («>)? Grande parte dos trabalhos utilizam a imersão por coordenadas 
de atraso. Esta foiuia, a preocupação nestes artigos está na escolha da di- 
mensão de imersão e do atraso temporal para formar os vetores de atraso. 
Aqui utiliza-se a imersão filtrada, portanto deve ser primeiramente escolhida 
uma janela de tamanho adequado. A escolher os parâmetros mor, stá sendo 
coberta uma janela de tamanho aproxiniadamente igual a m x t, portanto 
a escolha ótima da janela deve levar em consideração os mesmos fatores do 
que a escolha de ambos os parâmetros (m c r). 

De acordo com Sauer [27], a janela deve cobrir de 1 a 2 períodos da 
presentes na série temporal. Nem sempre é fácil medir isto, mas em alguns 
casos, como na série originária do sistema de equações de Lorenz, é ])o.ssível 
cncontrm- um período médio. No caso de séries com ruído, é importante 
cobrir mais do que um ]jeríodo dc oscilação da série. 
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ExLsteni \’árias formas de sc realizar a filtragem. Vários algoritmos de- 
senvolvidos para o processamento de sinais digitais podem ser utilizados. A 
maioria dos algoritmos funciona muito bem com séries lineares, mas não com 
séries iião-lineares. É bom ressaltar aíjui que a filtragem não está sendo 
realizaria na série como um todo. Apenas um petiueno intervalo da série 
está .sendo usado para obter um vetor filtrado no espaço de fase. Assim, 
localmenle, a série não-linear pode ser apoximada por uma série linear. 

2.5.1 Transformada de Fourier 

Urna das ferramentas mais utilizadas no processamento de sinais digitais 6 
a transformada de Fourier |26, 39|. A análise de Fourier é de grande im- 
portância no estudo de séries temporais, principal mente das séries temporais 
lineares. Através da utilização da transformada de Fourier pode-se obter in- 
formação sobre uma .série temporal. Esta mesma traiLsforrnada é capaz do 
filtrar o rufdo presente na série. 

A transformada discreta de Fourier é dada por: 
XV 

•T* = (fc - 1,2, • ■ •, w), 

e a transformada inversa é daria por: 

onde w é o tannmho da janela a ser filtrada. É comum aplicar-sc a trans- 
formada de Fourier para toda a série. Mas no nosso caso a filtragem será 
aplicíida somente num pequeno trecho da série de tamanho te. 

Para obter cada termo da série de Fourier, de acordo com a definição 
acima, seria necessário algo da ordem de ru operações. Portanto, para obter 
todos os UI termos da transformada seriam necessárias operações. Entre- 
tanto, utilizando a transformada rápida de Fourier o número de operações 
cai para (P(uilogm) [26|, o que toma o algoritmo muito mais eficiente. 

Utilizando a transformada de Fourier, obtém-se as freqüências presentes 
naquele trecho da série tempoi-al. A partir do conhecimento destas freqüêu- 
cias é possível remover parte delas, justaraente aquelas que estão associadas 
ao ruído. 

O espectro de jjotõncias indica se um sistern é periódico ou quase-periórico. 
Uma série temporal com frequência u; apresenta um á de Dirac na freqüência 
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u> e outros nos seus hannônicos (2w, 3w, ...)• Um sistema quase-periódico com 
freqüôndas u;,, —,Uk apresenta deltas nestas posições e também em todas 
as combinações lineares destsís freciüências com coeficientes inteiros [391. 

Num espectro de frcrpiôncias experimental não ternas 6 de Dirac, mas 
l>ieos com amplitude limitada e largura 27r/«t, onde te é o tamanho da janela 
da série temjxual |39|. 

A anãlis«5 de Fourier de uma série temporal nâo-linear gerada por um 
.sistema dinâmico produz um espectro de potências contínuo. Um sistema 
não-liiicar pode conter picos, mas eles são menores e itiais largos. Além disso, 
este sistema api(»enta um espectro de potências semelhante a um ruído de 
fundo, que, entretanto, não caracteriza dimensão infinita [23|. 

O espectro de potências é, era geral, muito bom para a análise de sis- 
temas lineares. Entretanto, no estudo de sistemas não-lineares, não .se obtém 
benefícios com o espectro de potências da série temporal, pois neste caso, 
a dimensão do atrator não está relacionada com o numero de freqüências 
independentes no espectro de potências. Entretanto, podemos usar a análise 
de Fourier localmente, ou seja, a análise é feita cm Janelas ann tamanho 
bem menor do que o tamanho da série a disposição. Assim corno discutido 
anteriormente, esta janela deve ter tamanho que corresponda a cerca de um 
ou dois períodas da .série temporal. 

Apesar da análise de Fourier Discreta poder ser utilizada como um filtro 
linear , existe um problema que deve ser atentado, paru que não seja intro- 
duzido um viés no resultado obtido. A descrição é dada a seguir. 

2.5.2 Filtragem e Interpolação por Fourier 

Na figura 2.2, observa-se um trecho da série tenrporal com 128 pontos, gerado 
jrelo sistema de eíjuações diferenciais conhecido como Lorenz. Á Transfor- 
mada de Fourier vê a scirie temporal como uirra serpiência periódica a cada 
128 pontos. Isto é problemático, pois o ponto 1 é distirrto e separado do 
ponto 128, líorque foram adquiridos em instantes diferentes. /U>strn, existe 
tuna descontiniiidade entre o porrto 128 e o ponto 1, o que, no domínio da 
frcqüência é encarado como urna alta frcqüôncia. Portanto, se for aplicado 
um Jiltro passa-baixa, a série temporal será deformada nas suas extremidades. 
Lsto pode .ser obscrvaxlo na vci-são filtraria da mesma série temporal apresen- 
tada na figura 2.3. Nesta filtragem metade das freqüências foram i-etiradas, 
exatarnente aquelas correspondentes ás freqiiêndas mais altas. 

A transformada de Fourier analisa estes 128 pontos como .sendo um único 
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Figura 2.2; Um trecho da série obtida a partir do sistema de equações de 
Loreuz. 

Figura 2.3: A mesma série apresentada iia figura anterior, mas agora com a 
filtragem por Fourier. 
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período de um sinal periódico infinitamente longo. Isto significa que o lado 
eüqiierdo do sinal adquirido està conectado ao lado direito de um sinal du- 
plicado. Do mesmo modo, o lado dii-eito do sinal obtido 6 conectado ao laiio 
esriuerdo de um período idêntico. Isto j)ode também ser pensado como o 
lado direito do sinal girando e conectando-se a seu lado esquerdo. Assim 
a amostra 128 ocorre ao lado da amostra 1, assim como, por exemplo, a 
amostra 64 ocorre ao lado da amostra 65. 0 sinal é considerado como sendo 
circular, ou periódico [26]. 

i\a filtragem por série de Fourier, assumimos que as freqüôncias mais altas 
correspondem ivo ruído. Portanto estas frequências são eliminadas, enquanto 
<iue as mais baixas são preservadas. Não se pode garantir que todo o ruído 
seja removido da série temporal com este procedimento, mas certamente a 
série («ra|joral será mais suave do que a série com ruído. Quando se trabalha 
com um si.stema de equaçôís diferenciais, o fluxo (trajetória) será suave. 
Portanto o procedimento de eliminar altas freqüências auxilia a obter uma 
série suave. No caso de um mapeamento do tipo: 

a série resultante não será necessariamente suave, portanto o procedimento 
de filtragem por traslormada de Fourier não deve ser usado neste caso. 

A filtragem por Fourier funciona bem para séries contínuas. Séries des- 
contínuas quando são aproximadas por uma série de Fourier aprescntarti este 
problema de oscilações, principaliiierite na região próxima á dcscoutinuidade, 
corno pode ser visto na figura 2.3. Para corrigir este problema, ao lado direito 
da série copia-se o seu ‘csj)elho’ |26j. O espelho da sério é a inversão temporal 
da série. .A série acre.scentada de seu espelho pode ser observada na figura 2.4. 

Agora a série temporal não possui mais um salto, apresentando con- 
tinuidade inclusive entre o ponto 256 e o ponto 1, Portanto a filtragem por 
Fourier pode ser aplicada sem que ocorram j>roblemas de oscilações como 
na figura 2.3. Como o espelho da série foi acrescentado apenas como uma 
estratégia para eliminar a desttontinuidade, este trecho pode ser descartado. 
Depois de aplicada a filtragem e removido o espelho, obtém-se o re-sultado 
mostado na figura 2.5. 

Filtragem por Fourier 

Agora a filtragem por Fburier é apresentada de forma resumida. É importante 
ohsei^ar que um tredio da série com w pontfMi apresenta u>/2 freqüências. 
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Figura 2.4: A mesma série temporal apresentada na figura 2.2 com sua re- 
versão temporal acrescentada à direita. 

Figura 2.5: Filtragem da série apresentada na figura 2.2 aplicando a técnica 
de reversão temporal apresentada na figura 2.4 e explicada no texto. 
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Quando se efetua uma filtragem por um fator (/, cntilo uma fração !/</ das 
freciüeucias inferiores serão mantidas, enquanto as demais serão zeradas. 

Para se obter uma filtragem dc um trecho de tamanho w, por um fator 
dü filtragem (/, são realizados os seguintes passos (26): 

1. Faz-se a Transformada de Fourier Discreta de tamanho w, obtendo w/2 
freqüônciívs; 

2. Maut6iu-sc íu> ^ freqüôuciaa inferiores, zerando-se as demais; 

3. Faz-sc a 'IVansformada de Fourier Discreta Inversa de tamanho w. 
Obtendo-se assim a série filtrada. 

Para as séries obsei-vadas nas figuras anteriores, foi adotarlo este proced- 
imento que ju;abou de ser apresentado. Entretanto, na imersão filtrada foi 
adota<io um procedimento um pouco diferente. 

Observando o procedimento que foi relatado, observa-se que a série tem- 
l>oral resultando possui nienas informação que a série original. Assume-.se 
que a informação que foi perdida (as aJtas freqüências) constituem o ruído 
da .série temporal. 

Ao realizar a imersão da série no espaço de fase, desejarso <iue qualquer 
tipo de informação redundante seja eliminada. Assim, é pos.sívcI representar 
os wtores num espíiço de dimeasão menor. Portanto, ao filtrar a janela da 
série temporal é possível obter um vetor ile tamanho reduzido |27]. 

O procedimento para realizar uma filtragem que reduz a dimensão é o 
.seguinte [32|: 

1. Faz-se a Transformada de Fourier Discreta de tamanho w, obtendo w/2 
frequências; 

2. Mantém-se as ^ frequências inferiores, eliminando as demais; 

3. Faz-se a Transformada de Fourier Discreta Inversa de tamanho w/t/. 
Obtendo-se assim um vetor de tamanho w/í/. 

Quando utiliza-se uma série temporal de tamanho w = 32 e realiza-se 
uma filtragem dc Fourier com fator t/ = 4, o vetor resultante terá tamanho 
w/íf = 32/4 ~ 8. Portanto, com este procedimento a série temporal é 
filtrada e mergulhada num espaço de fase com dimen-são 8. 
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Este pmcedimeiito é chamado por Sauer |27| de imersão passa-baixa, pois 
a série é imersa no (íspaço de fase através de iini processo que elimina as altas- 
freqüências. Esta seqüência de etapas está relacionada com a equação 2.3, 
que defme uma imersão filtrada. Observando a equação 2.3, a matriz B pode 
ser descrita como o produto de três matrizes Bi, B2 e B3. O siguiíicado das 
3 matrizes 6 o segtiiute: 

• Bi: 6 uma matriz u> x 10 que faz a transformada discreta de Fourier de 
tamanho u>. 

• B2: é uma matriz mxw que elimina as freqüências mais altas. Apenas 
as m freqüências inferiores são mantidas, onde m = w/tf. 

• Bj; 6 uma matriz mxm que faz a transformada de discreta de Fourier 
inver-sa de tamanho m. 

Interpelação por Fourier 

Para uma boa análise de séries temporais, 6 necessário que ela apriíseute uma 
taxa de amostragem suficientemente alta. Ao se analisar o espaço de fase, é 
necessário que 0 ponto a ser evoluído possua vários vizinhos, para que pos.sa 
ser feito um estudo estatístico das características da dinâmica local do tspaço 
de fase. 

Em várias análises utilizam-se os vizinhos mais próximos que não scjiun 
tcmporalmente consecutivos. Portanto, na vizinhança obsei^^ada, deve ser 
escolhido apenas 0 vizinho mais próximo pertencente a cada órbita. Na 
figura 2.6.a olx>erva-se um ponto a ser evoluído (representado por um x). 
Sào observados ttunbém os seus vizinhos mais próximos (representados por 
círculos). Deseja-se («colher um vizinho em cada órbita, mas a escolha não 
.será boa, pois a taxa de amostragem da série não é suficientemente alta 
para isto. O id(íal 6 que 0 vizinho em cada uma das órbitas estivesse sobre 
a reta que é perperdicular às trajetórias. Paia melhorar esta situação, é 
pos.sível interpolar a série temporal e obter (em cada órbita) um vizinho que 
esteja mais próximo do ponto a ser evoluído. Isto pode ser observado na 
figura 2.6.b, onde a série temporal foi interpolada, obtendo-se assim mais 
pontos no espaço de fase. Estes pontos iuterpolados foram representados por 
círculos menores, para distingui-los dos pontos que já estaram presentes na 
série temporal. No exemplo apresentado na figura 2.6 a taxa de interpelação 
foi de ti = 4. 

Portanto a interpolação 6 muito imiiortante para se obter vizinhos que 
estejam mais próximos do ponto que se quer estudar e representem melhor a 
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Figura 2.6: Um ponto tolocado sobre o espaço de fase (representado por 
um x) juntamontc cx>m os seus vizinhos mais próximos (círculos). Podemos 
obst:rvar (pie, se a intcrpolaçào for utilizada, é possível encontrar um vizinho 
cin cada órl)ita (pie (ísteja mais próximo que os vizinhos obscrviwJos nesta 
figura. 

dinâmica neste ponto. Existem várias formas de se fazer a interpolação, uimi 
delas é através da transformada de Fourier [26j. Como esta transformada será 
usada para a filtragejn, é interessante utilizá-la também para a interpolação. 
O mais importante é notar que as duas etapas podem ser combinadas num 
processo unificado, que aca.ba reduzindo o tempo computacional [32|. 

O processo de interpolação jjor transformada de Fourier, consiste em 
acrescentar- mais frequências á série original. Por exemplo, para dobrar o 
tamanho da série temporal, intcrjrülaudo-a, deve-se acrescentar mais freqüéu- 
cias à série original, todas elas zeradas |26|. 

Os passos pai a se aumentar a taxa de amostragem (de um trecho da série 
com II) pontos) por um fator íj são [26]; 

1. Faz-se a 'fransfonnada de Fourier Discreta dc tamanho w; 

2. Aumciita-se o tarnanlio da janela para w x i(, sendo (jue os pontos 1 a 
w perriamecem invariantes, c os potos lu +1 até w x t, são completados 
com zeros. 

3. Fa-z-se então a Transformada de Fourier Discreta Inversa do tamanho 
u> X ti. Obtendo-se assim a série interpolada. 
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Ao fazer a transformada cie Fourier Discreta, são obtidas as frcqüôn- 
cias presentes na série temporal. Acrescentando freqiiéncia.s superiores (to- 
das elas zeradas) obtém-se a mesma série temporal, mas com uma taxa de 
amostragem maior. Os pontos iiiterpolados são os mais suaves possíwls no 
sentido da análise de Fourier [26]. 

Filtragem e Interpelação combinadas 

Para fazer a filtragem e a inlerpolação simultaneamente, faz-sc 0 seguinte; 

1. Faz-se a Transformada de Fourier Discreta numa janela de tamanho w, 
obtendo w/2 freqüôncias; 

2. Mantém-se as ^ freqüências inferiores, eliminando as demais 

3. São acresc^entadas freqüências superiores, todas elas zeradas; 

4. Faz-se a Transformada do Fourier Di.screta Inversa de tamanho u> x 
Li/lf. Obtendo-se assim uma série de tamanho w x U/íj. 

A partir da série fíltraula e interpolada, que possui w x tj/tf termos, 
controem-se os vetores que (sstarâo no espaço de fase. A partir desta série 
são construídos f, vetores, cada um deles de tamanho w/t/. As coinpontiutcis 
de cada vetor são formadas tomando elementos da série interpolada espaçados 
por um inter\'alo temporal dados por <,. Nesta etapa o procedimento é igual 
à construção de vetores de atraso. 
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Modelagem Local 

A modelagem de dados é objeto de \'árias disciplinas, desde estatística linear 
e regressão uão-linear até aprendizado de máquina e sistemas dinâmicos. Na 
literatura que trata deste problema, uma quantidarle enorme de metodologias 
tem surgido. Entretanto, todos as métfjdos abrangem uma arquitetura, na 
<iual a estrutura do modelo é definida, e a definição dos parâmetros, onde o 
modelo 6 ajustado aos dados através de um processo de otimização (43|. 

Neste trabalho descreve-se um tipo de aprendizado de mácjuina, baseado 
na teoria de sistemas dinâmicos, que reconhece o espaço de fases e evolui 
pontos neste espaço, produzindo diversas ixíalizações da série temporal, a 
partir de diferentes condições iniciais. 

3.1 Aprendizado de Máquina 

Existem basicamente dois tipos de aprendizado de máquina, o aprendizado 
pnyuiçoso (lazy leaming) c o aprendizado ansioso {eager leaming) [42|. O 
aprendizarlo é considerado ansioso quando o modelo é construído e disponi- 
bilizado para qualquer resposta futura. Ansioso pois estuda todo o conjunto 
de dados em todos as seus regimes antes que qualquer pergunta seja feita. 

Já o aprendizado preguiçoso é aquele no qual se. constrói um modelo 
somente quando se tem uma pergunta'. Neste caso o modelo é reconstniído 
para cada nova pergunta que é feita. Este tipo de aprendizado recebo o nome 

*No enso de sistemas dinâmicos, a pergunta 6 ura vetor no espaço de fase a ser evoluído. 
O vetor pergunta é usado como entrada do modulo que dará uma resposta. No nosso roso, 
a rc$|>osta é a evolução do jmiito no cs|>aço dc fase. 

33 
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dc preguiçoso justamonte porque ele não aprende de antemão. Ao iiivós disso, 
esta modelagem espera que a pergunta seja feita, para que então comece a 
estudar os dados para se responder a pergunta original. 

Nos modelos ansiosos o conjunto dc <Jados 6 estudado para se obter um 
modelo. A base de dados inicial é então descartada, e a descrição é obtida a 
partir do modelo que responde ás perguntas. 

Nos modelos preguiçosos os dados nunca são descartados c são as únicas 
informaçõt» disponíveis quando a pergunta é feita. Neste momento ainda não 
hã nenhum modelo. A.ssirn, o modelo preguiçoso adia o processamento dos 
dados até que haja uma pergunta. Quando isto ocorre, procura-se, na base de 
dados disponível, exemplos que, de acordo com alguma métrica, sejam mais 
relevantes para se responder a pergunta. A partir destes exemplos constrói- 
se um modelo local que possa dar uma resposta apropriada. Neste ponto, a 
resposta e todas as informações intermediárias são descartadas e, i>ara cada 
nova jjcrguuta, todo o proce.s.so será realizado novsiiuente. 

O modelo preguiçoso costuma ser local, porque o modelo é construído 
usando-se apenas uma pequena vizinhança de pontos. Em contniste, os 
modelos ansiosas são globais, pois a sua construção utiliza todo o conjunto 
de dados, que são então descartados. 

3.2 Modelagem global x modelagem local 

Métodos preguiçosos geralmcnte usam aproximações locais, que produzem 
um comportamento altamente adaptotivo, que geralmente não é encontrado 
cm algoritmos ansiosos. É i>ossível criar um algoritmo (lue utilize todos 
os dados disponívies juira um aprendizado preguiçoso; ou seja, um mode- 
lo preguiçoso global. y\ssim ])oder-se-ia criar uma metodologia que a cada 
nova pergunta estudasse todo o conjunto de dados, fazendo uma ponderação 
(dando uma importância maior para os exemplos mais relevantes àquela per- 
gunta). Entretanto, esta metodologia não é viável, pois o gasto computa- 
cional seria impraticável. Portanto um modelo preguiçoso é sempre local. 

Num modelo ansioso, ou seja, numa modelagem global um único modelo 
é usado para ajustar todos os darios de treinamento, todo o espaço com 
seus várias regimes. E, a partir de então, pode-se perguntar à vontade que 
as respostas serão dadas. Primeiraniento, os exemplos são compilados num 
modelo, então a base de dados inicial 6 dvKcartada e a dtíscrição obtida é 
usada para responder a i)ergmita feita. Para modelas ansiosos coiLstuma-se 
utilizar: árvwes de decisão, redes neurais, funções de ba.se radial, etc |41, 35). 
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A seguir 6 apresentada uma ILsta comparatiTO das vantagens e desvanta- 
gens dos modelas locais e dos modelos globais. 

Controle da Não-Linearidade 

Uma vantagem dos modelos locais é que eles dão controle direto da qmuiti- 
dade de não-linearidade através do parâmetro k, o número de vizinhos para 
contrução do modelo. Conforme k aumenta, os modelos locais tomam-se 
menos locais e mais suaves. No limite em que k toma-se igual ao número de 
pontos do conjunto de dados o modelo local tornam-se um modelo global. 

Esta característica dos modelas locais tern sido usada como uma medida 
de não-linearidatle. Casdagli propôs amliar o desempenho dos modelos locais 
para váiios valores de k. Em processos estocásticos, o valor de k deveria ser 
grande, pró.ximo de todo o conjunto de dados. Em processos determinísticos 
<lc baixa dimensão, o valor de k deveria ser baixo, de forma que apenas a 
dinâmica local fosse observada pelo modelo [50]. 

Complexidade Adaptativa 

Outra vantagem dos modelos loc.ais 6 que o grau de não-linearidade adapta- 
sc à distribuição do conjunto de dados. Em regiões onde os pontos estão 
bastante espaçados, a região a)bcrta pela vizinhança é automaticamente au- 
mentada, desde que o número de viziidios seja fixado. Este uso eficiente dos 
dadas não 6 possível ann a maioria dos modelos globais. 

Preprocessamento 

Como 0 modelo local não é comstruído ató que o vetor pergunta esteja 
disponível, os modelos locais não tôm a necessidade dc praticamente nenhuní 
preprocessamento. Entretanto, técnicas de modelagem local mais avançadas 
(mergulho passa baixa, projeção num subespaço) requerem algum pieproces- 
samentü para selecionar os parâmetros do modelo local. 

Numa rede neural, por exemplo, os valores de entrada devem estar dentro 
de uma escala. Em geral, entre -1 e 1, ou entre 0 e 1. Às vezes, recomenda-se 
uma escala num intervalo inferior a estes |35|. 
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Custo Computacional para Calcular as Saídas 

Algoritmos locais costumam ter um custo computacional mais baixo do que 
algoritmos globais durante a fase de treinamento. (Os algoritmos locais geral- 
mente não possuem fase de treinamento.) Entretanto, os algoritmos locais 
térn necessidade de grande espaço para memória, além de um alto custo 
computacional durante a resposta à pergunta. 

Modelos globais geralmente podem produzir as saídas muito mais rapi- 
damente qiic modelos locais, pois os modelos locais têm que encontrar os 
vizinhos mais próximos e construir o modelo local para cada vetor pergunta. 

Felizmente, o tempo para gerar as saídas do modelo local não é algo im- 
praticável. Lsto principalmcntc porque existem algoritmos (jue podem reduzir 
o tempo para encontrar os vizinhos rnais próximas. 

O tempo necessário pma a construção do modelo load 6 menor do que 
mpicle ]>ara se encontrar os vizinhos, mesmo que .seja utilizado um algo- 
ritmo rápido de busca de vizinhos. Isto porque modelos locais são coutruídos 
usando-se apenas um pe<iueno subconjunto do conjunto <le dndcxs e porque 
a construção do modelo local não 6 itcrati\'a. Nos modelos globais, a cons- 
trução dos modelos costuma ser iterativa, assim como ocorre com as redes 
neurals. 

Como se deve fazer uma busca no conjunto de dados para se encontrar os 
vizinhos mais próximos, o tempo requerido para a saída dos modelos locais 
cresce confonne o tamanho do conjunto de dados aumenta. Usando uma 
bitsca por força bruta, o tempo da localização doe> vizinhos aumenta com 
O(N^) onde N é o número de pontos do conjunto de dados. Usando-se ár- 
v'ores, para a maioria dos conjuntos de dados obtidas de processos reais, o 
tempo da localização dos vizinhos aumenta com C7(.Vlog N). Já o algoritmo 
proposto por Schreiber leva urn tempo 0(N) |40j. Isto reduz substancial- 
mente o custo dc se usar modelos locms num conjunto de dados grande, 
tomando-os viáwis para a maioria da,s aplicaçõ&s. 

Seleção Limitada das Medidas de Erro 

Uma desvantagem dos modelos locais 6 que a otimização dos pontos vizinhos 
está vinculada a inininiização da soma dos erros quadráticos, ou eciuivalen- 
teneiite, o erro (piadrático médio. Isto porque não há ueuhuiua solução com 
forma fechada para o modelo ótimo para outras medidas dc erro. A utilização 
de outras medidas de erro implicaria na utilização de um algoritmo iteratimo 
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para a miuiinizaçáo do erro, o que acarretaria num custo computacional ex- 
tremamonte alto. 

Modelos globais geralmeiiU; utilizam um algoritmo de otimização itera- 
tivo, ívs vezes diamado de programação não-linear, para adaptar os parâmet- 
ros do modelo. A maioria destes algoritmos re<iuer que o gradiente do erro 
seja contínuo com relação ao parâmetros do modela, o que, por sua vez, re- 
quer que a medida do erro seja continua. Esta família de funções erro inclui 
a .soma ponderada dos erros quadráticos usada por modelos locais e muitas 
outras funções cito (35|. 

3.3 Modelagem local 

A modelagem locjil tem apresentado bons resultados iia literatura que trata 
de .séries temporais não-lineaics dctcrminfsticas. Através desta modelagem é 
possível tratar diferentes regiões do espaço de fase com diferentes modelos. 
Isto (x>stuma resultar em algoritmos com melhor performance. 

Piua apoiar o uso da modelagem local, é importante saiientar qut; a mode- 
lagem local tem obtido bons resultado em competições internacionais, quando 
wmparada à Jiiodelagem global. 

3.3.1 As modelagens local e global em competições 

Na competição realizitda no Santa Fe Institute em 1991 [29], foram upr(;senla- 
das várias séries temporais para que pesquisadores enviassem suas predições. 
A série que recebeu o maior número de previsões foi o “Conjunto de Dados 
A”. As duas predições mais acuradas da competição foram realizadas por 
Sauer [32| e por Wan [3l|, e tratavam desta mesma série. A predição de 
Wan foi feita com uma rede neural, um modelo global utilizado como um 
uproximador de funções. .lá o método de Sauer foi baseado na representação 
da g«s)metria do espaço de fases do sistema que produziu a série temporal; 
uma modelagem local (preguiçosa). 

O “Conjunto de Dados A” consistia dc uma série de 1000 pontos, onde 
pedia-se que fossem previstos os próximos 100. Os melliores resultados foram 
obtidos por Wiui [311. Entretanto, não se pode dizer que ele foi o vencedor 
pois, (luaudo os algoritiiios de Sauer |32) c Wan |3l| foram extrapolados para 
que previssem não apenas 100 pontos, mas 600, os resultados foram diferen- 
tes. Observxiu-se então, conforme dito pelos organizadores da competição, 
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que 0 algoritmo criado por Saucr capturava as características da dinâmica 
de forma muito melhor que o algoritmo de Wan. Também segundo os orga- 
nizadores da competição, o algoritmo dc Saucr era capaz de prever os dados 
com maior confiança num horizonte de teiniio maior |30]. Portanto o algo- 
ritmo que usa\'a mna modelagem local foi o que obteve melhores resultados. 

Uma segunda competição deve ser mencionada. Esta ocorreu na Bélgica, 
no IrUeniational Workshop on Advanced Dlack-Dox Tcchniqucs for Nonlmear 
Modelmg: Theory and Applications |33J. A oiganização desta competição 
disponibilizou uma série temporal com 2000 pontas. Aos competidores foi 
pwlido que previssein os próximos 200. O campeão desta competição foi 
McNamcs [34] utilizando um modelo local. 

Dc acordo com estas competições, observarse que a modelagem local cos- 
tuma dar resultados superiores à modelagem global. Portanto ela deve ser 
a escolha natural ao se realizar a previsão de uma .série temporal. O mesmo 
deve ser feito ao se realzar a níamostragem das séries temporais. Portanto a 
modelagem loc.al foi adotada nesta tese. 

3.3.2 Dados era tempo real 

O modelo preguiçoso cxuiduz a algoritmos que podem t(;r melhoria de perfor- 
mance com o tempo. Isto ocorre porque pode ser utilizado mesmo quando 
OH dados não estão todos disponíveis no início da análise, mas são coletados 
cm teini>o real. Neste caso, urn novo exemplo requer apenas que se atualize 
a base de dados, diferente do modelo ansioso que necessitaria <iue toda a 
modelagem fosse refeita. 

Além disso, o aprendizado prequiçoso não sofre de interferência, ou seja, 
adquirindo-sc novos exemplos sobre um regime não degrada a performance da 
modelagem de outros. Entretanto, existe o problema da grande necessidade 
dc memória |)ara armazenamento de informação; e também o problema de 
velocidade, por ter <iue criar um novo modelo para cada pergunta que 6 
feita. Mas estes problemas têm sido superados devido à coustauto evolução 
do hardware. 

3.3.3 Arquitetura do modelo local 

Para responder a cada pergunta, é necessária uma modelagem local que, 
como dito anteriormente, pode ser vista como composta de uma arquitetura 
e a identificação do seus parâmetros. 
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No aprendizado preguiçoso é preciso encontrar os exemplos mais rele- 
vantes no conjunto de da<los e obter a evolução de cada exemplo. A partir 
destes dados (de entrada e de saída) um modelo local é construído e ajusta<lo 
141|. 

A arquitetura do modelo loc.al abrange as seguintes etapas [43j: 

• a seleção de uma métrica para se obter os vizinhos i-elevantes; 

• a escolha do uma função ponderação para os vizinhos; 

• a seleção da estrutura do modelo local. Por exemplo, a escolha entre 
polinômios de váiios graus; 

• a escolha do niimero de exemplos (vizinh(xs) necessários para a mode- 
lagem local. 

Em cada etapa ocorre a escolha de algum parâmetro. De uma forma 
geral, os i)e.sqidsadores simplesmente escolhem um valor para alguns destes 
jraiâmetros som que soja feita uma otimização para eles. Certas escolhas, 
como a função que será usada para ponderar os exemplos mais relevantes, 
costumam ser feitas sem que se. busque uma otimização dos resultados. 

É importante salientar que toda a estrutura, assim como os parâmetros, 
deveriam ser (íscolhidos de forma a otimizar a modelagem. 

3.3.4 Escolha dos parâmetros 

Depois que a arquitetura do modelo foi definida, é mectssário que os parâmet- 
ros sejam otimizados. Mas sempre é necessário que o asuário escolha um valor 
inicial para os parâmetros. A partir daí, cnítes parâmetros podem ser variados 
l)ara que se busque uma minimização dos erros. 

A acurácia dos modelos não-lineares gcralmente é sensível ao valor destes 
parâmetros definidos pelo usuário e, portanto, à habilidade e ao coirheciincnto 
do usuário. 

Vale hmtbrar que não existe, i>or exemplo, unt método único para se es- 
colher o atraso r para se fomiar os vetores do espaço de fases reconstruído. 
Sendo <iue cada iirétodo pode nos dar um valor diferente para este mesmo 
iraràmetro. A escolha inadequada para este, ou outro jrarâmetro pode prej- 
udicar toda a modelagem. 
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3.4 Modelagem local no espaço de fase 

Os modelos locais requerem uma série de dados com muitos exemplos das 
variáveis oljservatlas, a partir das quais 6 criado um modelo com variáveis 
de entrada e de saída. É iicxíessário que se tenha muitos dados para que 
seja possível descrever a variedade oude está o atrator no espaço de fa.ses. 
.Assim, o modelo pode scr constuiído e usado para estimar a saída para um 
dado ponto no espaço de ftrses, que não seja parte da série de dados original. 
Esto ponur, que se busca encontrar a evolução, é chamado de pergunta (q - 
(/uery); c a saída do modelo local, ji(q), é chamada de resposta. 

A saída do modelo local é calculada usando-se três estágios consecutivos. 
Assim (15, 32): 

1. No primeiro estágio a pergunta fonnulada, ou seja, o ponto a ser 
evoluído (q) é colocado no espaço de fases eosk vizirdios rnais pr-óximos 
são localizados. 

2. No segundo estágio constrói-sc um modelo simples usando somente os 
k viziixhos rnais próximos e suas respectivas evoluções. De uma forma 
geral, os vizinhos costumam ser ponderados de acordo com a distância. 
Àqueles niaLs póximos é dado um peso maior, enquanto que aos mais 
distantes é dado um peso menor. 

3. No terceiro estágio, quando o nrodelo está construído na vizinhança da 
pergunta (q), a pergunta é utilizada como entrada deste modelo local, 
para estimar a saída do processo, j)(q). 

No modelo local, são feitas várias modelagens nas diversas regiões do 
espaço de fasts, onde encontram-se os dados originais. Assim, podem haver 
diferenUsi modelos descrevendo regimes distintos, resultando numa descrição 
mais acurada, mesmo quando são usadas aproximações simples (modelos 
lineares, por exemplo) [41]. Cada modelo é obtido após conhecer a pergunta; 
pois, assim, .são encontrados os pontos vizinhos c 6 então formulado um 
modelo que dô a resposta. 

Algnns exemplos de modelos locais .são (41): 

• Média pondeiuda: este é o modelo mais simples, usando como resposta 
a média ponderada da resposta dos pontos vizinlios mais próximos; 

• Reynsaãa ponderada local: ajusta urna superfície aos pontos rnais pr6- 
xirnos usando urna regressão baseada na distância. O tipo mais comum 
de regres-são é a linear. 
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Arquitetura do modelo local 

Ao ut ilizar um modelo local, parece vantajoso mantê-lo simples, mantendo o 
critério de treinamento igualmentc simples. Assim, costumam ser utilizados 
modelos de média ponderada, ou modelos que são lineares nos seus parâitie- 
tros. 

Para o treinamento do modelo, que \ãsa obter os parâmetros que otimizam 
modelagem, é comum a utilização do critério de mínimos quadrados. Esto 

critério tem a grande rantagern de posstiir um baixo custo computacional. 

O aprendizado preguiçoso descrito através de uma modelagem local, as- 
sim, os ejcemplos mais relevantes devem ser encontrados i>ara que modelo 
seja descrito corretamente. Para que os c.\cmplos mais relevantes sejam en- 
contrados, é necessário que seja delinida uma métrica que a\'alie quais sãio as 
e.xemplos mais relevantes. 

Depois que os exemplos mais rele%'antcs são encontrados, é possível dar 
uma ponderação a cada uin, de acordo com o seu grau dc relevância. Então 
um modelo local (usrmdo os exemplos mais relevantes) é usado para descre\'or 
a dinâmica local. 

No estudo de sériw temporais não-lineares determinísticas, o objetivo da 
modelagem é encontrar- a evolução dos pontos neste ispaço. De uma forma 
geral, iiâo é possível descrever todo o espaço de fase, mas apenas o atrator. 

No espaço de fa-se, é possível saber a evolução de cada ponto, pois os 
mesmos estão teinporalmente ordenados. Assim, para cada exemplo, que é 
uma entrada do modelo, sabo-sc a sua evolução, que é a saída do modelo. 

A partir destes dados dc entrada e sirída, 6 construído um modelo local. 
Existem diversas possibilidades para o modelo local que será adotado. A 

41 
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saída do modelo pode ser simplesmente a média da evolução de cada exemplo 
reltnmu/í. Outra possibilidade é que, a partir dos daods de entrada e saída, 
seja criado um modelo linear. Este modelo é usado então para prever a 
evolução de novos pontos, que não estão na base de dados original. 

O modelo de média ponderada e o modelo linear são os mais comuns na 
modelagem local, entretanto algumas vezes são utilizados modelos polinomi- 
ais ou até mesmo outros modelos para descrever a evolução dos pontos no 
espaço de fase. 

Depois que o modelo foi escolhido, os vizinhos inaLs próximos são usados 
para treinar o modelo. Nesta fase os par âmetros são ajustados, de tal forma 
que o erro de predição seja minimizado usando como conjunto de treinamento 
os vizinhos mais próximos. 

A arquitetura do motlelo local abrange quatro pontos, que são: 

• a determinação do tamanho da vizinhança a ser analisada; 

• a escxrlha de uma métrica para a distância; 

• 0 tipo de modelo local usado na modelagem (linear, quadrático, ...); 

• a forma da função-ponderação que determina o peso dado a cada vizi- 
nho. 

Apresenta-se nas próximas seções o detalhamento de cada uma destas escol- 
has. 

4.1 Exemplos relevantes 

Na modelagem local, para se responder urna pergunta, é necessário obsenur 
os exemplos mais relevantes. A partir destes exemplos, 6 realizada uma 
rtigressão que ajusta o valor dos parâmetros do modelo. Em séries teiuponiis 
não-liuearcs, um espaço de fase é construído a partir da série temporal. No 
espaço de fase, os ponto.s próximos possuem evolução próximas. Assim, os 
exemplos mais reletuntes são os vizinhexs mais próximos. 

Na literatura de séries teiri|)orais não-Iineares determinísticas existem 
duas formas comuns de se escolher uma vizirehança no espaço de fases. Uma 
delas é a escolha de uma vizinhança de tamanho fixo. Neste caso, o tamiuiho 
da vizinhança deve ser supci ior ao nível de ruído da série temporal. Sc o 
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tamanho cia vizinhança for menor do que o nível de ruído da série tempo- 
ral, a seleção de vizinhos estará sugeita a unia grande flutuação estatística, 
causando uma grande flutuaçíio nas prodiçôes. Se o tamanho da vizinhança 
for muito grande, será criado um viés, pois uma aproximação linesir para o 
atrator não será boa [231. Assim deve liaver urn coinjiroinetimento eutie a 
wiriãnda e o viés. 

Uma outra forma de se escolher uma vizinhança 6 atra\-és de um número 
fixo dc vizinhos para cada pergunta. Neste caso deve ser observado o com- 
portamento da série temporal no espaço de fascí. Devem ser observadas prin- 
cipalmente as rcfgiôcs com menor número do trajetórias. Desta forma, o 
tamanho da vizinhança variará localmente. Em regiões onde o número de 
vizinhos é peciueno, o tamanho da vizinhança deverá ser maior, tornando 
a predição mais viesada. Mas este procedimento evita o problema de ter 
vetores-perguiita com poucos vizinhos, ou até mesmo sem vizinhos [41, 32). 

Ao se trabalhar com previsão no espaço dc fase, deve-se utilizar a in- 
formação das trajetórias mais ijróximas, ao invés de simplesmente utilizar 
os vizinhos mais próximo.s. Assim, em cada trajetória próxima, apenas o 
vizinho rnais próximo pertencente àciuela trajetória será escx)lhido [32, 34j. 
Quando vários pontos de uma mesma trajetória são utilizados na modelagem, 
pouca informação é acrescentada por estes vizinhos pertencentes à mesma 
trajetória. 

1’ortanto, na modelagem local serão utilizados os k vizinhos mais pró- 
ximcjs, sendo que cada vizinho deve estar numa diferente trajetória. Para 
garantir que os vizinhos estão em órbitas diferentes, verifica-se o índice de 
cada vizinho. Se dois (ou mais) vizinhos a()reseiitarem índices coinsccutivos, 
então apenas uma deles deve ser considermlo como vizinho. Portrujto, daque- 
le» que apresentam índices consecutivos, somente o que estiver mais próximo 
será tomado como vizinho, os demais serão descartados. Desta fonna, so- 
mente uin i)onto cm cada trajetória, o mais próximo, será considerado na 
modelagem. 

Como somente um vizinho eui cada trajetória deve ser escolhido, é im- 
portante que este vizinho esteja no ponto da trajetória que mais sc aproxima 
da [xugiinta. Por este motivo, a iuterpolação torna-.se um procedimento rt'- 
lerante, principalmcnte quando a taxa dc amostragem da série temporal é 
baixa. Este procctUmento dc iuterpolação já foi dctalliado na seção 2.5.2. 
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4.2 Seleção de uma Métrica para a Distância 

Para <iue os vizinhos mais próximos sejam eiicontados, é ueeessáiio que seja 
definida uma métrica i^aia a distância. É comum a utilização da métrica 
cuclideaua como a medida de distância entre dois pontos; 

í>£(q- x) = j ’ 

onde q é o vetor pergunta e x é tun ponto da série de dados. Os pontos são 
m-dimensionals. 

Muitas outras medidas poderiam scr usadits. Por exemplo, qualquer p- 
norma poderia ter sido usada, como definida a seguir 

ond(! 0 parâmetro p da norma é escolhido pelo usuâiio. Além da norma 
euclideana, £-«,(•, •) c Li(-, •) também são escolhas comuns. 

Muito pouca pesquisa foi feita para determinar que medidas de distância 
tornam os modelos locais mais exatos, embora muitas diferentes funções de 
distância tenh;un .sido propostas na literatura (41j. 

Para garantir o bom comportamento do modelo local, uma metodologia 
diamada de regularização será adotada. Esta metodologia é baseada na 
minimização do erro quadrático. Para que haja uma coerência entre o método 
de regularização e a métrica (para seleção dos vizinhos mais próximos) será 
utilizada a métrica euclideana neste trabalho. 

4.3 A construção do modelo 

Um sistema dinâmico descrito por uma equação diferencial é escrito como: 

X = F(x). 

A partir desta equação diferencial, 6 possível obter um mapeamento, assim: 

1/1 

x(t) = d>i(x<i). 
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Se cstc mapeamento for reescrito para que a evolução do sistema ocorra 
simplesmente num intervalo de tempo Aí, obtém-se: 

= 0At(xo). 

Agora 6 possível generalizar esta e<iuação, para que ela represente uui 
mapeainento paia a obtenção (de forma iteratitu) do estado do sistema em 
qualquer instante de tempo nAt (n 6 N): 

X(n+l)Af ~ ^^Atí^nAt)' 

Para simplificar a notação, escreve-sc esta equação da seguinte forma: 

x„+i = f(x„). 

Assim f( ) é um mapeamento do espaço de fase nele mesmo, fiuo evolui o 
sistema por um interv-alo de tempo Aí. 

Como não são conhecidas as variáveis originais do sistema dinâmico, mas 
aiienas os vetores de atraso, a equação fica: 

yn+l = g(yn). 

Como são utilizadas coordenadas de atraso, não 6 necessário prever o 
vetor y„+i. Podo-se simplesmente prever uma cooixlenada deste wtor, pois, 
quando se prevê esta componente, é possível criar o vetor y„+i com m — 1 
escalares que já estavam disponíveis mais 1 escalar que foi previsto. Portanto: 

Vn+i = 9{y„)- 

Vale lembrar que a função <?(•) não é conhecida, assim a uiformação sobre 
esta função será obtida a partir dos k vizinhos mais próximas. Portjuito, para 
encontrar a evolução de um vetor pergimta (q) é necessário recxirrer íuis tucem- 
plo.s (vizinho.s mais próximos). Encontram-se os exemplos mais relevantes no 
espaço de fase. Pontos que se encontram próximos no espaço de fase possuem 
uma evolução próxima. Assim, os exemplos mais relevantes são os vizinhos 
mais próximos. Portanto, a partir dos k vizinhos mais próximos e das suas 
evoluções será possível estimar a função g{-), (lue evolui os pontas do espaço 
de fase. 

Para sim[)lificar a notação, st:rá mx:essária fazer algumas mudanças. Os 
vetores do entrada da modelagem, assim como os escalares de saída já car- 
regam índices. Será nect'ssário acresanitar mais índices, pois haverá k vizin- 
hos para cada vetor pergunta (q). Para que a notação permaneça simples, os 
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k pontos vizinhos que serão usadas como entrada do modelo serão denotados 
por Xi (i = 1,..., k). Além disso, escalares que são as evoluções dos wtores 
X( serão denotados por y, (t = 1,..., fc). 

A equação que descreve o modelo (para os k vizüdios) pode ser escrita 
como; 

Vi = /(Xi), i-l,---,k. 

Para o vetor pergunta cscreve-se: 

y - /(q). (4.1) 

Como o mapeamento no espaço de fase é uina função contínua e suave, é 
possível aproximá-lo por uma expiuisão em série de Taylor. Pode ser feita a 
aproximação do grau desejado: 0, 1, 2, 3, ... 

A eciuação 4.1 {)odc ser apro.xiinada por uma expansão em série de Taylor. 
Esta aproximação será feita em torno do ponto médio da vizinhança do vetor 
pergunta (Xq). Portanto a aproximação de grau zero é dada por: 

y = /(q) = /(Xq) + c>(llq - Xqll). 

•Já a aproximação de grau l 6 dada i>or: 

y = /(q) = /(Xq) -f Vsr(Xq) • (q - Xq) + (Pdlq - Xq||*), 

onde 

Uma aproximação de grau n (n > 1) costuma s<ir mais próxima da 
função original, pois utiliza-se até a derivada de ordem n, obtendo assim 
um polinômio de ordem n. O erro na aproximação é d(||q - Xq|l"). Quando 
q está próximo de Xq, o eno deve ser pequeno. 

4.3.1 Aproximação de grau zero 

A apro.ximaçâo de grau zero 6 d>ula por: 

y « /(Xq) 

Como a função /(■) não é conhecida, os k vizinhas mais próximos s<aão 
u.sados para se obter uma aproximação para a função. Assim, é definido um 
estimador para a resposta, sendo rate dado por: 

y(q) = y- 
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4.3.2 Aproximação linear 

()s inodolos lineares são rnuito comuns devido à sua simplicidade c uo con- 
junto bem desenvolvido de ferramentas disponíveis da estatística. 

Segundo Eckman e Ruelle [15], uma forma de apn)ximar a dinâmica do 
sistema que produz a série temporal c com uma aproximação linear que pode- 
ria ser determinada a partir dos pontos no espaço de fases por ura ajuste de 
iníiiimos quadrados. O objetivo deles era de calcular o expoente de Lya- 
jjunov. Fanner e Sidorowich [46] foram os primeiros a utilizar esta técnica 
para a predição de séries temporais não-lineares. 

Assunuvse que o mapeamento no espaço de fase é uma função suave, ou 
seja, difercnciável. Assim o mapeamento tangente local será uma aproxi- 
mação razoável para o mapeamento. 

A aproximação linear da equação 4.1 é dtida por; 

y « /(Xq) + V/(Xq) • (q - Xq). 

Como a função /(•) não é conhecida, a aproximação local da função é 
feita através do conhecimento dos seus vizinhos e suas imagens. Define-so, 
{jortauto, um estimador para a resposta: 

?;(q) = a q + ^ 

onde a — V/(xq) e /3 = /(Xq) - V/(xq) • Xq. Obserra-se que a é o vetor 
de coeíicienUs angularc.s do modelo c P t o coeficiente linear. 

1’ara (|ue se determine os parâmetros ac P,t necessário fazer a regiessão 
utilizando os k vizinhos mais próximos. Portanto: 

yf = a--Xi+ p, {i = l,2,---,fc). 

Rserevendo as k equações como apenas uma equaçãtr vctorial; 

y = Xa+P 

onde X é definida como uma matriz que contém cada um dos k vizinhos 
mai.s próximos e y é o estimador para as saídas (evoluções) de cada um dos 
k vizinhos: 
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onde o ponto vctorial x< 6 o í-ésimo vizinho mais próximo da pergunta q e 
j/, é o vTilor alvo (evolugão) para x*. 

Para obter o valor dos parâmetros ac Pé necessário estimá-los utilizando 
alguma mctorlologia. A mais comum é minimizando o erro quadrático médio. 

Para facilitar a obtenção dos parâmetros pode-se realizar a (xsntralização 
dos darlos, as.sim: 

A = 

xí-xz; 

y = 

J/l - í/ 
h-f/ 

u J Vk-y 

onde Xq 6 a média dixs k vizinhos mais próximos ao vetor q e y é a média 
díis k evoluções. 

Realizando a centralização, a equação linear toma-se simplesmente: 

y = Aa. 

Assim, a equação para cada um dos vizinhos será escrita como: 

Vi = yAa- (xí -Xq). 

Ix)go, a resposta para a pergunta q será: 

.y(q) = y + a • (q - Xq). 

A seguir será mostrada uma estimati\-a para o vetor de coeficientes a. 
Para isto será minimizado o erro quadrático médio. 

4.4 Tipos de Modelos Locais 

Em princípio, qualquer tipo de modelo local poderia .scr coustmído uma vez 
que os k vizinhos mais prá.\irnos foram encontrados. Entretanto, a construção 
de um modelo não-linear (dados os k pontos) 6 incomum por, pelo menos, 
duas razões. Primeiramente, o número de pontos vizinhos {k) é muito pe- 
ciueuo e pode mesmo ser menor do (jue a dimensão m dos vizinhos. Isto é 
como risolvcr uin sistema com mais variáwis do que ctiuaçôes. A maioria dos 
métodos de modelagem não-lincares não são viáveis sob estas circunstâncias 
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])orque requerem que o número de e-xemplas (vizinhos) seja muito maior que 
a dimensão do vetor da entrada. 

Além disso, o processo de construir o modelo deve ser repetido para cada 
j)orguiita. Muitos modelos não-liiiearcs iiâo podem ser usados localmeiite 
poniue o tenirm necessário para construir e avaliar o modelo uão-linear se- 
ria enorme. Por exemplo, embora as redes ueurais possam ser avalúwlas 
rapidamente, ixxiuerem geralmente muitos dados de treinamento inicial. No 
contexto da modelagem local isto teria que ser repetido para cada pergunta 
e pjccederia os limites de tempo prático.s para a maioria das aplicações. 

4,4.1 Modelos Lineares Locais 

Pelas razões descritas na seção precedente, é comum a utilização de modelos 
que podem ser construídos e ataliado-s muito rapidamente. Os dois tipos 
mais comuns de modelos locais .são [41]: 

• modelos de média local; 

• modelos lineares locais. 

Estes são os dois tipos mais simples de modelos. 

Modelos de média local e modelos lineares locais podem ser descritos 
iLsando-se a mesma estrutura matemática. Para wiificar, considere a saída 
do modelo liiuíar local para um vetor de cuti-ada q. Este modelo linear para 
uma dada viziuhauçíi pode ser escrito como 

?}(q) = y + »-(q-Xq), 

onde j) é a saída do modelo, y to valor médio da evolução dos k vizinhos, q 
é o vetor da pergunta, a é o vetor de coeficientes lineares do modelo e Xq é 
a média dos k vizinhos. 

Para eucoatnu' o valor dos coeficientes, é minimizada a soma dos erros 
quiulrálLcüs [41j; 

P(“) = 
jttil 

= (y - Aa)^(y - Aa) 
= y^y — y^Aa — a^A^y + a^A^ Aa. 
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Sendo que a centralização tambéin foi considerada para a variável y, que 
diula por: 

yi-y 
?/2 - ?7 

y = . 

y* - y 

Corno a soma dos erros quadráticos é quadrática em a, existe somente um 
ejctremo que é encontrado igualando o gradiente de P(a) a zero. O gradiente 
é dado por 

V„P(a) = -2A'^y + 2A^Aa. 

Igualando esta equação a zero e resolvendo para a, obtém-se 

a — (A^A)"'A^y 
= A'y, 

(4.2) 

onde A* 6 a pseudo-inv'ersa de Moore-Penrose da matriz A, daria por 

A^ = (A’’A)-‘A^. 

Se a matriz A for quadrada e com determinante diferente de zero, A’ 
será a inveraa da matriz A. .Mas, em geral, este não é o caso. 

Para mostrar- que o extremo encontrado na resolução de VaP( ) — 0 é o 
mínimo global, ao invés de um máximo, devo-sc recorrer à matriz Hessiana 

V„^P(a) == 2A^A, 

que é positiva definida para (jualqucr matriz A com colunas independentes. 
Aasirn, o valor irara ct (dado na equação (4.2)) minimiza P( ) globalmente. 

4.4.2 Modelos de Média Local 

A estrutura desenvolvida na seção precedente pode também ser usada para 
diacrewr modelos de média local. Isto 6 feito eliminando-se as entradas 
vetoriais (vizinhos) da matriz de A. Neste caso, o vetor de coeficientes (a) é 
dado por 

a = 0, 

Neste caso, a salda estimada, y, 6 igiud à média amostrai da evoluçãt) dos 
vizinhos. 
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4.4.3 Modelos Quadráticos Locais 

Alguns pesquisadores usaram também modelos quarlráticos locais, mas há 
muitas des\'aiitagens deste tipo de modelo, assim é geralmente evitado [41]. 
Urna desvantagem 6 que o número de parâmetros aumenta quadraticamente 
com a dimensão dos ])ontos no espaço de fase, 0{rrp). Assim, o tamanho 
da vizinlraiiça deveria também aumentar com 0{rrP). Portanto o.s modelos 
quarlráticos têm uma performance ruim nas regiões onde há poucos pontos. 

4.4.4 Média Local versus Linear Local 

Modelos de média local e modelos lineares locais têm seus irontos positivos e 
negativos, cada um deles apresenta as suas v'antagens. E.sta seção apresenta 
algumas das vantagens de cada nm destes dois tipos de modelo local. 

Complexidade Computacional 

O custo computacional da média local é 0[k) onde fc é o número dc vizi- 
nlios usado na construção do modelo. O ctisto dos modelos lineares locais é 
O(knP) + 0{m^) [38], que é consideravelmente maior que média local. 

O custo destes dois modelos não c muito grande, ixris o custo comjiuta- 
donal de encontrar os k vizinhos mais próximos é muito maior que o custo 
da construção do modelo, especialmente para grandes conjuntos dc dados. 

Sensibilidade â Regularização 

O modelo linear 6 dado por: j/= j/+a-(q—jq,), onde a = (A^A)“'A^y. Se 
0 produto matricial A^A apresentar ao menos um autovalor muito pequeno, 
então a sua inversa não será muito bem comportada. O produto matricial 
A' A apresenta autovalores nulos quando o número de vizinhos é menor que 
a tlimeiisãü dos pontos no espaço de fase. Os autovalores assumem valores 
pequenos quando os vizinhos são aproximadamente coliueares. Quando exis- 
tem ]>ontos coliueares, dirninui-sc o número de equações, enquanto o número 
de incógnitas permanece inalterado. 

A regularização é um meio de compensar pelo mal-comportamcnto no 
produto matricial A^A. Em geral o estimador y é muito senslwl ao método 
de regularização [49]. 
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Este problema não ocorre com modelos de môdia local, que não tôm 
nenhuma entrada local e não requerem nenhuma forma de regularização. 
Isto também resulta na habilidatle dos modelos de média local em usar um 
único vizinho. 

Regularização será discutida em detalhes no capítulo 5. 

Estabilidade 

Como a média de um conjunto de números não pode ser maior do que o 
maior número do coiyuuto nem menor do que o menor número do conjunto, 
as saídas de modelos de média local têm a garantia de estarem limitadas 
dentro da escala de wlores de idvo dos vizinhos mais próxiníos. 

Os modelos lineares locais não tôrn nenhuma garantia de tal tipo e po- 
dem gerar saídas muito ilistantes da escala da série de dados. Isto ocorre 
gcralmente quando os vizinhos na série de dados estão muito distantes do 
ponto da pergunta, que ocorre freqüenteinente cm dimen.sões eleradas, ou 
quando o produto matricial A‘'A possui autoralorcs muito pequenos. Estes 
problemas podem, na maior parte, ser aliviados usando um método eficaz do 
regularização, mas este não elimina o problema completamente. 

Acurácia 

Modelos lineares locais geralinente produzem predições mais acuradiws, espe- 
cialincntc quando um método efetivo de regularização 6 usado e o coujunto 
dc dados contém pouco ruído. Sc o coiyunto de dados estiver esparsameute 
distribuído ou contiver muito ruído, modelos de média local serão às wzes 
mais acurados. 

Número de Parâmetros Selecionados pelo Usuário 

Modelos de média local reciuerem apenas que o usuário stdecione o número 
dc vizinhos, fc, e a métrica para a distância. Modelos lineares locais re- 
querem que o usuário faça \'árias escolhas adicionais incluindo o método dc 
regularização, os parâimetros da regularização e quais entradas u.sar. 
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4.5 Ponderação local para modelos mais suaves 

Modelos Locais sâo freqüentemente criticados porque sua saída não é uma 
função suave do vetor de entrada q [18, 36, 45]. Este problema deve-se ao 
fato de que uma mudança arbitrariamente pequena no vetor pergunta (q) 
j>ode causar uma mudança no fc-6simo vizinho mais próximo. Ou seja, um 
])onto que era vizinho, dei.xa dc ser; c outro ponto que não era viziulio passa 
a ser. Desta forma, uma peqviena variação no vtstor pergunta pode causar 
uma gnuide variação na resiwsta. 

Esta seção descreve como tornar uma saída de modelos de módia local 
funções suavt-s das suas variáveis de entrada. Aqui o tenno suave signiBca 
que a derivada parcial da saída do modelo com respeito a cada entrada do 
modelo 6 uma função contínua. 

Para que a suavidjvde na saída do modelo seja obtida, os vizinhos devera 
ser i)ouderados de acordo com a sua relevância. Como os pontos mais próxi- 
mos no espaço de fase produzem resultados mais próximos, o.s vizinhos devem 
ser ponderados de acoitlo com a sua distância. Quanto maior a distância, 
menor será o peso dado àquele vizinho. Note que a i>onderação enfatiza os 
pontos próximos à pergunta produzindo uma resposta que está mais j)ró.xima 
da evolução dos vizinhos mais próximos, do que no caso não ponderado. 

4.5.1 Média Local Ponderada 

A modelagem local, tal como «lescrita na seção anterior, é descontínua. Este 
problema pode ser resolvido utilizando-se uma função ponderação apropriada 
tpic diminui a influência do vizinho mais distante. Por exemplo, considere a 
módia ponderada 

y(q) = (4.3) 

onde ciula peso' uf é uma função da distância ao i-ésimo vizinho mais pi-ó- 
xirno, 

A suavidade dc y(q) depende apenas da suavidade de IV( ) e 
Como a distância euclidiana, De( ,-), é uma função suave, a suavidade dc 
j/(q) depende apenas da função ponderação, IP( ). 

'Os peso» ixxteríaiii stír escritos ímiiu» w„ ao invés de lu?. Mas a utilização desta 
uoUuão, faciliará as contas da próxima seção. 



54 CAPÍTULO 4. ARQUITETURA DO MODELO LOCAL 

A função ponderação dere ser não-ncgativa, monotonicamente decres- 
cente e suave [41]. Bxistcm diversas escolhas passíveis para rata função. 
Uma boa escolha 6 uma função que torue-se zero apenas quando atinge o 
vizinho k -t-1. Assim quahjuer função da forma [41|: 

seria uma opção, Onde d, 6 a distância ao i-6siino vizuiho mais próximo: 

A função ponderação é suave, pois tem dcri\'ada contínua. Além disso, ela 
depende apenas da razão entre a distância do f-6simo vizinlio e a distância 
do (k + l)-ésimo vizinho. 

Uma função ponderação suave garante que y{q) seja suaw exceto no 
caso onde todos os A; -t- 1 dos vizinhos mais próximos são wiuidistantes. Isto 
ocorreiia .se A: -H vizinhos estivessem localizados numa hiper-esfera e o vetor 
pergunta e,stives.se localizado no centro desta esfera. Neste caso, a soma no 
numera<lor da equação (4.4) seria igual a zero c o mlor para y(q) neste ponto 
dependeria da implementação utilizada no algoritmo. Este é, com certeza, 
uni caso patológico e não ocorre na prática. 

Embora a média ])ünderada resulte numa saída contínua iiara o modelo, 
ela também .sofre de problema de overfMing sobre o conjunto de dados mais 
do que a média não-ponderada. Isto porque os mais próximos dos k vizinhos 
terão maior influência numa média ponderada e é neceasário usjvr um número 
maior de vizinhas para se obter o mesmo grau de acuráda [41|. 

4.5.2 Modelos Lineares Locais Ponderados 

rf( = Dí;{q,Xj). 

Dentre estas funçòra, foi escolhida |41|: 

(4.4) 

O método de ponderação local pode ser generalizado para a estrutura da 
modelagem linear descrita na seção 4.4.1. Considere o modelo linear que 
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minimiza a soma ponderada dos erros quadráticos, 
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1 
Pw(a) = X] (í'* ~ 

»=i 
== (y - A«)'''w'^'W(y - Aa) 
= y''‘W'''Wy - a^A^W'^Wy - y'^'W^WAa + oí^A^W'WAa, 

(4.5) 

onde w 6 e W e * 6 a matriz diagonal de te,, 

W = diag{Wi) 

Wi 0 ... 0 
0 U’2 ... 0 

0 0 ... u’k 

Como W é simétrica, ou seja, = W, o produto W 6 subsequen- 
temente denotado por W-*. 

O vetor de coeficientes do modelo linear que minimiza a soma ponderada 
dos quadrados pode ser encxmtrado utilizando-se uma veiaão ponderada da 
matriz A e do \ator y, 

Aw s WA, 
yw = Wy. 

.-\pós reescrever a críuação (4.5) usando esta.s novas variáveis, 

Pw(a) = ywyw - a^A^yw - ywA.w« + oÃAlyAwa, 

torna-se evidente que o problema de regressão linear ponderada é equivalente 
ao problema uão-ponderado resolvido na .seção 4.4.1. A solução que minimiza 
a soma dos erros quadráticos segue da equação (4.2), 

« = (AÍ,Aw)-'A^yw = (A^WU)-‘A^WV. (4.6) 

Seguindo o mesmo raciocínio que na seção 4.4.2, s<! os wtores pergunta 
forem removidos da matriz A, o erro quadrático seria 

P{a,0) = (y - /Jl)^W'^W(y - pl) 
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onde 

1 = 

Derivando esta expressão em relação a /?, e ignalaudo a derivada a zero, 
übt6in-se 

0 = (W''W)-^W^Wy. 

Desta forma, verifica-se que: 

y(q) = ^ = (W'^W)-'W^Wy. 

Isto é equivalente a média local ponderada descrita na seção anterior 
(equação (4.3)). 



Capítulo 5 

Regularização 

Uma modelagem linear local precisa 6 difícil de ser criada, pois ela deve 
ser construída t»m uma i>equeua Nuzinhança, coin poucos vizinhos. Muitas 
vezes o número de jjontos é aproximadamente igual ao número de graus de 
liberdade, ou até menor. O que torna difícil estimar os coeficientes lineares 
com acurácia. O problema aumenta quando existem pontos colincares, pois 
diminui-st! o número de equações, en<iuanto o número de incógnitas per- 
manece iualtei-ado. Para aliviar este problema existem diferentes métodos de 
regularização, que enviesam os coeficientes do modelo reduzindo a Nmiância 
da salda, aumentando assim a estabilidade do preditor [41|. 

5.1 Introdução 

No capítulo anterior, foi mostrado que o modelo linear local 6 dado por; 

y = Aa, 

onde a matriz A e contém os k vizinlis mais próximos depois de 
centralizados, e a é o vetor de coeficientes angulares. A matriz A é dada 
por: 

x f - jq, 

xj[ - x„ 

57 
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Sc a matriz A for quadrada (e com determinante diferente de zero), entãx) 
o vetor ct será d>ido por; 

ot = A~'y- 

onde y 6 K*' é o vetor que contém as evoluções centralizadas dos k vizinhos 
mais próximos, ou seja, 

Vi-y 
•V2 - V 

y= . 

Vk-y 

É importante notar que, se a matriz A não possuir inversa, a solução uõo 
será aquela apresentada acima. A solução st^srá a<iuela que minimizará o erro 
i|Uudráiico: 

a = Ap- 

onde A* 6 a pseudo-inversa de Moore-Penrose da matriz A, díula por A* = 
(A'^A)-'A^’. 

Um dos problemas que podem ocorrer 6 quando as colunas da matriz 
A são aproximadamente colineares, então o produto matricial A^A .será 
aproximadamente singular e alguns dos coeficientes do modelo serão muito 
grandes, pois são proporcionais à inversa de A^A. Como os coeficientes serão 
muito grandes, farão com que a salda do modelo divirja bastante. Lsto não 
oTOrre se o vetor de entrada do modelo, q, estiver no espaço tias colunas da 
matriz A, mas isto raramente ocorre. 

O método de regularização substitui o produto matricial A^ A por uma 
matriz que é melhor comportada. Apesar deste procedimento resultar numa 
solução viesada, ele também reduz a variãncia da saída. 

O método de regularização utilizado neste trabalho é chamado de Análi-se 
das Comironentes Principais ou Regressão em Componentes Principais o 
bascia-se numa Uícnica de decomposição de matrizes chamada de Decom- 
|K)sição em Valor Singular. Priineirainentc será detalhado o funcionamento 
desta (kreornposição, para que em seguida seja explicatlo como esta deami- 
IKjsiçâo pode ser utilizada para a obtenção de uma matriz bem comportada 
através da .Análise das Componentes Principais [39, 10]. 
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5.2 Decomposição em Valor Singular 
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A Decoinpcxsição em Valor Singular 6 uma técnica para encontrar a pseudo- 
invcrsa de uma matriz singular, ou numericamente quane singular'’. Para 
conhecer o procedimento detalhadamente veja Van-Loan e Golub(38|. 

A decomposição em valor singular 6 baseada num teorema da Álgebra 
l/iuear que diz que qualquer matriz A de ordem M x N pode ser escrita 
como 0 produto dc uma matriz ortogonal M x N \J, uma matriz diagonal 
N X jV E e a ti-ansposta de uma matriz ortogonal .N x N V [38). 

As matrizes U e V são ortogonais, pois suas colunas são ortonormaLs: 

Cada uma das quantidades aj é chamada de valor singular e cada coluna 
de U 0 V é conhecida como vetor singular i esquerda e à direita, respecti- 
vamente. 

Note-se que diferentemente da matriz U, a matriz V é quadrada. Por- 
tanto, além de colunas ortonormais, ela também possui linhas ortonormais, 
V • V'’ = 1. 

•I’or numericamente t/uase singular ententle-sc uma matriz que apresenta um dos au- 
toviüores aproximadamente igual a zero, esta diferença sendo muito próxima da precisão 
roíiiputacional. 

/ \ í 
\ í 

A U 

V 
V / V / 

/ \ / 
(5.1) 

1 < n < AT (5.2) 

1 < fc $ A 
1 $ n ^ A 
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A decomposição em valor singular pode ser feita para M igual a N, ou 
diferente. Quando N > M, os \'alores singulares aj (para j > M) serão todos 
nulos [38]. 

A equação (5.1) sempre e.xiste, não importando o quão singuUu- 6 a matriz, 
e é única. Podem sei’ feitas permutações simultâneas das colunas de U, dos 
elementos dc S e das colunas de V. Paj-a quo a decomposição seja única foi 
adotado o procedimento (comumente usado) de oixlcnar de forma decrescente 
O.S elementos da matriz S, ou .seja, a decomposição foi feita de tal forma que 
CT| > <T2 > • • • ^ rr/v ^ 0. 

5.2.1 Conceitos de Álgebra Linear 

.Antes de detalhar cada uma destas matrizes, é necessário fazer uma sucinta 
revisão de alguns termos da .Álgebra Linear, que são de suma importância 
no entendimento deste método. 

Considerando a seguinte equação: 

Ax = b, 

onde a é uma matriz Af x N que lera o vetor x à sua imagem b. O subespaço 
dos vetores x tais que Ax = 0 é chamado de núcleo (ou kemd) da matriz A. 
O número de vetores x linearmente independentes que podem .ser encontrados 
iKSte subespaço c a dimensão do núcleo da matriz A [38j. 

Os vetores b iiara os quais existe um x que satisfaça Ax = b coitstituein- 
se num espaço vetorial chamado de imagem de A. A dimensão deste espaço 
6 0 posto de A. Um teorema da Álgebra Linear afirma que poslo mais 
dimensão do kemd é igual a max{M,N). Obseiva-se assim que a imagem 
da matriz A terá obrigatoriamente dimensão menor ou igual a dimensão do 
vetor X [38]. 

ü que a decomposição em valor singular faz 6 construir uma base para o 
kerncl e outra para a imagem da matriz. .Ás colunas de U, cujos elementos Oj 
são nào-nulos, são um conjunto de vetores ortouonnais que formam a base 
da imagem. As colunas de V, cujas elementos ffj são nulos, formam uma 
bcise ortonormal jiara o keruel. Abaixo segue a demonstração. 

Sejam Uj e vy as colunas de U e V respecti\aincnte. Então a decom- 
[losição A = USV^' pode scr escrita como: 

Avj- = (TjUj. 
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Sc (Tj = 0, então Avj = 0 e está no kernel de A. Entretanto, sea, ^0, 
então Uj está na imagem de A. Desta forma sãí) construídas bases para o 
kernel e para a imagem (38). 

Ao se trabalhar coin uin sistema sujeito a ruído, ger»ilmeiite não se obtém 
cjj ” Oj niiis Uipon&s Oj rj, onde r; é o ruído. Desta forma aquilo que foi 
chaimulo de kernel, passa a ser chamtwio de subespaço do ruído. .Assim as 
colunas dc V formam uma base para este subespaço. 

Quando cTj > //, o subespaço que havia sido chamado de imagem da 
matriz A passa a se chamar de subespaço do sinal. As colunas de U formam 
uma base para este subespaço. 

Para se losolver o sisw;ma, é necessário saber se o vetor b está na imagem 
da matriz A. Se a resposta for afirmativa, então e.xiste uma solução x para a 
eciuação Ax = b. De fato, existe mais de uma solução quando existem valorra 
sigularcs nulos, pois qualquer vetor no espaço nulo pode ser acrescentado ao 
vetor X numa combinação linear (38). 

Se b não estiver na imagem da matriz A, então a eíjuação Ax = b não 
tem solução. Entretanto, pode-se ainda assim obter uma solução não-exata, 
a mais próxima o possível no sentido dc mínimos quadrados. 

EscoIhe-se o vetor x com menor módulo. Para tal, faz-se 1/aj = 0, sempre 
que for nulo, ou da ordem de grandeza do ruído presente nc» díwlos. Desta 
forma a tariâticia do modelo é reduzida, pois a matriz (A^A)"' passa a ser 
bem comi>ortada, fazendo com que o vetor a dos coeficientes do modelo 
assuma o menor valor possível. 

-A primeira vista iwde parecer estranho que, descartando uma combi- 
nação linear do coiyunto de equações que se pretende resolver, obtém-se uma 
solução ótima. Entretanto deve ser lembrado que está se desconsiderando 
Justameute equações (juc estão tão corrompidas pelo ruído que acabam por 
desviar a solução obtida na direção de um vetor do subespaço do ruído. 

5.3 Regressão em. Componentes Principais 

Suponha que o posto da matriz A seja m, e (jue se queira aproximá-la por 
uma matriz B de posto í (í < rn). Então a melhor aproximação para a matriz 
B é dada por: 

B = ^ crjU.vf, 
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ou seja, apenas as direções de rnsiior variância foram consideradas. Somente 
os l vetores singulares associados aos maiores valores singulares estão pre- 
sentes. É importante lembrar que os valores singulares estão organizsulos 
assim: (ti ^ a-2 ^ ^ í’’/ ^ ^ <rm ^ 0- Além disso, (7j — 0, Vt > m. 

Coiifonne foi visto anteriormente, é necessário fazer um proce&so de reg- 
ularização para que o vetor ct seja bem comportiulo. Elste processo consiste 
cm zerar os valores singulaies próximo ao nível de laído. Agora foi mostrado 
que a matriz de po.sto / que melhor aproxima a matriz A é a matriz onde os 
valüics-singularcs de índice superior a l são todos nulos, ou seja: 

Oj = 0, para j > l- 

Sc os valores singularas superiores a l forem da ordem de grandeza do 
ruído pi-esentes nos dados, as direções associadas a estes autovalorcs devem 
ser desprezadas, pois estão no subespaço do ruído. 

No modelo linear local, o vetor dos coeficientes é dado por: 

a = A»y =-. (A^A)“'AV = VS-‘U^y. 

.\ssim, se os valores singulares forem muito pe<iuenos, este resultado será mal 
comportado, pois a mati-iz contém na sua diagonal principal os elemen- 
tos Portanto, para que a \ariância do modelo stja reduzida, os valores 
singiAans pequenos (da ordem de grandeza do ruído) devem ser desprezados. 
Para isto, o termo ^ deve ser zerado sempre que «Zj for da ordem dc grandeza 
do ruído. 

A decomposição em valores singulares deve ser u-sada pois o sistema que 
produziu as dados apresenta um nfimcro menor de dimeiLSÕes do que o número 
dc linhas e o número de colunas da matriz A. Cada matriz A, definida numa 
determinada vizinhança, tem de ter posto menor do que o número de vizinhos 
(fc) e que o número de dimensões (n») do ponto no espaço de fase, desde 
que o número de vizinhos tomados não seja muito pet)ueno. Pois o sistema 
dinâmico que produz a série temporal deve possuir um número pequeno de 
dimensões. 

5.4 Ponderação 

Regnsisão em componentes principais é um método para lidar com o mal- 
comportamento do produto matricial, A^A. Esta técnica apóia-se na de- 
composição cm vTiior singular da matriz A. Para que seja paasível obter um 
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resultado mais geral, pode-so decompor a matriz de vizinhos ponderados pela 
distância Aw = WA. Assim, a decomposição de Aw é dada por 

onde U G e V e K"»'"» são ortouormais, U"' U = 1 e V^'V — VV^' = 
I, c S é uma matriz diagonal e jjositiva serai-definida, S = diag(<r) onde 
<Tí ^ <z<H-i > 0 para todo t. Os elexnentos do vetor cr são chfunados de ^’alores 
singulares da matriz Aw Usíuido esta decomposição, a solução de mínimas 
quadrados ponderados podo ser escrita como 

A notação nsfula aqui é a mesrna da apr&scntada na seção 4.5.2. A saída 
do modelo linear para um vetor pergunta q é dado por, 

onde Vj denota a j-ésima coluna de V, e u, denota a t-6sima coluna de U. 
Os ixarãnUsscs foram introduzidos para enfatizar que cada elemento da soma 
é um produto de três escalares. 

5.4.1 Reduzindo a variância do modelo 

Se o número de vizinhos for pequeno, ou se eles estiTCrera ocupando apenas 
um subespaço do espaço considerado, um ou mais dos valores singulares, ctí, 
será aproximadamente zero. Como no modelo local (que encontra a evolução 
dos pontos) cada elemento da soma 6 multiplicado por os eleinciitos com 
\alor singular pequeno podem fazer com <iue a saída do modelo seja extreiaa- 
mexite alta; ou que, ec|uivalentemente, a variíüicia do modelo cresça. Para 
conter este efeito, o procedimento frequentemente adotado 6 o de trmicar a 
soma, 

Aw = UEV^, 

a = (AÍJvAw) ‘A^yw. 
= VS-‘U^yw 

y(q) ,v-| (q-x)^a 

= y + (q - x)'^VS“’ U^yw 
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onde l < rnin(fc, tn), onde A: é o número de vizinhos e rn é a dimensão dos pon- 
tos no espaço de fase. Esta técnicA, chamada de regrfóisão era componentes 
principais, tem o efeito de suavisar a saída do modelo. 

È importante observar que o.s maiores valores singulares {(Tí) estão associ- 
ados à.s direções (no espaço de fase) que possuem maior variância, enquanto 
que os menores valores singulares estão associados áus direções (no esi>aço 
de fase) que possuem menor variância. Assim os maiores valores singidares 
estão associados ao sinal, eiuiuanto que os menores \^ores singulares estão 
associados ao ruído. 

O número de componentes no somatório, l, é um parâmetro dcfmido pelo 
usuário. Note que se o usuário especificar / = 0, a salda do modelo 6 igual 
â média amostnü dos valores alvo para os k pontos vizinhos armazenados 
no vetor y, ou seja, j/(q) = y. No outro extremo, onde l — min(A;, /n), a 
saída torna-se equivalente a solução de mínimos qiuKlrados dada por y(q) — 
(q - x)^’(A^A)"‘A^y. Isto representa um compromLs.so entre usar média 
ponderada [l — 0) c mínimos quadrados (1 — m\n{k.rn)). 

5.5 Interpretação Qualitativa 

A decomj)OSÍçâo em ralor singular possibilita a repnis<íntação dos dados com 
um menor número de variáveis, e a detecção de padrões era dados ruidosos. 
Esta decomposição produz duas bases ortonormaLs, uma definida pelos ve- 
tores singulares à esquerda e outra definida pelos vetores singidares â direi- 
ta. Apesar da i-edução da dimonsionalidade produzida pela decomposição, é 
ntxiessário acessar os auto-vizinhos que são vetores m-dirnensionais. Entre- 
tanto o número de auto-vizinhos necessários para a descrição local é igual a 
l, que 6 o posto da matriz A depois de desprezado o ruído. 

Como a matriz A foi centralizada, ou seja, suas linhas foram centralizadas, 
o produto matricial A^A = Yli é proporcional à matriz de aivariância 
das 1'ariáveis x< (a matriz de covariância dos vizinhos). O produto matricial 
A’"A é igual a VS^V^. Assim, os auto-vizinhos correspondera âs direções 
de principal variância dos vizinhos, enquanto que o quadrado dos valores 
singulares {af) correspondem âs variâncias das direções principais. A mag- 
nitude relativa de cada \’alor singulai' é um indicativo da sua importância na 
explicação dos dados. 

Os pontos do espaço de fases que são vizinhos da pergunta q fonnuin um 
plano (ou hiperplano) dc dimensão l. Como foram escolhidos k vizinhos, e 
cada ura deles com rn coordenadas {m,k > 1), os vetores auto-vizinhos Vj 
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(i = devem formar uma base para este plano (hipeiplano). Cada 
auto-vizinho V( é uma coluna da matriz V. 

Devido ao ruído, não se obtém Aa — 0, ou seja, a dimensão do kenicl 
é nula. Mas é possível obter Aa = r;, onde 7; 6 o ruído. Os vetores x que 
satisfazem esta equação (istão no subespaço do ruído. .A.s colunas da matriz 
U foniiam uma base para este subesiuiço. 

A imagem da matriz A costuma ser chamada de subespaço do sinal. As 
colunas da matriz V (os vetores v< que podem ser chamados do auto-vizinhos) 
fonnani urna base para este subespaço. 

E importante ressaltar que 0 número de dimensões de um sLstema está 
sempre relacionado ao número de graus de liberdade do mesmo. 

5.6 Regularização Aplicada a Sistemas Dinâmi- 

cos 

A projeção sobre a dirt>ção dominante é uma projeção sobre os vetores que 
representam a maior variâucia dos dados, correspondendo assim a um menor 
nível de ruído. 

O uúineix) de autovetores significativos espelha 0 número de dimensões. 
Isto iini>lica no conhecimento do nível de ruído. Todos os autovalores iiiferi- 
or(» ruído refletem direções ruidosas. 

Deve-se lembrar que a variedade que contém o atrator não é, cm geral, 
um espaço linear. Uma hiper-superfície pode ser defonnada, de modo a 
apiesentar um número maior de dimensões quando escrita numa base linear. 
Assim a regressão em componentes principais, quando aplicada ao atrator, 
pode dar resuitadas não-ótimos. 

.Assim, ao invés de aplicar a regressão em componentes principais glo- 
balmente, deve-se inplementá-la localmente. Pois localmente o atrator pode 
ser projetado numa base cartesiana, com um erro desprezível, desde que a 
vizinhança seja suficientemente pequena, para (jue a curvatura da variedade 
possa ser desprezada. 

6 difícil dekírminar o quão pequena deve ser uma vizinhança. Paia um 
dado atrator, o tamanho ideal da vizinhança pode variai-, pois, em algumas 
regiões, o atrator pode apresentar uma curratura maior, enquanto que em 
outras, o atrator potle .scr mais linear. 
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Eiitit;l2mto, a vizinhança não pode ser muito pequena, pois isto levaria 
a obter um número muito pequeno de vizinhos. Desta forma, o resultado 
obtido seria viesado. V'iesado por ter poucos vizinhos, c todos eles com 
ruído. Paia se reduzir o ruído, 6 preciso aumentar o tamanho da vizinhança 
e aproximar uma variedade não-lineai- por uma linear, o que conduz a um 
erro sistemático. 

Neste ponto é importante relembrar como é feita a reamostragem de uma 
.s6rie temporal. Em suma, para obter a previsão de urna sòrie temporal ou 
a sua reamostragem, é necessário realizar a evolução de um ponto do espaço 
de fase. Neste trabalho, para que os pontos sejam evoluídos foi utilizada 
uma modelagem local, que tem apresentado melhores resultados do que a 
modelagem global. 

Para se utilizar o modelo local, deve ser usado um método de regulariza- 
ção, <iue reduz a variàiicia na sua saída. A regularização utilizada projeta os 
pontos de uma região do espaço de fase num subespaço de menor dimen.são. 

Para que se reduza o ruído presente na série temporal, 6 criado um espaço 
com dimensão superior à dimensão que seria necessária ao espaço de fase 
nxxmstruído. Posteriormente, estes vetores são projetados num subespaço 
de dimensão menor, despresando as dimensões associarias ao ruído. 

5.7 A escolha da dimensão do espaço da pro- 

jeção 

Uma forma de se analisar a significància de cada componente e decidir quais 
deias serão utilizadas na regularização é através da variftncia relativa acumu- 
lada. Ou seja, esta proposta rc<iuer que o modelo regularizado explique uma 
fração da variâiicia dos dados originais. fosse escolliido 90%, cscolhcr-se-ia 
l que satisfizesse 

1 

E 
wl 

Assim, através da regressão cm componentes principais, é possível encon- 
trar a TCvdaddra dimensão da variedade, que é o posto l da matriz. Sei < k, 
a análise de componentes principais produz uma representação dos vizinhos 
utilizando um menor número de variáveis. 
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Uma outra po.s.sibilicladn 6 a escolha de urn NTilor fixo para os valores 
singulares não nulos. Por exemplo, o atrator de Lorenz pode ser representado 
localmeute num plano com duas dimensões. Portanto, todos os vizinhas mais 
próximos de uma pergunta estariam neste plano. Entretanto, deve-se escolher 
apenas um vizinho em cada trajetória. Isto faz com que a dimensionalidade 
seja reduzida em uma unidade. Portanto todos os vizinhos estarão sobre 
uma linha unidimensional, obser\'e isto na figura 2.6. Nesta figura %'emos 
que foi utiliziula a interpolaqâo para garantir que o« vizinhos maLs próximos 
estivessem .sobre uma linha com dimensão 1. 

Sauer l32j utilizou esta característica do atrator no seu algoritmo de 
prediçâo. Portanto as vizinhas eram projetados sobre a direção de maior 
variància, sendo esta a direção a.s.sodada ao maior valor singular da de- 
composição. Portanto o parâmetro l foi tomado igual a 1, porque todos 
os vizinhos estavam aproximadamente distribuídos ao longo de uma linha. 
A dispersão que ocorria na distribuição dos pontos ao longo desta linha foi 
coiisidei ado como ruído. 

O mc»nio procedimento que aquele adotado por Sauer (32J foi feito aqui. 
Portanto uma primeira filtragem foi realizada por meio da imersão filtrada, 
quando uma janela dc tamanho w foi tomada c foram excluídas as froqüências 
mais aluw para se obter um vetor de tamanho m. Depois foi realizada uma 
segunda filtragem, quando os vetores m-dimensionais foram projeados num 
subespaço de dimensão menor. 

Confonne foi afirmado anteriormente, a janela pode apresentar tamanho 
superior àriuela uecxssária para a irneiíião no espaço de fase, pois, devido 
à filtragem por Fourier, a dimensão será reduzida. Agora ocorre o mesmo, 
os pontos do espaço de fase serão projetados num subespaço de dimen.sáo 
menor. Assim a dimnsão do esp>aço de fase pode ser maior do que a que 
seria reaJmente neces-sária. Se a série não possuísse ruído, ajronas informação 
redundante seria acrescentada. No caso de uma série com ruído, algumas 
dimensões ai)rescntarão uma dispersão simplesiricnte devido ao ruído. Por- 
tanto a informação adicional que está no espaço de fase será utiliztvda na 
filtragem por meio da projeção no subespaço do sinal. 
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Capítulo 6 

Reamostragem 

6.1 Introdução 

Ao se meíiir algum invariante dc iiin sistema (tal como expoente de Lyapuuov, 
dimensão de capacidade, entre outros) 6 importante dispor de uma medida 
dc incerteza associada ao valor obtido. Quando se obtém, por exemplo, 
um expoente de Lyapuuov de 0,01, é imprescindível saber se este valor é 
estatisticamente diferente de zero, para poder afirmar se o .sistema sob análise 
é caótico. Isto 6 possível somente quando se tem uma medida de incerteza 
associada ao valor calculado. 

A maioria dos trabalhos publicados (que extraem informação a partir de 
.st^ries temporais determinLsticas nâo-lineares) não apresenta uma incr;rteza 
paia os valores calculados [2, 3, 4|. Isto não é um erro espcc-ífico destes 
ti abalhos, mas sim um problema que ocorre com a teoria de sistemas caóticos, 
que possui alguns tsitiinadores para as quantidades iuvariantes (expoente de 
Lyapuuov, dimensão, etc), mas não possui um estiniador para a incerteza 
das medidas obtidas. 

Um grande problema para estimar a incerteza, é o fato dc haver apenas 
uma realização do sistema a ser amliado. De uma forma geral, disi)õe-sc 
de apenas uma série temporal. Assim consegue-se apenas um valor para a 
quantidíule <|ue está sendo medida, sem que se tenha idéia da sua incerteza. 

Sc estivessem disponíveis várias realizações do mesmo sistema, ou seja, 
se vãrias séries temporais tivessem sido geratlas pelo mesmo .sistema, .seria 
possívTil calcular os iuvariantes para cada uma das séries. A partir dc então, 
tcr-s(!-ia uma distribuição para este invariante, sendo possível calcular a sua 
média e a sua incerteza (desvio-padrão, por exemplo). 

69 
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Para tentar contoniar este problema, algumas metodologias tõm sido de- 
senvolvidas, mas ídgumas delas já foram contestarias, sendo mostrado que 
seus resultados não sáo apropriados. 

Dc uma forma geral, estas metodologias estão baseadas em algum tipo 
de ixianiüstrí^cni, uma forma de gerar novas bases de dados a partir de uma 
base original. Rcamostragem é uma técnica computacional utilizada paia, a 
partir de uma amostra, gerar novas amostras. A roiuiiostragem baseia-se ua 
simulação, sendo esta simulação baseada na amostra, e não numa população 
hipotética. 

No processo de rcamostragem, são criadas várias amostras a partir da 
original. Depois que as amostras foram criadas, o processo é bastante sim- 
I>lcs. Deve-se calcular a estimativa de interesse para cada uma das amostras 
geradas urtificialmentc. Neste momento, dispõe-se de uma distribuição para 
a estimativa de interesse, tornando possível o cAlculo de um valor médio e in- 
tervalos de confiança. Um toste de hipótese pode ser realizado, além do teste 
de normalidade para a distribuição. Váiias estatísticas podem ser calculadas, 
pois a distribuição está disponível. 

Doi.s tipos muito comuns de reamostragem para lidar com bases de dados 
são 0 jackknife c o bootstmp. No jackknife, uma nova amastra é criada sim- 
plesmente deixando de fora um elemento da amostra original. A.ssim, para 
uma amostra com n dados, é possível criar n novas amostras, piura cada uma 
delas deixa-se de fora um iios n dados originais j?J. 

No bootstmp, os dados para a nova amostra também são obtidos da 
ainoslra original, mas agora é feita amostragem com repo.sição. Seleciona- 
se, port.anto, um dado do conjunto de deidos original, mas este dado não 
é removido desta amostra, podendo ser selecionado noramente. De forma 
aleatória, seleciona-.se dados da amostra original, foniiantlo uma nova base 
de dados (?). 

No método jackknife, o número máximo de ainostas que podem scr criadas 
é n. Já no bootstmp não ocorre este limite. A única preocupação poderia 
ser com relação ao gerador de números aleatórios, pois, quando for atingido 
o seu limite máximo, poderíam ser geradas amo.stras kièntica.s às que já 
foram criadas. Mas isto não costuma ser um problema, pois os geradores 
de números aleatórios atualmente são capazes de gerar uma scqüência de 2^'^ 
(4 294 9C7 296) números distintos. 

No contexto de sistemas dinâmicos, Gençay [5| desenvolveu uma metodolo- 
gia {>ara obter uma distribuição de raloics {«ira o expoente de Lyapunov má- 
ximo. Para entender esta metodologia, é preciso saber como este expoente 6 
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calculado. Dado um sistema dinâmico, descrito por; 

yn+i = g(y«) = g”*nyn). 

a sua vei-são liucarizuda 6 dada por: 

yn+l ~ ■ ■ ■ 'íyidyuíyo), 

onde Jy; é a matriz jacobiana iio ponto yj. O expoente de Lj^ipunov máximo 
será calculado a partir do maior autovalor da matriz: 

J yn "^yn-i ■ ■ ■ Jyi Jyu • 

É importante notar que a ordem nas matrizes é importante, pois o produto 
matricial não comuta, exceto no caso iinidimensional. 

Gonçay |5] propôs selecionar aleatoriamente os pontos do espaço de fase, 
e n matriz jacobiana é calculada para cada um destes pontos. Depois dis.so 
as matrizes são multiplicadas, paia que .se po.ssa encontrar o expoente de 
Lyapunov máximo. 

No artigo de Ziehmann et al. (51) foi mostrado que o algoritmo de Gençay |5| 
produziu resultados inadequados. Eles aiinnain que utii dos problemas é (jue 
o produto matricial não comuta, fazendo com que o iiroce&so de aleatorização 
não seja apropriado. Outro problema é que os dados são dependentes, por- 
tanto a sua ordem não deve ser alterada. Neste aitigo, tamWun é mosti-ado 
um caso em que a distribuição obtida é diferente da verdadeira distribuição. 

Uma outra possibilidade no processo de reanioslragem, consiste em criar 
outras sérias temporais, de maneira artificial, que pos.suam as mesmas pro- 
jn iedades que a série original. Mas o problema que surge 6 como realizar este 
proceclirnento. 

6.1.1 Reamostragera era séries teraporais 

A reaiuostrageiu de stnies temporais é mai.s difícil do que a reamostragem de 
uma base de dados que uão possui correlação temporal. Isto ocorre porque, 
se for utilizsulo um método tradicional de reamostragem, toda a informação 
se<iüciicial 6 perdida. Várias alternativas surgiram para liflar coin este pro- 
blema. Entre os métodos existentes, um deles consiste em selecionar janelas 
e realizar a reamostragem dentro de janelas. Outro consiste em realizar 
uin ajuste c subtrair este ajuste da série temporal. A reamosUagem é feita 
usando os resíduos do ajaste como amostra. Depois tjue uma nova amostra é 
criada, a função ajustada aos dados originais é acrescenUda à reamostragem. 
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Uma forma, que utiliza com maior precisão a informação temporal pre- 
sente na série, é feita através de uma interpolação da série original. A partir 
de uma série tomporal com intervalo de amostragem Aí, cria-se uma série 
iuterpoladacom intervalo de amostragem Sl, para isto utiliza-se uin fator de 
interpolação: 

Entre o ponto 1 c o ponto 2 da série temporal original, haverá k — 1 novos 
pontos criados pela interpolação. Um destes pontos é selecionado aleatoria- 
mente para se gerar uma nov’a série. A partir de então, é incluído na novu 
série cada um dos pontos que se encontra a um intervalo Aí na série interpe- 
lada. Este método foi inplementado em sistemas dinâmicos por Giannerini e 
Rosa [5-1, 55, 56]. 

Apesar deste método utilizar melhor as propriedades temporais presentes 
na série, ele pressui)õe que todas as evoluções da série terão trajetórias seme- 
lhantes. Quando a trajetória passar jjróxuno a um ponto dc instabilidarle, a 
sua evolução será a mesma que na série temporal original, para o respectivo 
instante de tempo. Assim, este procedimento não parece ser adequado. 

O primeiro trabalho a utilizar a informação do e„spaço de fases para re- 
alizar a reainostragcm da série temporal foi realizado por Lall e Sharma [57] 
em 1996. Neste trabalho, são utilizados os vizinhos ruals próximos. Para 
cada ponto no espaço de fase, são encontrados os seus vizinhos mais pró- 
ximos. A evolução que se busca será igual a evolução de um dos vizinhos. 
É atribuída uma ijrobabilidade a cada um dos vizinhos e, através de urna 
escolha aleatória, a evolução que se busca será igual a evolução daquele vi- 
zinho que foi escolhido. Esta metodologia parece funcionar bem com séries 
hidrológicas. 

Em séries temporais caóticas, o uso de vizinhos mais próximos no espaço 
de fase foi realizado por Golia e Sandri [6,7]. A metodologia desenvol vida por 
estes pesejuisadores é a que mais se aproxima do trabalho aqui desenvolvido. 
Para recriar uma série temporal, primeiramente um ponto do espaço de fase 
original é escolhido aleatoriamente. Para evoluir este ponto é utilizada a 
informação dos vizinhos mais próximos. Todos os vizinhos mais próximos, 
assint corno a evolução de cada um deles, são usados corno treinamento de 
lima mie neural. 

A grande diferença entre o trabalho feito por Golin e Sandri [6, 7] e argiele 
que é desenvolvido aqui é a metodologia utilizada par a fazer a aproximação dc 
funções. Ao invés da utilização de uma rede neural, aciui é utilizada a aprox- 
imação linear local. Para comparação, vamos verificar o número de vizinhos 
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necessários para treinar a rede ncural e o nánicro de vizinhas necessários 
para a aproximação linear local. Corn redes neuraLs, forara necessários 80 
vizinhos para realizar a reamostragem da série temporal gerada pelo sistema 
de equações diferenciais de Lorenz |7|. Utilizando a abordagem aqui desen- 
volvida, foram necessários somente os 13 vizinhos mais próximos. .Além disso, 
a mimmização do erro 6 iterativa iia rede neural, enquanto cpie existe uma 
forma fechada quando se utiliza aproximações lineares. 

Dcviflo à grande diferença no número de vizinhos necessários para fazer a 
aproximação local, a.ssim como devido à forma como o erro é minimizado, o 
modelo aqui desenvolvido, possui um custo computacional muito menor (lue 
aquele que usa a rede neural. Portanto, usando o modelo linear, o tempo 
necessário para a reamostragem é muito menor. 

6.2 Sombrearnento 

Uma proinicdade muito importante a ser consideraria no estudo da reamostragem 
de séries temporais caóticas é o sombrearnento. Esta propriedade será de- 
scrita nesta seção. 

A evolução de uma sistema dinâmico 6 .sensível á condição inicial. Por- 
tíuito, o erro rine é introduzido num estado faz com que a órbita .sríja to- 
talmenf e alterada depois de um intervalo de tempo não muito grande, dado 
pelo maior expoente de Lyapunov. 

Quando uma trajetória 6 evoluída num computador, a incerteza devido à 
precisão finita do computador é propagada. Isto faz com que a trajetória não 
seja a trajetória real. Assim ocorre aquilo que é chamado de ruído dinâmico. 
Existem dois tipos de ruído, o ruído de medição e o ruído dinâmico. 

Para definir o ruído de medição, vamos considerar que a dinâmica é dada 
por: 

x„+, = /(x„). 

.Assim a variável, tal como medida i>elo obserrador, será dada por: 

y< = X, + Tjj, 

onde í7j é 0 vetor ruído. 

O ruído dinâmico modifica a evolução da seguinte íbrma: 

X„+, = /(X„) + TJi 
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Observa-sc que, no caso do ruído dinâmico, o estado do sistema será evoluído 
a partir do astado com ruído. Isto faz com que a trajetória se afaste cada 
vez mais da trajetória real. 

Para analisar o c|ue pode acontecer devido ao ruído dinâmico, considere 
um exemplo simples utilizando o mapa logístico: 

i„+i = 4x„(l - x„). 

CoiLsidere uma pseudo-órbita que começa com o ixmto xq = 0,5. 

.\ssumindo que seja cometido um erro muito pequeno e o próximo ponto 
obtido seja .X) = 1 + J. A partir dc! então a iteração é cjilculada sem erro. O 
próximo ponto da série será ;r2 = 4(1 + í)(—c5) <0, então esta pseudo-órbita 
diverge para —oc, e não existe nenhuma órbita verdadeira que esteja próxima 
dc-stfi i>sedo-6rbita. 

Devido ao ruído dinâmico, a predição do uma série temporal caótica (por 
um longo período de tempo) é intiável. A previsão pode ser feita somente 
para um intervalo de temjH) petiueno. Entretanto, como .será discutido, pode 
ser possível (a partir da evolução de um estarlo) encontrar uma trajetória 
<iue esteja próxima de uma trajetória l eal do sistema. Para que isto ocorra, é 
necessário que o sistema possua a propriedade cluunada de sornbreamcrUo |52, 
531. 

De aconio com a teoria do sombreamento, embora o verdadeiro sistema 
não dê origem a série que dispomos (qumido é iniciada do mesmo ponto), 
e.xiste uma trajetória real do sistema (começando de um estado inicial ligeira- 
rnejite perturbado) que permanece próxima ao modelo, por um longo período 
de tempo. Esta propriedade é de grande importância na reamcKitragem de 
uma série temporal. 

Para utilizai’ um algoritmo de previsão, deve-se conhecer as propriedades 
de sombreamento, para que assim .stíja possível encontrar uma trajetória que 
esteja próxima da trajetória real. Ao se realizar a reamostragem de uma série 
temporal, uma nova realização desta sério 6 feita. Esta síírie reamostrada 
deve possuir as mesmas propriedades dinâmicas da série temporal real. Se 
o algoritmo que faz a evolução da sério temporal não for capaz de lidar 
com o ruído presente nas itci^ações, é possível que a série reamostrada seja 
totalmeute diferente da série original. 

Sistemas hiperbólicos*, ou quase hiperbólicos, são localmeute sensíveis às 
condições iniciais, mas globalmente insensíveis. .Assim, existem trajetórias 

*Um ústjuna 6 hiperbólico (luando cada ponto do espaço dc fase pode ser fatorado cm 
din:çòes onde o movimento está expandindo exponencialmente, ou contraindo exponen- 
ciaJmeiitc [53|. 
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(chamadas de trajetórias sombreadas) muito próximas à pseudo-trajetória 
gerada pelo (x^mputador [52]. 

Farnier c Sidorowidi [53] indicaram que a condição de hiperbolicidade 
não ô necessária, mostrando casos onde o sistema não 6 hiperbólico, mas 
(utilizando baixo nível de ruído) conseguem órbitas .sombreadas. 

l^ara fonnalizar o conceito de sombreamento, pode-se considerar que o 
erro de um passo é dado por 

d{/(xí),Xí+i) < 6, 

eiK]uanto que a distância de sombreamento é dada por: 

d(/"(xo),x„) ^ f, 

onde <í(-, •) 6 uma medida de distância. 

A.ssim pode-se definir o .sombreamento a partir do erro de um paaso. 
Uma S-pseudo-árbüa é uma scqüêiicia de pontos {xo.xi. • ■ •}, cujo erro do 
um passo é; 

«^(/(Xi). /(Xi+i)) < <í, Vi > 0. 

Diz-se que / tem a proprie<lade de sombreamento se toda 5-pseudo-órbita 
IKxlo ser Ê-sombreada por uma órbita verdadeira, isto é, existe uma condição 
inicial X() tal que d(/”{xo),x„) ^ c, Vr» > 0. 

Às vezes uma órbita numérica é c-sombreada por uma órbita verdadeira 
apenas durante um número finito de pas.sos. Dizemos que uma pseuclo-órbita 
{xijjli um pulso aleatório (glitdi) no ?r-6simo ponto (n < A') se {x,}|(.j 
jwde ser sombreada, mas {xi}’(í/ não pode |7j. 

6.3 A metodologia desenvolvida 

Para re.alizar a reamostragem de uma série temporal, foi desenvolvido nesta 
tese um algoritmo baseado em algoritmas de previsão. Na pre%isão de uma 
série temporal, busca-sc a evolução de uma série existente. Para a reamostragem, 
foi desenvolvido um algorimo que cria um ponto fictício no espa<;o de fase e 
o evolui. A metodologia de evoluir os pontos no espaço de fasi; 6 idôutica à 
existente nos algoritmos de jnevisão. 

A seguir detalhamos a metodologia numa stxiüéncia dc 13 ctapa.s. Além 
tlisso, para a maioria dos iteius é indicada a seção desUt tese que detalha o 
procedimento utilizado. Quando uma seção não foi associada ao item, isto 
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significa que nenhuma seção trata explicitamente do assunto. Estes itens 
(sem uma seção associada) tratam de procedimentos considerados triviais, 
I>ortanto não foram detalhados em nenhum outro trecho deste trabalho. 

1. A partir da série temporal original de tamanho N, são obtidas N~w+1 
janelas de tamanho rv (vide seção 2.5). 

2. Uma taxa de filtragem t/ 6 definida. Isto significa que no processo de 
filtragem somente as í/ freqüências mais baixas serão utilizadas. As 
demais serão tratadas como ruído e serão removidas (vide seção 2.5.2). 

3. Uma taxa de interpolação L é definida. Isto 6 feito para que sejam 
criados mais pontos em cada órbita. Desta fonaa, será possível encon- 
trai' (em ciida trajetória) urn ponto que esteja mais próximo do vetor 
pergunta (vide seção 2.5.2). 

4. Para criar vetores filtrados no espaço de fase, cada uma das janelas 
obtidas passiirá por um processo de imersão passa-baLxa. Este pro- 
cedimento consiste em realizar a transformada de Fouricr discreta de 
tmiianho w, depois as 1/ freqüências mais altas são excluídas o então 
uma transformada inversa de tamanho w x lijlj é realizada. Imple- 
mentando este procedimento numa janela de tamanho u>, obtém-se L 
vetores filtrados de tamanho m = xu/Lj. O número total de vetores 
obtidos no espaço de fase será: (N — vj+\) x í, (vide seção 2.5.2). 

5. A série temporal original 6 interpelada pelo mesmo fator de interpo- 
inção t(. Observe que agora existem {N — vj l) x L Stores. Para 
<iue haja uma evolução correspondendo a cada um dos vetores, a série 
temporal deve .ser interpolada, pasando a ter tamanho N x q. 

6. Uma condição inicial no espaço de fase é escolhida. Esta condição inicial 
é um ponto no espaço de ftise obtido pela imersão da série temporal 
original. Para que o ponto inicial não seja idêntico a algum ponto da 
série original, é feita uma pequena perturbação nesta condição inicial. 
Este ponto perturbado .será o vetor pergunta. 

7. Os k vizinhos mais próximos ao vetor pergunta são encontrados (vido 
.seção 4.1). 

8. Os k vizinhos mais próximos (pontos no espaço de fase m-dirueusional), 
em conjunto twii a suas evoluções (escalares), são utilizados para cons- 
truir o modelo linear (vide .seção 4.3). 
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!). É efetuada a regulariítação do modelo linear para reduzir a sua wiâii- 
cia. Para isto os vizinhos mais próximos serão projetadas num espaço 
/-dimensional (vide capítulo 5). 

10. A condição inicial ô evoluída pelo modelo linear, obtendo um escalar. 
Este escalar passa a fazer ])artc da sórie rcamostrada. 

11. A partir do vetor pergunta m-dimensional, realiza-se um proces-so para 
encontrar- o treclio da série temporal cpie correspondería a este vetor. 
Para Isto, rcaliza-se uma transforinatla de Fonrier de tamanho m, de- 
pois reali-/a-.se uma transformada inversa de tamanho w, onde as com- 
ponentes necessárias para completar o vetor serão todas nulas (vide 
.seção 2.5.2). 

12. ütiliza-sG íis w - 1 ültiinas componentes da janela, mais o valor que 
foi predito para obter uma nova janela de tamanho w. Esta janela é 
filtrada para se obter um ponto no espaço de fase m-dimensional. Este 
ponto é o novo vetor pergunta. 

13. Todo o processo (desde o item 7) 6 repetido até que se obtenha uma 
série com N pontos. 

É imi)ortantc obserw (pie as primeiras iterações foram dtísprezadas, no 
intuito de eliminar qualquer possh-el iransiente. 

No proccs.so de gerar uma pequena perturbação para a condição inicial, 
os L vizinhos mais próximos são encontrados. A perturbação ó feita na di- 
n^-ão do hiperplano onde os fc vizinhos e.stão distribuídos. A perturbação 
deve iKíccssariamcnte ser menor do que a distância do fc-ésimo vizinho. Isto 
garante que a perturbação seja pwtueiia. 

Caso a irerturbação não fosse realizada, o número máximo de reamostrar 
gen.s di,stiut.a.s pos.síveis seria igual ao número de pontos no («ptiço de fase. 
Quando fosse escolhida a mesma condição inicial, a rnesma série seria geraria. 
Com a perturbação aleatória, a probabilidade de hawr duas séries id6ntica.s 
é praticamente nula. 

No algoritmo dcsem-olvido, a metodologia utilizada foi um pouco difer- 
ente daquela apresentada acima. Uma pequena modificação foi feita para 
que fof»c combinada a prediçâo iterada de um único passo, com a predição 
multi-passo. Para cada previsão, foram utilizadas explicitamente as previsões 
feitas i>elos últimos tv pontos no espaçz) de faste Isto foi feito j>ara que fo.ssc 
pitiseiAnda a estrutura temporal da s6ric(43]. Como w já foi escolhido como 
um parâmetro que corresponde à e.scala de tempo da série temporal, este 
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mesmo panlinetro foi utilizado para que fosse preservada a estrutura da série 
em relação ao tempo. Cada novo ponto da série temporal será a média das iv 
previsões realizadas pelos últimas w \'etores no espaço de fase. No começo da 
reamostragem da série temporal, ejuando ainda não dispomos de w vetores, 
todos 08 vetores presentes são utilizados. 

6.4 Aplicação 

Para aplicar a metodologia de reamostragem descrita acima, foi escolhi- 
da uma série temporal originada pelo conjunto de equações diferenciais de 
Loretiz. 

Utilizando o algoritmo de Ilunge-Kutta de quarta ordem j39], as etpiaçõf» 
de Lorenz foram integradas numericamente. Para esta integração foi utilizado 
um passo de 0,01, mas foi escolhido um a cada 3 pontos para fazer pm te da 
série, assim o intervalo entre os pontos da série é de 0,03. A partir de então, 
foi gerada uma série temporal com 1000 pontos. A série está aprísseuitada na 
figura 6.1. 

A partir desta sério foram geradas 100 reamostragens, ou seja, 100 novas 
séries temporais que aiuesentam as mesmas características da série original. 
Elas ai>res(intam as mesmas características por possuírem um mesmo atrator. 

Das 100 séritís geradas, uma delas foi escoUdda aleatoriamente. Esta série 
está apre.seiitada na figura 6.2. Já na figura 6.3 pode ser obsertudo o espaço 
de fruje da série original assim como o da série rccunostrada. Obserra-sc que 
amlMW possuem a mesma estrutura. 

A similaridade dos espaços de fiise foi ol>servada não apenas nesta série 
reamostrada apresentada, rnas em todas as séries reamostradas, garantindo 
que o algoritmo desenvolvido 6 robusto. 
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Figura 6.1: Série temporal coni 1 000 pontos obtida a partir do sistema de 
e(iuações de Lorenz. 

Figura 6.2: Reamostrageni da série temporal apresentada iia figura 6.1. 
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b 

Figura 6.3; Espaço de fase (a) da série teinjjoral original (figura 6.1) e (b) 
da série reaiuostrada (fig;ura 6.2). 



Capítulo 7 

Expoente de Lyapunov 

7.1 Introdução 

Uma forma de ae saber se um sislema é caótico 6 atravós do eximente de Lya^ 
puiiov. Este expoente recebeu tal nome ciii homenagem svo matemático russo 
Aleksandr Lyapunov, que defendeu sua tese de doutorado em 1892, cujo tí- 
tulo era: “Problema geral da estabilidade do movimento”, Com esto trabalho 
L.r<vpimov iniciou íw estudos sobre estabilkiade de equações diferenciais. 

Ao estudar a estabilidade de um conjunto de equações diferenciais, existe 
grande interesse em conhwer a taxa média de convergência ou de divergência 
de duas trajetórias vizinlias. Isto está intimameute relacionado à predição. 
Sistemas aióticos apresentam divergência exponencial entre trajetórias próx- 
imas. Isto cxiractcriza a sensibilidade às condições iniciais. 

Para mensurar se existe divergência entre as trajetórias, utiliza-se o ex- 
poente de Lyapunov, o qual mede a Uxa iii6<liade divergência (ou convergên- 
cia) exponencijiJ entre duas trajetórias vizinhas. Esta média é realizada sobre 
todo o atrator. 

Considerando nm sistema caótico e duas trajetóras infinitesimalmcnte 
pró,\imas, cuja scparaçài> inicial 6 dada por <5xo, depois de um inter\'alo de 
tempo l, passaiào a ter uma separação dada por: 

|ãx(/)| = e^'l<5xo|, 

onde A 6 o expoente de Lj’apunov. Quanto maior for este expoente, tanto 
maior .será a taxa de div-ergência exponencial. 

81 
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Expoentes negativos indicam que as trajetórias se aproximam ao longo 
do tempo. l’or outro lado, expoentes positiws indicam que as trajetórias 
SC afastam. Os sistema caóticos apresentam divergência exponencial entre 
as trajetórias próximas, portanto o expoente positivo caracteriza esta j)ro- 
priedade’. É importante ressaltar que o expoente de Lyapunov também pode 
ser nulo. Neste caso, não pode ser dito que as trajetórias não se alteram com 
0 tempo. A única afirmaqão a ,ser feita é que não ocorre uma di\'ergência (ou 
convergência) expoxiencial. 

O expoente de Lj'apunov é utilizado (xara caracterizar se um sistema 6 
caótico. .\16m de permitir detectar a caoticidade, o expoente de Lyapunov é 
dc grande utilidade no estudo de séries temporais, pois, medindo a sensibil- 
idade às condições iniciais c a taxa de divergência das trajetórias próximas, 
pode-se conhecer o horizonte de piedição da .série. 

7.2 Espectro de Lyapunov 

Um sistema possui tantos exponte» de Lyapunov quanto a dimensão do es- 
paço dc fase. Cada um dos expoentes corresponde a uin eixo principal de um 
elemento dc volume. A orientação de cada um dos eixos principais raria com 
a iKísição no atrator. Portanto, os e.\poeiites de Lyapunov não correspondem 
à qualquer orientação i>articular no e.spaço de fase. 

Os exi>ocntes de Lyapunov descrevem o comportamento do espaço tan- 
gente ao espaço de fase. Sendo o sistema dinâmico dado por x„ = f(x„_i), é 
fácil ver que x„ = P‘{xo). 

Seja Xo a condição inicial e ôo uma perturbação; então a evolução da 
perturbação, que é um vetor tangente, é dada por [12): 

“ J(x„„|)ón—li 

orulc J(x„_i) é a matriz jacobiana calculada no ponto x„_i. 

A evolução da perturbação é dada por: 

= J-Cxojóo- 

onde 
J"(X0)=J(X„_,) J(X,.„2) J(X„). 

'Para uma discussão mais lécjiica sobre o coiueito de caos, veja as seguintes referên- 
cias |58, 59] 
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A partir da niatrii: jacobiaaa podemos definir a seguinte matriz: 

L(io) = ((J"(xn))’‘J"(xo)). 

que 6 iiermitiana e real, assim os seus autovalores (designados por A/(xo)) 
serão rtuiis e não-negativos. 

Utilizando os autoTOlores Aí(.to) é possível definir os expoentes de Lya- 
puuov Aj, assim: 

Ai(xn) = — In Ai(xo). 

Para calcular o expoente dc Lyapunov, o número dc iterações do mapea- 
mento f( ) deve ser muito grande. Os resultados teóricos utilizam n -+ oo, 
mas nos cálculos a ptirtir de um conjunto dc dados, um valor como n = 1000, 
por exemplo, é utilizado. 

O conjunto de expoentes de Lyapunov de um atrator é conhecido como 
espectro de expoentejs de Lyapunov. Como os expoentes estão associados com 
as principais direções de espausão, ou contiviçâo, eles costumam ser ordenados 
de forma decrescente, portanto: 

Aj ^ A^ ^ ^ A,,. 

Apesar de existü’ todo um espectro de expoentes de Lyapunov, de uma 
forma geral apenas o expoente máximo é dc interesse. Se o maior expoejite 
for [jositivo, então o sLstema ('■ caótic». Se o maior expoente não for positivo, 
então 0 sistema não 6 caótico. Existe a possibilidade de não se saber com 
certeza se o expoente ó positivo. Um eocpoent.e de Lyapunot' máximo muito 
próximo de zero jrode não dar muita informação sobre o sistema. Neste caso 
desT-se conhecer a incerteza associada a este valor para que se passa afirmar 
se 0 sistema é aiótico. 

7.3 Cálculo computacional 

Para encontrar o expoente <le Lyapunov a partir <le uma série temporal, 
vários algoritmos foram propostos. Os algoritmos que parecem funcionar 
melhor são os propostos por Rosenstein et al. [3j e por Kantz [60]. Eles são 
bastante similares e serão descritos a seguir. 

Píira encontrar o expoente de Lyapunov a partir de uma s<irie tempo- 
lívl, primeiramente o atrator do espaço de fase deve ser reconstruído. Isto 
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costuma ser feito através das coortienadas de atraso. Como o número de 
expoentes de Lyapiinov é o mesmo que a dimensão do espaço de fase, pode 
ocorrer um problema aqui, associado ao número de dimensões utilizadas na 
reconstrução do aspaço de fase. Nesta recontruçâo pode ser utilizado unr 
número de diruerrsões superior ao número de dimerusões do sisleitra origiual. 
Isto acaba genurdo expoerrtes de Ljapunov (,'spúrios, e.\poerrtes extras, que 
não têrri nenhum significado. 

Corno estamos irrteressados em obter somente o expoente máximo, trão 6 
preciso nos preocuparmos com o pnrbleiita devido à dimetrsão do espaço de 
fase reconstruído, portanto pode-se prossegrtü- com a obtenção do expoente. 

O expoente de Lyapurrov rnáxinto é dado por: 

Na prática, o limite do número de i>ontos tenderrdo a infiirito trão pode ser 
obtido. Assitrt, alguirra aproximação deve scr feita rro cálculo deste expoente. 

Primciramcirtc, escolhe-so um ponto qrralquer x„„ no espaço do fase e os 
seus vizinhos mais próximos (x,, í — 1,-,^;) são encorrtrados. üs vizinhos 
rrrais próxirrros são circorrtrados para que se po.ssa acorrtpanhar as trajetórias 
próximas. Encontra-se a evolução para o ponto de referência (y,„,+A„), assim 
corno para os seus vizinhos A evolução de cada um destes jrontos 
pode ser considerada a partir da série temporal, sem que corrsidercriros os 
porrtos no espaço de fase. I’ortanto a di.stância entre as trajetórias strrá 
corrsiderada como a distârrda entre os escalares que são a evolução do ponto 
de referência e a evolução dos vizinhos. Obtém-se então a distárreia média 
errtre a evolução do ponto de referência e a evolução dos vizinhos. É calculado 
o logarftnro desta distância média. 

I’ara que o resultado represerrte uma média do que ocorre ao lorrgo de 
todo o atrator, o procedimento é repetido vuriarido-se o ponto de referência 
(«o). Todos os pontos do espaço de fase deverrr ser utilizados cotrto irorrtos 
rcfci-éucia. Dqrois qire o resultado é obtido para cada um drsítes iroiitos 
de referência, cxtrai-sc a métlia de todos (stes valores. Esta será a taxa 
logarílinica de expansão, dada ]K>r: 

onde k ('.o número de vizinhos. 

Foi assumido que a divergência é cxponeucial. Para verificar isto, a taxa 
logarítmica de expansão, S(An)), deve ser colocada num gráfico contra o 

A — lim i In ^ 
n—t» n âf) 
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intervalo de tempo (An). Se a expansão for exponencial, este gráfico deve 
se comport;ar como uma linha reta, pelo menas f>ara intervalos de tempo 
j)equcnas. Caso não se observe luna linha reta. pstra nenhum intervalo, o 
expoente do Lyapunov não pode ser definido. 

Deve .ser observado que o espaço de fase é limitado, a.asim o número de 
]>assos (An) para o cálculo do expoente do Lyapunov não pode ser muito 
grande. A divergência exponencial ocorre ató que a distância entre as órbitas 
atinja o tamanho do atrator do espaço de fase. Assim, no gráfico da taxa 
logarítmica de expansão, S{An)), em função do intervrilo de tempo (An), 
übserva-se um crescimento seguido de um patamar, indicando urna saturação 
devido ao Uimanho do atrator. 

7.4 O expoente de Lyapunov para a série tem- 

poral e para as suas reamostragens 

Um dos objetivos desta tese é obter reamostragens de séries temporais genv 
das por sislemas caóticos. A partir destas reamostragens é possível associai- 
uma incerteza para os invariantes obtidos deste sistema. Um dos invariantes 
do iiitorosse é o expoente de Lyapunov, mas outras grandezas dinâmicas 
podem ser calculadas (ver detalhes era Menezes e Francisco |61j). 

Foi calculado numericamente o expoente de Lyapunov para o sistema 
de equações diferenciais de Lorenz. Para isto, este conjunto de equações 
diferenciais foi integrado numeiicamcnte para se obter ua série temporal. 
Forrun realizadas 100 integrações para que se teha uma distribuição de valorts 
para este expoente. 

É de se esperar que ocorra apenas uma valor para o expoente de Lya^ 
punov, independente da série utilizada. Entretanto, devido ao número lim- 
itado de pontos na série temporal, ocorre uma diferença entre o valor real 
deste expoente e o valor medido a prntir da série temporal. Assim com um 
total de 100 séries é possível obter uma distribuição para este (ixpoeute. Esta 
(ii.stribuição é mo.strarla na figura 7.1. 

O valor do expoente de Lyapunov do sistema de Loreriz ô A = 1,5 |3|. O 
valor médio que foi obtido a partir de um conjunto de 100 séries temporais 
foi de ^ - 1,51. O desvio padrão foi de 0,23. 

üe uma forma geral, ao se tabalhar com uma série empírica, dispõe-se 
apenas de uma realização da sério temporal. Assim, não é possível obter 
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fejpooAM lyapuncrv 

Figura 7.1: Histograina apresentando a distribuição de valores do expoente de 
Lyapunov para 100 diferentes bitegrações numéricas das equações de Lorenz. 

uma distribuição para um invariante a partir de vár ias .séries reais, contudo 
6 possível obter uma distribuição utilizando as séries reainostrarlas. 

Realizando a rearnostragera das séries temporais, os valores obtidos para 
o expoente de Lyapunov são dadas pela distribuição que está apresentaria na 
figura 7.2. 

A partir da distribuição de \'alores do expoente de Lyapunov devido às 
reamostrageus, foi possível cjicontrar a média c o desvio píulrão do exjjocnto. 
Estes valores são dados por: 

Ã=1,5C, a = 0,22. 

Podemos ainda obter intervalos de confiança para o expoente tle Lya- 
punov. Para isto, na tabela 7.1 são mostrados os pcrceutis obtidos a partir 
das séries reais, assim como os pcrccntis obtidos a partir das séries reamostradas. 

Portanto, os valores apresentados na tabela 7.1 para as séries reais servem 
apenas como uma comparação com os valores obtidos a partir das series 
reamostradas. Observamos, que ambas as distribuições possuem intervalos 
próximos, assim como ocorre com a media e o dravio-padrão de cada inria 
das distribuições. 

A partir destas duas distribuições, observa-se que a técnica de reamostragem 
«lesenvolvida neste trabalho pode .ser utilizada para criar uin intervalo de con- 
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f.2 1.4 1.» I.t 2 2ã 
Cipoent* I yii|Mioov 

Figura 7.2: Ilistograina apresentando a distribuição de valores para o ex- 
IKjente de Lyapunov para as 100 reamostragciis do sistema do Lorciiz. 

'1'abela 7.1: Percentis da distribuição do expoente de Lyapunov baseado cin 
100 realizações do sistema de I.oreiiz (100 integrações numéricas com difer- 
entes {xmdições iniciais, chamadas de séries reais) e em 100 reamostragens 
do ine.smo sistema (séries reamostradas). 

fiança para os irivjiriante.s do sistema. O resulUuio obtido reflete o resultado 
que se obtém a partir dc várias realizações do sistoma em estudo. 
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Capítulo 8 

Redes de Mapas Acoplados 

8.1 Introdução 

0 amplo interesse om redes de mapas acoplaxlos na pesquisa científica e nas 
aplicações é principaimente devido ao seu papel como uina família de sistemas 
])ossuindo comportamento universal com forma explícita das interações lo- 
cais. Aplicações destas redes são encontradas cm várias áreas, tais como; 
dinâmica, turbulência, transições dc fase, geofísica, ótica, genética, processos 
de informação humana, e assim por diante [62, 63, 64, 65, 66, 67, 68, 69, 70, 
71, 72). 

É válido mencionar que Kfmeko estudou dinâmic.a de padrões espaço- 
teinporais em redes de mapas acoplados em 1 e 2 dimensões [73J. Ent par- 
ticular, Kancko mostrou a existência de vários tipos de padrões similares em 
redes de mapas uiüdimensional e bidimensional no regime de acoplamento 
fnreo. Entretanto, no regime de acoplamento forte, a dinâmica das redes em 
1 e 2 dimensões diferem [73). 

Estas redes de mapas acoplados também exibem a instabilidade do ta- 
manho, onde a dinâmica é completamente dependente do tamanho do sis- 
tema [74, 75|. Por exemplo, a rede uiiidimensional mostra um estado síri- 
crono estável para redes pequenas, enquanto ocorre uma transição para o caos 
cspaço-temporal para redes maiores. Outra característica das redes dc mapas 
acoplados analisadas aqui 6 a sua auto-similaridade, uma característica pre- 
sente cm divei-süs fenômenos [77, 78|. Tal propriedade está presente mesmo 
em abordagens mais sofisticados da «sjtrutura do espaço-tempo c Física de 
partículas elementares [79, 80[. 

89 
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Apesar de, cm vários estudos, o foco estai’ cm redes unidimensional e bidi- 
mensional, af|ui obt6m-se uma ampla gama de propriedades que caracteri- 
zam as sáries temporais de redes de mapas aaiplados em 1, 2 c 3 dimensões. 
.Assim, uma comparação pode ser obtida, com o objetivo de estudar o com- 
porlameuto do sistema sob mudança de dimensão. De\ddo à complexidade 
deste estudo, o trabalho concentrar-.S(vá no mapa logístico, mas o trabalho 
numérico pode ser exteudido. usando computadores com mais processamento, 
para uma ewlução do tipo Loreuz, além de outros modelos. 

Como mencionado acima, a dependência dinâmica nos parâmetros de 
controle, particularrnente em r«les de dimensão 1 c 2 é bem conhecida [73, 
81, 82J, portanto os valores do parâmetros foram fixados, permitindo um 
regime caótico interessante. 

8.2 Rede de mapas acoplados 

Uma rede de mapas acoplados é uma rede ri-dimensioiial onde cada posição 
evolui no tempo por meio de um mapa (equação de recorrência). A equação 
de recorrência apresenta a seguinte forma 

Em geral, as posições do mapa interagem entre si. Assim o estado atual 
de uma posição da rede depende do estado anterior da própria posição, assim 
como do estado das demais posições. 

A interação costuma ser local, assim cada posição da rede interage so- 
mente com os vizinhos mais próximos. 

8.2,1 Rede unidimensional 

É interessante começa.r analisando o caso unidimensional. Considerando-se 
N mapas interagindo entre si, obtém-se 

onde i é 0 índice que representa cada uma das N i>osições na rtxie. O aco]da- 
mentü entre os vizinhos é dado pelo parúrnetw de. acoplamento c, que assume 
um valor no intervalo [0,1]. O parânietro S indica o número de vizinhos que 
foram considerados na ponderação. 

t 
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fi; comum considerar que a interação ocone somente entre os vizinhos 
mais i>r6ximos, assim |74, 73, 75j 

= (1 - í)/w) + 5 [/(tr’)+/{^r')], (»=1,2. • • •, A'). 

Ca«la mapa estã acoplado a dois dos seas vizinlios mais próximos . 

8,2.2 Rede bidimensional 

No caso bidimensional, existe urn total de mapas interagindo. Portanto 
cada dimensão tem tamanho N, e a expressão 6 dada por: 

Considerando que a interação ocorre somente entre os vizinhos míds próx- 
imos, obtém-se 

- (i-o/(xi^) + |[/(xr‘-')+/(xr'') 

+ + (8.1) 
(t,j = 1,2, ■•■,A^). 

Cada maj)a lístá acoplado a quatro dos seus vizinhos mais próximos . 

8.2.3 Rede tridimensional 

Considerando N mai>as eiii cada dimensão, haverá urn total de mapas 
interagimlo. A expressão será dada por: 

xtff - (1 - 0/(xP) + ^ E "'). (*. j, = 1,2, • ■ •. N). 

Quando a interação ocorre somente entre os vizinhos mais próximos, 
obtém-se 

xítf = (1 - ^ + /(xf*-'’*) 

+ /(xÍ'^'’*"‘) + /(x;-^’*-"‘)]. (8.2) 

(i,j,fc=l,2,...,^). 

Ciwla mapa está acoplado a seis dos seus vizinhos mais próximos . 
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8.2.4 A escolha dos parâmetros e do mapa 

Para facilitar a análise, os parâmetros serão fixos cm todo o tratamento 
da rede dc mapas acoplados. 0 número de mapas em cada dimensão será: 
N == 50. O parâmetro de acoplamento será sempre: e = 0,40. O número de 
\nzinhos é dependente do número de dimensões consideradas: 

• para ri = 1, então S — 2; 

• para d — 2, então S = 4; 

• prua d — 3, então 5 = 6. 

A escollia do mapa teve de levar- em consideração o custo computacional. 
No caso tridimensional, haverá um total de 125000 mapas interagindo c 
evoluindo ao longo do tempo. Devido ao temi>o paia gtnar os dados, foi 
utilizado o mapa logístico, que é um dos mapas mais simples capaz de gerar 
comportamento caótico. 

8.3 Mapa logístico 

o mapa logístico 6 uma das equações mais elementares que pode gerar um 
comportamento caótico. Este mapa é simplesmente uma eriuação de se- 
gundo grau, a versão discreta da equação diferencial que descreve a evolução 
demográfica de uma população. 

A veisão contínua foi proposta por Pierre FVançois Verhulst, sendo rlada 
por [76|: 

De acordo com esta equação, devido aos recursos limitados, a população 
deveria atingir um regime as.sintótico constante. 

Esta versão contínua não apresenta nenhum comportamento interes.saute. 
Se a população tiver um valor inicial diferente de zero, então a mesma con- 
vergirá as-sintoticamente para k. 

A versão discreta desta et^uaçâo é dada por; 
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Figura 8.1: Diagrama de bifurcações do mapa logístico. 

Atravós dc uma mudança dc variável, assim como uma redefinição da 
constante, 6 possível reescrever esta equação da seguinte forma; 

(1.i:e(0,l], /í6[0,4]. 

Esta equação possui um comportamento muito mais iuteres.sante do que 
a sua versão contínua. 

Observiv-so (jue, para \'alores petiuenos do parâmetro (i, o sistema estabiliza- 
se num valor fixo. Quando p é maior do que 3, o sistema oscila entre, dois val- 
ores eteruamente. OUserva-se ainda que a medida que o valor do parâmetro 
p aumenta, ocorre uma cascata de bifurcações de duplicação de período. Já 
para p maior que aproximadamente 3,57 ocorre um comportamento caótico. 
Este comportamento se prolonga até p = 4. Para alguns valores específicos 
do parâmetro p no intervalo [3,57, 4], observa-se que não ocorre urn com- 
portamento caótico, mas apenas uma oscilação entre alguns valores. Para p 
maior que 4, a solução diverge para a maioria das condições iniciais. 

Para obter um ma()a caótico, neste trabalho foi utilizado o valor p — 4. 

8.4 Séries temporais 

.\ série tcmpor>il gerada por estes mai>a.s está na figura 8.2. Na .série tem- 
poral gerada por uma rede de mapas acoplado.s tridimensional, figura 8.2(c), 
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Figura 8.2: Série temporal de um ponto da rede escolhido aleatoriamente 
para rede de mapas acoplados (a) unidimensionaJ, (b) bidimensional e (c) 
tridimensional. 

observu-sc luna característica distinta das demais séries. Ou seja, e-xiste mna 
variação da amplitude do movimento, resultando cm inteiTalos de tempo cm 
que a variância é alta, seguida de intervals menores onde a varância é baixa. 
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Estas sÍTÍcs temporais serão estudadas no próximo capítulo, onde a.s ca- 
iju:terísticas estatísticas, dinâmicas e geométricas serão exploradas. Será 
feita inclusive uma análise do que ocorre com estas medidas em função da 
mudança na dimensão das redes. 
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Capítulo 9 

Análise de redes de mapas 

acoplados 

Neste capítulo hct& realizado um estudo sobre as propriedades! dfu> séries 
temporais geratlas por redes de mapas acoplados. Serão oUservudas as car- 
acterísticas das rodos com dimensão 1, 2 c 3. 

No presente estudo trabalha-sc cspccificamente com as séries temporais 
geradas pela evolugno de redes de mapas acoplados. Para realizar a análise 
destas redes, são exploradas as suas propriedades estatísticas, dinâmicas e ge- 
ométricas; também são obtidas medidas de dimensão e previsibilidade (luando 
a dimensão da rede 6 aumentada. A robustez destas conclusões foi testada 
tornando-se wios pontos aleatórios na rede, para cada dimensão, e foi feita a 
análLse da série temporal correspondente. Apesar do fato de as propriedades 
dos mapas serem conhecidas, ocorrem fenômenos interessantes quando estes 
mapas estão acoplados. Cmactcrísticas diferentes das demais são encontradas 
em redes tridimensionais. 

Diversos sistemas de interesse prático exibem comportamento de escala 
1/J 183, 84, 85| e aqui é implementada a análise de fiiduação aern tendên- 
cia (>ara analisar tal propriedade [86, 87, 89j. São utilizadas caracterizações 
estatísticas, além de outras, para a rede de mapas atoplados, a íim de es- 
tabelecer um conjunto de propriedades que aparecem nas séries temporais. 
Medidas de dimensão c outros diagnósticos serão usados para detectar difer- 
enças 110 comportamento destes modelas. 

Nrata contribuição são dados vários arguineuto.s que servem para com- 
parar e esclarecer a relação entre as séries temporais das redes de dimensão 
1, 2 e 3. Uma nova característica que emerge cm modelos tridimensionais, 
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não presentes cm dimensões mais baixas, ocorre no gráfico da flutuação. Uma 
outra é o aumento da persistência quando a dimensão é aumentada. 

9.1 Análise estatística 

9.1.1 Análise de flutuação sem tendência 

A análise de Jlutuação sem tendência é um método para determinar a auto- 
similaridade de um sinal. Esta medida foi introduzida por Peng [86, 87] e é 
uma extensão da análise de flutuação, que é íifetada pela nâo-estacionariedeule. 
Poruuito, a análise de flutuação .sem tendência pode .ser utilizada em series 
temporais não-estaciomlrias. 

Auto-similaridade é uma propriedade i)resente nos objetos fractais, além 
da dimensão fracionfuia. A auto-similaridade indica que um objeto, a.ssim 
como as suas sub-partes, em várias escalas, possuem as mesmas propri(xlades 
t*statísticas. 

O cálculo 

Considere uma série temporal ;r(í), i — l,2,...,N. A partir dela é possíwl 
definir uma série auto-similar, que é dada pela integração da série original, 
ou seja: 

Sempre que a série temiK>ral original x{i) for uma série limitada, ela deve 
ser integrada, para <|ue as propriedades firu:tais sejam detectadas [SS]. 

A próxima etapa consiste em verificar se a auto-similaiidade está presente 
na série temporal integrada y(t). Esta série é dividida em l caixas de taman- 
hos iguais, cada uma delas com tamanho ri, onde 1 — hit {N/n). Os dados 
em cada csiLxa são ajustados por uma função linear através de uma regressão. 
A função linear, que é escrita como j/fit{0> representa a tendência local. De- 
pois disso, a tendência é removida da série temporal integrada, subtraindo a 

onde f é a média, dada por: 
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tendência local, Vfit(t), cni cada caixa. Então a flutuação ( que é a raiz da 
quadrática média do erro) é calculada desta forma; 

F(n) 
, í-l f (k+l)n 

^ t=0 [í-t-n+1 ^ 

Repetindo o cálculo acima para diferentes tamanhos de caixa, a relação 
entro a flutuação, F(n), e o tamanho n pode ser estabelecida. Ein geral, 
ocorre uma lei de potência entre F(n) e n, assirn F(n) se comporta desta 
forma: F(n) ~ n", onde o é chamado de expoente de escala, ou expoente da 
análise de flutuação sem tendência, ou parâmetro de auto-similaridade [88]. 

Dependendo do \’alor de o pode-se classificar a série temporal como 
sendo coiTehicionada ou anti-correJacionada. Para uma série temporal não- 
corrclacionada, q = 0, -5; para uma correlação positim, a > 0,5; e a < 0,5 
para uma série temporal anti-correlacionada. Uma análise detalhada de difer- 
entes tendências de conjuntos de dados artificiais foi feita por Hu et al. [89|. 

Como ocorre com t-ários métodos numéricos, é possív'el encontrar um 
valor para a sem (pie este implique na auto-similaridade da série temporal. 
A autt>-.similaridade requer que os pontos (no gráfico log-log) estejam aproxi- 
madamente dispostos numa linha ao longo de vái-ios valores do tamanho das 
caixas n. 

Comparação coin a autocorrelação 

Quando a autocorrelação C{n), separada por n unidades de tempo, decai 
como 

C(n) ~ n- ■^, (9.1) 

onde 0 < 7 < 1, existe uma relação entre o expoente de auto-.similaridade o 
0 0 c.xpocutc de correlação 7, assim (88|: 

a = 1 - (9.2) 

Deve sor observado que 7=1 para dados não-correlacionados. O ex- 
poente do escala a também está relacionado com a inclinação espectral, l//**, 
com 188]: 

P 2o - 1. (9..3) 

Portanto, o = 1 para o espectro de ruído do tipo 1//. Pode-se verificar que 
o = 1, ."i para movimento browniano (passeio aleatório) onde 0 = 2. 
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Resultados para redes de mapas acoplados 

Niísta t<íse, o expoeute a foi calculado para redes de maiias acoplarlos com 
uma, duas e tris dimensões. Em todos os crisos, F(n) segue uma lei de 
potência, indicando a presença de auto-similaridade. O expoente n encon- 
trado para a rede unidimensional foi de 0,54 que 6 próximo de 0,5. Lsto 
mostra que a série temporal é não-correlacionada. No caso da rede bidi- 
mensional, o expoente a ~ 0,62 mostreuido uma correlação positira na série 
temporal |veja figura 9.1|. 

logM 

Figura 9.1: A variação de F(n) em função de n para redes de mapas acoplados 
com dimensão 1, 2 e 3. 

A série temporal originada da rede tridimensional exibe, um comporta- 
mento completamente diferente. Na figura 9.1 6 mostrada a variação flutu- 
ação, F(n), como função do tamanho da «rixa, ri. É fácil \er na figura 9.1 
que existem dois rcj^ies que se encontram, Isto ocx^rie em torno de n ~ 10*. 
Antes deste ponto não existe nenhuma lei de escala aparente no gráfico. 
Obserr^a-se, paia n pequeno, que duas aglomeraçõ&s dominantes estão pre- 
.sentes nos dados. 

Para n > 10*, F(n) se comporta como rt" onde a « 1 indicando tuna 
correlação positiva forte na série teiniioral. Deve ser notado que, quando 
Q = 1, o expoente de auto-correlaçâo é 7 = 0 [TCja a equação (9.2)j. Lsto 
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também indica que a série temporal se comporta como um ruído do tipo 1//^ 
[veja a e<iuaçao (9.5) abaixo]. 

9.1.2 Densidade espectral de potência 

A densidade espectral é freqüentemente u-sada para caracterizar .séritsj tcinpo- 
iTÜs com ruído. No estudo presente utiliza-sc a análise de densidade espectnil 
de potência para encontrar a presença de ruído l/f, jissim como predito pela 
análLse de Hutuação sem tendência. 

-4 -3 -2 -1 0 

log/ 

Figura 9.2; Densidade espectral de potência como função da freqüdncia, 
mostrando espectro de ruído 1/para a série temporal obtida da rede tridi- 
mensional de mapas acoplados. 

A densidade espectral de potência para uma serie temporal x é definida 
como: 

5(/) - |:i"{x)p. (9.4) 

onde .^(x) denota a transformada de Fourier discreta da série temporal x. 
Para confirmar o resultado obtido na análise de flutuação sem tendência, 
busca-se por uma relação do tipo: 

»(/) ~ js- (9.5) 
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A figura 9.2 mostra a densidade espectral de potência como função da 
frcqüência. Aqui é tomaria a média de S(f) sobre uma faixa de of freqüências 
A/. Da figura 9.2 pode ser visto que a densidade espectral de potência (para a 
rede tridimensional de mapas acoplados) cm quase como 1/with ~ 1.18. 
Isto é consistente como wlor de a para a rede tridimensional na figura 9.1 e 
«(uaçãíi (9.3). 

Feigonbaum [90] mostrou um exemplo de um sistema dinâmico deter- 
miiilstico com o comportamento de ruído 1//. Tambérn foi confirmado teori- 
camente a existência da densidade espectral 1// usando mapfís quadráti- 
cas simples [91j. Estes fenômenos são fatos conhecidos, que não possuem 
nenhuma explicação accitóvel, apesar da sua universalidade. Portanto, no 
(UMitexto de sistemas dinâmicos, especialmente em sistemas caóticos, a in- 
termitêucia é uma das fontes paia o ruído l/f, e como conseciüência estes 
sistemas exibem correlação dc longo alcance temporal e espacial |92|. 

Anteriormeiitc, foi mostrado que o expoente de flutuação para redes uni- 
dimensionais de mapas acoplados é próximo de 0,5, .similar àquele observado 
no ruído branco. Para redes bidimensionais, o expoente aumentou sensivel- 
mente. Portanto, existe uma mudança dramática no expoente para rede^i 
tridimensionais, com a « 1 (veja a figura 9.1). Isto indica a presença de 
ruído l/f. A densidade espectral de potência da série temporal decresce da 
forma 1//^ [veja a figura 9.2). A estrutura do correlação nos dados, de acordo 
com a figura 9.1, afetou o espectro de jKJtência, produzindo um desvio em 
relação à curva l/f. 

9.2 Análise Dinâmica 

9.2.1 Dimensão Local 

No estudo de sistemas caóticos tspaço-temporais, é interessante conhecer a 
dimensão local. Assim, para a rede de mapas acoplados, a cada ponto da rede 
está associada uma dimensão diferente. A dimensão local representa os graus 
de liberdade existentes naquela região da rede de mapa.s acoplados. Assim, 
quanto rriaior a dimen.são local, menor o grau dc previsibilidade naquela 
nigiãü. Portanto o conhecimento da dimensão local é de grande importância 
no eutondimento e na caracterização do sistema em estudo. 

Urna estatística de. interesse usada para caracterizar sistemas caóticos 
espaço-temporais é a dimensão do espaço dos vetores de propagação {bred 
vector dimension) |94, 95, 96). Pode-se analisar a dimensão local de um 
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sistema caótico cspaço-temporfü bidimensional usando a dimensão do espaço 
dos vetores de propagação. No presente estudo, esta dimensão é aplicada 
para as retles bidimensional e tridimensional de mapas acoplados. No caso 
da rede tridimensional, é considerada uma fatia bidimensional, com o objetivo 
de calcular a dimensão local. 

O cálculo 

O cálculo da dimensão do espaço dos vetores de propagação é feita tal como 
mostrado a seguir. Considere um sistema distribuído cspacialmente oin duas 
dimensões, cujo estado num instante íj é definido sobre uma coleção de pon- 
to.s (i.j). Aqui são considerados os A-/ — 1 vizinhos mais próximos para cada 
ponto (i.j) auinu rede quadrada, com M = 25. O mapa logístico 6 um sis- 
tema dinâmico com apenas uma variável; assim, para especificar o estado 
nurn ponto da rede, incluindo seus vizinhos, 6 necessário um vetor de estado 
A/-dimensional, ciiamado de vetor de propagação. 

Agora que um ponto da rede foi escolhido (em conjunto com seus vizi- 
nhos) num instante de tempo específico, é gerada uma perturbação no vetor 
de tístadü A/-dimeiisional. 13sta perturbação é feita no instante íq e o es- 
tado 6 evoluído por um passo de tempo. Verifica-se qual foi a propagação da 
perturbação e este vetor é iiormaliziulo. A normalização é adotada porque 
0 único interesse 6 na direção de propagação da irerturbação. Esta per- 
turbaçãíj (propagada e normalizada) é usada para continuar propagando a 
perturbação. O processo deve ser repetido até que se chegue ao instante 
de tempo í|. Depois fie algum trausienie, a perturbação converge, assim é 
obtido um vetor vetor de i>roi>agação. Devem ser obtidos k vetores de propa- 
gação. Portanto devem ser criadas novas perturbações, e todo o processo 
é repetido jHua cada peiturbação, para que sejam obtidos os k vetores de 
propagação. A partir destes k vetores locais normalizados (módulo igual a 
um), escreve-.se a matriz M x fc B. Obtém-se assim a matriz de co\’ariâjicia 
k X k do sistejna, que é dada por C = B. 

Os autoralores da matriz dc cowiància são ordenados, tal que Ai > A2 ^ 
^ A*. Então são deJinidos os valores singulares de B assim: <7/ = ^/Xí. 

1 = 1,2,.. .k. Os autonilores Aj representam a quantidade de variância no 
conjunto dos k vetores de propagação unitários. Então a dimensão do csj>aço 
dos vetores de propagação pode sct tlciiiiida coiuo (94): 

(9.6) 
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Como cada um dos k vetores bred possui norma igual a um, ^ assume valores 
no inteivalo [0, A.-]. No presente estudo, o nrtinero de vetores de bred foi lixado 
em fc = 5. 

Para um entendimento do significado da dimensão do espaço dos vetores 
do propagação , serão apresentados alguns c_xemplos. Se metade dos vetores 
estiverem aproximadamente alinhados numa direção, enquanto que a outra 
metade («tiverem aproximadamente alinhados numa outra direção, então a 
dimensão do vetor bred será aproximadamente 2. Sc a maioria das vetores 
bred estiverem alinhados numa direção, e apenas alguns estiverem almhadt» 
numa segunda direção, então a dimensão do vetor bred assumirá um ralor 
entre 1 e 2. O valor máximo ocorre se os k vetores bred estiTCrem apontando 
em diferentes direções, o valor da dimensão do vetor bred será k. 

Resultados para redes de mapas acoplados 

A dimensão local para a rede de mapas rrcoplados foi calculada nos casos bidi- 
mensional e tridimensional, considerando diferentes conjuntos de condições 
iniciais. No caso da rede bidimensional, a dimensão local obtida ficou entre 
um mínimo de 1,03 e um máximo de 2,4, enqiuuito que para a rede tridimen- 
sional a dimensão local assumiu valores entre um mínimo de ~ 1,04 e um 
máximo de ~ 2,1. Como este tipo de dimensão esta relacionada com predi- 
tabilidade (95, 96], conclui-se que a rede tridimensional de mapas acoplados 
6 mais previsível que a rede bidimensional. 

9.2.2 Dimensão de imersão 

O método desenvolvido por Cao (97| foi implementado para obter a dimensão 
d(í imersão para as redes de mapas acoplados. Nas simulações, foi observado 
que este procedimento foi mais robusto e objetivo do que os resultados am- 
bíguos baseados na integral de correlação. 

A idéia é começar com alguma dimensão de imersão inicial d e um vetor 
7-j do conjunto de vetores de estados. Um simples algoritmo de previsão, 
similar àquele usado no teste de prcdiçâo cruzada da não-estacionaiidadc 
(veja a seguir), consiste em encontrar o vizinho mais próximo ra(j) de r, e 
então evoluí-lo um passo de tempo à frente, obtendo 0 erro nesta 
previsão é i| i || e o erro sobre todo o conjunto de vetores de (stado, 
E{d), 6 simplemente a soma de cada erro individual. Então a dimensão de 
imersão é o valor de d que minimiza a função E{d). 
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Esta é uma forma simples e inteligente de determinar a dimensão do 
imersão, que não r<íquer grandes conjuntos de dados'. 

0.200 

S o.i« 

0.194 

{ímbcddins dimcntkm (</} Fmbaiding dímcnston {d) 

Figura 9.3: Estimativa da fiiinensão de imersão ótima para as séries tempo- 
rais obtidas das redes de mai>as acoplados com 1, 2 e 3 dimensões. 

Na figura 9.3 é mostrada a dimensão de imersão das redes de mapas 
acoplados. Foi encontrado que a rede uuidiinensioiial possui a dimensão 
mais baixa, seguida de perto pelas redes bi e tridimejisionais. Além dLsso, 
ol)W'rva-se que todas estas redes possuem diraen.são compatível <x>m sistemas 
caóticos. 

9.2.3 Estacionaridade e análise de recorrência 

Um dos testes mais importantes para um sistema dinâmico é a respeito da 
sua estacionaridade. Foram implementados trôs diferentes algoritmos, pois 
não existe um único critério para estes testes em dinâmica não-linear. 

O gráfico de recorrência foi introduzido por Eckraann [101]. A idéia é 
obter propriedades de sistemas dinâmicos inultidimensionais por meio das 
(anicterísticas de urn gráfico bidimensional. Esta idéia consiste em graficar 
os instantes ciuando a trajetória visita uma dada região do espago de fase. 
Sistemas dinâmicos não-linearas determinísticos exibem a propriedade funda- 
mental que os estados tendem a retornar à vizinhança das regiões já visitadas 
pela trajetória. 

* Vojo, por exemplo, Rcf. [98] uma estimativa tio tamanho de mna série temporal que 6 
iwx-essári» para dar resultados significativos no cálculo da dimens.io usando a integral de 
forrolução. Também na Ref. [99] uma estimativa ainda mais tstrifa 6 dada. 
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Considere a seguinte função 

Rii - e(c- II r. - II), (9.7) 

onde os vetores de estado r<, Vj são considerados em instantes dc tempo 
discretos, com 1 < i,j < N, .sendo /V o número total de estados. Aqui 0 
6 a função dc Hcaviside e t 6 um número positivo, cujo valor é discutido 
abaixo. Um gráfico é então composto associando um ponto no plano com 
coordenadas (i, j) se o argumento da função for positivo. O bem conheiúdo 
mapa do padeiro [102| 6 examinado para comparação, assim como o gráfico 
da rede de mapas acoplados para dimensão 1 a 3. O.s c-aloies de e são es- 
colhidos iguais a y/J^ X 10% da flutuação da série temporal, onde d/.; é a 

Figura 9.4; Recurrence plot for tlie (a) nonstationarj- bakej-’s map [102], (b) 
ID CML, (c) 2D CML and (d) 3D CML. 

dimensão dc imersão [100|. A dimensão dc imersão para as redes é 3 e as 
análises gráficas não são alteradas quando este numero é mudado. O critério 
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dc não-cstacionaridade é que a densidade de pontos nos cantos superior es- 
querdo e inferior direito do gráfico de recorrência deveríam diminuir [103j. 
Como pode ser visto nos gráficos, o resultado é inconclusivo na rede tridimen- 
sional. .\s demais redes (uni e bidimensional), de acordo com este critério, 
são estacionárias. 

O método discutido por Gao |104) usa a propriedade de que, em sistemas 
dinâmicos nâo-llnearcs, o tempo de recorrência, adequadamente calculado, 
é aproximadamente con-stante para uma dinâmica estacionária. A idéia é 
calcular este tempo para uma trajetória, dada uma condição inicial dentro 
de uma bola de raio r > 0 (mais especificamente, tempo dc recorrência do 
.segundo tipo). Considera-se uma dimensão de imersão 2, mas os resulta- 
dos são robustos com raspeito a mudança neste parâmetro. Para eliminar 
a dependência nas condições iniciais, um certo procedimento 6 necessário. 
Impondü-sc a normalização do tempo dc retorno, então diversa-s condições 
iniciais são tomadas. Uma bola de raio r é centrada em cada condição inicial, 
e o tempo ptira o primeiro retorno para cada bola é calculado. O primeiro 
temi>o de retorno é a média destes. Então o segundo, terceiro, etc, tempo.s 
de retorno são calculados. O critério fxtra estacionaridade é que o gráfico do 
tempo neces-sário para os retornos dewria ser consUmte como uma função 
do número de recorrências. Conclui-se, de acordo com este método, que as 
redes de mapas acoplados são estacionárias. 

Outro teste para estacionaridade [102) requer o particionamento da série 
temporal e a implementação de algum algoritmo de previsibilidade (ou qual- 
<picr outra estatística sensível a diferenças na dinâmica). O algoritmo é usado 
como um critério para avaliar como os dados de um subconjunto da part ição 
podem .ser u.sados para prever outros subconjuntos (daí o nome predição 
cruzada, que é usado por Schreiber |102j). Aqui a escolha da dimensão de 
imersão não afeta as conclusõts principais, assim ela foi esailhida como 3, 
com 0 ati-aso igual a 1. Suponha que a série temporal n = 1,2,.... AT, seja 
div idida cm segmentos contínuos de tamanho l e <iue uma estatística 7,-^ seja 
construída para cada par de segmentos (i, j). Para o presente i>ropósito, foi 
escolhido um algoritmo de previsão simples sobre os vetores de estado [105) 
no qual 7y é representado como uma superfície de erro sobre a grade (t, j), ou 
seja, o erro de usar 0 segmento x para prever a dinâmica do segmento j. üm 
gráfico desta superfície dá uma idéia de se diferentes dinâmicas estão ocor- 
rendo cm diferentes segmentos: quando o cito de previsão é pequeno, então 
os segmentos possuem dinâmicas similares. Para sistemas não-estacionários 
é de se esperai que a superfície de erro possua um valor baixo na diago- 
nal, pois um segmento está sendo usado para prever a sua iiróiiria dinâmica 
(predição dentro da amostra). Para sistemas estacionários, a dinâmica de- 
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vería ser similar cm todos os segmentos e uma superfície de erro irregular 
como reüultado. Das várias superfícies de erro analisadas, não há evidôiicia 
de não-estationaridade nas rwles de mapas acoplados. 



Capítulo 10 

Conclusões 

10.1 Reamostragem 

Verificou-se ao longo deste trabalho, que o algoritmo desenvolvido consegue 
produzir séries temporais que possuem um atrator similar ao atrator da série, 
original. A inspeção da similaridade entre os esi>aços de fase foi realizada 
visualmcnte, pois não existe nenhum método quantitativo geral para esta 
finalidade. 

Também foi observado que o algoritmo é capaz de realizar a reamostragem 
com um número de vizinhos bastante inferior ao algoritmo proposto por 
Golia e Sandri [6, 7|. Enquanto o algoritmo que eles utilizaram rrecessitava 
de 80 vizinhos para reamostras a série de Lorenz, o algoritmo que aqui foi 
dcsmivolvido precisara do algo em torno de uma dezena de vizinhos. Na 
reiunostragcm que foi apresentada aqui, utilizou-se apenas 9 vizinhos. 

Além disso, foi verificado ({ue o algoritmo de reamostragem consegue re- 
produzir a distribuição para o expoente de Lyapunov. A comparação das 
duas distribuições (ariuela baseada etrr várias r ealizações do sistema original 
c aquela baseada nas rearnostragens) rrrostrou que a reamostragem reproduz 
os resultados obtidos por r-árias realizações. 

Portanto o algoritmo de reamastragem pode ser utilizado para se obter a 
incerteza e interralos de confiança associados ao expoente de Lyapunov. 
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10.1.1 Trabalho futuro 

No futuro i>retcndo-sc realizar uin estudo envolvendo séries empíricas, para 
verificar o funcionamento do algoritmo e para descobrir se ele é capaz de 
reproduzir a dinâmica de séries obtidas de sistemas reais. 

10.2 Redes de mapas acoplados 

Conforme está mostrado aqui, assim como no trabalho de Muniganandam 
et all. |106], foi feita uma análise comjjarativa das séries temporais caóticas 
geradas pelas ledes de maj)as acoplados com dimensão 1, 2 e 3 baseadas 
em certas ferramentas froqücutoincntc empregarias, tal como a análise de 
flutuação, densidade espectral de potência, dimensão local e análLse de quan- 
tificação da recorrência. 

Foi encontrado que o gráfico da flutuação para a rede tridimensional 
tnastra um comportamento anômalo, tal que ueuhuma região de escala pode 
.ser encontrada para n menor que aproximadamente 400. Entretanto, existe 
uma ampla região de escala tanto para o mapa umdimensional como para o 
mapa bidimensional, Além disso, ocorre um aumento notável ua persistência 
se for aumentada a dimensão. Em outras palavras, a rede tridimensional 
de mapas acoplados é mai.s {>ersisteute do que as redes com dimensão 1 e 
2. Outras propriedades importantes analisadas levclai^am que as redes de 
mapas acoplados possuem dimensão babca e, no caso tridimensional, mostra 
urna ciam indicação cie ruído 1 //. Todas as simulações foram replicadas ein 
diferentes pontos das redes, e as conclusões são robustas a este respeito. 

Se for analisada a série temporal corno um todo, então os testes na 
seção 9.2.3 mostram que o sistema é estacnonário. Entretanto, no gráfico 
da série temporal (figura 8.2(c)) é evidente <iue deve haver alguma mu- 
dança da variância ao longo da cvxrlução. Verificou-se asim que ocorre a 
nãoestacioiiaridade para valores suficientemente baixos de n, que pode ser 
vista como uma cjucbra na escala do gráfico de ílutuação. 

10.2.1 Trabalho futuro 

O próximo passo a ser realizado é um amplo estudo sobre a previsibilidade 
de uma série temporal gerada por uma rede de mapas acoplados usando 
algoritmos e.si>mficamente designados para sistemas caóticos de baixa di- 
mensão. Além disso, deve ser feito um e.studo utilizando outros regimes para 
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os parâmetros das redes de mapas acoplados. Principalinerite onde ocorra 
iiitermitôndiiespaçotemporal. 
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