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RESUMO

Este trabalho apresenta uma caracterizacao do péndulo elastico, empregando uma metodo-
logia abrangente que busca integrar andlises tedricas e experimentais. O objetivo central é
estabelecer um paralelo entre as previsoes do modelo e as observacoes empiricas, compre-
endendo as complexidades inerentes a este sistema fisico. Na esfera tedrica, a investigacao
inicia-se com a derivagao das equagoes de movimento a partir dos principios da mecanica
Hamiltoniana, utilizando tanto coordenadas polares quanto cartesianas para uma descri-
¢ao completa do sistema. A andlise numérica subsequente envolve a adimensionaliza¢ao
dessas equacoes, ao introduzir um parametro de controle que quantifica a relagdo entre as
frequéncias do péndulo simples e massa-mola. Através de simulacoes computacionais é
feita a andlise das trajetorias. As visualizagoes obtidas por meio das se¢des de Poincaré
permitem visualizar os comportamentos simulados, desde oscilacoes periddicas até estados
cadticos, e o retorno a periodicidade para diferentes parametros. Essas se¢coes permitem
mapear as regioes de estabilidade e as dreas de comportamento imprevisivel no espaco de
fase. Paralelamente, a abordagem experimental consistiu no design e na construcao de um
aparato fisico para a observacao direta do movimento do péndulo elastico. Um sistema de
visdo computacional foi desenvolvido, empregando a biblioteca OpenCV e o algoritmo de
rastreamento CSRT, para capturar e analisar a trajetoria do péndulo a partir de gravacoes
de video. Os experimentos foram conduzidos com dois tipos de materiais elasticos: uma
mola helicoidal e um elastico de escritério. Para futuras investigacoes, a teoria pode partir
para a consideracao de termos dissipativos, como a resisténcia do ar e o atrito interno da
mola, que sao observados experimentalmente. Além disso, a expansdo do modelo para trés
dimensoes para uma melhor conexao com a realidade. No que tange ao experimento, a
otimizacao do design do acoplamento entre a massa e a mola ¢ fundamental para reduzir
torques indesejados que podem induzir movimentos tridimensionais, garantindo que as

observagoes experimentais se aproximem mais das condigoes ideais do modelo tedrico.

Palavras-chave: PENDULO ELASTICO, DINAMICA NAO LINEAR, CAOS, SECAO
DE POINCARE, VISAO COMPUTACIONAL



ABSTRACT

This work presents a characterization of the elastic pendulum using a comprehensive
methodology that integrates theoretical and experimental analyses. The primary objective
is to establish a parallel between model predictions and empirical observations, addressing
the inherent complexities of this physical system. Within the theoretical framework,
the investigation begins with deriving equations of motion from Hamiltonian mechanics
principles, utilizing both polar and Cartesian coordinates for a complete system description.
Subsequent numerical analysis involves non-dimensionalizing these equations, introducing
a control parameter that quantifies the relationship between the natural frequencies
of the simple pendulum and mass-spring subsystems. Trajectory analysis is conducted
through computational simulations. Visualizations obtained via Poincaré sections reveal
simulated behaviors ranging from periodic oscillations to chaotic states and the return to
periodicity under varying parameters. These sections enable mapping of stability regions
and unpredictable behavior zones in phase space. Concurrently, the experimental approach
involved designing and constructing a physical apparatus for direct observation of the
elastic pendulum’s motion. A computer vision system was developed using the OpenCV
library and CSRT tracking algorithm to capture and analyze pendulum trajectories from
video recordings. Experiments employed two elastic materials: a helical spring and an office
rubber band. For future investigations, theoretical work could incorporate dissipative terms
(e.g., air resistance and internal spring friction) observed experimentally. Additionally,
expanding the model to three dimensions would enhance real-world relevance. Regarding
experimentation, optimizing the mass-spring coupling design is essential to reduce unwanted
torques that induce three-dimensional motion, ensuring experimental observations better

approximate the theoretical model’s ideal conditions.

Keywords: ELASTIC PENDULUM, NONLINEAR DYNAMICS, CHAOS, POINCARE
SECTION, COMPUTER VISION
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1 INTRODUCAO

A busca pela compreensao e modelagem dos fendmenos naturais tem sido a forca
motriz da fisica desde suas origens. No entanto, a complexidade inerente a muitos sistemas
do mundo real frequentemente transcende as descrigoes lineares, dando origem ao fascinante
campo da dindmica nao linear. As raizes historicas dessa area remontam ao final do século
XIX, com contribui¢oes seminais que desafiaram as abordagens mecanicas classicas. Henri
Poincaré, figura proeminente desse periodo, revolucionou o estudo dos sistemas dindmicos
ao investigar o problema dos trés corpos. Seus trabalhos pioneiros revelaram a complexidade
e a notével sensibilidade as condigbes iniciais que caracterizam os sistemas nao lineares [1],
estabelecendo as bases para a compreensao de que, mesmo em sistemas deterministicos, o
comportamento futuro pode ser surpreendentemente imprevisivel. A evolugao da dinamica
nao linear, contudo, nao se limitou as descobertas de Poincaré. Na década de 1960,
Edward Lorenz, ao analisar modelos atmosféricos simplificados, demonstrou a existéncia
de atratores estranhos e a extrema dependéncia das condigoes iniciais, popularizando
o conceito de caos deterministico e o “efeito borboleta” [2]. E intrigante observar que,
em contraste com uma visao estritamente materialista da realidade, onde a existéncia
¢ definida por sua concretude fisica, o caos, em sua esséncia, manifesta-se mais como
uma propriedade abstrata das equagoes matematicas que governam os sistemas do que
como uma entidade puramente material. Nesse sentido, o “materialismo” do caos reside
na estrutura légica que o constitui, e ndo em uma substancia fisica que o compde. Assim,

quais efeitos tedricos é possivel observar na realidade?

Em sua esséncia, a dinamica nao linear descreve sistemas onde a relacao entre
causas e efeitos nao é proporcional, e pequenas perturbacoes nas condicoes iniciais podem
desencadear divergéncias significativas ao longo do tempo. Ao contrario dos sistemas
lineares, que podem ser convenientemente decompostos e analisados em partes isoladas, os
sistemas nao lineares demandam uma abordagem holistica, onde as interac¢oes intrinsecas
entre seus componentes sao fundamentais para apreender seu comportamento global [3].
O comportamento cadtico, uma das manifestacbes mais notaveis da dinamica nao linear,
¢é frequentemente confundido com aleatoriedade. No entanto, o caos é um fenémeno
intrinsecamente deterministico; embora imprevisivel a longo prazo, ele é regido por leis
fisicas bem definidas. A imprevisibilidade surge da sensibilidade exponencial as condi¢oes
iniciais, e ndo de uma aleatoriedade inerente [4]. Em circuitos eletronicos como o de Chua,
o comportamento cadtico surge intencionalmente da sua estrutura baseada em integradores

analogicos. A nao-linearidade introduzida por componentes especificos transforma essa

integragao continua em padrdes dindmicos complexos e aperiddicos. [5].

O péndulo elastico, um sistema fisico aparentemente simples, emerge como
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um verdadeiro “laboratério” [6] para a exploragao de conceitos avancados em dindmica
nao linear e caos [7]. Composto por uma massa suspensa por uma mola eldstica, seu
movimento transcende o comportamento idealizado de um péndulo simples ou de um
oscilador harmonico, especialmente quando as amplitudes de oscilagao sao consideraveis.
Nessas condigoes, o acoplamento entre a oscilagao vertical da mola e o movimento pendular
horizontal torna-se proeminente, resultando em uma dinamica rica e complexa que pode
exibir desde oscilagoes periédicas e quase-periddicas até regimes cadticos [8]. A relevincia
do estudo do péndulo elastico nao se restringe apenas a sua capacidade de ilustrar didatica-
mente fendmenos nao lineares, mas também a sua aplicabilidade como um modelo analogo
em diversas areas da ciéncia e engenharia. Por exemplo, ele oferece insights valiosos na
analise de estruturas flexiveis sujeitas a vibragoes [9], no comportamento dinamico de
cabos suspensos em pontes [10], na complexa dindmica de corpos celestes em sistemas
gravitacionais [11], e até mesmo em modelos biol6gicos que descrevem movimentos de orga-
nismos ou interagoes moleculares [12]. A investigagao aprofundada deste sistema permite
nao so a validacao de teorias e modelos matematicos, mas também o desenvolvimento e
aprimoramento de técnicas experimentais e computacionais aplicaveis a uma vasta gama

de problemas fisicos, servindo como uma ponte entre a teoria e a observagao empirica.

Na literatura se observa que durante o fim da decada de 80 na decada de 90,
surge o interesse em se estudar esse sistemas, onde é publicado os artigos [7], que é revisto
na Segao 2.2, além dos artigos [6] onde é feito um estudo generalista sobre os indicativos
de caos, a partir da aplicagao do Teorema KAM, expoente de Lyapunov, entre outras
formas. H& o trabalho feito por [13] onde é feito o estudo dos casos integraveis do sistema.
No entanto, o sistema passa por uma epoca em esquecimento, o interesse no estudo desse
sistema, volta recentemente, onde volta a haver publicagoes sobre esse tema, como o que é
feito por [8] com o estudo da dindmica das energias no mesmo, em que a Hamiltoniana é
separada em termos da energia de cada sistema (massa-mola e péndulo simples) e a energia
do acomplamento entre os dois sistemas. E mais recentemente o estudo da geométria do

espago de fase de trajetérias em ilhas de estabilidade [14].

Os objetivos deste trabalho sao multifacetados e visam aprofundar a compreen-
sao do péndulo elastico através de uma abordagem experimental e numérica. Primeiramente,
busca-se a caracterizacao detalhada do comportamento do péndulo elastico, explorando re-
gimes de movimento que incluem desde oscilagoes periddicas até comportamentos cadticos.
Em segundo lugar, o trabalho visa desenvolver e implementar ferramentas computacionais
para a analise e simulagao do sistema, permitindo a comparacao direta entre os resultados
experimentais e as previsoes tedricas. Por fim, almeja-se validar a aplicabilidade de mode-
los teodricos baseados na mecanica Hamiltoniana para descrever a dindmica complexa do
péndulo eldstico, contribuindo para a literatura existente e fornecendo uma base sélida

para futuras investigagoes.
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A x=1lsind

Figura 1 — Esquematica da modelagem do péndulo elastico, definindo as coordenadas do
sistema, mostrando como x e y se relacionam com suas equivalentes polares e
o seu ponto de equilibrio.

Este trabalho estda organizado em capitulos que guiam o leitor através da
fundamentacao tedrica, da metodologia experimental e numérica, e da anélise dos resultados
obtidos. No Capitulo 2, é apresentada uma revisao bibliografica abrangente sobre os
conceitos fundamentais da mecénica analitica e da dindmica nao linear, com foco nos
sistemas periddicos e nos espagos de representacao, incluindo o mapeamento de Poincaré.
Além disso, sao discutidos trabalhos relevantes da literatura que abordam o sistema
do péndulo elastico, como as analises de ordem-caos-ordem e a distribuicao de energia
em sistemas acoplados. O Capitulo 3 detalha a abordagem tedrico-numérica utilizada,
apresentando a formulagao tedrica do sistema em coordenadas polares e cartesianas, a
adimensionalizacdo da Hamiltoniana e os métodos de simulacao numérica empregados. Sao
também apresentadas as analises da secao de Poincaré e das trajetorias para diferentes
parametros. O Capitulo 4 descreve a metodologia experimental, incluindo a construcao
da estacao de monitoramento, a aquisicao de dados e as técnicas de processamento de
imagem para rastreamento do movimento. Finalmente, o Capitulo 5 conclui o trabalho,

resumindo as principais descobertas e sugerindo dire¢oes para pesquisas futuras.
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2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 CONCEITOS DE MECANICA ANALITICA

A Mecanica Analitica oferece duas abordagens complementares para descrever
a dindmica de sistemas fisicos: a formulada por Lagrange e a por Hamilton. Ambas utilizam
energias e coordenadas generalizadas para tratar de sistemas, especialmente quando ha

restri¢oes que reduzem os graus de liberdade [15].

Sistemas fisicos podem possuir até 6n graus de liberdade, sendo 3 graus refe-
rentes a translacao em cada eixo (x,y, z) e os outros 3 graus referentes a rotagoes em cada
eixo, onde n é o nimero de corpos. Contudo, simplificagoes como trabalhar com ponto de
massa e nao com corpos rigidos reduz os graus de liberdade para 3n, e as restri¢gdes, como

a corda fixa em um péndulo simples, podem reduzir esse niimero.

E possivel, relacionar as coordenadas polares com as coordenadas cartesianas

(x,y) ao serem expressas em fun¢ao de uma tnica variavel generalizada ¢;:

x = lsen(q), 2.1)

y = —lcos(q),

ja para o péndulo elastico, o comprimento [ varia, exigindo duas variaveis generalizadas
(01,G2):

x = qisen(gz), (2.2)

Yy=—q COS(QQ)'

Para sistemas onde as forgas aplicadas sdo conservativas (ou seja, podem ser
derivadas de uma fungao potencial V(g;)), a Funcao Lagrangiana £ é definida como a

diferenga entre a energia cinética 1" e a energia potencial V:

L=T-V (2.3)

A Lagrangiana é uma funcao das coordenadas generalizadas ¢;, das velocidades
generalizadas ¢; e, possivelmente, do tempo ¢, ou seja, L = L(g;, ¢;,t). Com essa definigao,

o Principio de D’Alembert leva diretamente as Equacoes de Euler-Lagrange:

d (oL oL
~ =) 2= 2.4

Para cada coordenada generalizada ¢;, se encontra uma equacao de segunda
ordem associada a essa coordenada apartir da Equacao de Euler-Lagrange. A resolugao

dessas equacoes diferenciais de segunda ordem fornece as equagdes de movimento do
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sistema. A beleza da formulagao Lagrangiana reside no fato de que ela permite obter as
equagoes de movimento de forma sistematica, sem a necessidade de lidar diretamente com
as forcas de restricao, além de ser invariante sob transformacgoes de coordenadas, o que

nao acontece na mecanica newtoniana [15].

Para transitar da formulacao Lagrangiana para a Hamiltoniana, introduzimos
o conceito de momento generalizado, ou momento candnico, p; conjugado a coordenada
generalizada ¢;. Ele é definido como a derivada parcial da Lagrangiana em relagao a

velocidade generalizada ¢;:

oL

- (2.5)

Di

O momento generalizado p; usualmente tem unidades de momento linear ou
momento angular, dependendo da natureza da coordenada generalizada ¢;. Por exemplo, se
¢; ¢ uma coordenada linear, p; ¢ um momento linear; se ¢; ¢ um angulo, p; ¢ um momento

angular.

A Funcao Hamiltoniana H é definida através de uma Transformada Negativa
de Legendre da Lagrangiana. Sendo expressa em termos das coordenadas generalizadas
¢i, dos momentos generalizados p; e, dependendo do sistema, do tempo ¢. A definicdo da

Hamiltoniana é:

H(gi, pi, ) = Zpiqz' — L(qi Gi t) (2.6)

E fundamental que a Hamiltoniana seja expressa apenas em termos de ¢;, p; e
t, e nao das velocidades generalizadas ¢;. Para isso, as velocidades generalizadas ¢; devem
ser expressas em fungdo de ¢; e p; usando a definicio do momento generalizado p;. Uma
vez que a Hamiltoniana é formulada, as equac¢oes de movimento do sistema sao dadas

pelas Equagoes de Hamilton, ou também chamadas de equagoes canonicas de Hamilton:

0H oL
. oH
q; = on; (2'8)
) 0H
pi=— o4, (2.9)

Formando um conjunto de 2n + 1 equagoes diferenciais de primeira ordem, em

contraste com as n equacoes de segunda ordem da formulacao Lagrangiana.

Além de fornecer uma descricao simétrica da dindmica, a Hamiltoniana tem
um significado fisico importante. Para sistemas onde a energia potencial ndo depende
explicitamente do tempo e as relagoes entre coordenadas cartesianas e generalizadas
também nao dependem explicitamente do tempo (restrigdes escleronomas), a Hamiltoniana
é igual a energia total do sistema, H = E =T + V. Nesses casos, a Hamiltoniana é uma

constante de movimento, o que simplifica ainda mais a anélise [15].
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2.1.1 Espacos de representacao
2.1.2 Espacgo de Configuracao e Espago de Evento

Na mecanica classica, o estado de um sistema ¢é frequentemente descrito pe-
las posicoes e velocidades de suas particulas. O espago de configuragao é um conceito
fundamental que abstrai a nog¢ao de posi¢ao. Para um sistema com n particulas livres
no espago tridimensional, seriam necessarias 3n coordenadas cartesianas para descrever
suas posigoes. No entanto, quando o sistema estd sujeito a restrigoes (como um péndulo
com comprimento fixo ou uma particula movendo-se sobre uma superficie), o niimero de
coordenadas independentes necesséarias para descrever sua configuracao é reduzido. Essas
coordenadas independentes sao as coordenadas generalizadas (q1, go, - - ., ¢s), onde S é o

numero de graus de liberdade do sistema [15, 16].

O espaco de configuracao é o espaco de todas as possiveis configuracoes instanta-
neas de um sistema mecanico. Cada ponto neste espaco corresponde a uma configuracao do
sistema, definida pelos valores das coordenadas generalizadas. E uma variedade matemdtica
onde a dindmica do sistema pode ser visualizada em termos de sua evolucao posicional. A
Lagrangiana, por exemplo, é uma funcao definida sobre o espago de configuracao e suas

velocidades generalizadas [15,16].

Em contraste, o conceito de evento é mais abrangente e intrinsecamente ligado
a nocao de espago-tempo. Um evento é um ponto especifico no continuo espaco-tempo,
caracterizado por uma localizagao espacial (trés coordenadas) e um instante de tempo
(uma coordenada temporal). Em outras palavras, um evento é um acontecimento pontual
no universo. Por exemplo, a colisao de duas bolas de bilhar em um determinado local e
em um instante preciso é um evento. A formulacao da fisica, especialmente na teoria da
relatividade, muitas vezes se baseia na descricao de fendmenos em termos de eventos no
espago-tempo quadridimensional. Enquanto o espaco de configuracao descreve o “onde”
do sistema em um dado momento, o espago de evento descreve o “onde e quando” de um

acontecimento [15, 16].

2.1.3 Espaco de Fase e Sistemas Periddicos

Enquanto o espago de configuracao descreve as posi¢oes de um sistema, a
dindmica completa de um sistema mecanico requer também a consideracao de suas
velocidades ou, mais fundamentalmente, de seus momentos. E aqui que o espago de fase se
torna essencial. O espaco de fase é um espago matematico abstrato que representa todos
os estados possiveis de um sistema dinamico. Para um sistema com S graus de liberdade,
o espaco de fase é um espaco 2S-dimensional, onde cada ponto é definido por um conjunto

de coordenadas generalizadas (g1, g, - .., qs) € seus respectivos momentos generalizados

conjugados (p1, pa, - - ., Ps) [15,16].
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Nesse espago, as trajetorias correspondem as curvas formadas pela variagdo das
posicoes e dos momentos generalizados ao longo do tempo. Quando a condigao e 0é
satisfeita, ou seja, quando a Hamiltoniana do sistema é conservada, as trajetérias no espago
de fase sao preservadas. Nesse caso, elas formam curvas fechadas que nao podem se cruzar,
representando o comportamento conservativo do sistema. Na Figura 2, é apresentada uma

representacao do espaco de fase para o sistema do péndulo simples.

No caso unidimensional, o par conjugado (q,p) forma um plano. Assim, um
movimento periédico é aquele que se repete: apés um periodo 7, o sistema retorna a
mesma posi¢ao nesse plano, existem dois casos distintos de periodicidade nesse contexto: a

libragao e a rotagao [15].
Para a libracao, tem-se o seguinte caso:
q(t+7) = q(t)
p(t+7) = p(t)

(2.10)

Formando uma trajetoria fechada no espago de fase, a libragao ocorre quando
a energia do sistema é menor do que a energia potencial que o confina. Na Figura 2, ha a
ilustracao do caso onde a trajetoria apresenta apenas um arco no espago de configuracao, e,
na qual se observa a trajetéria fechada no espaco de fase, esse comportamento caracteriza

a libragao do sistema [15].

J& para a rotacao, observa-se que p(t + 7) = p(t), enquanto q(t + 7) = q(t) + qo-
Dessa forma, a trajetéria no espago de fase se torna aberta, ocorrendo quando a energia
do sistema é maior que a energia potencial que o confina. Na Figura 2, ilustra-se uma
trajetoria que forma um circulo com o pivo do péndulo no centro no espago de configuracao;

ja para o espaco de fase, observa-se a trajetéria aberta resultante [15].

Em sistemas com S > 1 graus de liberdade, o espaco de fase nao é mais um
tnico plano, mas sim (2S-dimensional). Nesse contexto, ndo é necessario que todos os pares
(¢i, p;) tenham periodicidade com a mesma frequéncia. Assim, a trajetéria global no espago
de fase 25-dimensional nao é necessariamente uma curva periddica fechada. Se as razoes
entre as frequéncias das projegoes periédicas em cada plano (g;, p;) ndo forem niimeros
racionais, a trajetéria no espaco de fase torna-se aberta, preenchendo densamente um toro

multidimensional. Nesse caso, o0 movimento é denominado condicionalmente periédico [15].

2.1.4 Secao de Poincaré para Sistemas com Mais de 2 Dimensoes

A secao de Poincaré é uma ferramenta analitica e geométrica indispensavel
para a compreensao da dinamica de sistemas complexos, especialmente aqueles que exibem
comportamento nao-linear e caético. Ela permite reduzir a dimensionalidade do espaco de
fase, transformando a andlise de um sistema dinamico continuo em um mapa discreto, o

que simplifica a visualizacao e a identificacao de padroes.
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Figura 2 — Espaco de configuracdo do péndulo simples, representado pelas duas coordena-
das espaciais (z,y), indicada pela trajetéria registrada, com o péndulo no estado
de libragao e no estado de rotacao. Adicionando o tempo como o eixo por meio
da variacao da cor da linha graficada, é feito o Espaco de Estado do péndulo.
Passando para o par conjugado, se tem o Espaco de fase do péndulo simples,
exibindo a relacao entre g e p, com cada curva tracejada correspondendo a uma
diferente energia inicial do sistema, com as curvas fechadas sendo referentes ao
estado de libragao (Regido Roxa/Escura), e as curvas em formato de onda sao
refentes ao estado de rotagdo (Regido Verde/Clara).

Para a construcao da secao, considere um sistema com S graus de liberdade,
cujo espaco de fase é descrito pelas coordenadas generalizadas (q1, . . ., gs) e pelos momentos
generalizados (p1, ..., pg). Para construir uma se¢ao de Poincaré, escolhemos uma condigao
que define a superficie de secdo. Uma escolha comum é fixar uma das coordenadas
generalizadas em um valor constante, e observar a trajetoria do sistema apenas quando ela
cruza essa superficie em uma diregao especifica [15,16]. Para um sistema com S = 2 graus
de liberdade como o péndulo eldstico, o espago de fase é 4-dimensional (¢1, g2, p1, p2). Para
0s sistemas conservativos, é possivel “eliminar” uma variavel, onde é definido um subespaco
3-dimensional (q1, g2, p1|H) do espago de fase que é determinado pela constante H, assim é
possivel “recuperar” posteriormente essa variavel ao isolar o termo na Hamiltoniana. Nesse
subespaco uma se¢ao de Poincaré pode ser construida, tomando como caso generalizado,
definindo a superficie em ¢; = 0 e observando os pontos quando os pontos dessa trajetoria
cruzam com ela, em alguns casos cabe também determinar o sentido em que os pontos

cruzam a superficie, como é apresentado na Figura 3.

A partir do conjunto de pontos registrados no cruzamento com a superficie de
secao ¢ formada a segdo de Poincaré. O comportamento dos pontos mostra a dinamica do
sistema: Se o sistema é periddico, a secao de Poincaré consistira em um nimero finito de
pontos discretos. Cada ponto representa um retorno da trajetéria a superficie de segao
apOs um periodo; Se o sistema é quase-periédico, os pontos da se¢ao de Poincaré formarao

uma curva fechada, ou uma cole¢ao de curvas fechadas, na superficie de se¢ao, na Figura 3
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é representada pelos pontos roxos; Se o sistema é cadtico, os pontos da se¢ao de Poincaré
geralmente formarao um padrao complexo e fractal, geralmente parecendo pontos dispersos
a primeira vista. A distribuicao é aparentemente aleatoria, mas com estrutura subjacente,

na Figura 3 é representada pelos pontos verdes.

Trajetoria realizada — Sub-espago de fase 3d —> Cruzamentos com a superficie

tempo

by

Figura 3 — Construcao da se¢ao de poincaré em ¢ = 0, mostrando trajetéria quase-periddica
e cadtica, é feito o subespago de fase 3-dimensional formado por duas coorde-
nadas e um momento, e por fim a secao de Poincaré construida.

2.2 INTRODUCAO AO SISTEMA

O sistema “péndulo de mola ” ou “péndulo elastico” é modelado idealmente
sendo consistido por uma massa m acoplada a uma mola de massa desprezivel, comprimento
natural [y e constante elastica k, sujeita a gravidade g [7,8,13]. Seus dois graus de liberdade
¢ a direcao radial [ que é consequéncia da extensao da mola e a direcao angular 9 que
é consequéncia da oscilacdo pendular. E construida a funcdo Lagrangeana do sistema,

analisando as energias cinéticas T que é encontrada por:
| RIS
Sl (211)

Com 7 sendo o vetor velocidade do ponto de massa do sistema. Onde calculando |77]|2 a

partir das coordenadas definidas em (2.2) se encontra que:

|7? = 1%+ 129° (2.12)

Ja para a energia potencial V' é encontrada a partir das forcas que atuam no

sistema, a forca gravitacional e a forca elastica, ao fazer:
V——Jﬁ-df (2.13)

obtém-se entao: .
V = —mglcosd + §k(l —lp)? (2.14)
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Portanto a fungao de Lagrange do sistema fica:

1 - 1
L=T-V = imHﬂ]Q —mglcos v — ik(l —1p)? (2.15)

Aplicando a equagao de Euler-Lagrange (Equagao (2.4)), se encontra as equagoes

de movimento sendo:
. k
[ =19% + gcosp — — (1 — o) (2.16)
m

l' .
P = —27@ — %sengp (2.17)

No artigo [7] é apresentado a caracterizagdo da transi¢do ordem-caos-ordem
realizada pelo péndulo e os seus modos de oscilacdo. Onde é definido o parametro adimen-
sional p, que posteriormente em outro trabalho é denominado f [8], a notagao que sera
mantida neste trabalho é w?, sendo a razdo entre os quadrados das frequéncias do sistema

massa-mola e do sistema péndulo simples.

(2.18)

com w, = 2mA/leq/gs Wm = 2m\/k/m e loq ¢ 0 comprimento de equilibrio do péndulo,

comprimento esse onde as forgas se anulam, portanto, é possivel encontrar essa posi¢ao ao

resolver: oV LoV
B T~ G 2.1
\YA%4 (}leﬁ—l(weﬁ 0 ( 9)
derivando o poténcial, obtem-se:
[—mgcost + k(I — )] & + [mgsend] éy = 0 (2.20)

como m, g, k, [ e ly sdo valores ndo nulos, para a Equacao (2.20) ser satisfeita, ¢ deve ser
igual a 0, ou a m. Por conta do sistema de coordenadas definido em Equagao (2.2), ¥ =0
o outro caso indica o ponto de equilibrio sendo do lado oposto onde ocorre o movimento,

com isso cost = 1 e sent = 0. Assim, isolando | da Equagao (2.20) obtém-se:

[ =leq = lo+mg/k (2.21)

Outro parametro definido é referente a energia adimensional. A dindmica do
sistema depende desses dois pardmetros, onde caso w? é muito proximo de zero ou tendendo
ao infinito, se tem um comportamento de ordem ao analisar o sistema, o mesmo acontece
para a energia. No entanto, em valores intermediarios, ha a presenca de caos, em decorrencia
ao forte acoplamento entre os sistemas, onde nao ha uma dominancia de frequéncia de

nenhum dos dois sistemas [8].

A caracterizacao dos “modos” de trajetérias é definida pelos modos A (“colina”)
e B(“vale”) que sdo trajetérias regulares. Em altas energias ha a presenca de érbitas quase

circulares (C/C™), na Figura 4 é apresentado as trajetérias.
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Trajetorias Localizagao na se¢do de poincaré

- Aeptegd

L st ol

Figura 4 — Modos A “colina”, B “vale” e Cg., mostrando as trajetorias de cada modo e
suas estruturas na segao de Poincaré. Adaptado de [7]

Essas orbitas atuam como um esqueleto dinamico, havendo também trajetorias
“satélites” que sao 6rbitas periédicas ou quase-periddicas (por exemplo, ilhas regulares
em torno de A), surgem Orbitas cadticas, e recombinagbes de érbitas instaveis, conforme

apresentado em 5.

Trajetorias Localizagao na se¢ao de poincaré

. ——
' Préximo de s:
sat ;

Figura 5 — E apresentadas trajetérias satélites (sat) ao modo A e ao modo B que é uma
orbita cdotica proxima do ponto s, mostrando as trajetorias de cada modo e
suas estruturas na se¢ao de Poincaré. Adaptado de [7]

Trajetorias Localizagdo na se¢do de poincaré

Figura 6 — E apresentadas trajetéria de rotacio em torno do pivo (C/C*) e trajetéria em
formato de estrela do mar 1 — 5 ou 1* — 5%, mostrando as trajetérias de cada
modo e suas estruturas na se¢ao de Poincaré. Adaptado de [7]

Como discutido na introdugao, o interesse em estudar esse sistema foi retomado

recentemente com os trabalhos [8,14], além do sistema do péndulo eldstico, se encontra um



2.2. INTRODUCAO AO SISTEMA 23

interesse em procurar experimentalmente os fendémenos do caos, como ¢é feito recentemente
pro sistema de bilhar [17,18].
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3 ABORDAGEM TEORICO-NUMERICA

3.1 FORMULACAO TEORICA DO SISTEMA

3.1.1 Coordenadas polares

N
v
V{0

2
%
)

¥

Figura 7 — Esquemaética da modelagem do péndulo eldstico. a) Sao apresentadas as coorde-
nadas do sistema, mostrando como x e y se relacionam com suas equivalentes
polares. b) E exibida as linhas equipotenciais que confina o sistema dependendo
de sua energia

Para a modelagem do péndulo elastico é montada a funcao Lagrangeana do
sistema, conforme apresentado na Segéo 2.2 Equagdo (2.15) a transi¢do para a Hamiltoniana
é feita por H = pli + pmﬁ‘ — L, onde os momentos generalizados sao encontrados aplicando

a Equagao (2.5) na fungao Lagrangiana:

p=mi, py=mi*. (3.1)

Reescrevendo a Hamiltoniana, temos:

2

I Dy 1 2
H = o + 5T mgl cos(¥) + §/€(l —lp)*. (3.2)

As equagoes de movimento sdao encontradas aplicando as Equagoes (2.7):

=P = (3.3)

m mil?’

2
b= —% +mgcos(¥) — k(I —l), py = —mglsen(?)). (3.4)

Essas equagoes descrevem a dindmica do péndulo elastico em coordenadas

polares.
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Como a Hamiltoniana H (I, p;, ¥, py) é conservada no tempo, é possivel eliminar

uma das variaveis e determina-la em funcao das demais, assim temos:

by = pﬁ(hpbﬁ ‘ H)a (35)
onde py é
p 1
po(l,pi, 0 | H) = 4 [2ml? (7—[ — ﬁ + mgl cos v — 5/{([ — 10)2) (3.6)

Podemos encontrar os valores maximos e minimos para a elongacao da mola que
o sistema pode ter, esses pontos podem ser encontrados fazendo p; = py = 0, e subtraindo

‘H em ambos os lados, tém-se:

;k(l 16) —mgl —H — 0. (3.7)

Multiplicando por 2 e expandindo (I — lo)? = I* — 2lyl + I3, temos

kI — (2klo + 2mg) L + (ki§ — 2H) = 0. (3.8)

A solucgao desta equacgao quadratica é dada por

_ 2klg + 2mg + [ (2kly + 2mg)* — 4k (kIE — 2H)
- 2k

. (3.9)

Em particular, se assumirmos para fins ilustrativos que o nivel de energia de

referéncia é H = 0, o discriminante torna-se

A = (2kly + 2mg)® — 4k*12 = 4mg (2kly + myg) . (3.10)
Assim, as solugoes para [ sao
mg mg mg
I=lg+ 22 ¢ —(21 —) 3.11
0T 2 \/ 2 0T 2 ( )

De maneira mais geral, considerando um nivel de energia arbitrario H, o

discriminante incorpora um termo adicional, e as solu¢oes para [ passam a ser

mg mg mg 2H
=y + —2 +4]— + =)+ == .
=l k \/ k <2l0 k ) k (312)

como definido pela Equacao (2.21), é possivel reescrever os comprimentos extremos atingi-

dos pelo sistema como

mg mg 2H
lmin:le _\/ 2l()"i_i + —
4 k ( k ) k (3.13)

_ mg mgy 2
zmax_zeq+\/k (200 + k)+ A
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Figura 8 — E apresentada a curva equipotencial que confina as trajetoria, uma parte
da curva ilustrando onde sao os comprimentos minimos e maximos, € uma
circunferencia de raio igual a leq.

3.1.2 Coordenadas Cartesianas

Podemos fazer o analogo em coordenadas cartesianas, novamente considerando
uma massa m conectada a uma mola de comprimento natural [y e constante elastica k,
sob agao gravitacional g. O vetor posigao é 7 = (x,y) com origem no ponto de fixagao,

onde o eixo y aponta para cima.

As energias do sistema sao escritas como

1 - 1 . .
T = imHFHQ = 5m(3:2 +7%) (3.14)

semelhante a Equagao (2.11), para a energia cinética, e

U = mgy + ;k <\/x2 Tt — 10)2 (3.15)

para a energia potencial do sistema, semelhante a Equagao (2.14), assim, podemos escrever

a lagrangiana do sistema como:

1 1 2
L=T-U-= 5m(¢2+g)2)—mgy—§k («/xQ—i—y?—lo) (3.16)
os momentos generalizados sdo encontrados ao aplicar a Equagao (2.5) em (3.16)
oL : oL .
Pe = oo =mi, Py = o = my (3.17)

Assim, podemos agora aplicar a transformada de Legendre para encontrar a

fungao Hamiltoniana, essa fungao pode ser verificada em [8].
H=p,x+p,y—L (3.18)

=, (%) + py (%) — [W —mgy — ;k(l — l0)2] (3.19)

2 2 1 2
R ok (\/W - lo) (3.20)

C2m 2m
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E encontrado entao as equagoes canonicas para a descricao do movimento do

sistema por meio .

OH _ Pa

b=go =1 (3.21)
j = g;i o (3.22)
Py = —Zf — k(- lo)% (3.23)
P, = _a;; = —mg — k(I — lo)% (3.24)

como que o sistema em polares é (z,y) = (Isen(¥), —l cos(1))) e sabemos que as condigdes

m
de equilibrio sao em [ = [y = Iy + Tg e v = 0, entao agora em cartesianas, o equilibrio
/ mg / .
agora ¢ em (Zeq, Yeq) = (0, —(lo + ?)), além disso Ymin = —lmin € Ymaz = —lmaz
Outra forma de escrever os momentos p, e p, para o caso do péndulo eldstico é
relaciond-lo com a derivada das coordenadas definidas em (2.2), onde se obtém:

i = Isend + 19 cos 9,
(3.25)

Y = —lcosd + l¥send.

assim, multiplicando m em ambos os lados e isolando [ el das Equagoes (3.1) , é possivel
escrever Equagdo (3.25) como:
Pe = prsent) + % cos ¥,

(3.26)
Py = prcost + ]%senﬁ.

3.2 UNIDADES REDUZIDAS E A HAMILTONIANA ADIMENSIONAL

Em nosso sistema, temos constantes como m, g, k, ly, cujas dimensoes podem
nao ser consistentes, o que pode causar dificuldades computacionais. Dessa forma, buscamos
escreve-las em sua forma de unidades reduzidas, de forma semelhante ao que é realizado
em simulagoes de dindmica molecular [19]. Para isso, buscaremos expressar as dimensoes

das constantes em termos de m.

Tabela 1 — Parametros e suas unidades de medida e unidades reduzidas.

Pardmetro Unidade de Medida Unidade Reduzida

m Kg [m]

k Kg/s g-m

L Do

2 lo-k

g m/s Ex
k

H J g-lp-mj
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A transicao de unidades de medida convencionais para unidades reduzidas,
como apresentado na Tabela 1, é um passo fundamental para a adimensionalizacao de um
sistema fisico. As unidades reduzidas sao construidas a partir de uma escolha arbitraria de
uma ou mais grandezas de referéncia (neste caso, a massa m), permitindo que as demais
grandezas sejam expressas em termos dessa referéncia. As unidades reduzidas se mostram
importantes para realizar a comparacao com o experimento, onde ao definir as unidades

com base nos valores da massa e mola escolhida para o experimento.

Essa escolha de unidades reduzidas facilita a identificacao e a formulagao de
parametros adimensionais, que sao razoes de grandezas fisicas que resultam em um niimero
puro, sem unidades. Esses pardmetros sdo cruciais porque governam o comportamento do
sistema independentemente da escala. Assim procuramos reescrever a Equacao Hamiltoni-
ana (Equacdo (3.2)) em forma adimensional, analégo ao apresentado em [8,13]. Para tal,

introduz-se o pardmetro adimensional w?, definido como a razao:

mg
w? = e (3.27)
que quantifica o balanco entre a forca gravitacional e a forca elastica de referéncia, é
considerado um “péndulo” com o comprimento equivalente ao comprimento natural da
mola [y, por uma questao de simplicidade, as consequéncias dessa escolha que difere da
escolha realizada em que considera o péndulo de comprimento e, [8,13] nao se apresentam
neste trabalho, ja que ambos loq ¢ [y sao constantes no sistema. Define-se a variavel

adimensional para o comprimento instantaneo da mola:

A= — (3.28)

Para o tempo, adota-se a escala caracteristica associada a oscilagao radial da

mola. Partindo da frequéncia angular natural do sistema massa-mola,

N k
F=t-wy =ty — (3.29)
m

Esta transformacao elimina as dependéncias dimensionais do sistema, reduzindo
os parametros fisicos originais (m, k, g, ly) & relacio adimensional w?.
O momento generalizado py é obtido mediante a transformacao canonica:

ol

Px=Digy =P lo (3.30)

Substituindo Equagao (3.28) e Equagao (3.30) na Hamiltoniana original (Equa-
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¢ao (3.2)), obtém-se:

2 2 2

Px Py ki 2

H = omi? to NI2 + mgloA cos ¥ + 5 (A—1)
1 Dy 272 klg 2

- 0 -1
Smi (p,\ + )\2) + w?lgkA cos ¥ + 5 (A—1)

1 2, Py 2 1 2
+ ¥+ 1
o2 (pA )\2) kI3 (w A cos 2(>\ )
Definindo a Hamiltoniana reduzida H = H/(ki2):

Y 1 Dy 2 1 2
H:W)l(pA—’_)\Z) + w )\COSQ9+§(A—]_> (331)

Introduzem-se os momentos adimensionais:

Pr= 2 = (3.32)
vmk 13 vVmk 13

resultando na expressao final adimensionalizada:

| P 1
H = 3 (pA )\g) + w?Acos V) + 2()\ —1)? (3.33)
O processo para a Hamiltoniana em cartesianas adimensional é anal6go, resul-
tando em:
. 0D 2~ | (7 2
H—5+2 w g+ (1—1) (3.34)

Embora esta abordagem seja semelhante a utilizada por [8], a expressao final
diverge devido a diferenca no sistema de referéncia: enquanto no trabalho citado analisa-se
a deformacao da mola em relacdo ao comprimento natural [y, neste estudo considera-se o

comprimento total do péndulo (do pivoé ao centro de massa).

A partir da Equagao (3.33), o momento angular adimensionalizado é explicitado

. \/v 2 (7 4t - woncoso - Jo- 12| (3.35)

As extensoes radial minima e maxima sao dadas por:

COo1mao:

Mo = 1407 =302 + 1) + 20 — w?)

Amax = 1+w2+\/(w2+1)2+2(7{—w2)

(3.36)

3.3 SIMULACAO NUMERICA E RESULTADOS

3.3.1 Implementacao Computacional

A implementagao das solugdes numéricas se déd por meio da Linguagem Julia,

onde por meio da biblioteca “DifferentialEquations.jl” [20] é possivel utilizar diferentes
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métodos nimericos para a solugao das equagoes. Assim, é definido as Equagoes (3.3), (3.4)
e (3.32), o parametro definido pela Equagdo (3.27), e o intervalo de integragao do sistema
no cédigo. E utilizado o metédo Dormand-Prince de Oitava Ordem [21] neste trabalho
por ter uma 6tima convergéncia perante outros métodos, havendo um erro de conservagao
de energia na ordem de 107'® sendo muito proximo do zero da maquina. Mas detalhes

sobre os métodos numéricos é apresentado no Apéndice A.

E definido as unidades reduzidas como m = g = Iy = 1.0, portanto o pardmetro

de controle pode ser escrito como:
w?=1/k (3.37)

sendo assim ao variar o valor do parametro seria equivalente a realizar simulagoes com

diferentes molas, mas a massa utilizada se mantem a mesma.

E apresentado entdo as secoes de Poincaré para os sistemas definidos por
H =0,0; 9o = pro = 0,0; o comprimento inicial varia em linit € [Imin, lmax], © momento
angular inicial é calculado pela Equacao (3.6), o tempo final sendo 10000 s, passo de

integracdo dt = 1075.

Anteriormente, na Secao 2.1.4, discutiu-se o aspecto tedrico das secoes de
Poincaré. Agora, aborda-se sua construcao do ponto de vista computacional. Ao utilizar
métodos numéricos para a resolucdo das equagoes canonicas de movimento, obtém-se
quatro arrays com os valores de [, 1, p; e py para cada passo de integragao, resultando na

discretizacao de uma trajetoria continua.

Para realizar o corte considerando a superficie ¢ = 0, analisa-se o array referente
aos valores de ¢, verificando-se as trocas de sinal entre valores consecutivos. Dessa forma,

identificam-se os intervalos onde ocorre o cruzamento com a superficie.

Entretanto, essa abordagem nao garante a obtencao dos valores exatos de [, p;
e py no momento exato do cruzamento. Para contornar essa limitacdo, torna-se necessaria
a utilizagado de interpolagdo por spline. Construindo-se uma fungao S(t) que interpola
suavemente os pontos discretos do array referente a 9 no intervalo detectado pelo algoritmo,

obtém-se uma representacao continua e diferenciavel da evolucao temporal do angulo.

Esta fun¢ao interpoladora permite utilizar métodos numéricos, como o algoritmo
de Brent, para localizar com certa precisao os instantes t* onde S(t*) = 0, tipicamente
atingindo a tolerdncia numérica da maquina. Uma vez determinados os instantes t*,
constroem-se outros arrays com os valores de [, p; e py nesses instantes especificos, que

por sua vez permitem construir as se¢oes de Poincaré.

3.3.2 Analises da secao de Poincaré

A se¢ao de Poincaré geralmente é apresentada apenas o corte do espago de fase

(I, p;). Por se tratar de um hipervolume, a anélise completa do espaco de fase requer os
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Figura 9 — A esquerda, apresentam-se as séries temporais para [ e ¥ resultantes da integra-
¢ao numérica; a direita, mostram-se as séries temporais com o spline aplicado,
incluindo zooms nas regioes onde ¥ cruza o valor ¥ = 0. Na série referente a [,
marcam-se os valores nos instantes de cruzamento.

0,021 0,03

00 Py  00F

—0,03

—0,02

1,51

Figura 10 — Apresenta-se a secao de Poincaré construida com os valores obtidos pelos
cruzamentos, conforme ilustrado na Figura 9.

quatro cortes: (1,p;), (I,pg), (¥, p;) e (9, pg). E definido um sistema por meio do pardmetro
de controle arbitrario e posigao inicial Iy, variando no intervalo [lpin, lmax], €enquanto
o momento generalizado pyy foi calculado a partir da Equagao (3.6). A andlise dessas
projecoes em coordenadas cartesianas também é relevante. Pelas Equagdes (2.2) e as suas
derivadas (Equagao (3.26)), é possivel concluir que a superficie ¢ = 0 equivale a z = 0
(pois x = Isend), espera-se que as proje¢oes em z também formem uma linha. Para y
(onde y = —lcos), as projecoes em y sao espelhadas em relacao as de [. Além disso,
na proje¢ao (y, p,) nao se observa o formato de “gota” presente em (I, py), uma vez que

Pz
9

Py . . . .
= —. Assim, na Figura 11 é apresentado cortes com os pontos que cruzam a superficie
0.

Em coordenadas cartesianas, a auséncia do termo [ evita o afunilamento
caracteristico da se¢ao de Poincaré em coordenadas polares, como pode ser visto na
Figura 11. Das Equacoes (3.28), (3.30) e (3.32), como as relagdes entre as coordenadas

e momentos generalizados dimensionais para os mesmos na forma adimensional sao
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resumidas a multiplicagoes com constantes, e, por ja se trabalhar com as unidades reduzidas,
os resultados da dindmica resultante da Hamiltoniana adimensional serve como uma
normalizacao dos resultados, assim, é apresentado os resultados a partir dessa conversao

da Hamiltoniana dimensional para a adimensional.

lmin . o lmax
Comprimento inicial

Figura 11 — E apresentado a secdo de Poincaré para w? = 0.1 como exemplo, para ilustrar
as mudancas que ocorrem nas secoes de Poincaré ao mudar de coordenadas
entre polares e cartesianas.

Uma pergunta que pode ser feita é “qual é a melhor escolha para definir a secao
de poincaré pro sistema?””, o que é um tema interessante e é previsto de ser abordado

melhor em outro trabalho.

3.3.3 Secoes para Diferentes Parametros Adimensionais

Os valores de w? sdo 0,153;0,425:0,645;1,0 e 9,48, com os valores 0.425 e

0.645 sendo aproximados com o parametro adimensional dos sistemas experimentais.

E observado na Figura 12 que as trajetérias realizada pelos sistemas definidos
pelo parametro adimensional entre zero e um, apresentam trajetérias cadticas e trajetorias
quase-periodicas ou periodicas, onde proximos do comprimento minimo e maximo ha
comportamento cadtico, assim entrando em uma regiao de ordem onde o termo gravitacional
é mais forte, transiciona novamente para uma regiao de caos e posteriormente entrando em
uma regiao com o termo elastico mais dominante. Isso acontece ja que, ao variar Aj,;; no

intervalo [Amin, Amax|, Val ocorrer uma transigao caos-ordem-caos causado pelo valor de py o
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| w? € [0, 1]

Figura 12 — E apresentado a evolugdo da secdo de Poincaré conforme o parametro de
controle varia nas condicoes w? € [0, 1], posteriormente na condigao w? =1
e por fim w? » 1, onde é observado uma trasicdo de uma secao de Poincaré
em relativa ordem com o modo “vale” dominando, e conforme w? aumenta,
o modo de oscilagao “colina” passa a dominar as ilhas de estabilidade. Para
valores intermedidrios de w? o acoplamento forte entre os sistemas faz com
que surja o mar cadtico nas se¢oes que eventualmente desaparece novamente
em w? » 1.

calculado onde, por conta da conservagao de energia, H =0.".T =V, e como foi definido
Pro = 0 entdo pyo = v/2A%2(V), onde préximo a linha definida pela posi¢ao de equilibrio
do sistema, o momento conjulgado de theta atinge o valor maximo, assim h& uma energia
cinética angular maior que domina o sistema. Conforme o valor de py o diminui, o modo
de oscilacao radial comeca a dominar o sistema surgindo um forte acoplamento entre as
duas oscilagoes que gera as trajetérias cadticas, com isso acontecendo para A, proximo

de Apin ou de Ajpax.

Outra forma de observar como o sistema se modifica conforme varia o para-
metro w?, onde para valores mais baixos, o sistema massa mola domina, havendo uma
predominancia do modo de oscilacao “vale” sobre o modo “colina”, e partir do seu aumento,
a frequéncia do sistema péndulo simples comeca a ser mais significativo, e assim também
trazendo uma maior presenga do modo “colina ” e “satélites” em relacao ao “vale”, além
de haver mais trajetérias caéticas, quando w? » 1 as oscilacdes angulares é dominante,
reduzindo significativamente o caos no sistema, com as trajetérias se tornando puramente
quase-periodicas e periddicas, com as trajetérias periddicas consistindo nos movimentos dos
sistemas massa-mola e péndulo simples desacoplados, e os quase-periédicos no movimento
acoplado dos dois sistemas. No Apéndice B é apresentado com mais detalhes as se¢oes de

Poncaré para cada pardmetro e as trajetorias realizadas.
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4 ABORDAGEM EXPERIMENTAL

Na etapa experimental do trabalho, os esforcos acabaram se concentrando na
montagem experimental, seja na construgao do aparato experimental ou no programa de
rastreio, assim o tempo para a coleta de dados se tornou menor do que era esperado no
inicio. Apesar disso, foi possivel identificar dificuldades e convergéncias entre o experimento
e a tedria para o sistema. Assim, é esperado que em trabalhos futuros seja possivel ter

mais tempo para a realizagdo experimental.

4.1 VISAO COMPUTACIONAL

Na area de visao computacional, o rastreamento de objetos é uma tarefa comum
que consiste em determinar as posi¢oes de um ou mais objetos em uma imagem ou, no
caso de um video, é determinado para uma sequéncia de imagens formadas pelos frames.
Essa tarefa pode ser realizada tanto com dados pré-gravados quanto com imagens em

tempo real [22].

No processamento digital de imagens, as informagoes sao armazenadas como
trés matrizes que representam os valores das cores vermelho, verde e azul (RGB) de cada
pixel, ou outros espagos de cor como o Hue Value Saturation (HSV). Para localizar o
objeto desejado, o rastreamento consiste basicamente em identificar as submatrizes cujos

valores sejam os mais préximos das matrizes que representam o objeto-alvo [22].

Devido a relevancia dessa técnica na area da tecnologia, diversos pacotes de
software foram desenvolvidos para oferecer ferramentas de uso relativamente simples,
permitindo sua aplicagdo em diferentes contextos de forma acessivel e eficiente. Para este

trabalho, se demonstrou mais eficiente o uso do metodo CSRT.

O CSRT (Channel and Spatial Reliability Tracker) é uma abordagem computa-
cional para rastreamento visual que integra técnicas de processamento de imagens com
otimizacdo matematica, sendo particularmente eficaz em ambientes dinamicos. Fundamenta-
se em dois componentes complementares: confiabilidade espacial e confiabilidade de canais,
que asseguram precisao durante variacoes de aparéncia do objeto, oclusoes parciais e

interferéncias de fundo complexo [23].

A confiabilidade espacial soluciona o problema essencial de discriminar o objeto-
alvo de elementos distratores no plano de fundo, especialmente durante oclusoes parciais ou
quando o objeto possui forma irregular. Para tanto, o rastreador utiliza um mapa binario
dindmico m que funciona como mascara espacial adaptativa, gerada quadro a quadro
mediante um modelo MRF (Markov Random Field). Este modelo estabelece relagoes

espaciais entre pixels e incorpora restrigoes de suavidade, integrando miiltiplas fontes de
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informacao: histogramas de cores HSV atualizados dinamicamente para distinguir objeto
e fundo, e um kernel Epanechnikov modificado que prioriza regides centrais, baseado na
observagao empirica de que o nicleo de objetos em movimento mantém maior estabilidade
frente a deformacoes. Durante a otimizacao do filtro de correlacao discriminativo h, este
mapa impoe a restricado h = m © h, onde ® é o produto elemento a elemento entre as
matrizes, confinando o filtro exclusivamente as regioes identificadas como confidveis. Esta
restricdo é resolvida eficientemente pelo método ADMM (Alternating Direction Method of
Multipliers), que decompoe o problema em subetapas iterativas processadas no dominio

da frequéncia via o metédo FFT (Fast Fourier Transform) [23].

Paralelamente, a confiabilidade de canais aborda a heterogeneidade descritiva
em caracteristicas multiespectrais. O rastreador emprega dois descritores complementares:
Histograms of Oriented Gradients (HoG), que capturam informagoes estruturais mediante
distribuic¢oes de gradientes locais, e ColorNames, que mapeiam cores para categorias
linguisticas (como "vermelho"ou "azul"), proporcionando invaridncia a variagoes sutis de
tonalidade. Para cada canal, calcula-se uma ponderagao adaptativa w,; combinando: a

)

confiabilidade de aprendizado @ng = max(fy » hy), com * indicando a correlagao circular

entre f; e hy indicando a adequacao do filtro aos dados de treinamento; e a confiabilidade
de deteccao wédet) = max(1 — p*?/p7*L (.5), quantificando ambiguidades espaciais pela
razao entre picos de resposta. A ponderacao final W, determina a influéncia relativa de

cada canal durante a localizacao [23].
Ne

A posicao do objeto é determinada por g = 2 (fyxhy) - wy, expressao que sinte-
d=1
tiza as contribuicoes de todos os canais, privilegiando descritores altamente discriminativos

e atenuando a influéncia de canais degradados [23].

4.2 PROGRAMA PARA O RASTREAMENTO

Foi desenvolvido um programa computacional utilizando a biblioteca OpenCV
do Python, junto de outras bibliotecas para calculos necessarios, que emprega o rastreador
CSRT para monitorar o péndulo a partir de gravagoes de video. O codigo para a anélise
de video ¢é aplicado através de uma classe abrangente que encapsula todo o fluxo de
processamento, desde a calibragao espacial até a extracao de dados dinamicos. Inicialmente,
o video é aberto e a taxa de quadros é validada para garantir precisao temporal. No primeiro
frame, o usuario calibra a escala do sistema real selecionando manualmente os vértices de
um quadrado de referéncia (50x50 cm), cujos pontos sdo ordenados automaticamente e
usados para calcular uma matriz de homografia que converte coordenadas de pixels para
metros. Em seguida, o usudrio define a regido de interesse (ROI) contendo o objeto pendular,
o ROI atua como elemento central na operacao do CSRT, estabelecendo a base fisica sobre

a qual os mecanismos de confiabilidade espacial e de canais operam. Inicialmente, o ROI
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fornece o contexto geométrico para construcao do mapa de confiabilidade espacial dinamico
m. Dentro desta regiao, sao gerados histogramas HSV que alimentam o modelo MRF,
permitindo discriminar primeiro plano e fundo. Simultaneamente, um kernel Epanechnikov
modificado prioriza regides centrais do ROI, adaptando-se proporcionalmente as dimensoes

da caixa delimitadora.

Paralelamente, o ROI serve como fonte de dados para a confiabilidade de canais.
Caracteristicas multiespectrais (HoG para forma, ColorNames para cor) sao extraidas
exclusivamente dentro desta regiao, alimentando o calculo dos pesos dindmicos w,, a cada
frame, ha uma saida ponderada g que determina a nova posicao e escala do ROI. Do ROI,
temos as informagoes de 7(t), h(t) e w(t), onde 7(t) = (u(t),v(t)) descreve o canto superior
esquerdo do ROT até a origem, h(t) é a altura e w(t) é a largura da regido, assim para

fazer uma suavizacao dos dados, é definido cinco pontos em x e em y, temos entao T e -

1 0 1 0

1 0.25 1 0.25
Ft)=ut)- |1 |+w)-| 05 |, dt)=v@)-|1|+r)-| 05 (4.1)

1 0.75 1 0.75

1 1 1 1

onde é feito a média

1 5
Tiracker(t) = 0.7 (0.221(¢) + 0.6x3(t) + 0.225(t)) + 0.3 (5 D )

(4.2)
Yiracker (1) = 0.7(0.2y1(2) + 0.6y3() + 0.2y5(t)) + 0.3 < Z yilt )

A partir destes valores é definido o vetor posicdo do objeto Tiacker(t) =
(Tiracker (1), Uracker (1)), mas essa descricao do vetor é em relagdo a origem da imagem,

como ilustrado na Figura 13.

Com o descorrer do tempo, o objeto acaba deformando o tamanho do ROI por
diversas razoes (por exemplo, ao se aproximar ou afastar da camera, rotagoes do objeto,
varaigoes de iluminagdo, ilustrado na Figura 14), assim para suavizar essas variagoes, é

aplicado as médias apresentadas nas Equagoes (4.2).

A medida que cada posicao é rastreada, as coordenadas sao transformadas
para o sistema métrico usando a homografia e armazenadas junto com seus respectivos

instantes temporais.

Quando terminado o rastreio, é buscado definir a origem do sistema, fazendo

uma traslagao de (0,0) para ((x),{y)), que é definido respectivamente por:

T 1 &
<SL’> = — xtracker(t)7 <y> = 7 ytracker<t> <43)
Tf t—ZTi Tf t—ZTi
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Figura 13 — Esquematizagao de como ¢é registrado as posi¢gdes do objeto apartir do ROI, e
também a distruibui¢oes dos pontos nos dois eixos para poder fazer uma média
da onde seria o centro do objeto, consequentemente os valores de 7acker()-

= e °

el
*

Figura 14 — Representacao do possiveis comportamentos de remensionaliza¢do do ROI.

No entanto, usar {y) como origem do eixo y, ndao acaba sendo vantajoso para
descrever o sistema de coordenadas “real” do objeto, como é possivel observar em Figura

15, assim, é calculado (y;), que é definido por:

1
<yl> = m Z ytracker(t)a onde, Ie = {t € [ﬂm’ciala Tfinal] I |xw(t) - <£C>‘ ~ 0} (44)

tele

Ou seja, é calculado a média de y no corte z = 0 o que faz entdo (y) & Yeq-

Usando ({x),{y;») como origem do sistema, se tem entdo toda a trajetoria
contida na parte negativa do eixo y, e para fazer o ajuste com o deslocamento que o objeto
teria no sistema real, é por fim definido a origem em ({x),{y;» — (y)), assim a posicao final

do objeto ¢ calculada sendo:

(xtraj> _ < Ltracker — <£B> > (45)
ytraj Ytracker — (<yz> - <y>)
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i) = feq
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(0,0) = ({x), (¥N

: ......................... > (y)
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Figura 15 — Esquema inicial do sistema de coordenadas dos dados obtidos pelo rastreio do
objeto, e a translacao feita para a origem

(0,0) = ({x), (¥) = (miM

(0,0) = ({x), (miM

Figura 16 — Esquema final do sistema de coordenadas dos dados obtidos pelo rastreio do
objeto, e a translagdo feita para a origem

Por fim os dados processados alimentam algoritmos numéricos que calculam
grandezas fisicas como comprimento dindmico, angulo instantaneo, componentes de energia,
constantes eldsticas e coeficientes de dissipagao, além de gerar graficos da trajetoéria, secao
de poincaré e um Temporal Color Code que é terceira forma de visualizar a trajetéria
realizada, no entanto, na parte das estimativas de constantes, cédigo precisa de algumas
corregoes , assim, foi utilizado cédigo julia para o calculo das constantes elasticas e o
calctlo da secao de poincaré do sistema. Para o calculo das velocidades do objeto rastreado
¢ utilziado o filtro de Kalman [24]. A constante elastica k é determinada aplicando a FFT
para os dados de (y — t) onde é encontrado a frequéncia dominante, assim é calculado k

por meio de
k = 47r2f§ominante (46)

4.3 APARATO EXPERIMENTAL

Na primeira realizacao experimental, foram realizadas gravagoes em dois planos

ortogonais, possibilitando a reconstrucao da trajetoria completa em trés dimensoes, em vez
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de apenas duas, com o péndulo elastico sendo montado com equipamentos disponibilizadas
pelo laboratorio de fisica II, composto pelo suporte para a haste, as massas e a mola
(Figura 17).

Figura 17 — Esquematizacao do setup experimental: exibe a montagem do sistema, a
configuracao das cidmeras para a gravacao das trajetorias em diferentes planos
e a trajetéria do péndulo obtida a partir dos dados coletados.

Com base nos resultados preliminares, propos-se a construcao de um aparato
experimental controlado, implementando melhorias em trés eixos principais. Na calibra-
¢ao oOptica, grids de referéncia foram posicionados no plano de fundo para correcao de
distor¢oes de imagem e isolamento visual do péndulo, garantindo aquisicao de dados
sem interferéncias visuais por questoes ambientais. Paralelamente, a otimizacao mecéanica
incluiu a substituicao do suporte original por uma estrutura rigida de baixa vibracao,
reduzindo a dissipagdo de energia por amortecimento estrutural e aumentando a fidelidade
das medi¢oes dindmicas. Por fim, a modularidade do projeto foi priorizada, permitindo
ajustes parametrizaveis no sistema para adaptacao a demandas experimentais emergentes,
(Figura 18).

Houve posteriormente a troca da mola utilizada por elasticos de escritério, em
uma tentativa de reduzir os feitos observados por conta das componentes de for¢a que

atuavam na mola helecoidal (Figura 19).

4.4 RESULTADOS

Com o aparato experimental feito e com o software caputrando os dados, é
entao realizado a analises das trajetérias apresentadas, antes de realizar movimentos que
possuem oscilagao angular, foi realizado o sistema massa-mola, para a determinacao da
constante elastico tanto da mola, quanto do elastico, mas medidas do comprimento natural
do sistema para cada matérial elastico é de lpmola = 0,225 m e [ elastico = 0,175 m, o
valor da gravidade foi determinada sendo g = 9, 7858486 m/s® por [25], e a massa é de
m = 0,022 g.
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Figura 18 — Imagens do Setup experimental construido. a) visdo superior, b) visdo frontal
na regiao que ha o movimento do objeto, ¢) visao diagonal contemplando o
suporte como um todo, nao so partes dele.

Figura 19 — a) Massa com mola utilizados nas trajetérias capturadas, b) Massa com
elastico utilizado.

4.4.1 Utilizando mola

-0,1
-0,25 10
-0,25

Evolugdo temporal

—0,45

0,35

0,06 0,0 0,06 -03 0,0 0, 02 0,0 0,2
x

Figura 20 — Trajetérias registradas utilizando mola helecoidal, sendo observadas trajetérias
nos modos: “Colina” e “Satélite”, além do proprio movimento massa-mola.

Utilizando a mola, o valor encontrado para k ~ 1,49 N/m, assim o parametro

adimensional para o sistema é w? ~ 0, 644604; portanto, w? € [0, 1] para essa configuracio
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é possivel trajetérias cadticas. E observadas trajetérias quase-periddicas e periédicas (vide
Figura 20) com leves dissipagoes de energia, além disso, uma das principais discrepancias
entre o modelo tedrico e o experimento, além da questao da dissipagoes, é a questao de
haver troca de planos de oscilagoes, devido a componentes de for¢as atuando no sistema
que nao foram considerados, como um centro de massa desalinhado com o acoplamento
com a mola, dissipagoes de energia no eixo da mola que fazia a mesma rotacionar um certo
angulo a cada oscilagao, e até mesmo deformidades na mola que fazia com que as suas

forgas externas nao fossem compensadas.

Uma das primeiras tentativas de evitar a troca de planos, foi utilizar gravagoes
com pouca oscilagdes enquanto o movimento ainda é no plano original, acontece que isso
faz com que se tenha uma menor quantidade de cruzamentos na superficie de poincaré
em z = 0, fazendo entdo ter menos pontos e uma imagens menos clara do movimento, no
entanto, hé coisas interessantes de se observar nessas imagens, como serd apresentadas em

mais detalhes no apéndice C

4.4.2 Utilizando elastico

-0,1 -0,1
-0,1

Evolugdo temporal

—0,4 —04 10

—0,4
-03 0,0 0,3 —0,2 0,0 0,2 -0,3 0,0 0,3

Figura 21 — Trajetérias registradas utilizando elastico de escritério, sendo observadas
trajetorias sendo atraidas para o modo “colina”, além do proprio movimento
massa-mola.

Utilizando o elastico, o valor encontrado para k ~ 2,89 N /m, assim o parametro
adimensional para o sistema é w? ~ 0,452026; portanto, w? € [0, 1] para essa configuracio
é possivel trajetorias cadticas. Apesar do elastico ter resolvido uma parte das “forgas
parasitas” que atuam no sistema, ainda ha deslinhamentos entre o vinculo da massa com
o elastico e o centro de massa que eventualmente causam novamente a troca de planos,
além disso, o elastico tem uma dissipagao interna muito alta, o que ¢ muito interessante ja
que com a mola hé a impressdao que uma trajetoria cai em um atrator (vide Figuras 45 e
44), agora ¢é possivel observar que a trajetéria é atraida para um atrator que é o modo
“colina” (vide Figuras 47 e 48).

No Apéndice C é apresentado as trajetoria em mais detalhes discutindo as

mesmas juntas a suas secoes de Poincaré.
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5 CONCLUSAO

Este trabalho apresentado, é uma ramificacdo do trabalho total, onde foi

apresentado os resultados e as discussoes que faziam sentido para o mesmo.

E iniciado o trabalho com a pergunta "Quais efeitos téoricos é possivel observar
na realidade?", assim, é feito o estudo téorico por meio de revisdo bibliografica e simulacgao
do sistema e estudo experimental por meio da construgao do aparato experimental (suporte
moldével para a realizagdo do experimento) e a construgdo de um software para que seja
possivel fazer um rastreamento da posicao do péndulo e assim possibilitando fazer as
analises das trajetérias e assim fazer essa comparacao com os resultados téoricos. Além
disso, ¢ partido do modelo téorico mais simples, ou seja, o sistema do péndulo elastico
¢ descrito como um ponto de massa com dois graus de liberdade se movimentando em
(I, ¥) em um potencial gravitacional acoplado com o potencial harmonico. O que trouxe
diferengas nos resultados que eram esperados, no entanto, experimentalmente foi procurado

minimizar essas diferencas, ou seja, é procurado realizar trajetérias "o mais plana possivel'.

Nos estudos da téoria, mais especificamente, nas derivagoes das equagoes de
movimento e posteriormente a simulacao do sistema, foi possivel fazer a analise das
trajetérias por meio dos espacos de eventos e fase. Pelo espacgo de eventos, é realizado um
grafico dos valores de x e y, sendo a posi¢ao do ponto no grafico e os valores do tempo
sendo a cor do ponto no grafico, e assim é mostrada a evolugao da trajetéria em uma
figura, além disso, nesse mesmo grafico é mostrado o contorno do potencial que o sistema
estaria confinado. Pelo espago de fase, ja que teriamos um hipervolume formado por (z,
Y, Dz, Dy), ou em polares (I, ¥, p, py), é utilizado a secdo de Poincaré e assim é feito
quatro projecoes (z — pg, Y — Pz, T — Py, Y — Dy) - semelhante em polares. As simulacoes
foram feitas definindo os parametros m, k, lieaxada, 9, D1, ¥ € H em unidades reduzidas, e é
variado os valores de linit € py o, assim foi possivel fazer um mapeamento do espago de fase
com uma superficie em z = 0 onde é observado estruturas como as ilhas de estabilidade e
o mar cadtico, além disso por meio do espaco de eventos é possivel ver qual foi o trajeto
realizado, revelando diferentes padroes em trajetérias quase-periddicas e as trajetérias do
mar cadtico que nao revelam um padrao. Posteriormente é feito as derivacoes das equagoes
do sistema adimensional definindo um pardmetro adimensional w?, onde se w? € [0, 1] h4
presenca do caos nas secoes de poincaré, no entanto conforme w? se torna muito maior
que 1, o caos vai se perdendo, e dependendo das condigoes iniciais (i) o sistema tem

comportamento de péndulo ou de massa-mola.

No experimento do projeto, buscou-se inicialmente desenvolver uma estrutura
com menor dissipacao energética que o modelo anterior e um software para rastreamento

do péndulo, configuravel para analises dindmicas personalizadas. Apds a construgao do



43

aparato experimental, observa-se que o movimento mantém-se planar durante as primeiras
oscilagoes, porém, subsequente e progressivamente, manifesta-se uma troca espontanea
do plano de oscilacao, e inevitavelmente a dissipacao energética decorrente do atrito
interno da mola, resisténcia do ar e microdeformagoes materiais. Esta transicdo dindmica
ocorre devido a componentes de forga transversais por causa de minimos desalinhamentos
construtivos entre o eixo da mola e o centro de massa da carga suspensa, que geram
torques inerciais perpendiculares ao plano original de movimento. Durante a oscilagao,
desvios angulares na fixacao da mola induzem forgas de Euler que atuam ortogonalmente
a trajetéria primdria, enquanto a geometria helicoidal da mola transforma forgas axiais
em componentes transversais. A dissipacao energética progressiva amplifica este efeito,
reduzindo a estabilidade do movimento planar e permitindo que acoplamentos nao-lineares
entre graus de liberdade transfiram energia cinética para dire¢oes perpendiculares, reori-
entando o plano oscilatorio segundo um processo andlogo a uma precessao induzida por

imperfei¢oes do sistema real.

Em uma tentativa de mitigar o fendmeno de troca do plano de oscilacao,
substituiu-se a mola helicoidal por elasticos. Esta abordagem atenuou parcialmente a
instabilidade planar, mas introduziu novas limitagoes dinamicas: o material elastico, embora
menos suscetivel a torgdes parasitas, apresentou maior rigidez e fragilidade estrutural,
com rupturas ocorrendo dependendo das elongagoes iniciais. Adicionalmente, observou-se
significativa elevacdo na dissipacao energética intrinseca, atribuivel a histerese viscoelastica
do material. Como consequéncia, o sistema frequentemente exibia uma trajetoria que
rapidamente convergiam para um atrator peridédico, onde a trajetéria estabilizava-se em

uma orbita estavel até a dissipacao total de sua energia.

Era esperado que os resultados das duas vertentes do projeto tivessem maior
convergéncia, mas devido as dificuldades encontradas e efeitos nao descritos no modelo
simplificado, as conexoes entre teoria e experimento tornaram-se mais qualitativas do

7

que quantitativas. Essas “pontes ” manifestam-se principalmente através de semelhan-

¢as observaveis, por meio da caracterizacdo das trajetorias em modos “vale”, “colina”,

“satélites ”

, etc, além de proporcionar diretrizes para futuras melhorias, tanto na busca
de materiais eldsticos com melhor equilibrio entre resisténcia mecanica e flexibilidade,
quanto na sofisticacdo do modelo tedrico mediante inclusao da terceira dimensao espacial e
mecanismos dissipativos realistas. A partir dos pardmetros experimentais m, k, l;claxada € 9,
calculou-se o parametro adimensional w? para ambos os sistemas, obtendo w? ; ~ 0,645

mola

ew ~ 0,452. Embora estes valores sugiram regimes cadticos (w? « 1), observaram-

2
elastico
se exclusivamente érbitas periddicas, indicando que o sistema opera em uma regiao de
estabilidade dinamica restrita. Esta contencao decorre de limitagoes materiais como a
deformabilidade finita dos elementos elasticos e dissipacao da energia, combinadas com
vinculagdes experimentais que confinaram o comprimento inicial l;,;; e angulo 6, a bacia

de atragao periddica.
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APENDICE A — UM BREVE ESTUDO SOBRE METODOS
NUMERICOS

Esse apéndice traz uma discussao referente aos metdédos numéricos que podem
ser utilizados para resolver as equagoes candnicas de movimento, de forma a justificar
a utilizagdo do metdédo de Dormand-Prince para a integragdo numérica das equagoes

canonicas do péndulo elastico, conforme citado na Secao 3.3.1

A.1 SIMPLECTISMO E METODOS NUMERICOS

O simpléctismo é uma propriedade fundamental dos sistemas hamiltonianos
que garante a preservacao da estrutura geométrica do espaco de fase ao longo do tempo.
No espaco de fase, as coordenadas generalizadas ¢; e os momentos generalizados p; formam
pares conjugados (¢, p). Essa preservagao implica que o volume no espago de fase, medido
pela forma diferencial dg; A dpy A -+ A dgs A dpg, permanece constante ao longo do
tempo, de acordo com o teorema de Liouville. Essa propriedade garante que a evolugao
temporal do sistema seja deterministica e reversivel. Métodos numéricos tradicionais, como
o Runge-Kutta, ndo mantém essa propriedade, ocasionando erros acumulativos na energia
e distorcendo as trajetorias, sobretudo em simulagoes de longo prazo. Para superar esse
problema, foram desenvolvidos métodos numéricos simplécticos, que preservam a estrutura
geométrica e asseguram a conservacao de propriedades qualitativas essenciais, como a
energia em sistemas fechados [26]. Assim, o uso de métodos simplécticos é fundamental

para garantir simulagoes precisas e fisicamente consistentes de sistemas hamiltonianos.

No entanto, nem sempre é viavel aplicar integradores simplécticos, seja por
limitagoes computacionais ou pela natureza do problema. Nesses casos, uma alternativa
é recorrer a técnicas de projecao. Essa abordagem consiste em, apds cada passo de um
método numérico tradicional, projetar o estado calculado de volta para a variedade que
preserva os invariantes do sistema, como a energia, mitigando o aciimulo de erros. Dessa

forma, mesmo que o integrador original ndo preserve rigorosamente a estrutura simpléptica.

Na mecanica, as equacoes de movimento determinam o deslocamento dos
objetos e formam Equagoes Diferenciais Ordinarias (EDOs), que, em muitos casos, sao
nao lineares. Para a maioria desses casos, ndao ha solugdo analitica, o que torna os métodos
numéricos a dnica possibilidade de estudo desses problemas. E importante mencionar que
existem diversos tipos de algoritmos que exploram propriedades inerentes ao problema de

interesse, como a conservagao de certas grandezas [27].

Com métodos numéricos, é possivel obter solugoes muito proximas dos valores

verdadeiros, sendo a precisdao um indicador da qualidade do método utilizado. Entre os
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diferentes enfoques numéricos para resolver EDOs, existe a classe dos métodos numéricos
simpléticos, projetados para resolver as equacoes de Hamilton. Métodos mais simples, e
portanto mais faceis de implementar, sdo os métodos numéricos explicitos e implicitos. Os
métodos explicitos calculam um novo estado do sistema apdés um intervalo de tempo finito
At utilizando apenas os estados anteriores. J4 os métodos implicitos incluem termos que

dependem do estado atual ou até de estados auxiliares futuros [27].

A partir das equagoes encontradas para o péndulo simples, foi estudada a
resolucao das mesmas pelos métodos numéricos, como os métodos de Euler, Euler-Cromer
e o Runge-Kutta de 4* ordem, para uma melhor compreensao do comportamento de um

sistema hamiltoniano simples e da conservacao de energia por cada método .

A.1.1 Método de Euler (FPA & LPA)

O método de Euler é um método de integracao simples. Contudo, esse método
nao apresenta uma boa conservacao de energia. Sua aplicagdo pode ser feita de forma

simples como apresentado a seguir [27]:

Yn+1 = f(xn) - At + Yn,
Tpi1 = k- At + x,,.

Essa abordagem é simples, no entanto, nao é um método simplético e, em
particular, nao conserva energia. Outra caracteristica do método de Euler é que ele é de
primeira ordem, ou seja, o erro por passo ¢ proporcional ao quadrado do passo utilizado.

Por isso, torna-se muito impreciso em relacao ao resultado esperado de um sistema.

Existe uma variacao do método de Euler chamada método de Euler-Cromer, que
¢ um método simplético. Embora ainda seja de primeira ordem, o método de Euler-Cromer
conserva a energia quase integralmente. Ele pode ser usado no caso de um sistema de
EDOs. Ao atualizar sequencialmente cada grandeza, a atualizacdo do segundo parametro é
feita utilizando o valor ja atualizado do primeiro parametro, em vez do seu valor anterior.

Assim, temos [28]:

Yn+1 = f(xn+1) - At + Yn,
Tpe1 = k- At + x,.

A.1.2 Método de Runge-Kutta 42 Ordem

O método Runge-Kutta é, na realidade, uma familia de métodos numéricos,
englobando tanto os métodos de Euler e Euler-Cromer, como também o Método de
Dormand-Prince. A familia ainda inclui uma diversidade de métodos implicitos e explictios,
o método de Runge-Kutta de 4* ordem (RK4) é o membro da familia mais utilizado

devido a sua precisao e simplicidade. Ele pertence a classe dos métodos de passo tinico
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explicitos e é capaz de resolver equagoes diferenciais ordindrias (EDOs) com um erro
global de ordem O(At*) [27]. No RK4, a solugdo é obtida por meio de uma combinacgao
ponderada de avaliagoes da func¢ao derivada, realizadas em pontos diferentes dentro do
intervalo de integracao. A principal vantagem do RK4 é sua precisao relativamente alta
para passos de tempo moderados, sem a necessidade de métodos mais complexos ou
computacionalmente custosos. Contudo, ele nao é um método simplético, o que pode levar

a perda de conservacao de energia em sistemas hamiltonianos.

A.1.3 Método de Dormand-Prince 8° Ordem

O método de Dormand-Prince de 8* ordem (DP8) é uma extensao avangada
dos métodos de Runge-Kutta, projetada para fornecer solu¢des numéricas de alta precisao
com controle adaptativo do passo de tempo. Este método é amplamente utilizado em
problemas de dindmica complexa e simulagoes cientificas, devido a sua capacidade de

equilibrar eficiéncia computacional e precisao [21].

O método DP8 emprega uma féormula de 8* ordem para calcular a solugao
principal y,.1, enquanto utiliza uma férmula embutida de ordem inferior para estimar

uma solucao auxiliar 7,,1. A diferenga entre essas duas solugoes, dada por:

En+1 = Yn+1 — Yn+1,

¢é usada como uma estimativa do erro local de truncamento. Com base nesse erro, o
tamanho do proximo passo de tempo At, 1 é ajustado de forma adaptativa para garantir

que o erro permaneca dentro de uma tolerancia maxima especificada (e).

O tamanho do préximo passo é calculado pela férmula [29]:

¢\ Y+
Atppr = 0.9 At, - :
" (\En+1|>

Caso o erro estimado exceda a tolerancia (|FE,+1]| > €), o passo atual é rejeitado, e um
novo At, 1 é calculado com base em um tamanho de passo reduzido. Isso garante que o

método mantenha a precisao desejada.

A.2 COMPARACOES DOS RESULTADOS ENTRE OS METODOS

Para a analise dos métodos numéricos ¢é utilizado o sistema do péndulo simples,

que é definido pela Hamiltoniana:

2
_ Py
H= 2 mgl cos ¥ (A.1)

assim, € feito, utilizando inicialmente a linguagem de programacao R onde foi implementado

os métodos numéricos de Euler, Euler-Cromer e Runge-Kutta, e posteriormente por
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praticidade, foi utilizado o pacote “DifferentialEquations.jl” da linguagem de programacao
Julia para o método de Dormand-Prince [21, 30, 31], programas que fazer a integracao
numérica do sistema, assim é observado como é feita a evolucao da energia do sistema

perante aos erros numéricos associados a cada método.

Na Figura 22, é possivel observar o comportamento de cada método, onde: para
o método de Euler tradicional, hd uma forte dissipacao de energia atingindo o valor de
AE =1,25. Ja, o método Euler-Cromer se mostra muito mais estavel, oscilando entorno
da linha definida por AE = 0,0. No caso do método de Runge-Kutta de 4% ordem e
Dormand-Prince de 8* ordem, a estabilidade é enormemente aprimorada, onde a primeira

vista estao juntos na linha definida pela conservagao de energia.

Euler
1,25 Euler-Cromer
——RK4
AE
O’O —-I | f ] ] I_'
0 50
tempo

Figura 22 — Evolucao da variagdo da energia de um péndulo simples simulado pelo método
de Euler, método de Euler-Cromer, Runge-Kutta 4 e Dormand-Prince.

0,0

AE

— bps
—-2x1078F 9

0 tempo !

Figura 23 — Zoom feito para a comparacao entre a variacao de energia pelos metddos de
Runge-Kutta 4 e de Dormand-Prince, durante o primeiro segundo simulado,
onde o método de Dormand-Prince mantem-se sobreposta com a linha que
indica que a energia é conservada.
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Na Figura 23, mostra que embora o método de Runge-Kutta apresente uma
conservacao de energia superior aos métodos de Euler e Euler-Cromer, é preferivel que
se utilize o método de Dormand-Prince, ja que este método demonstra uma variacao de
energia significativamente menor, além do fato dele ter como caracteristica o passo de
integracao adaptativo, onde ele se adapta conforme o erro de integragao associado ao
passo, para que haja um maior controle do erro niimerico associado aos resultados. Essa
caracteristica é especialmente relevante para sistemas com multiplos graus de liberdade,
como o péndulo elastico, que se movimenta em varias dimensoes. Nessas condic¢oes, a
variagao de energia impede que se garanta a equivaléncia entre a trajetoria inicial e a
trajetoria em momentos posteriores. Assim, a busca por métodos que apresentem uma
excelente conservacao de energia ou que sejam simpléticos torna-se fundamental para

simulagoes precisas e estaveis.
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APENDICE B — ANALISES DAS TRAJETORIA PARA DIFERENTES f

Esse apéndice apresenta de forma mais completa as se¢oes de Poincaré apre-

sentadas ne Secao 3.3.3

As Figuras 24, 28, 32, 36 e 40 apresentam as se¢oes de Poincaré da Figura 12 de
uma forma mais completa, em um grid 2x2, com a primeira coluna sendo referente ao sistema
em polares e na segunda coluna com o sistema em cartesianas. Nessas secoes é observado
que as trajetorias realizada pelos sistemas definidos pelo parametro adimensional entre
zero e um, apresentam trajetorias cadticas e trajetorias quase-periodicas ou periodicas,
onde préximos do comprimento minimo e maximo ha comportamento cadtico, assim
entrando em uma regiao de ordem onde o termo gravitacional é mais forte, transiciona
novamente para uma regiao de caos e posteriormente entrando em uma regiao com o termo
elastico mais dominante. Isso acontece ja que, ao variar iy no intervalo [Amin, Amax|, vai
ocorrer uma transi¢ao caos-ordem-caos causado pelo valor de pyo calculado onde, por
conta da conservacao de energia, H = 0 .. T = V, e como foi definido pyo = 0 entao
Poo = A/2A2(V), onde préximo a linha definida pela posi¢ao de equilibrio do sistema,
o momento conjulgado de theta atinge o valor maximo, assim h& uma energia cinética
angular maior que domina o sistema. Conforme o valor de py o diminui, o modo de oscilagao
radial comecga a dominar o sistema surgindo um forte acoplamento entre os dois sistemas

que gera as trajetorias cadticas, com isso acontecendo para Ay proximo de Ay, ou de

Amax-

Apos cada uma das se¢oes, sdo apresentadas trajetérias selecionadas represen-
tando regioes de ordem, caos e novamente ordem. Além disso, caracterizam-se algumas
trajetérias conforme o método proposto em [7]. Os modos principais A (“colina”), B
(“vale”) e sat (“satélites”) sao explicitamente identificados, enquanto as trajetérias cadticas

ou aquelas que convergem para modos nao fundamentais permanecem sem esta indicagao.
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lmin . L lmax
Comprimento inicial

Figura 24 — Realizada a simulacdo do péndulo, para w? = 0, 153, variando a posicao inicial
1no intervalo [lmin, lmax|, Observa-se uma transicdo ordem — caos — ordem em

sua se¢ao de poincaré.

Trajetorias w? = 0,153 — Ordem

0,0 / \ 0,0

A
-2,0 -2,0 -2,0
-1,0 x 1,0 -1,0 x 1,0 -1,0 x 1,0

Figura 25 — Trajetérias envolta do modo “colina”

Trajetérias w? = 0,153 — Caos
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-1,0 x 1,0 -1,0 x 1,0

Figura 26 — Trajetérias localizadas no “fino* mar cdotico apresentado na segao.

Evolugéo temporal
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Trajetérias w?= 0,153 — Ordem

0,0 \ 0,0
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2
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B
-2,0 -2,0 -2,0
-1,0 x 1,0 -1,0 x 1,0 —-1,0 x 1,0

Figura 27 — Trajetorias envolta do modo “vale”.

Para w? = 0,153 hé a presenca de uma fina estrutura que compoe o mar caotico
(Figura 26, as trajetdrias periédicas consistem dos modos “colina” (Figura 25) e “vale”

(Figura 27), com essa escolha de condigoes iniciais, nao foi observado “satélites”.

0,5 2,5 -2,5 . -0,5

A y
B
Lmin [

Comprimento inicial

Figura 28 — Realizada a simulacdo do péndulo, para w? = 0,425, variando a posicio inicial
no intervalo [lmin, lmax ], Observa-se uma transigdo ordem — caos — ordem em
sua se¢ao de poincaré.

Trajetérias w? = 0,425 — Ordem
0,0

0,0

Evolugéo temporal

-2,5 - - - -2,5
-1,0 x 1,0

—2,5

Figura 29 — Trajetérias envolta do modo “colina”
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Trajetérias w? = 0,425 — Caos
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Figura 30 — Trajetérias localizadas no mar cdotico apresentado na segao.
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Figura 31 — Trajetoria “satélite”, e trajetérias envolta do modo “vale”

Para w? = 0,425 hé a presenca de uma estrutura mais densa que compde o
mar cdotico (Figura 30), as trajetérias periddicas consistem dos modos “colina”(Figura
29), “satélites” e “vale” (Figura 31).

0,5

lmin . L lmax
Comprimento inicial

Figura 32 — Realizada a simulacdo do péndulo, para w? ~ 0, 645, variando a posicao inicial
no intervalo [lpin, lmax], Observa-se uma transi¢do ordem — caos — ordem em
sua se¢ao de poincaré.
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Trajetérias w? = 0,645 — Ordem
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Figura 33 — Trajetoérias envolta do modo “colina”
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Figura 34 — Trajetorias localizadas no mar cdotico apresentado na segao.
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Figura 35 — Trajetéria “satélite”, e trajetorias envolta do modo “vale”

Para w? = 0,645 ha a presenca de uma estrutura mais densa que compéde o
mar cdotico (Figura 34), as trajetérias peridédicas consistem dos modos “colina” (Figura

33), “satélites” e “vale” (Figura 35). H4 uma diminuigao na presenga de “satélites”.

Quando w? = 1, as forcas gravitacional e eldstica se equilibram. Contudo, ainda
surgem trajetorias cadticas, especialmente para comprimentos iniciais [y proximos a ly, €

Imax j& que os valores do momento angular inicial py o serao elevados.
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lmin . L lmax
Comprimento inicial

Figura 36 — Realizada a simulacdo do péndulo, para w? = 1, variando a posicao inicial no
intervalo [liin, lmax], Observa-se uma transigdo ordem — caos — ordem em

sua se¢ao de poincaré.

Trajetérias w? = 1 — Ordem

40— : ' - 3 4,0~ - - - -
"-2,0 x 20 =20 x 2,0

Figura 37 — Trajetérias envolta do modo “colina”

Trajetorias w? = 1 — Caos
0,0 — , — 0,0

—4,0 —4,0
-2,0 x 2,0 -2,0 x 2,0

Figura 38 — Trajetorias localizadas no mar cdotico apresentado na segao.

Evolugéo temporal

Evolugao temporal
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Trajetérias w? = 1 — Ordem

Evolugao temporal

| Sat
2,0 x 20 =20 x 2,0

—4,0—

—4,0

Figura 39 — Trajetoria “satélite”; e trajetorias envolta do modo “vale”

Para w? = 1,0 héd a presenca da estrutura que compoe o mar céotico, agora
novamente ficando menos densa no espaco. As trajetérias periddicas consistem dos modos

“colina”(Figura 37), “satélites” e “vale” (Figura 39).

Quando w? » 1 as trajetérias cadticas comecam se tornarem puramente tra-
jetorias quase-periodicas e periddicas, variando entre o comportamento de massa-mola
até péndulo simple e posteriormente retornando ao massa-mola, ha trajetérias com as

oscilagoes acopladas, mas nao sao cadticas.

10,0

-10,0

100,0

—~100,0

0,0 20,0 —20,0 ~ 0,0
y

lmin . P lmax
Comprimento inicial

Figura 40 — Realizada a simulacdo do péndulo, para w? ~ 9,425, variando a posicao inicial
no intervalo [lnin, lmax]-
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Trajetérias w? = 9,425 — ordem
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Figura 41 — Trajetorias realizada pelo sistema massa-mola e péndulo simples, além de um
acoplamento nao cadtico dos dois movimentos.

Para w? = 9,425 ndo hi a presenca do mar cdotico, as trajetérias periddicas
consistem nos movimentos dos sistemas massa-mola e péndulo simples desacoplados, e no

movimento acoplado dos dois sistemas.

E possivel observar na andlise das se¢oes de Poincaré (Figuras 24, 28,32, 36,
40) como que cada estrutura vai evoluindo conforme w® — o0 e o termo gravitacional vai

dominando o sistema.
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APENDICE C - DIFERENTES TRAJETORIAS EXPERIMENTAIS

Com o aparato experimental feito e com o software caputrando os dados, é
entao realizado a analises das trajetérias apresentadas, antes de realizar movimentos que
possuem oscilagao angular, foi realizado o sistema massa-mola, para a determinagao da
constante elastico tanto da mola, quanto do elastico, mas medidas do comprimento natural
do sistema para cada material eldstico ¢ de lpmoa = 0,225m € lyelastico = 0,175m, o
valor da gravidade foi determinada sendo g = 9, 7858486m,/s* por [25], e a massa ¢ de
m = 0,022g.

C.1 UTILIZANDO MOLA

y
% 0,04
—0,25 0,25}
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Figura 42 — Trajetoria registrada pelo sistema massa-mola e a se¢do de poincaré obitido.

Utilizando a mola, o valor encontrado para k ~ 1,49[N/m], assim o parametro
adimensional para o sistema é w? ~ 0,644604; portanto, w? € [0, 1] para essa configuracao

é possivel trajetérias caoticas.
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Figura 43 — Trajetéria registrada e a secdo de poincaré obtida, essa trajetéria é caracteri-
zada pelo modo “colina”.

Por questao do tempo, ha poucos pontos que cruzam com a superficie de

Poincaré, no entanto, na Figura 43 é possivel observar um efeito na trajetoria que nao foi
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observado no modelo téorico, por conta de que na realidade, o sistema péndulo elastico é
dissipativo, assim, é encontrado na se¢do de Poincaré uma maior dispersao nos pontos que

deveriam formar um “anel”.
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Figura 44 — Trajetoria registrada e a se¢do de poincaré obtida.

Na Figura 44 ha uma presencga maior de pontos que cruzam a superficie, assim
sendo mais visivel as estruturas da secao de poincaré, além de observar uma espiracao
para o centro na segao composta dos eixos y — p,, que indica um atrator, com a trajetéria

iniciando em um “satélite” até dissipar energia até o modo “colina’.
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Figura 45 — Trajetéria registrada e a segdo de poincaré obtida. A trajetoria é caracterizada
como “satélite” inicialmente.

Ja na Figura 45, a se¢cdo nao tem muitos pontos, no entanto, é possivel visualizar
melhor o inicio da trajetéria em um “satélite” que vai cair em um atrator com uma maior

evolugao temporal.

E observadas trajetérias quase-periédicas com leves dissipacoes de energia,
além disso, uma das principais discrepancias entre o modelo tedrico e o experimento, além
da questao das dissipagoes, é a questao de haver troca de planos de oscilagoes, devido a
componentes de forcas atuando no sistema que nao foram considerados, como um centro
de massa desalinhado com o acoplamento com a mola, dissipacoes de energia no eixo
da mola que fazia a mesma rotacionar um certo angulo a cada oscilagao, e até mesmo

deformidades na mola que fazia com que as suas forcas externas nao fossem compensadas.
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Uma das primeiras tentativas de evitar a troca de planos, foi utilizar gravacoes
com pouca oscilagoes enquanto o movimento ainda é no plano original, acontece que isso
faz com que se tenha uma menor quantidade de cruzamentos na superficie de poincaré em
x = 0, fazendo entao ter menos pontos ,assim, uma imagem menos clara do movimento,

no entanto, ha coisas interessantes de se observar nas mesmas.

C.2 UTILIZANDO ELASTICO
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Figura 46 — Trajetoria registrada.

Utilizando o eléstico, o valor encontrado para k ~ 2,89V /m, assim o parametro
adimensional para o sistema é w? ~ 0,452026; portanto, w? € [0, 1] para essa configuracio
¢é possivel trajetorias caoticas. Na Figura 46 nao ha cruzamento com a secao de poincaré,
quando a energia esta quase toda dissipada e a massa oscilava em torno de yeq, ela

rotaciona, causando uma translagio no Tracker, assim () ndo define uma superficie muito

interessante para esse caso.
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Figura 47 — Trajetoria registrada e a segdo de poincaré obtida. A trajetéria é atraida para
um atrator no modo “colina”
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Figura 48 — Trajetéria registrada e a secao de poincaré obtida. A trajetéria é atraida para
um atrator no modo “colina”

Apesar do elastico ter resolvido uma parte das “forcas parasitas” que atuam
no sistema, ainda ha desalinhamentos entre o vinculo da massa com o elastico e o centro
de massa que eventualmente causam novamente a troca de planos, além disso, o elastico
tem uma dissipacao interna muito alta, o que é muito interessante ja que com a mola hé a
impressao que uma trajetéria cai em um atrator (vide Figuras 45 e 44), agora é possivel
observar que a trajetéria é atraida para um atrator que é o modo “colina” (vide Figuras
47 e 48).
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