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Resumo

Nessa tese investigaremos as formulacoes duais que descrevem particulas
massivas de spin-3 em D = 2 + 1. Faremos isso através da Imersao de Calibre
de Noether (IC'N) e da técnica da acao mestra. Mostraremos que trés termos
de mistura podem ser utilizados para construir uma acao mestra que entao fara
a interpolagao entre quatro modelos auto-duais de primeira, segunda, terceira e
quarta ordem nas derivadas. Um desafio quando tratamos com teorias de spin
alto se refere a adicao de campos auxiliares que sao necessarios para evitar a
propagacao de modos de spin inferior ao desejado. Mostraremos que através
das técnicas de dualizacao é possivel determinar as campos auxiliares de forma
sistematica e que mesmo com a presenca de tais campos os procedimentos de
imersao e a técnica da agao mestra funcionam em consonancia. Por fim langamos
algumas expectativas sobre a relacao entre singletos e dubletos de paridade via

procedimento de solda generalizada.

Palavras Chave: Auto-dual, Imersao de Calibre de Noether, acao mestra,

spin-3, Chern-Simons, dualidade.
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Abstract

In this PhD thesis we investigate dual formulations for massive spin-3
particles in D = 2 + 1. This is carried out by means of the Noether gauge
embedding and the master action technique. We show that three mixing terms
can be used in order to interpolate between four self-dual models of first, second,
third and fourth order in derivatives. The addition of the necessary auxiliary
fields is nontrivial for higher spin theories, the auxiliary fields are needed to avoid
the propagation of lower spin modes. We are going to verify that through the
dualization techniques it is possible to determine the auxiliary lagrangians in a
systematic way. Even in the presence of auxiliary fields the Noether embedment
and the master action technique work well. Finally we give some clue on the
relationship between parity singlets and parity doublets via generilezed soldering

procedure.

Palavras Chave: Self-dual, Noether gauge embedding, master action, spin-3,

Chern-Simons, duality.
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Capitulo 1

Introducao

E uma caracteristica peculiar de espacos-tempo em D = 2+ 1 que as
teorias de campos de calibre possam ser massivas e sem quebra de simetria local.
A massa nao nula é devido a um termo do tipo Chern-Simons que porém quebra
a paridade. Recentemente no entanto, os autores em [1] demonstraram que a
geracao de massa para particulas de spin-2 em D = 2 + 1, pode ser feita através
de uma teoria de campos covariante sob transformacoes gerais de coordenadas
(simetria local) com um termo que preserva paridade. A teoria conhecida como
“New massive Gravity” propaga particulas massivas de spin-2 com dois modos
propagantes, correspondendo aos spins +2. A questao natural que emerge dessa
discussao ¢ a possibilidade de existir outras teorias de campos de calibre vivendo
em D = 241 que sejam massivas e sem quebra de paridade. Existiria uma forma
sistemética de obté-las?

Recentemente temos trabalhado com a dualizacao de teorias de calibre
massivas em D = 2 + 1. Verificamos que partindo de um modelo auto-dual de

primeira ordem nas derivadas (singletos de paridade ') para particulas massivas

!Permita-nos a utilizacio dessa linguagem. Quando nos referirmos a um tnico spin +s ou
—s falaremos em singletos de paridade. Quando falarmos em dubletos de paridade, queremos
dizer que determinado modelo descreve dois modos de spin +s e —s. Neste sentido o modelo
auto dual de spin-1 por exemplo descreve um singleto de paridade +1 ou —1, enquanto o modelo

de Proca descreve um dubleto de paridade +1 e —1.
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de spin-2 é possivel através de argumentos de simetria obter uma sequéncia de
quatro modelos auto-duais de primeira, segunda, terceira e quarta ordem nas
derivadas [2]. Isso foi feito através da técnica da imersao de calibre de Noether
ICN. A equivaléncia quantica entre estes modelos é estabelecida através da
técnica da agdo mestra [2, 3]. Além disso, generalizando trabalhos anteriores
[4, 5, 6] mostramos que é possivel através de um método conhecido como solda
generalizada unir singletos de paridade com massas distintas e spins +2 e —2 em
dubletos de paridade. Verificamos que o modelo natural que descreve um dubleto
de paridade massivo de spin £2, o modelo de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli, pode
ser obtido através da solda generalizada de dois modelos auto-duais de segunda
ordem nas derivadas [7]. Surpreendentemente verificamos que a versao linear da
“New Massive Gravity” pode ser obtida ou da solda generalizada de dois modelos
auto-duais de terceira ordem nas derivadas [8], ou da solda generalizada dos
recém propostos modelos auto-duais de quarta ordem nas derivadas de [2, 9], que
possuem uma versao nao linear contendo o termo de Chern-Simons gravitacional
e termos quadraticos em curvatura.

Os resultados obtidos no contexto de teorias de spin-2 sao analogos
aqueles que conheciamos para particulas massivas de spin-1. Seria interessante
investigar a possibilidade de fazer o mesmo para particulas massivas de spin> 2.
Nesta tese investigaremos o caso mais simples dentre aqueles de spin alto, as
teorias massivas de spin-3.

A tarefa de propor uma teoria livre que descreva particulas de spin alto
data de 1936 por Dirac [10] e 1939 por Fierz e Pauli [11]. As premissas bésicas
que deveriam ser obedecidas eram a invariancia de Poincare e a positividade
da energia. Esta tultima, quando lidamos com spins altos merece uma atencao
especial haja visto que na tentativa de descrever uma particula de spin alto,
depara-se com modos de propagacao extras com spins mais baixos do que aqueles
que se propoe descrever. Quando estes estados possuem energia negativa temos
entao uma patologia na teoria, ou seja os modos propagantes sao fantasmas.

Ocorreu entao uma preocupacao de se estabelecer uma maneira sistematica de
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cuidar do espectro dos modelos de spin alto. As primeiras abordagens motivadas
nessa diregao partiram de Wigner e Bargman [12, 13] que analisaram o problema
sob a perspectiva das representacoes unitdarias do grupo de Poincare, bem como
das equagoes de onda relativisticas para spins altos. Em resumo a conclusao
destes trabalhos é um tanto intrigante. O requisito que garante a positividade
da energia esta de certa forma codificado em algumas condigoes chamadas de
condigoes de Fierz-Pauli (F'P). Para uma particula de spin-s (inteiro) temos as

condigoes de F'P:

(D - m2)¢u17u2,u3,---us =0, (1.1)
8#1¢u1,u2,u3,...u5 - 07 (12)
N2 Gy o ps,eeis = 0, (1.3)

em que @, 4,4, ¢ UM campo totalmente simétrico de posto-s. Estas condicoes
devem ser derivadas a partir das equacoes de movimento. Além disso em D =
2+ 1, afim de garantir o spin associado a particula que estamos descrevendo a

seguinte condicao deve ser verificada.

(P Js = sm)piie 0 O pg.ns = 0 (1.4)

V1,V9...Vs

Onde o produto P-J, faz o papel do vetor de Pauli-Lubanski da teoria de campos.
Com J; = L + S sendo L o momento angular orbital e S o Spin 2. Com tais pré
requisitos, pode-se dizer que uma determinada formulacao lagrangiana é capaz
de descrever uma particula massiva de spin-s.

O primeiro modelo lagrangiano de spin-s inteiro arbitrario, satisfazendo
essas condigoes em D = 3+ 1 foi proposto em 1974 por Singh e Hagen 3 [15] . Tal
modelo contém em sua formulacao campos auxiliares de spins mais baixos que
retiram os graus de liberdade esptrios. Em seguida Fronsdal [16] explorou o limite
nao massivo bem como a extensao para particulas massivas de spin semi inteiro. O

limite nao massivo traz a simplificagao de que todos os campos auxiliares podem

2Mais detalhes serdo apresentados no apéndice-B
3Para s = 2,3,4 ja havia um modelo lagrangiano desde 1967 sugerido por S.J Chang [14]
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ser desacoplados com excegao daqueles com spin s—2. Os campos restantes podem
entao ser combinados em um campo totalmente simétrico sujeito a uma condigao
de duplo traco nulo pt#2pHskig, =0 que se aplica evidentemente para s = 4.
Em geral as teorias relativisticas propostas por esses autores sao teorias livres e
podem ser formuladas num espago-tempo de Minkowski de dimensao arbitraria.

A formulacao geométrica destes modelos foi pela primeira vez abordada
por de Wit e Freedman em [17], partindo de uma generaliza¢ao para spin ar-
bitrario s dos simbolos de Christoffel. Uma visao de certa forma mais simples foi
oferecida por [18] para o caso especifico de s = 3 em D = 2+ 1. Nesses trabalhos
a analogia com o que sabemos para particulas massivas de spin-2 é estabelecida.
Sao definidos objetos geométricos como os tensores de Riemann, Weyl e Einstein
(linearizados), que permitiram por sua vez a elaboragdo de uma teoria “topolo-
gicamente” massiva para spin-3 analoga a gravitacao topologicamente massiva
(spin-2) de [8] porém num mundo planar. E importante avisar o leitor que aqui
nao trataremos do problema de interacao para particulas de spin alto que tem
sido tratado em vérios trabalhos na literatura [19, 20, 21, 22].

Esta tese sera dividida em cinco capitulos. Comegaremos no capitulo
dois oferecendo uma introducgao as teorias de spin-3. Faremos isso primeiramente
definindo uma notacao que sera comum no decorrer de todo texto e uma relacao
entre as formulagoes nao simétrica e simétrica utilizadas na descricao de particulas
massivas de spin-3 (singleto de paridade de spins +3 ou —3). Em seguida defi-
niremos alguns objetos que constituem a “geometria” das teorias de spin-3. No
capitulo trés apresentaremos alguns resultados para a imersao de calibre de No-
ether no contexto de teorias de spin-1 e spin-2. Em seguida o modelo auto-dual
de primeira ordem nas derivadas para particulas massivas de spin-3 proposto por
Aragone e Khoudeir [23], e que nos servird como ponto de partida para o desen-
rolar de nosso trabalho serd apresentado e mostraremos através das equagoes de
movimento que este modelo de fato descreve uma particula massiva de spin-3.
Partindo do modelo auto-dual de primeira ordem para particulas massivas de

spin-3 em D = 2 + 1 [23] mostramos com argumentos de simetria que é possivel
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obter mais trés modelos auto-duais, de segunda [24], terceira [18], e quarta or-
dem nas derivadas [26]. Este tltimo pela primeira vez é apresentado em sua
versao completa, levando em conta campos auxiliares para a remocao de graus
de liberdade espirios. No capitulo quatro o método da agao mestra é utilizado.
Verificamos uma perfeita consonancia entre este método e os resultados obtidos
via Imersao de calibre de Noether no capitulo quatro. O método da agao mes-
tra estabelece por sua vez uma equivaléncia em nivel quantico entre os modelos
auto-duais. Em particular obtém-se um mapeamento dual entre os modelos auto-
duais através da equivaléncia entre fungoes de correlacao. No capitulo cinco, a
relacao entre singletos e dubletos de paridade serd entao estudada. Este capitulo
no entanto traz apenas resultados preliminares haja visto que o entendimento
completo do papel dos campos auxiliares quando fazemos a solda ainda nao esta
claro para nés. Por fim deixamos algumas conclusoes e perspectivas no campo de

teorias de spin alto, quando analisadas sob a Otica de métodos de dualizacao.



Capitulo 2

Notacao e “geometria” para

spin-3 em D =2+1

Neste capitulo vamos falar um pouco sobre alguns aspectos das teorias
de spin-3 em D = 2+ 1 dimensoes em linhas gerais. Como sabemos, as teorias de
spin-2 estudadas no nivel nao linear (quando isso é possivel), possuem uma estru-
tura geométrica que envolve o tensor de curvatura de Riemann, bem como outros
objetos geométricos. Neste capitulo, faremos uma breve revisao sobre a geome-
tria de teorias de spin-3 através da referéncia [18], onde os autores propuseram
objetos geométricos para spin-3 analogos aqueles de spin-2 porém linearizados.
Nestes trabalhos o campo que descreve um modo de spin-3 é dado por um tensor
simétrico de posto-3. No entanto uma formulacao em termos de campos parci-
almente simétricos também é possivel vide [27]. As referéncias [23, 24] onde os
autores utilizam tal formulacao nos servirao como ponto de partida. Um desafio é
entao conectar as formulagoes simétrica e parcialmente simétrica. A notacao que
utilizaremos no decorrer de toda a tese sera apresentada logo na entrada deste

capitulo, isso é o que veremos a seguir.

16
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2.1 Notacao

A métrica 7, utilizada nesta tese serd (—, +,+). De forma recorrente

usaremos algumas abreviagoes, por exemplo a contragao:

0, = EM, (2.1)
onde €2 = +1 e €2 = —1. Quando ocorre o produto de dois E’s usaremos
frequentemente os resultados

EME,* =06, (2.2)
EME = (0707 — gregrP). (2.3)

Onde temos o projetor 6,
0w = Ny — %, (2.4)

logo, 6,,0", = 0,,o. Por vezes aparecerao nos calculos simetrizagoes e antissime-

trizagoes. As simetrizacoes irao obedecer:

A(MBV) = (A#Bl, + AVB;I,)y (2.5)

1
2
enquanto as antissimetrizacoes sao dadas por:

1
AyBy = 5(AuB, = A,B,). (2.6)

Os estados de spin-3 serao descritos no decorrer desta tese por duas for-
mulacoes: uma simétrica e outra parcialmente simétrica. Na formulacao simétrica
usaremos tensores totalmente simétricos com traco nao nulo e de posto-3, isto é
Ouvr, COM @ = nﬂwﬁum. Note que nao utilizamos parénteses nesse caso para
explicitar a simetria do tensor. Na formulacao parcialmente simétrica usaremos
o tensor wy(sy), cujas propriedades estao relacionadas com o fato da simetria
de calibre para spin-3 ser d¢¢,\ = 9y com § = n*E,, = 0, generalizando

Ocfrr = 0y (s = 2)' e 8, A, = Oy (s = 1). Para fazer a passagem de uma

'Aqui fu, ¢ a perturbagio da métrica de Minkowski, isto é g, = M + fuu, portanto
simétrica em seus indices, ou seja nao usamos novamente parénteses para explicitar a simetria

do tensor.
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notagao parcialmente simétrica w,s,) para uma notagao totalmente simétrica

¢up faremos uso da seguinte mudanca de variaveis, vide [27]:

1 1 1 V )
u(pn = Pupy + ;l(mﬂ% + M p) — FNevda| + (€usN + €urNg), (2.7)

com Ay (z) = Ayu(z) e Ay, = A = 0. Mesmo que tivéssemos A # 0, (2.7)
¢ invariante por uma transformacao de Weyl, ou seja d,A,, = nup. Os fatores
numéricos em (2.7) sdo obtidos de forma a ajustar nossos resultados com os
resultados de [18]. Em D = 2+ 1, w,(s,) contém 15 componentes independentes.
Essa contagem pode ser verificada facilmente notando que este tensor possui
em sua definicao o nimero de componentes independentes de um vetor, vezes o
nimero de componentes independentes de um tensor simétrico e sem trago, o que

em D dimensoes nos deixa com:

D [M — 1} . (2.8)

Do lado direito de (2.7), temos o ntiimero de componentes independentes de um

tensor simétrico de posto-3 ¢,,z:

D(D + 1)(D +2)
: ,

(2.9)

o que em D = 3 contribui com 10 componentes, somado ao nimero de compo-
nentes independentes de um tensor simétrico e sem trago de posto-2 A, isto é:
D(D +1)/2—1 o0 que em D = 3 nos dd 5 componentes independentes. Vemos

entao que a contagem de componentes independentes coincide dos dois lados.

2.2 A “geometria” para spin-3

Vamos agora apresentar algumas defini¢coes bésicas a respeito da geo-
metria das teorias de spin-3. Vejamos por analogia com o que conhecemos para
teorias de calibre de spin-1 e spin-2 como construir a “geometria” das teorias de
spin-3. Colocamos geometria entre aspas, pois a analogia que se consegue é um
tanto quanto restrita, ja que a motivacao para se construir os tensores de Rie-

mann, Ricci e Einstein para teorias de spin-2, possui um forte carater geométrico,
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haja visto que sao advindas da definicao de transporte paralelo, de onde natu-
ralmente define-se a conexao afim ou simbolo de Christoffel. Por outro lado as
conexoes na teoria linearizada podem ser entendidas como, objetos que sob trans-
formagoes de coordenadas se transformam de certa forma como o gradiente do
parametro da transformagao. Vamos entao estabelecer algumas analogias entre
as geometrias das teorias de spin-1, 2 e 3. Comecaremos justamente estudando
os analogos do simbolo de Christoffel, para em seguida fazer outras definicoes.
Para teorias de spin-1 dirifamos que a conexao é o préprio campo de
calibre A, haja visto que sob uma transformacao de calibre 6,4, = 0, ou seja
o campo varia como gradiente do parametro da transformagao. No caso de teorias
de spin-2 (linearizadas) a transformacao de calibre é dada por: ¢ f., = 0(,.6,). A

conexao, que se transforma como o gradiente duplo de &,, é dada por:
]_"/O;V = a(u 1?) - aaf,uua (210)

de modo que 0¢1",, = 9,0,8°.

Vejamos qual é a transformacao de calibre para teorias spin-3. Neste
caso, como temos um campo totalmente simétrico ¢, a transformacao ¢ dada
pPor: daAPuva = O(uMAva) onde Ay, € simétrico e sem trago. As simetrias locais sao
necessarias para retirar os modos de spin inferior (potencialmente fantasmas).
No caso de spin-3, se A, possuir trago o nimero de graus de liberdade retirados
serd excessivo, vide [15]. Temos agora duas definigoes de conexao de spin, sendo
que ambas se transformam como o gradiente do parametro A,,. A primeira delas
é de primeira ordem nas derivadas e por construcao semelhante a conexao afim

para spin-2 dada em (2.10), ou seja:

Ilx = 0y — 0% G- (2.11)

Desta definicao vemos que a transformacao de [, vai com o gradiente do

(67

parametro A, isto € oA\

= 8(N8DA/\)O‘. A outra definicao de conexao afim

é de segunda ordem nas derivadas e dada em fungao da primeira definigao (2.11),
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ou seja:

(e} 6 o
2N a(ﬂrz/)\) - 2aﬂruuz\

20,0505y — 0,0 G\, + 20°0° Bun. (2.12)

O simbolo T'*?

wa € separadamente simétrico nos conjuntos («3) e (uvA). Neste

caso porém a conexao afim se transforma como um gradiente triplo do parametro

da transformagao geral de coordenadas, ou seja:
OAT, = 0,0,00A. (2.13)

Percebemos que no caso de spin-1 a conexao, sob uma transformacao
geral de coordenadas, vai com uma derivada do parametro da transformacao. No
caso de spin-2 esta vai com duas derivadas do parametro. Para spin-3 temos
duas defini¢oes de conexao: a primeira dada por (2.11) varia com duas derivadas
do parametro e a segunda, dada por (2.12) com trés derivadas. Entao, de certa
forma a segunda definicao é a mais natural dentre as duas. Abaixo veremos como
podem ser construidos os tensores de Ricci e Einstein.

As equagoes de Einstein (particulas de spin-2), derivadas a partir da a¢ao

de Einstein-Hilbert S = [ d”z\/=gR sdo colocadas da seguinte forma:

1
G,LLV = R,uu - Eg,u,uR =0. (214)

O tensor de Einstein (G,,) estd escrito em termos do tensor de Ricci Ry, e o

escalar de curvatura R, sendo que:
R = ¢" Rgs, (2.15)

onde:

Rps = 0,195 — 0515, + o Il — DT (2.16)

Com a conexdo de spin I, dada em (2.10). Estes objetos derivam de um tensor
mais geral chamado de tensor de curvatura de Riemann como veremos mais tarde.

Para a definicao dos tensores de Ricci e Einstein para spin-3, a analogia que pode
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ser feita é a seguinte: as equagdes de movimento das particulas livres (sempre de
segunda ordem nas derivadas) sdo sempre proporcionais ao tensor de Ricci, como
vimos em (2.14). Desta forma, dirfamos que para spin-1 o tensor de Ricci consiste
da proépria equacao de movimento derivada a partir da acao de Maxwell, ou seja
0, F" com F* = 0,A, — J,A,. Sendo assim, pode-se propor que o tensor de
Ricci para spin-3 seja uma generalizagao direta do tensor dado em (2.16), usando
para isso a segunda definigao da conexao de spin para spin-3 (de segunda ordem

nas derivadas) dada em (2.12). Isso nos leva a:

1
Ruvk = 5 guw\ = Dqﬁw’k - 6(#30@3)\ + 3(#5’1,(;5,\). (2‘17)

Aplicando o traco n*¥ R,,,» na expressao acima, obteremos o equivalente ao escalar

de curvatura de Riemann, o qual por sua vez é na realidade um vetor dado por:
_ aff 1 fel
Ry =2 |0¢\ — 0,030 + 5@8 Oal - (2.18)

Logo, pode se introduzir um tensor de Einstein definido em termos do tensor de

Ricci e seu trago dado pelas expressoes (2.17) e (2.18).

1
Gw//\ = R;w)\ - 57](MVR)\)' (219)

De fato, a lagrangiana de [15] que descreve particulas de spin-3 sem massa tem
como equacoes de movimento:

G,ul/)\ = 0. (220)

Basicamente o tensor de curvatura de Riemann consiste de um rotaci-
onal aplicado sobre o campo fundamental. Desta forma para spin-1, uma vez
que o campo fundamental é A, com §,A, = J,& o tensor de curvatura (de
primeira ordem nas derivadas) é dado pelo rotacional invariante F,,. No caso
de spin-2 (linearizado) temos o campo fundamental simétrico f,, que se trans-
forma como d¢f.,, = 0,&). Nao existe uma combinacao de primeira ordem
AOnfuw + BOufoa + Oufua que seja invariante por d¢f,,. Portanto o “rotacio-

nal” do campo fundamental tem que ser de segunda ordem. Agora o tensor de
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Riemann linearizado é dado por:

RE e (F) = 050, fre — OeOp froy + O0Oe frp — Dy fre- (2.21)

O qual é invariante por transformacoes gerais de coordenadas. Analogamente
o ‘rotacional” do campo fundamental ¢,,» que é invariante por transfomacoes
gerais de coordenadas 0¢¢ ) = 0(,&,n) define entdao o tensor de Riemann de

terceira ordem nas derivadas:

Rurapy(9) = 00050, un — 0,050, ¢aun
—  000,0,0u8\ + 0,0,0,bapr
— 00080701~y + 0,080)Pany
b 0.0,0085, — 0.0, Orbas (2.22)

As simetrias nos indices desse tensor sao generalizagoes das simetrias do tensor
de Riemann para spin-2. Ou seja o tensor é antissimétrico em cada par [uv], [\a]
e [B7] e simétrico com respeito a troca dos pares. Ou seja, de spin-1 até spin-3
terfamos Fly, Ruwjjag) © Bjulasipn-

As defini¢oes que foram feitas aqui, a partir de [18], sdo como dissemos
bastante restritas. As defini¢goes dos tensores de curvatura de Riemann, Ricci
e simbolos de Christoffel segundo a relatividade geral sao provenientes de uma
descricao verdadeiramente geométrica do espaco tempo. Para spins 1 e 3, do
nosso ponto de vista as analogias sao de certa forma adaptagdes que seguem

alguma logica.



Capitulo 3

Os modelos auto-duais de spin-3

e a equivaléncia via Imersao de

Noether

Neste capitulo apresentamos o método de Imersao de Calibre de No-
ether (IC'N), tal método consite basicamente em conferir simetria de calibre a
teorias que nao sao invariantes. Para motivar nosso estudo feito para modelos
auto-duais de singletos de paridade de spin-3, vamos fazer uma breve introducao
falando sobre alguns resultados conhecidos para spin-1, bem como alguns resul-

tados para spin-2 que obtivemos.

3.1 A ICN para os modelos de spin-1 e spin-2

3.1.1 Spin-1

A Lagrangiana que descreve um singleto de paridade de spin-1 em D =2+ 1 ¢é

dada pelo modelo auto-dual proposto por [39]:

2
San(f'.m) = [ s (%f“fu - %eamfaaﬁfy) , (3.1

23
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composto por um termo de Proca e um termo de Chern-Simons (CS). Sua

equacao de movimento é dada por

1
f%—Eﬁm%ﬁ:o. (3.2)

Os modelos auto-duais Lap(f*,m) e Lap(f*, —m) descrevem separa-
damente singletos de paridade +1 e —1. No entanto devido a presenca do
termo de Proca, ambos nao sao invariantes pela transformacao de calibre U(1),
0o A, = Oya. Existem diferentes formas de conferir simetria de calibre a teorias
que a nao possuem. Um procedimento através do qual isso é possivel é conhe-
cido como Imersao de Calibre de Noether IC'N, e foi explorado pelos autores de
[4] no contexto de teorias de spin-1. Vamos demonstrar o funcionamento deste
método diretamente quando falarmos mais a frente do caso de spin-3. Por hora,
é suficiente dizer que fazendo a imersao da simetria de calibre U(1) vamos obter
uma teoria invariante de calibre e de segunda ordem nas derivadas, tal teoria é

chamada de Maxwell Chern-Simons [8]:

1
Smcs = /dSI <—ZFWFMV + %€“VaAuayAa> . (3.3)

Das equagoes de movimento derivadas do modelo M C'S conclui-se que:
O, F™ + me” P9, Az = 0. (3.4)

No entanto, para uma comparacao entre as equacoes de movimento dos modelos
MCS e AD, é interessante escrever essa equacgao, em termos do que chamamos

de forma dual do tensor F*.

Ft = —e"PF,; = 0, A, (3.5)

N =

de onde vem naturalmente a identidade de Bianchi:
0, F" =0. (3.6)
Além disso, invertendo a relagao (3.5) e substituindo em (3.4), ficamos com

—e"P9,Fs +mF” = 0. (3.7)
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vemos entao, vide (3.2), que os modelos MCS e AD descrevem a mesma fisica
classicamente, haja visto que a parte invariante de calibre das equagoes de movi-

mento do modelo M C'S corresponde as equacoes de movimento do modelo AD.

3.1.2 Spin-2

Vamos usar uma notacao parecida com a formulacao em termos de formas di-
ferenciais, que utilizamos em [3], e que serd usada novamente quando estiver-
mos trabalhando com teorias descrevendo particulas massivas de spin-3. Nessa

notacao temos o seguinte dicionario:
[en= [ @00 = fus), (38)

/ f-df = / Bz e f,50, 1,7, (3.9)

[ a0 = [ Erempa09040) (3.10)

Onde f,, ¢ um tensor de posto-2 arbitrario, com f = n*f,,. Q"(f) é uma

combinacao de derivadas dos campos dada por :

Quy(f) = [Oufrs — Op(fou + fin)] - (3.11)

A lagrangiana que descreve um singleto de paridade +2 massivo em D = 2+ 1 foi
construida em completa analogia com o modelo auto-dual de spin-1, pelos autores

em [7], ela é dada por *:

m 2
sih = | {5f-df+m7(f2)pp . (3.12)

Em [2] mostramos que através da técnica da IC'N é possivel de forma sistematica
obter uma sequéncia de quatro modelos auto-duais impondo sucessivamente si-

metrias de calibre. A primeira simetria imposta,

5§f,uu = augua (313)

[Tt

15’1(:1)31) significa que temos um modelo auto-dual de ordem “p” em derivadas e de spin-s
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nos leva do modelo de primeira ordem (3.12) para um modelo auto-dual de se-
gunda ordem [7, 43], dado pela soma da acao linearizada (e, = Nua + fua) de

EH com um termo de Chern-Simons de primeira ordem.

S'hs = / [—}jdﬂ(f)—%f-df . (3.14)

Verificamos entao que o termo de Eintein-Hilbert, que s6 depende da combinacao
simétrica f(,,) possui uma simetria de calibre que o termo de Chern-Simons de

primeira ordem nao possui, a simetria é dada por:
5Afy,l/ = Eul/aAa- (315)

Dessa forma é natural fazer novamente a imersao desta simetria através da técnica
de IC'N. O resultado obtido é uma acao de terceira ordem nas derivadas equi-
valente ao truncamento quadrético nas flutuacoes (e, = 1, + f.) do dreinbein

da gravidade topologicamente massiva de [8].
3 1 1
St = [t |14+ g0t a0
3 1 / 1 pramp 8l 2 v 6
= d i —5 —gR — %6 F#’Y &,Fpa + gfmsfap i . (316)

O subscrito ff refere-se ao fato de que temos a teoria linearizada. Ocorre
neste ponto uma mudanca da caracteristica tensorial dos campos envolvidos.
No comeco, os campos eram nao simétricos, porém, como ambos os termos de
(3.16) sao invariantes sob (3.15) a teoria (3.16) sé depende efetivamente da parte
simétrica f(,,). Pode-se pensar que a maneira natural de descrever os modos de
spin-2 seria através de campos simétricos desde o principio, ao invés de campos
nao simétricos. No entanto o autor em [31] deixa claro que a parte antissimétrica
dos campos fj,,), atuando como se fosse um multiplicador de Lagrange, ¢ ne-
cessaria para a eliminagao de graus de liberdade espurios de spin-1 quando tra-
balhamos com um formalismo de primeira ordem como em (3.12). Da mesma
forma que o traco f é responsavel pela eliminacao do modo de spin-0.

Partindo do modelo auto-dual de terceira ordem nas derivadas dado por

(3.16) fizemos em [2] a imersao de uma simetria de calibre do tipo Weyl, dada
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por:
5nf;w = ¢77,uua (317)

usando do fato de que o termo de Chern-Simons de terceira ordem ¢ invariante
sob tal transformacao enquanto o termo de Einstein-Hilbert nao é. Isso nos levou,
vide [2], a um novo modelo auto-dual de quarta ordem nas derivadas dado pela
soma de um termo de Chern-Simons de terceira ordem e um termo de quarta
ordem proposto em [1] para compor o que aqueles autores chamaram de “New

Massive Gravity” NMG em D = 2 + 1. O modelo auto-dual é entao dado por:
S = [ | 1s 00 - A — -0) - A1)
Ab2 4m? 8m

1 3 1 2
_ 3 v 2 vo 4
_ / o {_zmg (R“ Ry — <R ) + e, (aurga + grgérm,)]ff.

(3.18)

O novo modelo auto-dual de quarta ordem € por sua vez invariante por todas as
simetrias de calibre anteriores, isto é por (3.13, 3.15, 3.17). Desde que nao temos
mais simetrias para ser impostas, e ambos os termos da acao (3.18), sdo inva-
riantes pelo mesmo conjunto de simetrias, concluimos que a cadeia de modelos
descrevendo singletos de spin-2 massivos termina no modelo de quarta ordem.
Em [2] chamamos a versao completa (nao linear) de (3.18) de gravitacao topo-
logicamente massiva de ordem superior (GT'MOS). Simultaneamente ao nosso
trabalho o mesmo modelo gravitacional foi proposto em [9]. Desde entao vérios as-
pectos da teoria GT' M OS estao sendo explorados, vide como exemplos as citagoes

de [2, 9].

3.2 O modelo auto-dual de primeira ordem

Inspirados pelas formulagoes auto-duais de spin-1 [39] e spin-2 [7], os
autores em [23] propuseram um modelo auto-dual de primeira ordem capaz de
descrever um singleto de paridade com spins +3 ou —3 massivo em D = 2 + 1

dimensoes. A formulagao necessaria para descrever tal singleto é a formulacao nao
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simétrica em analogia com o caso de spin-2 [7]. O modelo auto-dual de primeira

ordem ¢é dado por:

S [w A ¢] = d?’(L‘ Te,ul/aw 0 Bv) _ m_2 pva _Byp )
LI 4 - ) w(By) OvWo 6 e ¢ nuﬁwzx('yé)wa(p
2
+ m® w, A" —9m A0, A, — IM* A A" +m 0, AF + T_8¢2
(3.19)

O primeiro termo de (3.19) é andlogo ao termo de Chern-Simons de spin-1 e de
spin-2 (vide(3.1) e (3.12)), enquanto o termo de massa é o andlogo do termo de
Proca para spin-1 ou Fierz-Pauli de spin-2. Como a soma destes dois termos
nao descreve somente um singleto de spin-3 massivo, é necessario acrescentar
os demais campos auxiliares a lagrangiana. E necessario primeiramente provar
que tal modelo descreve de fato um singleto de paridade com spins +3 ou —3
dependendo do sinal da massa “m”. Para isso devemos derivar a partir das
equacoes de movimento as chamadas condigoes de Fierz-Pauli. Eliminando todos
os graus de liberdade espirios. Em seguida, definidos os geradores de translacao
e rotagao para estados de spin-3 devemos estabelecer a partir das equagoes de
movimento a condicao de Pauli-Lubanski explicitando dessa forma que o grau
de liberdade restante corresponde de fato ao modo de spin +3 e —3 vide (1.4).
Comegamos por analisar as equagoes de movimento, de (3.19) nés temos a equagao

de movimento para o campo wy(-):

2
B 051w, A, ] — _mEHey, B 4 ﬁ(nuﬁwv + nmwﬁ — WP _ ww(uﬂ))
OwWy(8y) “ 6
m? B AY wy AP 2 By Au
+ - (7 AT+ A — 30 A*) =0. (3.20)

Da equacao de movimento para o campo vetorial A*, temos que:

_ 551 [w7 Aa ¢]

Fﬂ
0A,

— 18E"* Ay — 18mA" + mw" — 9"¢ = 0. (3.21)

Para o campo escalar ¢ temos que:

o 551[W7Aa¢] m2

= — /“L p—
G 5 S0+ mO A =0, (3.22)
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Destas trés equagoes vamos agora derivar as condigoes de Fierz-Pauli. Primeira-

mente aplicamos uma derivada 0, a H #B7) obtendo:
P + oW — O (wﬁ(w) + wv(ﬁu)) — QnﬂvguAu _ 3(8’8147 + OWA[?)_ (3.23)
A seguir considere a equagao: e,\MBH“(M) + evuﬁH“(ﬁ N =0 Ela nos leva a:

9w + 9P — aﬂ(wﬂ(w) + wv(uﬁ)) = %(eﬁ W) vawa(uﬁ))‘ (3.24)

po

Tomando o traco de H*57) isto é NusH #B7) temos a seguinte equacio:

5
Eouw®# 4 %oﬂ + ?mA7 ~0. (3.25)

Isolando ¢ de (3.22) e substituindo em (3.21) teremos:

18

W = 1847 — —EWA, — 2—428781,A”. (3.26)
m m

Aplicando as derivadas dz0, a (3.23) e (3.24) e tomando a diferenca entre estas
equagoes vem que:

—400, A" = —%Ea#awaw. (3.27)

Em seguida aplicando 0, nas equagoes (3.25) e usando o resultado de (3.27)

concluimos que:

2 5 2
00, A" = —%@w“ = %@Aﬂ, (3.28)
enquanto d, nas equacoes (3.26) nos da:
3 2 2
<D - %) 0, A" = —% . (3.29)

Usando (3.29) em (3.28) chegamos a conclusao que 9,A* = 0 = J,w*. Logo de
(3.22) concluimos que ¢ = 0.
Agora definindo os vetores S, = ﬁﬁ&ywa(ﬁ M e T, = 8“8’\wu()\a), se fizer-

mos g0, H*P) e 9,05 H*PY) teremos respectivamente:
m
Er*S, + g(T“ + 0A") =0, (3.30)

Ow” + 3047 = T7 + S7. (3.31)
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Em seguida tomando E,,5 H**?) usando os resultados anteriores é possivel deter-

minar:
1 16m?

T7 = 0w — 3047 + %EWAB — 6g” A", (3.32)

De (3.32) e (3.31) determina-se S como sendo:
16 16m?
ST = 60A7 — TmeAB b A (3.33)
Aplicando E7 em (3.25) conclufmos que:
B84 Ouf 4 22 s g

Substituindo (3.32) e (3.33) em (3.34) teremos apés algum calculo A, = 0. Sendo
assim concluimos a partir de (3.26) que: w, = 0. De volta com estes resultados
em (3.31) e (3.34) temos 7" = 0 = S*. Além disso com A, = 0 = w, em (3.23)

nos temos a transversalidade dos campos wy,(g), isto é:
8M<wﬁ(w) + wv(ﬁu)) —0. (3.35)

Usando os resultados anteriores concluimos apés aplicar E), em (3.20) que:
m*\ e

Neste ponto a massa poderia entao ser redefinida por um fator 3, no entanto
manteremos a mesma notagao de [23]. De volta com todos os resultados em
(3.25), e aplicando 8, & (3.23) conclui-se que d,w*¥?) = 0. Com isso conclui-se

que a parte antissimétrica dos campos wy(g,) € nula, ou seja:
WHBY) _ B — . (3.37)

Portanto as condi¢oes de Fierz-Pauli (1.1, 1.2, 1.3) foram satisfeitas a partir das
equacoes de movimento. E oportuno neste momento definirmos os geradores de
translagao e rotagao para estados de spin-3. Este gerador ¢ obtido a partir da

expressao geral de [28], e entdo temos:

a\ By t a(B A)
(J3)uzp - EE(M 6350)
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i A A A
— g (EﬂaﬁISZp + Eyaﬂzs;ip + EPQ'BISZH

+ eHMIgf;\ + el,a”ISﬁ;‘ + EPMIgﬁZ’}

+ 6, s + e, sl + €, Ish) (3.38)
onde: ; ;
8867 + 6867

%ﬁziijr—ﬁ, (3.39)

¢ a identidade simétrica de posto-2. O gerador de rotagoes J3 dado por (3.38)

obedece as seguintes relagoes:

(J)IA (TG0 = s(s + 1) 502, (3.40)

com s = 3 neste caso. Na tltima expressao temos:

o pw 1 wo op SwW g SwW
qﬁz—ﬁﬁfﬁgmwﬁ5%ﬁ¢%+%5%+@%uﬂ%u%@]ﬁ%”

Onde:

Isooe = %(55155’;;) + 60Tsye + 82 Lsyl), (3.42)
é a identidade simétrica de posto-3. Além da relagao (3.40) temos também a
algebra:

up? pvp

() (D3] = e ()t (3.43)

Por fim, de (3.20) demonstra-se a relagao de Pauli-Lubanski, dada por:
(P J5 = sm)70% weg,, = 0. (3.44)

As relagoes (3.43) e (3.40) estao demonstradas no apéndice - B. Aqui s = 3
€ Wypw € totalmente simétrico e sem traco, como foi demonstrado através das
condigoes de Fierz-Pauli. Ja que apresentamos algumas caracteristicas das teorias
de spin-3 massivas, vamos no préximo capitulo apresentar alguns resultados que
conhecemos para teorias de spin-1 e spin-2 massivas sob a perspectiva de alguns
métodos de dualizagao. Em seguida de posse dessas motivacoes vamos aplicar

estes métodos as teorias de spin-3.
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3.3 ICN para os modelos de spin-3

3.3.1 Do modelo AD(1) para o modelo AD(2)

Primeiramente é necessario dizer que vamos nos basear na seguinte
notacao:

Eun) = E, W), (3.45)

onde temos o campo parcialmente simétrico Wy (gy) com trago nulo com respeito
ao par de indices simétricos, isto é 773%}#(57) = 0, porém n“ﬂwu(m) =wy # 0. Nos

depararemos com a combinacao dada por:

Quisv) (w) = 3(£B(m) + &yup) — fu(ﬁw)) — 21, &y, (3.46)

que possui a mesma simetria de wy(g.). E importante diferenciar duas situagoes.
Quando escrevermos §2,,(3+) (w) queremos dizer que €2,,(3,) depende de w3,y através
de &u(8y)- Quando somente estivermos nos referindo a estrutura tensorial usare-

mos um til:

Q) (@) = 3(Wa(uy) + Wy(us) = Wu(By)) = 2Ns7wp- (3.47)

Neste caso wy(sy) ¢ um campo fundamental, no sentido de que nao depende de

outro campo. Por exemplo (3.46) pode ser escrita como: Qg (w) = Qpusq)(€)-
Devido ao termo de massa em wy,), a acao (3.19) nao ¢ invariante

sob a transformagao de calibre que deixa apenas o termo do tipo Chern-Simons

invariante, isto é:

ORWp(By) = 8M[\(ﬁw)' (3.48)

Com 7”"A g,y = 0. Vamos entdo impor esta simetria de calibre ao modelo auto-
dual de primeira ordem com o intuito de obter uma acao invariante, a qual de
nossa experiéncia anterior sabemos que serd de segunda ordem nas derivadas.

Primeiramente vamos reescrever a ac¢ao (3.19) fazendo:

2
3 m m
Sﬁu)n[w» Al = /dgf [_Egu(ﬁv)wu(m) + F(wuw“ - WM(BV)WB(M)> + m2qu#

+ Jupy ] + S[A], (3.49)
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onde reescrevemos o termo massivo e adicionamos um termo de fonte j,s,) 0
qual nos permite mais a frente estabelecer o mapeamento dual entre os modelos.
A lagrangiana S[A] contém o campo auxiliar vetorial necessario para descrever

corretamente um singleto de spin-3 massivo e é dada por:
S[A] = /de [—9m " A0, A — 9Im? A AR — 12(5’“14“)2] (3.50)

O procedimento de imersao de calibre de Noether, consiste em modificar
a agao original, ndo invariante, adicionado a ela um termo quadrético (invariante
de calibre) no tensor de Euler. Neste sentido garantimos a imersao das equagoes

de movimento. Sendo assim, seja o tensor de Euler com respeito ao campo de

spin-3:
3
355y = [ oKy, (3.51)
com
2
KB — _mgu(ﬁv) + %(n“ﬁaﬂ + nwwﬁ — WP Oﬂ(uﬂ))
m2
+ 7Jw(ﬁv) (A) + B, (3.52)

Note que 73, K*57) =0 e:
2
fu(ﬂ’y)(A) — 775“14“’ + 777“145 _ gnﬁvAu_ (3,53)

Fazemos agora nossa primeira iteragao na agao original, modificando-a através da
soma de um termo proporcional ao tensor de FEuler. Para fazer isso é necessaria,
a introdugao de um campo auxiliar com as mesmas propriedades de wyg,), 0 qual

vamos chamar de a,s,), tal que se acopla ao tensor de Euler da seguinte forma:
S =80 — / B a5,y KPP (3.54)

O subscrito “1” na acao acima refere-se a primeira iteracao que estamos fazendo.
Agora, seja a variacao de calibre da agao acima tomada com respeito aos campos

de spin-3:

O3St = / d’x Kﬂ(ﬂv)‘sﬂwu(ﬁv) _/ &’z Ku(ﬁwé[\au(ﬁv) - / &’z 5;\[(“(/37)@#(57),
(3.55)
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percebemos que se a variagao do campo auxiliar coincide com a variagao do campo
de spin-3, isto é:

ORWu(By) = OxAu(By) = Oul\(sy), (3.56)

entao teremos:

(5]\51 = —/ d3x 5/~\Ku(ﬁ7)au(gv). (3.57)

Tomando a variacao do tensor de Euler com respeito a transformacao de calibre

(3.48), e substituindo de volta em (3.57), conclui-se que uma agao da forma:
m2
Sy =5 — / d*x [au(gw)K“(M) - ?(aua“ — ay(aya® )| (3.58)

onde o subscrito “2” refere-se a segunda iteracao. A acao Sy é entao invariante
sob a transformacao de simetria (3.48) que queremos impor. Resta agora resolver
a equacao de movimento para os campos auxiliares em termos do tensor de Euler.
Pode-se fazer isso de forma simples mas, levando em conta que os detalhes sao
demasiadamente técnicos, vamos suprimi-los no momento. O resultado pode ser

organizado da seguinte forma:

Qu(ﬂv)u{) Q“{(K>.

Au(py) = — m2 y o Oy ==

(3.59)

Onde usamos a combinacao Q”(m) dada por (3.47) ou seja:

Qu(ﬂv)(K) = 3(Kﬁ(w) + Kyup) — Kﬂ(ﬁW)) =2, Ky, Q’Y(K) = nMBQu(ﬂw)(K)-

(3.60)
Desta forma temos:
Sy = 5
KHBYQ (K) 1 - - . .
o d%{ VL) [0, (K () — ) ()P0 ()]
(3.61)

Substituindo (3.60) temos entao:

3
S=5 -5 / BPr [2K,,57) KW — K5, K"P] (3.62)
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E oportuno comentar que os termos acrescentados a Sy em (3.61) sao quadréticos

no tensor de Euler o que garante que as equagoes de movimento de Si, ou seja,

K

o

ICN. A substitui¢ao do tensor de Euler (3.52) em (3.61) nos leva por fim a uma

(8y) = 0 estao imersas nas equacoes de movimento 65, = 0. Isso é tipico da

acao invariante pela transformacao de calibre (3.48).
1
S, = /de {55@(,87)9#(6” (w) + %fu(ﬂv)wﬂ(m) + 2mg, A* — ju(ﬁv)F#(M) (w, A)
+ S'[A], (3.63)

onde temos €2,(5,)(w) segundo nossa defini¢io dada em (3.46). F#5) e S'[A]
aparecem em (3.64) e (3.68), respectivamente. Como 6,3, = E,*dwrgy) = 0
sob (3.48), logo o primeiro termo de (3.63), que é de segunda ordem, é invariante
sob (3.48). Este termo faz um papel andlogo ao termo de Einstein-Hilbert quando
tratdavamos do caso de spin-2. E possivel, como pode-se ver no apéndice-C, pela
mudanca de variaveis dada em (2.7), escrevé-lo em termos de um campo total-
mente simétrico ¢,,, e entao demonstrar que ele na verdade é o termo cinético
proposto originalmente por Singh e Hagen em [15] para descrever a particula de
spin-3 sem massa. Aqui ele foi gerado a partir do modelo auto-dual de primeira
ordem (3.19) via imersao da simetria (3.48). Da mesma forma que o termo de
Maxwell é gerado a partir do modelo auto-dual de spin-1 quando partimos de
(3.1) para (3.3), vide em mais detalhes em [25]. Além disso notamos como de
costume uma mudanca no sinal do termo de Chern-Simons com relagao a agao
de primeira ordem e também uma mudanca do tipo de termo de interacao entre
os campos de spin-3 wy(s,) € os campos auxiliares vetoriais A,. Na agao de pri-
meira ordem a interacao era do tipo mQLuHA“ enquanto que agora temos 2mé, A*
o qual é também invariante de calibre. O mapeamento dual entre as equacoes de
movimento da acao de segunda ordem Sy e as equacoes de movimento da acao

de primeira ordem S; pode ser obtido através do dual F#5):

Q57 (w)

FrOD(w, A) + fHO(A). (3.64)

Onde fH*#7)(A) esta definido em (3.53). De posse desse mapeamento dual, de-

vemos ser capazes de recuperar as equacoes de movimento do modelo auto-dual



36

de primeira ordem a partir das equagoes de movimento do modelo auto-dual de
segunda ordem. Derivando as equagoes de movimento para os campos vetoriais

A, a partir de (3.63) teremos:
18E“P Ag + mF™ — 9mA® — 9%¢ = 0. (3.65)

Por outro lado derivando as equacoes de movimento com respeito aos campos
WP temos:

_mEuaFoz(vﬁ) + mgu(ﬁ'y) —0. (3.66)

Da definicio de F*#7) dada em (3.64) nés temos:

m? m?
m&P) = (PB4 Fu(%@’)) + F(nuﬁpv + B FH)
2 2
AT ) = AP, (3.67)

Substituindo entao este resultado em (3.66) teremos exatamente a equacao de mo-
vimento do modelo auto-dual de primeira ordem (3.20) com a troca de wy,z,) —
F,3y)- Sendo assim a equivaléncia entre S; e S pelo menos no nivel das equacoes
de movimento fica demonstrada.

Observamos por fim que a a¢ao envolvendo os campos auxiliares também

sofreu uma alteracao passando de S[A]| dada por (3.50) para S’[A] dada por:

32m?

S'[A] = / d*x [—Qm e A,0,A, — A AR —12(0,AM)%| . (3.68)

Onde notamos que a tnica mudanca nessa lagrangiana vem do fato que o proce-
dimento de imersao contribuiu com um termo de —(5m?/3) A4, A*. A lagrangiana
de campos auxiliares se alterou de tal forma a manter a descri¢ao coerente de um
modo massivo de spin-3. Nosso resultado pode ser comparado com o resultado
proposto por Aragone e Khoudeir na referéncia [24] onde os autores propoem uma
acao de segunda ordem. A tunica diferenca vem do fato de que é necessario uma
redefinicao dos campos vetoriais sendo que nosso campo vetorial vem acrecido de

_ AELAK)

um fator multiplicativo 2. Ou seja, 24, onde o super escrito refere-se

aos autores daquele trabalho. Ao contrario da referéncia [24], aqui a lagrangiana
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de campos auxiliares foi gerada automaticamente a partir da imersao de sime-
tria e nao teve que ser fixada a posteriori. Na proxima secao mostraremos que é
possivel através da técnica de imersao obter agora um modelo auto-dual de ter-
ceira ordem descrevendo uma particula de spin +3 ou —3 massivaem D = 2+ 1

(singleto de paridade).

3.3.2 Do modelo AD(2) para o modelo AD(3)

Nesta secao partiremos do modelo de segunda ordem obtido na segao
anterior o qual é invariante pela simetria de calibre (3.48) e vamos impor uma nova
simetria de calibre. A exemplo do que fizemos para spin-2 pensamos em utilizar
uma generalizacao da simetria (3.15) que usamos para ir do modelo de segunda
para o modelo de terceira ordem naquele caso. Essa generalizacao consiste no
que segue:

(S@w“(ﬂ,y) = E#,@p@(p,y) + e,u’ypq)(pﬁ)' (369)

Nao é dificil verificar que o termo de segunda ordem em (3.63) é invariante por
esta simetria. Porém o mesmo nao é verdade para o termo de Chern-Simons
de primeira ordem. Sendo assim podemos novamente usar o procedimento de
imersao de Noether. De (3.63) calculamos o novo tensor de Euler, agora de

segunda ordem, e obtemos:

Ku(ﬁw)

1 ~
o - B (Q)\(ﬁ“/) (w) + m w8 4 fABY) (A) — — QN6 (])>

m

E* KM (3.70)

Neste ponto note que foi possivel fatorar um operador E*, em (3.70), isso vai ser

importante mais a frente. Em seguida propomos a primeira iteracao da forma:
S =88 — / AP by K", (3.71)

com by, (3,) um campo auxiliar com as mesmas propriedades de wy,(g,). Logo, com

respeito a transformagao de calibre (3.69) a agao Sél) tem a seguinte variacao:

Sy = =5 [ P 8By 15, (372)
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Ou seja:

_ 3 (By) _ M A
Sy = 51 — / ds (b Ky Sbum B3 ), (3.73)
é por construgao invariante pela simetria de calibre (3.69). Como haviamos dito
anteriormente, ja que é possivel fatorar um operador E*, na expressao para o

tensor de Euler (3.70), podemos entao reescrever 552) de forma que:

78 FNBY)
m (57) 2)
Sy = Si+ / dx [5 (bﬂw — “TW) E*, <bW”) -

L =@ ou 26
B %KH(BW)E M (3.74)

onde K*®) est4 definido em (3.70). Fazendo agora b#7) — pA(B1) 4 KO /m o
primeiro termo entre colchetes em (3.74) se desacopla gerando um termo do tipo
bu(sy E'\bMPY) que ndo possui contetdo fisico. Apés integrar no campo auxiliar

b B ficamos com:
1 - -
Sy =51 -5 / Pz K, E" KN, (3.75)

Note agora que embora o acrécimo a Sy feito em (3.75) nao seja quadrético
em K*5) sua variacdo funcional é proporcional a E* )\f( ABY = KHBY) o que
garante que as equacoes de movimento de Ss, isto é K#P7) = ( estejam imersas
nas equacoes de movimento 65, = 0. Substituindo K u(3) de (3.70) teremos apds

alguma &lgebra:
1 1
51(431))3 = /dgl’ {_5@(57)9#(57) (w) = %Qu(ﬁ'y) (W)E#AQA(BV) (w)
fu(ﬁ'y)(A)E#AQA(BV) (w) — jM(BV)G”(M) (w, A)} +5 (4], (3.76)

que é uma acao de terceira ordem em derivadas, invariante pelas simetrias de
calibre (3.48) e (3.69). Neste caso temos o dual G*#7) acompanhando o termo

de fonte em (3.79) dado por:
1 Q
GHEY) — — ZQrBn) [ Z 4 ) 4 prB) (A). (3.77)
m m

Os autores em [18] denominaram esse modelo, em analogia com o caso de spin-

2, de modelo topologicamente massivo para particulas de spin-3. O segundo
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termo entre colchetes em (3.76) corresponde a um termo do tipo Chern-Simons
topoldgico de terceira ordem nas derivadas. Como era esperado o termo de in-
teracao (terceiro em (3.76)) entre os campos de spin-3 e os campos auxiliares foi
modificado de forma a se tornar invariante pela simetria imposta. A equivaléncia
entre este modelo e os dois modelos obtidos anteriormente pode ser estudada
fazendo o mapeamento dual w,g,) — Gj(y). Assim como no caso anterior a
lagrangiana de campos auxiliares sofreu uma alteracao de tal forma que a agao
total continue descrevendo de forma coerente um modo massivo de spin-3. Dessa
vez a contribuicao é para o termo de Chern-Simons vetorial e a acao de campos

auxiliares é dada por:

" 2 2m?
S [A] = / &’z {—3 3m A0, A — k ;" A AR —12(0,A9)?] . (3.78)

Ou seja tivemos uma contribuigao de (—5m/3)e"*A,,0, A, quando passamos de
SD(2) para SD(3). Essa teoria de terceira ordem pode ser comparada com a
teoria topologicamente massiva de spin-3 proposta por [18]. Para fazer isso preci-
samos fazer uma comparacao entre a formulacao parcialmente simétrica conhecida
como frame-like na literatura que utilizamos até aqui e a formulacao em termos
de campos totalmente simétricos utilizada em [18]. Essa comparacao entre as
formulacoes pode ser encontrada no apéndice - A. Aqui vamos reescrever nosso

resultado (3.76) em termos de campos totalmente simétricos da seguinte forma:

3 4
Solp,A] = / d {—%aﬁmm%) o 0an B G (6) = <= A, (0)

V3"
3 11
inﬂv + S [A]v
m

~ 3
4 ju,é’v (_WEMPGPBW(@ _ (EMPAP + mA“))

(3.79)

com o tensor de Einstein Gs,(¢) dado em (2.19). Se fizermos as mudangas
m = 3m e Au = flu /4\/§ recuperamos exatamente a acao de terceira ordem
proposta por [18]. Onde m e flu sao a massa e campo vetorial respectivamente
usados naquele trabalho. Para a adaptacao do termo de fonte, que agora deve

se acoplar a campos totalmente simétricos, utilizamos uma mudanga de variaveis
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igual a utilizada para os campos wj,(g,), ou seja:

Jusy 4 MuBJy + MunJs — Nydu

Ju(By) = \/g 4\/§ 2\/3'

Dessa forma, notamos que o termo de fonte se acopla aos campos to-

(3.80)

talmente simétricos na forma de uma acao de Chern-Simons de terceira ordem,
como podemos ver comparando-o com o segundo termo de (3.79).

Na proxima segao iremos fazer a imersao de uma nova simetria de calibre
que nos levara a um modelo de quarta ordem em derivadas. A simetria é como
veremos, uma generalizacdo da simetria utilizada para irmos do modelo SD(1)

para o modelo SD(2), (3.48).

3.3.3 Do modelo AD(3) para o modelo AD(4)

Na primeira segdo deste capitulo utilizamos a simetria (3.48) onde
tinhamos um parametro arbitrario tensorial de posto 2 simétrico e sem traco em
seus indices. Pode-se verificar que o termo de Chern-Simons de terceira ordem
escrito em termos de campos totalmente simétricos, é invariante com respeito a
uma generalizacao dessa simetria onde tem-se um parametro simétrico arbitrario

e com trago nao nulo, ou seja:

5A¢uﬁ’y = a(,uAﬁv)a (3.81)

com Ag, = Ayz. O termo de Einstein-Hilbert por outro lado, bem como o termo
de interacao entre o campo vetorial A, e o campo de spin-3 ¢,,» nao sao inva-
riantes sob essa simetria. Dessa forma podemos fazer a imersao desta simetria
no modelo SD(3). Antes de prosseguir porém precisamos fazer algumas consi-
deragoes. Note que o tensor (G,3, esta presente nos trés primeiros termos da
agao (3.79). Seria entdo conveniente reescrever nossa agao explicitando um ope-
rador de segunda ordem contido em G, para prosseguir com o procedimento de
imersao. Essa tarefa pode ser evitada notando que na formulacao nao simétrica
isso é mais facil de ser feito. Olhando para a expressao (3.76) notamos que existe

um operador E“/\QA(BV) comum a trés dos termos da acdao. No entanto, haja
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visto que iremos optar por fazer a imersao de calibre utilizando a notagao nao
simétrica, devemos fazer uma redefinicdo da simetria de calibre (3.81) para os
campos nao simétricos. Em termos destes campos a simetria é um tanto quanto

mais complicada e pode ser reescrita usando (3.81) em (2.7) como:

Oawrpy) = OJulgy + %(&A +20"Aoy)

+ z?%é%A—%23aAwﬁ-—Z%£QAA:+28“AQQ. (3.82)

Calculando o tensor de Euler a partir da ac¢ao (3.76) nds temos:

1 1
JHBY) — _E“)\Q/\(B’Y) (w)_EEMAQ/\(M) (Q)_E“}\Q/\(B’Y) (f(A))+ﬁE“AQA(57) (Q(>4)).
(3.83)
Sendo assim propomos:
&ﬁg—/&mwwmw, (3.84)

de forma que quando fazemos a variagao com respeito a simetria de calibre (3.82),

tendo em vista que os ultimos trés termos de (3.83) s@o invariantes, ficamos com:
1
%&i/fmm%m@mwwm» (3.85)

j& que usamos para a variacao do campo auxiliar dpa,gy) = dawu(sy). Logo é

evidente que a acao:
1
&:&—/kawwww+?WMW@WW@, (3.86)

¢ invariante sob (3.82). Notamos anteriormente que, como todos os termos com-
pondo o tensor de Euler possuem em comum um operador de segunda ordem dado
por E*,Q*#) | como pode ser verificado na expressao (3.83), é possivel colocd-lo

em evidencia de tal forma que:
1 1 ,
KA = _pr QN6 (w + EQ(Q}) + f(A) — WQO))
= —E" Q")) (3.87)

Onde definimos b,(s,) dado por:

1 1 _
bu(s) = Wauiom) + —Qu(p) (@) + Srugam (A) = —5 Qg (4)- (3.88)
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Logo podemos reescrever Ss tal que:
1
= S / T [_a#(ﬁw)EuAQ/\(m)(b) + §au(ﬁw)E”AQMM<a)}

1 1
= 51— /d3$ {g(au(ﬁ'y) - bu(ﬁw))E”AQA(ﬂV)(a —b)— §bu(ﬂv)Eu/\QM67)(b)] .
(3.89)

Agora, se fizermos a,(gy) — Gy(3y)+bu(sy), 0 Primeiro termo em (3.89) se desacopla
e podemos integrar no campo auxiliar a,s,. > Fazendo isso, apss alguma dlgebra

temos uma acao de terceira ordem nas derivadas dada por:
1
Sy =81+ 3 / APz by BN () (3.90)

Substituindo b,(s,) dado pela expressao (3.87), teremos apés algum calculo a agao

de quarta ordem nas derivadas:

1 1
55%4 = /d3x [%Qu(ﬁw)(w)Eﬂ)\Q/\(ﬁ"/)(w) + Q_WQM(/B’Y)(W)EM)\Q)\(,B’Y)(Q)

1 1 -~ _ »
Ef#(ﬁv) (A)EM/\Q/\(M)(Q) - %Q#(ﬂv) (J)E“)\Q)\(M)(Q) - JM(BV)HM(M) (4)

111

+ S"(A). (3.91)
Com:
e =~ Lauen gy 4 e a). (3.92)
m

Onde agora temos a seguinte acao auxiliar:

2 2 2m?
S (A) = / &z [—%AMDH"”AV _ 32 ey 9,4, — 2

A AR (3.93)

Nao hé na literatura uma ac¢ao de quarta ordem nas derivadas descre-
vendo um singleto de spin-3 massivo em D = 2+ 1. Em [34] os autores oferecem
uma equacao de movimento de quarta ordem, mas nao apresentam uma ac¢ao de

onde se deriva esta equacao de movimento. Além disso os mesmos autores nao

2E fundamental que o primeiro termo de (3.89) ndo tenha contetido fisico para que possa
realmente ser dispensado sem consequéncias para o espectro da teoria. Veremos que isso é o
que acontece com este termo por se tratar de um termo de Chern-Simons de terceira ordem. A

demonstracao pode ser encontrada na secao 5.1 do préximo capitulo.



43

levam em conta os campos auxiliares necessarios para a descricao coerente do
singleto de paridade. Aqui apresentamos o modelo completo, com uma acao de
campos auxiliares deduzida de forma sistematica a partir da sequéncia de mode-
los auto-duais. Até o momento nao verificamos a possibilidade de nossa acao de
quarta ordem dar origem as equagoes de movimento de [34]. Outro fato impor-
tante é que em [34] os autores propoem um modelo de quinta e outro de sexta
ordem nas derivadas. Através das técnicas de dualizacao utilizadas nessa tese,
até o momento nao conseguimos prosseguir com a sequéncia de modelos auto-
duais até sexta ordem. Isso se deve ao fato de nao conhecermos novas simetrias
para impor sobre o modelo de quarta ordem. Como vimos no decorrer de nossos
calculos a acao de campos auxiliares é a principio uma teoria auto-dual de spin-1
somado um termo de fixacao de calibre. Esta acao mudou para uma teoria de
Maxwell-Chern-Simons-Proca, quando chegamos no modelo de quarta ordem. E
curioso pensar como ficard a acao de campos auxiliares para o modelo de quinta

e sexta ordem.



Capitulo 4

Dualidade via Acao Mestra

Até o momento a equivaléncia entre os modelos é vislumbrada somente
no nivel classico, olhando para as equacoes de movimento levando em conta o
mapeamento dual. A equivaléncia entre os modelos, no entanto deve ser garantida
ao nivel quantico. O método pelo qual podemos abordar essa questao é conhecido
como método da acao mestra. Neste capitulo mostraremos como estabelecer a
equivaléncia quantica entre as quatro formulacoes de modelos auto-duais de spin-
3 que estamos estudando nessa tese. Contaremos com o fato de que alguns dos
termos que estamos usando nao possuem conteudo fisico, isto é, suas equacoes de
movimento possuem solucao geral do tipo puro calibre. Veremos a seguir quais
termos sao deste tipo e podem ser utilizados como termos de mistura [44] para

compor uma a¢ao mestra que interpole entre os modelos auto-duais.

4.1 Os termos sem conteudo fisico

4.1.1 spin-1

Quando estamos trabalhando com teorias de spin-1 e queremos cons-
truir uma acao mestra que interpole entre os modelos auto-dual e Maxwell-Chern-

Simons, utilizamos como termo de mistura um termo de Chern-Simons abeliano

44
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dado pela lagrangiana:
m
Scs1 = 5/d3x " A,0,Aq. (4.1)
Ao derivar as equagoes de movimento com respeito ao campo vetorial teremos:
EF*A, = 0. (4.2)

Percebemos que neste caso a solugao geral para essa equagao diferencial de pri-
meira ordem é uma solucao do tipo puro calibre, isto é A, = J,A(z) onde A(x)
é uma fungao arbitraria de z*. Note ainda que aplicando o simbolo €,3, a (4.2),
resulta que Fjg, = 0gA, — 0,43 = 0. E sabido que quando a curvatura de spin-1
Fa, (vide se¢ao 2.3.1) é nula temos uma solugao do tipo puro calibre. Como (4.1)
¢ invariante por transformacoes de calibre podemos eliminar A, na concha de
massa completamente e assim concluimos que (4.1), com condigdes de contorno

triviais, isto é A,(z — 0o) — 0, ndo tem contetdo fisico.

4.1.2 spin-2

Vejamos agora para spin-2 em D = 241 quais termos podem ser usados
como termos de mistura. Teremos logo de inicio, um termo do tipo Chern-Simons,

de primeira ordem nas derivadas:

st [ 1= [@eemsaon (13

com f,, nao simétrico. Assim como acontece no caso de spin-1, (4.3) possui
solugao geral do tipo puro calibre, isto é f,, = 0,§,. Note que neste caso a
acao de Chern-Simons serd invariante com respeito a transformacao linear de
coordenadas 4 f,, = 0,&,.

Também podemos usar como termo de mistura um termo de Einstein-
Hilbert linearizado (euq = Mua + fua), 0 qual é de segunda ordem nas derivadas.

Mostramos em [25] que tal termo pode ser escrito da seguinte forma:

1 1 1
Sem = —§/d3xv—gR = 1/ /- dQ(f) = —i/d% f(uV)EuaEVﬁf(aﬂ)' <4~4)
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Das equacoes de movimento com respeito ao campo agora simétrico f,,) teremos:
EFE"P fo5 = 0. (4.5)
Aplicando duas vezes o simbolo de Levi-Civita a (4.5), teremos:

€pnre BY“E™ flap) = RY \(f) = 0. (4.6)

O resultado desta operagao é o tensor de Riemann linearizado R,ﬁmé( f) dado
em (4.6), um objeto simétrico pela troca dos pares anti-simétricos [yp] e [A¢] o
que prova que a acao de Einstein-Hilbert linearizada nao possui contetdo fisico
em D =2+ 11 A solucao geral de (2.21) (vide [18]) é do tipo puro calibre
fow) = 046 +0,€,. Podemos eliminar completamente f,,y pois (4.4) ¢ invariante
80D 0 f(w) = 0p&y + 0y

Além dos dois termos (4.3) e (4.4) contamos ainda com um termo de
Chern-Simons de terceira ordem. Este termo é de natureza topoldgica, ou seja,
nao depende da métrica explicitamente, portanto nao contribui para o tensor
energia momento. Na forma linearizada, vide [25], o termo pode ser reescrito
como f (’“’)DHWEZ,g fleb) /2m e pode-se mostrar que a solugao da equagao de mo-
vimento derivada desta lagrangiana também é puro calibre. Vejamos quais termos

poderemos usar como termos de mistura para spin-3.

4.1.3 spin-3

Para spin-3 a primeira alternativa ébvia é um termo do tipo Chern-
Simons de primeira ordem nas derivadas. Este termo pelo mesmo motivo obser-

vado para spins 1 e 2 nao possui contetdo fisico pois sua acao é da forma:
1 m v
S((Jg3 = E/d?’a: euyaw“(ﬁ”@ WP (4.7)

e das equagoes de movimento observa-se que a solugao geral é do tipo puro calibre

ou seja: Wy(gy) = Ol (gy)-

'E conhecido que a agio de Einstein-Hilbert completa, isto é S = [ d®z/—gR nao possui

graus de liberdade propagantes, vide por exemplo [8].
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Podemos também utilizar um termo de Singh-Hagen como termo de mis-
tura, o qual é o andlogo do termo de Einstein-Hilbert (s = 2) e de Maxwell (s = 1)
para s = 3. Tal agao (vide apéndice-C) pode ser escrita tanto na sua forma nao

simétrica quanto na forma simétrica:

1 1
SSH - §/d31’ WM(QV)E#/\Q)\([M)(W) = E/dgx ¢uuaGm/a(¢>v (48>

onde temos a relagao entre wy,, € ¢ dada por (2.7). Das equacoes de movi-

mento concluimos que o tensor de Einstein (2.19) ¢ nulo, ou seja:

Gru(¢) =0, (4.9)

o que por sua vez implica que o tensor de Ricci (dado por (2.17)) R, = 0. Note
que 0¢Ssi = 0 onde Sewy(sy) = Fu(sy) com 7€, = 0. Em [18] demonstra-se
que a solugdo geral de (4.9) é ¢\ = 8@]\57) onde A = n“”]\,w = 0, ou seja
solugao puro calibre. Logo a agao de Singh-Hagen (4.8) nao possui conteido
fisicoem D =2+ 1.

Além do termo de Singh-Hagen, podemos usar também como termo de
mistura um termo de Chern-Simons de terceira ordem nas derivadas. Este termo
(vide apéndice-C) pode ser escrito tanto na forma parcialmente simétrica como
na forma simétrica.

3

]' v
S8, = 5 / P2 Q) (w) B* QX () = 5 / Pz GunE* G (4). (4.10)

Recentemente os autores de [34] sugeriram que o analogo mais natural do tensor
de Einstein para spin-3 seja um tensor de posto-3 de terceira ordem nas derivadas
ao invés de um tensor de posto-2 como proposto em [18]. Este tensor de posto-3
é em certo sentido uma versao mais natural do tensor de Einstein. Vejamos sua
forma:

G = BB, E,) fapy. (4.11)

Podemos mostrar (vide apéndice-C) que a agdo de Chern-Simons de terceira or-

dem pode ser reescrita em termos deste tensor, o que por sua vez nos da:

1 ~ 1
Sgig‘i’) = §/d3$ d),ul/)\Gm/A = §/d3[[ Qﬁ,uu)\EuaEyﬂE/\vqsaﬁy. (412)
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Essa formulacao deixa evidente a simetria de calibre d¢as, = O Ag,) com Ag, =
A5 e sem restricao sobre o seu trago. Observe a semelhanca entre (4.12) e (4.4).
E isso que justifica (4.11).

Dessa vez, vemos que aplicando trés simbolos de Levi-Civita as equagoes

de movimento, ou seja:

€ € /\aepﬁvévgp =0 < Rurpy =0 (4.13)
com Ry, gy dado por (2.22). Desta forma estd demonstrado segundo teorema
de [18] que o termo de Chern-Simons de terceira ordem nao possui contetido
fisico, portanto, também pode ser usado como termo de mistura na construcao
de uma agao mestra que interpole entre modelos auto-duais de spin-3. Portanto,
temos pelo menos trés tipos de termos de primeira, segunda e terceira ordem sem

conteudo fisico que podem ser utilizados em provas de dualidade via agao mestra.

4.2 Acao mestra para spin-1 e spin-2

O método da mestra consiste em adicionar a lagrangiana auto-dual,
no caso de spin-1, dada por (3.1), um termo de mistura entre os campos originais
e campos duais. O critério necessario para a determinacao do termo de mistura
é que este nao tenha conteido fisico. Sabemos da se¢ao anterior quais termos
sao os candidatos e podemos dessa forma construir a acao mestra. A acao que
interpola entre os modelos AD e MC'S foi pela primeira vez proposta por [8] e é

dada por:

m

Su = /dgl’ [m?g]wfu - %Ewafuaufa + EGWQ(AM - fu)au(Aa — fa) + juf“] .

(4.14)
Apds uma série de manipulagoes, e através de algumas mudangas de varidveis
nao é dificil verificar que os modelos AD e MCS podem ser resgatados através
da acao mestra que foi proposta.

Com a adi¢ao do termo de fonte deriva-se uma equivaléncia entre funcoes
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de correlagao. de onde concluimos que

(Fur (@1)or fun (T3)) 4D = <Fm<$1)...FMN(xN>>MCS + T (4.15)

m m

Onde F* nada mais é que o tensor dual dado por (3.5). T.C' refere-se a termos
de contato, decorrentes do fato de que temos termos quadraticos na fonte apds
integragao gaussiana em um dos campos. Por exemplo para a funcao de dois

pontos isso nos daria:

(4.16)

(fur (21) fup(22)) A0 = <F’“(x1) Fiiy (22) >MCS + Nur 0 (T1 — T2)

m m m2

Em [3], e posteriormente em [2], propusemos também uma ac¢ao mestra
interpolando entre os modelos auto-duais de spin-2. A acao é dada pela soma
de trés termos de mistura sem conteudo fisico ao modelo auto dual de primeira

ordem:

Su = [[5rea+ (e G- ) at - )

— i(h —A)-dQh—A)+ ﬁﬂ(h —g)-dQUUh—g)+ Juw ] .
(4.17)

Nas referéncias [2, 3] apresentamos de forma detalhada a prova da equivaléncia
quantica entre os quatro modelos auto-duais de spin-2, comparando as funcoes de
correlagao. Demonstramos também em [32, 33|, que através da técnica da agao
mestra é possivel obter uma relacao de dualidade entre os modelos descrevendo
dubletos e singletos de paridade massivos de spin-2. Na préxima se¢ao apresen-
tamos a agao mestra que fara a interpolacao entre os quatro modelos auto-duais

de spin-3 que apresentamos através do método da IC'N.

4.3 Acao Mestra interpolando entre AD(1) e AD(2)

A agado mestra sera construida a partir do modelo auto dual de primeira

ordem (3.19), adicionando a ele termos de mistura sem contetdo fisico. Neste caso
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podemos usar o termo de Chern-Simons de primeira ordem, o termo de Einstein-
Hilbert de segunda ordem bem como o termo de Chern-Simons de terceira ordem.
A demostracao de que tais termos de mistura possuem solugoes do tipo puro
calibre segue da secao 4.1.3. Com isso temos:

Su = [ B do+ B e - B —g) - dlo—g)

+ %(h—g)~d9(h—g)—ﬁ9(h—f)'d9(h_f)

m2

+ 7("}#(57)]6“(57)(14) + ju(ﬁw)wu(ﬁv) . (418)

O subscrito SH refere-se a Singh-Hagen. f,,) é dado por (3.53) € g,(sy), Pu(sy),
fu( 8v) sa0 novos campos. Note que iniciamos com uma notagao semelhante aquela

de spin-2 onde:

/ (sn = /de (wpw" — WM(BV)WB(W))v (4.19)
/ w-dw = /d3x €% 8y Opw o P, (4.20)
/ w-dQw) = /d3:c €005 O Uw) . (4.21)

Ja que adicionamos como termos de mistura, os termos de Chern-Simons de pri-
meira ordem, o termo de Einstein-Hilbert de segunda ordem e o termo de Chern-
Simons de terceira ordem sio todos sem contetdo fisico. B entdo trivial recuperar
o modelo auto dual de primeira ordem a partir desta acao mestra simplesmente
fazendo as seguintes mudancas de varidveis nesta ordem f — f+h, h — h+g e
g — g+ w. Desta forma os trés termos de mistura em Sy, se desacoplam o que
nos habilita integrar funcionalmente em h, g e f respectivamente sem afetar o
espectro da teoria original pois nenhum deles possui contetdo fisico. Em seguida

obtemos, derivando com respeito as fontes, a seguinte correlacao:

<wul(/31’71)(x1) WMN(ﬁN’YN)(xN»M = <wu1(ﬂ1'v1)(x1) wﬂN(ﬁN’YN)(xN)>AD1‘

(4.22)
Por outro lado levamos em conta que se fizermos somente as mudancas

f—= f+heh— h+g e em seguida integrarmos funcionalmente sobre f e h
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ficamos com:

Su = [ B dot B e - Bo—g) - do—g)

+  miw, A" +ju(5ﬁ,)w”(57)} : (4.23)

que pode ser reorganizada sem dificuldade da seguinte forma:

N m? m
Sy = / (Wu(ﬁv)gu(ﬂﬂ + F(WZ)SH - 59 ) dg) : (4.24)
Onde:
2
G = memeg, g, B + m?fu(ﬂw)(A) + B, (4.25)

Em (4.24) temos um termo quadratico e um termo linear em w. Isso nos sugere
integrar sobre w de modo a obter uma agao em g. Uma forma de fazer isso é
obtendo as equacoes de movimento de w, e em seguida inverter w em funcao de

g. Derivando de (4.24) as equacdes de movimento para w,s,) temos:

2

gu(ﬁv) — —%(n“ﬁuﬂ + n‘”wﬂ — B _ w“/(ub’)), (4.26)

de onde temos também que, §7 = —m?2w? /2. Apds alguma manipulacio, temos:
1~ .

Substituindo este resultado em (4.24) ficamos agora com:

3

L L m
Su = / |:2m2 (29,503 = Gu(sn ") — 59 dg} ' (4.28)

Substituindo (4.25) em (4.28) ficamos com uma agao de segunda ordem:

1 m
Sy = Szz/[—ig'dﬁ(g)—ggdg

= DAY dg + Jupn PP 9, 4) + O] + 814, (429)

que é exatamente a agdo do modelo auto-dual de segunda ordem de [23] incluindo
a nova acao para o campo auxiliar A, dada em (3.68). Agora, derivando com

respeito ao termo de fonte em (4.18) e (4.29) vamos ter:

(W (B1791) (T1) o W By (TN)) 501 = (Fuy (81791) (T1) -+ Frun(aw) (@n))sp2 + T.C.
(4.30)
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Onde temos o termo de fonte acoplado a combinacao invariante Fj,s,) dada na
expressao (3.64). Além disso, podemos facilmente demostrar que o termo de
interacao entre os campos de spin-3 e os campos vetoriais é o mesmo obtido
anteriormente usando o método de IC'N, ou seja —% f(A) - dg = 2m§, A*, o qual
também ¢é invariante de calibre sob (3.48). As equagbes de movimento invariantes
de calibre do modelo auto-dual de segunda ordem correspondem as equagoes de
movimento do modelo auto-dual de primeira ordem via mapeamento dual de

Wy(By) — Fusy) onde Fs,) é dado por (3.64).

4.4 Acao Mestra interpolando entre AD(2) e AD(3)

Consideremos novamente a agdo mestra escrita em (4.18). Fazendo
f = f+ h, porém sem fazer a mudanca h — h+ ¢ a acdo mestra pode entao ser

desenvolvida até (4.29), com a seguinte diferenga:

Su = / [—%g -d)(g) — %g ~dg + %(h —9) - dQ(h —g)
= DAY dg = juy P g, )+ O] + 1AL (43D)

Nao ¢ dificil mostrar que:

/ h-d(g) = / g-dQ(h). (4.32)

Por isso podemos reescrever (4.31) tal que:

Sy = / [—%g-dg—g-dﬂ(h)—mg-df(fl)
+ %g () + %h - dQUR) = juay F*OV + O(f)] + S'[A] (4.33)

que pode ser reorganizada como:

Su = / [—%g +0)-d(g+0)+5C-dC + %h - dY(h) — Ju(ﬁwF“(M(A)]
b SAL (4.34)

Onde definimos: _
o= U0 QU)o (4.35)

m m
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Fazendo ¢ — g — C' em (4.34), o primeiro termo se desacopla, e como ficamos
com um termo gaussiano podemos integrar sobre g. Apds substituir C' ficamos

com.

Sy = 53:/ Bh-dQ(h)+ﬁQ(h)-dQ(h)+f(A)-dQ(h)

+ G GO (0, A) + O(5%)] + S"[A]. (4.36)

Onde temos o dual G*#")(h, A) dado por (3.77), o que nos d4 o mapeamento
dual:
WHBY) oy GrBY) — _lQu(Bv)(F) + fH(BV)(A)’ (4.37)
m

com F' dado pela expressao (3.64) e S”[A] dado por (3.78). Logo, o resultado
coincide exatamente com (3.79) fazendo a mudanga dos campos nao simétricos
para os campos simétricos dada em (2.7). Derivando com respeito ao termo de

fonte em (4.18) e (4.36) temos a equivaléncia das fungoes de correlagao:

<wu1(51“f1)(331) wuN(ﬁNWN)(xN»ADl = <Gul(ﬁ1"/1)(x1) GﬂN(ﬁN’YN)(‘rN)>AD3+T'C'
(4.38)

Observe que G, 3, ¢ invariante sob as transformacoes de simetria (3.48 e 3.69).
Na préxima secao, faremos a interpolacao entre o modelo auto-dual de terceira

ordem e um modelo auto-dual de quarta ordem nas derivadas.

4.5 Acao mestra interpolando entre AD(3) e AD(4)

Sem fazer nenhuma das mudancas de varidveis na agao (4.18) podemos

desenvolver nossos célculos até o ponto de (4.36), e teriamos:

Sy = / Bh -dQU(R) + %Q(h} - dQU(h) — %Q(h — f)-dQ(h — f)
+ f(A) - dQUR) + Jus) GO (R, A) + O(3%)] + S"[A]. (4.39)

E 6bvio que fazendo f — f + h recuperamos o modelo auto-dual de terceira

ordem. Por outro lado nao fazendo a mudanca de varidveis a acao (4.39) pode
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ser reescrita como:

Sy = / B(h —C)-dQ(h—C) — %é -dQ(C) — %Q(f) -dQ(f)
+ GG (A)] + S"[A] (4.40)
onde temos C' dado por:
0 = (f) + F(A) ~ ). (4.41)

Fazendo h — h+C , apos algum calculo teremos entao uma acao de quarta ordem

na varidvel f,s,) que pode ser escrita como:

Su =5 = [ -5 0020 - S0 - au)

— () VS (A)) — Jugo H + O | + 57 4]

(4.42)

O resultado que obtivemos é exatamente o mesmo encontrado via método da
imersao de calibre de Noether (vide 4.42). A acao auxiliar é dada pela expressao
(3.93), contendo agora um termo de Maxwell na agao. Os demais termos estao em
sua forma explicita na expressao (3.91). Para derivar identidades entre fungoes
de correlacao entre o modelo auto-dual de primeira ordem e o modelo auto-dual
de quarta ordem devemos explicitar o termo de fonte em (4.42). Isso pode ser

feito notando que:

WHBY) oy grBy) — _lQu(ﬂv)(G) + fﬂ(ﬁ’Y)(A) (4.43)
m )

onde temos G dado pela expressdo (4.37). Note que H*5) ¢ invariante sob as
transformagoes de simetria (3.48, 3.69, 3.82). Derivando as fungoes de correlagao
com respeito aos termos de fonte do modelo auto-dual de primeira e quarta ordem

temos:

<w/t1(/5’1“/1)(551) WMN(ﬁN’YN)($N)>AD1 = <HM1(5171)<$1) HMN(ﬁNWN)(xN)>AD4+T'C‘
(4.44)
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Isso nos leva a conclusao de que os quatro modelos auto-duais sao quanti-
camente equivalentes segundo os mapeamentos duais (4.30), (4.38) e (4.44). Essa
equivaléncia so foi possivel gracas ao fato de que os termos de Chern-Simons
de primeira e terceira ordem bem como o termo de Singh-Hagen sao todos sem
conteido fisico, ou seja triviais em D = 2 + 1. Com esses mapeamentos duais
e de posse das equacoes de movimento somos capazes de recuperar a partir das
equacoes de movimento dos modelos auto-duais de ordem maior as equagoes de

movimento do modelo auto-dual de primeira ordem.



Capitulo 5

A relacao entre dubletos e

singletos de paridade

E possivel através da técnica da solda, estabelecer uma relacao entre
dubletos e singletos de paridade. Mostraremos que através da teoria de Proca,
a qual descreve um dubleto de paridade +1, é possivel baixando a ordem com a
introducao de um campo auxiliar e em seguida fazendo uma rotacao de 45° no
espaco dos campos obter um par de modelos auto-duais de primeira ordem. Em
seguida mostraremos que a mesma coisa é possivel no contexto de teorias de spin-
2. Faremos isso a partir da teoria de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli que descreve
um dubleto de paridade +2, e entdo da mesma forma como fizemos para spin-
1 obteremos um par de modelos auto-duais descrevendo singletos de paridade.
Nossa proposta para este capitulo é esbocar de forma especulativa e preliminar
como ¢ estabelecida a relagao entre singletos e dubletos de paridade de spin-3.
Aqui, de antemao teremos uma dificuldade extra que advém do fato de que as
teorias de spin-3 necessitam de um campo auxiliar vetorial para a retirada de
graus de liberdade esptrios que nao estao contidos no campo de posto-3 wj,(s)-
Nao sabemos a principio como fazer a solda dos modelos levando em conta as
lagrangianas de campos auxiliares. Por isso vamos tratar apenas do setor de

spin-3. E 6bvio entao que as lagrangianas consideradas possuirao patologias, ou

56
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seja, sem campos auxiliares as teorias irao carregar fantasmas de spin mais baixo
em seu espectro. Porém, do nosso ponto de vista isso serve como um laboratoério
para um futuro entendimento mais profundo sobre o papel dos campos auxiliares

na decomposicao de dubletos em singletos de paridade.

5.1 Dubletos e singletos de paridade de spin-1

e spin-2

5.1.1 spin-1

A forma natural pela qual se descreve um dubleto de paridade de
paridade +1 e —1 massivo em D = 2 4 1 dimensoes é através do modelo de
Proca. O modelo consiste da adi¢ao de um termo massivo quadratico no campo
A, alagrangiana de Maxwell.

3 Lo m?
Sp = /d x (—ZF“ F+ TA/‘AH> . (5.1)
A adicao do termo de massa quebra uma simetria importante da teoria de Maxwell,

a simetria de calibre

ONA, = O,A. (5.2)
A equagao de movimento do modelo de Proca é:
0, F" +m*A” = 0. (5.3)

A principio A, possui trés componentes independentes em D = 2+ 1. A condigao
9, A" = 0 conhecida como condi¢ao de transversalidade !, elimina um grau de

liberdade correspondente a propagagao de um modo de spin-0, nos deixando-nos

LA condicdo de transversalidade é consequéncia direta das equacoes de movimento (o que
pode ser visto aplicando 8, & (5.3)) e tem papel importante na eliminagao de graus de liberdade
espurios. Em D = 3 + 1 dimensdes, temos n = 2s + 1 graus de liberdade. Com s = 1 temos 4
componentes independentes e a condicao de transversalidade eliminando uma componente nos

deixa com trés modos de propagagcao.
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com duas componentes de spin +1 e —1 que estao misturadas nas equacoes de
movimento. Em D = 2 + 1 dimensoes pode-se mostrar que ¢ possivel desacoplar
estes graus de liberdade fisicos de forma local. Existe assim, um par de densidades
de lagrangiana associadas a estas projecoes. A estas lagrangianas damos o nome
de auto-duais. Vejamos como isso acontece. Primeiramente baixamos a ordem
do modelo de Proca adicionando um campo auxiliar B, elementar, obtendo uma
teoria de Proca linearizada.
1 m?
Lpr = iB“BM — " B,0,A, + TA#AN' (5.4)
Note que integrando no campo auxiliar B, recuperamos o termo de Maxwell. Se
agora fizermos uma rotagao de 45°, teremos:
Bﬁ%éﬁ%fxu ; Aﬁ%gu_%

Temos dois modelos auto-duais desacoplados, com spins distintos +1 e —1:

B,. (5.5)

2 o 2 _ .
E:Z%@M—%W%ﬂAﬁ%4W&W+%&@&

= £AD([1M,m) —|—L‘AD(BM,—m). (5.6)

Da mesma forma que podemos separar os spins +1 e —1 descritos pelo modelo
de Proca, através da rotagao (5.5) podemos também unilas novamente através
da técnica de Solda como foi explorado pelos autores em [6] segundo uma trans-
formacao de simetria. Da mesma forma, usando do fato de que os modelos auto-
duais de primeira ordem obtidos em (5.6) sdo quanticamente equivalentes aos
modelos de Maxwell-Chern-Simons os autores em [5], sem o uso das equagoes de
movimento, generalizaram o procedimento de solda usando modelos MC'S com
massas e spins distintos, resultando dai um modelo M CS-Proca ou Auto-Dual

Generalizado de spin-1 ADG;.

5.1.2 spin-2

Para descrever um dubleto de spin £2 somos naturalmente levados

a considerar algumas analogias com o que sabemos para spin-1. Pode-se entao
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perguntar quais seriam os termos equivalentes aos termos de Maxwell e Proca
de forma a compor uma teoria como aquela estudada na secao anterior. Uma
forma de descrever uma particula massiva de spin-2 em D dimensoes é através

da lagrangiana de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli EFH F P:

+ 9,hd"h — 20,hN O\h

1 0, h, 0" (RM 4 hHA
SE'HFP — /de§ |:_ A (2 )
Dyhaa (DM + D9

2

+ O,h 0 Ry, + +m?*(h* — h W) | . (5.7)

O campo fundamental dessa teoria, h,,, consiste de uma flutuagao do dreinbein,
euw = Nuw+hy onde 1, é a métrica plana de Minkowski com assinatura (—, +, +).

A expansao até a ordem quadratica em h,, da acao de Einstein-Hilbert:

1
Spn = 3 /dD:U vV—9R, (5.8)
fornece-nos o termo de dinamica da acao (5.7). Enquanto o termo de massa
equivalente ao termo de Proca, é conhecido como termo de Fierz-Pauli.
Em D=2-+1 dimensoes, podemos reescrever a acao de FH F P da seguinte

forma:

Spnrp = / o {QLmQTWT”“ - %mQTQ + m;(zf i), (59)
onde T, = memgaahﬂy com trago 7' =T /. Da forma como reescrevemos a acao
em D = 2+ 1 é facil verificar que o termo de massa em (5.9) quebra a simetria
de calibre

Shy = 0,60 (5.10)

Mantendo um paralelo com o que fizemos para spin-1, vamos obter agora
o modelo auto-dual para particulas de spin-2 em D = 2 + 1 através da adicao de
um campo auxiliar elementar W, que nos permite baixar a ordem, vide [25], da

densidade de lagrangiana (5.9) que é de segunda ordem, da seguinte forma:

2 2
Shhrp = / d’x {%(WQ — W, W) + W, T + %(hQ — hyh")| . (5.11)
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Fazendo W, — (Wi — huw)/V2 € hyy — (hu + W) /v/2 obtémese:

2 ~ ~ ~ ~ ~
s o = / & {%(WQ = W W) + SV, 0,17,

2

m-oy 7 v m a7 T v
+ T(hg — hy, W) — EEM 5hwaahﬁ
Siib,(+m) + S4, (—m). (5.12)

Temos entao a a¢ao para uma teoria auto-dual de primeira ordem (3.12), original-
mente obtida por [7], descrevendo um singleto massivo de spin +2 ou um de spin
—2em D =2+ 1. Assim como para spin-1 podemos repetir o procedimento de
solda unindo novamente os singletos de paridade +2 e —2 num modelo de dubleto.
No nosso trabalho de mestrado [25] mostramos que a solda de dois modelos auto
duais de segunda ordem (3.14) de [7], leva-nos a um resultado andlogo aquele ob-
tido para spin-1 ou seja um modelo de Einstein-Hilbert-Chern-Simons-Fierz-Pauli

ou Auto-dual Generalizado de spin-2 ADG4 dado por:

2 2
SSolda = 5252(+m+)@5252(—m,)

_ / [_f'dj2<f>+(m+;m—)f.df+m+2m_(f2)Fp, (5.13)

onde o simbolo “@”significa solda. O primeiro termo de (5.13) corresponde ao
termo de Einstein-Hilbert, o segundo ao termo do tipo Chern-Simons (de pri-
meira ordem em derivadas) e por fim, de uma forma construtivista, geramos o
termo de massa nao trivial de Fierz-Pauli proposto pela primeira vez em [41, 42].
Se fizermos m, = m_ teremos um modelo andlogo ao modelo de Proca, ou seja,
o modelo de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli. J& no inicio do periodo de doutorado,
curiosamente verificamos que o caso de spin-2 poderia ser mais explorado. Fize-
mos entao a solda de dois modelos auto-duais de terceira ordem nas derivadas [§]
de massas e spins distintos, isto é +m, e —m_ , o resultado apresentado em [33]
nos permitiu concluir que a solda destes modelos nos leva a um modelo de dubleto
consistindo da soma de trés termos, sendo eles o termo-K [1] de quarta ordem nas
derivadas, um termo de Chern-Simons gravitacional de terceira ordem [8] e um

termo de Eintein-Hilbert. De modo que quando tomamos m = m_, recuperamos



61

a teoria “New Massive Gravity’ de [1] na forma linearizada. Surpeendentemente,
em [33] verificamos que fazendo em seguida a solda de dois modelos auto-duais
de quarta ordem temos exatamente o mesmo resultado obtido a partir da solda

dos modelos de terceira ordem, ou seja:

Ssolda = 5;32)2(+m+)@5£‘3£)2(—m,)
= Sih,(+m )@5%2( m-)
= |v=gR =M qwepe (g1 4 207 8
= - mem € wy \ 7V 6p+3 v~ pe
- 3
. (RWRW —Rz)} , (5.14)
8 It

mym_

com Sf’l)) e 5(4) dados por (3.16) e (3.18) respectivamente. A idéia bésica
do mecanismo de solda generalizada foi apresentada em detalhes nas referéncias
[32, 33]. Uma vez que iremos fazer o mesmo procedimento a seguir para teorias de
spin-3 isso ficaria um pouco repetitivo, portanto escolhemos apresentar somente
os principais resultados. No entanto, haja visto que uma situagao parecida pode
talvez acontecer com teorias de spin-3, vamos entender porque os resultados da
solda de dois modelos auto-duais de teceira ordem e a solda de dois modelos
auto-duais de quarta ordem nos dao o mesmo resultado.

O ponto chave é que existe uma certa liberdade na definicao da corrente
de Noether devido a uma integracao por partes. Em ambos os modelos, S,(fz))g e

SX%Q podemos escrever:
3SSolda = 0 (SX})Q(A) +5%) (B )) = / Bz JNoPw, (5.15)

com A e B sendo campos tensoriais de posto-2 quaisquer que estao sendo soldados.
Além disso r = 3,4, e o simbolo 0P representa algum operador diferencial de
ordem p cuja forma especifica nao tem importancia e pode ser diferente em cada
caso. Entao, ao passo que SX£2 contém um termo de ordem r e outro de ordem
r—1 aliberdade devido a integracao por partes nos permite escolher um operador

de ordem p desde que p = 0,1,2...r — 1. Isso por sua vez nos da as seguintes
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correntes de Noether:

J® = 9 PD 4> PC (5.16)
JW = g+rC 49> PD . (5.17)

Aqui temos, C = A+aBeD=m;A—am_Bea=+/m;/m_. Apés a adigao

de um campo auxiliar apropriado H tal que 0 H = —0Pw, concluiremos que:

(ngQ(A) + S50 (B) + / P J““)H) = / BrsJH, (5.18)
nos casos em que temos trabalhado temos o seguinte:

6J% = —(my —®m_ )PP PEH — (1+a?)9* P6H (5.19)
§JW = —(1+4 )0 PSH — (my — o®m_)0* *0H . (5.20)

Para evitar qualquer dinamica para os campos auxiliares, a escolha a? = m, /m_

deve ser feita. Além disso se escolhermos:

r=3=p=1 )
6J = —(1 4 a*)§H. (5.21)
r=4=p=2

Ambas as correntes de Noether (5.16, 5.17) terdo entdao termos de primeira e

segunda ordem, embora SXz))z seja de ordem “r”, com r = 3,4. Na lagrangiana

de solda aparecem termos quadraticos na corrente, e isso por sua vez nos leva

a uma teoria com termos de ordem 4,3 e 2 o que corresponde precisamente ao

modelo auto-dual generalizado obtido em (5.14). Na verdade o mesmo argumento

vale para a solda generalizada dos modelos auto-duais de segunda ordem (5.13),

bem como para a solda dos modelos de Maxell-Chern-Simons de spin-1.

5.2 Dubletos e singletos de paridade de spin-3

Analogamente ao que se conhece para spins mais baixos, vamos escre-

ver de forma intuitiva uma possivel acao que descreva um dubleto de spin-3. O
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natural é considerar o termo de segunda ordem de Singh e Haggen adicionando a

ele o termo de massa presente no modelo auto-dual de primeira ordem, ou seja:
3 1 1(B) m’ Iz Buy)
S= | dx §§u(ﬂ7)9 (w) + ?(w Wy — W@y )| (5.22)

O procedimento de solda levando em conta os campos auxiliares ne-
cessarios para descrever um dubleto de spin-3 estd sob investigacao. Aqui tratare-
mos somente o setor de spin-3 e obviamente a teoria nao descreverd corretamente
o dubleto de spin-3. Porém isso nos servira como um bom laboratério para no
futuro realizar a solda envolvendo campos auxiliares. Vamos comecar reprodu-
zindo o que fizemos para spin-1 e spin-2. Ou seja baixando a ordem de (5.22) e em
seguida fazendo uma rotacao de 45° no espaco dos campos. Baixando a ordem do
modelo acima com a adi¢ao de um campo auxiliar b,(s,) temos a seguinte teoria

de primeira ordem nas derivadas:

1 m?
S — /d3x {é(bubu _ bﬂ(m)bﬁ(“w) _ b#(m)ﬁ”(ﬁ” + ?(wuw“ _ wu(m)wﬁ(w)) 7

(5.23)
fazemos agora uma rotacao de 45 graus nos campos, tal que:
m m
bu(sy) — ﬁc#(ﬁ”/) + Eau(ﬁvb (5.24)
1 1
Wu(pr) = 75U T 756 (5.25)

Substituindo de volta em (5.23), teremos um par de lagrangianas correspondentes

somente ao setor de spin-3 dos modelos auto-duais de primeira ordem.

(€] 3 m o (B7) m’ Iz Bu)
SYoo= d°x 7€ Apu(py) Oy + ?(a Ap = Qu(py)@ )
2
m m
_ EEWQCM(BW)&/C@(M) + F(Cucu _ Cu(ﬁw)cﬁ(“w) ) (5.26)
Da mesma forma como ocorreu para spins 1 e 2. Notamos que é possivel separar
as helicidades misturadas no modelo de dubletos em um par de lagrangianas
desacopladas por uma rotagao descrevendo spins opostos. Na préxima secao, a
exemplo do que fizemos em [32, 33| iremos analisar a solda dos setores de spin-3

dos modelos auto-duais de segunda e terceira ordem.
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5.3 Solda dos modelos auto-duais de segunda
ordem

A solda de dois modelos de Maxwell-Chern-Simons nos serviu de inspiragao para
a solda de dois modelos auto-duais de segunda ordem para particulas massivas
de spin-2. Portanto é um caminho natural tentar fazer a solda de dois modelos
auto-duais de segunda ordem para particulas massivas de spin-3 desconsiderando
o campo auxiliar vetorial. Iremos fazer essa abordagem utilizando somente os

setores de spin-3. Sendo assim partimos das agoes:

1 m

Sf) = /d3$ {gfu(ﬁv)(a)gu(ﬁw + fau(ﬁv)fu(ﬁw)m)} ) (5.27)
1 m_

S = /dgx {E@(M)@)Qu(ﬂ’v) - Tbu(ﬁv)fu(ﬁw(b)] ‘ (5.28)

As agoes acima descrevem setores com massas diferentes e spins +3 e —3,
as teorias carregam no espectro fantasmas de spin mais baixo. Ambos modelos
sao invariantes por transformacoes rigidas da forma d4a,3y) = Gu(sy) € 0pbusy) =
Gu(sy)- O procedimento de solda consiste em elevar essas simetrias a nivel local

relacionando-as da seguinte forma:

0u(py) = PuBr) +  Opbu(sy) = APu(sy), (5.29)

COM Gp(sy) = Pu(sy)(¢) € o uma constante arbitrdria a priori. Levando em conta
estas transformacoes locais teremos, apds somar as variacoes de ambas, o seguinte

resultado:

5,(5 1+ 5P = / @ T, 5564 (), (5.30)
onde temos a corrente de Noether dada por:
Juy) = Quay (h) + mvjlu(ﬁv)’ (5.31)

CO1:

) = auey) + sy 5 Busy) = Mettu(py) — am-_by(sy). (5.32)
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Desta forma estamos verificando que a soma simplesmente das agoes de segunda
ordem por si s6 nao ¢ invariante sob as transformagoes locais (5.28). Iremos
entao adicionar um campo auxiliar que tenha uma transformacao de simetria
apropriada tal que cancele exatamente (5.30). Portanto, seja o campo auxiliar

H,,5,) com transformacao de simetria dada por 0H s, = —0&,(3,)(¢). Logo:

5 (5@ +5% 4 / & HHWJMW) - / &z HYPD6., 5. (5.33)
Calculando a variacao da corrente de Noether temos:
0T () = OQu(py) + (Mg — &*M_)3(30)- (5.34)

Agora, notamos facilmente que o segundo termo da expressao imediatamente
acima pode ser cancelado [5] com uma escolha o? = my/m_. Desta forma a

variacao da corrente de Noether fica dada por:
0u(sy = —(1+ az)égu(ﬁv)(H)- (5.35)

Substituindo do lado direito de (5.33), teremos ap6s alguma &dlgebra a seguinte

exXpressao:
6 (S +5%) =

3(1+a?)
_ 5 [/ B (Hu(ﬂW)JN(M) +3(1+a®)H" ) Hy(y — TH#(M)HM(BW))] :

(5.36)

Usando as equagoes de movimento para o campo auxiliar temos H g,
em funcao de J,,(g).
Hygy) = _;(Jﬁ(w) + Jyus) = Mgty — My Jp)- (5.37)
6(1+ a?)
Substituindo (5.37) em (5.36) vamos ter a agao correspondente a solda de dois
modelos auto-duais de segunda ordem descrevendo os setores de spin 3. Essa

acao é dada por:

_ @, @ 1 3 8
Ssolda - S+ + 57 + m/d T (JMJ‘M - Ju(/gfy)t] (!W)). (5.38)
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Resta-nos agora fazer a substituigao de (5.31) em (5.38). Isto nos leva a:

@ o 1 T
Ssolda - S+ + S5+ m/dgﬂf (Qu(h)Q#(h) + 2QM(h)hu + huh‘u
() () QU () = 2Q,5) (R)BPHD = Do) 1P W) 7 (5.39)

que pode ser reescrito apés alguns calculos em funcao de uma tnica combinacao

dos campos invariante sob (5.29):

Tu(sy) = apu(ay) — bu(sy)- (5.40)

Em termos desta combinagao invariante, temos a seguinte expressao para a agao

correspondente a solda dos modelos auto-duais:

1 1 my —me_
Ssolda m/d% [5@(%)9#(%)(]?) + %fuwé“w(f)
T~ S 700 (5.41)

O resultado acima, embora nao corresponda a uma descrigao completa
da particula massiva de spin-3 em D = 241 nos da uma luz sobre a relacao entre
os singletos e dubletos de paridade de spin-3. Notamos que o resultado, no que
diz respeito ao setor de spin-3, é bastante similar ao resultado que encontramos
ao soldar os singletos de paridade de spin-1 e 2 em [32, 33]. Para massas iguais o
termo de Chern-Simons de primeira ordem é cancelado e obtemos a teoria incom-
pleta proposta em (5.23) para descrever um dubleto de spin-3. Outra questao
importante, ja observada no caso de spin-2 é que sob a Otica desse método esta-
mos gerando de maneira original o termo massivo para spin-3, o qual possui uma
estrutura nao trivial (f,f* — fusy fB6)). O termo de massa da forma como foi
escrito foi proposto em [23] por inspiracao da formula¢ao nao simétrica de Vasi-
liev [27]. A ac@o obtida aqui nao contém campos auxiliares. Como foi observado
em [24, 36, 35] a agdo completa deve conter campos auxiliares a fim de descrever
corretamente apenas dois estados de spins +3.

Devemos fazer uma observagao sobre o termo de massa de (5.22). Uti-

lizando a mudanca de varidveis que relaciona as duas notagoes (parcialmente
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simétrica e totalmente simétrica) dada por (2.7), o termo cinético de (5.22) cor-
responde ao termo cinético de [36] (vide apéndice - C). Porém, segundo a mesma
mudanga de varidveis o termo de massa de (5.22) resulta em %

m2

2
m
?(Wﬂwu - WM(BV)WB(M)) - T18 [‘buﬁﬂbﬂm - 3a¢u¢ﬂ ) (5.42)

com a = 7/8. Como nossa massa corresponde a trés vezes a massa utilizada
em [36] (m = 3m), a unica diferenga que temos estd no fator a de [36], que
segundo aqueles autores deveria ser a« = 1. A diferenca estd na lagrangiana
auxiliar. Como sabemos, para descrever corretamente o dubleto de spin-3, é
necessario acrescentar uma lagrangiana auxiliar tal que esta remova os graus de
liberdade espurios. Neste ponto é possivel verificar que dependendo da escolha
das lagrangianas auxiliares podemos ter « = 1 ou o = 7/8 como obtivemos aqui.

Uma lagrangiana possivel com campos auxiliares escalares é dada por:
3 1 (2 m2 LU o
S = d’x §¢uw\G (¢> - 7 (¢MVA¢ - 3a¢u¢ )

b 2
2y Syow | (5.43)

- 3 oW
m ay P + 5 5

com W um campo escalar qualquer. Para eliminar a propagacao de modos de
spin-1 dados por ¢, = 1"*Puva € 0" 0P e obtém-se a = 1 (vide [36]). Enquanto
a eliminacao de modos propagantes de spin-0 dados por 0*90"0“¢,va, 0" ¢, € W
requer, fixando-se por exemplo a; = 1/3, que by = 18 e ¢; = —8/3 (vide [18]).
No entanto verificamos que existe uma lagrangiana auxiliar que utiliza

um campo vetorial dada por:

(Bund"* = 3ag, ")

2 bg 9 Co m2 dg
— 3m a9 QZ)MA'M + 5(8MA”) —|— 2 AMAH' —|— EAMDA# . (544)

m2
2

S = / d3x EqﬁwGW(qb)

Neste caso, temos modos propagantes de spin-1 dados por: ¢, = 7"*¢ua, A, €

0" 0“¢uva € modos propagantes de spin-0 dados por: 9,4%, 0,0,0,¢"“ e 0,0".

2Desprezando um termo de massa quadratico em Ay, vide (2.7), pois Ay, ndo aparece no
termo cinético de Singh-Hagen em 5.22, ou seja estd totalmente desacoplado de ¢, e portanto

¢ nulo na concha de massa.
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Novamente, olhando para as equagoes de movimento, é possivel verificar que agora
temos duas possibilidades para descrever corretamente um dubleto de spin-3. Ou
seja, a = 1 e dy = 9a3/4 = by ou o = 7/8 e dy = 0. Quando dy = 0 os valores das
constantes arbitrdrias sdo: ¢y = —24ay, by = —32a3/9. Logo, isso nos assegura
que o termo de massa utilizado aqui (parcialmente simétrico), esta de acordo com

o termo de massa totalmente simétrico, com a = 7/8.



Capitulo 6

Conclusao

Uma das grandes dificuldades no trato de teorias de spin alto diz res-
peito a necessidade de se incluir campos auxiliares a teoria com o objetivo de
remover graus de liberdade espurios, que quase sempre estao relacionados a esta-
dos com energia negativa.

Verificamos através da Imersao de Calibre de Noether que uma genera-
lizacao das simetrias de calibre que haviamos usado no caso das teorias de spin-2,
vide [2], permite-nos obter uma sequéncia de quatro modelos auto-duais de spin-3
de primeira, segunda, terceira e quarta ordem nas derivadas. Os dois primeiros
modelos auto-duais foram propostos por Aragone e Khoudeir [23, 24|, como uma
generalizacao natural daqueles modelos de spin-2 propostos pelos mesmos auto-
res em [7]. Nao havia uma conexao entre estes modelos. Aqui mostramos que
o modelo de segunda ordem pode ser obtido a partir do primeiro via imersao
da simetria de calibre dpw,y) = OuAg,. Assim como ocorre para teorias de
spin-2, é possivel conectar este modelo auto-dual de segunda ordem a um ter-
ceiro modelo auto-dual de terceira ordem nas derivadas [18], o qual havia sido
proposto por Deser e Damour como sendo uma versao de spin-3 da teoria to-
pologicamente massiva de spin-2 de [8]. Isso foi possivel através da imersao da
simetria Sgw,(sy) = €45, + €7, @ .

Um novo modelo de quarta ordem nas derivadas foi obtido nesta tese

69
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através da imersao de uma generalizagao da simetria de Weyl utilizada em [2]
para a obtencao do modelo auto-dual de quarta ordem de spin-2. O procedi-
mento de imersao foi concluido usando a formulacao nao simétrica utilizada nos
trabalhos [23, 24, 27]. Embora a formulac¢do simétrica introduzida por [18, 17]
seja mais simples e natural, encontramos uma dificuldade técnica para a utilizacao
da técnica de IC'N nesse formalismo. O modelo auto-dual de quarta ordem esta
nessa tese em sua versao completa, levando em conta os termos auxiliares que
retiram estados de energia negativa do espectro da teoria.

O que garante que este modelo auto-dual de quarta ordem esta livre de
fantasmas é sua equivaléncia a nivel quantico com os demais modelos auto-duais
de ordem mais baixa. Essa equivaléncia foi verificada através da técnica da acao
mestra, vide [2, 3]. Propusemos uma agao mestra interpolando entre os quatro
modelos auto-duais de forma muito semelhante aquilo que fizemos para spin-2
em [3] Usamos trés termos de mistura para a construcao da agao mestra, os
quais foram o termo de Chern-Simons de [23], o termo de segunda ordem de
Singh-Hagen [15] que como observado em [18] ndo possui contetido fisico, e por
fim o termo de Chern-Simons de terceira ordem de [18]. A demostragao de que
este termo ¢é de fato sem contetido fisico segue mais facilmente da forma como foi
escrito em [34]. A relagao do modelo auto-dual de quarta ordem com as equagoes
de movimento de quarta ordem de [34] ainda esta sob estudo.

Em resumo obtivemos explicitamente uma relacao de dualidade entre os
modelos de primeira, segunda e terceira ordem de spins +3 ou —3 em D = 2+1 ja
existentes na literatura, vide [23, 24, 18] e deduzimos um novo modelo auto-dual
de quarta ordem. Em particular, as lagrangianas do campo auxiliar vetorial para
os modelos de segunda, terceira e quarta ordem necessarias para a eliminacgao de
fantasmas, foi gerada automaticamente a partir da lagrangiana correspondente
do modelo auto-dual de primeira ordem.

A relagao entre os modelos de singleto e os modelos de dubleto fica com-
prometida em virtude da presenga dos campos auxiliares. Como vimos no tltimo

capitulo conseguimos realizar a solda dos modelos auto-duais de spin-3 se levarmos
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em conta somente os setores de spin-3. Dessa forma, os resultados preliminares
indicam uma semelhanca com o que verificamos para o caso de teorias de spin-2.
A solda de dois modelos auto-duais de segunda ordem nas derivadas com massas
e spins distintos leva a um modelo de dubleto de spin-3. Que ao que tudo indica
contém fantasmas em seu espectro, haja visto que nao possui as correcoes de

campos auxiliares como observado nas referéncias [24, 36, 35].
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Apéndice A

Invariancia do termo de

Chern-Simons sob (3.82)

Aqui vamos demonstrar que o termo de Chern-Simons de terceira ordem de spin-3
escrito em termos dos campos nao simétricos é invariante sob a transformacao de

calibre (3.82), para isso note que:

6

3
5£CS = —EEH)\EBPQ’O(’W) (w)éw,\(m) -+ EEM)\EMPQIJ([}’Y) (w)éwA(lgv), (Al)

fazendo a substituicao de (3.82) em (A.1) teremos:

6 1
0Los = —— EHAEﬂpQ”(‘”)(w)@vAw—§EM@EBPQ”(““’)(w)8VA

+ EMBEﬂpr(‘”) (W) Aoy — E#’\EWQP(‘”) (W)0% Aoy
— EH/\Eupr(ﬁw) (w)aﬂAM} .
(A.2)

Vamos agora fazer a subtituicdo de €, (w) dada por (3.46). Apds alguns

calculos obtemos:

1807
0Lcs = T m (_GAVEﬁva(m)mABA - H’BVEW\WV(M)WAB/\

+ OVE YWy (0" My — BN wy iy 0N, (A.3)
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Substituindo a expressao para 6, dada em (2.4) vamos obter apds algumas ma-

nipulagoes a seguinte expressao para a variagao da lagrangiana de Chern-Simons:
1800 ,, s p s
0Los = ——— (9,; EMY + 07 E" + 01 EY ) Ws(up) 00N, (A.4)
m

Note agora uma sutileza de espacos-tempo D = 2 + 1. Nesta dimensao temos a

validade da seguinte identidade aplicdvel a um vetor arbitrario a,:
vy 48] = EBuyQy — €8uy Oy + €y — €aay = 0. (A5)
A expressao acima pode ser extendida para o seguinte sistema de equacoes:
€080 = €8uyOvp — €8y bup + €5y — €uuplyy =0 (A.6)

com p variando de 0 a 2. Agora se aplicarmos 0" a (A.6) vamos obter exatamente

a expressao entre parénteses de (A.4). Logo concluimos que:
0P B 4 PO 9P = () (A.7)

ou seja, a a¢ao de Chern-Simons é invariante pela simetria de calibre (3.82), como

queriamos demonstrar.



Apéndice B

Algebra dos geradores do grupo

de Poincare

Para o estudo dos modos massivos de spin-s faz-se necessario a deter-
minacao dos invariantes quadraticos de Casimir da algebra de Poincare. Para

Y

uma particula de massa “m” estes assumem os seguintes valores: P,P* = —m? e

P,J" = sm, onde s é o spin da particula. Aqui temos os geradores:
Pu=1i0y 5 Ju=Ly+ 5, (B.1)

com momento angular orbital L, e spin S,. P, e J, satisfazem a algebra:

[T T") = ie" T (B.2)
[PF; JY] = ie" Py (B.3)
[P, P"] =0 (B.4)

Para um auto-estado qualquer |¢) temos entdo as equagoes de Klein-

Gordon e Pauli-Lubanski respectivamente:
(P P*+m?)|¢) =0 ; (P.J"—sm)|p)=0. (B.5)

Como, P,J" = P,S", o spin ¢ definido como s = —P - S/v/ P2.
Vejamos agora uma representacao para J, para spins-1 , 2 e 3 e como

checar as expressoes (3.40, 3.43). Em [28] o autor nos apresenta uma expressao
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generalizada para qualquer spin inteiro s = n, para o operador J,, . A expressao
¢ a seguinte:

(Tna)plbzlin = —€qpn z? P vl ';e (i gz | gim) (B.6)

Vol Vo Un nl(n — 1)1 0ra OO

Supoe-se que os operadores estavam sobre um tensor totalmente simétrico de
posto-n @, iy, ONde 0 primeiro termo do lado direito de (B.6) corresponde ao
momento angular orbital usual (ou seja o produto vetorial entre vetor posigao
e momento linear), acompanhado de uma identidade Z totalmente simétrica. O

segundo termo ¢ a generalizagao do vetor spin para qualquer inteiro, ou seja S,,,.

Para mais detalhes sobre (B.6) vide por exemplo [28, 37, 38|.

B.1 spin-1 e spin-2

Uma particula massiva de spin-1 é descrita em termos de um campo vetorial,
ou seja A,. Sobre este campo realizamos a élgebra de Poincaré¢ em D = 2 + 1

levando em conta a generalizacao (B.6):

(P)S =63 00 (Si)3 = ie%s (B.7)

Sendo assim (J,)§ = —€uoa2”(P*)§ + (S1,)§. O vetor spin Sy, satisfaz as se-
guintes relagoes:

[51/“ S]l/] = —’l.Eu,jasla, (B8)

(S")*P(Sp)ar = (s + 1)55’ (B.9)

e usando (B.7) nao é dificil verificar que isto é verdade com s = 1.
Para spin-2, usamos um campo simétrico e sem trago sob o qual é possivel
a realizagao da élgebra dos geradores de Poincare. No entanto o operador Sy,

nao é tao simples, deduzindo-o a partir de (B.6) ficamos com:
1
SEyabpo _ Z(sop Buo + §Bp cono 4 §oo Bup + §Bo comp ’ B.10
(55)°%7 = o L B)
e verifica-se com um pouco mais de trabalho que este operador satifaz:

(852777, (Saw)apan] = i€, 5(55)777 (B.11)
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(Sg>aﬂpg(s2u)apz\’y = S(S + 1):[&57)\’ (B12)

com s = 2. A identidade de posto-2 é entao definida como:
af 1 a s a B 1 a3

7, = 5((&(5v +0505) — 5(5 Oy (B.13)
Note que a idetidade é simétrica e sem trago.
B.2 spin-3
Neste caso o spin é dado por:

o\BA _ b a(Bgy N
<S?) )u’uyp - EE(M 635P)’ (B14)

que pode ser reescrito abrindo as simetrizagoes em (uvp) e em seguida em (Sy\)
(sem nenhum fator de normalizagao) em fungao da parte com trago nao nulo da
identidade de posto-2, ou seja, da seguinte forma:
A i A A A
(Sg)ﬁgp = 3 (euo‘ﬁljp + EV‘XBIZP + ep‘wf;’u
af 7yA aB 7yA af 7yA
ST S o e

+ aﬂlgg + e,,aﬁfgg + epaﬁfgg) (B.15)

€

onde temos: Iz = (6404 + d504)/2.
Vejamos agora como verificar a equacao (3.40). Para isso teremos que
fazer: (Sg)gzg‘(Sga)gff Resta apenas fazer o produto termo a termo e em seguida

somar todos os resultados. Note que o resultado do produto do primeiro termo

de (55)57% por todos os outros termos de (Sga)gf‘; nos levard ao seguinte:

1 g w ow W JOoO g w ow w (<
5 405G + 015 + 2157) — 20,0 0" LI — 26,00 DG — 28,00 IS
(B.16)
O resultado do produto do segundo termo de (S?)ﬁ;’;‘ por todos os termos de

(Sga)gf;‘f é igual ao resultado de (B.16) trocando (u > ). O resultado do terceiro

é igual ao do primeiro trocando (u <> p) e assim por diante. E possivel ao final
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de muitos célculos e apds algum arranjo somar todas as contribuigoes e organizar

o resultado de forma que:

« A opw o TdW ow w TPo
(53 )gzp(si”a)ﬁw\ = —4 (%pr 5/?]1/p + 5#‘]3/3)
2

5 (00267 + 67067 + 676)

+ (pev)+(pe ). (B.17)
Por fim definindo a identidade de posto-3, ficamos com:

(S)T2(S3a) 508 = 12 I8 (B.18)

pwvp wvp

onde temos o fator 12 = s(s + 1) com s = 3 e dessa forma:

Iad)w - __ (50I¢w+5¢law+6wl¢a)

uvp movp nrvp novp
1 wo g w g SW
+ 15 (0w (55047 + 07967 + 675°7)
+ (pev)+(p o). (B.19)

Resta agora verificar a algebra de spin (3.43). Vejamos como proceder, como

temos:

[(5?)@2% (Ssg)gfﬂ = (S0 (Sse) 525 — (S5)525 (Sse)mn. (B.20)
Usando a expressao (B.15) podemos fazer o produto termo a termo. No primeiro

termo do lado direito da expressao imediatamente acima fazendo o produto do

primeiro termo de (S§)7 vezes todos os termos de (Sgg)gf;f teremos:

1
=5 [% €56 I¢w +e 0‘5655 17 +e a6€5§ I¢"] +(Bev)+ (B p) (B21)

Seguindo com as manipulagoes, veremos que o produto do segundo termo de
(55)% vezes todos os termos de (Sgg)g?;g\} serd igual ao resultado anterior trocando
(1 > v). Prosseguindo com uma andlise deste tipo para o produto de todos os

termos e somando todos os resultados concluimos que:

1
opw - ow o TPW af_ o Tow
(5o (Sae)gn = _3[u €6 Lup + €, 60" Igp + €760 L
@ ]
+ u eﬁg ]‘M+e a’BeV ]‘TW+€ a/@epg l‘fg’

@ 045 w ¢U aﬁ w 700
€, eﬁgfaJre I, +¢€, g_fyﬁ]

— Sl v~ (o )] (B.22)



83

Logo quando tomarmos a diferenga em (B.20) teremos:

1
= gle (e I e Iy e T I g " I+ ese I

+ (pev)+pep)}t—(E o). (B.23)

O objetivo agora ¢ separar um €“;; em todos os termos. Note por exemplo que:

aB,. o _ B, ac _ o _o &
Cu Cpe T Cue 8 T C e u

(B.24)

Algo semelhante pode ser feito para todos os outros termos, e o resultado final

nos leva a conclusao de que:
(S50 (Sse)§i | = ieves (S (B.25)

Como queriamos demonstrar.



Apéndice C

Relacao entre as formulacoes
totalmente simétrica e

parcialmente simétrica

Nessa tese utilizamos duas notagoes. Uma formulagao é escrita em

termos de campos totalmente simétricos e foi utilizada por exemplo em [18].

A outra formulacao é escrita em termos de campos nao simétricos a qual foi

primeiramente introduzida por [27] e posteriormente utilizada por [23, 24]. A

agao de Singh-Hagen [15] de segunda ordem nas derivadas foi originalmente pro-

posta em termos de um campo totalmente simétrico ¢,,» em D dimensoes espago

temporais. No entanto, vamos considerar D = 2 + 1, isso implica que os fato-

res numéricos em (C.1) ndo dependem da dimensdo D como no caso de spin-2
(Fierz-Pauli) e spin-1 (Maxwell):

1 3 VA 2 VA 3 2

Seu= [ & [¢>WD¢“ +3(0"un)? + 66,0,0 = 36,00 + (90" ]

(C.1)

Como vimos na secao 2.2 desta tese, através da definicao dos objetos geométricos

tais como os tensores de Riemann e Einstein, os autores em [18] reescreveram

(C.1) da seguinte forma:

Son = / B GG (&), (C2)



85

onde, como sabemos, G**(¢) é o tensor de Einstein dado em (2.19).
Por outro lado, sabemos que é possivel utlizar uma formulacao nao-
simétrica em termos dos campos w,(g+). Nessa formulagao a acao de Singh-Hagen

(C.1) fica:

1 1
Ssn = 5 /d3x gu(ﬁW)Qu(ﬁv)W) = —§/d3x w - d(w). (C.3)

Onde temos €,(3,)(w) dado em (3.46). Para checar que (C.3) corresponde de
fato a (C.1) devemos utilizar a mudanga de varidveis dada em (2.7) em (C.3). De

posse de (2.7) podemos reescrever €,(3,)(w) da seguinte forma:

Qupy(w) = \/g(EBA(bAw + E dxus) — B, dasy)

- (M Eg dx + 0us B, 03 — 21y E, 9))

&S

+ 7(E6u¢v + Ewﬁbﬁ)‘ (0-4)

Usando as identidades (2.2, 2.3) nas passagens que se seguem pode-se demonstrar

a equivaléncia entre as duas formulagoes. Portanto temos em resumo:

1 1 1
5 / BPx GG ¢) = 3 / Pz PV (W) = -3 / Prw-dQw). (C.5)

Vejamos agora a relacao entre as formulagoes para o termo de Chern-
Simons topolégico de terceira ordem nas derivadas. A versao primeiramente

apresentada por [18] pode ser escrita como:

1 (0% 14
Sos = o / Pz € 0,05 G", (C.6)

quando expandimos a expressao acima fazendo uso do tensor de Einstein dado

m (2.19), ficamos com:
1 v 14
Scs = 5 / d’x [~dpnE’ O3 + 295, E”,0,0" ¢
— 20a0E" 070 + ¢pE° O¢* | . (C.7)

Por outro lado, obtivemos via notagao nao simétrica a seguinte expressao

para o termo de Chern-Simons de terceira ordem:

Ses =~ | €2 Q@B 2w) = o [ 0(0) (©3)
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E possivel verificar que apds subtituir (C.4) em (C.8) temos a seguinte relacio

entre as notagcoes:
1 3 © OABY) 1 3,. afb 2N
SCS — —% d xQM(ﬁ’Y)<w)E )\Q (w) = % d’x € Maagﬁﬂl,)\G . (Cg)

Note que ha uma diferenca por um fator 3 entre as duas formulacoes, ja que o
lado direito de (C.9) originalmente vai com 1/6m, vide (3.79).

Os autores em [34] sugerem que o termo que aqui chamamos de Chern-
Simons de terceira ordem seja na verdade o equivalente natural de um termo de
Einstein-Hilbert. Na notagao utilizada naquele trabalho o termo de teceira ordem

é escrito da seguinte forma:

1 % 1 K % @
5= 2 /d3x QSHVAguvﬂgqsaﬁv - 2 /de 4 /\Eu EVBE/\MW’Y' (C.10)

Esta formulagao se relaciona com as duas utilizadas aqui nesta tese através da

seguinte igualdade:

1 Y 1 v

-5 / Pz " E,“E,"E\" pop, = " / TSN N (C.11)
Como vimos, esta ultima notacao foi tutil para a demonstracao de que o termo
de Chern-Simons nao possui contetudo fisico. Como demonstramos na se¢ao 5.1

desta tese.
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