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Resumo

Nessa tese investigaremos as formulações duais que descrevem part́ıculas

massivas de spin-3 em D = 2 + 1. Faremos isso através da Imersão de Calibre

de Noether (ICN) e da técnica da ação mestra. Mostraremos que três termos

de mistura podem ser utilizados para construir uma ação mestra que então fará

a interpolação entre quatro modelos auto-duais de primeira, segunda, terceira e

quarta ordem nas derivadas. Um desafio quando tratamos com teorias de spin

alto se refere a adição de campos auxiliares que são necessários para evitar a

propagação de modos de spin inferior ao desejado. Mostraremos que através

das técnicas de dualização é posśıvel determinar as campos auxiliares de forma

sistemática e que mesmo com a presença de tais campos os procedimentos de

imersão e a técnica da ação mestra funcionam em consonância. Por fim lançamos

algumas expectativas sobre a relação entre singletos e dubletos de paridade via

procedimento de solda generalizada.

Palavras Chave: Auto-dual, Imersão de Calibre de Noether, ação mestra,

spin-3, Chern-Simons, dualidade.
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Abstract

In this PhD thesis we investigate dual formulations for massive spin-3

particles in D = 2 + 1. This is carried out by means of the Noether gauge

embedding and the master action technique. We show that three mixing terms

can be used in order to interpolate between four self-dual models of first, second,

third and fourth order in derivatives. The addition of the necessary auxiliary

fields is nontrivial for higher spin theories, the auxiliary fields are needed to avoid

the propagation of lower spin modes. We are going to verify that through the

dualization techniques it is possible to determine the auxiliary lagrangians in a

systematic way. Even in the presence of auxiliary fields the Noether embedment

and the master action technique work well. Finally we give some clue on the

relationship between parity singlets and parity doublets via generilezed soldering

procedure.

Palavras Chave: Self-dual, Noether gauge embedding, master action, spin-3,

Chern-Simons, duality.
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B.1 spin-1 e spin-2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

B.2 spin-3 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

C Relação entre as formulações totalmente simétrica e parcialmente

simétrica 84



Caṕıtulo 1

Introdução

É uma caracteŕıstica peculiar de espaços-tempo em D = 2 + 1 que as

teorias de campos de calibre possam ser massivas e sem quebra de simetria local.

A massa não nula é devido a um termo do tipo Chern-Simons que porém quebra

a paridade. Recentemente no entanto, os autores em [1] demonstraram que a

geração de massa para part́ıculas de spin-2 em D = 2 + 1, pode ser feita através

de uma teoria de campos covariante sob transformações gerais de coordenadas

(simetria local) com um termo que preserva paridade. A teoria conhecida como

“New massive Gravity” propaga part́ıculas massivas de spin-2 com dois modos

propagantes, correspondendo aos spins ±2. A questão natural que emerge dessa

discussão é a possibilidade de existir outras teorias de campos de calibre vivendo

em D = 2+1 que sejam massivas e sem quebra de paridade. Existiria uma forma

sistemática de obtê-las?

Recentemente temos trabalhado com a dualização de teorias de calibre

massivas em D = 2 + 1. Verificamos que partindo de um modelo auto-dual de

primeira ordem nas derivadas (singletos de paridade 1) para part́ıculas massivas

1Permita-nos a utilização dessa linguagem. Quando nos referirmos a um único spin +s ou

−s falaremos em singletos de paridade. Quando falarmos em dubletos de paridade, queremos

dizer que determinado modelo descreve dois modos de spin +s e −s. Neste sentido o modelo

auto dual de spin-1 por exemplo descreve um singleto de paridade +1 ou −1, enquanto o modelo

de Proca descreve um dubleto de paridade +1 e −1.

11
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de spin-2 é posśıvel através de argumentos de simetria obter uma sequência de

quatro modelos auto-duais de primeira, segunda, terceira e quarta ordem nas

derivadas [2]. Isso foi feito através da técnica da imersão de calibre de Noether

ICN . A equivalência quântica entre estes modelos é estabelecida através da

técnica da ação mestra [2, 3]. Além disso, generalizando trabalhos anteriores

[4, 5, 6] mostramos que é posśıvel através de um método conhecido como solda

generalizada unir singletos de paridade com massas distintas e spins +2 e −2 em
dubletos de paridade. Verificamos que o modelo natural que descreve um dubleto

de paridade massivo de spin ±2, o modelo de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli, pode
ser obtido através da solda generalizada de dois modelos auto-duais de segunda

ordem nas derivadas [7]. Surpreendentemente verificamos que a versão linear da

“New Massive Gravity” pode ser obtida ou da solda generalizada de dois modelos

auto-duais de terceira ordem nas derivadas [8], ou da solda generalizada dos

recém propostos modelos auto-duais de quarta ordem nas derivadas de [2, 9], que

possuem uma versão não linear contendo o termo de Chern-Simons gravitacional

e termos quadráticos em curvatura.

Os resultados obtidos no contexto de teorias de spin-2 são análogos

àqueles que conhećıamos para part́ıculas massivas de spin-1. Seria interessante

investigar a possibilidade de fazer o mesmo para part́ıculas massivas de spin> 2.

Nesta tese investigaremos o caso mais simples dentre aqueles de spin alto, as

teorias massivas de spin-3.

A tarefa de propor uma teoria livre que descreva part́ıculas de spin alto

data de 1936 por Dirac [10] e 1939 por Fierz e Pauli [11]. As premissas básicas

que deveriam ser obedecidas eram a invariância de Poincarè e a positividade

da energia. Esta última, quando lidamos com spins altos merece uma atenção

especial haja visto que na tentativa de descrever uma part́ıcula de spin alto,

depara-se com modos de propagação extras com spins mais baixos do que aqueles

que se propõe descrever. Quando estes estados possuem energia negativa temos

então uma patologia na teoria, ou seja os modos propagantes são fantasmas.

Ocorreu então uma preocupação de se estabelecer uma maneira sistemática de
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cuidar do espectro dos modelos de spin alto. As primeiras abordagens motivadas

nessa direção partiram de Wigner e Bargman [12, 13] que analisaram o problema

sob a perspectiva das representações unitárias do grupo de Poincarè, bem como

das equações de onda relativ́ısticas para spins altos. Em resumo a conclusão

destes trabalhos é um tanto intrigante. O requisito que garante a positividade

da energia está de certa forma codificado em algumas condições chamadas de

condições de Fierz-Pauli (FP ). Para uma part́ıcula de spin-s (inteiro) temos as

condições de FP :

(�−m2)φμ1,μ2,μ3,...μs = 0, (1.1)

∂μ1φμ1,μ2,μ3,...μs = 0, (1.2)

ημ1μ2φμ1,μ2,μ3,...μs = 0, (1.3)

em que φμ1,μ2...μs é um campo totalmente simétrico de posto-s. Estas condições

devem ser derivadas a partir das equações de movimento. Além disso em D =

2 + 1, afim de garantir o spin associado à part́ıcula que estamos descrevendo a

seguinte condição deve ser verificada.

(P · Js − sm)μ1,μ2...μs
ν1,ν2...νs

φμ1,μ2...μs = 0. (1.4)

Onde o produto P ·Js faz o papel do vetor de Pauli-Lubanski da teoria de campos.
Com Js = L+ S sendo L o momento angular orbital e S o Spin 2. Com tais pré

requisitos, pode-se dizer que uma determinada formulação lagrangiana é capaz

de descrever uma part́ıcula massiva de spin-s.

O primeiro modelo lagrangiano de spin-s inteiro arbitrário, satisfazendo

essas condições em D = 3+1 foi proposto em 1974 por Singh e Hagen 3 [15] . Tal

modelo contém em sua formulação campos auxiliares de spins mais baixos que

retiram os graus de liberdade espúrios. Em seguida Fronsdal [16] explorou o limite

não massivo bem como a extensão para part́ıculas massivas de spin semi inteiro. O

limite não massivo traz a simplificação de que todos os campos auxiliares podem

2Mais detalhes serão apresentados no apêndice-B
3Para s = 2, 3, 4 já havia um modelo lagrangiano desde 1967 sugerido por S.J Chang [14]
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ser desacoplados com exceção daqueles com spin s−2. Os campos restantes podem
então ser combinados em um campo totalmente simétrico sujeito a uma condição

de duplo traço nulo ημ1μ2ημ3μ4φμ1...μs = 0 que se aplica evidentemente para s � 4.

Em geral as teorias relativ́ısticas propostas por esses autores são teorias livres e

podem ser formuladas num espaço-tempo de Minkowski de dimensão arbitrária.

A formulação geométrica destes modelos foi pela primeira vez abordada

por de Wit e Freedman em [17], partindo de uma generalização para spin ar-

bitrário s dos śımbolos de Christoffel. Uma visão de certa forma mais simples foi

oferecida por [18] para o caso espećıfico de s = 3 em D = 2+1. Nesses trabalhos

a analogia com o que sabemos para part́ıculas massivas de spin-2 é estabelecida.

São definidos objetos geométricos como os tensores de Riemann, Weyl e Einstein

(linearizados), que permitiram por sua vez a elaboração de uma teoria “topolo-

gicamente” massiva para spin-3 análoga à gravitação topologicamente massiva

(spin-2) de [8] porém num mundo planar. É importante avisar o leitor que aqui

não trataremos do problema de interação para part́ıculas de spin alto que tem

sido tratado em vários trabalhos na literatura [19, 20, 21, 22].

Esta tese será dividida em cinco caṕıtulos. Começaremos no caṕıtulo

dois oferecendo uma introdução às teorias de spin-3. Faremos isso primeiramente

definindo uma notação que será comum no decorrer de todo texto e uma relação

entre as formulações não simétrica e simétrica utilizadas na descrição de part́ıculas

massivas de spin-3 (singleto de paridade de spins +3 ou −3). Em seguida defi-

niremos alguns objetos que constituem a “geometria” das teorias de spin-3. No

caṕıtulo três apresentaremos alguns resultados para a imersão de calibre de No-

ether no contexto de teorias de spin-1 e spin-2. Em seguida o modelo auto-dual

de primeira ordem nas derivadas para part́ıculas massivas de spin-3 proposto por

Aragone e Khoudeir [23], e que nos servirá como ponto de partida para o desen-

rolar de nosso trabalho será apresentado e mostraremos através das equações de

movimento que este modelo de fato descreve uma part́ıcula massiva de spin-3.

Partindo do modelo auto-dual de primeira ordem para part́ıculas massivas de

spin-3 em D = 2 + 1 [23] mostramos com argumentos de simetria que é posśıvel
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obter mais três modelos auto-duais, de segunda [24], terceira [18], e quarta or-

dem nas derivadas [26]. Este último pela primeira vez é apresentado em sua

versão completa, levando em conta campos auxiliares para a remoção de graus

de liberdade espúrios. No caṕıtulo quatro o método da açao mestra é utilizado.

Verificamos uma perfeita consonância entre este método e os resultados obtidos

via Imersão de calibre de Noether no caṕıtulo quatro. O método da ação mes-

tra estabelece por sua vez uma equivalência em ńıvel quântico entre os modelos

auto-duais. Em particular obtém-se um mapeamento dual entre os modelos auto-

duais através da equivalência entre funções de correlação. No caṕıtulo cinco, a

relação entre singletos e dubletos de paridade será então estudada. Este caṕıtulo

no entanto traz apenas resultados preliminares haja visto que o entendimento

completo do papel dos campos auxiliares quando fazemos a solda ainda não está

claro para nós. Por fim deixamos algumas conclusões e perspectivas no campo de

teorias de spin alto, quando analisadas sob a ótica de métodos de dualização.



Caṕıtulo 2

Notação e “geometria” para

spin-3 em D = 2 + 1

Neste caṕıtulo vamos falar um pouco sobre alguns aspectos das teorias

de spin-3 em D = 2+1 dimensões em linhas gerais. Como sabemos, as teorias de

spin-2 estudadas no ńıvel não linear (quando isso é posśıvel), possuem uma estru-

tura geométrica que envolve o tensor de curvatura de Riemann, bem como outros

objetos geométricos. Neste caṕıtulo, faremos uma breve revisão sobre a geome-

tria de teorias de spin-3 através da referência [18], onde os autores propuseram

objetos geométricos para spin-3 análogos àqueles de spin-2 porém linearizados.

Nestes trabalhos o campo que descreve um modo de spin-3 é dado por um tensor

simétrico de posto-3. No entanto uma formulação em termos de campos parci-

almente simétricos também é posśıvel vide [27]. As referências [23, 24] onde os

autores utilizam tal formulação nos servirão como ponto de partida. Um desafio é

então conectar as formulações simétrica e parcialmente simétrica. A notação que

utilizaremos no decorrer de toda a tese será apresentada logo na entrada deste

caṕıtulo, isso é o que veremos a seguir.

16
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2.1 Notação

A métrica ημν utilizada nesta tese será (−,+,+). De forma recorrente
usaremos algumas abreviações, por exemplo a contração:

εμνα∂α = Eμν , (2.1)

onde ε012 = +1 e ε012 = −1. Quando ocorre o produto de dois E ′s usaremos

frequentemente os resultados

EμνE α
ν = �θμα, (2.2)

EμνEαβ = �(θναθμβ − θμαθνβ). (2.3)

Onde temos o projetor θμν :

θμν = ημν − ∂μ∂ν
� , (2.4)

logo, θμνθ
ν
α = θμα. Por vezes aparecerão nos cálculos simetrizações e antissime-

trizações. As simetrizações irão obedecer:

A(μBν) =
1

2
(AμBν + AνBμ), (2.5)

enquanto as antissimetrizações são dadas por:

A[μBν] =
1

2
(AμBν − AνBμ). (2.6)

Os estados de spin-3 serão descritos no decorrer desta tese por duas for-

mulações: uma simétrica e outra parcialmente simétrica. Na formulação simétrica

usaremos tensores totalmente simétricos com traço não nulo e de posto-3, isto é

φμνλ, com φμ = ηβγφμβγ . Note que não utilizamos parênteses nesse caso para

explicitar a simetria do tensor. Na formulação parcialmente simétrica usaremos

o tensor ωμ(βγ), cujas propriedades estão relacionadas com o fato da simetria

de calibre para spin-3 ser δξφμνλ = ∂(μξνλ) com ξ = ημνξμν = 0, generalizando

δξfμν = ∂(μξν) (s = 2)1 e δαAμ = ∂μα (s = 1). Para fazer a passagem de uma

1Aqui fμν é a perturbação da métrica de Minkowski, isto é gμν = ημν + fμν , portanto

simétrica em seus ı́ndices, ou seja não usamos novamente parênteses para explicitar a simetria

do tensor.
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notação parcialmente simétrica ωμ(βγ) para uma notação totalmente simétrica

φμβγ faremos uso da seguinte mudança de variáveis, vide [27]:

ωμ(βγ) =
1√
3

[
φμβγ +

1

4
(ηλβφγ + ηλγφβ)− 1

2
ηβγφλ

]
+ (εμνβΛ

ν
γ + εμνγΛ

ν
β), (2.7)

com Λμν(x) = Λνμ(x) e ημνΛμν = Λ = 0. Mesmo que tivéssemos Λ �= 0, (2.7)

é invariante por uma transformaçao de Weyl, ou seja δϕΛμν = ημνϕ. Os fatores

numéricos em (2.7) são obtidos de forma a ajustar nossos resultados com os

resultados de [18]. Em D = 2+ 1, ωμ(βγ) contém 15 componentes independentes.

Essa contagem pode ser verificada facilmente notando que este tensor possui

em sua definição o número de componentes independentes de um vetor, vezes o

número de componentes independentes de um tensor simétrico e sem traço, o que

em D dimensões nos deixa com:

D

[
D(D + 1)

2
− 1

]
. (2.8)

Do lado direito de (2.7), temos o número de componentes independentes de um

tensor simétrico de posto-3 φμνλ:

D(D + 1)(D + 2)

6
, (2.9)

o que em D = 3 contribui com 10 componentes, somado ao número de compo-

nentes independentes de um tensor simétrico e sem traço de posto-2 Λμν , isto é:

D(D + 1)/2 − 1 o que em D = 3 nos dá 5 componentes independentes. Vemos

então que a contagem de componentes independentes coincide dos dois lados.

2.2 A “geometria” para spin-3

Vamos agora apresentar algumas definições básicas a respeito da geo-

metria das teorias de spin-3. Vejamos por analogia com o que conhecemos para

teorias de calibre de spin-1 e spin-2 como construir a “geometria” das teorias de

spin-3. Colocamos geometria entre aspas, pois a analogia que se consegue é um

tanto quanto restrita, ja que a motivação para se construir os tensores de Rie-

mann, Ricci e Einstein para teorias de spin-2, possui um forte caráter geométrico,
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haja visto que são advindas da definição de transporte paralelo, de onde natu-

ralmente define-se a conexão afim ou śımbolo de Christoffel. Por outro lado as

conexões na teoria linearizada podem ser entendidas como, objetos que sob trans-

formações de coordenadas se transformam de certa forma como o gradiente do

parâmetro da transformação. Vamos então estabelecer algumas analogias entre

as geometrias das teorias de spin-1, 2 e 3. Começaremos justamente estudando

os análogos do śımbolo de Christoffel, para em seguida fazer outras definições.

Para teorias de spin-1 diŕıamos que a conexão é o próprio campo de

calibre Aμ, haja visto que sob uma transformação de calibre δαAμ = ∂μα ou seja

o campo varia como gradiente do parâmetro da transformação. No caso de teorias

de spin-2 (linearizadas) a transformação de calibre é dada por: δξfμν = ∂(μξν). A

conexão, que se transforma como o gradiente duplo de ξν , é dada por:

Γα
μν = ∂(μf

α
ν) − ∂αfμν , (2.10)

de modo que δξΓ
α
μν = ∂μ∂νξ

α.

Vejamos qual é a transformação de calibre para teorias spin-3. Neste

caso, como temos um campo totalmente simétrico φμνα a transformação é dada

por: δΛφμνα = ∂(μΛνα) onde Λνα é simétrico e sem traço. As simetrias locais são

necessárias para retirar os modos de spin inferior (potencialmente fantasmas).

No caso de spin-3, se Λμν possuir traço o número de graus de liberdade retirados

será excessivo, vide [15]. Temos agora duas definições de conexão de spin, sendo

que ambas se transformam como o gradiente do parâmetro Λμν . A primeira delas

é de primeira ordem nas derivadas e por construção semelhante à conexão afim

para spin-2 dada em (2.10), ou seja:

Γα
μνλ ≡ ∂(μφ

α
νλ) − ∂αφμνλ. (2.11)

Desta definição vemos que a transformação de Γα
μνλ vai com o gradiente do

parâmetro Λμν , isto é δΛΓ
α
μνλ = ∂(μ∂νΛ

α
λ) . A outra definição de conexão afim

é de segunda ordem nas derivadas e dada em função da primeira definição (2.11),
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ou seja:

Γαβ
μνλ ≡ ∂(μΓ

α β
νλ) − 2∂βΓα

μνλ

≡ 2∂(μ∂νφ
αβ
λ) − ∂(μ∂

(αφ
β)
νλ) + 2∂α∂βφμνλ. (2.12)

O śımbolo Γαβ
μνλ é separadamente simétrico nos conjuntos (αβ) e (μνλ). Neste

caso porém a conexão afim se transforma como um gradiente triplo do parâmetro

da transformação geral de coordenadas, ou seja:

δΛΓ
αβ
μνλ = ∂μ∂ν∂λΛ

αβ. (2.13)

Percebemos que no caso de spin-1 a conexão, sob uma transformação

geral de coordenadas, vai com uma derivada do parâmetro da transformação. No

caso de spin-2 esta vai com duas derivadas do parâmetro. Para spin-3 temos

duas definições de conexão: a primeira dada por (2.11) varia com duas derivadas

do parâmetro e a segunda, dada por (2.12) com três derivadas. Então, de certa

forma a segunda definição é a mais natural dentre as duas. Abaixo veremos como

podem ser constrúıdos os tensores de Ricci e Einstein.

As equações de Einstein (part́ıculas de spin-2), derivadas a partir da ação

de Einstein-Hilbert S =
∫
dDx

√−gR são colocadas da seguinte forma:

Gμν = Rμν − 1

2
gμνR = 0. (2.14)

O tensor de Einstein (Gμν) está escrito em termos do tensor de Ricci Rμν e o

escalar de curvatura R, sendo que:

R = gβδRβδ, (2.15)

onde:

Rβδ = ∂αΓ
α
βδ − ∂δΓ

α
βα + Γα

μαΓ
μ
βδ − Γα

μδΓ
μ
βα. (2.16)

Com a conexão de spin Γμ
βα dada em (2.10). Estes objetos derivam de um tensor

mais geral chamado de tensor de curvatura de Riemann como veremos mais tarde.

Para a definição dos tensores de Ricci e Einstein para spin-3, a analogia que pode
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ser feita é a seguinte: as equações de movimento das part́ıculas livres (sempre de

segunda ordem nas derivadas) são sempre proporcionais ao tensor de Ricci, como

vimos em (2.14). Desta forma, diŕıamos que para spin-1 o tensor de Ricci consiste

da própria equação de movimento derivada a partir da ação de Maxwell, ou seja

∂μF
μν com F μν = ∂μAν − ∂νAμ. Sendo assim, pode-se propor que o tensor de

Ricci para spin-3 seja uma generalização direta do tensor dado em (2.16), usando

para isso a segunda definição da conexão de spin para spin-3 (de segunda ordem

nas derivadas) dada em (2.12). Isso nos leva à:

Rμνλ ≡ 1

2
Γα
αμνλ = �φμνλ − ∂(μ∂αφ

α
νλ + ∂(μ∂νφλ). (2.17)

Aplicando o traço ημνRμνλ na expressão acima, obteremos o equivalente ao escalar

de curvatura de Riemann, o qual por sua vez é na realidade um vetor dado por:

Rλ ≡ 2

[
�φλ − ∂α∂βφ

αβ
λ +

1

2
∂λ∂

αφα

]
. (2.18)

Logo, pode se introduzir um tensor de Einstein definido em termos do tensor de

Ricci e seu traço dado pelas expressões (2.17) e (2.18).

Gμνλ ≡ Rμνλ − 1

2
η(μνRλ). (2.19)

De fato, a lagrangiana de [15] que descreve part́ıculas de spin-3 sem massa tem

como equações de movimento:

Gμνλ = 0. (2.20)

Basicamente o tensor de curvatura de Riemann consiste de um rotaci-

onal aplicado sobre o campo fundamental. Desta forma para spin-1, uma vez

que o campo fundamental é Aμ com δαAμ = ∂μα o tensor de curvatura (de

primeira ordem nas derivadas) é dado pelo rotacional invariante Fμν . No caso

de spin-2 (linearizado) temos o campo fundamental simétrico fμν que se trans-

forma como δξfμν = ∂(μξν). Não existe uma combinação de primeira ordem

A∂αfμν + B∂μfνα + ∂νfμα que seja invariante por δξfμν . Portanto o “rotacio-

nal” do campo fundamental tem que ser de segunda ordem. Agora o tensor de
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Riemann linearizado é dado por:

RL
γρλξ(f) = ∂γ∂ρfλξ − ∂ξ∂ρfλγ + ∂λ∂ξfγρ − ∂ρ∂ξfλγ. (2.21)

O qual é invariante por transformações gerais de coordenadas. Analogamente

o “rotacional” do campo fundamental φμνλ que é invariante por transfomações

gerais de coordenadas δξφμνλ = ∂(μξνλ) define então o tensor de Riemann de

terceira ordem nas derivadas:

Rμνλαβγ(φ) ≡ ∂α∂β∂γφμνλ − ∂μ∂β∂γφανλ

− ∂α∂ν∂γφμβλ + ∂μ∂ν∂γφαβλ

− ∂α∂β∂λφμνγ + ∂μ∂β∂λφανγ

+ ∂α∂ν∂λφμβγ − ∂μ∂ν∂λφαβγ. (2.22)

As simetrias nos ı́ndices desse tensor são generalizações das simetrias do tensor

de Riemann para spin-2. Ou seja o tensor é antissimétrico em cada par [μν], [λα]

e [βγ] e simétrico com respeito a troca dos pares. Ou seja, de spin-1 até spin-3

teŕıamos Fμν , R[μν][αβ] e R[μν][αβ][γλ].

As definições que foram feitas aqui, a partir de [18], são como dissemos

bastante restritas. As definições dos tensores de curvatura de Riemann, Ricci

e śımbolos de Christoffel segundo a relatividade geral são provenientes de uma

descrição verdadeiramente geométrica do espaço tempo. Para spins 1 e 3, do

nosso ponto de vista as analogias são de certa forma adaptações que seguem

alguma lógica.



Caṕıtulo 3

Os modelos auto-duais de spin-3

e a equivalência via Imersão de

Noether

Neste caṕıtulo apresentamos o método de Imersão de Calibre de No-

ether (ICN), tal método consite basicamente em conferir simetria de calibre à

teorias que não são invariantes. Para motivar nosso estudo feito para modelos

auto-duais de singletos de paridade de spin-3, vamos fazer uma breve introdução

falando sobre alguns resultados conhecidos para spin-1, bem como alguns resul-

tados para spin-2 que obtivemos.

3.1 A ICN para os modelos de spin-1 e spin-2

3.1.1 Spin-1

A Lagrangiana que descreve um singleto de paridade de spin-1 em D = 2 + 1 é

dada pelo modelo auto-dual proposto por [39]:

SAD(f
μ,m) =

∫
d3x

(
m2

2
fμfμ − m

2
εαβγfα∂βfγ

)
, (3.1)

23
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composto por um termo de Proca e um termo de Chern-Simons (CS). Sua

equação de movimento é dada por

f ν − 1

m
ενβγ∂βfγ = 0. (3.2)

Os modelos auto-duais LAD(f
μ,m) e LAD(f

μ,−m) descrevem separa-

damente singletos de paridade +1 e −1. No entanto devido a presença do

termo de Proca, ambos não são invariantes pela transformação de calibre U(1),

δαAμ = ∂μα. Existem diferentes formas de conferir simetria de calibre a teorias

que a não possuem. Um procedimento através do qual isso é posśıvel é conhe-

cido como Imersão de Calibre de Noether ICN , e foi explorado pelos autores de

[4] no contexto de teorias de spin-1. Vamos demonstrar o funcionamento deste

método diretamente quando falarmos mais a frente do caso de spin-3. Por hora,

é suficiente dizer que fazendo a imersão da simetria de calibre U(1) vamos obter

uma teoria invariante de calibre e de segunda ordem nas derivadas, tal teoria é

chamada de Maxwell Chern-Simons [8]:

SMCS =

∫
d3x

(
−1
4
F μνFμν +

m

2
εμναAμ∂νAα

)
. (3.3)

Das equações de movimento derivadas do modelo MCS conclui-se que:

∂μF
μν +mεναβ∂αAβ = 0. (3.4)

No entanto, para uma comparação entre as equações de movimento dos modelos

MCS e AD, é interessante escrever essa equação, em termos do que chamamos

de forma dual do tensor F μν .

F μ ≡ 1

2
εμαβFαβ = εμαβ∂αAβ, (3.5)

de onde vem naturalmente a identidade de Bianchi:

∂μF
μ = 0. (3.6)

Além disso, invertendo a relação (3.5) e substituindo em (3.4), ficamos com

−εναβ∂αFβ +mF ν = 0. (3.7)
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vemos então, vide (3.2), que os modelos MCS e AD descrevem a mesma f́ısica

classicamente, haja visto que a parte invariante de calibre das equações de movi-

mento do modelo MCS corresponde às equações de movimento do modelo AD.

3.1.2 Spin-2

Vamos usar uma notação parecida com a formulação em termos de formas di-

ferenciais, que utilizamos em [3], e que será usada novamente quando estiver-

mos trabalhando com teorias descrevendo part́ıculas massivas de spin-3. Nessa

notação temos o seguinte dicionário:∫
(f 2)FP ≡

∫
d3x (f 2 − fμνf

μν), (3.8)

∫
f · df ≡

∫
d3x εμναfμβ∂νf

β
α , (3.9)∫

f · dΩ(f) ≡
∫

d3x εμναfμβ∂νΩ
β

α (f). (3.10)

Onde fμν é um tensor de posto-2 arbitrário, com f = ημνfμν . Ω ν
μ (f) é uma

combinação de derivadas dos campos dada por :

Ω ν
μ (f) = ενβγ [∂μfγβ − ∂β(fγμ + fμγ)] . (3.11)

A lagrangiana que descreve um singleto de paridade +2 massivo em D = 2+1 foi

constrúıda em completa analogia com o modelo auto-dual de spin-1, pelos autores

em [7], ela é dada por 1:

S
(2)
AD1 =

∫ [
m

2
f · df + m2

2
(f 2)FP

]
. (3.12)

Em [2] mostramos que através da técnica da ICN é posśıvel de forma sistemática

obter uma sequência de quatro modelos auto-duais impondo sucessivamente si-

metrias de calibre. A primeira simetria imposta,

δξfμν = ∂μξν , (3.13)

1S
(s)
ADp significa que temos um modelo auto-dual de ordem “p” em derivadas e de spin-s
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nos leva do modelo de primeira ordem (3.12) para um modelo auto-dual de se-

gunda ordem [7, 43], dado pela soma da ação linearizada (eμa = ημa + fμa) de

EH com um termo de Chern-Simons de primeira ordem.

S
(2)
AD2 =

∫ [
−1
4
f · dΩ(f)− m

2
f · df

]
. (3.14)

Verificamos então que o termo de Eintein-Hilbert, que só depende da combinação

simétrica f(μν) possui uma simetria de calibre que o termo de Chern-Simons de

primeira ordem não possui, a simetria é dada por:

δΛfμν = εμναΛ
α. (3.15)

Dessa forma é natural fazer novamente a imersão desta simetria através da técnica

de ICN . O resultado obtido é uma ação de terceira ordem nas derivadas equi-

valente ao truncamento quadrático nas flutuações (eμν = ημν + fμν) do dreinbein

da gravidade topologicamente massiva de [8].

S
(3)
AD2 =

∫
d3x

[
1

4
f · dΩ(f) + 1

8m
Ω(f) · dΩ(f)

]

=

∫
d3x

[
−1
2

√−gR− 1

8m
εμναΓρ

μγ

(
∂νΓ

γ
ρα +

2

3
Γγ
νδΓ

δ
αρ

)]
ff

. (3.16)

O subscrito ff refere-se ao fato de que temos a teoria linearizada. Ocorre

neste ponto uma mudança da caracteŕıstica tensorial dos campos envolvidos.

No começo, os campos eram não simétricos, porém, como ambos os termos de

(3.16) são invariantes sob (3.15) a teoria (3.16) só depende efetivamente da parte

simétrica f(μν). Pode-se pensar que a maneira natural de descrever os modos de

spin-2 seria através de campos simétricos desde o prinćıpio, ao invés de campos

não simétricos. No entanto o autor em [31] deixa claro que a parte antissimétrica

dos campos f[μν], atuando como se fosse um multiplicador de Lagrange, é ne-

cessária para a eliminação de graus de liberdade espúrios de spin-1 quando tra-

balhamos com um formalismo de primeira ordem como em (3.12). Da mesma

forma que o traço f é responsável pela eliminação do modo de spin-0.

Partindo do modelo auto-dual de terceira ordem nas derivadas dado por

(3.16) fizemos em [2] a imersão de uma simetria de calibre do tipo Weyl, dada
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por:

δηfμν = φημν , (3.17)

usando do fato de que o termo de Chern-Simons de terceira ordem é invariante

sob tal transformação enquanto o termo de Einstein-Hilbert não é. Isso nos levou,

vide [2], a um novo modelo auto-dual de quarta ordem nas derivadas dado pela

soma de um termo de Chern-Simons de terceira ordem e um termo de quarta

ordem proposto em [1] para compor o que aqueles autores chamaram de “New

Massive Gravity”NMG em D = 2 + 1. O modelo auto-dual é então dado por:

S
(4)
AD2 =

∫ [
− 1

4m2
Ω(f) · dΩ(Ω(f))− 1

8m
Ω(f) · dΩ(f)

]

=

∫
d3x

[
1

2m2

(
RμνRμν − 3

8
R2

)
+

1

8m2
εμναΓρ

μγ

(
∂νΓ

γ
ρα +

2

3
Γγ
νδΓ

δ
αρ

)]
ff

.

(3.18)

O novo modelo auto-dual de quarta ordem é por sua vez invariante por todas as

simetrias de calibre anteriores, isto é por (3.13, 3.15, 3.17). Desde que não temos

mais simetrias para ser impostas, e ambos os termos da ação (3.18), são inva-

riantes pelo mesmo conjunto de simetrias, conclúımos que a cadeia de modelos

descrevendo singletos de spin-2 massivos termina no modelo de quarta ordem.

Em [2] chamamos a versão completa (não linear) de (3.18) de gravitação topo-

logicamente massiva de ordem superior (GTMOS). Simultaneamente ao nosso

trabalho o mesmo modelo gravitacional foi proposto em [9]. Desde então vários as-

pectos da teoria GTMOS estão sendo explorados, vide como exemplos as citações

de [2, 9].

3.2 O modelo auto-dual de primeira ordem

Inspirados pelas formulações auto-duais de spin-1 [39] e spin-2 [7], os

autores em [23] propuseram um modelo auto-dual de primeira ordem capaz de

descrever um singleto de paridade com spins +3 ou −3 massivo em D = 2 + 1

dimensões. A formulação necessária para descrever tal singleto é a formulação não
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simétrica em analogia com o caso de spin-2 [7]. O modelo auto-dual de primeira

ordem é dado por:

S1[ω,A, φ] =

∫
d3x

[
m

2
εμναωμ(βγ)∂νω

(βγ)
α − m2

6
εμναεβγρημβων(γδ)ω

δ)
α(ρ

+ m2 ωμA
μ − 9m εμναAμ∂νAα − 9m2 AμA

μ +m φ∂μA
μ +

m2

48
φ2

]
.

(3.19)

O primeiro termo de (3.19) é análogo ao termo de Chern-Simons de spin-1 e de

spin-2 (vide(3.1) e (3.12)), enquanto o termo de massa é o análogo do termo de

Proca para spin-1 ou Fierz-Pauli de spin-2. Como a soma destes dois termos

não descreve somente um singleto de spin-3 massivo, é necessário acrescentar

os demais campos auxiliares à lagrangiana. É necessário primeiramente provar

que tal modelo descreve de fato um singleto de paridade com spins +3 ou −3
dependendo do sinal da massa “m”. Para isso devemos derivar a partir das

equações de movimento as chamadas condições de Fierz-Pauli. Eliminando todos

os graus de liberdade espúrios. Em seguida, definidos os geradores de translação

e rotação para estados de spin-3 devemos estabelecer a partir das equações de

movimento a condição de Pauli-Lubanski explicitando dessa forma que o grau

de liberdade restante corresponde de fato ao modo de spin +3 e −3 vide (1.4).
Começamos por analisar as equações de movimento, de (3.19) nós temos a equação

de movimento para o campo ωμ(βγ):

Hμ(βγ) =
δS1[ω,A, φ]

δωμ(βγ)

= −mEμαω (βγ)
α +

m2

6
(ημβωγ + ημγωβ − ωβ(μγ) − ωγ(μβ))

+
m2

2

(
ημβAγ + ημγAβ − 2

3
ηβγAμ

)
= 0. (3.20)

Da equação de movimento para o campo vetorial Aμ, temos que:

F μ =
δS1[ω,A, φ]

δAμ

= 18EμαAα − 18mAμ +mωμ − ∂μφ = 0. (3.21)

Para o campo escalar φ temos que:

G =
δS1[ω,A, φ]

δφ
=

m2

24
φ+m∂μA

μ = 0. (3.22)
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Destas três equações vamos agora derivar as condições de Fierz-Pauli. Primeira-

mente aplicamos uma derivada ∂μ à Hμ(βγ) obtendo:

∂βωγ + ∂γωβ − ∂μ
(
ωβ(γμ) + ωγ(βμ)

)
= 2ηβγ∂μA

μ − 3(∂βAγ + ∂γAβ). (3.23)

A seguir considere a equação: ελμβH
μ(βγ) + εγμβH

μ(β
λ) = 0. Ela nos leva a:

∂βωγ + ∂γωβ − ∂μ(ω
β(μγ) + ωγ(μβ)) =

m

6
(εβμαω

α(μγ) + εγμαω
α(μβ)). (3.24)

Tomando o traço de Hμ(βγ), isto é ημβH
μ(βγ), temos a seguinte equação:

Eαμω
α(μγ) +

m

2
ωγ +

5m

3
Aγ = 0. (3.25)

Isolando φ de (3.22) e substituindo em (3.21) teremos:

ωγ = 18Aγ − 18

m
EγνAν − 24

m2
∂γ∂νA

ν . (3.26)

Aplicando as derivadas ∂β∂γ à (3.23) e (3.24) e tomando a diferença entre estas

equações vem que:

−4�∂μA
μ = −m

3
Eαμ∂λω

α(μλ). (3.27)

Em seguida aplicando ∂γ nas equações (3.25) e usando o resultado de (3.27)

conclúımos que:

�∂μA
μ = −m2

24
∂μω

μ − 5m2

36
∂μA

μ, (3.28)

enquanto ∂γ nas equações (3.26) nos dá:(
�− 3m2

4

)
∂μA

μ = −m2

24
∂μω

μ. (3.29)

Usando (3.29) em (3.28) chegamos a conclusão que ∂μA
μ = 0 = ∂μω

μ. Logo de

(3.22) conclúımos que φ = 0.

Agora definindo os vetores Sα = ∂β∂γω
(βγ)

α e Tα = ∂μ∂λωμ(λα), se fizer-

mos ∂β∂γH
μ(βγ) e ∂μ∂βH

μ(βγ) teremos respectivamente:

EμαSα +
m

3
(T μ +�Aμ) = 0, (3.30)

�ωγ + 3�Aγ = T γ + Sγ. (3.31)
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Em seguida tomando EμβH
μ(βγ) usando os resultados anteriores é posśıvel deter-

minar:

T γ = �ωγ − 3�Aγ +
16m

3
EγβAβ − 16m2

9
Aγ. (3.32)

De (3.32) e (3.31) determina-se Sγ como sendo:

Sγ = 6�Aγ − 16m

3
EγβAβ +

16m2

9
Aγ. (3.33)

Aplicando Eβγ em (3.25) conclúımos que:

Sβ − T β +�ωβ +
32m

3
EβγAγ − 9�Aβ = 0. (3.34)

Substituindo (3.32) e (3.33) em (3.34) teremos após algum cálculo Aγ = 0. Sendo

assim conclúımos a partir de (3.26) que: ωγ = 0. De volta com estes resultados

em (3.31) e (3.34) temos T μ = 0 = Sμ. Além disso com Aγ = 0 = ωγ em (3.23)

nós temos a transversalidade dos campos ωμ(βγ), isto é:

∂μ(ω
β(γμ) + ωγ(βμ)) = 0. (3.35)

Usando os resultados anteriores conclúımos após aplicar Eλμ em (3.20) que:(
�− m2

9

)
ω

(βγ)
λ = 0. (3.36)

Neste ponto a massa poderia então ser redefinida por um fator 3, no entanto

manteremos a mesma notação de [23]. De volta com todos os resultados em

(3.25), e aplicando ∂γ à (3.23) conclui-se que ∂γω
μ(βγ) = 0. Com isso conclúı-se

que a parte antissimétrica dos campos ωμ(βγ) é nula, ou seja:

ωμ(βγ) − ωβ(μγ) = 0. (3.37)

Portanto as condições de Fierz-Pauli (1.1, 1.2, 1.3) foram satisfeitas a partir das

equações de movimento. É oportuno neste momento definirmos os geradores de

translação e rotação para estados de spin-3. Este gerador é obtido a partir da

expressão geral de [28], e então temos:

(Jα
3 )

βγλ
μνρ =

i

12
ε

α(β
(μ δγν δ

λ)
ρ)
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=
i

3

(
ε αβ
μ ISγλνρ + ε αβ

ν ISγλμρ + ε αβ
ρ ISγλνμ

+ ε αγ
μ ISβλνρ + ε αγ

ν ISβλμρ + ε αγ
ρ ISβλμν

+ ε αλ
μ ISβγνρ + ε αλ

ν ISβγμρ + ε αλ
ρ ISβγμν

)
, (3.38)

onde:

ISβγμν =
(δβμδ

γ
ν + δβν δ

γ
μ)

2
, (3.39)

é a identidade simétrica de posto-2. O gerador de rotações J3 dado por (3.38)

obedece as seguintes relações:

(Jα
3 )

βγλ
μνρ(J

α
3 )

σφω
βγλ = s(s+ 1)Iσφω

μνρ , (3.40)

com s = 3 neste caso. Na última expressão temos:

Iσφω
μνρ = −ISσφωμνρ +

1
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[
δμν(δ

φ
ρ δ

ωσ + δσφδωρ + δσρ δ
ωφ) + (ρ↔ ν) + (μ↔ ρ)

]
. (3.41)

Onde:

ISσφωμνρ =
1

3
(δσμISφωνρ + δφμISσωνρ + δωμISσφνρ ), (3.42)

é a identidade simétrica de posto-3. Além da relação (3.40) temos também a

álgebra: [
(Jα

3 )
βγλ
μνρ , (J

ξ
3 )

σφω
βγλ

]
= iε ξα

δ (Jδ
3 )

σφω
μνρ . (3.43)

Por fim, de (3.20) demonstra-se a relação de Pauli-Lubanski, dada por:

(P · J3 − sm)σφωμνρ ωσφω = 0. (3.44)

As relações (3.43) e (3.40) estão demonstradas no apêndice - B. Aqui s = 3

e ωσφω é totalmente simétrico e sem traço, como foi demonstrado através das

condições de Fierz-Pauli. Já que apresentamos algumas caracteŕısticas das teorias

de spin-3 massivas, vamos no próximo caṕıtulo apresentar alguns resultados que

conhecemos para teorias de spin-1 e spin-2 massivas sob a perspectiva de alguns

métodos de dualização. Em seguida de posse dessas motivações vamos aplicar

estes métodos às teorias de spin-3.
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3.3 ICN para os modelos de spin-3

3.3.1 Do modelo AD(1) para o modelo AD(2)

Primeiramente é necessário dizer que vamos nos basear na seguinte

notação:

ξμ(βγ) = E λ
μ ωλ(βγ), (3.45)

onde temos o campo parcialmente simétrico ωμ(βγ) com traço nulo com respeito

ao par de ı́ndices simétricos, isto é ηβγωμ(βγ) = 0, porém ημβωμ(βγ) = ωγ �= 0. Nos

depararemos com a combinação dada por:

Ωμ(βγ)(ω) = 3(ξβ(μγ) + ξγ(μβ) − ξμ(βγ))− 2ηβγξμ, (3.46)

que possui a mesma simetria de ωμ(βγ). É importante diferenciar duas situações.

Quando escrevermos Ωμ(βγ)(ω) queremos dizer que Ωμ(βγ) depende de ωμ(βγ) através

de ξμ(βγ). Quando somente estivermos nos referindo a estrutura tensorial usare-

mos um til:

Ω̃μ(βγ)(ω) = 3(ωβ(μγ) + ωγ(μβ) − ωμ(βγ))− 2ηβγωμ. (3.47)

Neste caso ωμ(βγ) é um campo fundamental, no sentido de que não depende de

outro campo. Por exemplo (3.46) pode ser escrita como: Ωμ(βγ)(ω) = Ω̃μ(βγ)(ξ).

Devido ao termo de massa em ωμ(βγ), a ação (3.19) não é invariante

sob a transformação de calibre que deixa apenas o termo do tipo Chern-Simons

invariante, isto é:

δΛ̃ωμ(βγ) = ∂μΛ̃(βγ). (3.48)

Com ηβγΛ̃(βγ) = 0. Vamos então impor esta simetria de calibre ao modelo auto-

dual de primeira ordem com o intuito de obter uma ação invariante, a qual de

nossa experiência anterior sabemos que será de segunda ordem nas derivadas.

Primeiramente vamos reescrever a ação (3.19) fazendo:

S
(3)
AD1[ω,A] =

∫
d3x

[
−m

2
ξμ(βγ)ω

μ(βγ) +
m2

6
(ωμω

μ − ωμ(βγ)ω
β(μγ)) +m2ωμA

μ

+ jμ(βγ)ω
μ(βγ)

]
+ S[A], (3.49)
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onde reescrevemos o termo massivo e adicionamos um termo de fonte jμ(βγ) o

qual nos permite mais a frente estabelecer o mapeamento dual entre os modelos.

A lagrangiana S[A] contém o campo auxiliar vetorial necessário para descrever

corretamente um singleto de spin-3 massivo e é dada por:

S[A] =

∫
d3x

[−9m εμναAμ∂νAα − 9m2 AμA
μ − 12(∂μA

μ)2
]

(3.50)

O procedimento de imersão de calibre de Noether, consiste em modificar

a ação original, não invariante, adicionado a ela um termo quadrático (invariante

de calibre) no tensor de Euler. Neste sentido garantimos a imersão das equações

de movimento. Sendo assim, seja o tensor de Euler com respeito ao campo de

spin-3:

δS
(3)
AD1 =

∫
d3xKμ(βγ)δωμ(βγ), (3.51)

com

Kμ(βγ) = −mξμ(βγ) +
m2

6
(ημβωγ + ημγωβ − ωβ(μγ) − ωγ(μβ))

+
m2

2
fμ(βγ)(A) + jμ(βγ). (3.52)

Note que ηβγK
μ(βγ) = 0 e:

fμ(βγ)(A) = ηβμAγ + ηγμAβ − 2

3
ηβγAμ. (3.53)

Fazemos agora nossa primeira iteração na ação original, modificando-a através da

soma de um termo proporcional ao tensor de Euler. Para fazer isso é necessária,

a introdução de um campo auxiliar com as mesmas propriedades de ωμ(βγ), o qual

vamos chamar de aμ(βγ), tal que se acopla ao tensor de Euler da seguinte forma:

S1 = S
(3)
AD1 −

∫
d3x aμ(βγ)K

μ(βγ). (3.54)

O subscrito “1” na ação acima refere-se à primeira iteração que estamos fazendo.

Agora, seja a variação de calibre da ação acima tomada com respeito aos campos

de spin-3:

δΛ̃S1 =

∫
d3xKμ(βγ)δΛ̃ωμ(βγ) −

∫
d3xKμ(βγ)δΛ̃aμ(βγ) −

∫
d3x δΛ̃K

μ(βγ)aμ(βγ),

(3.55)
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percebemos que se a variação do campo auxiliar coincide com a variação do campo

de spin-3, isto é:

δΛ̃ωμ(βγ) = δΛ̃aμ(βγ) = ∂μΛ̃(βγ), (3.56)

então teremos:

δΛ̃S1 = −
∫

d3x δΛ̃K
μ(βγ)aμ(βγ). (3.57)

Tomando a variação do tensor de Euler com respeito à transformação de calibre

(3.48), e substituindo de volta em (3.57), conclui-se que uma ação da forma:

S2 = S1 −
∫

d3x

[
aμ(βγ)K

μ(βγ) − m2

6
(aμa

μ − aμ(βγ)a
β(μγ))

]
, (3.58)

onde o subscrito “2” refere-se à segunda iteração. A ação S2 é então invariante

sob a transformação de simetria (3.48) que queremos impor. Resta agora resolver

a equação de movimento para os campos auxiliares em termos do tensor de Euler.

Pode-se fazer isso de forma simples mas, levando em conta que os detalhes são

demasiadamente técnicos, vamos suprimi-los no momento. O resultado pode ser

organizado da seguinte forma:

aμ(βγ) = −Ω̃μ(βγ)(K)

m2
, aγ = −Ω̃γ(K)

m2
. (3.59)

Onde usamos a combinação Ω̃μ(βγ) dada por (3.47) ou seja:

Ω̃μ(βγ)(K) = 3(Kβ(μγ) +Kγ(μβ) −Kμ(βγ))− 2ηβγKμ , Ω̃γ(K) = ημβΩ̃μ(βγ)(K).

(3.60)

Desta forma temos:

S2 = S1

+

∫
d3x

{
Kμ(βγ)Ω̃μ(βγ)(K)

m2
+

1

6m2

[
Ω̃μ(K)Ω̃μ(K)− Ω̃μ(βγ)(K)Ω̃β(μγ)(K)

]}
.

(3.61)

Substituindo (3.60) temos então:

S2 = S1 − 3

2m2

∫
d3x

[
2Kμ(βγ)K

β(μγ) −Kμ(βγ)K
μ(βγ)

]
. (3.62)
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É oportuno comentar que os termos acrescentados a S1 em (3.61) são quadráticos

no tensor de Euler o que garante que as equações de movimento de S1, ou seja,

Kμ(βγ) = 0 estão imersas nas equações de movimento δS2 = 0. Isso é t́ıpico da

ICN . A substituição do tensor de Euler (3.52) em (3.61) nos leva por fim a uma

ação invariante pela transformação de calibre (3.48).

S2 =

∫
d3x

[
1

2
ξμ(βγ)Ω

μ(βγ)(ω) +
m

2
ξμ(βγ)ω

μ(βγ) + 2mξμA
μ − jμ(βγ)F

μ(βγ)(ω,A)

]
+ S

′
[A], (3.63)

onde temos Ωμ(βγ)(ω) segundo nossa definição dada em (3.46). F μ(βγ) e S ′[A]

aparecem em (3.64) e (3.68), respectivamente. Como δξμ(βγ) = E λ
μ δωλ(βγ) = 0

sob (3.48), logo o primeiro termo de (3.63), que é de segunda ordem, é invariante

sob (3.48). Este termo faz um papel análogo ao termo de Einstein-Hilbert quando

tratávamos do caso de spin-2. É posśıvel, como pode-se ver no apêndice-C, pela

mudança de variáveis dada em (2.7), escrevê-lo em termos de um campo total-

mente simétrico φμβγ , e então demonstrar que ele na verdade é o termo cinético

proposto originalmente por Singh e Hagen em [15] para descrever a part́ıcula de

spin-3 sem massa. Aqui ele foi gerado a partir do modelo auto-dual de primeira

ordem (3.19) via imersão da simetria (3.48). Da mesma forma que o termo de

Maxwell é gerado a partir do modelo auto-dual de spin-1 quando partimos de

(3.1) para (3.3), vide em mais detalhes em [25]. Além disso notamos como de

costume uma mudança no sinal do termo de Chern-Simons com relação a ação

de primeira ordem e também uma mudança do tipo de termo de interação entre

os campos de spin-3 ωμ(βγ) e os campos auxiliares vetoriais Aμ. Na ação de pri-

meira ordem a interação era do tipo m2ωμA
μ enquanto que agora temos 2mξμA

μ

o qual é também invariante de calibre. O mapeamento dual entre as equações de

movimento da ação de segunda ordem S2 e as equações de movimento da ação

de primeira ordem S1 pode ser obtido através do dual F
μ(βγ):

F μ(βγ)(ω,A) =
Ωμ(βγ)(ω)

m
+ fμ(βγ)(A). (3.64)

Onde fμ(βγ)(A) está definido em (3.53). De posse desse mapeamento dual, de-

vemos ser capazes de recuperar as equações de movimento do modelo auto-dual
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de primeira ordem a partir das equações de movimento do modelo auto-dual de

segunda ordem. Derivando as equações de movimento para os campos vetoriais

Aμ a partir de (3.63) teremos:

18EαβAβ +mF α − 9mAα − ∂αφ = 0. (3.65)

Por outro lado derivando as equações de movimento com respeito aos campos

ωμ(βγ) temos:

−mEμ
αF

α(γβ) +mξμ(βγ) = 0. (3.66)

Da definição de F μ(βγ) dada em (3.64) nós temos:

mξβ(μγ) = −m2

6
(F γ(μβ) + F μ(γβ)) +

m2

6
(ημβF γ + ηγβF μ)

+
m2

2
(ημβAγ + ηγβ)− m2

3
ημγAβ. (3.67)

Substituindo então este resultado em (3.66) teremos exatamente a equação de mo-

vimento do modelo auto-dual de primeira ordem (3.20) com a troca de ωμ(βγ) →
Fμ(βγ). Sendo assim a equivalência entre S1 e S2 pelo menos no ńıvel das equações

de movimento fica demonstrada.

Observamos por fim que a ação envolvendo os campos auxiliares também

sofreu uma alteração passando de S[A] dada por (3.50) para S′[A] dada por:

S ′[A] =
∫

d3x

[
−9m εμναAμ∂νAα − 32m2

3
AμA

μ − 12(∂μA
μ)2

]
. (3.68)

Onde notamos que a única mudança nessa lagrangiana vem do fato que o proce-

dimento de imersão contribuiu com um termo de −(5m2/3)AμA
μ. A lagrangiana

de campos auxiliares se alterou de tal forma a manter a descrição coerente de um

modo massivo de spin-3. Nosso resultado pode ser comparado com o resultado

proposto por Aragone e Khoudeir na referência [24] onde os autores propõem uma

ação de segunda ordem. A única diferença vem do fato de que é necessário uma

redefinição dos campos vetoriais sendo que nosso campo vetorial vem acrecido de

um fator multiplicativo 2. Ou seja, 2Aμ = A
(AK)
μ onde o super escrito refere-se

aos autores daquele trabalho. Ao contrário da referência [24], aqui a lagrangiana
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de campos auxiliares foi gerada automaticamente a partir da imersão de sime-

tria e não teve que ser fixada a posteriori. Na próxima seção mostraremos que é

posśıvel através da técnica de imersão obter agora um modelo auto-dual de ter-

ceira ordem descrevendo uma part́ıcula de spin +3 ou −3 massiva em D = 2+ 1

(singleto de paridade).

3.3.2 Do modelo AD(2) para o modelo AD(3)

Nesta seção partiremos do modelo de segunda ordem obtido na seção

anterior o qual é invariante pela simetria de calibre (3.48) e vamos impor uma nova

simetria de calibre. A exemplo do que fizemos para spin-2 pensamos em utilizar

uma generalização da simetria (3.15) que usamos para ir do modelo de segunda

para o modelo de terceira ordem naquele caso. Essa generalização consiste no

que segue:

δΦωμ(βγ) = εμβρΦ
(ρ
γ) + εμγρΦ

(ρ
β). (3.69)

Não é dif́ıcil verificar que o termo de segunda ordem em (3.63) é invariante por

esta simetria. Porém o mesmo não é verdade para o termo de Chern-Simons

de primeira ordem. Sendo assim podemos novamente usar o procedimento de

imersão de Noether. De (3.63) calculamos o novo tensor de Euler, agora de

segunda ordem, e obtemos:

K
μ(βγ)
(2) = Eμ

λ

(
Ωλ(βγ)(ω) +mωλ(βγ) + fλ(βγ)(A)− 1

m
Ω̃λ(βγ)(j)

)
≡ Eμ

λK̃
λ(βγ). (3.70)

Neste ponto note que foi posśıvel fatorar um operador Eμ
λ em (3.70), isso vai ser

importante mais a frente. Em seguida propomos a primeira iteração da forma:

S1 = S
(3)
AD2 −

∫
d3x bμ(βγ)K

μ(βγ), (3.71)

com bμ(βγ) um campo auxiliar com as mesmas propriedades de ωμ(βγ). Logo, com

respeito a transformação de calibre (3.69) a ação S
(1)
2 tem a seguinte variação:

δΦS2 = −m

2

∫
d3x δ(bμ(βγ)E

μ
λb

λ(βγ)). (3.72)
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Ou seja:

S2 = S1 −
∫

d3x
(
bμ(βγ)K

μ(βγ)
(2) − m

2
bμ(βγ)E

μ
λb

λ(βγ)
)
, (3.73)

é por construção invariante pela simetria de calibre (3.69). Como hav́ıamos dito

anteriormente, já que é posśıvel fatorar um operador Eμ
λ na expressão para o

tensor de Euler (3.70), podemos então reescrever S
(2)
2 de forma que:

S2 = S1 +

∫
d3x

[
m

2

(
bμ(βγ) −

K̃
(2)
μ(βγ)

m

)
Eμ

λ

(
bλ(βγ) −

K̃
λ(βγ)
(2)

m

)

− 1

2m
K̃

(2)
μ(βγ)E

μ
λK̃

λ(βγ)
(2)

]
, (3.74)

onde K̃λ(βγ) está definido em (3.70). Fazendo agora bλ(βγ) → bλ(βγ)+ K̃λ(βγ)/m, o

primeiro termo entre colchetes em (3.74) se desacopla gerando um termo do tipo

bμ(βγ)E
μ
λb

λ(βγ) que não possui conteúdo f́ısico. Após integrar no campo auxiliar

bλ(βγ) ficamos com:

S2 = S1 − 1

2m

∫
d3x K̃μ(βγ)E

μ
λK̃

λ(βγ). (3.75)

Note agora que embora o acrécimo a S2 feito em (3.75) não seja quadrático

em Kμ(βγ), sua variação funcional é proporcional a Eμ
λK̃

λ(βγ) = Kμ(βγ), o que

garante que as equações de movimento de S2, isto é Kμ(βγ) = 0 estejam imersas

nas equações de movimento δS2 = 0. Substituindo K̃μ(βγ) de (3.70) teremos após

alguma álgebra:

S
(3)
AD3 =

∫
d3x

[
−1
2
ξμ(βγ)Ω

μ(βγ)(ω)− 1

2m
Ωμ(βγ)(ω)E

μ
λΩ

λ(βγ)(ω)

− fμ(βγ)(A)E
μ
λΩ

λ(βγ)(ω)− jμ(βγ)G
μ(βγ)(ω,A)

]
+ S

′′
[A], (3.76)

que é uma ação de terceira ordem em derivadas, invariante pelas simetrias de

calibre (3.48) e (3.69). Neste caso temos o dual Gμ(βγ) acompanhando o termo

de fonte em (3.79) dado por:

Gμ(βγ) = − 1

m
Ωμ(βγ)

(
Ω

m
+ f

)
+ fμ(βγ)(A). (3.77)

Os autores em [18] denominaram esse modelo, em analogia com o caso de spin-

2, de modelo topologicamente massivo para part́ıculas de spin-3. O segundo
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termo entre colchetes em (3.76) corresponde a um termo do tipo Chern-Simons

topológico de terceira ordem nas derivadas. Como era esperado o termo de in-

teração (terceiro em (3.76)) entre os campos de spin-3 e os campos auxiliares foi

modificado de forma a se tornar invariante pela simetria imposta. A equivalência

entre este modelo e os dois modelos obtidos anteriormente pode ser estudada

fazendo o mapeamento dual ωμ(βγ) → Gμ(βγ). Assim como no caso anterior a

lagrangiana de campos auxiliares sofreu uma alteração de tal forma que a ação

total continue descrevendo de forma coerente um modo massivo de spin-3. Dessa

vez a contribuição é para o termo de Chern-Simons vetorial e a ação de campos

auxiliares é dada por:

S
′′
[A] =

∫
d3x

[
−32m

3
εμναAμ∂νAα − 32m2

3
AμA

μ − 12(∂μA
μ)2

]
. (3.78)

Ou seja tivemos uma contribuição de (−5m/3)εμναAμ∂νAα quando passamos de

SD(2) para SD(3). Essa teoria de terceira ordem pode ser comparada com a

teoria topologicamente massiva de spin-3 proposta por [18]. Para fazer isso preci-

samos fazer uma comparação entre a formulação parcialmente simétrica conhecida

como frame-like na literatura que utilizamos até aqui e a formulação em termos

de campos totalmente simétricos utilizada em [18]. Essa comparação entre as

formulações pode ser encontrada no apêndice - A. Aqui vamos reescrever nosso

resultado (3.76) em termos de campos totalmente simétricos da seguinte forma:

S3[φ,A] =

∫
d3x

[
−1
2
φμβγG

μβγ(φ)− 3

2m
φβνλE

β
μG

μνλ(φ)− 4√
3
AμG

μ(φ)

+ j̃μβγ

(
− 3

m2
Eμ

ρG
ρβγ(φ)−

√
3

m
ηβγ(EμρAρ +mAμ)

)]
+ S

′′
[A],

(3.79)

com o tensor de Einstein Gμβγ(φ) dado em (2.19). Se fizermos as mudanças

m = 3m̃ e Aμ = Ãμ/4
√
3 recuperamos exatamente a ação de terceira ordem

proposta por [18]. Onde m̃ e Ãμ são a massa e campo vetorial respectivamente

usados naquele trabalho. Para a adaptação do termo de fonte, que agora deve

se acoplar a campos totalmente simétricos, utilizamos uma mudança de variáveis
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igual a utilizada para os campos ωμ(βγ), ou seja:

jμ(βγ) =
j̃μβγ√
3
+

ημβ j̃γ + ημγ j̃β

4
√
3

− ηβγ j̃μ

2
√
3
. (3.80)

Dessa forma, notamos que o termo de fonte se acopla aos campos to-

talmente simétricos na forma de uma ação de Chern-Simons de terceira ordem,

como podemos ver comparando-o com o segundo termo de (3.79).

Na próxima seção iremos fazer a imersão de uma nova simetria de calibre

que nos levará a um modelo de quarta ordem em derivadas. A simetria é como

veremos, uma generalização da simetria utilizada para irmos do modelo SD(1)

para o modelo SD(2), (3.48).

3.3.3 Do modelo AD(3) para o modelo AD(4)

Na primeira seção deste caṕıtulo utilizamos a simetria (3.48) onde

t́ınhamos um parâmetro arbitrário tensorial de posto 2 simétrico e sem traço em

seus ı́ndices. Pode-se verificar que o termo de Chern-Simons de terceira ordem

escrito em termos de campos totalmente simétricos, é invariante com respeito a

uma generalização dessa simetria onde tem-se um parâmetro simétrico arbitrário

e com traço não nulo, ou seja:

δΛφμβγ = ∂(μΛβγ), (3.81)

com Λβγ = Λγβ. O termo de Einstein-Hilbert por outro lado, bem como o termo

de interação entre o campo vetorial Aμ e o campo de spin-3 φμνλ não são inva-

riantes sob essa simetria. Dessa forma podemos fazer a imersão desta simetria

no modelo SD(3). Antes de prosseguir porém precisamos fazer algumas consi-

derações. Note que o tensor Gμβγ esta presente nos três primeiros termos da

ação (3.79). Seria então conveniente reescrever nossa ação explicitando um ope-

rador de segunda ordem contido em Gμνλ para prosseguir com o procedimento de

imersão. Essa tarefa pode ser evitada notando que na formulação não simétrica

isso é mais fácil de ser feito. Olhando para a expressão (3.76) notamos que existe

um operador Eμ
λΩ

λ(βγ) comum a três dos termos da ação. No entanto, haja
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visto que iremos optar por fazer a imersão de calibre utilizando a notação não

simétrica, devemos fazer uma redefinição da simetria de calibre (3.81) para os

campos não simétricos. Em termos destes campos a simetria é um tanto quanto

mais complicada e pode ser reescrita usando (3.81) em (2.7) como:

δΛωλ(βγ) = ∂(λΛβγ) +
ηλβ
4
(∂γΛ + 2∂αΛαγ)

+
ηλγ
4
(∂βΛ + 2∂αΛαβ)− ηγβ

2
(∂λΛ + 2∂αΛαλ). (3.82)

Calculando o tensor de Euler a partir da ação (3.76) nós temos:

Kμ(βγ) = −Eμ
λΩ

λ(βγ)(ω)− 1

m
Eμ

λΩ
λ(βγ)(Ω)−Eμ

λΩ
λ(βγ)(f(A))+

1

m2
Eμ

λΩ
λ(βγ)(Ω(j)).

(3.83)

Sendo assim propomos:

S1 = S
(3)
AD3 −

∫
d3x aμ(βγ)K

μ(βγ), (3.84)

de forma que quando fazemos a variação com respeito à simetria de calibre (3.82),

tendo em vista que os últimos três termos de (3.83) são invariantes, ficamos com:

δΛS1 =
1

2

∫
d3x δΛ(aμ(βγ)E

μ
λΩ

λ(βγ)(a)), (3.85)

já que usamos para a variação do campo auxiliar δΛaμ(βγ) = δΛωμ(βγ). Logo é

evidente que a ação:

S2 = S1 −
∫

d3x

[
aμ(βγ)K

μ(βγ) +
1

2
aμ(βγ)E

μ
λΩ

λ(βγ)(a)

]
, (3.86)

é invariante sob (3.82). Notamos anteriormente que, como todos os termos com-

pondo o tensor de Euler possuem em comum um operador de segunda ordem dado

por Eμ
λΩ

λ(βγ), como pode ser verificado na expressão (3.83), é posśıvel colocá-lo

em evidencia de tal forma que:

Kμ(βγ) = −Eμ
λΩ

λ(βγ)

(
ω +

1

m
Ω(ω) + f(A)− 1

m2
Ω(j)

)
= −Eμ

λΩ
λ(βγ)(b). (3.87)

Onde definimos bμ(βγ) dado por:

bμ(βγ) = ωμ(βγ) +
1

m
Ωμ(βγ)(ω) + fμ(βγ)(A)− 1

m2
Ωμ(βγ)(j). (3.88)
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Logo podemos reescrever S2 tal que:

S2 = S1 −
∫

d3x

[
−aμ(βγ)Eμ

λΩ
λ(βγ)(b) +

1

2
aμ(βγ)E

μ
λΩ

λ(βγ)(a)

]

= S1 −
∫

d3x

[
1

2
(aμ(βγ) − bμ(βγ))E

μ
λΩ

λ(βγ)(a− b)− 1

2
bμ(βγ)E

μ
λΩ

λ(βγ)(b)

]
.

(3.89)

Agora, se fizermos aμ(βγ) → aμ(βγ)+bμ(βγ), o primeiro termo em (3.89) se desacopla

e podemos integrar no campo auxiliar aμβγ .
2 Fazendo isso, após alguma álgebra

temos uma ação de terceira ordem nas derivadas dada por:

S2 = S1 +
1

2

∫
d3x bμ(βγ)E

μ
λΩ

λ(βγ)(b) (3.90)

Substituindo bμ(βγ) dado pela expressão (3.87), teremos após algum cálculo a ação

de quarta ordem nas derivadas:

S
(3)
AD4 =

∫
d3x

[
1

2m
Ωμ(βγ)(ω)E

μ
λΩ

λ(βγ)(ω) +
1

2m2
Ωμ(βγ)(ω)E

μ
λΩ

λ(βγ)(Ω)

1

m
fμ(βγ)(A)E

μ
λΩ

λ(βγ)(Ω)− 1

m3
Ω̃μ(βγ)(j)E

μ
λΩ

λ(βγ)(Ω)− jμ(βγ)H
μ(βγ)(A)

]
+ S

′′′
(A). (3.91)

Com:

Hμ(βγ) = − 1

m
Ωμ(βγ)(G) + fμ(βγ)(A). (3.92)

Onde agora temos a seguinte ação auxiliar:

S
′′′
(A) =

∫
d3x

[
−32
3
Aμ�θμνAν − 32m

3
εμναAμ∂νAα − 32m2

3
AμA

μ.

]
(3.93)

Não há na literatura uma ação de quarta ordem nas derivadas descre-

vendo um singleto de spin-3 massivo em D = 2+ 1. Em [34] os autores oferecem

uma equação de movimento de quarta ordem, mas não apresentam uma ação de

onde se deriva esta equação de movimento. Além disso os mesmos autores não

2É fundamental que o primeiro termo de (3.89) não tenha conteúdo f́ısico para que possa

realmente ser dispensado sem consequências para o espectro da teoria. Veremos que isso é o

que acontece com este termo por se tratar de um termo de Chern-Simons de terceira ordem. A

demonstração pode ser encontrada na seção 5.1 do próximo caṕıtulo.
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levam em conta os campos auxiliares necessários para a descrição coerente do

singleto de paridade. Aqui apresentamos o modelo completo, com uma ação de

campos auxiliares deduzida de forma sistemática a partir da sequência de mode-

los auto-duais. Até o momento não verificamos a possibilidade de nossa ação de

quarta ordem dar origem as equações de movimento de [34]. Outro fato impor-

tante é que em [34] os autores propõem um modelo de quinta e outro de sexta

ordem nas derivadas. Através das técnicas de dualização utilizadas nessa tese,

até o momento não conseguimos prosseguir com a sequência de modelos auto-

duais até sexta ordem. Isso se deve ao fato de não conhecermos novas simetrias

para impor sobre o modelo de quarta ordem. Como vimos no decorrer de nossos

cálculos a ação de campos auxiliares é a prinćıpio uma teoria auto-dual de spin-1

somado um termo de fixação de calibre. Esta ação mudou para uma teoria de

Maxwell-Chern-Simons-Proca, quando chegamos no modelo de quarta ordem. É

curioso pensar como ficará a ação de campos auxiliares para o modelo de quinta

e sexta ordem.



Caṕıtulo 4

Dualidade via Ação Mestra

Até o momento a equivalência entre os modelos é vislumbrada somente

no ńıvel clássico, olhando para as equações de movimento levando em conta o

mapeamento dual. A equivalência entre os modelos, no entanto deve ser garantida

ao ńıvel quântico. O método pelo qual podemos abordar essa questão é conhecido

como método da ação mestra. Neste caṕıtulo mostraremos como estabelecer a

equivalência quântica entre as quatro formulações de modelos auto-duais de spin-

3 que estamos estudando nessa tese. Contaremos com o fato de que alguns dos

termos que estamos usando não possuem conteúdo f́ısico, isto é, suas equações de

movimento possuem solução geral do tipo puro calibre. Veremos a seguir quais

termos são deste tipo e podem ser utilizados como termos de mistura [44] para

compor uma ação mestra que interpole entre os modelos auto-duais.

4.1 Os termos sem conteúdo f́ısico

4.1.1 spin-1

Quando estamos trabalhando com teorias de spin-1 e queremos cons-

truir uma ação mestra que interpole entre os modelos auto-dual e Maxwell-Chern-

Simons, utilizamos como termo de mistura um termo de Chern-Simons abeliano

44



45

dado pela lagrangiana:

SCS1 =
m

2

∫
d3x εμναAμ∂νAα. (4.1)

Ao derivar as equações de movimento com respeito ao campo vetorial teremos:

EμαAα = 0. (4.2)

Percebemos que neste caso a solução geral para essa equação diferencial de pri-

meira ordem é uma solução do tipo puro calibre, isto é Aμ = ∂μΛ(x) onde Λ(x)

é uma função arbitrária de xμ. Note ainda que aplicando o śımbolo εμβγ a (4.2),

resulta que Fβγ = ∂βAγ − ∂γAβ = 0. É sabido que quando a curvatura de spin-1

Fβγ (vide seção 2.3.1) é nula temos uma solução do tipo puro calibre. Como (4.1)

é invariante por transformações de calibre podemos eliminar Aμ na concha de

massa completamente e assim conclúımos que (4.1), com condições de contorno

triviais, isto é Aμ(x→∞)→ 0, não tem conteúdo f́ısico.

4.1.2 spin-2

Vejamos agora para spin-2 emD = 2+1 quais termos podem ser usados

como termos de mistura. Teremos logo de ińıcio, um termo do tipo Chern-Simons,

de primeira ordem nas derivadas:

S
(1)
CS2 =

m

2

∫
f · df = m

2

∫
d3x εμναfμν∂νf

ν
α , (4.3)

com fμν não simétrico. Assim como acontece no caso de spin-1, (4.3) possui

solução geral do tipo puro calibre, isto é fμν = ∂μξν . Note que neste caso a

ação de Chern-Simons será invariante com respeito à transformação linear de

coordenadas δfμν = ∂μξν .

Também podemos usar como termo de mistura um termo de Einstein-

Hilbert linearizado (eμa = ημa + fμa), o qual é de segunda ordem nas derivadas.

Mostramos em [25] que tal termo pode ser escrito da seguinte forma:

SEHl = −1
2

∫
d3x

√−gR =
1

4

∫
f · dΩ(f) = −1

2

∫
d3x f(μν)E

μαEνβf(αβ). (4.4)
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Das equações de movimento com respeito ao campo agora simétrico f(μν) teremos:

EμαEνβf(αβ) = 0. (4.5)

Aplicando duas vezes o śımbolo de Levi-Civita a (4.5), teremos:

εμγρενλξE
μαEνβf(αβ) = RL

γρλξ(f) = 0. (4.6)

O resultado desta operação é o tensor de Riemann linearizado RL
γρλξ(f) dado

em (4.6), um objeto simétrico pela troca dos pares anti-simétricos [γρ] e [λξ] o

que prova que a ação de Einstein-Hilbert linearizada não possui conteúdo f́ısico

em D = 2 + 1 1. A solução geral de (2.21) (vide [18]) é do tipo puro calibre

f(μν) = ∂μξν+∂νξμ. Podemos eliminar completamente f(μν) pois (4.4) é invariante

sob δf(μν) = ∂μξν + ∂μξν .

Além dos dois termos (4.3) e (4.4) contamos ainda com um termo de

Chern-Simons de terceira ordem. Este termo é de natureza topológica, ou seja,

não depende da métrica explicitamente, portanto não contribui para o tensor

energia momento. Na forma linearizada, vide [25], o termo pode ser reescrito

como f (μν)�θμαEνβf
(αβ)/2m e pode-se mostrar que a solução da equação de mo-

vimento derivada desta lagrangiana também é puro calibre. Vejamos quais termos

poderemos usar como termos de mistura para spin-3.

4.1.3 spin-3

Para spin-3 a primeira alternativa óbvia é um termo do tipo Chern-

Simons de primeira ordem nas derivadas. Este termo pelo mesmo motivo obser-

vado para spins 1 e 2 não possui conteúdo f́ısico pois sua ação é da forma:

S
(1)
CS3 =

m

2

∫
d3x εμναω

μ(βγ)∂νωα(βγ), (4.7)

e das equações de movimento observa-se que a solução geral é do tipo puro calibre

ou seja: ωμ(βγ) = ∂μΛ(βγ).

1É conhecido que a ação de Einstein-Hilbert completa, isto é S =
∫
d3x

√−gR não possui

graus de liberdade propagantes, vide por exemplo [8].
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Podemos também utilizar um termo de Singh-Hagen como termo de mis-

tura, o qual é o análogo do termo de Einstein-Hilbert (s = 2) e de Maxwell (s = 1)

para s = 3. Tal ação (vide apêndice-C) pode ser escrita tanto na sua forma não

simétrica quanto na forma simétrica:

SSH =
1

2

∫
d3xωμ(βγ)E

μ
λΩ

λ(βγ)(ω) =
1

2

∫
d3xφμναG

μνα(φ), (4.8)

onde temos a relação entre ωμνα e φμνα dada por (2.7). Das equações de movi-

mento conclúımos que o tensor de Einstein (2.19) é nulo, ou seja:

Gμνλ(φ) = 0, (4.9)

o que por sua vez implica que o tensor de Ricci (dado por (2.17)) Rμνλ = 0. Note

que δξSSH = 0 onde δξωμ(βγ) = ∂μξ(βγ) com ηβγ ξ̃(βγ) = 0. Em [18] demonstra-se

que a solução geral de (4.9) é φμνλ = ∂(μΛ̃βγ) onde Λ̃ = ημνΛ̃μν = 0, ou seja

solução puro calibre. Logo a ação de Singh-Hagen (4.8) não possui conteúdo

f́ısico em D = 2 + 1.

Além do termo de Singh-Hagen, podemos usar também como termo de

mistura um termo de Chern-Simons de terceira ordem nas derivadas. Este termo

(vide apêndice-C) pode ser escrito tanto na forma parcialmente simétrica como

na forma simétrica.

S
(3)
CS3 =

1

2m

∫
d3xΩμ(βγ)(ω)E

μ
λΩ

λ(βγ)(ω) =
3

2m

∫
d3xφμνλE

μ
γG

γνλ(φ). (4.10)

Recentemente os autores de [34] sugeriram que o análogo mais natural do tensor

de Einstein para spin-3 seja um tensor de posto-3 de terceira ordem nas derivadas

ao invés de um tensor de posto-2 como proposto em [18]. Este tensor de posto-3

é em certo sentido uma versão mais natural do tensor de Einstein. Vejamos sua

forma:

G̃μνρ = E α
(μ E β

ν E γ
ρ) φαβγ . (4.11)

Podemos mostrar (vide apêndice-C) que a ação de Chern-Simons de terceira or-

dem pode ser reescrita em termos deste tensor, o que por sua vez nos dá:

S
(3)
CS3 =

1

2

∫
d3xφμνλG̃

μνλ =
1

2

∫
d3xφμνλE

μαEνβEλγφαβγ. (4.12)
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Essa formulação deixa evidente a simetria de calibre δφαβγ = ∂(αΛβγ) com Λβγ =

Λγβ e sem restrição sobre o seu traço. Observe a semelhança entre (4.12) e (4.4).

É isso que justifica (4.11).

Dessa vez, vemos que aplicando três śımbolos de Levi-Civita às equações

de movimento, ou seja:

εγμνε
δ
λαε

ρ
βγG̃γδρ = 0 ⇔ Rμνλαβγ = 0 (4.13)

com Rμνλαβγ dado por (2.22). Desta forma está demonstrado segundo teorema

de [18] que o termo de Chern-Simons de terceira ordem não possui conteúdo

f́ısico, portanto, também pode ser usado como termo de mistura na construção

de uma ação mestra que interpole entre modelos auto-duais de spin-3. Portanto,

temos pelo menos três tipos de termos de primeira, segunda e terceira ordem sem

conteúdo f́ısico que podem ser utilizados em provas de dualidade via ação mestra.

4.2 Ação mestra para spin-1 e spin-2

O método da mestra consiste em adicionar a lagrangiana auto-dual,

no caso de spin-1, dada por (3.1), um termo de mistura entre os campos originais

e campos duais. O critério necessário para a determinação do termo de mistura

é que este não tenha conteúdo f́ısico. Sabemos da seção anterior quais termos

são os candidatos e podemos dessa forma construir a ação mestra. A ação que

interpola entre os modelos AD e MCS foi pela primeira vez proposta por [8] e é

dada por:

SM =

∫
d3x

[
m2

2
fμfμ − m

2
εμναfμ∂νfα +

m

2
εμνα(Aμ − fμ)∂ν(Aα − fα) + jμf

μ

]
.

(4.14)

Após uma série de manipulações, e através de algumas mudanças de variáveis

não é dif́ıcil verificar que os modelos AD e MCS podem ser resgatados através

da ação mestra que foi proposta.

Com a adição do termo de fonte deriva-se uma equivalência entre funções
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de correlação. de onde conclúımos que

〈fμ1(x1)...fμN
(xN)〉AD =

〈
Fμ1(x1)

m
...
FμN

(xN)

m

〉
MCS

+ T.C. (4.15)

Onde F μ nada mais é que o tensor dual dado por (3.5). T.C refere-se a termos

de contato, decorrentes do fato de que temos termos quadráticos na fonte após

integração gaussiana em um dos campos. Por exemplo para a função de dois

pontos isso nos daria:

〈fμ1(x1)fμ2(x2)〉AD =

〈
Fμ1(x1)

m

Fμ2(x2)

m

〉
MCS

+
ημ1μ2δ(x1 − x2)

m2
(4.16)

Em [3], e posteriormente em [2], propusemos também uma ação mestra

interpolando entre os modelos auto-duais de spin-2. A ação é dada pela soma

de três termos de mistura sem conteúdo f́ısico ao modelo auto dual de primeira

ordem:

SM =

∫ [
m

2
f · df + m2

2
(f 2)FP − m

2
(f − A) · d(f − A)

− 1

4
(h− A) · dΩ(h− A) +

1

4m
Ω(h− g) · dΩ(h− g) + jμνf

μν

]
.

(4.17)

Nas referências [2, 3] apresentamos de forma detalhada a prova da equivalência

quântica entre os quatro modelos auto-duais de spin-2, comparando as funções de

correlação. Demonstramos também em [32, 33], que através da técnica da ação

mestra é posśıvel obter uma relação de dualidade entre os modelos descrevendo

dubletos e singletos de paridade massivos de spin-2. Na próxima seção apresen-

tamos a ação mestra que fará a interpolação entre os quatro modelos auto-duais

de spin-3 que apresentamos através do método da ICN .

4.3 Ação Mestra interpolando entre AD(1) e AD(2)

A ação mestra será constrúıda a partir do modelo auto dual de primeira

ordem (3.19), adicionando a ele termos de mistura sem conteúdo f́ısico. Neste caso
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podemos usar o termo de Chern-Simons de primeira ordem, o termo de Einstein-

Hilbert de segunda ordem bem como o termo de Chern-Simons de terceira ordem.

A demostração de que tais termos de mistura possuem soluções do tipo puro

calibre segue da seção 4.1.3. Com isso temos:

SM =

∫ [
m

2
ω · dω + m2

6
(ω2)SH − m

2
(ω − g) · d(ω − g)

+
1

2
(h− g) · dΩ(h− g)− 1

2m
Ω(h− f̃) · dΩ(h− f̃)

+
m2

2
ωμ(βγ)f

μ(βγ)(A) + jμ(βγ)ω
μ(βγ)

]
. (4.18)

O subscrito SH refere-se a Singh-Hagen. fμ(βγ) é dado por (3.53) e gμ(βγ), hμ(βγ),

f̃μ(βγ) são novos campos. Note que iniciamos com uma notação semelhante àquela

de spin-2 onde: ∫
(ω2)SH =

∫
d3x (ωμω

μ − ωμ(βγ)ω
β(μγ)), (4.19)

∫
ω · dω =

∫
d3x εμναωμ(βγ)∂νω

(βγ)
α , (4.20)∫

ω · dΩ(ω) =
∫

d3x εμναωμ(βγ)∂νΩ(ω)
(βγ)

α . (4.21)

Já que adicionamos como termos de mistura, os termos de Chern-Simons de pri-

meira ordem, o termo de Einstein-Hilbert de segunda ordem e o termo de Chern-

Simons de terceira ordem são todos sem conteúdo f́ısico. É então trivial recuperar

o modelo auto dual de primeira ordem a partir desta ação mestra simplesmente

fazendo as seguintes mudanças de variáveis nesta ordem f̃ → f̃ + h, h→ h+ g e

g → g + ω. Desta forma os três termos de mistura em SM se desacoplam o que

nos habilita integrar funcionalmente em h, g e f̃ respectivamente sem afetar o

espectro da teoria original pois nenhum deles possui conteúdo f́ısico. Em seguida

obtemos, derivando com respeito às fontes, a seguinte correlação:

〈ωμ1(β1γ1)(x1) ... ωμN (βNγN )(xN)〉M = 〈ωμ1(β1γ1)(x1) ... ωμN (βNγN )(xN)〉AD1.

(4.22)

Por outro lado levamos em conta que se fizermos somente as mudanças

f̃ → f̃ + h e h → h + g e em seguida integrarmos funcionalmente sobre f̃ e h
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ficamos com:

SM =

∫ [
m

2
ω · dω + m2

6
(ω2)SH − m

2
(ω − g) · d(ω − g)

+ m2ωμA
μ + jμ(βγ)ω

μ(βγ)
]
, (4.23)

que pode ser reorganizada sem dificuldade da seguinte forma:

SM =

∫ (
ωμ(βγ)g̃

μ(βγ) +
m2

6
(ω2)SH − m

2
g · dg

)
. (4.24)

Onde:

g̃μ(βγ) = mεμνα∂νg
(βγ)

α +
m2

2
fμ(βγ)(A) + jμ(βγ). (4.25)

Em (4.24) temos um termo quadrático e um termo linear em ω. Isso nos sugere

integrar sobre ω de modo a obter uma ação em g. Uma forma de fazer isso é

obtendo as equações de movimento de ω, e em seguida inverter ω em função de

g. Derivando de (4.24) as equações de movimento para ωμ(βγ) temos:

g̃μ(βγ) = −m2

6
(ημβωγ + ημγωβ − ωβ(μγ) − ωγ(μβ)), (4.26)

de onde temos também que, g̃γ = −m2ωγ/2. Após alguma manipulação, temos:

ωμ(βγ) =
1

m2
Ω̃μ(βγ)(g̃). (4.27)

Substituindo este resultado em (4.24) ficamos agora com:

SM =

∫ [
3

2m2
(2g̃μ(βγ)g̃

β(μγ) − g̃μ(βγ)g̃
μ(βγ))− m

2
g · dg

]
. (4.28)

Substituindo (4.25) em (4.28) ficamos com uma ação de segunda ordem:

SM = S2 =

∫ [
−1
2
g · dΩ(g)− m

2
g · dg

− m

2
f(A) · dg + jμ(βγ)F

μ(βγ)(g, A) +O(j2)
]
+ S ′[A], (4.29)

que é exatamente a ação do modelo auto-dual de segunda ordem de [23] incluindo

a nova ação para o campo auxiliar Aμ dada em (3.68). Agora, derivando com

respeito ao termo de fonte em (4.18) e (4.29) vamos ter:

〈ωμ1(β1γ1)(x1) ... ωμN (βNγN )(xN)〉SD1 = 〈Fμ1(β1γ1)(x1) ... FμN (βNγN )(xN)〉SD2+ T.C.

(4.30)
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Onde temos o termo de fonte acoplado à combinação invariante Fμ(βγ) dada na

expressão (3.64). Além disso, podemos facilmente demostrar que o termo de

interação entre os campos de spin-3 e os campos vetoriais é o mesmo obtido

anteriormente usando o método de ICN , ou seja −m
2
f(A) · dg = 2mξμA

μ, o qual

também é invariante de calibre sob (3.48). As equações de movimento invariantes

de calibre do modelo auto-dual de segunda ordem correspondem às equações de

movimento do modelo auto-dual de primeira ordem via mapeamento dual de

ωμ(βγ) → Fμ(βγ) onde Fμ(βγ) é dado por (3.64).

4.4 Ação Mestra interpolando entre AD(2) e AD(3)

Consideremos novamente a ação mestra escrita em (4.18). Fazendo

f̃ → f̃ + h, porém sem fazer a mudança h→ h+ g a ação mestra pode então ser

desenvolvida até (4.29), com a seguinte diferença:

SM =

∫ [
−1
2
g · dΩ(g)− m

2
g · dg + 1

2
(h− g) · dΩ(h− g)

− m

2
f(A) · dg − jμ(βγ)F

μ(βγ)(g, A) +O(j2)
]
+ S ′[A]. (4.31)

Não é dif́ıcil mostrar que: ∫
h · dΩ(g) =

∫
g · dΩ(h). (4.32)

Por isso podemos reescrever (4.31) tal que:

SM =

∫ [
−m

2
g · dg − g · dΩ(h)−mg · df(A)

+
1

m
g · dΩ(j) + 1

2
h · dΩ(h)− jμ(βγ)F

μ(βγ) +O(j2)
]
+ S ′[A] (4.33)

que pode ser reorganizada como:

SM =

∫ [
−m

2
(g + C) · d(g + C) +

m

2
C · dC +

1

2
h · dΩ(h)− jμ(βγ)F

μ(βγ)(A)

]
+ S′[A]. (4.34)

Onde definimos:

C =
Ω(h)

m
− Ω(j)

m2
+ f(A). (4.35)
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Fazendo g → g − C em (4.34), o primeiro termo se desacopla, e como ficamos

com um termo gaussiano podemos integrar sobre g. Após substituir C ficamos

com:

SM = S3 =

∫ [
1

2
h · dΩ(h) + 1

2m
Ω(h) · dΩ(h) + f(A) · dΩ(h)

+ jμ(βγ)G
μ(βγ)(h,A) +O(j2)]+ S ′′[A]. (4.36)

Onde temos o dual Gμ(βγ)(h,A) dado por (3.77), o que nos dá o mapeamento

dual:

ωμ(βγ) ↔ Gμ(βγ) = − 1

m
Ωμ(βγ)(F ) + fμ(βγ)(A), (4.37)

com F dado pela expressão (3.64) e S ′′[A] dado por (3.78). Logo, o resultado

coincide exatamente com (3.79) fazendo a mudança dos campos não simétricos

para os campos simétricos dada em (2.7). Derivando com respeito ao termo de

fonte em (4.18) e (4.36) temos a equivalência das funções de correlação:

〈ωμ1(β1γ1)(x1) ... ωμN (βNγN )(xN)〉AD1 = 〈Gμ1(β1γ1)(x1) ... GμN (βNγN )(xN)〉AD3+T.C.

(4.38)

Observe que Gμ(βγ) é invariante sob as transformações de simetria (3.48 e 3.69).

Na próxima seção, faremos a interpolação entre o modelo auto-dual de terceira

ordem e um modelo auto-dual de quarta ordem nas derivadas.

4.5 Ação mestra interpolando entre AD(3) e AD(4)

Sem fazer nenhuma das mudanças de variáveis na ação (4.18) podemos

desenvolver nossos cálculos até o ponto de (4.36), e teŕıamos:

SM =

∫ [
1

2
h · dΩ(h) + 1

2m
Ω(h) · dΩ(h)− 1

2m
Ω(h− f̃) · dΩ(h− f̃)

+ f(A) · dΩ(h) + jμ(βγ)G
μ(βγ)(h,A) +O(j2)]+ S ′′[A]. (4.39)

É óbvio que fazendo f̃ → f̃ + h recuperamos o modelo auto-dual de terceira

ordem. Por outro lado não fazendo a mudança de variáveis a ação (4.39) pode
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ser reescrita como:

SM =

∫ [
1

2
(h− C̃) · dΩ(h− C̃)− 1

2
C̃ · dΩ(C̃)− 1

2m
Ω(f̃) · dΩ(f̃)

+ jμ(βγ)G
μ(βγ)(A)

]
+ S

′′
[A] (4.40)

onde temos C̃ dado por:

C̃ =
1

m
Ω(f̃) + f(A)− 1

m2
Ω̃(j). (4.41)

Fazendo h→ h+C̃, após algum cálculo teremos então uma ação de quarta ordem

na variável f̃μ(βγ) que pode ser escrita como:

SM = S
(3)
AD4 =

∫ [
− 1

2m
Ω(f̃) · dΩ(f̃)− 1

2m2
Ω(f̃) · dΩ(Ω(f̃))

− 1

m
Ω(f̃) · dΩ(f(A))− jμ(βγ)H

μ(βγ) +O(j2)
]
+ S

′′′
[A].

(4.42)

O resultado que obtivemos é exatamente o mesmo encontrado via método da

imersão de calibre de Noether (vide 4.42). A ação auxiliar é dada pela expressão

(3.93), contendo agora um termo de Maxwell na ação. Os demais termos estão em

sua forma expĺıcita na expressão (3.91). Para derivar identidades entre funções

de correlação entre o modelo auto-dual de primeira ordem e o modelo auto-dual

de quarta ordem devemos explicitar o termo de fonte em (4.42). Isso pode ser

feito notando que:

ωμ(βγ) ↔ Hμ(βγ) = − 1

m
Ωμ(βγ)(G) + fμ(βγ)(A), (4.43)

onde temos G dado pela expressão (4.37). Note que Hμ(βγ) é invariante sob as

transformações de simetria (3.48, 3.69, 3.82). Derivando as funções de correlação

com respeito aos termos de fonte do modelo auto-dual de primeira e quarta ordem

temos:

〈ωμ1(β1γ1)(x1) ... ωμN (βNγN )(xN)〉AD1 = 〈Hμ1(β1γ1)(x1) ... HμN (βNγN )(xN)〉AD4+T.C.

(4.44)
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Isso nos leva à conclusão de que os quatro modelos auto-duais são quanti-

camente equivalentes segundo os mapeamentos duais (4.30), (4.38) e (4.44). Essa

equivalência só foi posśıvel graças ao fato de que os termos de Chern-Simons

de primeira e terceira ordem bem como o termo de Singh-Hagen são todos sem

conteúdo f́ısico, ou seja triviais em D = 2 + 1. Com esses mapeamentos duais

e de posse das equações de movimento somos capazes de recuperar a partir das

equações de movimento dos modelos auto-duais de ordem maior as equações de

movimento do modelo auto-dual de primeira ordem.



Caṕıtulo 5

A relação entre dubletos e

singletos de paridade

É posśıvel através da técnica da solda, estabelecer uma relação entre

dubletos e singletos de paridade. Mostraremos que através da teoria de Proca,

a qual descreve um dubleto de paridade ±1, é posśıvel baixando a ordem com a

introdução de um campo auxiliar e em seguida fazendo uma rotação de 45◦ no

espaço dos campos obter um par de modelos auto-duais de primeira ordem. Em

seguida mostraremos que a mesma coisa é posśıvel no contexto de teorias de spin-

2. Faremos isso a partir da teoria de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli que descreve

um dubleto de paridade ±2, e então da mesma forma como fizemos para spin-
1 obteremos um par de modelos auto-duais descrevendo singletos de paridade.

Nossa proposta para este caṕıtulo é esboçar de forma especulativa e preliminar

como é estabelecida a relação entre singletos e dubletos de paridade de spin-3.

Aqui, de antemão teremos uma dificuldade extra que advém do fato de que as

teorias de spin-3 necessitam de um campo auxiliar vetorial para a retirada de

graus de liberdade espúrios que não estão contidos no campo de posto-3 ωμ(βγ).

Não sabemos a prinćıpio como fazer a solda dos modelos levando em conta as

lagrangianas de campos auxiliares. Por isso vamos tratar apenas do setor de

spin-3. É óbvio então que as lagrangianas consideradas possuirão patologias, ou

56
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seja, sem campos auxiliares as teorias irão carregar fantasmas de spin mais baixo

em seu espectro. Porém, do nosso ponto de vista isso serve como um laboratório

para um futuro entendimento mais profundo sobre o papel dos campos auxiliares

na decomposição de dubletos em singletos de paridade.

5.1 Dubletos e singletos de paridade de spin-1

e spin-2

5.1.1 spin-1

A forma natural pela qual se descreve um dubleto de paridade de

paridade +1 e −1 massivo em D = 2 + 1 dimensões é através do modelo de

Proca. O modelo consiste da adição de um termo massivo quadrático no campo

Aμ à lagrangiana de Maxwell.

SP =

∫
d3x

(
−1
4
F μνFμν +

m2

2
AμA

μ

)
. (5.1)

A adição do termo de massa quebra uma simetria importante da teoria de Maxwell,

a simetria de calibre

δΛAμ = ∂μΛ. (5.2)

A equação de movimento do modelo de Proca é:

∂μF
μν +m2Aν = 0. (5.3)

A prinćıpio Aμ possui três componentes independentes em D = 2+1. A condição

∂μA
μ = 0 conhecida como condição de transversalidade 1, elimina um grau de

liberdade correspondente à propagação de um modo de spin-0, nos deixando-nos

1A condição de transversalidade é consequência direta das equações de movimento (o que

pode ser visto aplicando ∂ν à (5.3)) e tem papel importante na eliminação de graus de liberdade

espúrios. Em D = 3 + 1 dimensões, temos n = 2s+ 1 graus de liberdade. Com s = 1 temos 4

componentes independentes e a condição de transversalidade eliminando uma componente nos

deixa com três modos de propagação.
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com duas componentes de spin +1 e −1 que estão misturadas nas equações de
movimento. Em D = 2 + 1 dimensões pode-se mostrar que é posśıvel desacoplar

estes graus de liberdade f́ısicos de forma local. Existe assim, um par de densidades

de lagrangiana associadas a estas projeções. A estas lagrangianas damos o nome

de auto-duais. Vejamos como isso acontece. Primeiramente baixamos a ordem

do modelo de Proca adicionando um campo auxiliar Bμ elementar, obtendo uma

teoria de Proca linearizada.

LPL =
1

2
BμBμ − εμναBμ∂νAα +

m2

2
AμAμ. (5.4)

Note que integrando no campo auxiliar Bμ recuperamos o termo de Maxwell. Se

agora fizermos uma rotação de 45◦, teremos:

Bμ → m√
2
B̃μ +

m√
2
Ãμ ; Aμ → 1√

2
Ãμ − 1√

2
B̃μ. (5.5)

Temos dois modelos auto-duais desacoplados, com spins distintos +1 e −1:

L =
m2

2
ÃμÃ

μ − m

2
εμναÃμ∂νÃα +

m2

2
εμναB̃μB̃

μ +
m

2
B̃μ∂νB̃α

= LAD(Ãμ,m) + LAD(B̃μ,−m). (5.6)

Da mesma forma que podemos separar os spins +1 e −1 descritos pelo modelo
de Proca, através da rotação (5.5) podemos também unilas novamente através

da técnica de Solda como foi explorado pelos autores em [6] segundo uma trans-

formação de simetria. Da mesma forma, usando do fato de que os modelos auto-

duais de primeira ordem obtidos em (5.6) são quanticamente equivalentes aos

modelos de Maxwell-Chern-Simons os autores em [5], sem o uso das equações de

movimento, generalizaram o procedimento de solda usando modelos MCS com

massas e spins distintos, resultando dáı um modelo MCS-Proca ou Auto-Dual

Generalizado de spin-1 ADG1.

5.1.2 spin-2

Para descrever um dubleto de spin ±2 somos naturalmente levados

a considerar algumas analogias com o que sabemos para spin-1. Pode-se então
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perguntar quais seriam os termos equivalentes aos termos de Maxwell e Proca

de forma a compor uma teoria como aquela estudada na seção anterior. Uma

forma de descrever uma part́ıcula massiva de spin-2 em D dimensões é através

da lagrangiana de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli EHFP :

SEHFP =

∫
dDx

1

2

[
−∂νhλμ∂

ν(hλμ + hμλ)

2
+ ∂νh∂

νh− 2∂νh
λν∂λh

+ ∂νh
νλ∂μhλμ +

∂νhλμ(∂
λhνμ + ∂μhλν)

2
+m2(h2 − hμνh

νμ)

]
.(5.7)

O campo fundamental dessa teoria, hμν , consiste de uma flutuação do dreinbein,

eμν = ημν+hμν onde ημν é a métrica plana de Minkowski com assinatura (−,+,+).
A expansão até a ordem quadrática em hμν da ação de Einstein-Hilbert:

SEH =
1

2

∫
dDx

√−gR, (5.8)

fornece-nos o termo de dinâmica da ação (5.7). Enquanto o termo de massa

equivalente ao termo de Proca, é conhecido como termo de Fierz-Pauli.

Em D=2+1 dimensões, podemos reescrever a ação de EHFP da seguinte

forma:

SEHFP =

∫
d3x

[
1

2m2
TμνT

νμ − 1

4m2
T 2 +

m2

2
(h2 − hμνh

νμ)

]
, (5.9)

onde Tμν ≡ mεμαβ∂
αhβ

ν com traço T = T μ
μ . Da forma como reescrevemos a ação

em D = 2 + 1 é fácil verificar que o termo de massa em (5.9) quebra a simetria

de calibre

δhμν = ∂μξν . (5.10)

Mantendo um paralelo com o que fizemos para spin-1, vamos obter agora

o modelo auto-dual para part́ıculas de spin-2 em D = 2+ 1 através da adição de

um campo auxiliar elementar Wμν que nos permite baixar a ordem, vide [25], da

densidade de lagrangiana (5.9) que é de segunda ordem, da seguinte forma:

S
(1)
EHFP =

∫
d3x

[
m2

2
(W 2 −WμνW

νμ) +WμνT
μν +

m2

2
(h2 − hμνh

νμ)

]
. (5.11)
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Fazendo Wμν → (W̃μν − h̃μν)/
√
2 e hμν → (h̃μν + W̃μν)/

√
2 obtém-se:

S
(1)
EHFP =

∫
d3x

[
m2

2
(W̃ 2 − W̃μνW̃

νμ) +
m

2
εμαβW̃μν∂αW̃

ν
β

+
m2

2
(h̃2 − h̃μν h̃

νμ)− m

2
εμαβh̃μν∂αh̃

ν
β

]
= S

(1)
AD2

(+m) + S
(1)
AD2

(−m). (5.12)

Temos então a ação para uma teoria auto-dual de primeira ordem (3.12), original-

mente obtida por [7], descrevendo um singleto massivo de spin +2 ou um de spin

−2 em D = 2 + 1. Assim como para spin-1 podemos repetir o procedimento de

solda unindo novamente os singletos de paridade +2 e −2 num modelo de dubleto.

No nosso trabalho de mestrado [25] mostramos que a solda de dois modelos auto

duais de segunda ordem (3.14) de [7], leva-nos a um resultado análogo àquele ob-

tido para spin-1 ou seja um modelo de Einstein-Hilbert-Chern-Simons-Fierz-Pauli

ou Auto-dual Generalizado de spin-2 ADG2 dado por:

SSolda = S
(2)
AD2

(+m+)⊕ S
(2)
AD2

(−m−)

=

∫ [
−f · dΩ(f)

4
+
(m+ −m−)

2
f · d f + m+m−

2
(f 2)FP ,

]
(5.13)

onde o śımbolo “⊕”significa solda. O primeiro termo de (5.13) corresponde ao

termo de Einstein-Hilbert, o segundo ao termo do tipo Chern-Simons (de pri-

meira ordem em derivadas) e por fim, de uma forma construtivista, geramos o

termo de massa não trivial de Fierz-Pauli proposto pela primeira vez em [41, 42].

Se fizermos m+ = m− teremos um modelo análogo ao modelo de Proca, ou seja,

o modelo de Einstein-Hilbert-Fierz-Pauli. Já no ińıcio do peŕıodo de doutorado,

curiosamente verificamos que o caso de spin-2 poderia ser mais explorado. Fize-

mos então a solda de dois modelos auto-duais de terceira ordem nas derivadas [8]

de massas e spins distintos, isto é +m+ e −m− , o resultado apresentado em [33]

nos permitiu concluir que a solda destes modelos nos leva a um modelo de dubleto

consistindo da soma de três termos, sendo eles o termo-K [1] de quarta ordem nas

derivadas, um termo de Chern-Simons gravitacional de terceira ordem [8] e um

termo de Eintein-Hilbert. De modo que quando tomamosm+ = m−, recuperamos
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a teoria “New Massive Gravity” de [1] na forma linearizada. Surpeendentemente,

em [33] verificamos que fazendo em seguida a solda de dois modelos auto-duais

de quarta ordem temos exatamente o mesmo resultado obtido a partir da solda

dos modelos de terceira ordem, ou seja:

SSolda = S
(3)
AD2

(+m+)⊕ S
(3)
AD2

(−m−)

= S
(4)
AD2

(+m+)⊕ S
(4)
AD2

(−m−)

=

[√−gR− m+ −m−
2m+m−

εμνρΓε
μγ

(
∂νΓ

γ
ερ +

2

3
Γγ
νδΓ

δ
ρε

)

−
√−g
m+m−

(
RμνR

μν − 3

8
R2

)]
ff

, (5.14)

com S
(3)
AD2

e S
(4)
AD2

dados por (3.16) e (3.18) respectivamente. A idéia básica

do mecanismo de solda generalizada foi apresentada em detalhes nas referências

[32, 33]. Uma vez que iremos fazer o mesmo procedimento a seguir para teorias de

spin-3 isso ficaria um pouco repetitivo, portanto escolhemos apresentar somente

os principais resultados. No entanto, haja visto que uma situação parecida pode

talvez acontecer com teorias de spin-3, vamos entender porque os resultados da

solda de dois modelos auto-duais de teceira ordem e a solda de dois modelos

auto-duais de quarta ordem nos dão o mesmo resultado.

O ponto chave é que existe uma certa liberdade na definição da corrente

de Noether devido a uma integração por partes. Em ambos os modelos, S
(3)
AD2

e

S
(4)
AD2

podemos escrever:

δSSolda = δ
(
S
(r)
AD2

(A) + S
(r)
AD2

(B)
)
=

∫
d3x J (r)∂pω, (5.15)

com A e B sendo campos tensoriais de posto-2 quaisquer que estão sendo soldados.

Além disso r = 3, 4, e o śımbolo ∂p representa algum operador diferencial de

ordem p cuja forma espećıfica não tem importância e pode ser diferente em cada

caso. Então, ao passo que S
(r)
AD2

contém um termo de ordem r e outro de ordem

r−1 a liberdade devido a integração por partes nos permite escolher um operador

de ordem p desde que p = 0, 1, 2...r − 1. Isso por sua vez nos dá as seguintes
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correntes de Noether:

J (3) = ∂3−pD + ∂2−pC , (5.16)

J (4) = ∂4−pC + ∂3−pD . (5.17)

Aqui temos, C = A+ αB e D = m+A− αm−B e α =
√

m+/m−. Após a adição

de um campo auxiliar apropriado H tal que δH = −∂pω, concluiremos que:(
S
(r)
AD2

(A) + S
(r)
AD2

(B) +

∫
d3x J (r)H

)
=

∫
d3x δJ (r)H, (5.18)

nos casos em que temos trabalhado temos o seguinte:

δJ (3) = −(m+ − α2m−)∂3−2pδH − (1 + α2)∂2−2pδH , (5.19)

δJ (4) = −(1 + α2)∂4−2pδH − (m+ − α2m−)∂3−2pδH . (5.20)

Para evitar qualquer dinâmica para os campos auxiliares, a escolha α2 = m+/m−

deve ser feita. Além disso se escolhermos:

r = 3⇒ p = 1

r = 4⇒ p = 2

⎫⎬
⎭ δJ (r) = −(1 + α2)δH. (5.21)

Ambas as correntes de Noether (5.16, 5.17) terão então termos de primeira e

segunda ordem, embora S
(r)
AD2 seja de ordem “r”, com r = 3, 4. Na lagrangiana

de solda aparecem termos quadráticos na corrente, e isso por sua vez nos leva

a uma teoria com termos de ordem 4, 3 e 2 o que corresponde precisamente ao

modelo auto-dual generalizado obtido em (5.14). Na verdade o mesmo argumento

vale para a solda generalizada dos modelos auto-duais de segunda ordem (5.13),

bem como para a solda dos modelos de Maxell-Chern-Simons de spin-1.

5.2 Dubletos e singletos de paridade de spin-3

Analogamente ao que se conhece para spins mais baixos, vamos escre-

ver de forma intuitiva uma posśıvel ação que descreva um dubleto de spin-3. O
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natural é considerar o termo de segunda ordem de Singh e Haggen adicionando a

ele o termo de massa presente no modelo auto-dual de primeira ordem, ou seja:

S =

∫
d3x

[
1

2
ξμ(βγ)Ω

μ(βγ)(ω) +
m2

6
(ωμωμ − ωμ(βγ)ω

β(μγ))

]
. (5.22)

O procedimento de solda levando em conta os campos auxiliares ne-

cessários para descrever um dubleto de spin-3 está sob investigação. Aqui tratare-

mos somente o setor de spin-3 e obviamente a teoria não descreverá corretamente

o dubleto de spin-3. Porém isso nos servirá como um bom laboratório para no

futuro realizar a solda envolvendo campos auxiliares. Vamos começar reprodu-

zindo o que fizemos para spin-1 e spin-2. Ou seja baixando a ordem de (5.22) e em

seguida fazendo uma rotação de 45◦ no espaço dos campos. Baixando a ordem do

modelo acima com a adição de um campo auxiliar bμ(βγ) temos a seguinte teoria

de primeira ordem nas derivadas:

S(1) =

∫
d3x

[
1

6
(bμbμ − bμ(βγ)b

β(μγ))− bμ(βγ)ξ
μ(βγ) +

m2

6
(ωμωμ − ωμ(βγ)ω

β(μγ))

]
,

(5.23)

fazemos agora uma rotação de 45 graus nos campos, tal que:

bμ(βγ) → m√
2
cμ(βγ) +

m√
2
aμ(βγ), (5.24)

ωμ(βγ) → 1√
2
aμ(βγ) − 1√

2
cμ(βγ). (5.25)

Substituindo de volta em (5.23), teremos um par de lagrangianas correspondentes

somente ao setor de spin-3 dos modelos auto-duais de primeira ordem.

S(1) =

∫
d3x

[
m

2
εμναaμ(βγ)∂νa

(βγ)
α +

m2

6
(aμaμ − aμ(βγ)a

β(μγ))

− m

2
εμναcμ(βγ)∂νc

(βγ)
α +

m2

6
(cμcμ − cμ(βγ)c

β(μγ))

]
. (5.26)

Da mesma forma como ocorreu para spins 1 e 2. Notamos que é posśıvel separar

as helicidades misturadas no modelo de dubletos em um par de lagrangianas

desacopladas por uma rotação descrevendo spins opostos. Na próxima seção, a

exemplo do que fizemos em [32, 33] iremos analisar a solda dos setores de spin-3

dos modelos auto-duais de segunda e terceira ordem.
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5.3 Solda dos modelos auto-duais de segunda

ordem

A solda de dois modelos de Maxwell-Chern-Simons nos serviu de inspiração para

a solda de dois modelos auto-duais de segunda ordem para part́ıculas massivas

de spin-2. Portanto é um caminho natural tentar fazer a solda de dois modelos

auto-duais de segunda ordem para part́ıculas massivas de spin-3 desconsiderando

o campo auxiliar vetorial. Iremos fazer essa abordagem utilizando somente os

setores de spin-3. Sendo assim partimos das ações:

S
(2)
+ =

∫
d3x

[
1

2
ξμ(βγ)(a)Ω

μ(βγ) +
m+

2
aμ(βγ)ξ

μ(βγ)(a)

]
, (5.27)

S
(2)
− =

∫
d3x

[
1

2
ξμ(βγ)(b)Ω

μ(βγ) − m−
2

bμ(βγ)ξ
μ(βγ)(b)

]
. (5.28)

As ações acima descrevem setores com massas diferentes e spins +3 e −3,
as teorias carregam no espectro fantasmas de spin mais baixo. Ambos modelos

são invariantes por transformações ŕıgidas da forma δφaμ(βγ) = φμ(βγ) e δφbμ(βγ) =

φμ(βγ). O procedimento de solda consiste em elevar essas simetrias à ńıvel local

relacionando-as da seguinte forma:

δφaμ(βγ) = φμ(βγ) , δφbμ(βγ) = αφμ(βγ), (5.29)

com φμ(βγ) = φμ(βγ)(x) e α uma constante arbitrária a priori. Levando em conta

estas transformações locais teremos, após somar as variações de ambas, o seguinte

resultado:

δφ(S
(2)
+ + S

(2)
− ) =

∫
d3x Jμ(βγ)δξ

μ(βγ)(φ), (5.30)

onde temos a corrente de Noether dada por:

Jμ(βγ) = Ωμ(βγ)(h) +m+h̃μ(βγ), (5.31)

com:

hμ(βγ) = aμ(βγ) + αbμ(βγ) , h̃μ(βγ) = m+aμ(βγ) − αm−bμ(βγ). (5.32)
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Desta forma estamos verificando que a soma simplesmente das ações de segunda

ordem por si só não é invariante sob as transformações locais (5.28). Iremos

então adicionar um campo auxiliar que tenha uma transformação de simetria

apropriada tal que cancele exatamente (5.30). Portanto, seja o campo auxiliar

Hμ(βγ) com transformação de simetria dada por δHμ(βγ) = −δξμ(βγ)(φ). Logo:

δ

(
S
(2)
+ + S

(2)
− +

∫
d3xHμ(βγ)Jμ(βγ)

)
=

∫
d3xHμ(βγ)δJμ(βγ). (5.33)

Calculando a variação da corrente de Noether temos:

δJμ(βγ) = δΩμ(βγ) + (m+ − α2m−)δφμ(βγ). (5.34)

Agora, notamos facilmente que o segundo termo da expressão imediatamente

acima pode ser cancelado [5] com uma escolha α2 = m+/m−. Desta forma a

variação da corrente de Noether fica dada por:

δJμ(βγ) = −(1 + α2)δΩμ(βγ)(H). (5.35)

Substituindo do lado direito de (5.33), teremos após alguma álgebra a seguinte

expressão:

δ
(
S
(2)
+ + S

(2)
−

)
=

− δ

[∫
d3x

(
Hμ(βγ)Jμ(βγ) + 3(1 + α2)Hμ(βγ)Hβ(μγ) − 3(1 + α2)

2
Hμ(βγ)Hμ(βγ)

)]
.

(5.36)

Usando as equações de movimento para o campo auxiliar temos Hμ(βγ)

em função de Jμ(βγ).

Hμ(βγ) = − 1

6(1 + α2)
(Jβ(μγ) + Jγ(μβ) − ημβJγ − ημγJβ). (5.37)

Substituindo (5.37) em (5.36) vamos ter a ação correspondente à solda de dois

modelos auto-duais de segunda ordem descrevendo os setores de spin 3. Essa

ação é dada por:

Ssolda = S
(2)
+ + S

(2)
− +

1

6(1 + α2)

∫
d3x

(
JμJ

μ − Jμ(βγ)J
β(μγ)

)
. (5.38)
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Resta-nos agora fazer a substituição de (5.31) em (5.38). Isto nos leva a:

Ssolda = S
(2)
+ + S

(2)
− +

1

6(1 + α2)

∫
d3x

(
Ωμ(h)Ω

μ(h) + 2Ωμ(h)h̃
μ + h̃μh̃

μ

− Ωμ(βγ)(h)Ω
β(μγ)(h)− 2Ωμ(βγ)(h)h̃

β(μγ) − h̃μ(βγ)h̃
β(μγ)

)
, (5.39)

que pode ser reescrito após alguns cálculos em função de uma única combinação

dos campos invariante sob (5.29):

fμ(βγ) = αaμ(βγ) − bμ(βγ). (5.40)

Em termos desta combinação invariante, temos a seguinte expressão para a ação

correspondente à solda dos modelos auto-duais:

Ssolda =
1

(1 + α2)

∫
d3x

[
1

2
ξμ(βγ)Ω

μ(βγ)(f) +
(m+ −m−)

2
fμ(βγ)ξ

μ(βγ)(f)

+
m+m−
6

(fμf
μ − fμ(βγ)f

β(μγ))
]
. (5.41)

O resultado acima, embora não corresponda a uma descrição completa

da part́ıcula massiva de spin-3 em D = 2+1 nos da uma luz sobre a relação entre

os singletos e dubletos de paridade de spin-3. Notamos que o resultado, no que

diz respeito ao setor de spin-3, é bastante similar ao resultado que encontramos

ao soldar os singletos de paridade de spin-1 e 2 em [32, 33]. Para massas iguais o

termo de Chern-Simons de primeira ordem é cancelado e obtemos a teoria incom-

pleta proposta em (5.23) para descrever um dubleto de spin-3. Outra questão

importante, já observada no caso de spin-2 é que sob a ótica desse método esta-

mos gerando de maneira original o termo massivo para spin-3, o qual possui uma

estrutura não trivial (fμf
μ − fμ(βγ)f

β(μγ)). O termo de massa da forma como foi

escrito foi proposto em [23] por inspiração da formulação não simétrica de Vasi-

liev [27]. A ação obtida aqui não contém campos auxiliares. Como foi observado

em [24, 36, 35] a ação completa deve conter campos auxiliares a fim de descrever

corretamente apenas dois estados de spins ±3.
Devemos fazer uma observação sobre o termo de massa de (5.22). Uti-

lizando a mudança de variáveis que relaciona as duas notações (parcialmente
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simétrica e totalmente simétrica) dada por (2.7), o termo cinético de (5.22) cor-

responde ao termo cinético de [36] (vide apêndice - C). Porém, segundo a mesma

mudança de variáveis o termo de massa de (5.22) resulta em 2:

m2

6
(ωμωμ − ωμ(βγ)ω

β(μγ)) = −m2

18

[
φμβγφ

μβγ − 3αφμφ
μ
]
, (5.42)

com α = 7/8. Como nossa massa corresponde a três vezes a massa utilizada

em [36] (m = 3m̃), a única diferença que temos está no fator α de [36], que

segundo aqueles autores deveria ser α = 1. A diferença está na lagrangiana

auxiliar. Como sabemos, para descrever corretamente o dubleto de spin-3, é

necessário acrescentar uma lagrangiana auxiliar tal que esta remova os graus de

liberdade espúrios. Neste ponto é posśıvel verificar que dependendo da escolha

das lagrangianas auxiliares podemos ter α = 1 ou α = 7/8 como obtivemos aqui.

Uma lagrangiana posśıvel com campos auxiliares escalares é dada por:

S =

∫
d3x

[
1

2
φμνλG

μνλ(φ)− m2

2

(
φμνλφ

μνλ − 3αφμφ
μ
)

− 3m a1 φμ∂
μW +

b1 m
2

2
W 2 +

c1
2
W�W

]
, (5.43)

com W um campo escalar qualquer. Para eliminar a propagação de modos de

spin-1 dados por φμ = ηναφμνα e ∂
ν∂αφμνα obtém-se α = 1 (vide [36]). Enquanto

a eliminação de modos propagantes de spin-0 dados por ∂μ∂ν∂αφμνα, ∂
μφμ e W

requer, fixando-se por exemplo a1 = 1/3, que b1 = 18 e c1 = −8/3 (vide [18]).
No entanto verificamos que existe uma lagrangiana auxiliar que utiliza

um campo vetorial dada por:

S =

∫
d3x

[
1

2
φμνλG

μνλ(φ)− m2

2

(
φμνλφ

μνλ − 3αφμφ
μ
)

− 3m2 a2 φμA
μ +

b2
2
(∂μA

μ)2 +
c2 m

2

2
AμA

μ +
d2
2
Aμ�Aμ

]
. (5.44)

Neste caso, temos modos propagantes de spin-1 dados por: φμ = ηναφμνα, Aμ e

∂ν∂αφμνα e modos propagantes de spin-0 dados por: ∂μA
μ, ∂μ∂ν∂αφ

μνα e ∂μφ
μ.

2Desprezando um termo de massa quadrático em Λμν , vide (2.7), pois Λμν não aparece no

termo cinético de Singh-Hagen em 5.22, ou seja está totalmente desacoplado de φμνλ e portanto

é nulo na concha de massa.
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Novamente, olhando para as equações de movimento, é posśıvel verificar que agora

temos duas possibilidades para descrever corretamente um dubleto de spin-3. Ou

seja, α = 1 e d2 = 9a22/4 = b2 ou α = 7/8 e d2 = 0. Quando d2 = 0 os valores das

constantes arbitrárias são: c2 = −24a2, b2 = −32a22/9. Logo, isso nos assegura
que o termo de massa utilizado aqui (parcialmente simétrico), está de acordo com

o termo de massa totalmente simétrico, com α = 7/8.



Caṕıtulo 6

Conclusão

Uma das grandes dificuldades no trato de teorias de spin alto diz res-

peito a necessidade de se incluir campos auxiliares à teoria com o objetivo de

remover graus de liberdade espúrios, que quase sempre estão relacionados a esta-

dos com energia negativa.

Verificamos através da Imersão de Calibre de Noether que uma genera-

lização das simetrias de calibre que hav́ıamos usado no caso das teorias de spin-2,

vide [2], permite-nos obter uma sequência de quatro modelos auto-duais de spin-3

de primeira, segunda, terceira e quarta ordem nas derivadas. Os dois primeiros

modelos auto-duais foram propostos por Aragone e Khoudeir [23, 24], como uma

generalização natural daqueles modelos de spin-2 propostos pelos mesmos auto-

res em [7]. Não havia uma conexão entre estes modelos. Aqui mostramos que

o modelo de segunda ordem pode ser obtido a partir do primeiro via imersão

da simetria de calibre δΛωμ(βγ) = ∂μΛβγ . Assim como ocorre para teorias de

spin-2, é posśıvel conectar este modelo auto-dual de segunda ordem à um ter-

ceiro modelo auto-dual de terceira ordem nas derivadas [18], o qual havia sido

proposto por Deser e Damour como sendo uma versão de spin-3 da teoria to-

pologicamente massiva de spin-2 de [8]. Isso foi posśıvel através da imersão da

simetria δΦωμ(βγ) = εμβρΦ
(ρ
γ) + εμγρΦ

(ρ
β).

Um novo modelo de quarta ordem nas derivadas foi obtido nesta tese

69
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através da imersão de uma generalização da simetria de Weyl utilizada em [2]

para a obtenção do modelo auto-dual de quarta ordem de spin-2. O procedi-

mento de imersão foi conclúıdo usando a formulação não simétrica utilizada nos

trabalhos [23, 24, 27]. Embora a formulação simétrica introduzida por [18, 17]

seja mais simples e natural, encontramos uma dificuldade técnica para a utilização

da técnica de ICN nesse formalismo. O modelo auto-dual de quarta ordem está

nessa tese em sua versão completa, levando em conta os termos auxiliares que

retiram estados de energia negativa do espectro da teoria.

O que garante que este modelo auto-dual de quarta ordem está livre de

fantasmas é sua equivalência a ńıvel quântico com os demais modelos auto-duais

de ordem mais baixa. Essa equivalência foi verificada através da técnica da ação

mestra, vide [2, 3]. Propusemos uma ação mestra interpolando entre os quatro

modelos auto-duais de forma muito semelhante aquilo que fizemos para spin-2

em [3]. Usamos três termos de mistura para a construção da ação mestra, os

quais foram o termo de Chern-Simons de [23], o termo de segunda ordem de

Singh-Hagen [15] que como observado em [18] não possui conteúdo f́ısico, e por

fim o termo de Chern-Simons de terceira ordem de [18]. A demostração de que

este termo é de fato sem conteúdo f́ısico segue mais facilmente da forma como foi

escrito em [34]. A relação do modelo auto-dual de quarta ordem com as equações

de movimento de quarta ordem de [34] ainda esta sob estudo.

Em resumo obtivemos explicitamente uma relação de dualidade entre os

modelos de primeira, segunda e terceira ordem de spins +3 ou −3 em D = 2+1 já

existentes na literatura, vide [23, 24, 18] e deduzimos um novo modelo auto-dual

de quarta ordem. Em particular, as lagrangianas do campo auxiliar vetorial para

os modelos de segunda, terceira e quarta ordem necessárias para a eliminação de

fantasmas, foi gerada automaticamente a partir da lagrangiana correspondente

do modelo auto-dual de primeira ordem.

A relação entre os modelos de singleto e os modelos de dubleto fica com-

prometida em virtude da presença dos campos auxiliares. Como vimos no último

caṕıtulo conseguimos realizar a solda dos modelos auto-duais de spin-3 se levarmos
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em conta somente os setores de spin-3. Dessa forma, os resultados preliminares

indicam uma semelhança com o que verificamos para o caso de teorias de spin-2.

A solda de dois modelos auto-duais de segunda ordem nas derivadas com massas

e spins distintos leva a um modelo de dubleto de spin-3. Que ao que tudo indica

contém fantasmas em seu espectro, haja visto que não possui as correções de

campos auxiliares como observado nas referências [24, 36, 35].
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Apêndice A

Invariância do termo de

Chern-Simons sob (3.82)

Aqui vamos demonstrar que o termo de Chern-Simons de terceira ordem de spin-3

escrito em termos dos campos não simétricos é invariante sob a transformação de

calibre (3.82), para isso note que:

δLCS = − 6

m
E λ

μ Eβ
ρΩ

ρ(μγ)(ω)δωλ(βγ) +
3

m
E λ

μ Eμ
ρΩ

ρ(βγ)(ω)δωλ(βγ), (A.1)

fazendo a substituição de (3.82) em (A.1) teremos:

δLCS = − 6

m

[
E λ

μ Eβ
ρΩ

ρ(μγ)(ω)∂γΛλβ − 1

2
EμβE

β
ρΩ

ρ(μγ)(ω)∂γΛ

+ EμβE
β
ρΩ

ρ(μγ)(ω)∂αΛαγ − E λ
μ EγρΩ

ρ(μγ)(ω)∂αΛαγ

− E λ
μ Eμ

ρΩ
ρ(βγ)(ω)∂βΛλγ

]
.

(A.2)

Vamos agora fazer a subtituição de Ωμ(βγ)(ω) dada por (3.46). Após alguns

cálculos obtemos:

δLCS = −18�
m

(−θλνEβρων(ργ)∂
γΛβλ − θβνEμλων(μγ)∂

γΛβλ

+ θλρE ν
γ ων(ρμ)∂

μΛλγ − Eλνων(μγ)∂
μΛ γ

λ

)
. (A.3)
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Substituindo a expressão para θμν dada em (2.4) vamos obter após algumas ma-

nipulações a seguinte expressão para a variação da lagrangiana de Chern-Simons:

δLCS = −18�
m

(
θρδEμγ + θγρEδμ + θμρEγδ

)
ωδ(μρ)�∂αΛ

α
γ . (A.4)

Note agora uma sutileza de espaços-tempo D = 2 + 1. Nesta dimensão temos a

validade da seguinte identidade aplicável a um vetor arbitrário aμ:

ε[μνγaβ] = εβμγaν − εβνγaμ + εμνγaβ − εμνβaγ = 0. (A.5)

A expressão acima pode ser extendida para o seguinte sistema de equações:

ε[μνγθβρ] = εβμγθνρ − εβνγθμρ + εμνγθβρ − εμνβθγρ = 0 (A.6)

com ρ variando de 0 a 2. Agora se aplicarmos ∂ν a (A.6) vamos obter exatamente

a expressão entre parênteses de (A.4). Logo conclúımos que:

θρδEμγ + θγρEδμ + θμρEγδ = 0 (A.7)

ou seja, a ação de Chern-Simons é invariante pela simetria de calibre (3.82), como

queŕıamos demonstrar.



Apêndice B

Álgebra dos geradores do grupo

de Poincarè

Para o estudo dos modos massivos de spin-s faz-se necessário a deter-

minação dos invariantes quadráticos de Casimir da álgebra de Poincarè. Para

uma part́ıcula de massa “m” estes assumem os seguintes valores: PμP
μ = −m2 e

PμJ μ = sm, onde s é o spin da part́ıcula. Aqui temos os geradores:

Pμ = i∂μ ; Jμ = Lμ + Sμ, (B.1)

com momento angular orbital Lμ e spin Sμ. Pμ e Jμ satisfazem à álgebra:

[J μ;J ν ] = iεμνλJλ (B.2)

[P μ;J ν ] = iεμνλPλ (B.3)

[P μ;P ν ] = 0 (B.4)

Para um auto-estado qualquer |φ〉 temos então as equações de Klein-

Gordon e Pauli-Lubanski respectivamente:

(PμP
μ +m2)|φ〉 = 0 ; (PμJ μ − sm)|φ〉 = 0. (B.5)

Como, PμJ μ = PμS
μ, o spin é definido como s = −P · S/√P 2.

Vejamos agora uma representação para Jμ para spins-1 , 2 e 3 e como

checar as expressões (3.40, 3.43). Em [28] o autor nos apresenta uma expressão
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generalizada para qualquer spin inteiro s = n, para o operador Jμ . A expressão

é a seguinte:

(Jnα)
μ1,μ2...μn
ν1,ν2...νn

= −εαβλ xβ P λ Iμ1,μ2...μn
ν1,ν2...νn

+
i

n!(n− 1)!
ε

(μ1

(ν1α
δμ2
ν2
...δ

μn)
νn)

. (B.6)

Supõe-se que os operadores estavam sobre um tensor totalmente simétrico de

posto-n φμ1,μ2,...μn onde o primeiro termo do lado direito de (B.6) corresponde ao

momento angular orbital usual (ou seja o produto vetorial entre vetor posição

e momento linear), acompanhado de uma identidade I totalmente simétrica. O

segundo termo é a generalização do vetor spin para qualquer inteiro, ou seja Snμ.

Para mais detalhes sobre (B.6) vide por exemplo [28, 37, 38].

B.1 spin-1 e spin-2

Uma part́ıcula massiva de spin-1 é descrita em termos de um campo vetorial,

ou seja Aμ. Sobre este campo realizamos a álgebra de Poincarè em D = 2 + 1

levando em conta a generalização (B.6):

(Pμ)
α
β = iδαβ ∂μ ; (S1μ)

α
β = iεαμβ. (B.7)

Sendo assim (Jμ)
α
β = −εμρλxρ(P λ)αβ + (S1μ)

α
β . O vetor spin S1μ, satisfaz as se-

guintes relações:

[S1μ, S1ν ] = −iεμναSα
1 , (B.8)

(Sμ)αβ(Sμ)αγ = s(s+ 1)δβγ , (B.9)

e usando (B.7) não é dif́ıcil verificar que isto é verdade com s = 1.

Para spin-2, usamos um campo simétrico e sem traço sob o qual é posśıvel

a realização da álgebra dos geradores de Poincarè. No entanto o operador S2μ

não é tão simples, deduzindo-o a partir de (B.6) ficamos com:

(Sμ
2 )

αβρσ =
i

2
(δαρεβμσ + δβρεαμσ + δασεβμρ + δβσεαμρ), (B.10)

e verifica-se com um pouco mais de trabalho que este operador satifaz:

[(Sμ
2 )

αβρσ, (S2ν)σρλγ] = iεμνδ(S
δ
2)

αβρσ, (B.11)
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(Sμ
2 )

αβρσ(S2μ)σρλγ = s(s+ 1)Iαβ
γλ, (B.12)

com s = 2. A identidade de posto-2 é então definida como:

Iαβ
γλ =

1

2
(δαλδ

β
γ + δαγ δ

β
λ)−

1

3
δαβδγλ. (B.13)

Note que a idetidade é simétrica e sem traço.

B.2 spin-3

Neste caso o spin é dado por:

(Sα
3 )

βγλ
μνρ =

i

12
ε

α(β
(μ δγν δ

λ)
ρ) , (B.14)

que pode ser reescrito abrindo as simetrizações em (μνρ) e em seguida em (βγλ)

(sem nenhum fator de normalização) em função da parte com traço não nulo da

identidade de posto-2, ou seja, da seguinte forma:

(Sα
3 )

βγλ
μνρ =

i

3

(
ε αβ
μ Iγλνρ + ε αβ

ν Iγλμρ + ε αβ
ρ Iγλνμ

+ ε αβ
μ Iγλνρ + ε αβ

ν Iγλμρ + ε αβ
ρ Iγλνμ

+ ε αβ
μ Iγλνρ + ε αβ

ν Iγλμρ + ε αβ
ρ Iγλνμ

)
(B.15)

onde temos: Iμναβ = (δμαδ
ν
β + δμβδ

ν
α)/2.

Vejamos agora como verificar a equação (3.40). Para isso teremos que

fazer: (Sα
3 )

βγλ
μνρ(S3α)

σφω
βγλ . Resta apenas fazer o produto termo a termo e em seguida

somar todos os resultados. Note que o resultado do produto do primeiro termo

de (Sα
3 )

βγλ
μνρ por todos os outros termos de (S3α)

σφω
βγλ nos levará ao seguinte:

−1
9

[
4(δσμI

φω
νρ + δφμI

σω
νρ + δωμI

σφ
νρ )− 2δμγδ

βσIγλνρ I
φω
βλ − 2δμγδ

βφIγλνρ I
σω
βλ − 2δμγδ

βωIγλνρ I
σφ
βλ

]
.

(B.16)

O resultado do produto do segundo termo de (Sα
3 )

βγλ
μνρ por todos os termos de

(S3α)
σφω
βγλ é igual ao resultado de (B.16) trocando (μ↔ ν). O resultado do terceiro

é igual ao do primeiro trocando (μ ↔ ρ) e assim por diante. É posśıvel ao final
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de muitos cálculos e após algum arranjo somar todas as contribuições e organizar

o resultado de forma que:

(Sα
3 )

βγλ
μνρ(S3α)

σφω
βγλ = −4 (δσμIφωνρ + δφμI

σω
νρ + δωμI

φσ
νρ

)
+

2

3

[
δμν(δ

φ
ρ δ

ωσ + δσφδωρ + δσρ δ
ωρ)

+ (ρ↔ ν) + (ρ↔ μ)] . (B.17)

Por fim definindo a identidade de posto-3, ficamos com:

(Sα
3 )

βγλ
μνρ(S3α)

σφω
βγλ = 12 Iσφω

μνρ , (B.18)

onde temos o fator 12 = s(s+ 1) com s = 3 e dessa forma:

Iσφω
μνρ = −1

3

(
δσμI

φω
νρ + δφμI

σω
νρ + δωμI

φσ
νρ

)
+

1

18

[
δμν(δ

φ
ρ δ

ωσ + δσφδωρ + δσρ δ
ωρ)

+ (ρ↔ ν) + (ρ↔ μ)] . (B.19)

Resta agora verificar a álgebra de spin (3.43). Vejamos como proceder, como

temos: [
(Sα

3 )
βγλ
μνρ ; (S3ξ)

σφω
βγλ

]
= (Sα

3 )
βγλ
μνρ(S3ξ)

σφω
βγλ − (Sξ

3)
σφω
βγλ(S3ξ)

βγλ
μνρ . (B.20)

Usando a expressão (B.15) podemos fazer o produto termo a termo. No primeiro

termo do lado direito da expressão imediatamente acima fazendo o produto do

primeiro termo de (Sα
3 )

βγλ
μνρ vezes todos os termos de (S3ξ)

σφω
βγλ teremos:

−1
9

[
ε αβ
μ ε σ

βξ I
φω
νρ + ε αβ

μ ε φ
βξ I

σω
νρ + ε αβ

μ ε ω
βξ Iφσνρ

]
+ (β ↔ ν) + (β ↔ ρ) (B.21)

Seguindo com as manipulações, veremos que o produto do segundo termo de

(Sα
3 )

βγλ
μνρ vezes todos os termos de (S3ξ)

σφω
βγλ será igual ao resultado anterior trocando

(μ ↔ ν). Prosseguindo com uma análise deste tipo para o produto de todos os

termos e somando todos os resultados conclúımos que:

(Sα
3 )

βγλ
μνρ(S3ξ)

σφω
βγλ = −1

3

[
ε αβ
μ ε σ

βξ I
φω
νρ + ε αβ

μ ε σ
νξ Iφωβρ + ε αβ

μ ε σ
ρξ Iφωνβ

+ ε αβ
μ ε φ

βξ I
σω
νρ + ε αβ

μ ε φ
νξ Iσωβρ + ε αβ

μ ε φ
ρξ Iσωνβ

+ ε αβ
μ ε ω

βξ Iφσνρ + ε αβ
μ ε ω

νξ Iφσβρ + ε αβ
μ ε ω

ρξ Iφσνβ

]
− 1

3
[(μ↔ ν)− (μ↔ ρ)]. (B.22)
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Logo quando tomarmos a diferença em (B.20) teremos:

− 1

3
{ε αβ

μ

[
ε σ
βξ Iφωνρ + ε σ

νξ Iφωβρ + ε σ
ρξ Iφωνβ + ε φ

βξ Iσωνρ + ε ω
βξ Iφσνρ

]
+ (μ↔ ν) + (μ↔ ρ)} − (ξ ↔ α). (B.23)

O objetivo agora é separar um εαξδ em todos os termos. Note por exemplo que:

ε αβ
μ ε σ

βξ − ε β
μξ ε ασ

β = εαξδε
σ δ
μ . (B.24)

Algo semelhante pode ser feito para todos os outros termos, e o resultado final

nos leva à conclusão de que:

[
(Sα

3 )
βγλ
μνρ ; (S3ξ)

σφω
βγλ

]
= iεαξδ (S

δ
3)

σφω
μνρ . (B.25)

Como queŕıamos demonstrar.



Apêndice C

Relação entre as formulações

totalmente simétrica e

parcialmente simétrica

Nessa tese utilizamos duas notações. Uma formulação é escrita em

termos de campos totalmente simétricos e foi utilizada por exemplo em [18].

A outra formulação é escrita em termos de campos não simétricos a qual foi

primeiramente introduzida por [27] e posteriormente utilizada por [23, 24]. A

ação de Singh-Hagen [15] de segunda ordem nas derivadas foi originalmente pro-

posta em termos de um campo totalmente simétrico φμνλ em D dimensões espaço

temporais. No entanto, vamos considerar D = 2 + 1, isso implica que os fato-

res numéricos em (C.1) não dependem da dimensão D como no caso de spin-2

(Fierz-Pauli) e spin-1 (Maxwell):

SSH =
1

2

∫
d3x

[
φμνλ�φμνλ + 3(∂μφμνλ)

2 + 6φμ∂ν∂λφ
μνλ − 3φμ�φμ +

3

2
(∂μφ

μ)2
]

(C.1)

Como vimos na seção 2.2 desta tese, através da definição dos objetos geométricos

tais como os tensores de Riemann e Einstein, os autores em [18] reescreveram

(C.1) da seguinte forma:

SSH =
1

2

∫
d3x φμνλG

μνλ(φ). (C.2)
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onde, como sabemos, Gμνλ(φ) é o tensor de Einstein dado em (2.19).

Por outro lado, sabemos que é posśıvel utlizar uma formulação não-

simétrica em termos dos campos ωμ(βγ). Nessa formulação a ação de Singh-Hagen

(C.1) fica:

SSH =
1

2

∫
d3x ξμ(βγ)Ωμ(βγ)(ω) = −1

2

∫
d3x ω · dΩ(ω). (C.3)

Onde temos Ωμ(βγ)(ω) dado em (3.46). Para checar que (C.3) corresponde de

fato à (C.1) devemos utilizar a mudança de variáveis dada em (2.7) em (C.3). De

posse de (2.7) podemos reescrever Ωμ(βγ)(ω) da seguinte forma:

Ωμ(βγ)(ω) =
√
3(E λ

β φλμγ + E λ
γ φλμβ)− E λ

μ φλβγ)

−
√
3

2
(ημγE

λ
β φλ + ημβE

λ
γ φλ − 2ηβγE

λ
μ φλ)

+

√
3

2
(Eβμφγ + Eγμφβ). (C.4)

Usando as identidades (2.2, 2.3) nas passagens que se seguem pode-se demonstrar

a equivalência entre as duas formulações. Portanto temos em resumo:

1

2

∫
d3x φμνλG

μνλ(φ) =
1

2

∫
d3x ξμ(βγ)Ωμ(βγ)(ω) = −1

2

∫
d3x ω · dΩ(ω). (C.5)

Vejamos agora a relação entre as formulações para o termo de Chern-

Simons topológico de terceira ordem nas derivadas. A versão primeiramente

apresentada por [18] pode ser escrita como:

SCS =
1

6m

∫
d3x εαβμ∂αφβνλG

μνλ, (C.6)

quando expandimos a expressão acima fazendo uso do tensor de Einstein dado

em (2.19), ficamos com:

SCS =
1

2m

∫
d3x

[−φβνλE
β
μ�φμνλ + 2φβνλE

β
μ∂γ∂

νφγμλ

− 2φβνλE
β
μ∂

ν∂λφμ + φβE
β
μ�φμ

]
. (C.7)

Por outro lado, obtivemos via notação não simétrica a seguinte expressão

para o termo de Chern-Simons de terceira ordem:

SCS = − 1

2m

∫
d3xΩμ(βγ)(ω)E

μ
λΩ

λ(βγ)(ω) =
1

2m

∫
Ω(ω)dΩ(ω). (C.8)
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É posśıvel verificar que após subtituir (C.4) em (C.8) temos a seguinte relação

entre as notações:

SCS = − 1

2m

∫
d3xΩμ(βγ)(ω)E

μ
λΩ

λ(βγ)(ω) =
1

2m

∫
d3x εαβμ∂αφβνλG

μνλ. (C.9)

Note que há uma diferença por um fator 3 entre as duas formulações, já que o

lado direito de (C.9) originalmente vai com 1/6m, vide (3.79).

Os autores em [34] sugerem que o termo que aqui chamamos de Chern-

Simons de terceira ordem seja na verdade o equivalente natural de um termo de

Einstein-Hilbert. Na notação utilizada naquele trabalho o termo de teceira ordem

é escrito da seguinte forma:

S =
1

2

∫
d3xφμνλGαβγ

μνλφαβγ = −1
2

∫
d3xφμνλE α

μ E β
ν E γ

λ φαβγ. (C.10)

Esta formulação se relaciona com as duas utilizadas aqui nesta tese através da

seguinte igualdade:

−1
2

∫
d3xφμνλE α

μ E β
ν E γ

λ φαβγ =
1

6m

∫
d3x εαβμ∂αφβνλG

μνλ. (C.11)

Como vimos, esta última notação foi útil para a demonstração de que o termo

de Chern-Simons não possui conteúdo f́ısico. Como demonstramos na seção 5.1

desta tese.
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