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Resumo

O principal objetivo deste trabalho é estudar a representagdo geométrica de ideais em
corpos de nimeros abelianos, isto serd feito de dois modos. No primeiro, estudamos os
reticulados gerados através de ideais ordinarios do anel dos inteiros algébricos de Q(,-)
com p primo. No segundo, estudamos os reticulados gerados por ideais ordinérios contidos
no anel dos inteiros algébricos de Q(&p,) com p,q primos impares distintos e o,(p) =
0,(q) =1 (mod 2).

Em ambos os casos calculamos a densidade de centro de tais reticulados, obtidos via
representacao geométrica de ideais. Este célculo é feito a partir do discriminante do corpo,

da norma do ideal e da minimizagao da fungdo trago.

Palavras-chave: Corpos Ciclotémicos, Reticulados, Densidade de Centro.
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Abstract

The main aim of this work is study the geometric representation of the ideals in abelian

number fields. We are going to do this in two ways. First, we study the algebraic lattices

generated by ordinary ideals of the algebraic integer ring of Q(¢,r), where p is a prime

number and r > 1. Second, we study the algebraic lattices generated by ordinary ideals
of the algebraic integer ring of Q(¢,,), where p, q are prime number and o,(p) = 0,(q) =
1 (mod 2).

From these lattices, generated from geometric representation of ideals, we calculate
the center density. These calculations were made using the discriminant of the field, the

norm of the ideal and the minimization of trace form.

Keywords: Cyclotomic Fields, Lattices, Center Density.
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Introducao

A forma de dispor esferas de mesmo raio no espago euclidiano R" de modo a cobrir a
maior parte do espago e que a intesecgao entre duas dessas esferas tenha no méximo um
ponto foi um desafio e mereceu citagao de Hilbert, que em 1900 relacionou-o como sendo
o 18° numa lista de 23 problemas mateméticos mais relevantes do século.

A distribui¢do de esferas de mesmo raio no espago euclidiano de tal modo que a
intersecgdo entre duas delas tenha no maximo um ponto denominou-se Empacotamento
Esférico. E a partir da data acima citada, muitas teorias evoluiram em torno do 18°
problema de Hilbert. Varios modelos matematicos foram descritos com a finalidade de se
obter empacotamentos esféricos com alta densidade; muitas cotas foram estabelecidas.

Os empacotamentos esféricos cujo conjunto de centros das esferas formam um subgrupo
discreto do R™ comecaram a ser estudados com maior interesse e receberam a denominagao
de Empacotamentos Reticulados.

Com o artigo de Shannon, publicado em 1948, onde foi demonstrada a estreita relagao
existente entre cédigos corretores de erro eficientes e empacotamentos reticulados densos,
o problema do empacotamento esférico proposto por Hilbert ganhou posi¢ao privilegiada
na Teoria das Comunicagoes.

Varias técnicas foram desenvolvidas a fim de se obter reticulados, dentre essas técnicas

algumas séo baseadas em cddigos corretores de erro e uma em especial, baseada na Teoria
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Introdugao 12

Algébrica dos Numeros, foi descrito por Minkowski, quando este estudava a Teoria dos
Corpos de Classe num perfodo entre o final do século XIX e inicio do século XX. O
método de Minkowski despertou o interesse em um nimero maior de matemadticos e
os avangos foram surgindo naturalmente, dentre esses avangos destaca-se os trabalhos
desenvolvidos por Maurice Craing. Outras colaboragoes foram surgindo a medida que o
modelo se mostrava mais promissor.

Nos anos de 1994 e 1995, Joseph Boutros juntamente com a participagiao de outros
trés especialistas em Telecomunicagoes publicaram alguns resultados onde mostram que
versoes particulares de empacotamentos reticulados j& conhecidos, construidos de corpos
ciclotomicos coincidam com os reticulados mais densos conhecidos e até assumam novos

recordes.

Isso limita o estudo as dimensoes da forma ¢(n), ¢ a fungao de Euler. Tal restricao se

justifica pela complexidade do problema quando este é tratado em outros corpos, mesmo
nos corpos abelianos.

Para a situagdo citada anteriormente, comegam a surgir resultados promissores em
corpos abelianos, cujo objetivo é fornecer contribuigoes do modelo de Minkowski em todas
as dimensoes cujas respectivas densidades estejam entre as maiores conhecidas.

Este trabalho tem como objetivo descrever alguns desses empacotamentos reticulados
em corpos abelianos, cujo método consiste na representagao geométrica de ideais do anel
dos inteiros algébricos de um corpo de niimeros abeliano.

No primeiro capitulo introduzimos os conceitos de corpos de niimeros, elemento algébrico,
discriminante, inteiro algébrico, base integral, norma e trago de um elemento, fatoragao
de um ideal primo e norma de um ideal, tais conceitos visam atender aos leitores com

pouco conhecimento em Teoria Algébrica dos Ntimeros.
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Introdugao 13

Os resultados considerados de maior relevincia foram todos demonstrados, com ex-
cessao do Lema de Kummer, pois sua demonstragéao é muito complexa e envolve conceitos
que destoam de nossos objetivos.

No Capitulo 2, apresentamos resultados bésicos para a melhor compreensao do préximo
capitulo, como os conceitos de corpos quadraticos, ciclotémicos e abelianos, bem como
a caracterizacdo do anel dos inteiros algébrico de um corpo quadrético e do polinémio
ciclotémico. Na secdo Corpos Abelianos destacam-se os Teoremas 2.3.2 e 2.3.3 para o
célculo do discriminante de um corpo, os quais serao aplicados no préximo capitulo.

Ainda no segundo Capitulo sdo apresentadas as defini¢des de reticulado, empacota-
mento esférico, densidade de empacotamento, densidade de centro e o método de Minkowski,
o qual consiste na obtencao de reticulados via representagdo geométrica de ideais or-
dindrios ndo nulos do anel dos inteiros algébricos de um corpo de niimeros. Destaca-se o
Teorema 2.5.1 na secao "O Homomorfismo Candnico”, por mostrar que a representacao
geométrica de um ideal é um reticulado e por apresentar uma férmula geral para o célculo
da densidade de centro.

O Capitulo 3 é dedicado aos reticulados algébricos e suas aplicagdes, o principal ob-
jetivo deste capitulo é calcular a densidade de centro dos reticulados obtidos a partir de
familias de ideais em subcorpos de Q(&,r) e de Q(&pq)-

Neste capitulo introduzimos uma expressdo para a forma quadratica do corpo ci-
clotémico Q(£,) e caracterizamos os ideais ordindrios nao nulos cuja realizagao geométrica
é nosso objeto de estudo. Na secao ”Subcorpos de Q(¢,-)” apresentamos uma férmula es-

pecifica para o caculo da densidade de centro de reticulados gerados através de ideais no

anel dos inteiros algébricos de Q(§,) com p primo.

Na segéo ”Subcorpos de Q(£,)”com p,q primos impares distintos e 0,(p) = 04(p) =
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Introducgao 14

1 (mod 2), demonstramos alguns resultados que auxiliam na melhor caracterizagao dos

ideais no anel dos inteiros de Q(&,,) e também apresentamos uma férmula para o célculo

da densidade de centro dos reticulados gerado por tais ideais.
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Capitulo 1

Corpos de Niumeros

O objetivo deste capitulo é introduzir conceitos béasicos da Teoria dos Numeros, tendo
em vista fornecer pré-requisitos para um melhor entendimento dos capitulos posteriores
e também a familiarizacdo com a notagdo aqui adotada. A presente redagdo visa os
leitores que tenham conhecimentos elementares de Algebra, que pode ser encontrado nas
referéncias ([4]) e ([6]).

Neste capitulo introduziremos conceitos importantes da Teoria Algébrica do Nimeros,
tais como elementos algébricos sobre um corpo, inteiros sobre um anel e observaremos as
relagoes entre eles. Em seguida definiremos Corpo de Nimeros e alguns de seus principais
parametros, como: Anel dos Inteiros Algébricos, Discriminante, Base Integral, Norma e

Trago de um elemento.

1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo

Quando K é um subcorpo do corpo L, dizemos que L é uma extensdo do corpo K

e denotamos por L/K uma extensdo de corpos. Denominamos a dimensdo de L visto
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 16

como espago vetorial sobre K como sendo o grau de L sobre K e denotamos por [L : K].
Dizemos que L/K é uma extensao finita se [L : K] é finito. Dados K C L corpos e & um
elemento de L, denotaremos por K[a] o conjunto de todas as expressées polinomiais em
a com coeficientes em K.

Sejam R um anel e K um subcorpo de R. Dizemos que um elemento o € R é algébrico
sobre K, se é raiz de um polinémio néao nulo, com coeficientes em K. Caso contrério,

dizemos que a é transcedente sobre K.
Exemplo 1.1.1 O elemento a = v/2++/=3 € algébrico sobre Q, pois é raiz do polinémio
X4 +18X%+25 € QX]

Dizemos que uma extensdo L/K é algébrica se todo elemento de L é algébrico sobre

K e uma extensdo L/K é simples quando existe a € L tal que:

L= K(a) = {f(@)/9(a) : (X), 9(X) € K[X] e g(a) # O}.

Sejam a € L algébrico sobre K e J = {p € K[X] : p(a) = 0}. O conjunto J contém um
tnico polinémio ménico py = X™ + a,—1 X™ ! +... + ag de grau minimo; p, é irredutivel
sobre K e se a # 0, entdo a9 # 0. O polindmio p, que definimos acima é chamado
polinémio minimal de a sobre K, e seu grau é chamado de grau de « sobre K.

Para a algébrico temos o seguinte resultado:

Sejam L sobre K uma extensdo e a € L, entdo « é algébrico sobre K se, e somente

se, K(c) é uma extensao finita de K. Neste caso, [K(a) : K] = dp, onde p é o polinémio

minimal de a sobre K e K(a) = K|a].
Uma extensao L de um corpo K é um fécho algébrico de K se, L é uma extensao

algébrica de K e L é um corpo algebricamente fechado.
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 17

QOutro resultado muito util de extensoes algébricas é que sendo K um corpo, L uma
extensao algébrica de K e F uma extensao algébrica de L, temos que F' é uma extensao
algébrica de K e vale [F': K] = [F: L)[L : K].

Denotamos por A o conjunto de todos os nimeros algébricos sobre K, o qual é corpo

devido ao seguinte teorema.

Teorema 1.1.1 ([13], pag. 39) O conjunto A dos nimeros algébricos € um subcorpo de

C.

Definimos um corpo de nimeros como sendo um subcorpo K de C tal que [K : Q] é

finito. Isto implica que todo elemento de K é algébrico sobre QQ e assim K C A.

Teorema 1.1.2 ([15], pag. 40) Seja K um corpo de nimeros entdo K = Q(6), para

algum 0 algébrico.

Demonstragao:

Como K é um corpo de nimeros, K é infinito e visto que K é obtido de Q pela
adjungao de um nimero finito de elementos, suponhamos K = Q(ey,. .., a,). Faremos a
demonstragdo por indugdo sobre n. Sen =1, K = Q(a;) e tomemos § = ;. Provando

que Q(ay, a2) = Q(0) entdo, por hipétese de indugado sobre s, s < n — 1, temos que:
K =Q(a1, .-, -1)(an) = Q(B)Q(an) = Q(B, @) = Q(6).

Assim, é suficiente provarmos para n = 2. Consideremos K = Q(a, 8) e sejam p(X) e
q(X) os polinémios minimais de a e § sobre K, respectivamente, e suponhamos que sobre

C tenham a seguinte fatoragao:

p(X)=(X_al)'°'(X_a'n): Q(X)=(X"ﬁ1)"'(x_ﬁn)’
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1.1 Elementos Algébricos sobre um Corpo 18

e tomemos a; = a e f; = . Como os ;s e B;s sao distintos. Assim, para cada i e cada

k # 1, existe no minimo um elemento z € K, tal que
o + P = a1 + zfhr.

Se existem somente algumas destas equagdes, tomemos ¢ # 0 em Q, diferente de qualquer

um destes z's, e entdo:

a,+cﬁk7éa1+cﬁ1-—->c;é ﬁk

paral <i<n, 2<k <m. Seja § = a+ cl.

Afirmagéao: Q(6) = Q(a, B8). Com efeito, observemos que # é uma combinagéao linear de
a e 3 com coeficientes em Q, logo Q(6) C Q(e, 8). Devemos mostrar que a e 3 estdo em
Q(6), para isto é suficiente mostrar que 8 € Q(6) se @ = §—cB. Agora p(6—cB) = p(a) = 0.

Definimos o polinémio:

r(X) =p(6 — cX) € Q(0)[X],
entdo [ é raiz dos polinémios r e q sobre Q(6). Esses polinémios tem somente uma raiz
comum €. Ser(€) = q(£), entdo £ é umdos By, ..., By, e também 6 —c€ é um dos ay, . .. , op.
Mas pela escolha de ¢, £ = B. Seja h(X) o polindmio minimal de 8 sobre Q(6). Entao
h(X) | ¢(X) e h(X) | r(X). Visto que g(X) e r(X) tem exatamente uma raiz comum em

C e todo polinémio irredutivel em C nao tem raizes repetidas, temos que 8h = 1. Dai,
h(X) = X +p,

para p € Q(6). Agora 0 = h(8) = B + , o que implica que § = —u € Q(6) e portanto

Q(a, B) C Q(8), donde concluimos a demonstragao.
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1.2 Conjugados e Discriminantes 19

Exemplo 1.1.2 Se K = Q(i, V/2), temos que f(X) = X%+ 1 € o polinémio irredutivel
de i sobre Q e g(X) = X% — 2 € o polinémio irredutivel de ¥/2 sobre Q. As raizes de f

sGooy =t eay=—ieasdegsiofh =2 Bo=VowefBs =2 ondew =e3.

Devemos encontrar ¢ € Q de modo que,

Q; — oy

B — Bj

¢ # i A1 (1.1)
A equagdo (1.1) vale para todo ¢ € Q*, em particular para c = 1, temos K = Q(i + ¥/2).

Proposicao 1.1.1 ([8], pag. 38) Sejam K um corpo, f(X) € K[X] um polinémio ir-
redutivel e o, raizes de f(X) em alguma extensao de K. Entao existe um inico K-

isomorfismo ¢ : K(a) — K(B) tal que p(a) = S.

1.2 Conjugados e Discriminantes

Seja K = Q(#) um corpo de nimeros. Em geral, existem muitos monomorfismos
distintos de K em C. O conjunto de tais monomorfismos forma a parte fundamental da

teoria utilizada neste trabalho.

Teorema 1.2.1 ([15], pag. 41) Seja K = Q(6) um corpo de nimeros de grau n. Entdo

eristem ezatamente n monomorfismos distintos
g;i: K — C.
Os elementos 0;(0) = 0; sdo as raizes em C do polinémio minimal de 6 sobre Q.

Demonstragao:

Sejam 0y, ..., 0, as raizes (distintas) do polinémio minimal f(X). Logo,

f(X)=(X=01)...(X —6n).
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1.2 Conjugados e Discriminantes

Pela Proposigao 1.1.1, existe um tinico isomorfismo:

O“Q(G)—*Q(G‘) y1=1,...,m,

tal que o;(f) = 6;. Por outro lado, se existe um monomorfismo ¢ : K — C, precisamos

mostrar que o(6) é raiz de f(X). Visto que:

G (Z aef?‘) - (o(0))

entdo, o(f) é raiz de f(X). Logo, 0 = o; para algum i e portanto os monomorfismos

descritos sao os linicos possiveis.

Sejam K = Q(f), um corpo de nimeros de grau n e 0y,...,0, 0s monomorfismos de

K em C. Para cada a € K, definimos o polindmio caracteristico de o sobre Q como sendo:
n

fa(X) = [[(X = 03(a)). (1.2)
=1

Teorema 1.2.2 ([13], pag. 42) Os coeficientes do polinémio caracteristico sGo nimeros

racionais, de modo que fo(X) € Q[X].

Demonstragao:

Podemos escrever (1.2) da seguinte maneira:

fo(X)=X"— (Za.-(a)) Xl4e + (—1)“]:[0‘-(&).

i=1

Por outro lado,
m

irr(a,Q) = H(X - ),

i=1

, . : e
sendo os o/s as raizes de irr(a,Q),i =1,...,m.
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1.2 Conjugados e Discriminantes

Sejam ¢y, ..., ¥, os monomorfismos de Q(a) em C definidos de modo que:

a; = gla), i=1,...,m.

Visto que cada ; tem [K : Q(a)] extensdes de K em C, concluimos que:

fa(X) = irr(e, Q).

n 1]
Consequentemente, os coeficientes de f,(X) e, em particular, Z:o;-(a)1 Ha,-(a) 880
i=1 i=1

numeros racionais.

Desta demostragao temos duas consequéncias importantes: o polinédmio caracteristico
fo € uma poténcia do polindmio minimal p e os K-conjugados de o sdo as raizes de p em
C, cada uma repetida n/m vezes, onde m = 9p.

Os elementos o;(a), para i = 1,...,n, sdo chamados K-conjugados de a. Por exemplo,
sobre Q, v/2 e —/2 sdo os conjugados de v/2, mas por outro lado 1 + /7 e /7 néo
sao Q—conjugados de v/7. Embora os 6; sejam distintos (e sdo K-conjugados de 6), nem
sempre ¢ verdade que os K-conjugados de « sdo distintos. Note que os K-conjugados de
nao sao necessariamente elementos de K, isto é, os ; ndo sao necessariamente elementos
de K. Por exemplo, seja 6 a raiz real cibica de 5. Entdo Q(6) é um subcorpo de R. Os

V3

K-conjugados de 6 sdo 0, wf, w?@ onde w = _71 + iT. As duas iltimas néo sao reais,
assim néo estdo em Q(0).
Considerando K = Q(#) um corpo de niimeros de grau n, {ay,...,a,} uman—uplade

K e oy,...,0, 0s monomorfismos de K em C, definimos o discriminante desta n—upla

por:

Alay, ..., an) = (det(oi(ey)))>

AVA
AVAVEY




1.2 Conjugados e Discriminantes

Exemplo 1.2.1 Sejam K = Q(v/7) um corpo de nimeros e {1,v/7} C K. Entio:

2

A1, V7] = | det L = (—2V7)? = 28.
1 —V7

Lema 1.2.1 Sejam K um corpo de mimeros de graun, {o,...,an} € {B1,...,Ba} sub-

conjuntos de K tais que B = Z CikQi, comcix € Q, k=1,...,n. Entdo:

i=1

AlB,y..., 0 = (det(cik))*Aloy,. .., an).

Demonstragao:

Por definicao,

Ul(ﬁl) Ul(ﬁn)
AlfycnBa) =

Jn(ﬁl) an(ﬁn)

= (det(cik))*(det(oi(;)))? = (det(cik))?A [, . . ., an) -

Exemplo 1.2.2 Vimos no ezemplo 1.2.1 que o discriminante da base {1, N4 }, do corpo
de mimeros K = Q(\/7) € 28. Agora, considerando uma outra base de K, por ezemplo,

{2 — V7,5 + 27}, seque do Lema 1.2.1 que

|
A2 — V7,54 2V7) = | det AL, V7] =9%.28
5 2

Teorema 1.2.3 ([19], pag. 44) O discriminante de toda base para K = Q(6) € racional
e ndo nulo, e se todos os K -conjugados de 8 sdo reais, entdo o discriminante de toda base

€ positivo.
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1.2 Conjugados e Discriminantes

Demonstragao:

Seja {1,6,...,0" '} uma base de K e suponhamos que os conjugados de § sejam

., 0. Pela defini¢ao de discriminante,

0'1(91) i 0'1(9,-;)
A=A[L0,...,0" Y = |det| : .. = (det(0:(6;)))*

on(61) ... on(6n)
Um determinante da forma D = det(0;(6;)) é chamado determinante de Vandermonde e

tem valor

2
H (6; — 6;). Assim, A=( H (e,-—e,-))
1<i<j<n 1<i<j<n

n

e A # 0, pois 0; # 0;, se i # j. Sendo f(X) = irr(0,Q), entdo f(X) = H(X — 6;) e sua

i=1
derivada f'(X) = Z ( X 9 T Calculando a derivada em cada 6;, temos:
= (9]_ - 92)(91 — 93) - (91 e 9,-,)(92 - 91)(92 i 93) oo (92 s Bﬂ) “ee

(6 —61) ... (00 — 6n_s)
+ JT (6:—6;)>

1<i<j<n

Logo, in’(t?) = JI 6 —6,)% Mas, £'(6:) = a:(f'(6:)) e f'(6) € Q(6). Logo, o
1<i<j<n
polmomm ca.ractenstico de f'(6) sobre Q é:

froX) = JJ(X-a(£(6)))

i=1

” (Zg,.( f’(f)))) X+ (—H“Hm(f’(ﬁ))-

Como cada coeficiente de fy:(g)(X) é racional, segue que A é um niimero racional.
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1.3 Inteiros Algébricos 24

Com a notagéo acima, A é zero se, e somente se, algum 6; ¢ igual a outro 6;. Portanto,

para que A néo se anule passamos a discriminar os 6;, 0 que motiva a nomenclatura de

A.

1.3 Inteiros Algébricos

Sejam R um anel e A um subanel de R. Um elemento 6 € R é dito inteiro algébrico
sobre A, se este é raiz de um polinémio ménico com coeficientes em A.

Em outras palavras,
0"+ ap 10" +...+a10+a =0,
onde a; € A, para todo i.

Exemplo 1.3.1 Os elementos x = v/5++/7 e 8 = \/—11 sado inteiros algébricos sobre Z,
pois 24 — 2422 + 4 =0 e 6% + 11 = 0. Mas y = 37/13 ndo é, pois ele ndo satisfaz equagies

do tipo v — 37 = 0, cujos coeficientes sdo inteiros.
Segundo a defini¢ao, o € algébrico sobre um corpo K, se satisfaz uma equacao do tipo:

Q"+ ap10™ 4.t ajatag =0,

com a; € K, an # 0. Multiplicando esta equagéo por a;!, temos:

" +a'ap @™ + .. 40 'y +a; ey = 0.

Portanto, sobre um corpo, o conceito de elemento algébrico coincide com o de inteiro
algébrico.
Sendo [L : K] finito, entdo L é uma extensdo algébrica de K. E como vimos, ser

algébrico tem o mesmo significado de ser inteiro algébrico sobre um corpo, assim podemos
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1.3 Inteiros Algébricos 25

usar os resultados obtidos para elementos algébricos em inteiros algébricos. Logo, para
K C Rez € R, z é algébrico sobre K se, e somente se, [K[z] : K] é finito.

Chamamos de B o conjunto dos inteiros algébricos, ou seja, B é o conjunto dos f € R,
tais que @ é um inteiro algébrico sobre A . Um dos objetivos desta se¢do é mostrarmos

que B é subanel de A.

Lema 1.3.1 ([18], pag. 46) Um nimero complezo 6 é um inteiro algébrico se, e somente

se, o grupo aditivo gerado por todas poténcias 1,6,602,... é finitamente gerado.

Teorema 1.3.1 ([15], pag. 47) Os inteiros algébricos formam um subanel do corpo dos

numeros algébricos.
A partir de uma extensao simples desta técnica provamos o seguinte:

Teorema 1.3.2 ([15], pag. 47) Seja @ um nimero complezo satisfazendo um polinémio

monico cujos coeficientes sao inteiros algébricos. Entao 6 é um inteiro algébrico.

A partir dos Teoremas 1.3.1 e 1.3.2 podemos construir novos inteiros algébricos descon-
hecidos, por exemplo, v/7 e /13 sdo claramente inteiros algébricos. Entéo, pelo Teorema
1.3.1, os niimeros, tais como, V7 + V13, 9v/7 — 861/13 e (v/7)3(1 + v/13)?, também séo

inteiros algébricos. E pelo Teorema 1.3.2 os zeros do polindmio

XB — (144 V1) X° 4+ (V11) X® - 19V5,

séo inteiros algébricos.

Para todo corpo de nimeros K escrevemos
Oxk=KNB
e Ok ¢é dito o anel dos inteiros algébricos de K.
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1.3 Inteiros Algébricos 26

Lema 1.3.2 ([18], pag. 49) Sejam K um corpo de nimeros e a um elemento nao nulo

de K. Entao, para algum c inteiro nao nulo temos que ca € Ok.

Demonstracgao:

Seja f(X) = X"+ @na X" +... + ap = irr(c, Q). Entdo, existe ¢ € Z* tal que,
cf(X) =cX™ + can1 X" +... + cap € Z[X].
Multiplicando ¢f(X) por ¢*~!, obtemos o polindmio:
9(X) = f(X) = (cX)" + can-1(cX)" " +... + c"ap € Z[X],
que tem a como raiz. Entretanto, substituindo ¢X por Y, obtemos o polinémio ménico:
h(Y)=Y"+can Y"1 +... + c"ay,

cujos coeficientes sao inteiros e tem ca como raiz. Portanto ca € Ok.

Corolério 1.3.1 ([13], pag. 49) Seja K um corpo de nimeros. Entdo, K = Q(6), para

algum 0 inteiro algébrico.

Observagao 1.3.1 Para 6§ € C, escrevemos Z[f] como sendo o conjunto dos elementos
p(0), para polinémios p € Z[X]. Se K = Q(6), onde 6 é um inteiro algébrico, entdo,
certamente Ok contém Z[0], se Ok é um anel contendo 6. De qualquer modo, O nao
é necessariamente igual a Z[6]. Por exzemplo, Q(v/17) é um corpo de mimeros e V17 um

inteiro algébrico. Mas,

14+ /17
2

é um zero de X2 — X — 4 = 0, e assim um inteiro algébrico contido em Q(v/17), entdo

pertence a Ok e ndo pertence a Z[v/17).
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1.3 Inteiros Algébricos 27

O critério abaixo é 1til, em termos de polinémio minimal, para testar se um nimero

é um inteiro algébrico.

Lema 1.3.3 ([19], pag. 49) Um nimero algébrico @ é um inteiro algébrico se, e somente

se, seu polindmio minimal sobre Q tem coeficientes em Z.

Demonstracao:

Seja p(X) = irr(a, Q). Caso p(X) € Z[X], entdo a é um inteiro algébrico. Reciproca-
mente, se & é um inteiro algébrico, entdo existe ¢(X) € Z[X], monico, tal que g(a) = 0.
Sendo p(X) = irr(a, Q) e g(a) = 0, entdo p(X) divide ¢(X), ou seja, g(X) = p(X)h(X)
e pelo Lema de Gauss, existe A € Q* de modo que Ap(X) e A7'h(X) € Z[X]. Como
Ap(X) € Z[X], temos que A € Z, pois p(X) é mdnico. Analogamente A\~*h(X) € Z[X],
implicando que A~ € Z, logo A = *1 e, sem perda de generalidade, podemos supor A = 1.

Portanto p(X) € Z[X].

Lema 1.3.4 ([13], pag. 50) Um inteiro algébrico é um mimero racional se, e somente se,

€ um inteiro. Equivalentemente, BN Q = Z.

Demonstragao:

Temos que todo inteiro n é raiz do polinémio X — n € Z[X], entdo n é um inteiro
algébrico e portanto Z C B N Q. Reciprocamente, se « € BN Q, entdo o € Be o € Q.
Desde que a € Q, seu polinémio irredutivel sobre Q é X — «, e pelo Lema 1.3.3 os

coeficientes de X — a sdo inteiros logo @ € Z e BN Q C Z. Portanto BNQ = Z.
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1.4 Base Integral

1.4 Base Integral

Sejam K = Q(#) um corpo de niimeros de grau n, § um inteiro algébrico. Mostraremos
a seguir que o anel Ok dos inteiros algébricos de K, é um Z-mddulo livre de posto n,
ou seja, admite uma base a qual denominamos base integral. Assim, {a;,...,a,} é uma
base integral se, e somente se, todo ¢; é um inteiro algébrico e cada elemento de O é
expresso de modo tinico como,

aio + ...+ apoy,

com a; € Z. Vale observarmos que {1,6,...,0" '} é uma Q-base de K, constituida de
inteiros algébricos, mas nem sempre é uma base integral de Ok. Por exemplo, {1,2v/2} é
uma Q-base de Q(v/2), mas nio é uma base integral.

Assim, o problema é mostrarmos que base integral existe, o que equivale a provar-
mos que (Og,+) é um grupo abeliano livre de posto n. Para provarmos isso, primeiro

estabelecemos o seguinte resultado:

Lema 1.4.1 ([15], pag. 51) Seja {ay,...,0n} uma base de K consistindo de inteiros

algébricos. Entdo o discriminante Alay, ..., a,) € um inteiro ndo nulo.

Demonstragao:
Pelo Teorema 1.2.3, A = Aloy,...,a,] é racional e ndo nulo. Visto que os o; sao
inteiros algébricos, seus conjugados também sao inteiros algébricos, logo A é um inteiro

algébrico. Pelo Lema 1.3.4, A é um inteiro.

Logo podemos afirmar que:

AYA
AVAYAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesmel 12: 13 12 15

16

17

18



1.4 Base Integral 29

Teorema 1.4.1 ([15], pag. 51) Todo corpo de mimeros K possui uma base integral, ou

seja, existem wy,...,w, € K comn = [K : Q] tal que Ox = Y-, Zw;.

Demonstragao:
Seja {wi,...,wn} uma base de K, com w; € Ok, tal que | Afwy,...,w,] | seja minimo.

Suponhamos que {wy,...,w,} néo seja base integral. Entdo existe w € Ok tal que:
w=aw + ...+ Gy,

com a; € Q, mas nem todos inteiros. Suponhamos , sem perda de generalidade, que

a, ¢ Z. Entdoa; =a+r,ondea€Ze0<r < 1. Seja
M =W—a) =TW + Qo + ...+ Gplp

e =wj; t=2,...,n Entdo {y1,...,7,} é uma base constituida de inteiros algébricos

e seu discriminante:

Alwy,...,wn] =r2.Alwy,...,wn)

\ \00...1))

Como 0 < r < 1, segue que | Ay, ..., Y] | < | Alw,-..,wy] |, contradizendo a mini-

malidade de | Afwy,...,wn] | . Logo {w1,...,w,} é um base integral de O e, portanto,

Ok é abeliano livre de posto n.

n
Dada uma Q-base de K consistindo de inteiros algébricos, calculamos o discriminante

e entao temos o seguinte teorema:
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Teorema 1.4.2 ([18], pag. 53) Sejam K um corpo de nimeros e ay,...,a, elementos
de Ok. Se Ala, ..., an) € um inteiro livre de quadrados entdo {a,...,a,} €é uma base

integral.

Demonstragao:
Seja {B1,...,0s} uma base integral. Entdo existem c;js inteiros tais que o; =

Zc.-jﬁj i 1=1,...,n, e pelo Lema 1.2.1, temos:
J=1
A= Alay,...,a,] = (det(cij))?.AlBy, - - - , Ba

Sendo A um inteiro livre de quadrados, entao det(c;;) = %1 e a matriz (c;;) é inversivel.
n

Seja (dij) = (cij)~"; com d;; € Z. Assim, §; = Z dijo;, ou seja, cada f; € Ok se escreve
=]

como combinagao linear, a coeficientes inteiros, dos ¢;. Portanto {a;,...,a,} é uma base

integral.

Exemplo 1.4.1 Em Q(v/13) a Q— base {1,v/13} ndo € base integral. De fato, um ele-

mento de Q(v/13) € da forma p + gv/13 para p,q racionais e tem polinémio minimal
(X —p—qV13)(X — p+qV13) = X* — 2pX + (p* — 13¢°)

Entdo p + qV/13 ¢ um inteiro algébrico se, e somente se, os coeficientes do polinémio
minimal, ou seja, 2p e (p? — 13¢®) sdo inteiros, pelo Lema 1.3.8. Logo, p = (1/2)P, onde
P ¢ um inteiro e para P par, temos que p* é um inteiro , entdo 13¢q*> também serd um
inteiro, o que implica q inteiro.

Para P impar, um cdlculo direto (que serd visto mais detalhadamente no prézimo

capitulo) mostra que ¢ = (1/2)Q, onde Q também é um inteiro impar.

1+/13
2

1+ /13
: .

} e uma base integral é {1,

A partir disto seque que, O = Z [
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Pelo Teorema 1.4.2 podemos ' provar isto usando discriminante da seguinte maneira:

os dois monomorfismos de Q(v/13) em C sdo dados por:

o1(p+qV13) =p+qV13,  oa(p+qV13)=p—gVI3.

Al = (—V13)2 =13

1
1+Jﬁ] a(l) o
| = | det

02(1) o2

1+v13] |, .
5 é uma base integral.

e sendo este livre de quadrados, temos que {1,

Observacao 1.4.1 E importante notarmos que existem bases integrais cujo discrimi-
nante nao € livre de quadrados. Portanto a reciproca do Teorema 1.4.2 € falsa. Por
ezemplo, consideremos o corpo K = Q(v/11) que tem base integral {1,/11} e discrimi-

nante 44, o qual nao € livre de quadrados.

Lema 1.4.2 Seja K um corpo de nimeros de grau n e Ok o seu anel dos inteiros

algébricos. Se {a1,...,an} € {B1,...,0Ba} sdo duas bases integrais de O entio
ﬂ[&l, §5¥is ,0.’,;] = A[ﬁl, e ,ﬁn].

Demonstragao:
n
Como existe uma matriz C inversivel, com entradas inteiras, tal que a; = Z cii B

j=1
entdo, pelo Lema 1.2.1 temos:

Aley,...,an) = (detC)?AlBy,..., 0] = AlB,-.

pois a matriz mudanga de base é unimodular.
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Pelo Lema 1.4.2, podemos observar que o discriminante de uma base integral independe
da escolha da base. Este valor comum, o qual denotamos por D, é chamado discriminante
de K e é sempre um nimero inteiro ndo nulo. Corpos de niimeros isomorfos tem o mesmo

discriminante.

1.5 Norma e Tracgo

A partir da norma e do trago, é possivel transformarmos alguns problemas de inteiros
algébricos em problemas de nimeros inteiros.

Sejam K C L corpos de niimeros, com n = [L : K] e 0y,...,0, 0s monomorfismos
de L em C. Dado um elemento a: € L, definimos a norma e o traco de « relativamente &

extensdo L/K como sendo, respectivamente:

Ny/k(a) = Ha’.—(a) e Tryk(a)= Zai(a).

i=l

Observagao 1.5.1 Como vimos, o polinémio caracteristico é uma poténcia do polinémio
minimal, e entdo pelo Lema 1.8.3 e o Lema de Gauss ([18], pag. 19), segue que um ele-
mento a de K € um inteiro se, e somente se, seu polinomio caracteristico tem coeficientes
inteiros. Portanto, se a é um inteiro algébrico a norma e o trago deste elemento sdo

inteiros.
No contexto em que estiver explicito, a norma e o trago de a serao abreviados por
N(a) e Tr(a), respectivamente.

Sejam K C L corpos de nimeros, [L : K] =n, o, 8 € L e ¢ € K. Entdo valem as

seguintes propriedades:

(1) Trr/x(a+ B) = Try k(o) + Trrx(B),
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(2) Trox(ce) = cTryk(e),
(3) Tr/x(c) = ne,
(4) Ni/k(aB) = Ny (@)-Ny/k(B),
(8) Ni/k(c) = c™.
No caso K C L C M, dado o € M, valem:
(6) Nuyx (@) = Nijx(Numyi(a)),
(7) Trayx(@) = Troyx(Trayu(e)).
Em particular, se a € L, entao:
(8) Trmyx(a) = [M : L|Try/k(a),

(9) Nayx(a) = Npjg (o) M:H,

Proposicao 1.5.1 ([15], pag. 53) Seja K = Q(6) um corpo de mimeros onde 6 tem

polinémio minimal p de grau n. A Q-base {1,90,...,0" 1} tem discriminante
AL,9,...,60™" " = (1) D2 Ny 0 (2'(6))
onde p' € a derivada formal de p.

Demonstragao:

Pelo Teorema 1.2.3, temos

A[L6,...,00 1 = ( IT - e,-)) = (-1’ [[» (6,
1<i<j<n i=1
com s = in(n — 1). Mas,

HP’(&) =
i=1

n

P'(0:(9)) = [ 0:(#'(6)) = Nicsa(#(6)).
1 i=1

=
Portanto,

AL, .., 6" = (~1)™*/2 Ny /o(p'(60))-
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Exemplo 1.5.1 Sejam K = Q(#), 0 = V5 e f(X) = X* — 5 =irr(0,Q). Entdo,

Al1,6,62% 6% = (—1)°Nk/o(46°) = (46°)* = 256.125.

1.6 Decomposicao em Irredutiveis

O objetivo desta secao é introduzir alguns conceitos e propriedades que serao impor-
tantes no decorrer deste capitulo.

Para isso, definimos um dominio como sendo Noetheriano quando todo ideal é finita-
mente gerado. Devemos esta nomenclatura a Emmy Noether (1882 - 1935), que foi quem
introduziu o conceito.

A seguir duas propriedades teis:

A condicao de Cadeia ascendente: Dada uma cadeia ascendente de ideais:
Iﬂg-rlg-&ggfng!

entdo existe algum N tal que I, = Iy, para todo n > N, ou seja, toda cadeia ascendente
¢€ estaciondria.

A condigao maximal: Todo conjunto nao vazio de ideais de um anel, tem um
elemento maximal, isto é, um elemento que néo estéd propriamente contido em qualquer

outro elemento.

Proposicao 1.6.1 ([19], pag. 86) Se D é um dominio, as sequintes condigdes sdo equiv-

alentes:

(a) D é Noetheriano,
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1.6 Decomposicao em Irredutiveis

(b) D satisfaz a condigdo de cadeia ascendente,

(¢) D satisfaz a condi¢@o mazimal.

Teorema 1.6.1 ([13], pag. 87) O anel dos inteiros algébricos Oy de um corpo de mimeros

K € noetheriano.

Introduziremos a seguir as definigoes e algumas propriedades de unidades, elemen-
tos associados e irredutiveis, para isso, utilizaremos a Lei do Cancelamento e entdo é
necessario tomarmos o anel como sendo um dominio de integridade.

Sendo k£ = m.n, onde nem m ou n sédo unidades, entdo m e n sdo chamados fatores
proprios e k é dito redutivel. Assim, ao fatorar um elemento nao unitério z, em um

dominio D, é natural buscarmos fatores préprios

T=P1---Pm

onde cada p; € irredutivel. Geralmente isto nao é possivel, mas mostraremos no decorrer
desta secdo que no anel dos inteiros algébricos O de qualquer corpo de niimeros, sempre
é possivel.

Seja u uma unidade de um anel R. Entdo qualquer elemento z € R pode ser trivial-
mente fatorado como:

z = uy,

onde y = u~!z. Dizemos que o elemento y é associado de z se z = uy, onde u é uma

unidade.

Proposigao 1.6.2 ([15], pag. 84) Para um dominio D,

(a) z € uma unidade se, e somente se, z | 1,
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(b) Quaisquer duas unidades sdo associadas e qualquer associado de uma unidade € uma
unidade,

(c) =, y sdo associados se, e somente se, z |y ey | z,

(d) z € irredutivel se, e somente se, todo divisor de x € um associado de T ou uma
unidade,

(e) Um associado de um irredutivel € irredutivel.

Em termos de ideais, temos:

Proposigao 1.6.3 ([19], pag. 84) Sejam D um dominio, e z, y elementos nio nulos de
D, entdo:

(a) z | y se, e somente se, < x >2< y >,

(b) = e y sdo associados se, e somente se, < T >=< 7y >,

(c) z € uma unidade se, e somente se, < £ >= D,

(d) z € irredutivel se, e somente se, < £ > € mazimal dentre os ideais principais prdprios

de D.

Corolério 1.6.1 ([15), pag. 88) Fatoragdo em irredutiveis € possivel em Ok.

A norma é uma ferramenta til para se detectar unidades e irredutiveis em Ok :

Proposicao 1.6.4 ([15], pag. 88) Sejam Ok o anel dos inteiros algébricos de um corpo

K ez, y € Ok, entado:

(a) z € unidade se, e somente se, N(z) = +1,

(b) Se z ey sdo associados, entdo N(x)=+N(y),

(c) Se N(z) é um primo racional, entdo z é irredutivel em Ok.
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1.6 Decomposicao em Irredutiveis

Dizemos que a fatoragdo em um dominio D é tinica quando :

D1...Ppr=10q1...Qs

onde todo p; e g; séo irredutiveis em D, r=s e existe uma permutagédo 7 de {1,...,7}, tal

que p; e gx(;) sao associados, para todo i, com i =1,...,r.

Dizemos que um anel de integridade A é fatorial se, a fatoragdo em A € tinica e todo
elemento nao nulo e nao inversivel a pode ser expresso como o produto de elementos
irredutiveis, isto é, se py, ..., P, sao elementos irredutiveis de A, entdo a = p;...p,.

Sejam p um elemento irredutivel de um anel fatorial A e a € A*, entéo existe um
tinico nimero natural s tal que p* divide a e p**! néo divide a; denotaremos s por vy(a)
e denominaremos multiplicidade de p em a. Obtemos assim uma aplicagéo v, : A* — N,
a qual denominamos valorizacao p-ddica de A, que satisfaz as seguintes condigoes:

(i) Quaisquer que sejam a, b € A*, temos:
vp(ab) = vp(a) + vp(b).
(ii) Quaisquer que sejam a, b € A*, se a + b # 0, entdo:
vp(a + b) > min{v,(a), vy(b)}.

Essa definigdo serd necesséria para demonstrarmos um resultado importante no préximo
capitulo. Embora a unicidade da fatoracao falhe para elementos de Ok, o exemplo a seguir
mostra que o mesmo nao ocorre para a fatoragdo de ideais principais no anel dos inteiros

Ok.

Exemplo 1.6.1 Em inteiros algébricos de L = Q(v/3,/5), temos a sequinte fatoragdo:

10 = (V5)(V5) (V5 + V3)(V5 — V3).
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1.6 Decomposicao em Irredutiveis 38

Se K = Q(V/15) esta fatoragdo permanece no anel dos inteiros algébricos Ox. Em termos

de ideais principais, temos:
<10>=<V5><Vb5><V5><V5+v3><V5—-V3>.

Fazendo a intersecgdo dos ideais desta fatoragdo com Ok e mais uma vez obtemos ideais
em Ok, mas estes ndo sdo principais.
Por ezemplo, tomando I =< /5 + V3 >N Ok. Entio, \/5(\/5+ \/5) =+15+4+3€l

e, V5(V5++3) =5+ /15 € I, e sua diferenca € igual a
(5+V15) - (3+V15) =2¢€ I

Suponhamos I =< a+bv/15 > principal, entdo 2 deveria ser um miiltiplo de a+b\/15,

e tomando as normas destes elementos temos,
N(a+bV15) | N(2) = a® — 15b* | 4.

Novamente, tomando I =< a > principal, temos que:

N(5+v15) =10 =25 e N(3+ V15) = —6 = 2.(-3),

entdo N(c) divide 2. Visto que I € prdprio, temos que N(c) # £1. Entdo, se N(a) = %2,
eziste a,b € Z com N(a + b/15) = £2, donde segue que a® — 15b* = +2, mas tomando
mddulo 5, temos a® = 2 (mod 5), o que é uma contradi¢do. Portanto I ndo € principal.

Logo, podemos concluir que: para fatorar o ideal principal < x > no anel dos inteiros

Ok, tomamos uma fatoragao tunica de ideais
<o =Nl

mas, os ideais Iy, ..., I, ndo sdo principais.
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1.7 Fatoragao de Ideais

1.7 Fatoracao de Ideais

O objetivo principal desta segéo é mostrarmos que a fatoracio de elementos de Og em
irredutiveis € Unica se, e somente se, todo ideal de Ok é principal. Deste modo unindo as
duas teorias da fatoragdo, de elementos e de ideais.

A seguir, veremos algumas propriedades do anel dos inteiros algébricos de um corpo

de nimeros:

Teorema 1.7.1 ([15], pag. 115) O anel dos inteiros algébricos O de um corpo de
numeros K tem as sequintes propriedades:

(a) Ok € um dominio, com corpo de fragées K,

(b) Ok € Noetheriano,

(c) Se a € K satisfaz um polinémio ménico com coeficientes em Ok, entio a € O,

(d) Todo ideal primo ndo nulo de Ok é mazimal.

Demonstragao:
(a) Ok é um anel comutativo com unidade,logo é um dominio. Denotemos por Fr(QOk)

o corpo de fragdes de Ok. E claro que Fr(Ok) C K, pois Ok C K. Por outro lado, dado

@ € Ok, pelo Lema 1.3.2, c.a € Ok, com ¢ € Z*. Assim, % € Fr(Ok), donde segue que

a € Fr(Ok) e entdo K C Fr(Ok). Portanto Fr(Ok) = K.

(b) Do Teorema 1.4.1, o grupo (Og, +) é abeliano livre de posto n, logo, se a é um ideal
de Ok, segue que (a, +) é abeliano livre de posto menor ou igual a n. Temos que toda
Z-base para. (a,+) gera a como um ideal, entdo todo ideal de O é finitamente gerado e,

portanto, Ok é Noetheriano.

(c) Segue do Teorema 1.3.2.




1.7 Fatoracao de Ideais

(d) Sejam p um ideal primo de Ok e a # 0, a € p. Entao,
N(@)=a;...a, =s,

sendo ¢; os conjugados de a, com a; = . Visto que a; € p, entdo < s > C p o que

#Hz5)+(5):

Logo, precisamos mostrar que o anel quociente O /p é finito, e para isso basta mostrarmos

implica

: Ok
que o anel quociente
<8>

é finito. Sejam {e,...,en} uma base integral de Ok e
A={ae1+...+amen: a; €Z, 0<q; < s}.

Assim, #A = s™. Dadoz € Ok, =Y be;, b € Z.
i=1
Mas, pelo Algoritmo da Divisao b; = ¢;s + ;. Logo,
= 2(3%‘ +ri)e = SZQiei + Z Ti€i,
i=1 i=1

i=1

onde 0 < r7; < s,ecomo s €p e ge; € Ok, segue que sge; € p e a classe lateral

m
T = E Ti€i.
i=1

Ok

Portanto, é finito. Entretanto, sendo p um ideal primo, Ok /p é dominio e como

Ok /p é finito, segue que Ok /p é corpo. Portanto p é maximal.

Um anel satisfazendo todas as condigdes do Teorema 1.7.1 é denominado Anel de
Dedekind.
Observemos que um ideal deve ser descrito como um Og-médulo de Ok e, assim,

restringimos ao estudo de Og-submédulos do corpo K. Os submédulos de interesse os
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1.7 Fatoracao de Ideais 41

quais dardo a estrutura de grupo desejada, serdo aqueles caracterizados pela seguinte
propriedade:

Seja Ok o anel dos inteiros algébricos de um corpo de nimeros K. Dizemos que um
Og-submédulo a de K é um ideal fraciondrio de Ok, se existir um elemento ¢ ndo nulo
de Ok, tal que ca é um ideal de Og. Em outras palavras, o conjunto b = ca é um ideal

de Ok e a =c™b.
Exemplo 1.7.1 Os ideais fraciondrios de Z sao da forma rZ, onde r € Q.

O interesse em ideais fracionérios é maior , pois Ok néo é necessariamente um dominio
de ideais principais. Em geral, um ideal é claramente um ideal fracionério e, reciproca-
mente um ideal fraciondrio a é um ideal se, e somente se, a C Ok.

Os dois teoremas abaixo enunciados representam os principais resultados desta segao

e serao demonstrados juntos, em uma série de etapas.

Teorema 1.7.2 ([13], pag. 117) Os ideais fraciondrios ndo nulos de Ok formam um

grupo abeliano multiplicativo.

Teorema 1.7.3 ([13], pag. 117) Todo ideal ndo nulo de Ok pode ser escrito como um

produto de ideais primos unicamente determinados a menos da ordem dos fatores.

Demonstragao:

(a) Seja a # 0 um ideal de Ok. Entao, existem ideais primos py, ..., p, tais que:

Pr...prCoa

Por contradigao, suponhamos que nao. Entao, sendo Ox Noetheriano devemos escolher
a maximal, sujeito a néo existéncia de tais ideais primos p. Como tal ideal a nao é primo,

entdo existem ideais b, ¢ de Ox com be Ca, bZ a, cZ a.
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1.7 Fatoragao de Ideais

Sejam
a=a+b e aa=a+c
Entdo, a;.0; = (a+b).(a+¢)Ca, a; Q2aea; D a.

Pela maximalidade de a existem ideais primos p;,...,Ps, Ps+1,- - -, Pr, tais que,

P1...Ps Ca e Pst1--.Pr C ap.

Pr1-..pr Caaz Ca,
0 que contraria a escolha de a.
(b) Defini¢ao do inverso de um ideal a de Ok.
Para cada ideal a de Ok, definimos

a!={z € K|zaC Ok}.

Afirmagéao 1: a=! é um Og— submédulo.

De fato:
(i) Sejam n;, nz € a™, ou seja, n; € K tal que nja C Ok e ny € K tal que, nya C Ok.
Entao,

na+ nga = (ng + ng)a.

Como o lado esquerdo da igualdade estd em Ok, segue que (n; + ng)a C O.

(ii) Para qualquer a € Ok, o € K, pois Ox C K edado z € a™! segue que z € K ¢

za C Ok, logo, (a.z)a = a(za) C Ok, o que implica az € a~.
Afirmacao 2: a~! é um ideal fraciondrio.
De fato, se a # 0 entdo para algum c € g, ndo nulo, temos c.a™ C O.

Afirmagao 3: Ox C a™L.
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1.7 Fatoragao de Ideais 43

De fato, dado z € Ok temos que za C a C O, logo, z € a~!. Portanto, Ox C a~L.
Pela afirmagéo 3, a = a0k C aa~! e da definigio de a™!, aa~! = a~la C Ok.

De fato , dado z € a™!, za C Ok e y € q, entdo:
(za)y = z(ay) = za C Ok.

Portanto, aa™! é um ideal de Q. Observemos que dados p, a ideais de Ok, a C p implica
que O Cp~ ! Cal.
(c) Se a é um ideal préprio, entdo Ox G a™l.

Sendo a C p, para algum ideal maximal p, entdo p~! C a~! e assim é suficiente
provarmos que p~* # Og.

Sejaa €p, a#0.

Pelo item (a), consideremos o menor r tal que:

Pr..-prC<a>,

para pi,...,p, primos. Visto que < a >C p e p € ideal primo, entdo algum p; C p.
Suponhamos sem perda de generalidade, que p; C p. Dai p; = p sendo que ideais primos
em O sdo maximais, logo,
p2...pr & <a>,
pela minimalidade de r. Portanto, existe b € p,...p, tal que b néo pertenca a < a > .
Mas bp C< a > entdo ba~'p C O e pela definicdo de ideal inverso segue que ba~! € p~1.
Por outro lado b ¢ aOj e entdo ba~! ¢ Ok, portanto, p~! # O e, consequentemente

a1 # Ok.

(d) Se a é um ideal nédo nulo e aS C a para qualquer subconjunto S C K, entéo S C Ok.

Devemos mostrar que se ac Caparaa € S,entao a € Og. JAque SC K, a€ K e

pelo item (c) do Teorema 1.7.1, temos que a € Ok. Portanto, S C Ok.
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1.7 Fatoragao de Ideais

(e) Se p é um ideal maximal, entdo pp~! = Ok.

Pelo item (b), pp~! é um ideal tal que,
pSPpp COk.

Visto que p é maximal, pp~! é igual a p ou a Ok.
Se pp~! = p, entéo pelo item (d) temos que p~! C Ok, o que contraria o item (c).
Logo, pp~! = Ok.

Agora, podemos estender (d) para todo ideal a.

(f) Para todo ideal a # 0, aa~! = Ok.
Seja a maximal tal que aa~! # Og. Entdo, a C p, onde p é maximal. Pelo item (b),

temos Ok C p~! C a~!, logo,
aCap~! Caa™! C Ok.

Em particular, ap™ é um ideal de Ok. Deste modo, néo vale a igualdade a = ap™!, pois
implicaria, pelo item (d), p~* C Ok, contradizendo mais uma vez o item (c).

Assim, a C ap~! e pela maximalidade de a, segue que:
ap_l(ap_l)_l = OK:
e pela definigao de a™?,

pHap™) ' Cat, ou, apHap~')! Caa”l.

Ox Caa™! e aa™!C O.

(g) Todo ideal fraciondrio a tem um inverso a~! tal que aa™! = Ok.
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1.7 Fatoragao de Ideais 45

Sabemos que o conjunto §, dos ideais fraciondrios, é um semi-grupo, isto é, vale a lei
do fechamento e tem unidade. Entao, dado um ideal fracionédrio a, precisamos encontrar
outro ideal fracionério t tal que at = Ok e neste caso t serd o inverso. Mas existe um ideal
b e um elemento ¢ # 0, ¢ € Ok tal que a = ¢'b e considere t = cb™!, entdo at = Ok e,

portanto, o conjunto dos ideais fracionarios de Og é um grupo abeliano multiplicativo.

(h) Todo ideal nao nulo a é um produto de ideais primos.

Suponhamos @ maximal e mais, que a néo se fatore em produto de ideais primos. Logo

a ndo é primo, mas a C p, p maximal e pelo item (f) a C ap~! C Ok.

Por outro lado, pela maximalidade de a temos que a = ap™ ou ap™! = Ok.

Logo,

onde p;, 1 = 2,...,r, sao ideais primos e, portanto, a = pp;...p,.
(i) A fatoragéo em ideais primos é tnica.
Sejam p1,...,Pr, q1,-.-,0s ideais primos nao nulos, tais que:
Pr---Pr=20q1--.Gs
Suponhamos que, para todo t < min{r, s}, seja verdadeira a seguinte afirmagao:
Se a1,...,a4by,..., b, 880 ideais primos nado nulos de modo que
a;...a;="b;...b, entdo t=seaq;=b;,i=1,...,s.

Se min{r, s} = 1, consideremos por exemplo r = 1.
Entdo, a; = b;...b,, € como a; é primo, temos s = 1. De p;...pr = q1...95s C 3,
concluimos que q; divide p; ...p, e sem perda de generalidade, podemos supor q; = p;.

Obtemos assim,

AYA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unesmel 12: 13 12 15

16

17

18



1.7 Fatoracao de Ideais

O resultado segue da hipétese de indugao.
Portanto, todo ideal de Ok pode ser fatorado de modo tinico como produto de ideais

primos.

Teorema 1.7.4 A Fatoragdo de elementos em Ok em produto de elementos irredutiveis

€ iUnica se, e somente se , todo ideal de Ok € principal.

Proposicao 1.7.1 ([11], pag. 89) Sejam K C L corpos de nimeros, com [L: K] =mn, p

um tdeal primo ndo nulo de Ok e

g
pOL =[] v5", (14)
=1

a decomposi¢ao de pOy, em ideais primos de Or. Entdo os ideais py:, S0 necessariamente

os ideais primos q de Of, tais que qN Ok = p.

A partir da equagdo (1.4) g é denominado niimero de decomposigéo de p na extensdo
L/K. Notemos que, os ideais primos q acima de um dado ideal primo p séo os tnicos
que ocorrem na decomposigao prima de p@O;. Os expoentes e; s com os quais ocorrem sdo
chamados de indices de ramificacdo e denotaremos por e(q | p). Dizemos que um ideal
primo p de Ok é ramificado em Oy, (ou em L) se, e(q | p) > 1 para algum ideal primo q

de O, acima de p.

Teorema 1.7.5 ([7], pag. 63) Sejam p um ideal primo de Ok, q um ideal primo de O,
entdo as seguintes condigoes sGo equivalentes:

() 19Oz,

(b) 42090y,

(c)aovp,
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1.7 Fatoragao de Ideais

(d) anK=p:

(e) gN K =p.

Teorema 1.7.6 ([7], pag. 63) Todo ideal primo q de O estd acima de um tunico ideal
primo p de Ok e todo ideal primo p de Ok estd abaizo de no minimo um ideal primo q

de OL.

H4 outro nimero importante associado com um par de ideais primos p e ¢, com ¢
acima de p. Sabemos que os anéis quocientes Ok /p e O1/q sao corpos se p e q sdo ideais
maximais.

Como Ok C O, temos que Ok em Oy, induz um homomorfismo de anéis O —
OL/4, e o niicleo é Ok Ngq. Sabemos que Ox Nq = p (pelo Teorema 1.7.5, item (d)), entdo
obtemos a imersao Ok /p — O /q. Esses sdo chamados de corpos residuais associados a
p e q. Esses corpos sao finitos e assim, Op/q é uma extensao de grau finito sobre Ok /p e
seja f este grau. Entéo, f é chamado de grau de inércia ou grau residual de q sobre
p e denotaremos por f(q | p).

Notemos que se p C q C u sdo ideais primos nos respectivos anéis dos inteiros algébricos

Ok C O C Oy, entao

e(u|p) = e(ulq)e(q]p),
flulp) = flula)f(alp).
Teorema 1.7.7 (Igualdade Fundamental)([7], pag. 65) Sejam n o grau de L sobre K e

q1,---,qq 08 ideais primos de Oy, acima do ideal primo p de Ok. Denotamos pore,..., e,

e f1,...,fy 0s correspondentes indices de ramificagdo e graus residuais. Entdo:

g
Nrer (O O]
n—Ze,f.—[pOL. IJ]_[of,.poL].

i=1
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1.8 Norma de um Ideal 48

Lema 1.7.1 (Lema de Kummer)([1], pag. 39) Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu
anel dos inteiros algébricos e 8 € Ok tal que K = Q(0). Dados um nimero primo p tal
que p nao divide [Ok : Z[0]] e f(X) o polinémio irredutivel de 6 sobre Q, entdo existem

1(X), . ..,pe(X) € Z[X], polinémios irredutiveis, e, ...,e, € N*, tais que,

f(X)=p(X)*...p(X)% (mod pZ[X]) e

(i) p: = (p, p,-(e)) = pOx + pi(0) Ok sdo ideais primos de Ok acima de pZ,i=1,...,g

(ii) pOk = HP

pz] = 0pi(X) = fi

Exemplos do Lema de Kummer e do Teorema 1.7.7, serao vistos no préximo capitulo.

1.8 Norma de um Ideal

Nesta se¢do, definiremos a norma de um ideal, como uma generalizagdo da norma
absoluta de um elemento de Ok e, em seguida, mostraremos que a fungdo norma é mul-
tiplicativa.

Sejam K um corpo de nimeros, Ok o seu anel dos inteiros algébricos e a um ideal
ndo nulo de Ok. Definimos a norma de a como sendo a cardinalidade do quociente Ok /a

e denotamos por N(a). Em outras palavras,
(@
N(a) = # (—") .
a
Assim, N(a) é um nimero inteiro positivo.

Teorema 1.8.1 ([13], pag. 126) Sejam K um corpo de nimeros de grau n e Ok o0 seu

anel dos inteiros algébricos. Entao,
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1.8 Norma de um Ideal

(a) Todo ideal a C Ok com a # 0 tem uma Z-base {a,...,0n};

(b) A norma de um ideal ndo nulo a de Ok satisfaz:

Aloy, ..., o 13
N(a)=‘—[ IDK ] ,

onde Dg € o discriminante de K.

Demonstragao:

(a) Pelo Teorema 1.4.1, Ok é abeliano livre de posto n e visto que o anel quociente

Ok /a é finito, entdo a também é abeliano livre de posto n, e portanto, admite uma base

{al, .t .,a,,}.

n
(b) Seja {wy,...,wn} uma Z-base de Ok e suponhamos o; = Zc‘»jw_,-; o Bl Ly
i=1

Visto que Ok e a tem posto n, entdo
(@)
N(a) =# (TK) =| detc;; | .

Pelo Lema 1.2.1, temos:

A[(Il, i ,C!n] = (detqj)zA[wl, e ,w,,] = (I N(ﬂ) |)2DK.

Portanto,

505 0m] 172

Coroldrio 1.8.1 ([15], pag. 126) Seja a =< a > um ideal principal, entdo N(a) =|

N(a) | .

Exemplo 1.8.1 Seja Ok o anel dos inteiros algébricos de K = Q(v/d), onde d é um

inteiro livre de quadrados, entdo

N(< a+bVd>) =| a® - b?d|,
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1.8 Norma de um Ideal

em particular,temos:

N(< 15 >) = 152

A norma de ideais, como a norma de elementos, é multiplicativa:

Teorema 1.8.2 ([1], pag. 127) Sejam K um corpo de nimeros e a , b ideais ndo nulos
de Ok. Entdo

N(ab) = N(a)N(b).

E conveniente introduzir ainda outro uso para a palavra ”divide”. Se a é um ideal de

Ok e b um elemento de Ok tal que a |< b >, entdo escrevemos também a | b e dizemos

que a divide b. E claro que a | b se, e somente se, b € a.

Teorema 1.8.3 ([13], pag. 129) Seja a um ideal de Ok, a # 0.
(a) Se N(a) € um primo, entéo a é um ideal primo,
(b) N(a) é um elemento de a, ou equivalentemente, a | N(a),

(c) Se a é um ideal primo que divide um primo p, entdo,
N(a) =p",

ondem < n, o grau de K.

Em particular, o item (c) do Teorema 1.8.3, pode ser escrito do seguinte modo: para

todo ideal primo néo nulo p de O, temos que, N(p) = p/, onde f é o grau residual de p

Ok Z
e p o Unico nimero primo de p. De fato, como [TK : ﬁ] = f, entdo resulta que Ok /p

tem p’ elementos.
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1.8 Norma de um Ideal 51

Exemplo 1.8.2 Sejam K = Q(+/-5), Ok = Z[y/—5), o seu anel dos inteiros algébricos,
p1 =< 2,14+/-5 > ideal primo de Ok. Entdo N(p;) = 2 e podemos imediatamente dizer

que p; € primo. Notemos que N(p;) = 2 € p1, como garante o Teorema 1.8.3(item (b)).
Exemplo 1.8.3 Seja a um ideal primo satisfazendo:
N{g)=p™ ;m>1

Isto nos diz que um ideal primo ndo tem necessariamente uma norma que seja um primo,

por ezemplo, Ox = Z[Vi], a =< 11 > . Aqui, 11 € irredutivel em Z[i], logo é primo, pois

Z[i] tem fatoragdo tunica. Se um elemento é primo, entdo o ideal que ele gera também é

primo. Assim, < 11 > é um ideal primo em Z[i], mas

N(< 11 >) =| N(11) |= 112
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Capitulo 2

Corpos Quadraticos e Ciclotomicos

Neste capitulo temos por objetivo apresentar a Teoria Algébrica dos Ntmeros
necesséaria & compreensao das aplicagdes a serem desenvolvidas no capitulo seguinte.

Inicialmente caracterizamos os corpos quadréticos, seu anel dos inteiros algébricos e
o seu discriminante. Na segdo (2.2) corpos ciclotdmicos caracterizamos os polindmios
ciclotémicos, apresentamos uma base integral e o célculo do discriminante.

Em seguida, apresentamos alguns resultados que serdo relevantes para o desenvolvi-
mento das aplicagdes acima citada. Na segdo seguinte, serao dadas as definigoes de empa-
cotamento esférico, empacotamento reticulado, densidade de empacotamento e densidade
de centro.

Finalizando, introduziremos o método algébrico para a obtencao de reticulados, bem

como a férmula para o célculo da sua densidade de centro.
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2.1 Corpos Quadraticos

2.1 Corpos Quadraticos

Chamamos corpo quadrético a qualquer corpo de nimeros de grau 2, os quais

tem as seguintes caracteristicas:

Teorema 2.1.1 ([15], pag. 67) Os corpos quadrdticos sdo da forma Q(v/d) onde d é um

inteiro livre de quadrados.

Demonstragao:

Seja K um corpo quadrético. Entao K = Q(6), onde 6 é um zero da equagéo:

X +aX+b=0; abeZ,

ou seja, 0= :‘EBQ—EE

Seja a® — 4b = r%d, onde r,d € Z e d é livre de quadrados. Assim

—a:l:r\/a

6= 5

Q) - =2E™) _ ozt YY) _ )

Portanto,

Q(8) = Q(Vd)

Teorema 2.1.2 ([1], pag. 67) Sejam d um nimero inteiro livre de quadrados, K =

Q(Vd) e Ok o anel dos inteiros algébricos de K. Entio Ok = Z[a], onde

Vd, se d=2 ou3 (mod 4);

1++d
2 H

{ =

d=1 (mod 4).
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2.1 Corpos Quadraticos

Demonstragao:

Temos que o é raiz do polindmio irredutivel: X2 —d, se d = 2 ou 3 (mod 4); ou
X?— X +15¢, se d =1 (mod 4). Notemos que ambos pertencem a Z[X], pois d, 3¢ € Z.
Assim o é um inteiro algébrico, e portanto, Z[a] C Ok.

Reciprocamente, seja v = r + svd € Ok; r,s € Q. Assim, se s = 0, entdo r € Z, logo

v €Z C Z[a). Se s # 0, entéo
irr(y,Q) = X% — 2rX + (r® — ds?).

Logo 2r, 72 —ds? € Z, consequentemente 4r2—4ds® € 4Z, donde segue que, (2r)%—d(2s)? €
4Z C Z. Visto que 2r € Z, segue que d(2s)? € Z. Mostremos que 2s € Z. De fato,
suponhamos que 2s ¢ Z, isto é, 2s = %, com (z,y) =1, z,y € Z. Sendo y # 1, existe um
primo p tal que p? divide y%. Mas como d(2s)? € Z, temos que dﬁ; € Z, donde segue que
p? divide d, o que é um absurdo, pois d é livre de quadrados, e portanto, 2s € Z. Fazendo

es=%;uv € Z, temos que u? — dv? € 4Z. Sendo u? = 0 ou 1(mod 4), se d = 2
ou 3(mod 4), entdo u? — dv? € 4Z se, e somente se, u = v = 0(mod 2), logo, 7 € Z[Vd), e
portanto, Ok = Z[v/d]. Entretanto, se d = 1(mod 4), entdo u? = v? = 1(mod 4) também

¢é admissivel, isto é, para que

u v
v = —-2-—{-'5\/& (2.2)

seja inteiro é suficiente que u e v tenham a mesma paridade. Logo, u — v = 2t e dai,
u = v+2t, e de (2.2), segue que y = HZ 4 2/d = t.1+ v(%@) € Za], e portanto,

Ok = Z[X3]. n

Os monomorfismos de K em C sao dados por:

01(a+b\/3) =a+. bd; az(a+b\/a) =a—bV/d.
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2.1 Corpos Quadraticos

Assim temos o seguinte cilculo para o discriminante:

Teorema 2.1.3 ([18], pag. 68)
(i) Se d =2 ou 3 (mod 4) entio o discriminante de Q(v/d) € igual a 4d.

(ii) Se d =1 (mod 4) entdo Q(v/d) tem discriminante igual a d.

Demonstragao:

Pelo Teorema 2.1.2 temos o seguinte célculo para o discriminante:

1

1 —vd

=(-2Vd)*=4d e

Exemplo 2.1.1 O primeiro corpo de nimeros a ser estudado € o corpo de niumeros Gaus-
siano K = Q(v/=1). Pelo Teorema 2.1.2, o anel dos inteiros algébricos de K €é Z[/-1],
também conhecido como anel dos inteiros algébricos Gaussianos, e do Teorema 2.1.3 temos
que seu discriminante é —4. Neste caso, os monomorfismos de K em C sdo dados pela

inclusdo e a conjugagdo compleza, isto é,

crl(a.+b\/—_1) =a+b/=1 e ag(a+b\/:T)=a—b\/—_l.

N(a+b/-1)=a’+b e Tr(a+bvV-1)=2a.

Mais geralmente, se K = Q(V/d) e N = Niq e Tr = Tr(K/Q), temos:

N(a+bVd)=a®—db® e Tr(a+bVd) = 2a.
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2.1 Corpos Quadraticos

para a + bv/d € Q(V4d).

Um corpo quadritico Q(v/d), onde d é um inteiro livre de quadrados, ¢ dito real se

d > 0 e imaginéario se d < 0.

No exemplo a seguir mostramos a fatoracao em irredutiveis, a aplicacao do Lema de

Kummer e do Teorema da Igualdade Fundamental em corpos quadréticos.

Exemplo 2.1.2 Em K = Q(y/—5) temos a seguinte fatoragdo:
6=23=(1++v-5).(1—-+v-5)

Como —5 = 3 (mod 4), seque do Teorema 2.1.2 que Ok = Z[/=5], e assim os inteiros

algébricos em Ok sao da forma a + b\/—5, para a,b € Z.

Afirmagdo: 2, 8, 14++/=5, 1—+/=5, sdo irredutiveis em Og. Com efeito, como vimos,
a norma € dada por:
N(a + bv/=>5) = a® + 5b%
Logo as normas dos elemetos citados acima sdo 4, 9, 6 e 6, respectivamente. Assim, se
2 fosse redutivel em Ok, isto €, 2 = z.y, onde z,y € Ok, e ndo sdo unidades, entdo
4= N(2) = N(z).N(y). Logo N(z) = £2 e N(y) = +2. De modo andlogo, os divisores
ndo triviais de 8 devem, se existirem, ter norma 13, e os divisores ndo triviais de 1+/—5

devem ter norma +2 ou +3. Entdo temos as sequintes equagdes:
2 - 2 Y
a*+5b° =42 ou, a°+5b°==3; a,beZ.

Se |b| > 1, entdo |a® + 5b*| > 5, donde segue que a tnica possibilidade € |b| = 0. Assim

a’? = £2 ou %3, o que é impossivel em Z. Portanto 2, 8, 1 + /=5 e 1 — /=5 sdo todos
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2.1 Corpos Quadraticos 57

irredutiveis em Ok. Ainda, sendo N(2) = 4, N(1 + +/=5) = 6, da Proposicao 1.6.4 item
(b) segue que 2 ndo € associado de 1+ /=5 ou 1 — /=5, e portanto a fatoragdo nao é
dnica.

Agora veremos uma aplicagao do Lema de Kummer e do Teorema da Iqualdade Fun-
damental.

Seja O = Z[/=5] o anel dos inteiros algébricos e X2 + 5 o polinémio irredutivel de

v/—=5 sobre Q. Consideremos o ideal 2Z C Z. Fatoramos o polinémio X* + 5 como:
X% +5=(X+1)? (mod 2Z[X))

e pelo Lema de Kummer temos:
(a) p=<2,0+1> € o ideal de Ok acima de 2Z,

(b) 2OK = ng

(€)% : %]=1=fu.

E pelo Teorema da Igualdade Fundamental, o grau residual € 1 e o indice de ramificagdao

é 2.
Considerando agora o ideal 3Z C Z, temos que o polinémio X? + 5 fatora-se como:
X2 +5=(X+1)-(X +2) (mod 3Z[X]),

Assim, pelo Lema de Kummer, temos:
(a) pr=<3,0+1> epy =<3,0+4> sio os ideais de Ok acima de 3Z,
(b) 30k = p1-p2,
|=[8%:Zl=1=fi=fa
E pelo Teorema da Igualdade Fundamental temos que os graus residuais sio fy = le fo =

1 e os indices de ramificagdo sGoe; =1 e ey = 1.
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2.2 Corpos Ciclotémicos

2.2 Corpos Ciclotomicos

Chamamos n-ésimo corpo ciclotémico ao corpo Q(£,), onde &, = €2™/™ ¢ uma raiz
n
n-ésima primitiva da unidade e ®,(z) = H (z—&) é o n -ésimo polindmio ciclotémico.
(=1

O polinémio ciclotémico ®,, é um polinémio ménico em Z[X], de grau ¢(n), onde ¢ é a

fungao de Euler.

Lema 2.2.1 ([8], pag. 110) Seja n um inteiro positivo, entdo
X" —1=[]®aX).
din
Demonstragao:
Sejam 1 =d; < d; < ... < d, = n todos os divisores de n. Logo,

n—1 n—1

n-1
xr—1= [ x-¢&). J] x"-&)... [ x~-¢&),
(in)=di=1 () ds Thary

n—1
[[ (X"-&)=22(X)=®a(X), pois di = 1.
{it:‘-)_-gdl
Notemos que se d = (j,n) entdo &I = £f;’;i, assim

] x-€)= [[ (x"-&) =)

i=0 =0
(im)=d 0{:}:1

comt=n/dej=1i/d.

Repetindo esse mesmo argumento em todos os fatores temos
X'"—1= ‘I}?};’(X)CD?}:‘T(X) ol @ar:_(X)

como &,...,* também sdo divisores de n, segue o resultado.
4T d,
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2.2 Corpos Ciclotomicos

Exemplo 2.2.1 Seja, X? — 1= &, - ®,, p primo. Assim,

XP—-1

. =XP e XP A4+ X +1.
Mais geralmente, para as poténcias de um nimero primo p, p" temos

X —1=8-8p... - Bp1 - Bpr = (XP7 —1)- &,

e portanto, ®pr (X) = XP 07V 4 X2V L 4 XP" 1. O polinémio ®y5 € obtido

da igualdade:
Xls'—]. =¢1‘@3‘¢5‘¢15=(X5 -1)(X2+X+1)(I)15

ou seja, P1s(X)=X2 - X"+ X5 - X4+ X3 - X +1.

Lema 2.2.2 Seja p(X) um polinémio com coeficientes racionais, tal que p(X) = f(X).g(X).

Se f(X) tem coeficientes racionais entdo g(X) também o tem.

Demonstragao:

Faremos a demonstracao por indugado sobre dg = k. Sejam,

X3 anX™ + a1 X™ 1 + ...+ a1 X + ag;

o) = B XP Al X HX by
polinémios tais que f(X) € Q[X], com @, b, # 0. Se d(g) = 0, é imediato que g(X) €
Q[X]. Suponhamos que a afirmagéo é vélida para dg = 1,...,n—1, e mostremos que vale
para 09 = n. Da hipétese, temos que f(X).g(X) € Q[X], logo, by € Q.

Visto que a,,, anb, € Q*, entdo b, € Q e
F(X)9(X) = f(X)baX™ = f(X)(bn-1X""" +... +bo) € Q[X].

Por hipé6tese de indugéo by, ...,by € Q e portanto g(X) € Q[X].
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2.2 Corpos Ciclotomicos 60

Lema 2.2.3 ([8], pag. 114) Seja n um inteiro positivo. Entdo o n-ésimo polinémio ci-

clotomico ®,, tem coeficientes inteiros.

Demonstragao:

Faremos a demonstragao por indugéo sobre n. Paran = 1, temos que ®;(X) = X—-1€
Z[X). Suponhamos que a afirmagao é vélida para 2,...,n— 1, e mostremos que vale para
n. Do Lema 2.2.1, segue que

X" —1=]] ®a(X) = 2a(X).] [ 2a(X)

dln d|n
d<n

Seja f(X) = Hi';" ®4(X). Assim X" — 1 = ®,(X).f(X), e por hipétese de indugao
temos que f(X) € Z[X]. Note que X" —1 € Z[X] C Q[X] e f(X) € Z[X] C Q[X]. Assim,
pelo Lema 2.2.2, segue que ®,(X) € Q[X]. Logo, pelo Lema de Gauss ([6] pag. 146)
existe a € Q, tal que a®,(X),a ! f(X) € Z[X]. Podemos supor o = 1, pois X" — 1 é

ménico e cada $4(X) é monico, logo

H‘I’d(X )

djn
d<n

também o é. Portanto ®,(X) € Z[X].

Lema 2.2.4 ([8], pag. 115) Seja n um inteiro positivo. Entdo o n-ésimo polinémio ci-

clotémico ®,(X) € irredutivel sobre Q.

Demonstragao:
Seja f(X) = irr(€,, Q). Suponhamos que ®,(X) seja redutivel sobre Q. Entéo existe

g(X) € Q[X], tal que
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2.2 Corpos Ciclotémicos 61

e mostremos que ®,(X) = f(X). Sejam K = Q(&,), Ok o anel dos inteiros algébricos
de K, p um ideal primo e k um inteiro tal que (k,n) = 1, p | k, onde p é um nimero

primo e p € p. Supondo que £F ndo seja raiz de f(X), entdo é raiz de g(X). Seja g(X) =

co+aX +...+ Xt Temos que em Qf, vale,

9 =cotatk+... + etk

Como p | k = k = p.r, assim,

9(E)P) =co+al&)l+...+ ()P =0, ondea denota a classe de a em K.

Logo,
(&) =cota@)+...+al&) (modp)

Pelo Pequeno Teorema de Fermat I([G], pag. 44) temos que a? = a(mod p), assim,

(&) =+ (&) +...+ (&) +op

Assim, em Qp‘i, temos,

9(G)P) =g+ (@&p)P +...+ (c€if)P +op =g+ (&) + ... + (i)

E como (X +Y)?P = XP + Y?, segue

9(&)P)=(cotafi+...+aff)p=0
Vimos no Lema 2.2.1 que

X" —1=]] 2u(X) = 2a(X). ]| 2a(X) = £(X).9(X). ] [ 2a(X).

dln dln d|n
d<n d<n
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2.2 Corpos Ciclotomicos

Por outro lado, em Qf,

X7 =1=f(X).9X).] ] 2a(X)
din

Logo X™ — 1 tem raizes multiplas, a menos que g(X) seja constante.

Derivando o lado esquerdo da equagéo (2.3), temos nX"-1, como p nédo divide n, 0 é
a Unica raiz para a derivada.

Sendo que 0 n&o é raiz de X™ — 1, entdo X" — 1 nao tem raizes multiplas. Portanto,

g(X) é constante e, conseqiientemente, f(X) = &,(X). E

Assim o n-ésimo polinémio ciclotémico é o polinémio irredutivel de &, sobre Q de grau

#(n), onde ¢ é a fungao de Euler, a qual é caracterizada por

¢([ [ ) = H(Pe =1

i=1

2.2.1 O p-ésimo corpo ciclotémico.

Agora veremos o trago, a norma e o discriminante de Q(&,), para qualquer p
primo.

As poténcias &,, &2

kY f;,"l também sao raizes p-ésimas da unidade, distintas de 1,

e também pelo mesmo argumento, tém ®,(X) como polinémio minimal.

Assim, temos que
Op(X)=XP"4+ .. +X+1=(X-4)X-&)...(X =& (2.4)

e entdo os conjugados de &, sdo &p, :, iy {g“. Isto significa que os monomorfismos de

Q(¢,) em C sao dados por

oi(&) =€, 1<i<p-1.
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2.2 Corpos Ciclotomicos

para um elemento geral

a=a0+a1§p+...+ap4§§_2,aiEQ.

oi(@) = ao+ @€ + ... + ap_o&iP.
Em particular,
N(&) = fpfpg e pp_l-
Sendo &, e &, (1 < i < p — 1) conjugados, entdo possuem a mesma norma,

N(&)=N(g) = (-1 =1

O trago de &, pode ser calculado da seguinte maneira :

Tr&)=Tr(&,) =&+ & +...+ 71

e usando o fato que

®p(&p) = 1+fp+§3+...+§£‘1=0

Tr(§)=-1, Tr(l)=p—1; 1<i<p—1.

Tr(1— &) = Tr(1) - Tr() =p—1 - (~1) =p.
Sendo &, = 1, podemos usar esta férmula para estender a equagéo 2.6 para

-1, se s#0 (mod p);
Tr(&ps) =

p—1, se s=0 (mod p).
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2.2 Corpos Ciclotoémicos

Para qualquer elemento de Q(&;), o trago é calculado da seguinte maneira:
p—2 p-2
Tr(}_ai§) = pao— 3 a
=0 i=0

A norma é mais complicada no caso geral, mas um caso muito til é o seguinte:

r—1
N1-&)=]J1-¢)
i=1

a qual pode ser calculada colocando X = 1 na equagao (2.4) para obter

p-1

Nui-&) =][a-&) =p

i=1
entdo, N(1 —¢&p) = p.
Observagao 2.2.1 (1 — &)Ox NZ = pZ =< p > . De fato: De (2.9) seque que :
p=(1-§)(1=8&2) ... (1=&""). Assim temos que p € (1—&,)Ok. Portanto <p > C (1—
&p)OkNZ, (pois < p > € um ideal em Z). Para mostrarmos a outra inclusio vamos supor
que pZ & (1—£,)OxNZ C Z. Como pZ € mazimal([5], pag. 24), entdo (1—&,)OxNZ = Z.
Como 1 € Z, entdo 1 = (1 — &)a,a € Ok. Entio N(1) = N(1 —&).N(a), donde segue

que 1 = p.N(a), com N(a) € Z,0 que é um absurdo.

Observacao 2.2.2 Tr(y(1 — &,)) € pZ, para todo y € Ok. De fato: Cada conjugado
vi(l — &) de y(1 — &) € um maltiplo em Ok de (1 — &). Sendo o trago a soma dos
conjugados, seque que Tr(y(1 - &)) = 11(1 - &) + 1oL — &) + .. + ypoa(1 — &) =
a(1-¢&), com o € Ok. Portanto Tr(y(1—¢&,)) € Ox(1—¢&,). Pela observagdo 1.5.1 segue
que Tr(y(1 — &)) € Z. Assim, Tr(y(1 —&)) € ZN (1 - &)Ok. Ainda pela observagdo

(2.2.1) temos que Tr(y(1 —&p)) € pZ.

Teorema 2.2.1 ([15], pag. 74) (a) O anel dos inteiros algébricos de K = Q(&,) € Z[&y).

(b) O discriminante de Q(&,), com p um primo impar €

(=1)P-D/2pp=2,
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2.2 Corpos Ciclotomicos

Demonstragao:
(a) Seja Ok, o anel dos inteiros algébricos de Q(¢,), entéo é claro que Z[¢,] C Ok.

Seja a € Ok. Entéo a € Q(&,). Logo
a=ao+abp+...+apab”

com a; € Q. Multiplicando ambos os lados por (1 — ,) temos:

ol = &) =ao(l = &) +ar(&— &) +... +pa(§°7 = 7).
Assim,

Tr(a(l = &) = aoTr(1 - &) + a1 Tr(& — &) + ... + apaTr(§"* — §77),
e pela observagdo (2.2.2), Tr(a(l — &,)) € pZ. Mas, pela observagao (2.2.1),
aoTr(1 — &) = aop € pZ,

donde segue que ay € Z. Analogamente mostramos que a; € Z, para todo i. Portanto

Ok = Z[‘fp]-

p-2

(b) Vimos que uma base integral para Q(&,) é 1,&,,...,&" “. Assim, pela Proposicdo

1.5.1 o discriminante é igual a

(-1) N (8, (6,))

com ®,(X) como em 2.4. Sendo p um primo {mpar, o primeiro fator se reduz a (—1)125—11,
pois

(- = (1) = ()
Para desenvolver o segundo fator tomemos

X? -1
X~

_ (X =1)pxr1—(Xr—1)
& (X —1)2 '

®,(X) = = &,(X)
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2.2 Corpos Ciclotomicos

Assim,

ey &P - (671 _ -1 - g™ —pg™
o ({p = 1)2 (1 = gp)2 1~ 59 '

—p"! _ NN _ ot
L~ : N(1- gp) p '

N(®,(&)) = N(
Portanto o discriminante é (—l)gp_;u.pp‘z.

Teorema 2.2.2 ([16], pag. 11) Seja n um inteiro positivo. Entdo o anel dos inteiros

algébricos de Q(&,) € Z[¢n].

Demonstragao:

A demonstragao serd feita por indugdo sobre o mimero de divisores primos de n.
Consideremos dois casos.
Caso 1: Quando n = p%, p um ndmero primo. Sejam L = Q({x), m = ¢(p%), a =
a+ay(1—Ep)+...+ama(1—&p)™ 1€ OL,a€Q;i=0,...,m—1eG = Gal(L|Q)
= Autyq = {oi,i = 1,...,p%(i,p) = 1}. Visto que 0y(€p) = &e' € @ é um inteiro

algébrico, entao
o =0i(@) =ag+a1(l — &) +... + am-1(l — {;,,)’“'1
¢ também um inteiro algébrico. Entao sejam,

= 0y (C!) =ag+ (11(1 — fpuil) +...4+ am_]_(]. - Epnil)m_l

= op(a) =ap+a1(l =) +... +ap_g(1 — §e?)™?

= Oim(@) =ag+a1(1 —&x"™) +... + am-1(1 — &'™)™?
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2.2 Corpos Ciclotéomicos

Colocando o sistema acima na forma matricial, temos:

(e

ap

a1

o)\ ey

onde M = ((1 - &), i=1,...,p°ej=1,...,m—1;(i,p) = 1. Seja M; a matriz
obtida de M substituindo i-ésima coluna por

it

Qy,

o)

detM,-

M © do fato de &3 e a;s serem inteiros algébricos,

Pela Regra de Cramer a; =

deduzimos que detM é um inteiro algébrico e detM; também é inteiro algébrico. Por
outro lado, sabemos que detM = +p"; para algum r. Assim +p"a; = detM; € Z, pois
detM; = O,NQ = Z, pelo Lema 1.3.4. Vimos que irr(£,?, Q) = X?*7 =1 4 X#*7'-2) 4
.+ XP7 41, logo m = ¢(p®) = p*}(p — 1). Sejam p = (1 — £,*)Or,0 # z € p tal que

vp(z) = mdz{t; z € p*}, logo vy(p) = p*~(p — 1) = m, pois

p*-1
X704+ X 1= [ (X -
(=1
assim para X = 1 temos

p= H (X —&')=(1— &) ¢

i=1
(i,p)=1

vp(p) = vp(1 — &)™ - vp(€) = m
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2.2 Corpos Ciclotémicos

Seja s = min{t; p‘a; € Z}. Entdo existe i € N tal que p*a;, € Z \ pZ. Assim,
Pa=pa+pa(l—&pe)+ ...+ 001 — &e)° +... + Pam_1(1 — &)™ .
Da,
vp(p’a) = vp(p°ag + pa1(1 — &) + ... + P'aig(1 — &) + ... + PPam 1 (1 — &)™)

= min{up(pao), ..., Vp(p*aig (1 = §2)"), ..., Vp(P*am-1(1 = &) ")} = .

Logo, s-m+ vp(a) =49 < m. Sendo vp(a) > 0, segue que s = 0. Portanto a; € Z, para

todo i e Op = Z[1 — & = Z[¢pe].

Caso 2: Suponhamos que m tenha mais que um divisor primo, com m = [Q(&,) :

K], Q&) = K[§p) e K = Q(§peg), n=p"-¢"-9; P19, q1tg. Por hipétese de
indugéo temos que O = Z[€peg]. Assim, dado a € Ogye,) C Q(én),
¢(n)-1 _
a= Z bié, ;3 biEQ (2.10)
i=0

Sabemos que &, = &, - § ;“sj’ pois n=p®-qb- g, com (p°g, ¢®) = 1, logo pela identidade de

Bezout existem i, j € Z tais que

i(p°9) +i" = 1.

Assim, &, = £pagqb‘(”°9)+5"b = &4t 5:-55. Dai, podemos reescrever a equacio (2.10) da

seguinte maneira:
$(g®)-1 :
am 3wt e Qey)
tM;
detM
algébricos. Sabemos que detM = +q", logo +q"a; = detM; € Z[{s]. Entao para mostrar-
q

De modo anélogo ao caso 1, temos que a; = onde detM; e detM sao inteiros

mos que os b;s € Z, é suficiente mostrarmos que a;s € Z[¢ = ]. Com efeito, como a € Q(¢&,),
q
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2.3 Corpos de Nimeros Abelianos 69

temos que existem r, s € N tais que p"a, ¢°a € Z[¢,] com (p, g¢) = 1. Assim, pela identidade

de Bezout existem u,v € Z tais que

up"+vg’=1.

up'a + vg’a € Z[E,).

a- (up” +vg°) = a € Z[¢,].

Portanto a; € Z[§;n5]. Logo o anel dos inteiros algébricos de Q(&,) é Z[¢,).

Teorema 2.2.3 ([16], pag. 12) O discriminante do corpo K = Q(&,) é:

né®

P R,
[[»ob
pin

Exemplo 2.2.2 O discriminante de Q(&35) € 5 - 7°, a menos de sinal.

Dk

2.3 Corpos de Nimeros Abelianos

Um corpo de nimeros K é denominado abeliano se, K é uma extenséo galoisiana
dos racionais e seu grupo de Galois é abeliano. Os nossos estudos sao limitados aos Corpos
de Niimeros Abelianos pois, ele nos oferece um ambiente de trabalho com mais opgoes de
ferramentas e os reticulados construidos nestes corpos coincidem com os reticulados mais
densos conhecidos e até assumem novos recordes.

Da Teoria de Galois temos que se um corpo de nimeros K estd contido num corpo
ciclotomico entdo K é um corpo abeliano. A reciproca dessa afirmagdo é o Teorema
de Kronecker-Weber, enunciado abaixo, o qual é fundamental para a escolha de nossos

ambientes de trabalho.
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2.3 Corpos de Nimeros Abelianos 70

Teorema 2.3.1 ([16], pag. 319) Se K | Q é uma extensdo finita abeliana, entdo K C

Q(&,), para algum n € N.

Vimos que o célculo do discriminante utiliza a base integral, porém existem resultados
que fazem este célculo sem o uso da base integral. Enunciaremos a seguir um deles, o
qual é consequéncia da férmula do Condutor-Discriminante.

Os dois resultados seguintes (Teoremas 2.3.2 e 2.3.3) sao fortemente utilizados nas
aplicagdes desenvolvidas nas segdes ”Subcorpos de Q(&,-)"e ”Subcorpos de Q(&,,)"do

préximo capitulo, respectivamente.

Teorema 2.3.2 ([9], pag. 64) Sejam p um nimero primo fmpar, r um inteiro positivo e

K C Q(&r), [K : Q] = up’, p ndo divide u. Entdo,

DK = :l:pv

i+1 __
L I

v=u|(j+2)p -

Teorema 2.3.3 ([15], pag. 57) Sejam K C Q(&,), p:  primo, r = [Q(&,) : K], s = [K :
QJ, 0 = Troe,) k(&) € 9 € Z tal que g, gera G = Gal(Q(&,) : Q). Entdo K = Q(6) e

Zog(0) + ...+ Zog(0) € o anel dos inteiros algébricos de K. Além disso,
DK = :EP{K:QIMI.

Demonstragao:
Mostremos que K = Q(6). De fato, como 6 € K, segue que Q() C K. Seja

G = Gal(Q(&) : K), por hipétese G = Gal(Q(&,) : Q) =< o, > é ciclico entdo
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2.3 Corpos de Niimeros Abelianos 71

G ={0gs,042,...,04:} €0 =6 +...+ &7, dai temos que g,4(8),...,0,(8) € Q(6),

pois Q(#)/Q é uma extensao galoisiana. Sejam a,...,a, € Q tais que
a104(0) + ...+ a,0.(0) =0

Sendo que

grrl-i

Ogi 6 = Ug‘“(fpg‘) +...+ ag‘(fpg") = fpg’“ +ii.+ &

ty8+ig toatig

se &9 =& ,com 1<t, t2<rel<i, i<s, teremos: gh*ti =

g"***2 (mod p), istoé, g1t —gh*ti2 —py  gupondo t;5+i; < tps+14y, temos:
g“’“‘(l = g(:z—:l)s+(-‘=—i1)) = .
Como g é gerador entdo g* = 1(mod p), deste modo
gltatstla=h) = 1 (mod p), ouseja, p— 1| gtz—tstliz=in)

daf (t2 — t1)s + (12 — %1) = rsu; como 1 — s < ip —4; < s— 1, segue que i; = 4; (isto é,
i3 — 1, = 0). Analogamente, temos que t; = t;. Assim temos

s+1

al(é‘pg +,,,-{-fpgr‘+l)+...+as(§p92'+.,.+£p9"+')20

Como [Q(&,) : Q] = p— 1 e todos os {,,9““ sdo distintos dois a dois, temos que &',
t=1,...,p— 1 sao todos distintos. Deste modo podemos reescrever a equagéo (2.11) da

seguinte maneira

6151 = I b _1§pp_1 == 0,

{b"; i=1,...,p—1}={a,-; i=1,...,s}.

Por outro lado, {{,,‘jl__i =1,...,p— 1} é um conjunto linearmente independente sobre Q,

logob; =0; ¢=1,...,p—1e, portanto, a;=0; i=1,...,s, ou seja, [Q(0) : Q] > s.
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2.3 Corpos de Niimeros Abelianos 72

Como Q(f) C K e [K : Q] = s temos que [Q(f) : Q] = s e K = Q(f). Agora mostremos
que

Zo,(6) + . .. + Zog(6) = Ok.
E claro que Zay(0) + ... + Zog(0) C Ok, uma vez que o4(f) € Z[¢,) N K. Falta-nos
provar a inclus@o contrdria. Assim, tomemos a € Ok, entéo existem a;,...,a, € Q
tais que oo = ) _;_; aiogi(0), uma vez que {o4(6),...,04:(0)} é base de K/Q. Entéo como

a € Z[¢,), temos que

a= Zs: aiog(0) = i a;{,,g""i
i=1 i=1

pode ser expresso por

r—1
o= bigp‘} bgGZ,izl,...,p—l

=1
Como {b;; i=1,...,p—1} ={a;; i=1,...,s}, concluimos que a; € Z, i = 1,...,s,
donde segue o resultado.

O valor do discriminante decorre do Teorema 2.3.2.
Decomposigao de ideais em uma extensao galoisiana
Veremos agora, como fatorar um ideal primo de um anel dos inteiros algébricos

numa extensao de corpos galoisiana.

Teorema 2.3.4 (Da Evidéncia)([7), pag. 70) Dados L/K uma eztensdo galoisiana com
grupo de Galois G e, q e q dois ideais primos de Oy, tais que N Ok = q N Ok. Entdo

eziste o € G, tal que o(q) = ¢ .

Demonstragao:

Suponhamos ¢(q) # q,V o € G. Entéo pelo Teorema Chinés do Resto, existe uma
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2.3 Corpos de Nuimeros Abelianos

solugéo para o sistema de congruéncias
X=0 (modq)
X =1 (modo(q)), YoeGQG.
Seja a € Of, a tal solugao, assim temos que
Npyk(a) €Ok Nqg=p

onde um dos fatores de N/ (a) é a € q'. Por outro lado, temos que & o(q),Vo € G,

entdo o~'(a) ¢ q. Podemos expressar Ny (a) como um produto de todos os o~*(a),.

e visto que nenhum destes séo ideais primos de q, isto nos mostra que Ny k() € g.

Absurdo, pois vimos que Ny k(a) € p C q. Portanto o(q) =4 P

Corolério 2.3.1 ([7], pag. 71) Sejam L galoisiana sobre K e q,q sdo dois ideais primos

acima de p, entdo e(q | p) = e(q’ | p) e f(a|p) = F(a | p).

Demonstragao:

Seja p um ideal primo de Ok, entdo pelo Lema de Kummer segue que pOp =
01°1¢2%2 ... q,%. Do Teorema da Evidéncia , temos que o(q) = q, deste modo, supon-
hamos que o(q;) = q2. Assim,
o(pOL) = o(01™92% ... 4,*) = 0 (q1)" 0(92)? . .. 0(qs)* = 92 0(q2)** . .. 0(q,)* = pOL.
Logo q2° = 22 & e; = e, portanto e(q | p) = e(q’ | p).

Sejam

q2 p

5%]-n e (2]

q P

9
qz2
o(z+q)=o0(z) +q2
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2.3 Corpos de Numeros Abelianos

Temos que & é um isomorfismo, logo

[ﬁ.%]ﬁ O,
g P q2

donde segue que f; = f.

O corolério acima mostra que no caso de uma extensao galoisiana, um ideal primo p
de O fatora-se em (q; ...q,)¢ em Of, onde os g;'s s&o os ideais primos distintos acima
de p, todos tendo o mesmo grau residual f sobre p. E mais, pelo Teorema da Igualdade

Fundamental, n = [L : K] = g.e.f.

Exemplo 2.3.1 Seja K = Q(&s5), seque do Teorema 2.2.2, que o anel dos inteiros

algébricos de K € Z[Ess]. O polindmio minimal de €55 sobre Q € dado por

@55(X)=X40—X39+X35—'X34+X30—X28+...+X15_X12+X10—X6+X5—X+1.

A decomposigao do ideal 50k em ideais primos de Ok satisfaz

Ps5(X) = (I)l(X))4 s (PZ(X))4 (mod 5Z[X])

onde

(X)) =XP+4X* +4X3+ X2 43X +4 e p(X)=X*+2X'+4X3+ X*+ X +4

Assim, pelo lema de Kummer temos:
(a) pi =< 5,pi(€ss) >; i =1,2 sdo os ideais primos de Ok acima de 5Z,

(b) 50k = p1* - p2?,

Assim temos g=2,e=4,f=5 e 40=g.e.f=24.5.




2.3 Corpos de Niumeros Abelianos 75

Sejam K; e K, corpos linearmente disjuntos (isto é, K; N K; = Q). Dado um
nimero primo p por ([7], pag. 98) a decomposigao do ideal pOk,k, em K;K, pode ser
obtida através da decomposigdo em K e em K, do seguinte modo: Sejam g;, e; e f; os
parametros relativos a decomposigao de pOg, em Kj; j = 1,2. Em K K estes parametros
satisfazem a condicao:

9=qg e=e1e2 e f=fifs.
Cada ideal primo de Ok, acima de p se estende em Ok, k, de modo andlogo & que p se
estende em Ok, .

Seja L uma extenséo galoisiana de K com grupo de Galois G = Gal(L/K). Para cada

ideal primo q acima de p C Ok definimos dois subgrupos:

O grupo de decomposigao
D=D(q|p)={o € G/o(a) = a}
e 0 grupo inercial
E=E(q|p) = {0 € G/o(e) = @ (mod q),Ya € O} .

Ambos sdo subgrupos de G e E C D, pois para z € q temos z = 0 (mod q), assim
o(z) = z (mod q) entédo o(z) =0 (mod q), como q é maximal, segue que o(q) = q.

Dados q e q' dois ideais primos acima do ideal primo p, temos que

D(q|p)=0D(q | p)o.

Logo, se D 4 G, para algum q entao

D(q|p) = D(p).

Em particular, quando G é um grupo abeliano, D(p;) depende somente de p, assim deno-

taremos apenas por D(p). Como g denota o nimero de conjugados de g, entdo
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2.3 Corpos de Nimeros Abelianos

# G =g-# D(p)

e, portanto

#D(p) = =cf.

Os elementos de D induzem um automorfismo do corpo %ﬂ de modo natural: Para todo
o € G restrito a um automorfismo de Oy, e se 0 € D entao a aplicacao induzida Oy, — qu‘
tem nicleo q, logo cada ¢ € D induz um automorfismo ¢ de Op, de tal modo que o

diagrama a seguir comuta:

E mais, ¢ fixa o subcorpo %‘i ponto a ponto, pois ¢ fixa K. Logo fixa O, ponto a ponto.
Entao o é um elemento do grupo de Galois G de qu sobre %&. Resumindo, temos um
homomorfismo de grupos ¢ : D — G Logo Kery = E, assim E é um subgrupo normal
de D e o grupo quociente % é imerso em G. Temos que 9 : D —» G é sobrejetiva, assim
% — G é de fato um isomorfismo de grupos. Sabemos de G é ciclico de ordem f, assim
o mesmo § vélido para 2.

Sejam Lp e Lg corpos fixados por D e E respectivamente. Lp € dito corpo de decom-

posicdo e Lg corpo inercial.
Exemplo 2.3.2 L = Q(&55), O = Z(&;5) €
(X)) =X - X"+ X - X'+ X*-X+1.

o polinémio minimal de &5 sobre Q. A decomposicdo do ideal 70}, em ideais primos de

Oy, satisfaz:
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2.3 Corpos de Niimeros Abelianos

®15(X) = (p1(X)) - (p2(X)) (mod 7Z)

(X)) =X +4X3+2X2+ X +4, po(X) = X* +2X% +4X%2 + X +2

e do Lema de Kummer, seque que

(@) pi =< 7,p:(&15) >; 1 =1,2 sdo os ideais primos de Oy, acima de 7Z,

(b) 701 = p1p2

(c)Ex: Z]l=4i=1,2

Assim, temos g = 2,y = e = 1, fi1 = fo = 4. O grupo dos Q-automorfismos de K
sobre Q € dado por

G ={oi; (1,15) =1, i=1,...,15; gi(&s) = &'}

e verificamos que p; e p sdo conjugados, por ezemplo g2(p1) = p2 € ga(p2) = p1. Logo
p1 € p2 sao ideais primos conjugados que tém o mesmo indice de ramificagio (e=1) e o
mesmo grau residual (f =4.)

O grupo de decomposi¢cao D(7Z) € dado por

D(7Z) = {o € G/a(p1) = p1} = {01, 04,07, 013},

Da mesma forma o grupo de inércia é

E(7Z) = {0 € G/o(z) = = (mod p1),z € Ox} = {0 € D/o(&15) = &15 (mod py)}.

Como

# E(TZ)=4 e E(TZ)C D(7Z),
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2.3 Corpos de Niumeros Abelianos

temos

E(7Z) = D(7Z).

Teorema 2.3.5 ([7], pag. 100) Sejam L, K, Ok, O, p,q, G, D, E, e, f e g como acima.

Entao temos o seguinte diagrama:

indice de ramifica¢do grau de inércia

K

Demonstragao:

Inicialmente mostremos que [Lp : K] = g. Do Teorema da Correspondéncia de Galois

segue que [LD : K] é igual ao indice de D em G. Cada classe lateral & esquerda oD (

o € G) leva g em oq (isto é, cada elemento da classe lateral pertence a q), e é claro que
oD = 7D se 0q = 7q. Estas estabelecem uma relag@o biunivoca entre as classes laterais
a esquerda oD e os ideais primos oq, pelo Teorema da Evidéncia , estes primos incluem

todos os primos de Oy, acima de p, portanto existem g deles.
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2.3 Corpos de Nimeros Abelianos 79

Agora mostremos que e(qp | p) e f(qp |)p sdo ambos iguais a 1. Notemos que q
€ o0 tunico ideal primos de Oy, acima de qp, uma vez que todos os ideais primos serao
necessariamente permutados transitivamente pelo Grupo de Galois de L sobre Lp(L é
automaticamente uma extensdo normal de Lp); este grupo de Galois é D, o qual néo leva

q a nenhum outro. Do Teorema da Igualdade Fundamental vem que:

[L: Lp] =e(q|ap) - f(a|ap)

O niimero & esquerda é e.f, pois vimos que [Lp : K] = g e sabemos que n = g.e.f.
Além disso, os fatores individuais & direita ndo podem exceder e e f respectivamente,

consequentemente a igualdade deve manter-se em ambos os casos e devemos ter

e(ap | p) = f(ap | p) = 1.

Provemos agora que f(q | qg) = 1. Equivalentemente %a é uma extensdo trivial de

o ’ . i o PR
T;E‘ Deste modo, é suficiente provar que o grupo de Galois de Qq“ sobre T;R é trivial. Para

provarmos isto, mostremos que para cada 6 € %ﬁ, o polinémio (X — #)™ tem coeficientes
em %ﬂ para algum m > 1, isto mostrara que cada membro do grupo de Galois leva 6 em
uma raiz de (X — 0)™, a qual s6 pode ser 6. O que provara o que queremos.

Fixe a € Oy, o correspondente a 6 € %1‘, claramente o polinémio

9(X) = [[(X - o(e)

oeE

tem coeficientes em Of, reduzindo os coeficientes (mod q), nés teremos que

o (@)

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15

16

17

18



2.3 Corpos de Numeros Abelianos

realmente tem coeficientes em OT‘;R. Mas todo o(c) é reduzido a 6 (mod q), pois

ola)=a (mod q)

e o(a) = 0; entdo

g(X) = (X -0)",

onde m = #(FE),daf segue o resultado.
Juntamente com

f(qD[p)=11

isto mostra que

fQae|ap) = f(a|p)=f.

Entdo pelo Teorema da Igualdade Fundamental nés temos que [Lg : Lp] > f. Mas ja
vimos que E é um subgrupo normal de D e que o grupo quociente % = 5, o qual é
um grupo de ordem f. Assim, [Lg : Lp] = #(%) < f, portanto exatamente f. Logo
e(qe | 9p) = 1. Finalmente obtemos facilmente [L : Lg] = e e e(q | qg) = e, considerando

o grau e o indice de ramificacao j4 estabelecidos. &

O teorema a seguir estabelece certas condicoes maximais e minimais para o corpo de
decomposigéo, considerando agora K o corpo fixado por um subgrupo H C G. E mais,
seu anel dos inteiros algébricos é O = BNK e p = qN Oy é o tnico ideal primo

abaixo de q.

Teorema 2.3.6 ([7], pag. 104) Com as notagées acima, temos:

(a)Lp € o maior corpo intermedidrio de K' contendo K tal que e(p’ | p) = f(p' | p) =1;
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2.3 Corpos de Niimeros Abelianos

(b)Lp é o menor subcorpo K', tal que q é o tinico ideal primo de Opacima de p;
(c)Lg € o maior subcorpo K', tal que e(p’ | p) = 1;
(d)Lg € o menor subcorpo K', tal que q é totalmente ramificado sobre p’, (isto é, e(q |

p)=[L:K)).

Demonstracgao:
Primeiro observe que nés j& mostramos que Lp e Lg tem estas propriedades: por
exemplo, nés vimos na demonstragado do Teorema 2.3.5 que q é o tinico ideal primo de Oy,

acima de qp; esta também poderia ser obtida do fato de que

e(q|ap) = f(qa|qp) =e.f =[L: Lp).

Suponha agora que K’ = Ly é um corpo intermedidrio para o qual q ¢ o tinico ideal primo
acima de p'. Nés sabemos que todo o € H leva q em outro ideal primo acima de p’, deste
modo nés devemos ter H C D. Isto implca Lp C K, estabelecendo (b). Este resultado,

também poderia ser obtido considerando o diagrama abaixo,

K—— K

no qual o grau indicado foi obtido pela aplicagao do Teorema 2.3.5 em ambas as situagdes

(q sobre p e q sobre p’). Aqui €, f'e g sio nimeros associados & fatoragio de p' na

extensao normal L.
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2.4 Reticulados 82

Portanto g' é o niimero de ideais primos acima de p’. O diagrama mostra que se g =1,
entdo K' = LpK', logo Lp C K.

Agora assuma que e(p’ | p) = f(p' | p) = 1. Assim, e =€ e f = f' pela multiplicidade
nas extensdes. Considerando o diagrama nés vimos que Lp e LpK' ambos tem o mesmo
indice em L. Visto que um contém o outro, eles podem ser iguais, implicando K’ C Lp.
Portanto nés obtemos (a).

(c) é andlogo: se e(p’ | p) =1, entdo e = e logo Lg = LgK', portanto K’ C L.

Finalmente, se q é totalmente ramificado sobre p’ entéo [L : K'] = ¢'. Considerando o

diagrama nés temos que K' = LgK', logo Lg C K. #

Exemplo 2.3.3 Como vimos no ezemplo (2.3.2), e =1, f =4 e g = 2. Pelo Teorema

2.3.6 segue que Lp = Q(&) C Q(é1s) ee(ap | p) = f(ap | p) = 1.

2.4 Reticulados

Sejam V um espago vetorial de dimensao finita n sobre um corpo K, A um subanel de
Keuwv,...,v, r <mn, vetores linearmente independente de V. Denominamos A-reticulado

(ou simplesmente reticulado) com base (vy, ..., v,) ao conjunto de elementos da forma

37:201'1}5, com a; € A.

i=1

Doravante quando citarmos um reticulado A, serd suposto que
V=R", K=ReA=2Z.

A disposigo de esferas de mesmo raio no espago euclidiano R™ de tal modo que a
intersecgdo de duas delas tenha no maximo um ponto damos o nome de empacotamento

esférico. A forma de dispor essas esferas de modo a cobrir a maior proporgao do espaco
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2.4 Reticulados 83

sempre foi um desafio e mereceu citagao de Hilbert, que em 1.900 colocou-o na lista de
problemas em aberto mais relevantes do século.

Um empacotamento reticulado é um empacotamento em que o conjunto de centros
formam um reticulado A de R" e, a menos que se diga ao contrério, a partir de agora
todos os empacotamentos considerados seréo reticulados, e quando o conjunto de centros
for A, dizemos que o empacotamento é associado a A. Definimos a densidade de um dado
empacotamento como sendo a proporcao do espago R™ coberto pela unido das esferas.

A seguir, introduziremos os elementos béasicos que possibilitarao obter uma expressao
para a densidade de empacotamento.

Seja A C R™ um reticulado com base 8 = {vy,...,v,}. Entdo o conjunto

Rs={z€R"|z=) A, 0<X<1 AeR}

i=1
é dito a Regido Fundamental de A associada a base . Observamos que a Regido Funda-
mental depende da escolha da base do reticulado.
Fazendo

Ui=(U§1,...,U|'n)E]Rn’ izl,...,n

o volume de Rg, v(Rp) é o médulo do determinante da matriz

\

(Uu Vi2 ... Vn

Vg1 Vg2 ... Uzpn

\ Uni Un2 ... Upn /
a qual é denominada matriz geradora para o reticulado A.
O volume da Regiao Fundamental, Rg, independe da base, pois a matriz mudanca de

base é invertivel, com entradas inteiras, ou seja, tem determinante +1. Deste modo, faz
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2.4 Reticulados 84

sentido definir o volume de A como sendo o volume da Regido Fundamental, e denotaremos
por v(A).

Temos interesse pelos empacotamento associado ao reticulado A tal que as esferas
tenham raio méximo. Para determinacdo deste raio, observemos que fixado a > 0, a

intersecgao do conjunto compacto
{z e RY| z |[< a}
com o reticulado A é um conjunto finito, ou seja, A é discreto, logo o niimero
Amin =min{|v|; v € A, v # 0}

estd bem definido.

Notemos que p = A‘g"ﬂ é o0 maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas
nos pontos de A e obter um empacotamento. Dessa forma, estudar os empacotamentos
reticulados equivale ao estudo dos reticulados.

Ao mencionarmos densidade de empacotamento com esfera de raio p associado a um
reticulado, estamos citando a densidade de um reticulado A, a qual denotaremos por A(A)

€ expressamos por

volume de uma esfera de raio p
volume do reticulado

A(A) =

O volume de uma esfera n-dimensional de raio p é

v(B(p)) = v(B(1)) - p"

onde v(B(1)) é o volume de uma esfera de raio 1. Deste modo, a densidade de um

empacotamento reticulado A é dada por

pﬂ
A() = w(B(1) - 575
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2.5 O Homomorfismo Canénico

A densidade de centro é outro parametro importante, cuja expressao é:

pﬂ

W) =@

Exemplo 2.4.1 Seja A um reticulado hezagonal gerado pelos vetores (1,0) e (3, -“2@),

assim p= 3 e 6(A) = ;;lﬁ = (, 2887

Exemplo 2.4.2 Seja A = Z" um reticulado do R™ gerado pela base § = {e; = (1,0,...,0),...

en = (0,...,0,1)}. A forma quadrdtica | v |*= 2,2 + ... + 2,2 assume o valor minimo
1 quando um dos z; = 1 para ¢ = 1,...,n e os demais nulos, logo p = % Como

v(A) =| detM |= 1, entdo § = 5.

2.5 O Homomorfismo Candnico

Definimos nesta se¢do o homomorfismo candnico de um corpo de niimeros K, o
qual é usado para descrever reticulados de posto n em R", originados de um ideal ordindrio
nao nulo do anel dos inteiros algébricos de K.

Sejam K um corpo de nimeros de grau n e
o;: K—C,i=1,...,n

os monomorfismos de K em C. Se 0;(K) C R dizemos que o; é real, caso contrério o; é
imagindrio. Um corpo K é dito totalmente real quando todos seus monomorfismos sdo
reais, e K é dito totalmente imaginério quando todos seus monomorfismos sao imaginérios.

Agora definiremos o homomorfismo candnico para o caso geral: Dados K um corpo
de nimeros de grau n, r; a quantidade de monomorfismos reais e 2r, a quantidade de

monomorfismos imagindrios. Podemos ordenar os monomorfismos a3, ..., 0, do seguinte
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2.5 O Homomorfismo Canénico

modo
T1y+ 107130141301 +1y - - - 1 Ory 4123 Oy 12
onde oy,...,0y s80 0s monomorfismos reais e os demais imaginérios. Assim definimos o

homomorfismo candnico

por
ok(a) = (o1(a),...,0. (), Reoy 41(a), IMmoy,41(), . .., ReO, 4ry (@), IMay, 4r, (@),

onde Re(z) e Im(z) representam as partes real e imagindria do mimero complexo z,

respectivamente.

Exemplo 2.5.1 Sejam K = Q(y/—3) com Q-base {1, 1—+2ﬂ} e 0s monomorfismos de K

em C, 0y e 0, que sdo respectivamente a inclusdo e a conjugacdo compleza, onde

o (£ (EEEN sy (o

Entao para

1++v/=-3
2

x=a+b( )EK, a,beQ

o(z) = (01(z), 02(z)) = (“ +b (%__3) el (%:E))

Exemplo 2.5.2 Sejam K = Q(c) onde a € R satisfaz a* — 2 = 0. Os conjugados de

a = V2 sio o, ow, ow?, aw® onde w € a raiz primitiva da unidade. Um elemento de K,

por exzemplo T = a + ba + ca® + dda, onde a,b,c,d € Q, € levado a R* de acordo com

o(z) = (01(z),02(z), Reos(z), Imas(z))

(a+ba+co:2+da3, a— ba+ ca? —do®, a— co?, ba—das).

AVA
AVAYAY

1 2 3 4 5 6 7 unespwll 12 13 14 15 16

17

18



2.5 O Homomorfismo Candnico 87

Uma das principais aplicagoes deste homomorfismo é a geragao de reticulados no R"

e alguns pardmetros associados siao obtidos via Teoria Algébrica dos Nimeros.

Teorema 2.5.1 ([11], pag. 56) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, 0y,...,0, 0S8
monomorfismos de K em C e M C K um Z-mddulo livre de posto n com Z-base (Z;)1<i<n-
Entao,

(a) ox(M) é um reticulado.

(b) v(ok(M)) = 27" |det(0:(z;))| -

Demonstragao:
(a) Sendo {zj,...,T,} uma base de M, mostremos que {ok(z1),...,0x(zn)} é uma

base de ox(M). No caso em que K é totalmente real,

ox(®:) = (a1(m), vy aal(@®))y $=1iviusm

0'1(131) O‘n(xl)

01(Zn) ... on(zn)

detD = det(0i(z;)).

Por outro lado, sabemos que

Aloy,..., ] = (det(oi(z;)))*.

(detD)? = (det(0i(x;)))? = Alzy, ..., Ta] #0,
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2.5 O Homomorfismo Candnico 88

implicando que ok(z),...,0k(z,) sdo vetores linearmente independentes sobre R. Por
cons trugéo ok (z1),...,0k(z,) geram ox (M) logo {ok(z1),...,0k(z,)} é uma base de
ox(M) e, portanto, ox (M) é um reticulado.

Para o caso em que K é totalmente imaginario, provamos com argumentos similares
que ok (M) é um reticulado.
(b) Mostremos que v(ox(M)) = 27"2|det(0i(z;))|, quando K é totalmente imaginério.

Nesse caso

ok(z;) = (Reai(z;), Imoy(x;), .. ., Reoy, (z;), Imoy,(z;)), i=1,...,n.

Reoy(z1) Imoy(z1) ... Reop,(z1) Imoy,(z1)

Reoy(z,) Imoy(z,) ... Reoy,(z,) Imo,(z,)

Sabemos que Re z = }(z+%) e Im z = %(z—%), deste modo somando & cada coluna
de ordem impar a coluna seguinte previamente multiplicada por ”i”, e multiplicando as
colunas de ordem par por —2i e a cada uma delas adicionando a coluna anterior, obtemos

a matriz

01(z1) o1(z1) ... (1) ory(z1)

o1(zn) 01(Tn) ... Or(Tn) 0ry(Zn)

Como detD = (2i)~™.detD,; e G; = Oy,4i, €ntéo

v(ox(M)) =| detD |= |(2i)™™|. |detDy| = 27". |det(oi(z;))| -
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2.5 O Homomorfismo Canénico 89

Vimos anteriormente, que Ok é um Z—médulo livre de posto n, se a é um ideal ndo
nulo de Ok, entao a é um Z—mddulo livre de posto menor ou igual a n. Como o indice
de a sobre Ok ¢é finito, temos que a é um Z—mdbdulo livre de posto n, também. Assim,
pelo Teorema 2.5.1 ox(Ok) e ok(a) sdo reticulados. E mais, definimos por realizagao

geométrica do ideal a ao reticulado ok (a).

Exemplo 2.5.3 Sejam K = Q(v/10) e M = Z[/10] o anel dos inteiros algébricos de K,

com base {1,v/10}. Sendo r, = 0, temos:

1 V10
v(ox(M)) = |det = |-2v10| = 2v10
1 —V10
Exemplo 2.5.4 Sejam K = Q(v/—17) e M = Z[\/—17] o anel dos inteiros algébricos de

K, com base {1,v/—17}. Sendo 2 = 1, temos:

Vv—=17
1 —/-17

w % |~2v=T7| = |V=T7| = |V17i| = vT7

v(ox(M)) = 271 |det

Teorema 2.5.2 ([11], pag. 57) Sejam K um corpo de nimeros de grau n, com discrimi-
nante Dx e a um ideal ndo nulo de Og. Entdo,

v(ok(a)) = 27™.|Dk|?.N(a)

Demonstragao:
Seja {z1,...,Zn} uma base do ideal a e como O C K, segue do Teorema 2.5.1,

v(ok(a)) = |detD|, sendo |detD| = 27"2. |det(o;(z;))| . Por outro lado, temos

|Alzy, ..., 2a]l? = |Dk|?.N(a) e Alzy,...,z.] = (det(0i(z;)))?

v(ox(a)) = 27".|Dk|?.N(a)
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2.5 O Homomorfismo Candnico

A expressao para a densidade de centro do reticulado ox(a), é dada por

2f2pﬂ.
0(ok(a)) = —7——-
|Dk % N(a)

Exemplo 2.5.5 Para K = Q(v/10), segue dos Teoremas 2.1.2 e 2.1.8, respectivamente,

que Ok = Z[\/E] e Di = 40. Dado o = a + by/10, temos

lok(@)|? = 0187 + 0257 = 2(a® + 10b?)

e esta formula assume valor minimo 2, quando a =1 e b = 0. Portanto,

1
J(O'K(OK)) = m = 0, 07906

Exemplo 2.5.6 Sejam K = Q(V13), Ox = Z [%@] e a o ideal principal de Ok,

gerado por 6 = 1 — 2/13. Para a € 00k, ezistem a,b € Z tais que

a = (1-2V13) (a+b(1+2\/ﬁ)) = (a—%b)+(%b—2a

_ 25b\ 2 256\ [ —b —b -
C).’O!»-—(G—T) +2(a-—2——) (-2——2a)\/ﬁ+13(-?—2a) i

lok(@)|* = Trxjo(o@) = 2 [(a P 2T5fsr)2 i (—?b B 20) 2]

atribuindo valores inteiros ndo nulos para a forma quadrdtica acima, concluimos que esta

assume valor minimo 106 quandoa=1eb=0.

Sendo Dy =13 e |Nkjo(f)| = | — 51| =51 temos

106

B(or(@)) = 5o = 0,14411
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Capitulo 3

Corpos Abelianos

Este capitulo tem o objetivo estudar a densidade de centro da realizacao geométrica
de um ideal ndo nulo em corpos abelianos.

Sabemos que a expressao da densidade de centro para estes reticulados envolve alguns
parametros importantes da Teoria Algébrica dos Nuimeros, tais como discriminante de um
corpo, norma de um ideal e a minimizagdo da forma quadrética obtida da funcéo traco.

Como a minimizacao da forma quadratica apresenta um alto grau de dificuldade,
optamos por familias de ideais que apresentam determinada caracteristica em relagao a
sua decomposic¢ao.

Faz parte de nossa opgdo buscar tais familias de ideais em subcorpos de Q(&,-) com
p primo e, em subcorpo de Q(&,,) com p, g nimeros primos impares distintos. Assim
apresentamos uma férmula especifica para a densidade de centro dos ideais gerados por
estas familias.

Embora nao faz parte de nosso objetivo obter familia de reticulados com densidade
recorde, é importante destacar que os reticulados de maior interesse sao aqueles com maior

densidade de centro.
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3.1 A forma quadritica no corpo ciclotémico Q(¢,) 92

3.1 A forma quadratica no corpo ciclotémico Q(&,)

Seja K /Q uma extensao finita abeliana, entdo pelo Teorema de Kronecker-Weber

K estd contido em um corpo ciclotomico Q(£,), para algum n. Deste modo, o estudo de
corpos de nimeros abelianos é equivalente ao estudo de subcorpos dos corpos ciclotémicos.
Nos reticulados ok (I) do R", onde I é um ideal ordindrio néo nulo de Ok, a disténcia

entre seus pontos é medida pela fungao trago, como veremos na proposigéo a seguir:
Proposicao 3.1.1 ([19], pag. 225) Sejam K um corpo de nimeros e x € K. Entdo

lok(z)|* = c.Tri/q(aT)

Demonstragao:

No caso em que 7, = 0, isto é, K é totalmente real, para z € K e og(z) =

(01(z), - - -,0n(z)), segue que :
lok (z)]* = 012(z) +. . . +0.2(z) = 01(z?) +. ..+ 0,(2?) = 01(2T) +. . . + 05 (aT) = Tr(27)

Agora, suponhamos r; = 0, ou seja, K totalmente imagindrio. Entao para z €

K, n=2r;e ox(z)= (Reoi(z),Imoy(z),...,Reon,(z), Imo,,(z)), temos:
| ok (z) [*= o1()o1(z)+. - Aoz (3)@ = 0y(z)o1(z)+. . A40o3(z)os(Z) = 01(2T)+. . 403 (27)

Sendo

TryQ(zT) = 01(2T) + ... + 02 (2T) + 01(27) + ... + 73 (27)
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3.1 A forma quadritica no corpo ciclotémico Q(¢,)

%i(2%) = oi(2F), Vi=1,..., g,

segue que

TT’K;Q(Q:T) =2 (0’1 (If) +...+ o2 (:L‘T)) .

Portanto

lok(z)* = %.Tr(:cf).

| |
A seguir apresentamos alguns resultados sobre o trago em extensoes ciclotémicas, os

quais serao relevantes na demonstracao do Teorema 3.1.2

Lema 3.1.1 ([14], pag. 52) Sejam i,n inteiros, i < n. Se d = (i,n) entdo,

Tro. (&) = %T”‘Q(md)m(ﬁiﬁ)

Demonstragao:
Consideremos a seguinte extensao Q C Q(Ef;i) C Q(&,) . Pela propriedade do trago

temos
Trowre(&) = [Q6) : QeS| Trorey oléire) (3.1)

Uma vez que [Q({n) : Q({,‘;’:,dd ] = ¢(n)/d(n/d), substituindo na equagdo (3.1) completa-
mos a demonstragao. -
Lema 3.1.2 ([14], pag. 52) Sejam j e p* inteiros e primos entre si entdo,

-1, seaq; =1

Tro,s0/e(ée) =
0, sea;>1.
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3.1 A forma quadrética no corpo ciclotémico Q(£,)

Teorema 3.1.1 ([14], pag. 52) Sejam n = p*.p3*...p%*, i € N e d = (i,n) entdo,

T‘"Q(&)/Q(f:;) = %p (g) ,onde u € a funcdo de Mobius.
d

Demonstragao:
Faremos a prova em trés etapas:
(a) Para n = d segue pelo Lema 3.1.1 que Tro,)/0(&L) = 3%(3115.
(b) Quando n é livre de quadrados, faremos a demonstragdo por indugdo, sobre s (a

quantidade de nimeros primos da decomposi¢ao de n.)
Para s = 1, vale o Lema 3.1.2 e assim o resultado é valido.

Suponhamos verdadeira a afirmagao para s = k, isto é,

Troy,. 506 5) = (1)

Agora provemos a afirmacgao para s = k + 1.
Dadon =p;...DPk4+1, S€jaM @ = Py ...Pk, b= P41 € u, v inteiros tais que au+bv =1,

temos:
Ei _ ¢i(autbv) _ Eiau ibv __ piugiv
n - Sn — Sab Sab — Sb Sa

onde (iu, b) = (iv,a) = 1. Entéo, para K = Q(§,) e M = Q(&,) temos pelas propriedades

do trago que

Trrjo(&) Trmo (Trrm(&°€Y)) = Trm(€e Trim ("))

(-1)(=1)F = (-1)**.
Entéo, Tre.)/e(é) = (—1)*.

(c) Suponhamos que n ndo é livre de quadrados e sejam a = p7*, b = p3*...p§*, tomemos
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3.1 A forma quadrética no corpo ciclotémico Q(¢,)

a; > 1 e l, r inteiros tais que al + br = 1, logo
i al+br ia il pi
G=6y ) =l =gl

onde (il,b) = (ir,a) = 1. Assim, para K = Q({,) e M = Q(&,) temos:

Triq(€L) = Trajq (Tram(ERET)) = Triom(&l) -0=0.

Teorema 3.1.2 ([14], pag. 60) Dados

#(n)—-1

n—Hp. \, P= ]‘[p,,K Q) Ok =Zfn] e z = Z bika’,

temos que:

$(n)-1 #(P)-1

Try/o(3T) = z b + u(P) Z Az:d((i, P))u((i, P))

Demonstragao:

Pela Proposigéo 3.1.1, temos que

lox(@)* = 3Trxsa(zE). (3:2)

Em (3.2), calcular |og(z)| é equivalente a encontrar o trago do elemento zZ. Entao, seja

z € Ok = Z[£,), tal que
T = by + bidn + b26a® + ... + bna&a™ 7,
com m = ¢(n). Assim,

T =bo+bi&n ! +bon "+t bnorbn” ™Y,
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3.1 A forma quadratica no corpo ciclotémico Q(¢,)

g% = (bo? + b + ... + bna?) + [bob1(&n + &™) + .. + bobm-1 (6™ + &)

+ bibo(bn + ) F o F b1 (™ 2+ £ D) L+ g1 (6n + &)

Fazendo A; = bob; + bibiy1 + ... + bpo1-ibm-1, € s =&+ &% Vi, i =1,...,m—1,
temos:
m—1 m—1
T = Z b,‘z + Z A;a;.
i=0 i=1

Deste modo, nés podemos obter o valor da fungao trago:
m-—1 m—1 m—1 m-—1
Trx(sT) = Trk/q (Z bez) + Trrsq (Z A;ag) =m. Z b + Z ATrgo(o).
i=0 i=1 i=0 i=1
Como

Trijo(a) = Trr(&, +£&°) = 2.Trk(&L),

m—1 m—1
Triso(aZ) =m. Y b’ +2.)  ATrxsq(£l)

i=0 i=1

Pelo Teorema 3.1.1, podemos reescrever a equagao (3.3) do seguinte modo:

¢(3)

m=—1 m—1 n
i=1 d

i=0
onde d = (n, ). Temos que u(}) = 0 se d # &t;,onde t; = (j, P) paraj=1,...,¢(P)-1.

Deste modo,

ZA,;(%)W >~ Apsn(P)ut;)o(t;) .

§=1

m—1 (ﬂ) ¢(P)—1
i=1
Substituindo (3.5) em (3.4), obtemos

é(n)-1 é(P)-1
Trieaz) = 22 |22 S~ 12 4 () Y Age((i PYu(G P) |
j=0 i=1
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3.2 Os Reticulados Algébricos 97

Como queriamos demonstrar. ™
A expressdo obtida para Trg/q(zZ) em (3.6) é uma forma quadrética, cuja mini-

mizagao constitui um de nossos objetivos.

3.2 Os Reticulados Algébricos

Vimos que os reticulados do tipo og(I) é a realizagao geométrica de um ideal
ordindrio nao nulo I de Og. Nesta segao estudaremos a densidade de centro destes retic-

ulados, onde I satisfaz a seguinte propriedade:
Propriedade 3.2.1
o(I) =1, Yo € G = Gal(K/Q); ou seja, o(z) €I, Vz € I.
Uma consequéncia da propriedade acima é o Lema a seguir.
Lema 3.2.1 Seja
0#ICOk; o(I)=1I, Yo €G=Gal(K/Q) ex € I entio
Trise(z) =0 (mod 1), TZ=1INZ.

Demonstragao:
Seja I C Ok um ideal ordindrio ndo nulo satisfazendo a Propriedade 3.2.1 entéo

o(z) €I, Yzel. Assim,

Trie(z) =) oiz)€l, Vzel.

i=1

Logo Trkjqo(z) = 0 (mod I). Portanto, Trgse(z) =0 (mod r)com rZ=INZ.

Por outro lado, Trg/q(z) € Z, deste modo

TTK/Q(I) eINZ=rZ.
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3.2 Os Reticulados Algébricos

Notemos que se I # 0, entdo I NZ # 0 e para z € I temos N(z) € I.

Pelo corlério 2.3.1 temos que em uma extensao galoisiana L/K, podemos fatorar um

ideal primo p de Ok em (g1 ...94d; .. .ﬁg)“’ no anel dos inteiros algébricos O, onde os

q;s € 08 ﬁ:s sao ideais primos distintos, todos tendo o mesmo grau residual f sobre p. Um
ideal primo ordinédrio néo nulo I de Ok tem a Propriedade 3.2.1 se, I decompse-se em

q1--.qg no anel dos inteiros algébricos Of.

Exemplo 3.2.1 Sejam K/Q uma estensio galoisiana com G = Gal(K/Q) e Ok o anel
dos inteiros algébricos de K. Seja pOx = (p1...pPsP1...P,)¢ a decomposicao do ideal
primo p em Ok, tomando I = p; ...p, entdo I =P, ...p,. O ideal IT tem a Propriedade
3.2.1, pois

o(IT) =o(p1...psP1-..B,) = 0(p1) ... 0(ps)o(P1) - .. o(P,)-
Pelo Teorema 2.8.4, temos que o(p;) = pj, 4,5 =1,...,s. Logo
o(IT) = p1...psPy-.-Pss
a menos da ordem. Assim, se x € I entdo zT € I1. Consequentemente
Tri/o(2%) € ITNZ = pZ.
Vimos que a ezpressdo para a densidade de centro dos reticulados ok (I) € dada por
Slowll)) = oo (3.7

Sabemos que p = imin {|ok(z)|; 0# z € I} e da Proposigdo 3.1.1 segue que

ok (z)|* = c.Trx/(2%)
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3.2 Os Reticulados Algébricos

Logo, tomando

t = min{Trg(zZ); 0 £z €l,}

c? n
ot = 2—:1‘5.

Substituindo a expressdo encontrada para p® em (8.7), obtemos

Qrac3ts

R TR T0)

Notemos que: 2™c% =1,

Deste modo,

blon) = iy 4 39

|D (1)

Seja K/Q uma extensdo galoisiana de grau n; sabemos pelo Teorema da Igualdade
Fundamental que n = e.f.g, onde e é o indice de ramificagao, f é o grau residual de
qualquer ideal primo p; C Ok e g é dito niimero de decomposi¢ao do ideal primo p em
K/Q.

Observamos que a partir do Teorema da Igualdade Fundamental existem vérios tipos
de decomposicao de um ideal primo p. Indicaremos abaixo alguns casos:

(a) O ideal primo p; de O, i =1,...,g, é totalmente ramificado em L/K,seg= f; =1
ee=n.

(b) O ideal primo p; de O, 1 = 1,...,g, é totalmente inerte em L/K, se f; = n e
g=e =1

(c) O ideal primo p; de Oy, i = 1,...,g, é totalmente decomposto em L/K,se g=ne

et=fi=1-
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3.2 Os Reticulados Algébricos 100

Exemplo 3.2.2 Sejam K = Q(&) e Ox = Z[&]. O polinémio minimal de & sobre Q €

dado por

o(X) = X®+ X3 41
A decomposigao do ideal 30k em ideais primos de O satisfaz
P9(X) = (X —1)® (mod 32)

Assim temos g = f = 1 e e = 6, ou seja, o ideal 30k € totalmente ramificado. O ideal

20k decompiem-se em ideais primos de Ok satisfazendo
Po(X) = X% + X3+ 1 (mod 2Z).

Logo, temos g =e =1 e f =6, logo o ideal 20k € totalmente inerte. Agora tomando a

decomposigao do ideal 190k em ideais primos de O temos:

P9(X) = p1(X)...ps(X) (mod 19Z)

n(X)=X+2, p(X)=X+3, p3(X)=X+10,

pa(X)=X+13, ps(X)=X+14 e pg(X)=X+15.

Logo temos g =6, e e = f = 1, portanto o ideal 190k € totalmente decomposto.

Um dos parametros que envolve o cdlculo da densidade de centro de um reticulado
ok (I) é o parametro ¢, o qual consiste na minimizagao da forma quadrética. Diante da
dificuldade em obtermos ¢, optamos por restringir os nossos estudos aos subcorpos de

Q(&m) onde m = p" com p primo ou m = pq onde p e g sao primos distintos.
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3.3 Subcorpos de Q(§,r)

3.3 Subcorpos de Q(¢r)

Estamos interessados na compreensao do célculo da densidade de centro (3.9). Se
enfocarmos o quociente
@)?
N(I)’
para maximizé-lo teriamos que minimizar N (I), e esta assume seu menor valor N(I) =1
quando I = Ok, porém nem sempre obtemos bons resultados, pois minimizando N(I)
podemos eventualmente perder em ¢, ou seja, o quociente diminui.

Uma outra opgéo seria tomar N(I) # 1, vislumbrando um ganho em ¢, aumentando
assim o nosso quociente. Deste modo, quando estamos estudando os subcorpos de Q(&,r)
optamos por ideais que ramificam-se completamente. Na segdo seguinte, estudaremos os
subcorpos de Q(¢,,), assim optaremos pelos ideais que decompde-se completamente em
uma diregao e ramificam-se completamente na outra diregao.

Para L=Q({r), m=¢(") =p'(p—1),n=up’ ondeu|(p—1)ej<r—1,pum

ideal primo, segue o diagrama.
— L =Q(¢)

D pOL = (1 - & )*N0,

D pOk = pk = [Ny/k(1 = &))"

D pZ

Figura 1: Diagrama dos Subcorpos de Q(&,-)

Sejam K C L, I =pg = (NL/K(I - 5,,»)) , € p o ideal que é totalmente ramificado em
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3.3 Subcorpos de Q(&,r)

L/Q e @ é a conjugagdo complexa, temos que
o € D(p) = {0 € G/a(p) = p}.

Logo, para todo z € py, temos que =% € px?. Como pg? satisfaz a Propriedade 3.2.1
entdo Tk Q(zT) € pZ. Assim, por (3.8) t =p.h; h e N.

Dos Teoremas 1.8.3 e 2.3.2 segue, respectivamente, que N(px) = p e |Dk| = p”, onde

pit=1
p—1 ]_1

U =1u [(j+2)pj—

Substituindo as expressdes encontradas para t, N(I) e Dg em (3.9) obtemos

Exemplo 3.3.1 Sejam K um subcorpo de L = Q(&27) tal que [K : Q] = 6, Ok o anel dos
inteiros de K e ®97(X) = X8 + X° + 1. Consideremos o ideal 3Z, o polinémio ®7(X)
fatora-se como

X® 4 X% +1= (X +2)"® (mod 3Z[X])

e pelo Lema de Kummer, 30k = p%; px =< Npj(l — &) >=< 3,€r+2 > € 0
inico ideal primo de Ok acima de 3Z, cujo indice de ramificagdo é 18. Tomando x =
bo + bior + ... + bir€37 € L, temos que z € K = {z € L;0j(z) = z,0; € Gal(L/K)} se,

e somente se, g19(z) = z. Sendo 8 = —€5, — 1 (mod px) segue que

T = bo + bs€3; + be€ly + bolyy + brably + biséir-
Como px estd acima de 3Z entdo x € pg se, e somente se,

bo + bz + bg + bg + by + bys € 3Z = px N Z.
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3.3 Subcorpos de Q(&;r)

Atribuindo valores para by, bs, bg, by, b1z € bys temos que a forma quadrdtica

1
Trio(2%) = ETTL/Q(IT) = 6 (b5 + b3 + bg + b + bl; + bi5 — boby — bsbyy — bebis)

assume valor minimo t = 12, quando by = b3 =bg =1 ou by =b3 =byg = —

bg =bia =b5=0, logoh=4. Den=6 ep=3 temos v=9, portanto

1

Exemplo 3.3.2 Sejam K um subcorpo de L = Q(&35) tal que [K : Q] = 5, Ok o anel
dos inteiros de K e ®o5(X) = X2 + X' 4 X104+ X5 + 1. Consideremos o ideal 5Z, o
polinémio ®o5(X) fatora-se como

X0 4 XV 4 X104 X5 +1= (X +4)® (mod 5Z[X))
e pelo Lema de Kummer, 50k = pY; px =< Npjo(l — €25) >=< 5,€s +4 > € 0
inico ideal primo de Ok acima de 5Z cujo indice de ramificagdo é 20. Tomando z =
bo + bifas + ... + bio€l) € L, temos que z € K se, e somente se, o7(z) = z. Sendo
N=_£0 ¢l —-&.—1 (modpk) segue que
€ = bo + biéas + ba€ls — bakls — bis + be€as + biégs + (be — b2)ézs
+bol3s + bals + (b — b2 + b1)E33 + (b2 — b1)é3s
+(bo + 01)&38 + be&g + (br — ba)&35 + (bs — b1)&3.
Como pg estd acima de 5Z entdo z € px se, e somente se,
bo + 3b; — by + 4bg + 4bg € 5Z = px N Z.

Atribuindo valores para by, by, by, bg € by temos que a forma quadrdtica

Trk/Q(2T) = lT‘*’L,f(:(ﬁ?ﬂ?)—5[13'2 + (b —b2)® + (b6 —2b1)* + (bo —b1)* + (bg —b2)?

+ (b —b1)? + (bp—bg)? + b2 + bE + b2 — 2byby — 4bghy]

.‘TAV;Y
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3.4 Subcorpos de Q(&,)

assume valor minimo t = 25, quando by =bsg =1 ou by=bg=-1 e by=b=

bg =0, logo h=25. Den =25 ep=>5 temos v = 8, portanto

1 _
d(ok(pk)) = 35 = 0,03125.

3.4 Subcorpos de Q(&,,)

Nesta segao faremos uso de alguns resultados da Teoria de Galois, deste modo
supomos que o leitor tenha um conhecimento prévio deste assunto, o qual pode ser en-
contrado nas referéncias ([5] e ([6]).

O resultado a seguir é muito importante para a construgdo dos nossos exemplos.

Teorema 3.4.1 ([7], pag. 263) Sejam L uma exztensdo galoisiana de K e M uma ez-
tensio de K em C. Entdo o corpo LM € galoisiana sobre M e H = Gal(LM/M) é
imerso no G = Gal(L/K) pelos automorfismos de G restritos a L. Além disso, a imersao

€ um isomorfismo se LN M = K.

Demonstragao:

Seja L = K|a]. Entdo LM = M][a] o qual é galoisiano sobre M, pois os conjugados
de a sobre M estao entre os conjugados de « sobre K, os quais estdo todos em L.

Existe um homomorfismo ¢ de H em G, obtido pelos automorfismos o de G restritos
a L, e o nicleo é facilmente visto por ser trivial. Se o fixa M e L ponto-a-ponto, entao
ele fixa LM ponto-a-ponto.

Finalmente consideremos H' a imagem de H em G, H " fixa 0 corpo LN M = K, pois o
corpo fixado por H é M e pelo Teorema da Correspondécia de Galois H " = Gal(L/MNL).

Entdo H = Gal(L/K) se, e somente se, LN M = K. ]
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3.4 Subcorpos de Q(&,,) 105

A seguir, mostraremos alguns resultados que possibilitarao uma melhor caracterizagao

dos nossos ideais.

Teorema 3.4.2 ([5], pag. 70) Sejam L = Q(&,,), K um subcorpo de L, q e q ideais
primos de Ok e O, respectivamente, ambos acima de gZ, Dk(q) e D1(q) os respectivos

grupos de decomposicdo de q e q e T a conjugagio compleza. Entdo,
G € Di(q) <= 7 € Dk(q).

Demonstragao:
Seja 0; € Dk(q) definido por
ai(&) = &,
Para cada o; € Dk(q), existem g — 1 extensdes 0;; de Dy (g). Cada o;; é definido por

seu valor em £p,. Sejam u e v tais que 1 = pu + qu. Deste modo, segue que
045 (Epg) = 013 (ERHTY) = guitawi,
Assim @ € Dy(q) se, e somente se, existem 1, j tais que
puj + qui = —1 (mod pq),

que equivale a

puj + qui = —1 (mod p);

e

puj +qui = —1 (mod gq).

A segunda condigdo vale sempre, ja que j pode assumir qualquer valor ndo nulo médulo

g. Quanto & primeira, esta equivale a @ € Dg(p), o que conclui a prova. [ ]
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3.4 Subcorpos de Q(&,,) 106

Corolério 3.4.1 ([5], pag. 71) Sejam L = Q(&y), q um ideal primo de O acima de
qZ, Dr(q) o grupo de decomposi¢do de q, T a conjugagdo compleza e om(n) a ordem de n

mddulo m, quando (m,n) = 1. Entao

7 € Di(q) <= 0,(q) 0 (mod 2).

Quando p e g satisfazem as condigdes 04(p) = 0,(q) = 1 (mod 2),isto é, & & Dyr(q)
entdo existem em Z[¢,,] as decomposigdes em ideais primos
POL = (p1p2...P PPz .. B)P " e qOL= (@142...01Gz-- . T)* "
Temos particular interesse no ideal
II=P1P2 o Prq1qGz. .. Gs

Sejam L = Q(&p,) com p, ¢ primos impares distintos onde o,4(p) = 0,(q) = 1 (mod 2),
K, € Q(&), K, C Q(&) tais que (K, : Q] = 2s, [K; : Q] = 2r e K = K, K, o menor

corpo contendo K, e K, com [K : Q] = 4rs.

Q(&pq)

o

Q(&,)

7

\K,
g

Q
Figura 2: Diagrama dos subcorpos de Q(¢,q)

Sendo K, e K, corpos imagindrios, temos que a conjugagado complexa o nao esta con-

tida no grupo de decomposi¢ao Dy (p). Assim, dados os ideais pOk, = (p1p2 ... psP1P2 - .. Ps)
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3.4 Subcorpos de Q(&,,)

e Ok, = (1192...9-0192...9;) onde p,Ox =P e q;0x=Q%; i

Tomemos I = P,P,... P,Q1Q>...Q,. Como IT tem a Propriedade 3.2.1, temos que:
se E I entdo Tryo(x%) € IINZ = pgZ, ou seja, t = pgh; h € N. Sabemos, pelo
Teorema 3.1.2, que Ty /q(zT) é par. Sendo Trk/q(2Z) = 1TTL/Q(xT) entdo Try/q(T)
também é par.

Do Teorema 2.3.3, segue que Dg, = ¢*~!

e Dk, = p*!, como K, e K, sdo
linearmente disjuntos (isto é, K, N K, = Q) temos Dg = ¢(?*~1?rp(?—1)2s Gahemos que
N(I) = p°q". Para os valores de t, N(I) e Dg acima obtidos, a expressdo (3.9) serd dada

por:

K]

8(ox(I)) = (;’}) 2

Exemplo 3.4.1 Sejam L = Q({39), K1z = Q(&3), K3 C Q(£13) tais que [K3 : Q] =

4, [K13 Q] =2 e K= K3K13. Dado
Pap(X) = XM = XB 4 XN - X0 4+ X - X"+ X - X'+ X3 - X +1,
vejamos as fatoragdes dos ideais 3Z e 13Z em produto de ideais primos de Op.

B39(X) = (p1(X))*(P2(X))*(p3(X))*(pa(X))*  (mod 3Z[X])

n(X)=X3+2X+2, pX)=X+X*+X+2,

p3(X) =X342X242X 42, e p(X)=X*+X*+2,

e pelo Lema de Kummer temos p; =< 3,p;(&3) >, Vi=1,...,4. Sabemos que 013(3) =
3 =1 (mod 2), logo T = o385 & Dr(3) = {01,014, 016,022,029,035}. Neste caso, temos

que ps = P1, P3 =Pz e 30k, = p1p2pipz onde p;Ox = P2
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3.4 Subcorpos de Q(&,,)

Para o ideal 13Z, temos:
D39(X) = (@1(X))*(@2(X))**  (mod 13Z(X])

onde q;(X)=X+4 e q(X)=X+10. Pelo Lema de Kummer q; =< 13,¢;(é13) > i =
1,2. Observemos que & ¢ Dr(13) = {01, 04,07,010, 016, 019, 022, O28, 031,034,037} POIS
03(13) = 1 =1 (mod 2), assim temos que q2 = Gz, € 130k,, = q:q1 onde qOx = Q*.
Consideremos o ideal I = P,P,Q C Ok. Sendo IT um ideal que satisfaz a Propriedade
3.2.1, temos que para z € I, t = 39h; h € N. Como a forma quadrdtica obtida para o

Trkq em (3.6) € par, seque que t > 2.39. Tomando t = 2.39 segue que h = 2, assim

8(ox(I)) = (%)4 = 0, 0625.

Exemplo 3.4.2 Sejam L = Q(&55), K11 = Q(&5), Ks C Q(én1) tais que [Ks : Q] =

2, [K11:Q]=4, e K= K;sK;;. Dado
Bos(X) = X2 — X3 4 XB X3 4 X0 4 4 X6 _ X124 10 _ x84 X5 _ X 41,
vejamos as fatoragoes dos ideais 11Z e 5Z em produto de ideais primos de Of.
®55(X) = (p1(X)) " (P2(X)) " (p3(X)) (pe(X))'®  (mod 11Z[X])
onde
n(X)=X+2, p(X)=X+6, p(X)=X+7 e p(X)=X+38,

e pelo Léma de Kummer temos p; =< 11,p;(&) >, Vi =1,...,4. Sabemos que 05(11) =
1=1 (mod 2), logo @ = o054 & D(11) = {01, 06, 016,021, 026, 031,041, 046,041 }. Neste
caso, temos que p; = P1, Ps =P3 e 110k, = p1p3p1p3 onde p;Ox = P>

Para o ideal 5Z, temos:

Bs5(X) = (01(X))*(22(X))*  (mod 5Z[X])
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3.4 Subcorpos de Q(&,,) 109

onde q1(X)=X°+4X*+4X3+X?+3X +4 e q(X) = X°+2X +4X3+ X2+ X +4.
Pelo Lema de Kummer ¢q; =< 5,¢;(&11) >, @ = 1,2. Observemos que T € Dy(5) pois
011(8) =5 =1 (mod 2), assim temos que 42 = Gz, e 50k, = 4,41 onde qOx = Q*.
Consideremos o ideal I = P,P;Q C O. Sendo IT um ideal que satisfaz a Propriedade
3.2.1, temos que para x € I, t = d35h; h € N. Como a forma quadrdtica obtida para o

Trk)g em (3.6) € par, seque que t > 2.55. Tomando
(a5 — a7)&3s + (as — as)€3 + (a5 — a1 — a7)éd + aells + (a7 — a5)€32 +
+(as — a5)é55 + (a5 — a7)és + (as — ar)és + ardls +... +
+(az — a5 — a7)és5 + (a7 — as)é38 — aréss + (as — a7)ss + (a1 —

—as + ar)€5s — ar€ss — ar€ls + (a3 — a1)éss + (a0 —as +a7) € K; a; € Q,

temos que

Trin(zz) = 2. 20as> + 831a;? + 20ay? — 85agas + T7agar + 941as? — 1343asa; +

+140a3% — 51aga; + 260a,2 + 177a7a; — 528asa; + T7azaz + . .. +
+20aza3 + 10aga4 + 10agas + 10agas + 10agay + 10agaq + 10agag ] 7é
# y.55 (mod 2), 1isto é,

Aze K /t=1y.55 y=2,4,6,8 ¢ 2=6,25,25,6.

Portanto Tryq(zZ) > 10.55, assim tomando a1 =ax =1 € ag =03 = a4 = a5 = ag =

a7 =0, temost =550, ou seja, h=2 . Logo

5(ox (D)) = (;)4 = 0, 0625.

Para a dimensao 8 a densidade de centro obtida nos exemplos é a maior conhecida.
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