AVA
AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

u nesp " 40LI0 DE MESQUITA FILHO”

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia
Campus de Presidente Prudente

Acoes de Semigrupos em Fibrados

Rafael Paulino Silva

Orientador: Prof. Dr. Ronan Antonio dos Reis

Programa: Matematica Aplicada e Computacional

Presidente Prudente-SP, Setembro de 2014






UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

Faculdade de Ciéncias e Tecnologia de Presidente Prudente

Programa de Pos-Graduagao em Matematica Aplicada e Computacional

Acoes de Semigrupos em Fibrados

Rafael Paulino Silva

Orientador: Prof. Dr. Ronan Antonio dos Reis

Dissertagao apresentada ao Programa de
Pos-Graduagao em Matematica Aplicada e
Computacional da Faculdade de Ciéncias e
Tecnologia da UNESP para obtencao do ti-
tulo de Mestre em Matematica Aplicada e
Computacional.

Presidente Prudente-SP, Setembro de 2014






Agradecimentos

Agradego inicialmente a Deus e a minha familia Donisete, Sueli e Guilherme, pela
forca em momentos dificeis e apoio incondicional. Aos meus amigos Camila, Jodao, José
Roberto e Silvia por nunca deixarem eu desistir desse projeto.

Aos professores do Pos-MAC pela oportunidade e pelo conhecimento repassado ao
longo do mestrado. E, em especial, ao Professor Ronan Antonio dos Reis pela orientacao,
sem o qual todos os esforcos na realizacao deste trabalho teriam sido em vao.

A todos os amigos do Pos-MAC, pelos momentos de estudo e descontragao.

Finalmente, agradeco a Capes pelo apoio financeiro.



“Ainda que eu ande por um vale

escuro como a morte, nao terei medo de nada.
Pois tu, ¢ Senhor estds comigo,

tu me proteges e me diriges.”

Salmos 23:



Resumo

O objetivo principal deste trabalho é estudar agoes de semigrupos em fibrados. O
trabalho esta ordenado do seguinte modo:

No capitulo 1, apresentamos algumas defini¢coes e resultados preliminares necessérias
para o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 2, estudamos alguns topicos da Teoria de Controle, tais como, os con-
ceitos de sistema de controle, semigrupo de controle, érbitas, entre outros. Em seguida,
apresentamos propriedades referentes a acessibilidade e controlabilidade de tais sistemas.

Posteriormente, no capitulo 3, estudamos os conjuntos de controle para agoes de se-
migrupos, em que apresentamos exemplos, propriedades, e bem como, alguns resultados.

E, no dltimo capitulo, estudamos o comportamento dos conjuntos de controle nos
fibrados principais e nos seus fibrados associados, e bem como, dos conjuntos de controle
invariantes sobre as fibras.
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CAPITULO

1

Preliminares

Neste capitulo, introduziremos conceitos e resultados bésicos para o desenvolvimento
deste trabalho. Para outros detalhes, nos referimos a [13|, [14], [17], [22], [21] e [24].

1.1 Grupos Topoloégicos
Comecemos com o seguinte conceito:

Definicao 1 Um grupo topologico é um grupo munido de uma topologia compativel com
o produto do grupo, no sentido que:

(1) O produto p : G x G — G, p(g,h) = gh é uma aplica¢io continua, quando se
considera G X G com a topologia produto.

11) A aplicacaoi: G — G, 1 =g~ é continua
(i) A aplicag Li(g) =y

Note que no item (74) se i for continua ela ¢ um homeomorfismo, uma vez que i = i~..

Note ainda que essas propriedades podem ser reunidas em uma s6 aplicacao q : GXG — G
definida como ¢(g, h) = gh™'.

Cada elemento g de um grupo G define naturalmente as aplicacoes E,, Dy, C, : G — G
que chamamos de translagao a esquerda, translagao a direita e conjugagao ou automofismo
interno, respectivamente, que sao definidas como:

Essas aplicagoes sao bijecoes, uma vez que E, 0 E;-1 = Dgo Dy = idg, e ainda
Cy=FE;0D,1.

No caso de grupos topoldgicos essas aplicagoes sao continuas. De fato, como £, = po
ig1, onde i51(h) : G — G x G & a inclusao dada por i, 1(h) = (g,h), segue que E, é
continua, uma vez que p e iy, sao continuas. Analogamente, D, = p o ig9, onde i45 €
a inclusao dada por iz2(h) = (h,g), logo, D, é continua. E, consequentemente, C, é
continua.

Agora daremos alguns exemplos de grupos topolédgicos relacionando os conceitos vistos
acima.

Exemplo 1 Afirmamos que (R, +) € um grupo topoldgico com a topologia da ordem ge-
rada pelos abertos da forma (a,b). Com efeito, dado (a,b) C R um aberto, mostraremos
que p~* (a,b) € aberto. Seja (x,y) € p~*(a,b). Entdo, p(x,y) = z+y € (a,b). Como
(a,b) € aberto seque que p~' (a,b) € aberto. E ainda, i(x) = —x, entdo se —x € (a,b) =
x € (—a,—b) € G. Portanto p e i sio continuas, seque que (R,4) € um grupo topoldgico.

O resultado a seguir caracteriza alguns grupos topolégicos importantes

9
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Proposicao 1 Se G € um grupo e H um subgrupo de G entao, H € um grupo topoldogico
com respeito ao subespago topoldgico.

Demonstragao: Segue diretamente do fato de que a restricao de um aplica¢ao continua
€ uma aplicagao continua. De fato, comop: GXG — G ei: G — G sao continuas seque
quep: Hx H— G ei1: H— G sao continuas, e, portanto H é um grupo topoldgico. O

Exemplo 2 O grupo Gl,(R) ={A € M,(R) | det A # 0} com a operagao de multi-

plicagao, € um grupo topologico com respeito a topologia induzida em R”Q, uma vez que
2

Gl,(R) ~ R"™ . Logo, pela Proposi¢io 1 todos os subgrupos de Gl,,(R) sdo grupos topoldgi-

cos.

Exemplo 3 Seja S' C C tal que S' = {2 € C||z| = 1}. Entao, S* é um grupo topoldgico
com respeito a multiplicacao e o subespaco topoldgico de C.

Definiremos agora o que chamamos de A¢ao de Grupos.

Definicao 2 Uma agao a esquerda de um grupo G' num conjunto X € uma func¢ao que
associa a g € G uma aplicacao a(g) : X — X e que satisfaz as propriedades:

(1) a(l) =idx, isto €, a(l)(z) =z, Vr € X

(ii) a(gh) = alg) o a(h)

Essas propriedades garantem que cada a(g) é uma bijegao, ja que

a(g~") oalg) =alg'g) = a(l) = a(g) oa(g™") = idx

Visto de outra maneira, uma acdo a esqueda a : G — B(X) é um homomorfismo,
onde B(X) é o grupo das bije¢oes de X, com o produto dado pela composta de duas
aplicacoes. Uma acao a direita é definida de maneira anéloga.

De forma alternativa, uma acao a esquerda é definida como ¢ : Gx X — X satisfazendo
o(1,2) = z e ¢(gh,z) = ¢(g,p(h,z)), para g, h € G e z € X. Mas, normalmente, os
simbolos a ou ¢ sao suprimidos na notacao para agoes de grupos. Assim, uma acao a
esquerda escreve-se apenas por g(z) = gz ao invés de a(g)(x). Se a é uma agao a esquerda
de G em X, entao a aplicagao a’ definida por a/(g) = a(g™!) é uma acao a direita, e
vice-versa. De fato, ¢’ (1) = a ((1)71) =idy e

a (gh)=a ((gh)fl) =a(h g ) =a(h)oa(g")=d(g)od (h).

Assim, trataremos apenas de agoes a esquerda, uma vez que por a’ elas sdo equivalentes.
Definicao 3 Dado x € X, sua 6rbita por G, denotada por Gx € definida pelo conjunto
Gz = {gz € X|g € G}.

Mais geralmente, se A C G entao, Ax = {gz|g € A}.
Em outras palavras, Ar = ¢,(A). Cada orbita é uma classe de equivaléncia da relagao

de equivaléncia,
x ~ y se existe g € G tal que y = gx.

De fato, a relagao ~ é relagao de equivaléncia. Como 1 € G, temos que y = ly, ou seja,
y ~ y. E, portanto, a relacao ¢ reflexiva. Uma vez que y = gz, entdo x = ¢~ 'y, o que
mostra que x ~ y e, entao y ~ x, ou seja, a relacao é simétrica. E por fim, se x ~ y
e y ~ z entdo existem g, h € G tal que y = gx e z = hy. Assim, z = (hg)x implica
que x ~ z, o que mostra que a relacao ~ também é transitiva. Portanto, ~ é relacao de
equivaléncia. Assim, esta afirmacao implica que duas o6rbitas sao disjuntas ou coincidem.



1. Preliminares 11

Definicao 4 O conjunto G, dos elementos de G que fitam x é denominado de subgrupo
de isotropia ou estabilizador de x.

G, ={9 € Glgz =x}.
Os subgrupos de isotropia sao obtidos um dos outros pela seguinte relagao:

Proposigao 2 Dados z, y € X, suponha que y = gz com g € G. Entio G, = gG,g7*,
onde G e Gy denotam os subgrupos de isotropia de x e y.

Demonstracao: Por definicio h € G, se, e sd se, hy =y, ou seja, h(gz) = gx, com
gr € X. Aplicando g~ a essa igualdade seque que (g~ 'hg) (z) = z, isto ¢, g~*hg € G,
se, e somente se, h € gG,g . a

As agbes de um grupo G sao distinguidas em classes de acordo com as propriedades
de suas orbitas e grupos de isotropia.

Definicao 5 Seja a uma acao de G em X
(1) A agdo € dita efetiva se

Ker(a) ={g € G| a(g) = id,} = {1}.

(77) A agao é dita livre se os subgrupos de isotropia se reduzem ao elemento neutro de
G, isto é, gr = x, para algum x € X, se g = 1.

(171) A agao é dita transitiva se X é uma orbita de G, isto é, para todo par de elementos
x,y € X, existe g € G tal que gz = y.

E claro, a partir das definices, que acoes livres sdo efetivas, no entanto nem toda acéo
efetiva é livre. Em termos de homomorfismo a : G — B(X), uma acao é efetiva se, e s6
se, Ker (a) = {1}, isto é, se a é injetora. Portanto, em uma agao efetiva, G é isomorfo a
sua imagem a (G) por a. Por essa razao, uma agao efetiva é também denominada de agao
fiel.

Deve-se observar que a restrigao da acao a uma 6rbita é uma acao transitiva. Portanto,
toda afirmagao sobre agoes transitivas se aplica a restricao da agao a uma oOrbita.

Definiremos agora o que é a vizinhanca do elemento neutro de um grupo topologico
(. Essas vizinhangas sao importantes pois nelas estao todas as informagoes necessarias
da topologia de G.

Definicao 6 Seja U C G um aberto nao vazio e tome g € U. Entao ¢g~'U e Ug™*
sao vizinhangas do elemento neutro de GG. Reciprocamente, se V' é uma vizinhang¢a do
elemento neutro de G, gV e V g sao vizinhangas de g, onde g € G. Denotaremos o conjunto
das vizinhancas do elemento neutro por V.

Proposicao 3 Seja G um grupo topoldgico e denote por V o conjunto das vizinhangas
abertas do elemento neutro 1. Entao, valem as sequintes propriedades:

T1) O elemento neutro 1 pertence a todos os subconjuntos U € V.

T5) Dados dois conjuntos U, V' em V entao UNV estd em V.

GTy) Para todo U €V existe V €V tal que V* C U.

GTy) Dado U €V entio U™t € V.
GT3) Para todo g € G e U € V temos que gUg™! € V.

Essa proposicao gera a seguinte definigao.
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Definigao 7 Um sistema de vizinhangas da identidade (ou do elemento neutro) em um
grupo G é uma familia de conjuntosV satisfazendo as propriedades da proposi¢ao anterior.

Uma topologia I' num grupo G ¢ dita invariante a esquerda se gA é um aberto de I,
para todo g € G e A € T'. Isso implica que uma topologia é invariante a esquerda se, e
so se, as translagoes a esquerda sdo continuas (e portanto homeomorfismos). De maneira
semelhante definimos uma topologia invariante a direita.

Um resultado que segue diretamente da afirmagao acima é que se I' é uma topologia
invariante a esquerda em G, entao a topologia produto em G x GG é invariante a esquerda.
De fato, basta ver que se A e B sado abertos de G e g, h € G temos (g, h)(AxB) = gAxhB
que é um aberto da topologia produto.

A principal propriedade para sistemas de vizinhancas da identidade é que ela gera a
topologia de grupos topologicos. Para mostrar isso, precisaremos do seguinte lema.

Lema 1 Suponha que I' seja uma topologia em G invariante a esquerda e a direita. Entao,
G € um grupo topoldgico se, e so se,

(i) p € continua em (1,1)

(ii) i : G — G, i(g) = g7, € continua em 1.

A demonstracao desse lema ¢ encontrada em [22].

Para caracterizar a topologia de G a partir dos sistemas de vizinhancas da identidade
deve-se lembrar que um sistema fundamental de vizinhancas de um ponto z num espaco
topologico X é uma familia F de abertos de X, tal que cada elemento F contém x e se
A C X é um aberto com z € A entao, existe B € F tal que B C A. Mais precisamente,
podemos enunciar a seguinte proposigao.

Proposicao 4 Seja G um grupo e suponha que V é um sistema de vizinhangas da iden-
tidade em G. Entao, existe uma unica topologia I' que torna G um grupo topoldgico de tal
forma que V é um sistema fundamental de vizinhangas do elemento neutro em relagao a

r.

A demonstracdo dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [22].

A Proposicao 4 mostra que para conhecermos a topologia de um grupo topologico
basta estudarmos as vizinhangas de seu elemeneto neutro, assim temos as informacoes
necessarias para trabalhar com tal grupo. A seguir, envolvendo as vizinhangas do elemento
neutro de um grupo topologico, temos o seguinte resultado.

Proposicao 5 Seja G um grupo topoldgico. Entao, as sequintes condicoes sao equivalen-
tes:

(i) A topologia de G é Hausdorff

(17) {1} € um conjunto fechado

AN
(), v =1

1.2 Espacos Homogéneos

Um caso particular de acao de grupos ocorre nos espacos quocientes. Seja H C G um
subgrupo e denote por % o conjunto das classes laterais gH, g € GG. Entao, a aplicagao

(9, 91H) = g(1H) = (991) H
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define uma acao a esquerda natural de G em % Denotando por

G
7TG—>ﬁ

a aplicagao sobrejetora (projegdo canodnica) w(g) = gH, essa agao fica definida como
g7 (91) = 7 (991) -
Evidentemente, a agao de G em % é transitiva. Assim, toda agao transitiva se inden-

tifica (ou melhor, esta em bijegdo) com o espago quociente de GG, ou mais precisamente,
tem-se o seguinte resultado.

Proposicao 6 Suponha que a aciao de G em X € transitiva e tome v € X. Entdao, a
aplicagao

G
fxingGG—HngGX

e X. A aplicagao &, € equivalente no sentido que g &.(g1H) =

&
H

G
Ge

&:((gq1) H), para g, g1 € G, isto €, & comuta com as agdes de G em
mente, além do mazis, se y = gx entao & = &, 0 D,.

¢ uma bijecao entre
e X respectiva-

A aplicacao &, da proposicao acima esta relacionada com a aplicagao parcial ¢, através
do seguinte diagrama comutativo 1.1.

G

G/H

Figura 1.1: Diagrama Comutativo

Em virtude dessa identificacao, um quociente % ¢ também chamado de espago homogé-
neo como sao chamados normalmente os conjuntos onde os grupos agem transitivamente.

O ponto x escolhido para estabelecer a identificacao entre X e GQ ¢ denominado de origem

ou base do espago homogéneo X. A identificacao de X com GQ depende da escolha da

x

origem. Mas, alterando x nao muda substancialmente o espaco quociente, pois numa agao
transitiva os subgrupos de isotropia sao conjugados entre si, ou mais precisamente, como
mostra a Proposi¢ao 2. De fato, se H C G é um subgrupo, entao para todo g € G a
aplicacao

hH — g (hH) g~ = (ghg™") (9Hg ")

- G G
estabelece uma bijecao entre % e JHg T

Observamos que os fatos descritos acima sobre agoes transitivas se aplicam de imediato

as orbitas de uma agao qualquer G x X — X. Neste caso, a restricao da ac¢ao sobre uma
orbita Gz é transitiva o que permite identificar Gz com GQ

x
De forma anéloga, toda discussao acima se estende a agoes a direita, onde os espagos
homogéneos sao os quocientes %, formado pelas classes laterais Hg, com g € G.

Observemos também que num espago homogéneo %, isto é, na presenca de uma agao
transitiva, as agoes livres sao aquelas em que o subgrupo de isotropia H se reduz a {1}.
a

Nesse caso, o espago homogéneo 7 se identifica a G. J4 as agoes transitivas e efetivas
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sao descritas pelos subgrupos normais contidos no grupo de isotropia (Para mais detalhes
veja [22]).
Agora definiremos tais conceitos no contexto de agdes continuas.

Definicao 8 Seja G um grupo topoldgico. Uma acao de G em X € continua se a aplicacao
¢:GxX =X, ¢(g,z) = gr € continua.

Um resultado bastante conhecido sobre acoes continuas é que se o espago em que
trabalhamos é Hausdorff, entao o subgrupo de isotropia é fechado, ou seja:

Proposicao 7 Seja X um espaco de Hausdorff, e suponha que a acao de G em X seja
continua. Entao, qualquer subgrupo de isotropia G, x € X € fechado.
Demonstracao: Em termos da aplicagcao ¢, o subgrupo de isotropia é dado por

o ({2}) ={9€Glo(g,2) =2} =G,

E, portanto, como em todo Hausdorff conjuntos com um ponto sao fechados, G, € fechado.
(I

Definicao 9 Seja Y um espaco topoldgico e «~ uma relagao de equivaléncia em Y. Denote
por £ o conjunto das classes de equivaléncia de —~ e por
Y
m:Y — —

~Y

a aplicagao sobrejetora canonica, que a cada y € Y associa sua classe de equivaléncia. A
topologia quociente em ¥ ¢ aquela em que um subconjunto A C XL ¢ aberto se, e sd se,

7 (A) € um aberto emY.

No caso em que G é um grupo e H C GG um subgrupo, o quociente % ¢é o conjunto das
classes de equivaléncia da relagao de equivaléncia em G, onde z «~ y se, e s6 se, tH = yH.
E, portanto, % pode ser munido da topologia quociente, quando G' é um grupo topolégico.
Em particular, temos o seguinte resultado.

Proposicao 8 Seja um % o conjunto de classes laterais da aplica¢ao candénica ©: G —

G ~ L . ~
&+ Entao, ™ € uma aplicagao aberta.

A topologia quociente tem um bom comportamento em relagao ao produto cartesiano
de grupos, ou seja, temos a seguinte proposicao.

Proposicao 9 Sejam Gy e Gy grupos topologicos e Hy C Gy, Hy C G4 subgrupos. Entao,
o produto Hy x Hy € um subgrupo de G1 X G5 e o quociente (GhxGa) g0 identifica com

(H1xH2)
()  (5) atrvts d b

¢ : (g1, 92) (Hy X Ha) = (g1H1, goaHo) .

Essa bijecao € um homeomorfismo em relagao as topologias quocientes nos espacos homo-
géneos.

Voltando agora a uma acao geral G x X — X, cada orbita Gz esta em bijecao com o
quociente G% Por intermédio dessa bijecao pode-se colocar uma topologia na érbita Gz
declarando que um subconjunto A C Gz é aberto se o conjunto correspondente em G%
for um aberto da topologia quociente.

No entanto, se a acao G x X — X for continua entao, a érbita Gz C X admite

também a topologia induzida de X.
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Proposicao 10 Seja ¢ : G x X — X uma ag¢do continua e transitiva de G em X. Fixe
x € X e considere a bijecao &, : G% — X dada por &, (9G.) = gx. Entao, &, € continua
em relagao a topologia quociente em G%

Demonstragao: Note que £, om = ¢,. De fato, {, o (g) = & (gH) = g = ¢ (g) -
Como ¢, € continua seque que &, o € continua, e portanto, &, € continua. O

A situacao ideal seria poder identificar como espagos topolédgicos, o espaco X, onde se
d& uma acao transitiva com o quociente G% Em geral isso nao ¢ possivel, pois a aplicagao
&, nao é¢ homeomorfismo por nao ser aplicacao aberta. O resultado geral a seguir sobre o
homeomorfismo G% — X vale quando X é um espaco de Baire, isto ¢, a uniao enumeravel
de conjuntos de interior vazio ainda tem interior vazio, ou seja, temos o seguinte resultado

cuja demonstragao pode ser encontrada em [22].

Proposicao 11 Seja G x X — X wma acdo continua e transitiva. Suponha que G seja
separdvel e que X seja um espaco de Baire, x € X. Entao a aplicacao &, : G% — X €
homeomorfismo.

Uma situagao especial dos quocientes considerados acima acontece quando o subgrupo
H é normal em G. Nesse caso o quociente % tem uma estrutura de grupo definida por
(9H) (hH) = (gh) H e a projegdo canénica 7 : G — % ¢ um homomorfismo. Com a
topologia quociente esse grupo passa a ser um grupo topoloégico. Para ver isso basta

recorrer ao diagrama 1.2.

GxG P > G
m |17 T
G/H x G/H »G/H

P

Figura 1.2: Diagrama Comutativo

A aplicacao ¢ denota o produto em % Disto segue que ¢ é continua uma vez que
estamos trabalhando com a topologia quociente em % Por outro lado, a continuidade
da inversa em % provém da comutatividade do diagrama 1.3 juntamente com o fato da
topologia ser a topologia quociente.

Em relacao a topologia quociente, a projecao 7 : G — % ¢ um homomorfismo continuo

e uma aplicacao aberta.

Exemplo 4 Tomemos o grupo G = Gl(n,R) e R" com a sequinte a¢ao

¢:GxR" > R"

dada por ¢(g,x) = gr, com g € G e x € R". FEssa a¢do é continua, e as drbitas
dessa agdao sao 0 e seu complementar R™ — {0}. Para calcular a orbita R™ — {0}, basta
tomar um elemento da base candnica de R"™, tomemos e; = (1,0,0,...,0) € R" — {0} e

x = (x1,,...,2,) #0. Entdo, existe uma matriz g € G tal que ge, = x. E fdcil ver que
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G > G
T T
G/H . > G/H

Figura 1.3: Diagrama Comutativo

o subgrupo de isotropia em 0 é todo Gl(n,R"), jd o subgrupo de isotropia G, € formado

pelas matrizes
1 b
0 C

com b uma matriz linha 1 X (n — 1) e C' € Gl(n — 1,R). Pela Proposi¢cio 2, temos que

0s outros grupos de isotropia com x # 0 sao conjugados a G.,. Assim, basta calcular

este grupo de isotropia. Logo, podemos ver que o quociente Gi € homeomorfo ao cilindro
€1

R — {0},

A restri¢ao da ac¢do do Exemplo 4, aos subgrupos de Gl(n,R) induzem outras o6rbitas
de acordo com o subgrupo usado, como vemos abaixo.

Exemplo 5 Seja O(n) C Gl(n,R). Tomando a a¢do
$:0(n)xS" —S"
dada por ¢(g,x) = gz, com g € O(n) e x € R". FEsta a¢ao é continua, uma vez que ela

€ restricao da aplicagcao do exemplo anterior. Seque ainda que, o grupo de isotropia em
e1 € R", € dado pelas matrizes ortogonais

1 0
0 C
O(n)

com C € O(n —1). Este grupo é isomorfo a O(n — 1). Logo, o quociente o) €
homeomorfo a esfera de dimensdao n — 1.

Exemplo 6 Considere o espaco projetivo
P l={recS"z~ysr=Ay\ER}
e a agio ¢ de G = Gl(n,R) em P!
¢:Gx Pt prt

dada por ¢(V) = gV, onde g € G e V € P"~L. Tal agao é continua em relagio a topologia
quociente em P"~!. Dado v € R", denote por [v] o subespaco gerado por v. Se v # 0,
[v] € P*~1. Existe portanto uma aplicagdo sobrejetora m : R™ — {0} — P! definida
por w(v) = [v]. Essa agdo € transitiva e o grupo de isotropia em [e1] € o subgrupo Hp,
formado pelas matrizes do tipo
a b
(5 ¢)

com a € R, b uma matriz linha (n — 1) x (n — 1) e C € Gl(n — 1,R). A projegio m é
equivalente em relagio as agoes de G em R — {0} e P*". Como no caso da agio em
R™, essa a¢ao induz agoes de todos os grupos lineares, isto €, dos subgrupos de Gl(n,R).
Essas acoes sao denominadas de agoes projetivas.
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1.3 Semigrupos

Nesta secao, faremos um estudo sobre semigrupos em grupos e em grupos topologicos.
Para mais detalhes nos referimos a [14].

Definicao 10 Seja S um conjunto munido de uma opera¢ao interna. Dizemos que S €
um semigrupo se a propriedade associativa € satisfeita para os elementos de S.

Exemplo 7 O conjunto dos nimeros inteiros com a opera¢ao de multiplicacio (Z,-) é
um Semigrupo.

a b
d

maigrupo com o produto usual de matrizes.

Exemplo 8 O conjunto S = { ) , a, b, ¢, d sao numeros reais > O} € um se-

Exemplo 9 O conjunto dos niimeros reais com a operacao interna de produto de nimeros
reais (R, -) € um semigrupo.

Um caso particular de semigrupo que sera muito utilizado daqui em diante é quando
o semigrupo esta contido em um grupo. Neste caso, chamamos este semigrupo de subse-
migrupo.

Definigao 11 Seja (G, *) um grupo. Um subconjunto S de G € um subsemigrupo de G
se (S, %) € um semigrupo.

Proposicao 12 Suponhamos que (G,*) é um grupo. Entdo, S é um subsemigrupo de G
se, e somente se, para quaisquer elementos x, y € S, xxy € S.

Exemplo 10 Seja G o grupo abelino R?* com a operagio dada pela soma usual. O con-
junto

S={(w.y) Ry <z ey>0}
¢ um subsemigrupo de G. De fato, tome (x1,y1), (x2,y2) € S. Entao, temos que y; < 1,
y1 = 0, y2 < 29 e yo > 0. Logo, y1 +y2 < o1 + 22 € y1 +y2 = 0, mostrando que
(z1,91) + (22, 92) € S.

Exemplo 11 Seja G o grupo de Heisenberg das matrizes reais 3 X 3 da forma

1 a ¢
0 1 b
0 0 1
1 a ¢
Definimos S = 01 b € Gla,b>0e0<c<ab,. Mostraremos que S é um
0 0 1
subsemigrupo de G. Para isto, tomemos
1 a 1 as Co
A= 0 1 bl e B= 0 1 b2
0 0 1 0 0 1

elementos em S. Entao

1 a1 +ay aiby+ci+co
1 by + bo
0 1

AB =

o O

e teremos que (a; + ag), (b +by) >0 e
0 <arby + 1+ 2 < arby + a1by + agby < (a1 + az) (by + b2) .
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Definicao 12 Se S ¢ um subsemigrupo de um grupo G, podemos definir um ideal a
esquerda do subsemigrupo (resp., ideal a direita do subsemigrupo) de S como um sub-
conjunto nao vazio I de S que satisfaz ST C I (resp., IS C S).

Se I é tanto um ideal & direita quanto a esquerda do subsemigrupo dizemos que [
é um ideal do subsemigrupo S. Observe que se S é um subsemigrupo de G e s € S,
temos que seu oposto s~' € (@, embora possa nao pertencer a S. Usaremos a notacao

St={ggeS}.

Proposigao 13 Suponha que S é um subsemigrupo de um grupo G. Entao, S™' também
€ um subsemigrupo de G.
Demonstragao: Tomemos g,h € S~L. Pela definicio de S~ temos que

g=xz"teh =y, parax,ycS.

E, portanto, gxh = o txy=t = (y * :1:)71 € S71, uma vez que S € subsemigrupo de G. O

Claramente, se 1 € S entao 1 € S71, pois, (1)_1 =1.
Em particular, o proximo resultado nos mostra que o interior de um semigrupo é um
ideal, cuja demonstragao pode ser feita utilizando técnicas conforme em [14].

Proposicao 14 Seja S um subsemigrupo de um grupo topolégico G, e suponha que int (S) #
@. Entao,

(7) (int (S)) SU S (int (S)) C int (S). Em outras palavras, int (S) € um ideal de S.

(i1) Se 1 € int (S), entao int (S) = int (fe (S)) e int (S) € denso em S.

Proposicao 15 Suponha que G é um grupo topologico metrizavel. Seja S um semigrupo
compacto entao, 1 € S.

Demonstragao: Seja s € S. Como S € compacto dada a sequéncia {s"},  de elementos
de S, esta possui uma subsequéncia {s”k}nkeN que converge em S, ou seja, existe Sg € S
tal que s™ — sq quando n, — oo. Pela continuidade da aplicacao i, temos que se s™ — sq
quando ny — oco. E, entao,

i(s"™) = i(s0), ou seja, (s™) ' = s5t quando ny — 0o

Agora, consideremos a subsequéncia {s™+1 7"} de elementos de S. Temos que s™+17" =

st1sT ¢ S, Tomando novamente n; — o0 Seque que s™FT1Th — 30351 = 1. Logo
1 € fe(S). Como S é um compacto em um espago Hausdorff, seque que S € fechado e
l1es. O

Como consequéncia da Proposicao 15, temos o seguinte resultado:

Corolario 1 Seja G um grupo topoldgico metrizavel. Se S C G € um semigrupo compacto
de G, entao S € um grupo compacto.

Demonstracao: Pela Proposicio 15, 1 € S. Seja g € S. Como a translacao a esquerda
E, € continua e E, (S) = gS entdo, gS € um semigrupo compacto de G. E, novamente,
pela Proposicao 15 temos que 1 € ¢S, o que implica que gs = 1 para algum s € S, ou
seja, g tem um inverso g~ = s € S. Como a operacio em S € associativa, concluimos a
demonstracao. O
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Proposicao 16 Seja G um grupo topoldgico compacto metrizdvel. Seja S um subsemi-
grupo de G com int (S) # @. Entao,

() fe (S) € um subsemigrupo de G.

(17) S € um subgrupo compacto e aberto de G.
Demonstragao: (i) Seja g, h € fe (S). Entao, existem sequéncias {g,} e {hn,} em S tais
que g, — g € hy, — h. Disto seque que {gn,h,} € uma sequéncia em S (S é semigrupo) tal
que gnh, — gh e, portanto, gh € fe (S). (ii) Como fe(S) é um semigrupo compacto de G,
entao, pela Proposi¢ao 15 fe (S) € um subgrupo compacto de G. Assim, basta mostrar que
S C int (S). Para isto, seja U um subconjunto aberto e nao vazio tal que U C S. Entao,
U~ (fe(S)) ™" =fe(S). Como U™" € aberto, entio U"'NS # @, isto implica que existe
a~teU'NS, ou seja,

l=a'laca'UCSSCS

onde a=*U € um aberto que contém 1. Logo, 1 € int (S) e assim para todo s € S, s = sl €
s (int (S)) C int (S), pois o int (S) € um ideal de S. O

A seguir, enunciamos um resultado importante que diz que se S é um subsemigrupo
de um grupo compacto entao, sob certas hipoteses, S é um subgrupo aberto e compacto.
Para mais informagoes nos referimos a [14].

Proposicao 17 Seja S um subsemigrupo de um grupo compacto e metrizdvel G, e supo-
nha que int (S) # @. Entio S é um subgrupo compacto e aberto de G. E, ainda, se G é
conezo entao S = G.

1.4 Grupos de Lie

Definicao 13 Um grupo de Lie € um grupo cujo conjunto subjacente tem uma estrutura
de variedade diferencidvel, de tal forma que a aplica¢ao produto

p:(g,h) e GXG—gheqG
€ diferencidvel.

Tanto a estrutura de variedade diferenciavel de G, quanto a diferenciabilidade de p,
pressupoem um grau de diferenciabilidade C*, 1 < k < w. Para desenvolver boa parte
da teoria, é necessario tomar apenas derivadas de primeira ordem em G e no fibrado
tangente T'G, e assim supor que G e p sao de classe C2. No entanto, nao existe perda de
generalidade em assumir que G e p sdo analiticas (C¥), pois é possivel provar que se p é
de classe C* entao, p é analitica em relagao a estrutura de variedade analitica contida na
estrutura C*, 1 < k < oo. De qualquer maneira sera assumido que G é de classe C* assim
como o produto p.

A seguir apresentaremos alguns exemplos de grupos de Lie.

Exemplo 12 Seja Gl (n,R) o grupo das matrizes inversiveis n x n, denomimado o con-
Junto das transformagoes lineares inversiveis em R". Esse grupo é um subconjunto aberto
do espago vetorial M, (R) das matrizes n x n. De fato, podemos definir Gl (n,R) como o
conjunto das matrizes cujo o deteminante € diferente de zero, ou seja:

Gl(n,R) = {A € M, (R)|det A £ 0} .
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Logo, Gl(n,R) é um conjunto aberto em M, (R), e portanto, é uma variedade diferen-
cidvel. O produto no grupo Gl (n,R) € proveniente do produto usual de matrizes, logo, se
X = (xi;) e Y = (yij) sdo matrizes n x n entio, Z = XY = (z;) tal que

n
1 P ikYkj

que € um polinémio de grau 2 nas varidveis T;, Y;; e, portanto, € uma aplica¢ao di-
ferencidvel. E, assim, Gl (n,R) é um Grupo de Lie. E, também, o grupo Gl (V') das
transformacoes lineares inversiveis em V € um Grupo de Lie. De fato, podemos definir
um isomorfismo entre GL(V) e Gl (n,R) por h € GL(V) — [h] € Gl(n,R), onde [h]

denota a matriz em relacao a base fixada.

Exemplo 13 Considere agora o grupo G das matrizes n X n triangulares superiores cuja
n(n—1)
2

diagonal € igual a 1. Como G estd em bijecio com R , temos que G tem estrutura
de variedade diferencidvel. Utilizando o produto usual de matrizes vemos que G também
¢ um Grupo de Lie.

Definiremos agora outro conceito importante, o conceito de Algebra de Lie.

Defini¢do 14 Uma Algebra de Lie € um espago vetorial g munido de wma operagdo
gxg — 49
(X,Y) — [X)Y]
chamada colchete de Lie, que satisfaz as sequintes propriedades:
(1) O colchete de Lie € bilinear, ou seja,
[aX +bY,Z] = a[X,Z]+0b]Y, Z]
[Z,aX +bY] = alZ,X]|4+0[Z,Y]

para quaisquer numeros reais a, b e X, Y, Z € g.
(17) O colchete € anti-simétrico, ou seja, [X, X| =0, para qualquer X € g.
(74i) O colchete satisfaz a identidade de Jacobi

(XY 2]+ [Y, [Z, X]] + [Z,[ X, Y]] =0
para quaisque X, Y, Z € g.

Um subespaco h C g de uma Algebra de Lie g é uma subalgebra de Lie se for fechado
pelo colchete. Nesse caso, hh também é uma Algebra de Lie.

Exemplo 14 O espago vetorial das matrizes quadradas My, (R) é uma Algebra de Lie

com o colchete definido por
[A,B] = AB — BA

Exemplo 15 Seja g uma Algebra de Lie e denotamos
gl(g) = {0 :9— g|o € transformagao linear} .
Sabemos que com as operagoes de soma e multiplicagcdo por um niumero real definidas por

(P14 ¢2) (X) = ¢1(X) + ¢2(X)
ap (X) = a(¢(X))
para X € g ea € R, gl (g) € um espago vetorial. Logo, tomando ¢1, ¢o € gl (g), definimos
o sequinte colchete

(1, 2] = P10 P2 — 2 0 1

Assim, temos que gl (g) ¢ uma Algebra de Lie.
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A principal pergunta que se faz nesse momento é, seré que existe algum meio de ligar
as algebras de Lie aos grupos de Lie? A resposta para essa pergunta é sim. A aplicagao
Exponencial é o principal objeto para estudar a correnspondéncia entre Algebras de Lie
e os Grupos de Lie, onde

exp:g— 6.

A idéia basica desta construcao esta baseada no fato que, por defini¢do, os elementos de
g sao equagoes diferenciais ordinarias em G (campos invariantes), que possuem fluxos, os
quais sao formados por difeomorfismos locais de G.

No contexto diferenciavel em que G é um grupo de Lie, o teorema de Cartan (Veja por
exemplo em [22]) garante que se H C G é fechado, entdao H é um subgrupo de Lie. Nesse
caso, existe uma estrutura de variedade diferencidvel em % compativel com a topologia
quociente. Mais detalhes desta construgao podem ser encontrados em [22]. Em particular,

enunciamos o seguinte resultado.

Teorema 1 Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo fechado. Entdo, existe

e G _

uma estrutura diferencidvel em % com dim % = dim G — dim H, que € compativel com a

topologia quociente de maneira que a projegao canonica m: G — % € uma submersao.

A estrutura diferenciavel definida neste teorema é denominada de estrutura quociente.

1.5 Fibrados

1.5.1 Fibrados Principais

Nesta segao, recordaremos os conceitos de fibrados principais e seus fibrados associa-
dos. Para mais detalhes sobre esta teoria nos referimos a [13], [22].

Definiremos agora o que chamamos de Fibrado Principal. Seja () um espaco total,
M um espacgo topologico que chamaremos de base do fibrado e G um grupo estrutural.
Temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 15 Sejam Q, M e G como acima, dizemos que Q (M,G) é um Fibrado Prin-
cipal se satisfaz as trés condicoes abaizo:
(1) G age livremente a direita em Q : (q,a) — qa, ¢ € Q, a € G, ou seja, qa = q se,
a =1, onde 1 € o elemento neutro de G.
(17) O espago das orbitas dessa a¢ao € M. Isso significa que existe uma aplica¢ao
sobrejetora
T:Q =M

tal que as drbitas de G sao os conjuntos 7' {x}, x € M.
(17i) @ € localmente trivial no sentido em que para todo x € M existe uma vizinhanga
U de x e uma aplicagao bijetora

Y.t (U)=UxG

que € da forma
v(q) = (7(q),¢(q))
onde ¢ : 71 (U) — G € uma aplicacio que satisfaz

¢(qa)=¢(q)a

para todo g € 7' (U) ea € G.
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Observamos que se os espagcos envolvidos sao espagos topologicos e as aplicagdes con-
tinuas (e homeomorfismos quando bijetoras), chamamos @ (M, G) de fibrado topoldgico.
O fibrado principal ¢ de classe C¥, k > 1, se os espacos envolvidos sdo variedades diferen-
ciaveis de classe C*, em particular G deve ser um grupo de Lie, e as aplicacoes envolvidas
diferenciéveis de classe C* (difeomorfismos no caso das bije¢oes). Nesse caso, a projecao
m : (Q — M torna-se uma submersao, pois através do difeomorfismo 1 ela se identifica
com a projecao na primeira coordenada U x G — U. Denotaremos as fibras do fibrado
principal por Q, = 7' {z}, z € M.

A condicao de trivialidade local na defini¢do de um fibrado principal @ (M, G) é para
que @ seja um feixe bem organizado de grupos (ou grupos de Lie no caso diferencivel).

Essa condigao também esté ligada a idéia bésica da defini¢ao de variedade diferenciével.
Esta ¢é feita tomando as cartas e o ponto principal é o tipo de condi¢ao que deve satisfazer
as fungoes de mudanga de coordenadas (de cartas, isto é, ajay L onde g e as sao cartas
da variedade). Por exemplo, o grau de diferenciabilidade de uma variedade é determinada
pelo grau de diferenciabilidade dessas fun¢oes de mudanca de coordenadas.

De forma analoga, um fibrado principal também pode ser definido como uma variedade
em que as fungoes de mudanga de coordenadas pertencem a uma determinada classe de
transformagoes. Veja por exemplo em [22].

Notemos agora que a acao descrita na Defini¢ao 15 é livre e transitiva nas fibras. De
fato, fixando ¢ € 7' {z}, com z € M. Como a Q ¢é localmente trivial, segue que a fibra
é difeomorfa ao grupo estrutural G via aplicagao

ita€G—qaen{x}.
E, portanto, 7! {z} = ¢G.

Exemplo 16 O produto M x G é um fibrado principal com o grupo estrutural G, onde
definimos a agao a direita como Ry, (x,g) = (x, gh). De fato, € ficil ver que a agdo € livre
pois, se g,h € G, entao (x,gh) = (x,9) se, e sd se, gh = g, consequentemente h = 1.
Por outro lado, tomando a projecao na primeira coordenada temos que w: M X G — M,
estd bem definida. Tomando a proje¢cao na sequnda coordenada, temos que ¢ (z,g)h =
7o (x,9)h = gh = m (x,gh), para todo x € M. Em particular, um grupo G pode ser
visto como fibrado principal em que a base se reduz a um ponto M = {x}. Esse produto
€ chamado de fibrado trivial.

Exemplo 17 Seja M uma variedade diferencidavel e T M seu fibrado tangente. O fibrado
das bases ou fibrado dos referenciais de M ¢ o conjunto BM de todas as bases de T M.
Isto €, um elemento p de BM ¢é uma base

{f17"'7f7l}

de algum fibrado tangente T, M, x € M. De forma equivalente, p € BM pode ser visto
como uma aplicagao linear inversivel (referencial) p : R" — T, M, x € M. Dado a aplica-

€ao p, 0 conjunto
{ple),....,p(en)}

onde{e1,...,e,} € base candnica de R"™, € uma base de T, M. Vice-versa, a base {f1,..., fu}
determina a aplicacao p : R — T, M dada por

p(T1,.. ., Tn) =21 f1 +Tofo+ ...+ Tpfn

A projecao BM — M associa a p : R™ — T, M o ponto x € M, de tal forma que a fibra
BM, ¢ o conjunto de referenciais de T, M. O grupo Gl (n,R) age a direita em BM por

(p,9) = pg=pog
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comp € BM e g€ Gl(n,R). Essa ac¢ao € livre pois os elementos de BM sao transfor-
magoes lineares inversiveis (po g =p se, e sé se g = 1) e transitiva nas fibras pois dada
a transformacgao linear p : R® — T, M as demais sao da forma q = p o g, para algum
g € Gl (n,R). Essa construgao define BM como um fibrado principal de grupo estrutu-
ral Gl (n,R) e base M. A condi¢ao de trivializagao local se obtém tomando cartas de M.
Através das cartas se obtém, para todo x € M, uma vizinhan¢a U e campos de vetores
X1,..., X, definido em U (campos coordenados) que sio linearmente independentes em
todo ponto de U, esse fibrado € localmente trivial (os campos definem se¢oes de BM ).
Essas segoes sao suficientes para garantir que BM € localmente trivial.

Exemplo 18 Seja
G=0nR)={A€Gl(nR)|ATA=AAT =T}
e o conjunto S*™1 = {x € R"|||z|| = 1}. Definimos a seguinte agdo
n:GxS"— 8§t

dada por n(g,xz) = gz, com g € G e x € S*"L. Claramente essa agio € livre, e ainda
tomando a projecio w : S — Sanl = RP" !, onde ~ € a relacio de equivaléncia dada
por

r~y<s =Ny, com\eR"

temos que S"* (RIP"*I, O (n,R)) é um fibrado principal. A condi¢ao de triavilidade local
seque tomando as cartas de S"7.

Exemplo 19 Considere o conjunto
By (n) = {T :R* = R"| T ¢ transformagdo linear injetora, com n > k}
e tome G = Gl (k,R), definimos a sequinte a¢ao
n:G X Bg(n) = By (n)

dada por n(g,x) = gx, com g € G e x € B (n). A a¢ao estd bem definida, uma vez que
podemos ver os elementos do conjunto By (n) como matrizes de dimensao n X k de posto
k. E fdcil ver que essa acdo ¢ livre. Assim, seja By(n) o conjunto das matrizes n x k de
posto k e consideramos a relagdo de equivaléncia ~ em Byi(n) onde p ~ q se, e somente
se, existe uma matriz inversivel a € G de ordem k X k tal que p = qa. Observe que duas
matrizes p e q definem o mesmo subespaco k-dimensional se, e somente se, as colunas de
p sao combinacoes lineares das colunas de q, ou seja, p e q estao na mesma classe de
equivaléncia. Logo, definimos a proje¢ao

~Y

7 Bp(n) —

. ~ . . . B . . . .
Essa aplicagao € sobrejetora e o conjunto B coincide com a variedade Grassmanniana

Gy (n) dos subespagos de dimensao k em R™. As fibras dessa aplicagao coincidem com as
orbitas de G e o fato da trivialidade local pode ser visto através da construcdo das segoes
locais. Assim, fica definido o fibrado principal By, (n) (G (n), Gl (n,R)).
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1.5.2 Fibrados Associados

Iniciamos estabelecendo algumas notagoes. Seja @ (M, G) um fibrado principal e F
um espago topologico, tal que o grupo estrutural G age a esquerda em F. O grupo G age
a direita no produto Q x F) tal que g (q,v) = (qg9,9 '), com g € G e (¢,v) € Q x F.

Assim, podemos definir em @) x F' a seguinte rela¢do de equivaléncia dada por (g, v) ~
(p, w) se, e s6 se, existe g € G tal que p = qg e w = g‘lv. De fato, temos que a relacao
é reflexiva uma vez que 1 € G. Por outro lado, se (¢,v) ~ (p,w), entdo p = qg, 0 que
implica em ¢ = pg~!, com ¢! € G, pois G ¢é grupo. E, pelo mesmo motivo temos que,
se v = g lw entdo w = gv, com g € G. Logo, (p,w) ~ (q,v), e assim, a relagao ¢
simétrica para todo (¢,v) € @ x F. Finalmente, a relagao é transitiva, uma vez que dados
(q,v), (p,w) e (r,z) € Q x F, tal que (q,v) ~ (p,w) e (p,w) ~ (r,z), temos que existem
g,h € G de forma que p = qg e r = ph. Logo, r = ph = (qg9) h = q (gh), e como G é grupo,
temos que gh € G. Analogamente, segue que z = (gh)_1 v. E, portanto, (q,v) ~ (r,z2),
completanto assim a afirmacao acima. Denotaremos essas classes de equivaléncia por gv.
Com isso, definimos o chamado Fibrado Associado, ou seja, temos a seguinte definigao:

Definigao 16 Seja Q (M, G) um fibrado principal e F um espago topoldgico. Considere
a relagao de equivaléncia descrita acima. O conjunto quociente E = % das classes de
equivaléncia de ~ € chamado de Fibrado Associado a Q) com fibra F e base M. Denotamos

esse fibrado por E (M, G, F,Q), ou ainda, E = Q Xg F.

Observagao: Notemos que se (q,v) ~ (p,w) entdo, q e p pertencem a mesma fibra
em Q. Seque que a aplicacio g : Q Xg F' — M dada por 7 (quv) = m(q), estd bem
definida, o que torna E = @ xXg F' um fibrado sobre M. As fibras de E serao denotadas
E, = n ' {x}. Agora, dado q € Q os pares (q,v) e (q,w) sdo equivalentes se, e somente
se, v = w. De fato, (q,v) ~ (q,w) se existe g € G tal que ¢ = qg e w = g~ 'v. Como
a aplicacao no fibrado principal € livre seque que g = 1, e consequentemente, w = v, ou
seja, firado um q € @, as classes de equivaléncia em E sdo determinadas por um unico
v € F. Assim, para cada q € Q (fixo) podemos determinar a bijecao

veF —quekFE, comz=m(q).

Pelos comentdrios acima seque que esta aplicagao € injetiva, mostraremos que essa apli-
cacao também € sobrejetiva. De fato, dado um elemento em E, temos que ele é da forma
pw, onde p pertencente ao fibrado principal. Uma vez que, p = qg, com g € G, temos que,
pw = (qg9)w = (q9) g 'gw = q (gw), que estd na classe de equivaléncia de qu, portanto a
aplicagcao € sobrejetora.

A bijecao acima mostra que as fibras do fibrado associado F = () X4 F' sao parametri-
zadas pelos elementos do fibrado principal @ (M, G) , isto é, cada ¢ € () parametriza uma
fibra E,, com 7 (q) = x pela fibra tipo F. Dois elementos g e p na mesma fibra fornecem
diferentes parametrizagoes, que mudam de acordo com a agao de G em F. Com efeito, se
p=qg, com g € G, entao pv = (qg) v = q(gv) . E, logo, a bije¢ao definida por p se obtém
daquela definida por ¢ compondo com a acao de g € G.

Como os fibrados principais, os fibrados associados também admitem trivializagoes
locais. De fato, seja 8 : U — () uma secao local de ). Entao, a aplicacao 13 : U x F' —
75" (U) definida por (z,v) — S (x) v é uma bijecdo, o que trivializa o fibrado sobre U. Se 3,
é outra secao local entao na intersecgao dos dominios das segoes vale f; (x) = 5 (z) a (z),
com a(z) € G. Portanto, f (x)v = [ (x) av e se ¢g, ¢ uma trivializagdo correspondente
a (31 entao 13, e Y estao relacionados por

1#5 o 1?51 (q:,v) = (SE,CLU)
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Essa aplicacao leva fibra em fibra e a aplicacao entre as fibras é proveniente da acao de
G. Para mais detalhes ver [22].

Exemplo 20 Dada uma variedade diferencidvel M, com dim M = n, o fibrado das bases
BM foi construido como referénciais do fibrado tangente T'M, no Exemplo 17. O grupo
estrutural de BM é Gl (n,R). Reciprocamente, TM se obtém de BM identificando-o
como o fibrado associado BM X gy r)yR", construido a apartir da agao linear canénica de
Gl (n,R) em R". De fato, existe uma bijegio entre TM e BM X r) R", que € definida,
associando a classe de (p,v) € BM x R™ o vetor tangente p (v) € T,M, x = 7 (p) (onde
p: R* — T, M, vem da definicio de BM ). Essa aplica¢iao € bem definida pelo fato de
que o fibrado associado foi construido a partir da a¢ao candnica de Gl (n,R) em R™.
Com isso, se (p,v) e (¢, w) = (pa,a 'v) pertencem a mesma classe de equivaléncia entio

¢ (w) = pa(a~'v) = pv.
Enunciaremos agora alguns resultados sobre fibrados associados.

Proposigao 18 Sejam Q (M, G) um fibrado principal e % um espaco homogéneo de G. O
subgrupo H age a direita em (). Denote por %
% se identifica ao fibrado associado () X ¢ %
Demonstracao: Seja xog = 1H a origem de % Um elemento de % € uma orbita a direita
qH, q € Q. Definimos a aplicagio que toma 1n : % = Q) Xg %, dada por n(qH) = qxo.
Assim, valem as sequintes afirmacoes sobre essa aplicagao:

(1) A aplicagdo n estd bem definida, uma vez que se p = gh € ¢H entao, pro = (qh) zo
= q (hzo) = quo.

(ii) n € injetora, pois se n (qH) = n (pH) entio, qro = pxo logo, p = qg € 19 = g 'xy.
A dltima igualdade significa que g~ € H e, portanto, g € H. Da primeira iqualdade segue
que qH = pH.

(1i1) n € sobrejetora, uma vez que dado pr € @ Xg % entao existe g € G tal que
g Yo = xy. Isso implica que qug = px se ¢ = pg~ ', mostrando que px estd na imagem da
aplicacao n, concluindo a demonstragao. O

o conjunto das orbitas dessa a¢ao. Entao,

Observacao: Observemos que identificagao obtida na proposicao anterior se escreve em
coordenadas locais de forma bastante simples: se U x G ~ 7' (U) € uma trivializagdo
local de @) entao, obtém-se uma acao a direita de H em U x G, que por defini¢ao € dada
por (z,9)h — (2,gh), 2 € U, g € G e h € H. O conjunto das orbitas em 7w (U) se
identifica entdo a U X % Por outro lado, os elementos de 7@1 (U) podem ser escritos
como (z,1)x com z € U e x € £, pois (z,1) € U x G se identifica a um elemento de
7 (U). No fibrado trivial U x G a bijegao entre % e Q Xag % ¢ dada por

UxG G
(z,9H) € %(Z,l)gHE(UXG)XGﬁ
Através dessa descricao local da identificacao % ~ Q) Xg %, seque de imediato que ela é

um difeomorfismo no caso de fibrados diferencidveis.
Na proxima proposicao, usaremos o seguinte conceito na demonstragao.

Definicao 17 Sejam G e H dois grupos de Lie. Um homomorfismo ¢ : G — H diferen-
ciavel entre G e H é chamado de homomorfismo de grupos de Lie. A mesma terminologia
se aplica a isomorfismos e automorfismos de grupos de Lie.
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A condigao de ser diferenciavel faz parte da definicao de homomorfismo de grupos de
Lie. Para verificar se um homomorfismo ¢ : G — H entre grupos de Lie é diferenciavel
basta verificar a diferenciabilidade em um tnico ponto. Com efeito, valem as igualdades

poDy=Dygope¢okE;=~Eygo¢

Da primeira se obtém ¢ = Dy o ¢ o Dy-1. Aplicando a regra da cadeia, se vé que ¢
é diferenciavel no elemento neutro de G, portanto ¢ também é diferenciavel para todo
g € G. Assim, podemos enunciar a seguinte proposicao.

Proposicao 19 Suponha que Q (M,G) seja um fibrado principal e ¢ : G — H seja um
homomorfismo de grupos (de Lie). O grupo age a esquerda em H por (g,h) — ¢ (g)_1 h.
Denote por QQ x4 H o fibrado associado obtido dessa agao. Entao, QQ X4 H ¢ um fibrado
principal com grupo estrutural H.

Demonstracao: Definimos a agdo a direita ¢ : (QQ Xy H)x H — Qx4 H por ¢ (gh, hy) =
(gh) hy = q(hhy). A agao € livre, pois se q (hhy) = qh entao existe g € G tal que ¢ = qg
e hhy = ¢ (g)_1 h. A primeira igualdade implica que g = 1. Substituindo isso na sequnda
igualdade, seque que hhy = h, isto é, hy = 1. Além disso, a ac¢ao € transitiva nas fibras
pois q : h € H — qh € uma bijecao entre H e a fibra. Para concluir que essa ag¢ao a
direita define um fibrado, so falta verificar as condigoes de trivializagao local. Mas, isso
seque das trivializacoes dos fibrados associados em geral. O



CAPITULO

2

Teoria de Controle

Neste capitulo, apresentaremos alguns conceitos bésicos sobre a Teoria de Controle.
Para outros detalhes nos referimos a [6], [12] e [23].

2.1 Sistemas de Controle

Definicao 18 Seja M wuma variedade diferencidvel de dimensao d. Sejam U C R™ e
U = {u: R — Ulu € localmente integrdvel}. Um sistema de controle é uma familia de
equagoes diferencidveis,

= X(z,u(t))

onde X : M x U—=TM é uma aplicacao de classe C* e T'M ¢é o espaco tangente a
variedade M. M ¢ dito espaco de fase, U conjunto de controle e U € dito conjunto de
funcoes de controle admissiveis.

O conjunto U sera, em geral, assumido como uma das seguintes formas:

(i)U = {u: R = R"|u é mensuravel }

(1))Up= {u : R — R"|u é limitada e mensuravel, com u(t) € [0,1]"},

onde [0,1]" =1[0,1] x ... x [0,1], e

n vezes

(149)Uep= {u : R — Ulu & constante por partes}

Para todo © € M e u € U, assumimos que a equagao diferencial 2’ = X(x,u(t))
tem soluc¢do tnica da forma ¢(t,z,u), onde a solugao estd definida V¢ € R. E, ainda
(0, z,u) = x, ou seja, os campos de vetores X,, : M — TM sao diferenciaveis e completos.

Um sistema de controle é determinado pela familia de campos de vetores ¥ = { X, |u €
U} a variedade M e o controle U, formando assim a tripla (3, M,U). Dessa forma, a
teoria de controle pode ser vista como uma teoria de familias de campos de vetores, o
qual generaliza a teoria de Equacoes Diferenciais, onde consideramos somente um campo

27
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vetorial. Observamos que, dado um campo X,, € X, denotemos o seu fluxo ¢}'. Observamos

agora que dados n campos de vetores X,,, X,,, ..., Xy, em X, definimos a aplicacao

Y :[0,1] — X, dado por ¢ (t) = X,,, onde t € [t;_1,t;],1=1,...,n, com ty =0, t, =T.
Assim, consideremos o seguinte problema de valor inicial

{ 2! <t>;(5§ ® :E_:v ) parat € [0,7]

A solugao desse PVI é dada por

u2

()=, 0...0p2 0

para cada t € [t;_1,t;],i=1,...,n, com ty =0, t, = T, ou seja, dada pela concatenagao
de solugoes ou trajetorias de n campos X, Xu,, ..., Xy, em 2.

A seguir, mostraremos alguns exemplos de sistemas de controle.

Exemplo 21 Consideremos a familia de equacoes diferenciais dada por:

=(3 5)e(?)

onde v € R?, uw € R. Em particular, seja u € {—1,1}. Assim, teremos duas equagoes

diferenciaveis.
(-1 0 3
(0 5)e=(3)

As trajetorias deste sistema podem ser representadas através do retrato de fase 21.

»

o

/

)

Figura 2.1: Retrato de Fase

Para isto, observe que a solugcao desta equagao ¢ dada por

gpt(l‘, u) = (Spi(xb u)> 90?(1:27 u))

onde x = (x1,x2). No caso em que u = 1, temos que

5
of(r,u) =me " —3e7" +3 e 91y, u) = m9e” 2 — §€_Qt T3

FEstudando o limite destas solugdes e tendo em vista que as singularidades sao (3, g),

temos que as solucoes tendem a estas singularidades quando t — oo . Analogamente,

podemos fazer a mesma andlise no caso u = —1, onde as singularidades do sistema sao

(_37 _g>
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O sistema acima é chamado de um sistema de controle linear. Estes sistemas sao dados
pela familia de equacgoes diferenciais do seguinte tipo:

¥ = Ax +u(t)B
onde z = z(t) € RY, u(t) € R™ com A € M(d x d,R), B € M(d x m,R) e U=R"™.

Exemplo 22 Considere o sistema de controle dado por

x:(é _Ol)x—i—u(t)(_ol é)x

com x = (x1, 1) € R% Sabemos que o fluro do sistema

, (0 1

¢ dado por a(t) = (xy cost + xesent, xg cost — xysent) e o do sistema

x = L0 x
N0 -1

¢ dado por B(t) = (x1e', x9e™"). Logo, as trajetorias sao dadas pelas concatenagoes
das trajetorias destes dois campos que sao respectivamente circulos e hipérboles ambos
centrados na origem. Podemos representar este sistema através do retrato de fase 22.

i -

Figura 2.2: Retrato de Fase

Em geral, tais tipos de sistemas de controle sao chamados de bilineares. Estes sistemas
sao dados pela seguinte familia de equagoes diferenciais

2= Ao + Z w;(t) A
i=1

onde z = z(t) € RY, Ay, ..., A, € M(d x d,R), e u(t) = (us(t), ..., un(t)) € UCR™.

Definicao 19 Com as notagoes acima, seja (3, M, U) um sistema de controle e considere
os sequintes conjuntos de difeomorfismos em M

Gy ={p*o...0 01| X,, € 5,t; € R,i € N}

1

Ss = {pik 0. 00l |X, €5t > 0,i € N}
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onde cada ¢}’ ¢ o fluxo de X, € ¥ ew; €U, Vi € N.

Observagao: Observemos que o conjunto Gy, da Defini¢cao 19 tem estrutura de grupo com
a operacao de composicao. De fato, Em Gy essa operagao € associativa, tem elemento
neutro, e todo elemento ¢ = @/* o ... o/ tem simétrico el =" o...0 % . E,
ainda como Sy, C Gy a operacao de composicao em Sy, € associativa, e portanto, Sy, €
um semigrupo. Observemos ainda que o que difere Sy, de Gy, € que em geral Gy sempre
admite elemento inverso, (uma vez que tem estrutra de grupo) enquanto Sy, ndo, ou seja,
existem sistemas em que temos ¢ € Sx, mas ¢~ & Sx.

A seguir, definimos as 6rbitas positivas e negativas de um sistema de controle, ou seja:

Definigao 20 Dado um sistema de controle (3, M,U) e x € M, dizemos que o conjunto

Gs(r) = {p(2)|p € Gx}

€ a oOrbita através do ponto x. O conjunto

Sx(z) = {p(z)|p € S}

¢ chamado de 6rbita positiva de x. F o conjunto

S5 (@) = {o ' (2)]e € Sz}

€ chamado de 6bita negativa de x.

Observagao: A drbita positiva também € dita conjunto dos pontos acessiveis ou atingiveis
a partir de x em um tempo positivo. E a orbita negativa, recebe o nome de conjunto dos
pontos controlaveis a partir de x. De forma alternativa, podemos ver que

Gy(z) ={y € M|y = ¢(z), para algum ¢ € Gy}

Sy(x) = {y € M|y = p(x), para algum ¢ € Ss}
Ss(z) = {y € M|z = ¢(y), para algum ¢ € Sx}.

Dados z,y € M, podemos definir uma relacao de equivaléncia em M da seguinte
forma:

oy ey e Gy(x).

Proposicao 20 A relagao «~ acima € relagao de equivaléncia.

Demonstracao: De fato, temos que a relagdao € reflexiva uma vez que f(x) = x, e, por-
tanto x € Gx(z). A relagao é simétrica, pois, se x «~ y entio y € Gx(x), ou seja, eriste
¢ € Gy, tal que () = y. Como Gy, € grupo temos que eziste 1 € Gy, tal que o = idx.
E, disto implica que x = (y), ou seja, y «~ x. E finalmente, a relagdo € transitiva uma
vez que dados x, y, z € M sex ~y ey« z entao y € Gx(x) e z € Gx(y). Logo, existem
v € Gx(x) e € Gx(y) tal que p(x) =y e Y(y) = z. Como Gy, € grupo temos que eziste
Y=t e Gx(y), assim, v=(z) = y. Seque que v=(2) = (x) o que implica 1 o p(x) = z,
ou seja, z € Gx(x) e, entio T~ z. O
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Observagao: Um resultado conhecido, € que as drbitas Gx(x) de um sistema de controle
(3, M,U) sao subvariedades. Assim, podemos considerar o conjunto Gx(x) como um
espaco de fase. Como Sy, nao € um grupo, a relacao definida em M por x «~ y se
y € Sx(x) nao € uma relagao de equivaléncia, mas sim uma rela¢ao de pré-ordem em
M, isto quer dizer que se y € Sx(x) entdo, Sx(y) C Ss(z). De fato, dado z € Sx(y)
entdo existe ¢ € Sy tal que p(y) = z. Por outro lado, como y € Sx(x) existe 1) € Sy
tal que Y(x) = y. Disto seque que p(¢(x)) = 2z, com p o € Sy, ou seja, z € Sx(x).
Observamos ainda que Sx(x) # Sx(y), uma vez que Sx nao tem elemento inverso. E
ainda, que Sx(x) C Gx(x), para todo x € M, uma vez que Sy, € um semigrupo de Gsy.

2.2 Acessibilidade e Controlabilidade

Comecaremos essa se¢ao definindo o conceito de transitividade.

Definigao 21 Seja (X, M,U) um sistema de controle. Dizemos que o sistema de controle
¢ transitivo se, Gx(z) = M para algum x € M (e portanto para todo x € M ).

Ezemplo 23 Seja ¥ = {X,Y} em R?, com X = £ = (1,0) e Y = a% = (0,1) restrito
ao semiplano {(x,y) € R?|x < 0}. Entdo, Gx(x) = R?, uma vez que dado qualquer ponto
y € R? sempre existe uma drbita de Gx(x) que passa por este ponto.

Dizer que o sistema de controle é transitivo é equivalente a dizer dados quaisquer dois
pontos de M, sempre podemos ir de um ponto ao outro através de uma orbita do sistema,
ou mais precisamente:

Proposicao 21 Com as notagoes acima, o sistema de controle (3, M, U) e transitivo se,
e somente se, dados z,y € M, existe ¢ € Gy, (x), tal que ¢ (x) = y.

Demonstragao: De fato, se Gx(x) = M, entio dados y, z € M ezistem @1, ps € Gy
tal que p1(z) =y e po(x) = 2. Como Gx. € grupo existem @i, ;' € Gy, logo podemos
dizer que oyt (y) = x e 93 (2) = = 91 (y) = 5 ' (2), seque dai que pa(py ' (y)) = 2 =
o(y) = 2. Onde ¢ = py0 7" € Gy, O

Definigao 22 O sistema ¥ € acessivel a partir de x € M se, int(Sypz) # @. E, ¥ €
acessivel se o for a partir de todo x € M.

Observacao: O exemplo 23 mostra um sistema X que € transitivo, mas nao € acessivel
uma vez que dado qualquer ponto no semi-plano {(x,y) € R%|z > 0} as trajetdrias sao
retas em R2.
Observacgao: Notemos que se Y € acessivel a partir de x e M é conexo, entdo X €
transitivo. De fato, Como % € acessivel a partir de x, entdo o int(Gx(x)) # @. Por
outro lado, como int(Sx(x)) C int(Gx(x)), temos que dim Gx(z) = dim M, jd que neste
caso, temos que Gx(z) € uma subvariedade aberta de M. Logo, ¥ € transitivo, isto €,
Definiremos agora o que chamamos de sistema controlavel e aproximadamente contro-
lavel.

Definicao 23 (i) O sistema ¥ € dito controlavel a partir de x € M se Sx(z) = M. E, ¥
¢ controlével se, o for a partir de todo x € M.

(17) O sistema X € dito aproximadamente controlavel a partir de x € M se, fe(Sx(x)) =
M. E, ¥ é aproximadamente controlével se o for a partir de todo x € M.
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Observacao: Observemos que se ¥ € controldvel a partir de x entao, ¥ € transitivo. De
fato, temos que Sx(z) C Gx(x) C M. Como X é controldvel a partir de x seque que
Ss(z) = M e, entao, Gx(z) = M. E, observemos também que se ¥ € controldvel a partir
de = entdo X € acessivel, pois se Sx(x) = M entdo, int(Sx(x)) # &. A reciproca desse
fato nem sempre € verdadeira, ou seja, acessibilidade de ¥ nao implica controlabilidade
de ¥ a partir de um ponto, como podemos ver no sequinte exemplo.

Exemplo 24 Seja ¥ = {Z, a%} um sistema definido em R?. Temos que Sx(0,0) =
{(x,y) € R?|z,y > 0}, e portanto, int(Sx(z)) # @ e Sx(0,0) # R%. Disto seque que, ¥ €
acesstvel a partir de (0,0) e transitivo, uma vez que podemos alcangar qualquer ponto do

espago de fase M através de uma drbita de Gy, mas nao é controldvel a partir de (0,0).
Como podemos ver no retrato de fase 2.3.

y

Figura 2.3: Retrato de Fase

Notemos agora que se X é controlavel a partir de x entao, > é aproximadamente
controlavel a partir de z. De fato, como M ¢ fechado, segue que M = Sy(z) = fe(Sx(x)).
Em geral, a reciproca nao vale, como pode ser visto em [23]. O resultado a seguir nos
mostra que sob certas hipdteses, controlabilidade aproximada implica em controlabilidade,
ou seja:

Proposicao 22 Se X ¢ aproximadamente controldvel e —¥ € acessivel entao X € contro-
lavel.

Demonstracao: Sejam x, y € M. Como Sx(x) € denso em M, seque que
S_g(y) N Sz;(l‘) D int(S_g(y)) N SZ(LL‘) 7é .

Logo, se z € S_s(y) N Sg(x) entio, z = 7 (y) = wa(x) com o', s € Ss. Dai, seque
que y = (1 092)(z) ey € Su(x), concluindo a demonstragdo. O



CAPITULO

3

Conjuntos de Controle

Utilizando os conceitos dos capitulos anteriores, neste capitulo, estudaremos algumas
propriedades referentes aos chamados conjuntos de controle para agao de semigrupos. Ini-
cialmente, definiremos estes conjuntos para um semigrupo de controle e, posteriormente,
para agoes de semigrupos, em que apresentamos exemplos e, bem como, algumas de suas
propriedades. Para outros detalhes damos como referA®ncia [2], [6], [20] e [23].

3.1 Conjuntos de Controle para Sistemas de Controle

Comecemos esta secao definindo o que chamamos de Conjuntos de Controle para
Sistemas de Controle.

Definicao 24 Dado um sistema de controle (U, M, ), dizemos que um conjunto D C M
¢ um conjunto de controle para Sy, se,

(1) Yx € D, existe uma trajetoria ¢ : R® — R™ tal que ¢ € Sy, ¢ (0) = x e existe
uma fun¢ao de controle u € U tal que o(t,z,u) € D, Vt > 0.

(1i)Vz € D, D C fe(Sx (x)).

(13i)D € um conjunto mazximal, ou seja, se existe D' C M tal que D" satisfaz (i) e (i7)
com D C D' entao, D = D'.

Definicao 25 Um conjunto de controle C C M é chamado de conjunto de controle
invariante para Sy, se, fe(C) = fe(Sx (z)), Vz € C.

Exemplo 25 Consideremos M = R? e o sistema

() = ( _3( " “é” )x(t)

comu(t) € U C R, U # {0}. Entdo, o conjunto das circunferéncias com centro na origem
sao conjuntos de controle. De fato, seja D tal circunferéncia. Entao:

(1) Dado x € D, temos que x pertence a uma drbita periddica ¢ (t) = (rsino (t),rcoso (t)),
onde o (t) = [wu(t)dt er é a distdncia de x ao ponto de origem, gerada pela solugio do
sistema. Logo, dado ¢ € Sy, entdo ¢(t,x,u) € D, Vt > 0.

(17) Dado x € D, temos que p(t,x,u) € D, ¥Vt > 0. Em particular, p(0,z,u) € Sy (z).
Logo, © € fe(Sx. (z)), e portanto D C fe(Sx (x)).

(i17) Se emiste D' C R? satisfazendo (i) e (i1) tal que D C D', mostraremos que
D = D'. De fato, seja v € D'. Entao, D' C fe (Sx. (z)), em particular, Vx € D, x € D', e
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entao, D' C fe(Sy (x)) = D. E, portanto, D = D'. Assim, o conjunto D € um conjunto
de controle.
O sistema acima pode ser representado pelo retrato de fase 3.1.

»

)
N

Figura 3.1: Retrato de Fase

Observamos que o conjunto D acima é um conjunto de controle invariante, uma vez
que se D C fe(Sx (z)) entao, fe(D) C fe(Ss (z)). Agora, dado y € fe(Sy (x)) existe uma
sequéncia p(t, x,,u), tal que p(t, ,,u) — y quando n — o0o. Como as trajetorias sao
fechadas, segue que y € D. E, portanto, concluimos que D é um conjunto de controle
invariante.

Proposicao 23 Sejam Dy e Dy conjuntos de controle para Sx.. Entao, Dy = Dy ou
DN Dy =10.

Demonstragao: Suponha que x € D1N Dy e tome y € Dy e z € Dy. Entao, x € fe (Syy)
e z € fe(Syx). Isso significa que existem sequéncias g,,h, € Sy tais que g,y — T e
h,r — z quando n — oco. Considere a sequéncia das composi¢oes h,g, € Sy. Pela
continuidade dos elementos de Sy, h,g, — z, garantindo que z € fe(Sxy). De maneira
anéaloga, y € fe(Sxz). Portanto, se D = Dy U D, entao, fe(Sxx) = fe (D) para todo
x € D. Mas, D; e Dy sao maximais com essa propriedade e, assim D = Dy, concluindo
a demonstracao. O

Mostraremos agora um resultado que diz que o fecho de um conjunto controle invari-
ante é invariante por o6rbitas positivas, ou seja:

Proposicao 24 Seja C um conjunto de controle invariante para Sy,. FEntao, Syx C

fe (C'), para todo x € fe (C).

Demonstragao: Suponha por absurdo que Sy nao esta contido em fe (C') para algum
z € fe (C). Entao, existem y € Sxx e uma vizinhanga y € U tal que U Nfe (C') = . Seja
¢ € Sy tal que y = ¢(x). Entao, ¢(U)NC # (). Logo, existe z € C tal que ¢(z) € U o que
implica que ¢(z) € fe (C) contradizendo a hipdtese de que C' é um conjunto de controle
invariante. O
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3.2 Conjuntos de Controle para Acoes de Semigrupos

Motivados pelos os conceitos acima, definiremos agora o que chamamos de conjuntos
de controle para agoes de semigrupos. A seguir, seja .S um semigrupo agindo num espago
topologico de Hausdorft M.

Definicao 26 Um conjunto D C M ¢ dito um conjunto de controle para S em M se
satisfaz as sequintes condigoes:

(1) int(D) # 0

(it)Vx € D, D C fe(Sx).

(7ii)D € um congunto maximal, ou seja, se existe D' C M tal que D' satisfaz (i) e (ii)
com D C D' entao D = D'.

Definicao 27 Um conjunto de controle D C M €é chamado de conjunto de controle
invariante se satisfaz fe(D) = fe(Sz), Vo € D.

Exemplo 26 Seja G = (R,+) e tomemos S = Rt o semigrupo dos reais positivos.
Consideremos a a¢ao

p:GXxR—R

dada por ¢ (x,y) = x +y. Temos que nao existe conjunto de controle para S em R. De
fato, suponha que D seja um conjunto de controle para S em R. Uma vez que int(D) # &,
e como estamos na reta, existe um intervalo aberto e limitado totalmente contido em D.
Logo, seja y o ponto médio desse intervalo. Entao tomando qualquer xy desse intervalo
tal que x¢ >y, seque que

fe (Szo) = {z € R|z > ¢}

Assim, D C fe (Sxy) para todo x € D, o que é um absurdo, uma vez que existem elementos
menores que y que estao em D e nao pertencem a orbita positiva de xy. E, portanto, nao
existem conjuntos de controle para S em R.

A seguir, mostraremos alguns resultados importantes que serao utilizados durante o
texto, que permitem entender algumas propriedades relacionadas aos conjuntos de con-
trole.

Proposigao 25 Sejam a,b,c € M. Se a € fe (Sb) e b € fe(Sc) entao, a € fe (Sc).

Demonstragao: Uma vez que a € fe (Sb), eziste uma sequéncia, digamos (g,) C S, tal
que gnb — a, quando n — co. Analogamente, podemos definir (hy,) C S tal que h,c — b,
quando n — oo. Entao, para toda vizinhanga V' de a, existe um ny € N, tal que g,,b € V.
Como a agao € continua e h,c — b, temos que gn,hnc — gn,b. Logo, existe um ny € N tal
que gnohn,c € V. E, portanto, a € fe (Sc). 0

Proposicao 26 Sejam Dy e Dy conjuntos de controle. Entao, D1 = Dy ou D1N Dy = &.
Demonstragao: Suponha que D1N Dy = & e tome x € D1N Dy. Uma vez que int (Dy) #
@, pois Dy € conjunto de controle, temos que int (Dy U Dy) # @. Considere a,b € DiUDy
tal que a € fe (Sx) e x € fe (Sb). Logo, seque que da Proposicao 25 que a € fe (Sb). Isto
implica que Dy U Dy C fe (Sb), para todo b € Dy U Dy. Portanto, Dy U Dy satisfaz as
condigoes (i) e (i1) da Definicao 26 mas, sabemos que D1 C Dy U Dy, e pela mazimilidade
de Dy temos que Di = D1 U Dsy, ou seja, Dy C Dq. Pelo mesmo argumento, seque que
D, C Ds. E, portanto, D1 = Ds. O
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Proposicao 27 Todo conjunto D C M que satisfaz as condigoes (i) e (ii) da Defini¢io
26 esta contido em um conjunto de controle.
Demonstracao: Considere a familia de conjuntos

A={C Cc M|D c C eC satisfaz (i) e (it) da Defini¢ao 26}

ordenado pela inclusao. Como D € A, seque que A # @. Consideramos em A uma
cadeia arbitraria {Co}, c;, € seja
U= uUCd,,

acl

observemos que int (U) # @, pois int (C,) # @, para todo C, € A. Tomando z,y € U,
existem ay, a0 € I tal que x € Cy, ey € C,,. Como o0s conjuntos sao ordenados pela
inclusao temos que Co, C Cy, ou Co, C Cy,, entao seque que y € fe (Sx). Como x,y sao
arbitrdrios, temos que U C fe (Sx), para todo x € U. Logo, pela defini¢io de U e uma vez
que este satisfaz as condigoes (i) e (ii) da Defini¢ao 26, temos que U € A. Assim, todo
conjunto totalmente ordenado de A € limitado superiormente. Pelo lema de Zorn, existem
elementos mazximais em A. Tome K sendo um destes conjuntos mazimais. Assim, temos
que D C K e K € o conjunto de controle procurado. O

Proposicao 28 Seja C C M ¢ um conjunto fechado nao vazio que satistaz a condi¢ao
fe (C) = fe (Sx), para todo x € M. Entao, C é um conjunto de controle invariante para
S.

Demonstracao: E necessdrio apenas mostrar que C' € maximal. Suponha que exista um
conjunto D C M satisfazendo a condi¢cao acima, com C' C D. Tomando x € C, temos

que x € D e, assim,
C cCDcCfe(Sz)=1e(C)="C.

Portanto, D = C. O

Proposicao 29 Se C = ﬂMfe (Sa) # @ entao, C € o unico conjunto de controle invari-
ac

ante para S em M.

Demonstracao: [Inicialmente, mostremos que C' € conjunto de controle invariante. Note
que int (C) # @, e, ainda que C' € fechado, uma vez que a intersecgao de conjuntos fe-
chados € fechado. Logo, pela Proposi¢ao 28 basta mostrar que fe (Sy) = fe (C'), para todo
y € C . Sendo assim, tomey € C = xQMfe (Sx). Seque que y € fe (Sz), para todo x € C.

Agora, seja y € fe (Sw) para algum w € C. Como w € Sz para todo x € M seque que

fe (Sw) C fe(Sx) para todo x € M, o que implica que y € fe(Sx) para todo v € M. E,

portanto, y € C' = ﬂMfe (Sx). Agora, sejam Cy e Cy dois conjuntos de controle invarian-
xe

tes para S em M. Entao, para todo x € Cy, temos que fe (Sxz) = fe (Cy). Analogamente,
para todo y € Cy temos que fe (Sy) = fe (Cy). Entao, fe (Sx) Nfe(Sy) # @ e isto im-
plica que fe (C1) Nfe (Cy) # @. Agora, como int (Sy) # & entao, Cy e Cy sao fechados e,
portanto, Cy N Cy diferente do vazio. Entao, pela Proposicao 26, C, = Cs, concluindo a
demonstracao. O

Proposicao 30 Se S € acessivel, entao todo conjunto de controle invariante para S é
fechado. Além disso, se C' é um desses conjuntos entao, int (C') # @ e fe (int (C)) = C.

Demonstracao: Sejam C um conjunto de controle invariante e x € fe (C). Tomando
y € C, temos que fe (Sy) = fe (C'), entao = € fe (Sy). Sabemos que S (fe (Sy)) C fe (Sy),
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entio Sz C fe (Sy) = fe (C). Comoint (Sx) # &, temos que Sx possui pontos interiores, o
que implica que Sx nao pode estar contido apenas na fronteira de C. E, assim, SxNC' # @.
Tomemos ©' € SxNC. Temos que

fe (C) = fe (Sa') C fe (Sx) C fe (C).

Assim, fe (Sx) = fe (C) = fe(fe (C)), para todo x € fe (C), ou seja, fe (C) = fe(Sx) e
ainda, C' C fe (C'). Como C' é mazximal, com relagdo a condi¢ao dos conjuntos de controle
invariantes, temos que C' = fe(C), ou seja, C € fechado. FE, ainda temos que Sz C
fe (C') = C, e como int (Sz) # @ € um aberto em C, seque que int (C') # &. Mostremos
que o int (C') € denso em C. Como C' € fechado, seque que fe (int (C)) C fe (C) = C. Para
a inclusao contrdria, tomemos x € C. Como fe (Sz) = fe (C) = C, temos que Sz C C.
Disto seque que int (Sz) C Sz C C e, entao, int (Sz) € um aberto ndo vazio contido em
C. Assim, dado sx € int (Sx), temos que int (Sxz) é um aberto contendo sx e contido em
C. Assim, temos que sz € int (C), e, portanto,

int (Sx) Cint (C) .

Por outro lado, sabemos que o int (Sz) € denso em Sx (para mais detalhes, ver [6]) e Sz
é denso em C, pela defini¢ao de conjunto de controle invariante. Assim, int (Sz) € denso
em C. Portanto,

fe (C) = C =fe(int (Sx)) C fe (int (C))

concluindo assim a demonstracao. O

Exemplo 27 Considere G = SI(2,R) e o semigrupo S = SIT (2,R). Definimos a se-
guinte acdo sobre RP!
6 : G x RP' — RP*

dada por, ¢ (g,[x]) = g [x] = [gx]. Temos que o conjunto
C= {[([El,l‘g)] € RP1|ZL‘1,5L‘2 2 O}

¢ um congunto de controle invariante para S em RP'. De fato, sejam x = (x1,22) e
y = (y1,y2) elementos de R?, tal que [z],[y] € int (C), e assim, x;,y; > 0, parai = 1,2.
Logo,
Y1
1= (5 )9
1Y2 Za
e ainda,

ot = [ (5 2 ) ()]
o ()] = 1001

Isto mostra que g[z] = [y] e [y] € int (C), e consequentemente int (C') C S [z]| para todo
[z] € int (C). Tomemos agora [x] € C — int (C). Seque que, [x] = [(x1,x2)] deve ter
ao menos um coordenada nula e, portanto, se g € S tal que g tenha todas as entradas
positivas, temos que glx] € int (C). Assim, garantimos que int (C) C S [x], para todo
[z] € C. Desse fato temos que, fe (int (C)) = fe (C) C fe(Sz), para todo x € C. Para
a inclusao contrdria, seja g € S e [x] € C, seque que glz] € C, uma vez que todas as
entradas de g sao nao negativas. Assim, S[x] C C, para todo [x] € C, e consequentemente,
fe (S [x]) C fe (C), para todo [z] € C. Logo, fe (S [z]) = fe (C'), para todo [z] € C. Como C
¢ fechado, seque da Proposi¢ao 28 que C' € um conjunto de controle invariante.

N
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Definiremos a seguir e apresentaremos algumas propriedades sobre o que chamamos
de conjunto de controle efetivo.

Definicao 28 Seja D um conjunto de controle para S e considere o sequinte conjunto
Do = {z € D|z € int(Sz) Nint(S~'z)} .
Dizemos que D € um conjunto de controle efetivo, se Dy # ().
Dizemos que Dy é o conjunto de transitividade de D.

Proposicao 31 Considere D um conjunto de controle efetivo. Entao

(i) D C int(S™'z), para todo = € Dj.

(ii) Doy = int(S~1x) Nint(Sx), para todo x € Dy.
(7i1) Para todo x,y € Dy, existe g € S com gz = y.
(1v) Dy é denso em D.

(v) Do é S-invariante em D, no sentido que hx € Dy se h € S, x € Dy e hx € D.
Demonstragao: (i) Tome y € D e x € Dy. Como z € D e x € int(S™'x), segue que
DnNint (S7'z) # @. Uma vez que y € D e int (S7'z) é uma vizinhanga de x, temos pelo
item (i) Defini¢ao 26 que existe g € S tal que gy € int(S™!). Entao, y € ¢ lint(S~'z) C
int(S~1z).

(1) Suponha que = € Dy e y € int(Sz) Nint(S~'z). Entao, x € Sy e z € S~'y. Segue
que Sz C Sy e S~z C Sy, e assim, int(Sz) C int(Sy) e int(S~tx) C int(S~1y). Logo,

y € int(Sx) Nint(S~'z) C int(Sy) Nint(S'y).

E, portanto, y € Dy. Por outro lado, se z,y € Dy temos por (i) que y € int(S™1x) e
r € int(S™'y). Entao, existe g € S tal que gx = y. Entao, segue que x € int(Sx) e assim,
y = gz € gint(Sz) C int(Sx). Portanto, y € int(Sz) Nint(S~ ).

(ii7) Claramente se x € Dy entdao, x € int (Sz) Nint (S7'z). Assim, Dy C int (Sz) N
int (S~'z) . Por outro lado, dado z € int (Sz)Nint (S~'z), temos por hipotese que x € Dy.
Logo, segue que Dy = int (Sz) Nint (S™'z).

(iv) Tome z € Dy. Como o int(Sx) e int(S~1x) sdo abertos temos,

fe(Dy) = fe(int(Sz)) Nint (S~ z)
Agora, por (i) temos D C int(S™'x). Por outro lado,
D C fe(Sz) C fe(Sint(Sx)) C fe(int(Sz))

Consequentemente D C fe(Dy) e, portanto, D é denso em Dj.
(v) Tome h € S e x € Dy, e suponha que hx € D. Como z € int(Sx) temos que
hx € int(Sz). Por (i) temos que, hx € int(S~'z). Logo, hx € Dy. O

Em particular se M é um espac¢o homogéneo e S é um subsemigrupo de um grupo de
Lie G' com o interior ndo vazio, definimos Cy = {z € D|z € (intS) z} . Existem resultados
parecidos com o descrito acima que podem ser encontrados mais detalhadamentes em [20].

Exemplo 28 Considerando novamente a ag¢ao do Exemplo 27 e o conjunto de controle
C = {[(z1,32)] € RP'|z1,25 > 0}. O conjunto de transitividade de C' serd dado por Co =
Sz, para todo x € R. De fato, como G = SL(2,R) € um grupo de Lie e o espago projetivo
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- A 1 e ~ - A -
RP! pode ser wvisto como o espaco homogéneo S?, onde ~ € a relagao de equivaléncia

definida por,
T~y =Ny, com\eR".

Assim, como Cy é denso em C, tomemos [z] € Cy Nint (C'). Entao, dado g € S temos

N () T ——,

E, portanto, Cy = int (C) .
Proposicao 32 Seja x € M tal que
z € int (Sz) Nint (S~'z).

Entao, existe um 1inico conjunto de controle D tal que x € Dy, que € efetivo.

Demonstragao: E ficil ver que o subconjunto int (Sx) Nint (S~'x) satisfaz as condigoes
i) e i) da Defini¢ao 26. Se aplicarmos o Lema de Zorn, para os conjuntos que satisfazem
essa propriedade e contém x, seque que existe um elemento maximal, digamos D, que €
um conjunto de controle. Este conjunto de controle contém x em seu conjunto de transi-
tividade. Quanto a unicidade, seque da Proposicao 26. O






CAPITULO

4

Acoes de Semigrupos em Fibrados e
Conjuntos de Controle

Neste capitulo, estudaremos o comportamento dos conjuntos de controle nos fibra-
dos principais e nos seus fibrados associados. Sob algumas condigoes, mostramos que a
projecao de um conjunto de controle é um conjunto de controle, e bem como, a imagem
inversa de um conjunto de controle € um conjunto de controle. Mostraremos também que
a interseccao do conjunto de transitividade do conjunto de controle no espaco total do
fibrado associado com uma fibra é o conjunto de transitividade de algum conjunto con-
trole na fibra. Sob certas condigoes, mostraremos que o niimero de conjuntos de controle
invariantes para um semigrupo agindo nas fibras de um fibrado é constante. Para outros
detalhes, damos como referéncia [2].

4.1 Acessibilidade

Inicialmente vamos estudar a acessibilidade para agoes de semigrupos agindo em fibra-
dos principais e nos seus fibrados associados. Como no capitulo 1, se¢ao 1.5, consideremos
Q (M, G) ou simplesmente, (Q um fibrado principal, onde @) é o espago total, M é o es-
paco base e G é o grupo estrutural, e 7 : () — M a projecao candnica. Denotaremos
por E(M,G, F,Q), ou simplesmente por E, o fibrado associado ao fibrado principal @
com fibra tipica F. Assumiremos que os espacos envolvidos @), M, e F' sao variedades
diferenciaveis e G um grupo de Lie. A acao & direita de G em () sera denotada por ga,
com q € @, a € G. Assim, seja Sg um semigrupo de difeomorfismos de () que comuta
com a agao a direita, ou seja, se ¢g € Sg entao,

¢q (qa) = ¢q (9) a, Va € G,

onde assumiremos que ¢g : 7 1 (U) = 71 (V), com U e V abertos de M.
Assim, segue que Sg induz um semigrupo Sy, de difeomorfismos em M, através de
¢g € Sgq, dado por

ou (7 (q)) = 7 (dg () -

De modo analogo, ¢g € Sg induz um difeomorfismo local no fibrado associado, através
da aplicacao
veF —quekE, comz=m(q).

Denotaremos esse difeomorfismo por ¢ € Sg, e assim,
o (qu) = ¢q (q) v-

41
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O semigrupo de difeomorfismos agindo em E seré denotado por Sg.
Pelas afirmacoes acima, a acessibilidade de Sg implica que Sy ¢ acessivel, como mos-
tramos abaixo.

Proposicao 33 Seja Sg um conjunto de difeomorfismos em ). Se Sg € acessivel em Q)
entao, Sy; € acessivel em M.

Demonstracao: Mostraremos que int (Syy) # &, para todoy € M. Como Sg € acessivel,
temos que int (Sgx) # @, para todo x € (). Logo, sabendo que a proje¢ao € uma aplicagio
aberta e ¢ (7 (q)) =7 (Pg (q)), para todo ¢ € Sy € ¢pg € Sg, seque que

7 (int (Sgx)) = int (7 (Sgx)) = int (Sy7 (z)) = int (Spy)

comy =7 (x). E, portanto, int (Syy) # 2. O

Definimos a seguir o conceito de acessibilidade sobre um conjunto de controle.

Definicao 29 Seja D um conjunto de controle efetivo para Sy;. O semigrupo Sg € dito
acessivel sobre D, se para todo q € 7= (Dy)

int (Sgq) N7~ (Dy) # @.
Analogamente, Sg € acessivel sobre D, se para todo u € m— (Dy)
int (Spu) N7t (Dy) # @.

Observemos que fixando ¢ € @, a interseccao Sg (¢) N Q,, com 7 (q) = z, pode ser
vista como o seguinte subconjunto de G

Sq={a € G|3p € Sq, ¢(q) = qa}.

De fato, sejam aq, ay € S,. Entao, ¢ (q) = ga; e ¢ (¢) = qas. Segue que,

q=v(q)a;’

e assim,
¢ (q) =¢ (¥ (q)az") = qas

E, portanto, ¢ (¢ (q)) = ¢ (aiaz2), o que implica que ajas € S,. E assim, segue que S, ¢
um subsemigrupo de G, se S, # &, ou seja, vale a seguinte proposicao:
Proposicao 34 Se S, # @ entao, S, € um subsemigrupo de G.
De forma semelhante, o subconjunto
T, ={a € G3¢ € Sq. ¢(q) = qa € int (Sq)}

¢ identificado com int (Spq) N @, é um semigrupo em G. Podemos relacionar esses dois
conjuntos através da proposicao abaixo.



4. Agoes de Semigrupos em Fibrados e Conjuntos de Controle 43

Proposigao 35 Seja g € Q fixo. Se w(q) = x entdo, T, C int (S,) .
Demonstracao: Seja a € T;,. Entao, existe ¢ € Sg tal que

10) (q) € int (SQq) NQ, C SQq NQs.

Uma vez que int (Sgq) N Q, € aberto, temos que

int (Sgq) N Q. C int ((Sgq) N Q)

para todo a € G. Assim, seque que T, C int (.S,) . O

O lema a seguir mostra a presenca da acessibilidade para S, se T, # .

Lema 2 Seja D C M um conjunto de controle efetivo para Sy, e suponha que Sg €
acessivel sobre D. Seja q € 7' (Dy). Entao, T, # @, o que implica que int (S,) # @.
Demonstragao: Tome ¢q € Sq tal que ¢g (q) € int (Sgq) N7~ (Do) . Entao, seque que
7 (¢g (q)) € Dy, e bem como, x = w(q). Entao, existe g € Sg tal que corresponde a um
difeomorfismo ¥y de M que toma 7 (¢ (q)) e leva este a x, ou seja,

r =1 (7 (dq () = 7 (Vg (dq (0))

de modo que g o¢q pertence a mesma fibra q. Pela escolha de ¢q seque que g (9g (q)) €
int (Sq (q)), uma vez que Vg € difeomorfismo, mostrando T, # &, e entdo, S, tem interior
nao vazio. O

Uma consequéncia relacionada ao Lema 2 é que a acessibilidade de Sg sobre D implica
na acessibilidade de Sél sobre D. De fato, o conjunto

T, ' ={aaeT,}

se identifica com o conjunto int (Sélq) N Q., onde int (Sélq) ¢ nao vazio se, T, # .
Consideremos agora q € ¢ = gqa com a € G, de tal forma que ¢ e ¢’ estejam na mesma
fibra. Logo, teremos o seguinte resultado.

Proposigao 36 Se q e ¢ estio na mesma fibra entao, os semigrupos S, e Sy sao conju-
gados, ou seja,
Sy =a 'S,

coma € G.

Demonstracao: Tome d € S, e consideremos q =
fato, pela Defini¢ao 29, existe ¢pg € Sq tal que ¢g (¢
mesma fibra, seque que

qda ', Temos que, a='S,a C Sy. De
) = qd. Assim, como q e ¢ estio na

qd = ¢q (q) = ¢q (q'a") = ¢ (¢')a™"

seque da igualdade que

q/afld — ¢Q (q/) a*l
ou seja, ¢' (a~da) = ¢ (¢'), e portanto, a~'da € Sy. Logo, S, C a~'Sya, o que implica
aS,at C Sy. A inclusao inversa € feita da mesma forma tomando ¢’ = qa. O

De modo anélogo a resultado anterior, segue a demonstragao do corolario abaixo.
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Corolario 2 Se q e ¢’ estio na mesma fibra entao, os semigrupos T, e Ty sao conjunga-
dos, ou seja,

T,

_ -1
qJ = a Tqa

com a € G.

A seguir, consideremos o fibrado associado E = () X F' da Definicao 16. Temos que
Sg induz um semigrupo de difeomorfismos em £, digamos Sg. Assumiremos aqui que a
acao de GG na fibra é transitiva. Neste caso, a aplicacao

veF —queE,, comaz=m(q)
é uma submersao. Logo, teremos o seguinte resultado.

Proposicao 37 Seja Sg um conjunto de difeomorfismos em Q. Se Sq € acessivel entao,
SE € acessivel.
Demonstracao: Como a aplicacao

veEF — que E,, comz=mr(q)

€ uma submersao seque que

int (Sg (qu)) =int (S¢ (q) v) = int (Sg (¢)) v

para todo x € QQ e v € F. Logo, como Sg € acessivel, temos que Sg € acessivel. O

4.2 Conjuntos de Controle em Fibrados

Nessa secao estudaremos o comportamento dos conjuntos de controle nos fibrados
principais e nos seus fibrados associados. Com as notagoes da secao anterior, comecemos
apresentando o seguinte resultado o qual nos diz que conjuntos de controle sao projetados
em conjuntos de controle, e também, o conjunto de transitividade é projetado dentro de
conjunto de transitividade, ou mais especificamente, temos:

Proposicao 38 Como antes, sejam E um fibrado associado com projegio m: F — M e
Sq, Sg e Su semigrupos de QQ, E e M, respectivamente. Se D C E é um conjunto de
controle para Sg, entao,

(i) Eziste um unico conjunto de controle C'C M para Sy tal que, m (D) C C. Se D é
mvartante entao, C € invariante.

(17) Se D € efetivo entao, C' também € efetivo e (D) C Cy.
Demonstracao: Para ver o item (i), sejam x, y € 7 (D) eu, v € D, tal que 7w (u) =z
e m(v) =y. Logo, existe uma sequéncia ¢F € Sk, tal que ¢F (u) — v, quando n — oc.
Consequentemente,

O (m(u)) =7 (¢ (v)) = 7(v) =y.

Entao, y € fe (Syz). Como x ey foram tomados arbitrariamente, © (D) satisfaz a sequnda
da Defini¢ao 26. E, como w € uma aplicagdo aberta, m (D) tem interior nao vazio. Assim,
pela Proposi¢ao 27, seque que w (D) estd contido em um conjunto de controle para Sy,
digamos C. A unicidade de C' seque da Proposicao 26, uma vez que a intersecao de dois
ou mais conjuntos de controle € vazia. Se D é um conjunto de controle invariante entao,
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dado y € fe (Syx) existe uma sequéncia oM € Sy, tal que oM (y) — z, quando n — oc.
Como y = 7 (v) seque que

o' (y) = o (7 (v) =7 (85 (v))

onde, ¢¥ (v) — u € fe(Spu) = fe (D), uma vez que D € invariante. Assim, seque que
oM (y) — x € fe (C). Portanto, C € invariante.
Para ver o item (ii), tome v € Dy. Entao,

v € int (Sgpv) Nint (Sz'v) .

Isto implica que 7 (v) € int (Sy (v)) Nint (S3'7 (v)), 0 que mostra que 7 (v) € Cy. Logo,
Cy € nao vazio, e C' € efetivo. O

A reciproca da Proposicao 38 é valida se acrescentarmos algumas hipoteses.

Proposicao 39 Seja C' C M um conjunto de controle efetivo para Sy;. Suponha que
a fibra tipica F' € compacta e que Sq € acessivel sobre C. Entao, existe um conjunto de
controle efetivo D C E para Sg, com w (D) C C e 7 (Dy) C Cp.

Demonstracao: Seja x € Cy e ¢ € Q. Sabemos pelo Lema 2, que T, € um semigrupo
aberto e nao vazio de G. Por outro lado, como F' é compacto seque que existe um conjunto
de controle efetivo para T, em F. Assim, existe a € T, e v € F, tal que av = v. Como
qa € int (Sgq) , e a aplicagdov € F — qu € E,, € aberta, seque que (qa)v € int (Sg (qv)).
Dat,

(ga)v = q(av) = qu

onde qu € int (Sg (qv)) . De maneira andloga, mostramos que qu € int (SE1 (qv)) , € assim,
qu € int (Sg (qv)) Nint (S5 (qv)).

Consequentemente, pela Proposicio 32 seque que qu pertence a um conjunto de controle
efetivo, digamos D, para Sg. Assim, pela Poposi¢ao 26 seque que a proje¢io 7 (qu) =« €
Cy, concluindo o resultado. O

Exemplo 29 Consideremos a fibrag¢ao
7: St — RP.

Sabemos pelo Bxemplo 27, que existe um conjunto de controle em RP' para S = SI* (2, R),
dado por
C= {(1'1,1'2) € R]P)1|I'1,£L'2 Z 0} .

Da forma que foi construido o fibrado, temos que Sq € acessivel sobre C. Logo, pela
Proposicio 39, seque que existe um conjunto de controle em S*, digamos D, tal que w (D) C
C. E ainda, como C' € efetivo, (ver Ezemplo 28) seque que D € efetivo e ainda 7 (Do) C Co.

O resultado a seguir mostra como serao os conjuntos de controle na fibra F.

Teorema 2 Seja D C E um conjunto de controle efetivo para Sg. Tome x € M tal que
DNE, # 3 eq€ Qu. Entao, existe um conjunto de controle efetivo A para S, em F tal
que

DyN E, = qAp
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Demonstracao: Consideremos o subconjunto By C F, dado por Dy N E, = qB,. Pela

definicao temos que By é aberto em F, uma vez que Dy é um aberto de F ev € ' —
qu € E,, com x = 7 (q) define um difeomorfismo entre F, e F. Entao, dados vy, v, € B
tome u = qu; e w = quy, com u,w € Dy N E,. Segue que u,w € Dy, e pelo item (v) da
Proposicio 31, existe ¢ € Sp tal que ¢g (qui) = quy. E facil ver que essa aplicacdo fixa
x ao longo da fibra do fibrado principal, entao ¢ (¢) = ga, para algum a € G. Como, em
particular, ¢g € Sg pela afirmacao acima, segue que a € S,. Consequentemente,

qua = ¢p (qvl) = ¢q (Q) v = (qa) U1 =¢q (06?11) .

Assim, av; = v9 mostrando que By C Sz, para todo x € B. E, portanto, existe um
conjunto de controle A para S, tal que By C A, isto é, Dy N E, C gA. Mostraremos
agora que A é efetivo e Dy N E, C qApy. De fato, tome v € By, entao pela construgao
acima v € A e para todo v; € By temos que existe ¢g € int (Sg) e ¥g € int (S;) tal
que ¢g (qu) = qu; e Y (qv) = quv;. Como cada uma dessas aplicages fixa x ao longo
da fibrado principal entdo, podemos escrever ¢g (¢) = qa e g (q) = ¢gb com a € T,
ebeT q_l. Consequentemente, colocando a e b como a aplicacao leva v em v; temos,

By C int (Sgv) Nint (S;'v) e

v € int (Sgv) Nint (S, v) .

Entao, A é efetivo e By C qAp. Para a inclusao contraria, mostraremos que para algum
z € Sgu existe u € Dy tal que z € Sgw e u € Sgz. De fato, neste caso temos que

D C fe(Sgu) C fe (Sgz),
uma vez que u € Sgz, e reciprocamente, para algum w € D, u € fe (Spw) tal que
z € Spu C fe (Spw).

Consequentemente, a condi¢ao de maximilidade dos conjuntos de controle garante que
z € D. Além disso, o fato que z € Sgu, u € Dy implica, pela Proposicao 32, que z € D.
Agora, dado z = qu € ¢Ay, tome u € Dy N E,. Logo, existem a e b € S, tal que av = v;
e bu; = v. Assim, pela definigao de S,, segue que ¢g (¢) = qa ¢ Vg (q) = ¢b, para algum
®0, Vg € Sg. E, portanto, se considerarmos as correspondencias ¢g, g € Sg, nos temos

or (2) = ép (qu) = 0 (q)v=(ga)v =q(av) = qu; = u

Vg (u) =Yg (qu1) =Yg (@) v1 = (gb) vy = qu =2

concluindo a demonstracao. a

Proposicao 40 Seja E um fibrado associado e suponha que para cada q € Q, T, # .
Seja B um conjunto de controle efetivo para T, em F. Entao, existe um conjunto de
controle efetivo D para Sg em E, tal que

qBy=DyNE,

Demonstracao: Seja qu € By e tome u = qu. Entdo, como na demonstracao da Propo-
sicao 39, seja D um conjunto de controle para Sg, tal que u € Dy. Logo, pelo Teorema 2,
seque que qBy = Dy N E,. O
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Proposicao 41 Suponha que Sy € acessivel, e seja C' C M wm conjunto de controle
efetivo. Assuma que para algum x € Cy, existe ¢ € Q, tal que S, age transitivamente em
F. Entao, para algum p € Q tal que w(p) € Cy temos que S, € transitivo em F. Além
disso, Sg ¢ acessivel sobre C e D = w1 (C) € um conjunto de controle efetivo em E e
SE € transitivo sobre Cj.

Demonstragao: Seja y € Cy. Entao, existem ¢pr, 0y € Sy tal que ¢pr(x) = y e
Y (y) = x. Considerando as agoes no fibrado principal Q (M, G) colocamos ¢g (q) = p.
Entao, 1q (p) estd sobre a fibra g, e, logo, existe a € G tal que Vg (p) = ga. Demonstremos
que S, € transitivo sobre F. Para isto, sejam vi,ve € F. Entao, existe b € S, tal que
bavy = ve, uma vez que S, € transitivo em F. Representemos esse elemento de S, por 0
tal que 6 (q) = gb. Assim, notemos que ¢q o 0 o g pertence a Sq, e ainda,

Pqoboq(p) = ¢q o b(qa) = ¢q (gba) = pba

seque que ba € S,. E, consequentemente vy € Syv1, provando assim que S, € transitivo.
Como y € Cy foi tomado arbitrariamente e S,, = a~'S,a, seque a primeira parte da
Proposigao. Agora, como Sg € transitivo em 7~ (Cy), temos 7! (Cy) C Sgu, para todo
u € 7 1(Cy). Em particular, Sg € acessivel sobre C. Tomando o fecho e usando as
igualdades fe (C') = fe (Cy) e 71 (fe (Cy)) = fe (m~1 (Cy)) , temos as sequintes inclusoes

7 (C) Cca (fe(C)) C fe (n" (Co)) C fe(Spu)
para todo uw € w1 (Cy) . Por outro lado, se w(v) € C entao,
SgvNa(Cy) # @
e a iclusao actma tmplica que
71 (C) C fe(Sgv).

Isto mostra que w1 (C) € um conjunto de controle efetivo, digamos D', para Sg. Entre-
tanto, a Proposi¢ao 40, garante a existéncia de um conjunto de controle D, com E, C Dy

e (D) C C, tal que, D C 71 (C). Assim,
DcrtC)cD

e portanto, D = w1 (C) . O

Um caso particular da Proposigao 41 se aplica quando o grupo estrutural G é compacto,
como vemos no corolario abaixo.

Corolario 3 Seja Q um fibrado principal tal que o grupo estrutural G seja compacto.
Considere C' C M um conjunto de controle efetivo para Sy, tal que Sg € acessivel sobre
C e n ' (Cy) seja conexo. Entao, 7~ (C) é um conjunto de controle efetivo para Sg em
Q e Sq € transitivo sobre Cy.

Demonstracao: Seja ¢ € Q tal que 7(q) € Cy. Como T, é um semigrupo com interior
nao vazio em G entao, a componente da identidade de G, digamos Gy, estd contida em
T,, ou seja, Gy C T,. Isto implica que 1 € T, e q € int (Sgq). Visto que ¢ € 7= (Cy) €
arbitrdrio, temos que SgpNm—* (Cy) € aberto, para todo p € 7' (Cy) . Consequentemente,
como w1 (Cy) € conexo, seque que Sop N7 ' (Cy) = 71 (Co), para todo p € 7 (Cy).
E, portanto, Sg € transitivo sobre Cj. O
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4.3 Conjuntos de Controle Invariantes

Nesta se¢ao, estudaremos o comportamento dos conjuntos de controle invariantes sobre
as fibras. Sabemos que os conjuntos de controle invariantes para Sg sao projetados dentro
de conjuntos de controle invariantes em M pela Proposicao 38. Assim, analisaremos a
estrutura desses conjuntos de controle invariantes em M. Admitimos aqui que a fibra
tipica F' é compacta e que os conjuntos de controle invariantes sao tomados no espaco base
M, ou seja, C' C M. Dado o semigrupo S, C G, com ¢ € (), mostraremos que sob certas
hipéteses e, que o ntimero de conjuntos de controle invariantes para S, é constante sobre
a fibra tipica, e bem como, que este niimero é igual ao nimero de conjuntos de controle
invariantes para Sg sobre um conjunto de controle em M. Denotaremos esse numero de
conjuntos de controle invariantes por ic (S,) e usaremos a notacao CJ, j = 1,...,ic(S,).

Notemos que a aplicacao

veF —queE,, comz=m(q)
define os seguintes subconjuntos
qC) C E,, j=1,...,ic(S,).

Esses subconjuntos serao construidos através de blocos de conjuntos de controles invari-
antes sobre C. Notemos que esses conjuntos sao independentes de g € () sobre a fibra x.
De fato, se ¢’ = qa entdo, pela Proposi¢ao 36 temos que S, = a~S,a. Entdo os conjuntos
de controle invariantes para S, na fibra F' sao subconjuntos da forma

J o =1y
Cq,—a Cq.

De fato, . ' '
qC), = qa'Cl=qC]

e, portanto, para x € M temos,
Cl=qCl, j=1,...,ic(S,).
A seguir, consideremos os seguintes lemas.

Lema 3 Sejam z,y € Cy e tome ¢ € Sq tal que ¢ (Q,) = Q. Dado q, € Q coloqguemos
¢ (qz) = qy. Seja ng um congunto de controle invariante para Sg,. Entao, para todo
ve i, temos Ci C fe(S,, (v)).

Demonstragao: Seja w € C,, e demonstremos que existe uma sequéncia (by),~, em Sy,
com by — w, quando k — oo. Como Sy € transitivo em Cy, existe 1 € Sg tal que
Yo ¢ (q) € Q. Entao, seja a € G de forma que ¢ o ¢ (q;) = qza. Assim, a € S,,, com
av € ng. Seque que w € ng, e assim podemos tomar um sequéncia (ak)k21 € Sy, com
axav — w, quando k — oo. Seja by = ara. Temos que by € Sy, para ver isto definimos
(o (Qx) = qzQx, com Y € SQ' Assim,

porprorh(qy) =doro(¢(qm)) = o1 (gea) = ¢ (grara) = gyaza.

Logo, by, = axa € S,,, concluindo a demonstragao. O
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Lema 4 Com as notacoes do Lema 3, C,, estd contido em um conjunto de controle
invariante para Sy, .

Demonstragao: Seja v € C) . A afirmagao de F' ser compacto implica na existéncia
de um conjunto de controle invariante para Sy, contido em fe (S,,) (Para outros detalhes
veja [1]). Denote esse conjunto de controle invariante por Cy,. Como S, tem interior
contido em G, C,, tem interior nao vazio, mais precisamente Cq, NSy, (v) # @, e existe
be Sy, combv e Cy. Afirmamos que existe b tal que b' € Sy, e b'bv € Cy,. De fato,

potpo) (q) = qub'b= ¢ (q:) b'b = ¢ (g,0'b)

entdo, o' 0 ¢ (qz) = q:b'b e b'b € Sy,. Logo, temos que V'bv € C} , uma vez que v € CJ.
Isto mostra a afirmacgao acima. Assim, a partir da escolha de b seque que b'bv € C’gz NCy, -
Tomando w = b'bv pelo Lema 3,

ng C fe (quw) =y,
provando a existéncia do conjunto de controle invariante. A unicidade seque diretamente
da Proposi¢cao 26. O

Lembramos que ¢ (qu) = ¢g (¢)v para ¢ € Q e v € F. Entao, se CJ = qugz e
Cy, = ¢,C,, com C, um conjunto de controle invariante como no Lema 4, tomemos ¢
€ S como no Lema 4, temos

(b (ngg) = (b (Q:chz) = ¢ (%ﬁ) qu C Qquy-

Portanto, a aplicagao ¢ leva o subconjunto C? dentro de subconjuntos da forma C; = quéy
parai=1,...,ic (qu) .

Lema 5 Seja ¢ € Sg como nos lemas anteriores, com q, = ¢ (q,). Tome CJ, e suponha
que CJ ¢ tal que ¢ (C]) C CJ. Entdao,

(i) Se ¢ € Sg com ¥ : B, — E, entio, ¢ (C) C CI.

(i) Se ¢’ € Sp com ¢' : E, — E, entao, ¢' (C}) C Cj.
Demonstracao: Como anteriormente sejam q, e q, sobre a fibra x ey respectivamente,
tal que ¢ (¢;) = qy. Sep € como em (i) entdo a aplicagio da fibra em y leva sobre a fibra
em x, e Yo leva x sobre a sua fibra. Como a aplicagao estd em Sq nos temos que existe
a € S,,, tal que Y o ¢ (q,) = qea. Agora, tomando w € ng. Temos,

Y (qyw) =¥ (qy) w =Y 0 ¢ (q) w = graw.

Consequentemente, 1 (qyw) € C’% Entretantq, QW € CZ uma vez que gw = ¢ (gyw) e
pela afirmagdo que ¢ (C}) C Cj. Entao, (C’;) NCI # @. E, portanto, (i) seque do Lema
4, aplicado a 1. O item (ii) é andlogo a (i) apenas trocando v no lugar de ¢ e ¢' no lugar
de . O

Como consequéncia dos Lemas 4 e 5 temos o seguinte resultado.

Teorema 3 Seja C' C M um conjunto de controle invariante para Sy, e assuma que Sg
¢ acessivel sobre C. Assuma também que a fibra F' é compacta. Entao,

(¢) ic (S,) € constante em fungdo de q € 7= (Cy) .

(17) Existem conjuntos de controle invariantes para Sg sobre C, e este nimero é igual

aic(S,).
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(ii1) Para todo conjunto de controle invariante D C 7= (C) para Sg e ¢ € Q
DNE, =¢B,

onde x =7 (q) e B é um conjunto de controle invariante para S, em F.
Demonstragao: Pelo Lema 5, temos que ic (S,,) = ic (S,,) entdo (i) seque da transi-
tividade de Sy em Cy e a invaridncia de ic (S,) com q variando na fibra fizada. Agora,
tome x € Cy e algum C? C E,. Se qu € CJ entao, pelo Lema 5 para cada y € Cy existe
um tinico C com CJ N Sp (qu) # . Entdo, tomando

= u
y€Co
seque que C9 é Sg-invariante pelo Lema 5. Consequentemente, fe (C7) é também Sg-
invariante e fe (Sg (u)) = fe(C7) para todo u € fe(CY). Isto mostra que fe (C7) é um
conjunto de controle invariante. Pelo Teorema 2 sua interseccao com uma a fibra E,,
x € Cp, € imagem da aplicagao v € F' — qu € E,, de um conjunto de controle para S,.
Assim, pela construgao, CI estd contido em fe (C?) se x € Cy e

fe (C?')NE, =C}

e, portanto, temos assim ic (S,) diferentes conjuntos de controle invariantes para Sg. Por
fim, seja D um conjunto de controle invariante para Sg tal que m (D) C C. A invaridncia
de implica que w (D) = C. Tome u € D tal que 7w (u) € Co, com u = qu, onde q € Q
ev € F. Entao, a compacidade de F' garante a existéncia de um conjunto de controle
invariante para S, que satisfaz Syv. Mas, ¢S,v C Sg(qu), o que implica que para algum
C? acima Sg (qu) N C7 # @, isto é, C N C7 # & entio, C = C7, demonstrando assim o
resultado. a
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