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INTRODUÇÃO

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo de polinômios

ortogonais, frações contínuas, e sequências encadeadas. Ele foi

organizado em cinco capítulos, na mesma ordem acima, sendo que o

primeiro é introdutório e o último é sobre algumas aplicações de

sequências encadeadas. Esta ordem foi escolhida naturalmente, onde cada

capítulo, a partir do segundo será usado nos capítulos posteriores.

No segundo capítulo fazemos um estudo básico de polinômios

ortogonais: definições, propriedades e alguns resultados sobre os zeros

destes polinômios. Existe uma extensa literatura a respeito dessa

classe especial de funções, dentre os quais podemos citar: Gabor Szegõ

[1938], Orthogonal Polinomials; T.S. Chihara [1978], An Introduction to

Orthogonal Polynomials. O segundo, foi bastante usado nesse trabalho,

por ser mais recente e estar mais voltado para o que pretendemos

apresentar aqui. Os polinômios ortogonais têm sido assunto de pesquisa

para muitos matemáticos e muitas publicações tem ocorrido nessa área

(ver, por exemplo [1,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,19,20,28,29]). Segundo

Szegôo (ver [27]), estes polinômios também tem aplicações em mecânica

quântica e estatística matemática. Atualmente, alguns matemáticos como

Chihara [9], [10]; E. A. Van Doorn [29, pg.261]; L. Jacobsen [16] têm

usado as sequências encadeadas (capítulo IV e V) para obter informações

a respeito dos zeros desses polinômios.
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No terceiro capítulo estudaremos, de maneira bastante breve as

frações contínuas e algumas de suas relações com polinômios ortogonais.

Estudaremos algumas propriedades de convergência e daremos informações

a respeito das J­frações, que é um tipo especial de fração contínua.

Historiadores (ver [2] e [17]) apontam Rafael Bombelli, da Bologna,

como o iniciador das frações contínuas. O seu Tratado de Álgebra de
4

6 +

6

1572 aproximava Y 13 como 3 + r

Outros matemáticos que estudaram esse assunto dando, assim, suas

contribuições foram: Pietro Antonio Cataldi [1548 ­ 1626] da Bologna;

Daniel Schenter (1585 ­ 1636) da Altdorf ­ Alemanha; Lord Brouncker

(1620 ­ 1686) da Royal Society, Inglaterra; John Wallis (1616 ­ 1703)

da Inglaterra. Entretanto, quem formalizou ou cuidou da teoria como um

corpo foram: Christian Huyghens (1629 ­ 1695); Euler (1707 ­ 1783);

Lambert (1728 ­ 1777) e Lagrange (1736 ­ 1813). Outros textos mais

recentes de frações contínuas e suas aplicações ( ver Sri Ranga [22])

são os de: Wall [1948]; Khovanskii [1963]; Jones e Thron [1980]. Dentre

algumas das aplicações de frações contínuas estão (ver Jones e Thron

[17]): localização de zeros e pontos singulares, determinação de

polinômios estáveis, aceleração de convergência, somatórios de séries

divergentes, e problemas de momentos.

No quarto capítulo estudaremos sequências que satisfazem as

condições:

i) Osg <1 e o<g <1, n=1,o

ii) a = (1­ Ena? n2=1.

Existindo as sequências fal, e [0:0 N satisfazendo (1) e (ii)
acima, dizemos que (a ) é uma sequência encadeada e (tg) é uma
sequência de parâmetros para (a ).
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Segundo Chihara [10], as sequências encadeadas surgiram em certas

frações contínuas nos estudos de Van Vleck por volta de 1900, e cuja

teoria foi formalizada por Wall (ver [30]). Nosso objetivo neste

capítulo, é estudar as propriedades gerais de sequências encadeadas e

no capítulo cinco, aplicá­las para obter informações quanto aos zeros

de polinômios que satisfazem relações de recorrência. Como referência

para malores estudos sobre sequências encadeadas podemos indicar Wall

[1944] Analytic Theory of Continued Fractions Cap. III pg. 79. Ver

também Chihara [1978] An Introduction to Orthogonal Polynomials, e as

referências citadas no final deste trabalho, como por exemplo [16] e

[29].

No capítulo cinco além de sequências encadeadas serão bastante

usados resultados de frações contínuas desenvolvidos no capítulo III, e

polinômios ortogonais, desenvolvidos no capítulo II. O desenvolvimento

deste capítulo só foi possível graças ao esforço do Professor Ranga que

já havia estudado os polinômios similares mencionados neste capítulo e

tem usado as sequências encadeadas para obter informações sobre os

zeros dos mesmos.
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CAPÍTULO II

POLINôMIOS ORTOGONAIS

2.1. Introdução.

Neste capítulo, faremos um breve estudo de polinômios ortogonais:

daremos a definição e estudaremos suas propriedades mais importantes.

Seja w(x) uma função integrável e não negativa num intervalo

(a,b). Assumimos que w(x) não é identicamente nula em (a,b) e que os

momentos

p= fo w(x)dx, n=0,1,2,...
a

sejam todos finitos. Nestas condições, wWw(x) será chamada de função

peso.

Dizemos que uma sequência de polinômios (PL é um sistema
de polinômios ortogonais no intervalo (a,b) com relação à função peso

W(x) se:

i) P (x) é de grau n

ii) Di PO) P (x) w(x) dx = O, param*t mn.

Seja f uma função integrável no intervalo (a,b), em relação à

função peso w(x). Definimos o operador 24 por:

b

If] = | f(x) w(x) dx.
a

É fácil mostrar que 2 é um operador linear. Notemos que

un” Di x w(x) dx = 2[x'], n= 0,1,2,..
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SS P(xX) P (x) w(x) dx = £[P (x)P (x)].
a m n m n

A seguir, vamos generalizar a idéia do operador linear dada acima,

e baseado nele considerarmos o estudo de polinômios ortogonais.
Embora o estudo que está descrito neste capítulo teve sua origem na

década de 20, foi bastante explorado por Chihara no seu livro [S].

Definição: Sejam 1) uma sequência de números complexos e £2 uma
função complexa definida por:

Axl: no n=0,1,2,...

Então Z é chamado funcional de momento determinado pela sequência

de momentos formal tu). O número n. é chamado de momento de ordem n,
em relação ao operador Z£.

Vemos que:

lan (x) + a 1 (x)] = a LIT (x)] + a LT (x),

para todos os números complexos a e todo polinômio Tn (x), i=1,2.
Logo, £ é um Funcional linear.

Usando a definição acima, podemos reescrever nossa definição de

polinômios ortogonais da seguinte maneira:

Seja (P (x) uma sequência de polinômios, tal que,

i) P (x) é um polinômio de grau n e,

ii) 4[P(Xx)P(x))] = k8S ,
m n n mn
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Dizemos, então, que (PD) é um sistema de polinômios ortogonais
com relação ao funcional de momento Z£.

Abreviaremos Sistema de Polinômios Ortogonais por SPO. Se k, = 1]

na definição acima, dizemos que (P (CO) é um Sistema de Polinômios
Ortonormais.

2.2. Alguns Resultados Básicos.

Teorema 2.2.1: Sejam £ um funcional de momento e (P (0) um sistema
de polinômios. Então, os seguintes itens são equivalentes:

a) (P (x) é um SPO com relação a £,

b) LITX)P (x)) = O para todo polinômio N(x) de grau m < n e

LITMOOP (x)) * 0, se m=n,
c) x P(xX)I=kS ,comk 0, para m=0,1,2,...,n

n n mn n

( a » b ): Seja (P (xD) um SPO para £. Então,

(POD, P(X), ...,P (X)) formam uma base para o espaço dos

polinômios de grau menor ou igual a m, pois P (x) é um polinômio de
grau k.

Como T(x) é um polinômio de grau m, podemos escrever

Mx) = > e Px),
k=0O

onde Cc, é diferente de zero. Logo, pela linearidade de £,

O, se

LIMP (O0] = > c£LIP(OP(] = | 2

— c £[P(x)], se

Como e, * O e LIPOX))] * O, segue o resultado.
(bsc): Desde que x é um polinômio de grau m temos imediatamente
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O,LX” P (x)) = Í
k 0, sem=n,

n

que é o resultado desejado.

( c=sa): Como x é um polinômio de grau m e P (x) de grau n,
m

escrevendo P (x) = ax temos LP (x)P (x)] =)Y a Lx P Ox), que
r=0O r=0O

leva imediatamente ao resultado. Logo, (P (x) é um SPO com relação à
Ls.

Pelo teorema 2.2.1, se T(x) é um polinômio de grau n existem

constantes SM tais que,

.

LITOOP, OO](2.2.1) Nx) = > e Px), sã
k=O LIPÉCX)]

Teorema 2.2.2: Se (P (x)) é um SPO com relação a £, então cada P (x)
é unicamente determinado a menos de um fator arbitrário não nulo. Isto

é, se (0 (x)) é também um SPO com relação a £Z, então existem constantes
c * O, tais que, Q(xX) = c P (x), para n=1,2,..

n n non

Prova: Se Q (x) é um SPO com relação a £Z então, pelo teorema 2.2.1,

LSIP(XQ(X)] =kô , para mS$n,
m n nmnn

onde k * O.
n

Na equação (2.2.1) fazendo T(x) = Q (x) temos:

£IP (x)Q (x)] = c £[Pº(x)] =kô. msn

Mas, LIPC(X)) * O. Portanto e, O, param<n e ce * O. =

Observações:

1) Se (P (x) é um SPO com relação a £ então, (e P (x) também
será para toda sequência de constantes e. não nulas.
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2) Se P (x) são polinômios mônicos (coeficiente do termo de
maior grau igual a unidade) então, o SPO será referido como SPO

mônico.

3) Se (P (x)) é um SPO para £Z então, (P (x) é também um SPO para
todo funcional de momento É, tal que:

Lx] = célx'], n= 0,1,2,...

onde c é uma constante diferente de zero.

2.3. Existência de SPO.

Com a sequência 4) definimos

para n * O,

Teorema 2.3.1: Seja Z£ um funcional de momento dado pela sequência

tn). Então, existe um SPO para £Z se, e somente se, a * O para todo
nz=o.

Prova: Escrevemos

k

PCx) = e”
k=O

Pelo teorema 2.2.1, vemos que a condição de ortogonal idade

n

(2.3.1) XP PO01 =) e uu =k k *0,msn,
n nk mn nk+m

k=O

é um sistema de n+1 equações lineares a n+1 incógnitas. Ou seja,
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k
n

Como existe um SPO para £ unicamente determinado pela constante

k então, a * O no sistema (2.3.2), para nz O.

Reciprocamente, se a * O então, para k * O arbitrários,
(2.3.2) terá solução única. Portanto, existe P (x) satisfazendo
AX POD] =kô. E

Usando a regra de Cramer é fácil mostrar que:

kA
n n­1

(2.3.3) *+ O, para n=!1.
A

n

Definição: £ é chamado um funcional de momento quase definido se

4 * O, para todo nz O,
Observamos que se Z é quase definido então, sempre existe um

correspondente SPO.

Teorema 2.3.2: Seja (P OO) um SPO para 4. Então, para qualquer
polinômio 71 (x) de grau n,

ac À

LIT (x)P (x)] = a [xP (x)] = — =, com À = 1,
n n n n

A
­1

n­1

onde a. denota o coeficiente do termo de maior grau de 1 (x) & OC

denota o coeficiente do termo de maior grau de P (x).

Prova: Escrevemos 1 (x) = ax + 1,09, onde 1 (x) é um polinômio
de grau n­1. Então,

LIM (x)P (x)] = £[(ax"M,  (x))P (x)]
= a £[xP (x)]) + 2  OOP (OO)
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onde k. é dado por (2.3.1). Usando a relação (2.3.3) segue o resultado
do teorema. ­

Definição: Um funcional de momento 2 é chamado positivo

definido se £Z[N(x)] > O, para todo polinômio N(x) não identicamente

nulo e não negativo, para todo x real.

Se Z é positivo definido, segue imediatamente que un, = ex") >2O
para k = O, Podemos mostrar também que Ho, ER, para kz O,

Quando £Z é positivo definido o método de Gram­Schmidt pode ser

usado para construir um correspondente sistema de polinômios

ortonormais reais, como segue.

Primeiramente definimos:
­1/2

Px) =, >O.

Então,

LIpICXO] = eu = pel = O.
A seguir, construímos

P (x) =x­ ap (x).
Logo,

Lp (x)P (x)] = xp (x)] ­ atíp(x)] = O, se a= xp].
Com esta escolha de a, definimos:

p(x) = (LP 001)? P(x).
Daí,

­1/2

LIp (x)p,(x)] = LI p COI PEÉCO 1) Pp(x)]
­1/2

= (LIPOO]) Ep (xX)P 0] = O.
Além disso,

­1/2 =1

LIpOX)] = LI ALIPECXI1) Pp XI] = (IPOD) LIPECX)1= 1.
Notamos que Px) e Pp (x) são polinômios reaís.

Suponhamos que PRÓX), p, CX), 1... p (X) foram construídos, de modo
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p (x) é polinômio real de grau i e,

£[p (x)p,(x)] = õ ; para 1,j=0O,1l,...,n.J

Def inimos:

n

A éP(* =x ENTE
k=0O

onde, a, * ex" Pp OO]. Então, P (x) é um polinômio de grau n+1,n+1

satisfazendo:

n

=
n+1

­ = ­Lp ,0P,, 00] elx p,(x)] 2 Px TP COR o! a

para j = O,1,...,n

Def iníimos:

2
­1/2

Paea*? " (P 1,1) P1(X):

Então, Pp, * é um polinômio real de grau n+1, onde:
­1/2

—

2
— —2 p x) p, , 00] = Up (xP, 001) P 00] = 0, j= O0,1,...n

e

Lp2 ,(x)] = LEALIPE00) O) PÉ (0) = 1.
Portanto, (p (OD), da maneira como foram construídos, formam um

sistema de polinômios ortonormais reais com relação ao operador 2.

Lema 2.3.1: Seja N(x) não negativo para todo x real. Então, existem

polinômios p(x) e q(x), tais que:

Mx) = p(x) + q(x).

Prova: Se II(x) = O para todo x real então, N(x) é um polinômio real com

seus zeros reais tendo multiplicidade par e, os não reais, ocorrendo em

pares conjugados.

Desta forma, escrevemos:
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— 2
— — —Mx) = r eo] Tex (a, + B 21x (a, Bi»),

k=O

onde r(x) é um polinômio real e, a, e Ê, são números reais.

Vemos que:

ea ­a ­ Bi) = A(x)+ iB(x),
k=O

onde A(x) e B(x) são polinômios reais. Então,

Mx) = r (x)(A(x) + B(x)) = r (x)A (x) + r(x)B (x).

Portanto, TO) =p(x)+q(x). NM

Teorema 2.3.3: Z é positivo definido se, e somente se, seus momentos

são reais e 4 > O, para nz*=0O.
Prova: Se Z é positivo definido então, seus momentos são reais e um

SPO, (P CO), para 2 existe. Por simplicidade, vamos Supor que P (x)
são mônicos. Temos então, pelo teorema 2.3.2, que

A

o< LP] = ——, para todo n = 1.
A

n­1

Portanto, A > O.

Reciprocamente, se n. é real e A > O, para n = O, então, pelo

teorema 2.3.1, existe um SPO, (PD), para £. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que P (x) é mônico.

Seja p(x) um polinômio de graum. Então, podemos escrever

p(x) = > a P (x),
k=O

onde a, são todos reais e a * O. Logo,m
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m m

LIPºOX)] = ALICE apOOY1 = Catho] > O,
k=O k=O

e, pelo lema 2.3.1, segue que £ é positivo definido. E

Teorema 2.3.4: Seja (P (x)) un SPO para £Z. Se P (x) é real e
LIP*(x)] > O, então, £ é positivo definido.
Prova: Seja N(x) > O um polinômio real para todo x real. Então,

Mx) = p(x) + q(x).

Aplicando £Z, temos

LIMOX)] = Lp (X)] + LUq Ox))]
onde, p(x) e qg(x) são polinômios reais. Podemos escrever, para p(x) e

q(x),

n n

p(x)= YaP(x) q(x)= Eb P(x).
k=1 k=1

LITMOX)] =
n

k=

n

aterPéCoO) + E DIeIPOO! > O.
o

Portanto, £ é positivo definido. E

2.4. Fórmula de Recorrência

Teorema 2.4.1: Sejam £Z um funcional de momento quase definido

e (P (x)) o correspondente SPO mônico. Então, existem constantes c, €
À, * O, tais que,

(2.4.1) P(x)=(x­c)P  (x)­2aP (x), n=1,

onde P (x) = O, Se £ é positivo definido, então e, é real e Ansa O,
para n = 1. (a, é arbitrário).
Prova: Sendo xP. (x) de grau n, temos, pela relação (2.2.1),
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xP (x) =) a P (x),
k=0O

LxP, (xP OO)
elPrx)!

Mas, pelo teorema 2.2.1, temos 2, = O, para O sk * n­3, n = 1.

Escrevendo à = c e à = A, temos a relação (2.4.1).
n,n­1 n n,n­2 n

Para n = 2, multiplicando a equação (2.4.1) por x”? e aplicando

£, temos:

LEXPP OO] = 2EXP OO] = e2EDTP, 00] = a EXP 00].n­1 n­1

Logo,

0=&[xX"'P (x)]­ a LEX PP (x)],n­1i n­2

e pelo teorema 2.3.2 obtemos, para n = 2,

xP (OO) A

(2.4.2)
nº

= » (A =O).
exP OO] a? 7

n­2 n­2

Portanto, se 2 é quase definido, À, * O para n*= 1, ao passo que,

se £ é positivo definido e os momentos são todos reais, Ares > O,
para n*= |.

Obviamente, e. será real se P (x) for real. E

Desde que x é um polinômio de grau n, podemos escrevê­lo como

combinação linear dos polinômios ortogonais mônicos P (x), P(X),

P (x). Isto é,
no.x. P (x) + a ,P ,00) +10. + a P(*).

Desta forma, obtemos:

(2.4.3) LIXP OO] = 2IPOOL, não.

De (2.4.2), obtemos então, para dA,
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LIPX)]
(2.4.4) A =

P

LEPºOX))]
Temos, da relação (2.4.4),

LIPºOX)] = à EPA OO),
o que fornece:

(2.4.5) LEPºCX)) = 2 Ao,12 «e

onde tomamos A = u!1u = A.
1 o fo)

Multiplicando a relação de recorrência (2.4.1) por PÇ x) e
aplicando £Z, obtemos:

LIP (x)P(x))= &L[xPº(X)] ­ c&2[PºOX)] ­ A LIP (X)P OX).
|

n­1 n n­1 n n­1 n n­2 n­1

Como &£[P (x)P (x)] e SIP (x)P (x)]l são ambos iguais a
nº­1 n n­2 n­1

zero temos:

LIXP ? (x)]
(2.4.6) c = ——,

LIP “(x)]
n­1

Se escrevemos

n

­

kP (x) = > cão
k=O0

temos, de (2.4.1),

= .c
n,n­1 n­1,n­1

O que permite obter a relação:

(2.4.7) c =­(c tc t... + cc).n,n­1 n

Se (P (xD) não for um SPO mônico, então, na fórmula de recorrência
(2.4.1), temos:

(2.4.8) P (x)=(Ax+ B)P(x)­CP (x), para n=0O.
n n n n n­1n+1
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Se P (x) = k P (*) onde P (x) é mônico, é fácil mostrar que:
­1 C=2a ­1Cc , ,

n+1 n nel n n+1 n­1 n+1l

onde, ce dA, são dados por (2.4.4) e (2.4.6), e k = 1,

Definição: Um funcional de momento é chamado simétrico se todos os seus

momentos de ordem ímpar são nulos.

Teorema 2.4.2: Seja (P (x)) um SPO mônico com relação ao funcional de
momento quase definido Z. Então, os itens seguintes são equivalentes:

a) LS é simétrico,

b) P(­x)=(­1)"P(x), para nz O,
c) Na correspondente fórmula de recorrência (2.4.1) ec, O, para

n=|l

Prova: Vamos provar que à) eb) e c).

a) > b): Seja £ simétrico. Então, 2Z[IN(­x)J]= £ZITMÓX)] para

qualquer polinômio TI(x). Assim,

LP (­x)P (­x)] = LP (x)P (x)] = O, m* n.

Logo, pela unicidade de polinômios ortogonais, P (=x) = a P (x), onde
a. é constante.

Sendo P (x) mônico, pelo princípio da identidade de polinômios,
temos a= (­1)”. Portanto,

P(­x) = (­1)"P (x), para n > O.

b) >» a): Se P (x) = (­1)"P (x) então, P (x) só tem potências
impares quando n é ímpar.

Desta forma, P (x) = x e, tomando P (x) = 1], temos

oO = LP Ox)P (x)] = IP (x) =.
Portanto, un, o.

Suponhamos que un., O, para n%* k e mostremos que Bo, P O. Desde1 1

que
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segue que

­

2k+1

LP OP, 00] = Lx +a

+a trt... ta .Pons 2k­1Poxn1 ah

Logo, Ho, 7 O. Por indução, n. é zero para todo n ímpar e, portanto,
L é simétrico.

b) > c): Temos, de (2.4.1),

P(­x)= (­x­c)P (­x)­ AP (­x)
n n n­l n n­2

=­(xtc)P (­x)­ AP (­x).
n n­1li n n­2

Multiplicando a última igualdade por (­1)", obtemos:

(­1)"P (x) = (­1)º(x +c0)P (x) ­a (DP (X).
n n n­i n n­2

Tomando Q (x) = ­1)"P (x), temos:

Q(xX)=(x+c)Q (x)­AQ (x).
n n n­1i n n­2

Subtraindo a relação de recorrência acima de (2.4.1), obtemos:

Q(x)­P(x)=(xtcIQ (x»)­AQ (x)­(xcI)P (x»)+AP (XxX).
n n n n­i n n­2 n n­1l n n­2

Desta forma, se Q (x) = (­1)"P (x) P (O), n*=0, temos
O = 20 P ,(*), para n2= 1 e qualquer x real.

Portanto, e. = O,

c) = b): Se c = 0, QO) (­1)"P (x) e P(x) têm a mesma
relação de recorrência.

Desde que P (x) = Q (x) e P (x) = Q,(x), temos,

imediatamente, que Q (x) = P (x) para todo n. Portanto,

P(­x) = (­1)"P (x). =
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Teorema 2.4.3: (Teorema de Favard).

Se jam (te) e O) sequências arbitrárias de números complexos e
(P (x)) definido pela fórmula de recorrência:

P(x)= (x­ c)P (x»)­2AP (X),
n n n­1l n n­2

P (x) = O e P (x) = ],

Então, existe um único funcional de momento 72, tal que 2/1) = Ap

e L[P (x)P (x)] = O, para nt n, m,n=0,1,2,...

£ é quase definido e (P (x) é o correspondente SPO mônico se, e

somente se, A, * O, n= 1. Além disso, 2 é positivo definido se, e

somente se, Cc. é real e A, >? O, para n = 1.
Prova: Definiremos o funcional de momento £ indutivamente por:

£LI1) = un, Ap £[P O] O, n=1,2,3,...

Isto é, construiremos £Z[x'] = ps mn 1,2,..., da seguinte forma:
Temos, de (2.4.9), que P (x) =x­ce portanto, de

os £[P (x)] = [x ­ e),

obtemos Lx) = n=cu cc,

* Novamente, de (2.4.9),

P (x) (x ­ e )P (x) ­ a PÇ ÓX)
2

x (ec *+ Cc )x + (ce, dd,
e, com isso, temos:

Os= IPOD) = Lx) ­ (e + Cc JU, + (ce, ­ 2 Ho:

2 — ­— ­— —Ux) = n,= (e + cu, (cc, à do:

Continuando dessa forma obtemos os valores de Basico
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dependem dos valores de e, mn z le Ay n*=|j1.
Ver i ficaremos, agora, que em relação ao funcional de momento

construído dessa forma, os polinômios (P (x) formam um SPO.

Obviamente, LP (x)] = 0, n2 1.

Da relação de recorrência (2.4.9), temos:

(2.4.10) xP (x) = Pn+1
(x) +c P(x)+aA P (x).

n+i n n+1 n­1

Aplicando £ nesta relação, obtemos imediatamente:

LIxP (xD) = O, n=2?.

Com este resultado, multiplicando (2.4.10) por x e aplicando £,

obtemos:

Lx P(xX)J=0, n=3.

Continuando desta forma, então, obtemos:

ex” P(x)J=0, n=kHl.
É fácil ver que estes resultados podem ser escritos como

(2.4.11) LX PO)]=0, Osk<n n=l.

Agora, de (2.4.10), podemos ver que

Lx” P (x!) = AEE P (x))n­1i

Portanto

AxP(OX)J=2A ALLA TO,
n n+1 n 1

isto é, Z é quase definido, se e somente se, À, *+ O, n= 1.
Finalmente, se c, n*=* 1, e A, n2= 1, são reais, os momentos

n n

também serão reais. Obtemos então, da última relação, que 2 é positivo

definido se, e somente se, À, > O para n= 1. =
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O teorema original considerado por Favard em 1935, tratava somente

o caso positivo definido.

Teorema 2.4.4: Se P (x) satisfaz a relação de recorrência (2.4.9) com

A, * O, para n*= 1, então,

= POXIP (u) POP O) = POOP (1)(2.4.12) Ls AAA = ” e,
AR

12

k=0O

n+1
e..A x­Uu

12 k+1

Prova: Multiplicando a relação de recorrência (2.4.10) por P (vu), temos

(2.4.13) xP(x)P(u)=P (xP(u)+c P(x)P(u)+aA P (x)P(U).
n n n+1 n n+1 n n n+1 n­1l n

Trocando x por u em (2.4.13), encontramos:

(2.4.14) uP(u)P(x) =P
n n n+1

(uP(x) + c P(u)P(XxX)+A P (u)P(xX).
n n+1 n n n+1 n­1 n

Subtraindo (2.4.13) de (2.4.14), obtemos:

n+1
(x ­ uP(xX)P(u) = P (x)P(u) ­ P (u)P(xX»)­ A <(P(X)P (uu) ­

n n n n+1 n n+i n n­1

­ P(u)P (x)).
n n­1

­1

Logo, P (x)P (u) (x ­ u)

fr (x)P(u) ­ P (u)P(x) ­n+1 n n+1 n
AA

1 2 n+1

­ A [P(x)P (u)­ P(u)P 1).n+1l n n­1 n n­1

Para tornar a igualdade acima mais compacta, faremos a substituição

F (x,u) = P,,, (XP, (u) ­ P 4 (UIP, (X).
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Assim,

P (x)P (u)
n = (2,24,­­­2 1

AALA
n+

12 n+1

Então,

n

Y P (x)P, (u)
A AA

k=0 1 2 k+1

k+1 k­1

= uu)FO) ­ a PFOvu).

n

= xa) apa nO) ­A F x11)1),
k=0O

Notamos que, na soma do lado direito da igualdade, os termos

centrais vão se cancelar dois a dois. Desta forma:

Y P (x)P, (u)
AAA
12 k+1

= (x­u)EF (Ou) +(AdA...º JF Ou),
­1 12 n+i n

onde, F  (x,u) = P(X)P (u) ­ P(u)P (x) = O,
Portanto, segue o resultado. E

Uma consequência de (2.4.12) (ver Chihara [5]) é:

P' (X)P (x) ­ POXJP (x)
(2.4.15)

,

AAA
12 n+1

que é de fácil demonstração.

Um resultado que segue imediatamente de (2.4.15) é:

P' (x)P (x) ­ P(x)P (x) >On+1

válido para todo x real, sempre que £ for positivo definido.
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2.5. Zeros de Polinômios Ortogonais.

Neste item, discutiremos os zeros de polinômios ortogonais que

exibem uma certa regularidade quando o funcional de momento é positivo

definido. Maiores informações sobre este item podem ser obtidas em

Szego [27, pg. 44] Chihara [5, pg. 26)

Definição: (Conjunto suporte)

Seja E c (­m,ym). Um funcional de momento £ é chamado positivo

definido em E se £Z/N(x)] > O, para todo polinômio T(x) não

identicamente nulo e não negativo em E.

“O conjunto E é chamado conjunto suporte para £.

Note que, na definição acima, E não é necessariamente um conjunto

finito.

Teorema 2.5.1: Seja I um intervalo, o qual é um conjunto suporte para

£. Então, os zeros de P OO), n = 1, são todos reais simples e
localizados no interior de |.

Prova: Sendo I um conjunto suporte para £, então Z£ é positivo definido

em I. Como IP Ox) = O, então P (x) muda de sinal pelo menos uma vez
em |,

Se NX, denotam os zeros distintos de multiplicidade
ímpar localizados no interior de 1, e se

px) = (x ­ x (x ­ x )... (x ­ x)» então,

p(xIP (x) é um polinômio que não tem zeros de multiplicidade ímpar no
interior de |.

Suponhamos que P(x)P (x) >= O, para todo x e [.

Desta forma, Lp(x)P (x)] > O, o que contradiz o teorema
2.2.1, exceto para k = n.

Portanto, k = n, ou seja, P (x) tem n zeros distintos no interior de |.
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Para o caso P(xXIP (x) < O, a demonstração é idêntica ao que foi
feito acima. E

De agora em diante denotaremos os zeros de P (x) por x >
i = 1,...,ne os mesmos serão classificados em ordem crescente

x. < e. onde n=1é 0 graudo polinômio.

Teorema 2.5.2: Os zeros de Px) e P 1,0) separam­se mutuamente, isto
é,

Prova: Da desigualdade P* (x)P(x)­ P'(x)P (x) > O, temos
n+1 n n n+1

, > :Pas nes ço? Pa Ens e? 0

Da mesma forma,

Pa na,eua? PA Ca o? > O.

Vamos supor que Pra nei? > o. Então,

P (x
n n+Hi,t

Desde que P“ (x) muda de sinal em cada subintervalo (x x ,
n+1 n+1,tL n+1,1+1

temos:

x
n+1 n+1,L1+1

P(x
n n+1,0+1

Então, P (x) muda de sinal em cada subintervalo [x x ].
n n+1,tL  n+1,0+13

Portanto, entre dois zeros de Px) existe um zero de P (x).
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Com raciocínio análogo, mostra­se o caso em que

P' (x ) <O, —
n+1 n+1,Ltl

Uma consequência deste resultado (ver [5]) é:

Para cada k = 1,

co

(x » k é uma sequência decrescenten, kKk n=

o
R) é uma sequência crescente.

n,n­k+1 n=k

Em particular os limites:

= lim x = limE, nom nt ", FE Tn n=J41'

existem, pelo menos no sistema de números reais estendido.

Definição: O intervalo [En, ]l, é chamado intervalo verdadeiro de
ortogonalidade para o SPO em relação a 2.

Segundo Chihara [5, pg. 29), este é o menor intervalo que contém

em seu interior todos os zeros de todos os P (x) e forma um conjunto
n

suporte para £. O intervalo [En] é também chamado, por Jacob Sherman
(ver [21] pg. 70), de intervalo não redutível.

Notemos que o extremo inferior deste intervalo é o limite da menor

raiz de P (x), e o extremo superior é o limite da maior raiz de

P (x), quando n cresce indefinidamente.
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CAPÍTULO 111

FRAÇÕES CONTÍNUAS E SUAS RELAÇÕES COM POLINSOMIOS ORTOGONAIS

Neste capítulo, faremos um estudo das frações contínuas,

definições, suas propriedades mais importantes e a relação entre elas e

os polinômios ortogonais.

Definição e notações

Uma fração contínua é uma expressão da forma:

os a e b, são números reais ou complexos, para 1i=1,2,...
0,1,2,...

Maiores informações sobre frações contínuas podem ser encontradas,

por exemplo em Jones e Thron [17].

For questão de espaço, será usada, para representar frações

contínuas, a seguinte notação:

ans
o

; s ;Consideremos a sequência (C ) o construída da seguinte maneira:n n=
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Def iniremos Cc, como sendo a n­ésima convergente da fração contínua
dada por (3.1.2). O limite da sequência (e), quando existe, é chamado
o valor da fração contínua.

3.2. Propriedades básicas de frações contínuas.

Em (3.1.3) escrevemos C, = A /B, para n = 0,1,2,...

onde:

b;
o

bb +a;
o 1 1

bbb +ba +ab;
o12 o? 12

Notamos que, por exemplo, A = bA + aA ebB =
2 21 20 2

verdade, temos o seguinte resultado importante.

Teorema 3.2.1: Sejam (4) e E) duas sequências tais que
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Então, a n­ésima convergente, Cc» da fração contínua dada
satisfaz C = A/B, n=0,1,2,...

n n n

Prova: Vamos mostrar este resultado usando indução.

Para n= 1, o resultado é verdadeiro, pois

Suponhamos verdadeiro para n = k, e mostremos que é verdadeiro para

n=k+1.

De fato, C = À /7B é exatamente C substituindo b por
k+1 k+1  k+1 k k

+a /b ).
k k+1 k+1

bb A +a À +abA
k k+1 k­1 k+1 k­1 k k+1 k­2

b b A +a A
k+1 — k+1 k k+1 k­1 |

bb B +a B +tab B b B +aB
k k+1 k­1 k+1 k­1 k k+1 k­2 k+1 k ­ k+1 k­1

b
k+1

Chamaremos À de n­ésimo numerador parcial, e B de n­ésimo
n n

denominador parcial da fração contínua.

Enunciaremos, abaixo, duas relações que decorrem da fórmula de

recorrência (3.2.1). Ambas são fáceis de serem verificadas.
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desde que, pb *O0OebB e O, para 1
A relação (a) acima é conhecida como fórmula do determinante (ver

Wall [30] pg. 15), pois

Duas frações contínuas

82 |
|P, +...

Pa
o |/*

1

são chamadas "frações contínuas equivalentes", se existe uma sequência

(tr) de números diferentes de zero, com r, = 1], tal que

n=1,2,3,...

x

2 Tbo n=01,2/3...non

x x

Se A /B, e A /BÉ, são as respectivas convergentes das frações
contínuas dadas acima, então, podemos mostrar por indução que:
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para todo n = 1. Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2: Frações contínuas equivalentes têm a mesma sequência de

convergentes.

3.3. Propriedades de convergência

Os resultados deste item serão usados no capítulo IV e V quando

estudaremos sequências encadeadas.

Teorema 3.3.1: Se m, = O então, o n­ésimo denominador parcial da fração
contínua

B. = (1­ m )(1 ­ m)...(1 ­ m

Prova: Para n= 10 resultado é verdadeiro, pois B, = 1­O0O
Suponhamos verdadeiro para n *£ k. Para n = k+1 temos

b B +a B
k+1 k k+1 k­1

= 1.(1­m )(1­m )... (Im, ­ (1­m, On [Cm J(1­m DD... (1­m,

= ­ ­— ­ =
5Portanto, B.,, (1 m )(1 m )...(1 my 21 m).

Teorema 3.3.2: Se a = (1 ­m J)m ondem =0,O0<m < 1, para
n n n o n

= 1,2,3,... . Então, a fração contínua

(3.3.2)
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converge para —L­ onde L=YX

Prova:

(3.3.2),

oo mm m
1 2... n

LD º

n=1 (1­m 9 1­m )(1­m)

Se 4 /B, denota a n­ésima convergente da fração contínua
e se

“el.

*

então, pelo teorema 3.3.1, B = (1l­m)(l1­m)...(l­n)>O.
n+1 [9] 1 n

Da relação (3.2.2) temos

k+1ã. DUDA...(ca,
k­1

A... k­1
1­ L 2 2 2

k=1 (1­m) (1­m) Om (1­m,

nm...m
12 k

­

­ — —

:k=1 (1 m )...(1 m (1! m )

A série infinita representada por L pode convergir ou não.

ela não seja convergente o valor de 1/(1+L) é simplesmente zero.

é, a fração contínua converge para zero.

Obs.: A série representada por L, se não for convergente, diverge

para &. Neste caso escrevemos L = m,. No espaço de números reais

estendido, infinito é tratado como qualquer outro ponto.
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Teorema 3.3.3: Seja Ê, = (1 ­ E 1º onde O =
para n * 1, então,

E, 8,2. . É
(i­g 0­8))...(Tg)'G=5

n=1

Prova: O caso E, 7 O é dado pelo teorema 3.3.2, onde L=(G.

Suponhamos que E, ? o. Se Cc. denota a n­ésima convergente da
*

fração contínua (3.3.3), e C, denota a n­ésima convergente da fração
contínua

Fo).

*e

então C, converge para 1/(1+K), onde:

881! cêco

= Ez ­
=

= —n=1? ERIS 8, )...(O Exa? 1 E,
co E E to 8

* EEZgITTEO
n=1 E, E,

n

2 y 8,82" 1cÉ, ­ 2
1­£, ne 178 9 1­8 )... (1­8) 1­£,

Desde que

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



. Frações de Jacobi e polinômios ortogonais

Na fração contínua (3.1.2) se substituirmos:

a = 2a *toO,
1 1

b=x­c, para n2 1,
n n

obtemos a fração contínua

À
1 |

­

3

| x­ce, | x­c, | x­c
A A

2 ooo,
3

cujos n­ésimos denominadores parciais, B = P(X), satisfazem

P(x)=(x­c)P (x ­2AP (XxX); n= 1,2,...
n n n­l n n­2

P (x) = O e Px) = 1,

e os n­ésimos numeradores parciais, 4, = A (x), satisfazem

A(x)= (x ­ c JA ­ AA n=2,3,...
n n n­ili n n­2

4 (x) = 1, A (x) = 0 e 4, (x) = À,

É bastante simples mostrar que 24 (x) é um polinômio mônico de
grau n­1. Denotaremos

a 4 (x) = PO).
1 n n­1

Desta forma, PO) e P (x) satisfazem a relação de recorrência
de três termos (2.4.1) (ver capítulo II ­ fórmula de

recorrência). Portanto, pelo teorema de Favard as sequências de
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polinômios (P (x)) e (PP OO) formam sequências de polinômios
ortogonais mônicos com relação aos funcionais de momentos quase

defínidos Z e sd, respectivamente, que são positivos definidos se os e.
são reais e os À são positivos.

Para os polinômios (PP OO) a relação de recorrência (2.4.1) é
obtida das sequências deslocadas te = (do Y e A =

n n+1' n=1

A)n+1º n=2'
co

Definição: Os polinômios PO) são chamados polinômios numerador
mônicos, correspondente a (P (Cx)). Usaremos “aqui, o mesmo termo
usado por Chihara [5] numerador SPO mônico.

Da relação (3.2.2) item (a), temos

P (X)PUOO ­ POGOP (OX) = A ALLA
n n 23n+1 n­1 n+1

Como no capítulo anterior, denotamos os zeros de P (x) por
n

(1) "x É x, <...< X . Agora, se os zeros de P (x) são denotados porn n nn n

x! < x) << x
n1i n2 nn *'

temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1: Entre dois zeros de P (x) existe um zero de
PO). Isto é,

(1)
x x <

,
n+1,k n,k n+1,k+1

A prova deste teorema é idêntica àquela do teorema 2.5.2

(ver capítulo II ­ zeros de polinômios ortogonais).
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1 11) 0)Corolário 3.4.1: Se IE, VN. é o intervalo verdadeiro de

ortogonal idade para 2º então,
(1) (1)

(i) IE, VM. lc [En], onde [En] é o intervalo verdadeiro
de ortogonalidade para 2,

(il) Se & <EM"
(1) (1)

1 ) (ou (nn, )).
Prova: (1) Basta mostrarmos que E, >= E e nº En
grande, P (x) tem exatamente um zero em (EEn

Do teorema 3.4.1, x < x para ij=1,2,3,...,n.
n+1,L n,t

Então, para | = 1

(1)

n,
lim x
no

Logo, &£

O caso no = nm, é análogo. Portanto, [En] fa IE nd.
(ii) Temos, da parte (1) e do teorema 3.4.1, que

: (1)
< <E, = lim An41,1 "” E, '

no

Logo, para n suficientemente grande, P (x) tem pelo menos um zero
(1)

entre E, e E, . Vamos supor que existam dois zeros x 1 “o entren , n,

(1)
eE, E, Então,

= s (1)
szPorém, isso não ocorre, Ppois E, é uma cota inferior para

(1)
xnao Portando, P (x) tem exatamente um zero entre (EE).

Analogamente, mostra­se que P (x) tem exatamente um zero entre
n

(1)(mn, nm).

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17

(ou UM > nº) então, para todo n suficientemente

18



CAPÍTULO IV

SEQUÊNCIAS ENCADEADAS

As sequências encadeadas apareceram, primeiramente, segundo

Chihara (ver [8]) nos estudos de certas frações contínuas e cuja

teoria formal foi desenvolvida por Wall [30]. Nosso maior interesse no

estudo das sequências encadeadas consiste das aplicações no estudo de

polinômios ortogonais e polinômios similares aos ortogonais.

4.1. Definições e teoremas

Definição: Uma sequência fal, é chamada sequência encadeada se
existe uma outra sequência (EX. tal que

(i) OoOsg,<1 e O<g <1, para

(il)a =(1­g Jg, para n2=2=!l.
n n­1 “n

A sequência [0:00 é chamada sequência de parâmetros para fa),
e 8, é o parâmetro inicial.

Não é difícil construir exemplos de sequências encadeadas.

Geralmente é mais dificil decidir se uma sequência dada é ou não uma

sequência encadeada.

A sequência constante (1/4) é uma sequência encadeada,

com sequência de parâmetros (k/(2(k+1))).

É fácil mostrar que (1/2) também é uma sequência de parâmetros
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para a sequência (1/4).

Desse exemplo, vemos que uma sequência encadeada nem sempre

determina seus parâmetros unicamente. À maioria das sequências

encadeadas possui mais de uma sequência de parâmetros.

Teorema 4.1.1: Sejam (a ) uma sequência encadeada e (£) e (h) duas
sequências de parâmetros para (a). Então,

<8, “ h, para k = 1 se, e somente se, E, h,­

Prova: Temos a = (1­ Ex? = (1­ h 2h k = 1,2,...
Então,

1­ h
k­1

1­ Ex­1 h 1­ E
1­h

k

Dessas relações, podemos observar que se E, < h, , então,

e g < h

Portanto, segue o resultado do teorema. E

Teorema 4.1.2: Seja (a ) uma sequência encadeada. Se (a ) tem uma

sequência de parâmetros (£,) tal que E, > O, então, para cada h,

satisfazendo o * h, < Ev" existe uma correspondente sequência de

parâmetros (h)).

Prova: Se h, < £, então, a /(1­h,) < a /(1­8) = E

Seja h, = a /(1­h). Daí, segue que a ­ (1­ h)h, com h, < 8,
=

= ­ <
.Suponhamos que, para k < n, a, (1 h, hp com h, 8,

Sendo h, < E, então, a, ,/(1­h,) < a, (178) = 8.

Tomando h., = a,  /(1­h), segue que a = (1­ hh,, , comk+1i 1

h,, “ Exs1 <<

Portanto, (h) é uma correspondente sequência de parâmetros para (a ).E

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



O teorema 4.1.2 acima, nos diz que se o parâmetro inicial de uma

sequência de parâmetros for positivo, então, sempre é possível obter

uma outra sequência de parâmetros. Isto nos motiva a definir sequência

de parâmetros minimal e maximal.

Definição: Seja (a) uma sequência encadeada. Então, (nm)
chamada sequência de parâmetros minimal para (a ) se m= O.

Definição: Seja (a ) uma sequência encadeada. Então, () é chamada

sequência de parâmetros maximal para (ta ) se, M > (k = O), para
qualquer outra sequência de parâmetros (£):

Teorema 4,.1,3: Toda sequência encadeada possui uma sequência de

parâmetros máximal.

Prova: Se (a ) determina seus parâmetros unicamente então, sua
sequência de parâmetros minimal é também sua sequência de parâmetros

maximal.

Por outro lado, se HM, denota o menor limite superior para o
conjunto de todos os parâmetros iniciais então, O < NM, < ].

Agora, para cada x tal que O € x < Ho existe uma sequência de

parâmetros (tg (0) tal que E (x) = XxX e, para cada valor de k fixo,
8, (x) será uma função crescente, pois,

sex <x então,
1 2

E (X) = Ox < x. = EX? e, portanto, pelo teorema 4.1.1,

E (X,º < EX) para k >= 1.

Como 8, (x) é uma função crescente e limitada (certamente por 1)
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definimos

M = lim g (x).
n ­ .n

xM,

(1­ 8 ,(*)I8 ,, (XD: então,

lim(1 ­ g (OX) )lim g ( ).
x>M x>M

o o

Logo, à = (1­ M)M e O0O<M < 1, poisse M fosse igual a 1
n+1 n n+1 n n

teríamos a = O, e (a) não seria uma sequência encadeada.
Portanto, 1) é uma sequência de parâmetros maximal para ta ). ­.
Até o final deste capítulo (a ) denotará uma sequência encadeada,

tm) e (1), denotarão, respectivamente, suas sequências de parâmetros
minimal e maximal. Também usaremos a notação bs ba onde (b) é
uma sequência qualquer.

Teorema 4.1.4: (1) ta) é uma sequência encadeada com sequência de
n

parametros E ; Onae g uma sequência e par metros para aj;âmet (8) de (£,) é ência d âmet (a)
(ii) Se (n ) denota a sequência de parâmetros minimal para

ta), então mm. < mi” ;
n 1k k

(iii) a) é a sequência de parâmetros maximal para ta").
ENC ENA o. 2 1 IO)Prova: (1) a =a,º” (1 E Ena (1 En­1º En ; para n2= 1.

O) é uma sequência de parâmetros para ta").
(1)

(ii) Desde que m = o<«< m =m, então, pelo teorema 4.1.1,

Portanto, (g

(1)
am É mn, (k >= O).

(iii) Consideremos (9) a sequência de parâmetros maximal para
12). Desde que (8) é uma sequência de parâmetros para ta”)

n

(item i), temos O < vo <M.
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Logo, (1­M)M =(1­M)M'. Então existe M = M, tal que

(4.1.1) (1­MIM =(1­NM)M =a.

Daí, (MM MN) é uma sequência de parâmetros para (ta ). Isto é
absurdo, pois sendo NM) a sequência de parâmetros maximal, não pode

ocorrer o >= Ny a menos que NM = KH. Neste caso, temos também que
k = 0,1,2,.

(1)Portanto, (, ) é uma sequência de parâmetros maximal para (a ).E

Teorema 4.1.5: Seja (&) uma sequência encadeada com sequência de

parâmetros (th). Se
(4.1.2)

então,

No para k= O.

Prova: Se a, = b = (1­ h )h, então, existe um E, < h. tal que

a = (1­ h 8, o< 8, h.

Suponhamos que E, (=h), 8 8­8, existam e são tais que

= ­— < = =
e... .a, (1 EE o 8, = ho k 1,2, .n

(1­ h dh, s (1­ Era"

Assim, existe En sh  , tal quen+1

a = (1 ­ E ENT o<rg < hn+1 n+1

Logo, (a ) tem uma sequência de parâmetros (E) tal que
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para n2a2 41.

Desde que mn, o temos, pelo teorema 4.1.1, que
para todo k = 1. Temos ainda que HM, >= h, e, pelo teorema 4.1.1,

Portanto,

Corolário 4.1.1: Se para algun n= N = 1, temos, de (4.1.2) que

<b
N N

m < ho, parak = N h <NM, para Ok =N,
k k k

Prova: Como a, < b, = (1­ h, bh, s (1­ Ena? onde O < Ex

existe 8x com O < 8, < hy tal que

a,” (1­ En­1ºÉy

= <
= N.Logo, nm ­s 8, ho para k = N

Por outro lado, vamos supor que, para & < N temos, h, = KM,
Pelo teorema 4.1.5, a ­ br = (1 ­ h,)h&s1 [AS SS

Então, existe Et < h, ; tal que+1

a, = (1­ NE,+41
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Desde que +” (1­ M)M temosE ds Eta " US

= 81, Sh, My Istoé, My, =hAssim, =, 1 Tom ! e+1

Logo, 21, ? br,

Portanto, por indução, mostramos que K, = h,­ Segue, então, que
= b para k=V/2 &l,...

k k

Logo, a, = by Absurdo, pois pela hipótese de indução a, < b,

Desta forma, h, < N, também para O <= k < 2. E
Este resultado indica que, se (a) é dominada por uma segunda

sequência encadeada, então (a) não pode determinar seus parâmetros
n

unicamente.

Teorema 4.1.6: Se (a) é não decrescente, então (mn) é estritamente
crescente, e (1) é não crescente.

Prova: Pelo teorema 4.1.4, n. < mo, onde (tm) denota a sequência
de parâmetros minimal para ta"). Ainda, pelo teorema 4.1.4, em” )

é a sequência de parâmetros maximal para ta").
Sendo a. = a”, pelo teorema 4.1.5,

Portanto,

Seja a = 1/4 para todo n = 1. Como a sequência (a ) é nãon

decrescente, pelo teorema 4.1.6 temos

1/4= (1­M/ OM Ss (1­ MONM, SS 1/4.
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1/4= (1­ M)M, então M = 1/2. =
kk k

Por outro lado, se a 1/4 para n=z=N, e (&) é uma sequência de
parâmetros para (a), pelos teoremas 4.1.4 e 4.1.5, temos

k
ED “8 Em

>

Então, 1/2%* ling * 1/2. Segue que lina = 1/4.
no “n no. n

Desta forma, vemos que, Se b. > 1/4 para n = N, () não é uma
sequência encadeada.

Teorema 4.1.7: Se O < Cc, * a para nz 1, então (e) é também uma
sequência encadeada.

Prova: Definindo h, = O h, = cu temos

c =(1­h)h,com O<h sa =m.
1 (o MR | 1 1 1

Suponhamos que C, = (1­ h, Jhy com O < h, = mn. para k = 1,2,...,n.
Se c << à = (1 ­ m )m., << (1 ­ him. então, existe hk+1 k+1 1 k+1

satisfazendo,

O< h <m , tal quec = (1­ h)h ..
k+1 k+1 k+1 k k+1

Portanto, (ec) é uma sequência encadeada. E
Este teorema é conhecido como teste de comparação, pois

conhecendo­se uma sequência encadeada, é possível saber se uma outra

sequência dada é encadeada por comparação de seus termos.

4,2. Alguns resultados assintóticos.

Se ja
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(4.2.1)

Então, pelo teorema 3.3.2, temos P,

onde

m mn ...m
kl k2 kn

[++]

L= YX :k nã Tm Com)... (Im )

os P, < l. Temos também que,

1 |217­

Aqui P., * O, portanto obtemos:

a. (1­ PP, , O<P<I,
k+ k1

isto é, (tP) é uma sequência de parâmetros para (a ).

Teorema 4.2.1: (P) definido por (4.2.1) é uma sequência de parâmetros
maximal para (a):

Prova: Seja (£) uma sequência de parâmetros qualquer para ta ).
Então, pelo teorema 3.3.3,

­
­

­1
(4.2.2a) P, = £& * (1 8 91 +G.,

( ) Y E 82 cÉ,
4.2.2b G=

.ne (1­8 )(1­8,)... (1­8 )
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Logo, P, = 8º pelo teorema 4.1.1, P, >= Ev para todo k = 1.

Portanto, (P) é uma sequência de parâmetros maximal para (a). —

Teorema 4.2.2: Uma sequência de parâmetros (£,) é uma sequência de

parâmetros maximal para a sequência encadeada (a) se, e somente se,
om.

Prova: Pelo teorema 4.2.1, P, é um parâmetro inicial máximo. Portanto,
da relação (4.2.2), temos

P, = 8, Se, e somente se G= 0%» E

Teorema 4.2.3: Se (E) não é a sequência de parâmetros maximal para

(a) então,

lim

n­>0

Prova: Temos que a (1­ m  )m = (1­ E E então,

m=88
n

Somando e subtraindo EP do lado direito da última igualdade, e
fazendo d = gg ­m temos:

n n n

d = gd
n

E En­1' GU 8,
(1­m Um ). .. (1­m)
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Se (te) não é sequência de parâmetros maximal, pelo teorema 4.2.2,

Segue que

Portanto,

. n
lim
no g

n

Exemplo: Seja a, = a para n = leO0O< as — Então, (a ) tem
sequências de parâmetros

— 1
— —­— 1 1 42 ]

= 21 +V1­ 4a).

De fato, seja ( £ ) uma sequência de parâmetros para a sequência

encadeada constante ( a ), então, a=(1­ OL

1 t+ vVvl1 ­ 4a :Portanto, = 7

É fácil verificar, pelo teorema 4.2.2, que (h), dado por (4.2.3),
é a sequência de parâmetros maximal para a sequência constante ( a ).

Vemos também que, como (8) dado por (4.2.3) não é a sequência de
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parâmetros maxíimal, então, pelo teorema 4.2.3,

Logo, lim m lim E, =

Portanto,

Teorema 4.2.4: Seja lina = a. Então,
noo

1
e lim NM = À) [1+ VY1l ­ 4a ].a 2

no

Contudo, se MN, > O (istoé, m * M), limm = 1 ­ V1 ­ 4a |].n n no n

Prova: Suponhamos que à > Es Então, existe um número N tal
4

que a à a.o> = para n *= N. Segue que (a) não é uma sequência
encadeada. Portanto,

1
0Osas—,.

Para mostrar que lim NM. = 11 + V1 ­ 4a ] vamos primeiramente supor
que 0 < a < — Escolhemos € > O, tal que

1
< = < <q ———,o) a Fa a+te Fr

Então, existe k = k(e€) tal que

(k)
a­cíéúa <atec,

n

Se (m')) e (M) denotam, respectivamente, as sequências de
n n

parâmetros minimal e maximal para a sequência (a ­ c) e se (nº) e
n

(M'*) denotam, respectivamente, as sequências de parâmetros minimal
n

e maximal para a sequência (a + e), pelo teorema 4.1.5 e a relação
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(4.2.4), temos

(4.2.5)

Logo,

= + V1­4(ate) ] = no < d /1+4 /1­a(a­ed) Joe,

Es ­ Vli­4(a­e) & lin inf m im sup m, 1 ­ Vi­4(a+c)e li
kn no

Desde que são válidas para arbitrários € > O, concluímos que

kn 11 ­VYVl­4a ] e lim NM. = 1 + Vi­4a |].
n300 n30

Se NM, O, (o ) não é sequência de parâmetros maximal para ta ) e,
(k) ).portanto, tm") não é sequência de parâmetros maxímal para ta.

Logo,

m
» 1 e, portanto, lim ms= 1 [1 ­Y1l ­ 4a].lim = —=—

noo mM 30 n 2
n

Para o caso a = O, substituímos a ­ e por O &em (4.2.4) e usamos as

desigualdades O < mn, e 1 = MU 1. Desta forma, temos

1 + V1 ­ 40 ]

:
1

:Finalmente, para o caso à precisamos somente da

desigualdade

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



ENA
4

que, juntamente com o teorema 4.1.5, determinam

msm" MO a 1 + V4e |].
n n n

Desde que m = 1 ­ V4e |],

linm = linM = 1 =
n n 2

n­>00 nm

4,3. Sequências Periódicas

Neste ítem consideremos alguns resultados sobre sequências

encadeadas que são periódicas.

Teorema 4.3.1: Se (a ) é periódica com período p então (1) também é
periódica com período p, enquanto (mn) é quase periódica no sentido que

lim m
n

no
prk = À, ,para k = 0,1,...,p­1.

Prova: Se ta?) = (a) então, a?
n

Jé uma sequência de parâmetros

maximal para (a). Portanto, (MP?) = (1).
Contudo, tm”) não é sequência de parâmetros minimal para

(p)
­

"(a ). Logo, m < mos k = 0,1,2,.... Segue, então, que tm) é uma
sequência crescente e limitada (certamente por 1).

Portanto, existe n, tal que

lim Mk = pn, para k = 0,1,2,...
nm

Uma condição necessária e também suficiente para que uma sequência

periódica, (bb), com período p, seja uma sequência encadeada (ver
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Chihara [5]) é que o sistema de equações

b = (1­ x 2%, para k = 1,2,...,D

tenha uma solução (XXX) tal que

para jij=1,2,... s P­

Em particular, se p = 2 temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.2: Seja (») periódica com período 2, e

(b) é uma sequência encadeada se, e somente se,

se, e somente se,

V b, + Y b, < 1.

(nu, é dado pelo teorema 4.3.1)

Prova: Sendo (tb) de período 2, temos:

(1­ xx,
(4.3.2)

(1­ x )X,.

As soluções do sistema (4.3.2) são dadas por:
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2Va b+b) ­4>,
2

+

2(1­b,+b) V1­b,+b) ­ 4
“, ­ 2

Logo, x, ex“ representam soluções reais do sistema (4.3.2) se, e
somente se,

2 2
(4.3.3) (1­ b, + b) ­ 4, = Oo e (1­ b, + bb) ­ 4D, = O.

Podemos verificar que quando xe” são reais, eles também satisfazem

O<x,x <1l.
oa

Também é fácil verificar que se O s c,d < 1, então,

Vc + YVd <<] se, e somente se,

(1 ­c+dÊ ­4dz0 (1­d+o)ÊÉ ­40ozO.

Portanto, de (4.3.3), temos imediatamente o resultado (4.3.1) do

teorema.

Se n= 1 então, (1) é a sequência de parâmetros

minimal. Isto é, MN, O, e então,

b = (1­M M =(1­M M=O,p ( pr? Pp ( p­1º o

o que é uma contradição, pois, por hipótese, b, > O.
Logo, n << N. Portanto, em (4.3.3), não ocorre a igualdade.
Segue, então, que

/p +
1



CAPÍTULO V

ALGUMAS APLICAÇÕES DE SEQUÊNCIAS ENCADEADAS.

Neste capítulo veremos como as sequências encadeadas podem ser

usadas para obter informações sobre zeros de certos polinômios que

satisfazem relações de recorrência.

5.1. Sequências encadeadas e polinômios ortogonais.

Ultimamente está surgindo um número considerável de trabalhos

sobre a obtenção de zeros de polinômios ortogonais (ou propriedade de

funcional de momento) a partir da relação de recorrência associada.

Isto é, dados os coeficientes da relação de recorrência, os quais devem

conter todas as informações sobre os polinômios ortogonais, como

extrair estas informações está sendo um desafio para muitos

pesquisadores da área. Para algumas contribuições nesta área de

trabalho veja Blumenthal [4], Chihara [8], [11] Nevai [19], [20] e Van

Assche [28].

Apresentamos aqui algumas informações sobre como as sequências

encadeadas podem ser usadas para este fim.

Teorema 5.1.1: O intervalo verdadeiro de ortogonalidade [E,n] é
17

um subconjunto do intervalo [a,b] se:

i) as“«< Cc. <b, n= 1,

ii) (x (a)), ta (D)), são sequências encadeadas,
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onde a (x) = à /t(c­x) (Cc ­x)).
n n+1 n n+1

Prova: Consideremos a fração contínua

A A À
2 |. al.1 |

e”(5.1.2) | x­c | x­c | x­c
1 2 3

cuja n­ésima convergente é a PYO0/P (x). Como P (x) e PO) não
têm zeros em comum, se a sequência O PNOO/P 0), isto é, a fração
contínua (5.1.2) é convergente num domínio, é fácil ver que P (x) não
tem zeros neste domínio.

A fração contínua

a /(x­c)
| 1

onde a (x) = a ,1/ tx­e díx­c )), é equivalente à fração contínua+1

(5.1.2) e, pelo teorema 3.2.2, estas duas frações contínuas têm a mesma

sequência de convergentes. Portanto, pelo teorema 3.3.3, a fração

contínua, isto é, a sequência 1 Pp (x)/P (x)) converge se ta (x)) é
uma sequência encadeada.

O resultado do teorema segue, então, do fato que se a < Cc. < be
(a (a), (a (b)) são sequências encadeadas então, (a OD) é uma
sequência encadeada para qualquer x não pertencente ao intervalo

(a,b). E

Teorema 5.1.2: Se os coeficientes (c ) e a) satisfazem as condições
dadas por (5.1.1), e além disso, se

linÀ = A
no» n

Então, para z é (a,b),
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1

V (z­a)(z­B)

1
dt

«7 t Vira Vet

onde a = c­ 2V2A2 e B=c+2VyaA .

Prova: Da relação de recorrência (2.4.1) podemos mostrar, por exemplo

para z € (b,m), que a sequência encadeada (a (2)) tem como sequência de
parâmetros minimal

| P 42
dz) =O, 0O<dí(z)=1­ » <1 n2= 1.

(z­c )P (z)
n n

Com as condições lim aê A e lin Cc, 7 CC vemos que (a (2) é uma
sequência encadeada que converge para um certo limite. Portanto, pelo

teorema 4.2.4, temos que (4 (2) também é uma sequência que converge

para um certo limite. Agora, se (d (2)) converge para um limite, então,

(P ,, (2)/P (2) também converge para um limite, o qual denotamos por
R(z). Da relação de recorrência (2.4.1), obtemos então

R(z) = (z­ c) ­ A/R(2),

que fornece

R(2) = (2­0) + V (z­)º ­ A

Como R(2) > m, quando z > m, obtemos

(5.1.3) Pp (2)/P(2) + R(2) = (2­0) + V(z­0)­ A,n+1

para z e (b,%m).

A convergência de (P ,,(2)/P (2)) para R(z) para qualquer z é (a,b),
segue do fato que P (z) não tem zeros nesta região.
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Derivando a relação (5.1.3) temos

P'(z) P' (2)
n ­ n­1

P (z) P (z)

Aplicando o teorema de Cezàro (ver [3] pg.126) obtemos

Pr (z) R'(z)

nP (z)  R2)'

É fácil ver que

R'(2) 1

R(2)
VY (z­a)(z­B)

o que completa a prova do teorema. E

O resultado deste teorema nos diz que, se o número de zeros de

P (z) fora do intervalo [a«,B] é o(n), então, lim (o(n)/n) = O,
Um fato interessante deste último teorema é que, quando c = O e

1/4, (0 qual ocorre no caso de, por exemplo, polinômios de Legendre

e polinômios de Tchebyshev), temos

1

/B­t Vta

a função peso de Tchebyshev.

5.2. Sequências encadeadas e polinômios similares aos ortogonais.

Veremos nesta secção como o conhecimento adquirido até agora pode

ser aplicado para obter informações sobre os zeros de polinômios que

satisfazem um outro tipo de relação de recorrência.

A relação de recorrência que consideramos aqui é:
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B(2) =(z­c)B (2)­AZB (2), n= 1
n n n­1l n n­2

com B (z) = le B  (z) = O; e. >2O e À, > O, para n= 1.

Foi mostrado em Jones, Thron e MWaadeland [18] que existe um

funcional de momento (forte), £Z, associado a esta relação de recorrência

de maneira que

Também, foi mostrado que os polinômios B (z) satisfazem muitas
propriedades similares às dos polinômios ortogonais. Por exemplo, sabemos

que os zeros de B (2) são "positivos" e distintos e são diferentes

dos zeros de B. (2 As propriedades dos polinômios B (z) foram
bastante estudadas por Sri Ranga e Andrade [25], e Sri Ranga [24].

É fácil ver que B (z) é o denominador da n­ésima convergente da
fração contínua

À A Z A Z1 | 2 | 3
z­c |z ec |z­c

1 2 3

Consideremos agora, a relação de recorrência

­
­

2

Q(2) = (1 + a,)2Q,(2) a, 12Q,2(2),
(5.2.2)

0, (2) = zQ, , (2) ­ a Q, (2),

para n = 1, onde

Q (2) = O, 0,(z) = lea > O, n= 2.

O polinômio 0 (2), que é mônico, é o denominador da n­ésima
convergente da fração contínua
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a a zº
1 2 | 3

(5.2.3) | (1+o Jz " | z " | 1+a dz

que é chamada uma "J­fração regular, simétrica e positiva definida", e

foi bastante estudada por Sri Ranga [23]. É conhecido que, num domínio

onde esta fração contínua converge, não há zeros do polinômio Q (2).
Considerando a fração contínua equivalente

1/(1+a 92) B,(2|
| 1

a
2n+1

Bon (l+a ) ' ne,
2n+1

obtemos do teorema 3.3.3:

Teorema 5.2.1: A fração contínua (5.2.3) converge para |z| e [M,xm) e,

portanto, Q (z) tem seus zeros no intervalo (­M,M), se (B MD) é uma
sequência encadeada.

Da relação de recorrência (5.2.1) e (5.2.2) podemos ver que, se

(5.2.5) = A fe» para n = 1,a
2n+1 n+1

então, Q (2)=B (2º, n=1.
2n n

Teorema 5.2.2: Os zeros de B (2), dado por (5.2.1), estão localizados
no intervalo (0,s) se a sequência fa) onde

1 ne +1n+ nn

Cc +A 2n+1 (C+º )S' '

n n+1 n n+1l

é uma sequência encadeada.

Prova: Escolhendo a = O, temos, de (5.2.4) e (5.2.5), que BY s) )s

>= 1]. Portanto, do teorema 5.2.1, 0, (2) = B (2) tem seus zeros
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no intervalo [­V s ,V s ], se a, é uma sequência encadeada, o que,
imediatamente, leva ao resultado do teorema.

Finalmente, temos:

Teorema 5.2.3: Os zeros de B (z) estão localizados no intervalo (r,wm)

se a sequência ta ) é uma sequência encadeada, onde

À
a = r a ­ n+1

1 Can Cc +A
1 n+1 n+1

Prova: Da relação de recorrência (5.2.1), temos B (O) = (­1)"c c,...e­
Além disso, o polinômio definido por

2”B (1/2)
n

satisfaz a relação de recorrência

À
(5.2.7) B (2) =(z­ 2) (2) ­ —  zB (27), nz 2,

n Cc n­1 cc n­2
n n n­1l

com B (2) = 1 e B(z2)=z­ 2.
o 1 Cc

Repetindo o teorema anterior para a relação de recorrência (5.2.7)

temos que, se

A
n+1

n+1 n+1

para n = 1], é uma sequência encadeada, então, os zeros de B (z) estão
no intervalo (0,s). Tomando s = —— temos, imeditamente, que os zeros
de B (z) estão no intervalo (r,=).E

Exemplo: Consideremos a relação de recorrência (5.2.1), onde

2

(5.2.8) na” Vab, Ansa = (VYVb­VYya)/4,n=1 e O0O<a<b<ox
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É conhecido que (veja Sri Ranga [24]), os polinômios associados àa

B (2), n2= 1, tem seus zeros no intervalo (a,b). Verificamos este
resultado usando os teoremas 5.2.2 e 5.2.3.

Com (5.2.8) obtemos, do teorema 5.2.2, que se a sequência (a),

lv ­/a
vb +/a)

4ab

a =

a pb+Vas
; para n= 1,

é uma sequência encadeada, então, os zeros de B (z) estão no intervalo

(0,sS). Como (a ) é uma sequência periódica e com período igual a 2,
temos, do teorema 4.3.2, que (a ) é uma sequência encadeada se, e
somente se,

/pv ­V/a) 2/ ab/s
+ <

hr+ /a) ob +/la)
1.

É fácil ver que a desigualdade é verdadeira se, e somente se,

s*=b. Isto implica que os zeros de B (2) estão no intervalo (O0,b).
Do mesmo modo obtemos, do teorema 5.2.3 e do teorema 4.3.2, que os

zeros de B (z) estão no intervalo (a,m).
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CONCLUSÃO

Através da relação de recorrência para os polinômios ortogonais

dada no teorema 2.4.1 e do teorema de Favard 2.4.3 mostramos no estudo

das frações de Jacobi que os numeradores e denominadores dessas frações

contínuas formam um sistema de polinômios ortogonais. Considerando esse

e outros resultados sobre polinômios ortogonais (cap. II) obtemos

informações importantes sobre a convergência dessas frações contínuas.

Para o estudo de convergência de frações contínuas (de uma classe

"mais geral do que as de Jacobi) podemos também considerar as sequências

encadeadas, apresentadas no capítulo IV. Os teoremas 4.3.1 e 4.3.2

foram relevantes para o estudo de algumas aplicações apresentadas no

capítulo VYV, e Juntamente com os teoremas 5.2.2 e 5.2.3 garantem a

existência de um intervalo (a,b) que contém os zeros dos polinômios

similares (tratados no capítulo V). Chihara Já havia usado as

sequências encadeadas para obter informações sobre os zeros de

polinômios ortogonais. Além dessa aplicação, os conhecimentos por nós

adquiridos permitiram também considerar estas sequências para a

obtenção de informações sobre os zeros de polinômios similares. E isso

pode dar sequência a outros trabalhos a serem desenvolvidos por nós

nesse sentido e também para pessoas interessadas nesse assunto.
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