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INTRODUGAO

O objetivo deste trabalho ¢é fazer um estudo de polinémios
ortogonais, fragdes continuas, e sequéncias encadeadas. Ele fol
organizado em cinco capitulos, na mesma ordem acima, sendo que o
primeiro ¢ introdutério e o ultimo é sobre algumas aplicagdes de
sequéncias encadeadas. Esta ordem fol escolhida naturalmente, onde cada
capitulo, a partir do segundo sera usado nos capitulos posteriores.

No segundo capitulo fazemos um estudo basico de polindmios
ortogonais: definigles, propriedades e alguns resultados sobre os zeros
destes polindémios. Existe uma extensa literatura a respeito dessa
classe especial de fungdes, dentre os quais podemos citar: Gabor Szegd
[1939], Orthogonal Polinomials; T.S. Chihara [1978], An Introduction to
Orthogonal Polynomials. O segundo, foi bastante usado nesse trabalho,
por ser mais recente e estar mais voltado para o que pretendemos
apresentar aqui. Os polindmios ortogonais tém sido assunto de pesquisa

para muitos matematicos e muitas publicagbes tem ocorrido nessa éarea

(ver, por exemplo [1,5,6,7,8,10,11,12,13,14,15,19,20,28,29]). Segundo

Szegd (ver [27]), estes polinémios também tem aplicagdes em mecénica
quantica e estatistica matematica. Atualmente, alguns matematicos como
Chihara [9], [10]; E. A. Van Doorn [29, pg.261]; L. Jacobsen [16] tém
usado as sequéncias encadeadas (capitulo IV e V) para obter informagdes

a respeito dos zeros desses polindmios.




No terceiro capitulo estudaremos, de maneira bastante breve as
fragdes continuas e algumas de suas relagdes com polinémios ortogonais.
Estudaremos algumas propriedades de convergéncia e daremos informagdes
a respeito das J-fragdes, que é um tipo especial de fragédo continua.
Historiadores (ver [2] e [17]) apontam Rafael Bombelli, da Bologna,

como o iniciador das fragdes continuas. O seu Tratado de Algebra de
4

B +
6

Outros matematicos que estudaram esse assunto dando, assim, suas

1572 aproximava v 13 como 3 + 2

contribuigdes foram: Pietro Antonio Cataldi [1548 - 1626] da Bologna;
Daniel Schenter (1585 - 1636) da Altdorf - Alemanha; Lord Brouncker
(1620 - 1686) da Royal Society, Inglaterra; John Wallis (1616 - 1703)
da Inglaterra. Entretanto, quem formalizou ou cuidou da teoria como um
corpo foram: Christian Huyghens (1629 - 1695); Euler (1707 - 1783);
Lambert (1728 - 1777) e Lagrange (1736 - 1813). Outros textos mais
recentes de fragdes continuas e suas aplicagdes ( ver Sri Ranga [22])
sfo os de: Wall [1948]); Khovanskii [1963]; Jones e Thron [1980]. Dentre
algumas das aplicagdes de fragdes continuas estfo (ver Jones e Thron
[17]): localizagdo de zeros e pontos singulares, determinagdo de
polindémios estéaveis, aceleragdo de convergéncia, somatérios de séries
divergentes, e problemas de momentos.

No quarto capitulo estudaremos sequéncias que satisfazem as
condigdes:

i) 0 = g <1 e 0 < g < 1, nz1l,

ii) a = (1 - gn_l)gn, n = 1.

Existindo as sequéncias {an}‘:’_1 e {gk}':_o satisfazendo (i) e (ii)

acima, dizemos que {an} ¢ uma sequéncia encadeada e {g&} € uma

sequéncia de parametros para {an}.




Segundo Chihara [10], as sequéncias encadeadas surgiram em certas
fragdes continuas nos estudos de Van Vlieck por volta de 1900, e cuja
teoria foi formalizada por Wall (ver [30]). Nosso objetivo neste
capitulo, é estudar as propriedades gerais de sequéncias encadeadas e
no capitulo cinco, aplica-las para obter informagdes quanto aos zeros
de polinémios que satisfazem relagdes de recorréncia. Como referéncia
para maiores estudos sobre sequéncias encadeadas podemos indicar Wall
[1944] Analytic Theory of Continued Fractions Cap. III pg. 78. Ver

também Chihara [1978] An Introduction to Orthogonal Polynomials, e as

referéncias citadas no final deste trabalho, como por exemplo [1B6] e

[29].

No capitulo cinco além de sequéncias encadeadas serdo bastante
usados resultados de fracgdes continuas desenvolvidos no capitulo III, e
polindmios ortogonais, desenvolvidos no capitulo II. O desenvolvimento
deste capitulo s6 fol possivel gragas ao esforgo do Professor Ranga que
J4 havia estudado os polindémios similares mencionados neste capitulo e
tem usado as sequéncias encadeadas para obter informagdes sobre os

zeros dos mesmos.




CAPITULO II

POLINGMIOS ORTOGONAIS

2.1. Introdugdo.
Neste capitulo, faremos um breve estudo de polinémios ortogonais:
daremos a definigdo e estudaremos suas propriedades mais importantes.
Seja w(x) uma fungéo integravel e n3o negativa num intervalo
(a,b). Assumimos que w(x) n3oc é identicamente nula em (a,b) e que os

momentos

M= ben w(x)dx, n=20,1,2,..
a
sejam todos finitos. Nestas condigdes, w(x) serd chamada de fungéo
peso.
Dizemos que uma sequéncia de polinémios {P;(x)}:=0, é um sistema
de polinémios ortogonais no intervalo (a,b) com relagéo a fungéo peso

w(x) se:

i) F;(x) é de grau n
ii) I: P;(x) F;(x) w(x) dx = 0, para m # n.

Seja f uma fungdo integravel no intervalo (a,b), em relagéo

fungédo peso w(x). Definimos o operador £ por:

b
eIf] = j f(x) wix) dx.

E facil mostrar que £ é um operador linear. Notemos que

wo= I x™ w(x) dx = 2[x"], n=0,1,2,...
a




P P(x) P (x) wix) dx = 2[P (x)P (x)].
a m n m n

A seguir, vamos generalizar a idéia do operador linear dada acima,
e baseado nele considerarmos o estudo de p&linémios ortogonais.
Embora o estudo que estid descrito neste capitulo teve sua origem na

década de 20, foi bastante explorado por Chihara no seu livro [5].

Definic8o: Sejam {pn} uma sequéncia de numeros complexos e £ uma

fungédo complexa definida por:
2[x"] = Mo n=20,1,2,...

Entédo ¥ é chamado funcional de momento determinado pela sequéncia
de momentos formal {”h}' 0O ndmero pn ¢ chamado de momento de ordem n,
em relagédo ao operador £.

Vemos que:
£{a1“1(X) + aéﬂz(x)} = alffﬂl(x)l + a22[H2(x)}.

para todos os nuUmeros complexos aL e todo polinémio H;(x). i=1,2.
Logo, £ € um funcional linear.

Usando a definig@o acima, podemos reescrever nossa definigdo de
polindmios ortogonais da seguinte maneira:

Se ja {Pn(x)} uma sequéncia de polindémios, tal que,

i) P;(x) ¢ um polinémio de grau n e,

ii) EIF;(XJP;(X)] = knamn,




Dizemos, ent&o, que {Ph(x)} ¢ um sistema de polinémios ortogonais
com relaglo ao funcional de momento £.

Abreviaremos Sistema de Polinémios Ortogonais por SPO. Se kn =1
na definicfio acima, dizemos que {Pn(x)} ¢ um Sistema de Polinémios

Ortonormais.

2.2. Alguns Resultados Basicos.

Teorema 2.2.1: Sejam £ um funcional de momento e {Pn(x]} um sistema

de polinémios. Entdo, os seguintes itens sdo equivalentes:
a) {Pn(x)} ¢ um SPO com relagéo a ¥,

b) EIH(X)Pn(x)} = 0 para todo polinémio M(x) de grau m < n e

EIH(X)F;(x)} # 0, se m = n,

c) £[x"P (x)] =k& , comk # 0, para m= 0,1,2,...,n.
n n mn n

( a = b ): Seja {F;(x)} um SPO para £. Entéo,
{Po(x),Pi(x),...,P;(x)} formam uma base para o espago dos
polinémios de grau menor ou igual a m, pois P;(x) é um polinémio de
grau k.

Como T(x) é um polindémio de grau m, podemos escrever

M(x) = Z Cka(XJ'

k=0

onde cm € diferente de zero. Logo, pela linearidade de ¥,

B 0, se
PIM(x)P (x)] = E: ckEIF;(X)P (x)] = { "
n i c £[P (x)], se

k=0
Como c * 0 e ZIP:(X)J # 0, segue o resultado.

( b 2 c ): Desde que x" & um polinémio de grau m temos imediatamente




o

*

X" P (x)] = {

k #0, se m= n,
n

que é o resultado desejado.

( ¢ s a ): Como x" é um polinémio de grau m e Pn(x) de grau n,

m m
escrevendo P (x) = Y ax temos £[P(x)P(x)] =Y a %[xP (x)], que
m =0 r m n r m

r r=0

leva imediatamente ao resultado. Logo, {Pn(x)} € um SPO com relagdo a
¢ N

Pelo teorema 2.2.1, se M(x) é€ um polinémio de grau n existem
constantes ck tais que,

z ffﬂ(x)Pk(x)}
(2.2.1) M(x) = Z c P (x), =

k=0

2
ﬂPk(x)J

Teorema 2.2.2: Se {Pn(x)} é um SPO com relacdo a £, entfo cada Pn(x)
¢ unicamente determinado a menos de um fator arbitrario ndo nulo. Isto
é, se {Qn(x)} € também um SPO com relagdo a ¥, entdo existem constantes

c # 0, tais que, Q (x) = c P (x), para n=1,2,...

n n nn

Prova: Se Qn(x) é um SPO com relacgdo a ¥ entdo, pelo teorema 2.2.1,
.’B{Pn(x)Qn(x)} = knam, para m = n,

onde k = 0.
n

Na equacgdo (2.2.1) fazendo MN(x) = Qn(x) temos:

£[P (x)Q (x)] = c 2[P%(x)] =k& , m=n.
m n m m n mn

Mas, HP:(X)} # 0. Portantoc =0, param<n e c #0. i

Observagoes:
1) Se {P (x)) é um SPO com relagdo a £ entdo, {c P (x))} também
n nn

sera para toda sequéncia de constantes c. ndo nulas.




2) Se F;(x) séo polindmios mdnicos (coeficiente do termo de
maior grau igual a unidade) ent&o, o SPO serd referido como SPO
ménico.

3) Se {P;(x)} é um SPO para £ enté#o, {P;(x)} é também um SPO para

todo funcional de momento E, tal que:
9[x"] = c2[x"], n=0,1,2,..

onde ¢ é uma constante diferente de zero.

2.3. Existéncia de SPO.

Com a sequéncia {pn} definimos

para n = 0.

Teorema 2.3.1: Seja ¥ um funcional de momento dado pela sequéncia
{t }. Entdo, existe um SPO para £ se, e somente se, An # 0 para todo
n

nz=zO0.

Prova: Escrevemos
n
k
P (x) = c . XxX.
n nk

k=0

Pelo teorema 2.2.1, vemos que a condigdo de ortogonalidade

n mn

n
- = = <
(2.3.1) 20" P ()] = Z cm._=k3 , k +#0, m=n,
k=0

é um sistema de n+1 equagles lineares a n+l incédgnitas.




k

)

Como existe um SPO para ¥ wunicamente determinado pela constante
kn entéo, An # 0 no sistema (2.3.2), para n = 0.

Reciprocamente, se An # 0 entéo, para kn # 0 arbitréarios,
(2.3.2) terad solugdo unica. Portanto, existe F;(x) satisfazendo
2[x" P(x)] =k& . B

Usando a regra de Cramer é facil mostrar que:

(2:3.3) = ——— #0, para nz 1.

Definigéo: £ ¢é chamado um funcional de momento quase definido se
An # 0, para todo n z 0.
Observamos que se £ é quase definido ent&o, sempre existe um

correspondente SPO.

Teorema 2.3.2: Seja {Pn(x)} um SPO para £. Entdo, para qualquer

polinémio ﬂ;(x) de grau n,

ac A
LIM(x)P (x)] = a £[xP(x)] = 2222 com
n n n n A

n-1

onde a denota o coeficiente do termo de maior grau de Hn(x) e e

denota o coeficiente do termo de maior grau de F;(x).
Prova: Escrevemos Hn(x) = anxn + qu(x), onde Hnd(x) é um polinémio

de grau n-1. Entéo,

PIM (x)P (x)] = &[(a X"+ (x))P (x)]
n n n n-1 n

= a 2[x"P(x)] + £[M (x)P (x)]
n n n-1 n




onde kn é dado por (2.3.1). Usando a relacfio (2.3.3) segue o resultado

do teorema. u

Definigfio: Um funcional de momento 4 é chamado positivo
definido se £[M(x)] > 0, para todo polindémio T(x) n&oc identicamente
nulo e ndo negativo, para todo x real.

Se ¥ é positivo definido, segue imediatamente que ey £fxzk} >0
para k = 0. Podemos mostrar também que ”2k+1 € R, para k = 0.

Quando £ é positivo definido o método de Gram-Schmidt pode ser
usado para construir um correspondente sistema de polindémios
ortonormais reails, como segue.

Primeiramente definimos:

-1/2

= >
pO(x) H, 0.

Entéo,

prs(x)} = s{{u;"z}zf = p;’zrzj = 1.

A seguir, construimos
Pi(x) =x - apo(x).
Logo,
ﬁfpo(x)Pi(x)} = fopo(x)} = af[ps(x)} =0, se a-= lepo(x)}.
Com esta escolha de a, definimos:
p{x) = (2P )]y = P (x).
Dai,
-1/2

¢lp (x)p (x)] = z[po(x){ffpf(x)J} P,(x)]

-1/2
= {zfpf(x)}} £lp (x)P (x)] = 0.

Além disso,
2 2 i 2 2 L
£{p1(x)] = 2[({£[P1(X)J} Pi(x)) ] = {2[P1(x)}} SIPI(X)}= 1.

Notamos que po(x) e pl(x) sdo polindmios reais.

Suponhamos que po(x),pl(x),...,pn(x) foram construidos, de modo




pL(x) ¢ polindmio real de grau i e,
£fpt(x)pj(x)} = 6LJ. parh. o1, 0i=i0, 1, nhnlts

Definimos:
n
e 0
F;+l(x) = x E:akpk(x).
k=0

n+1

onde, &= £ x F;(x)}. Ent8o, P 1(x) é um polinémio de grau n+l,

n+

satisfazendo:

n
- n+l n A _ —
f(pj(x)Pwu(x)} = #[x pj(x)] kggakffpjfx)pk(x)} aJ aj 0,

para j =0,1,...,n

Definimos:

g -1/2
pn*i(x) = {Pn+1(x)} P;*lfx).

Entéo, pn+l(x) é um polinémio real de grau n+l1, onde:

-1/2

¢lp (x)p (0] = ffpj(x)(EIF;fl(x)J} P (x)] =0, j=0,1,...

n+1

e
2 - 2 -1/2,2, 2 &
2[;;+1(x)} = 2[({£[P;’1(x)}} ) P;+l(x)} 1.
Portanto, {pn(x)}, da maneira como foram construidos, formam um

sistema de polinémios ortonormais reais com relagédo ao operador ¥.

Lema 2.3.1: Seja Il(x) nio negativo para todo x real. Entéo, existem

polinémios p(x) e q(x), tais que:
M(x) = p(x) + q°(x).

Prova: Se M(x) = 0 para todo x real ent&o, M(x) é um polinémio real com
seus zeros reais tendo multiplicidade par e, os ndo reais, ocorrendo em
pares conjugados.

Desta forma, escrevemos:




2
M(x) =r (x)l-lfx - (ak + Bkl)]{(x - (-‘.x,k - 8k1)}.
k=0

onde r(x) ¢é um polinémio real e, o e Bk séo numeros reais.

Vemos que:

I-I(x - - Bki) = A(x) + iB(x),

k=0

onde A(x) e B(x) s#do polindmios reais. Entéo,
M(x) = r2(x)(A%(x) + B(x)) = r2(x)A%(x) + ro(x)B%(x).

Portanto, Ti(x) = pz(x) + q?(x). a

Teorema 2.3.3: £ é positivo definido se, e somente se, seus momentos
séo reais e bn >0, para nz 0.

Prova: Se £ & positivo definido ent&o, seus momentos s&o reais e um
SPO, {Pn(x)}, para £ existe. Por simplicidade, vamos supor que F;(x)

sdo ménicos. Temos entdo, pelo teorema 2.3.2, que

A
0 < EIPf(x)] = —" _ para todo nz 1.
A

n-1
Portanto, nn > 0.

Reciprocamente, se " € real e An > 0, para n =z 0, entéo, pelo
teorema 2.3.1, existe um SPO, {Pn(x)}, para £. Podemos supor, sem perda
de generalidade, que F;(x) é mbénico.

Seja p(x) um polinémio de grau m. Entdo, podemos escrever

p(x) = }: akPk(x),

k=0

onde ak sdo todos reais e a # 0. Logo,
m




m m
2[p%(x)] = 2I{ ¥ akPk(x)}aj’ =7 a:ﬂP:(x)J >0,
k=0 k=0

e, pelo lema 2.3.1, segue que £ é positivo definido. ®

Teorema 2.3.4: Seja {Pn(x)} um SPO para £. Se Pn(x) é real e
ﬂP:(x)} > 0, entdo, ¢ é positivo definido.

Prova: Seja M(x) > 0 um polinémio real para todo x real. Ent&o,
M(x) = p°(x) + q(x).

Aplicando £, temos
2IM(x)] = LIp*(x)] + 2(g(x)]
onde, p(x) e q(x) s@o polindmios reais. Podemos escrever, para p(x) e

q(x),

n
p(x) = akPk(x) qg(x) = ¥} kak(x).
k=1 k=1

n

2IT(x)] = § a-2[P(x)] + L b2EIP(x)] > 0.
k

k=0 o

Portanto, £ é positivo definido. H®

2.4, Férmula de Recorréncia

Teorema 2.4.1: Sejam ¥ um funcional de momento quase definido
e {F;(x)} o correspondente SPO ménico. Entdo, existem constantes c e

An # 0, tais que,

(2.4.1) P(x)=(x-c)P (x)-AP (x), nz1,
n n n-1 n n-2

onde P_j(x) = 0. Se ¥ é positivo definido, entéo c é real e An+1 > Q.
para n = 1. (Al é arbitréario).

Prova: Sendo xF}_i(x) de grau n, temos, pela relagéo (2.2.1),




n
xP _ (x) =T a_ P(x),
k=0

£{xPn_1(x)Pk(x)}

LIPA(x)]
Mas, pelo teorema 2.2.1, temos B o= 0, para 0 = k = n-3, nz 1.
Escrevendo a =: © e a = A, temos a relacgdo (2.4.1).
n,n-1 n n,n=-2 n

Para n 2 2, multiplicando a equagdo (2.4.1) por xp-2 e aplicando

¥, temos:

eIx"2P ()] = eIX"P (0] - c AP ()] - A LIXTP_(x)].

n-1 n-1 n-2

Logo,

0=2x"'P (x)] - Anzfx“'zP (x)],

n-1 n-2
e pelo teorema 2.3.2 obtemos, para n = 2,

2[x™p ()]
(2.4.2) ke

n-2
£[x Pn_z(x)} iy

Portanto, se ¥ é quase definido, An # 0 para n = 1, ao passo que,
se £ é positivo definido e os momentos s&o todos reais, An+1 >0,
para n z 1.

Obviamente, c sera real se Pn(x) for real. e

Desde que x" & um polindmio de grau n, podemos escrevé-lo como
combinacgfo linear dos polindmios ortogonais ménicos FH(X)' Pz(x),
Pn(x). Isto é,

r‘—
x = Pn(x) + an_an_i(x) sy aOPo(x).

Desta forma, obtemos:

(2.4.3) :efx“Pn(x)J = .‘E{Pi(x)}. nzo.

De (2.4.2), obtemos entéo, para An:




2IP(x)]
(2.4.4) A= : =
£{Pn(x))

Temos, da relacsio (2.4.4),

2(P%(x)] = A 2[P2%(x)],
n n+l n-1

o que fornece:

(2.4.5) .‘E{Pi(x)} =2 A

17«2 s
onde tomamos A = u = A .
1 (] o

Multiplicando a relagdo de recorréncia (2.4.1) por P l(J::) e
e

aplicando £, obtemos:
[P (x)P(x)] = £[xP2(x)] - c2IP2(x)] - A%IP (x)P (x)].
n-1 n n-1 n n-1 n n-2 n-1

Como £[P _(x)P (x)] 2[P (x)P (x)] s8o ambos iguais a
n-1 n n-2 n-1
zero temos:

2[ xP 21(x)}
(2.4.6) c = =

" erp %(x)]
n-1

Se escrevemos

n

" k
Pn(x) = Z anx .

k=0

temos, de (2.4.1),

c
n,n-1 n-1,n-1
0 que permite obter a relagao:

(2.4.7) c =—(c1+c2+...+c).

n,n-1 n

Se {Pn(x)} ndo for um SPO ménico, entfo, na férmula de recorréncia

(2.4.1), temos:

(2.4.8) P ..(x):= (Anx + Bn)Pn(x) - CnPn_i(x), para n z 0.

n+1

AVA
AVAVA
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Se Pn(x) = knPn(x) onde Pn(x) é ménico, é facil mostrar que:

, B m=g K cC =a k!

n  n+l n n+tl1 n n+1' n n+1 n-1 n+1’

onde, c_ e hn s8o dados por (2.4.4) e (2.4.6), e k_1 =1,

Definig@o: Um funcional de momento é chamado simétrico se todos os seus

momentos de ordem impar s&o nulos.

Teorema 2.4.2: Seja {Pn(x)} um SPO ménico com relagdo ao funcional de
momento quase definido £. Ent&@o, os itens seguintes sdo equivalentes:
a) ¥ é simétrico,
b) P (-x) = (-1)"P (x), para n = 0,
c) Na correspondente férmula de recorréncia (2.4.1) c = 0, para
nz1.
Prova: Vamos provar que a) ¢ b) & c).
a) = b): Seja £ simétrico. Entdo, ¥£[N(-x)] = ¥£[N(x)] para
qualquer polinémio M(x). Assinm,
EIPE(-x)F;(-x)} = £[P (x)P (x)] =0, m# n.
Logo, pela unicidade de polinémios ortogonais, F;(—x) = anPn(x), onde
a é constante.
Sendo F;(x) ménico, pelo principio da identidade de polinémios,

temos a = (-1)". Portanto,
n
P (-x) = (-1)"P (x), para n = 0.
n n

b) 3 a): Se P (-x) = (—I)nPn(x) entéo, F;(x) s6 tem poténcias
n
impares quando n é impar.
Desta forma, P:(X) = x e, tomando Pu(x) = 1, temos
0= f[Fb(x)Pl(x)} = ZIPI(x)J = u.
Portanto, ul = 0.
Suponhamos que Bod o 0, para n = k e mostremos que By = 0. Desde

que




segue que

_ 2k+1
EIFB(X)FEu+1(X)} = ¥[x + a

a 5 g
2k—l“2k-1

Logo, u = 0. Por indugéo, H ¢ zero para todo n impar e, portanto,

2k+1
£ é simétrico.

b) = ¢c): Temos, de (2.4.1),

P(-x) =(-x - c)P (-x) -AP (-x)
n n n-1 n n-2

== (x + Cn)F;—l(—X) - AnF;_z(—x).

Multiplicando a 1ltima igualdade por (-1)", obtemos:

1B =x) = (=1) Ux v e P lox) = R 0=1PP .(x).
n n n-1 n n-2

Tomando Qn(x) = (—I)nP;(-x), temos:
Q(x) =(x+c)Q (x)-2AQ _(x).
n n n-1 n n-2
Subtraindo a relagéo de recorréncia acima de (2.4.1), obtemos:
Q(x) - P(x) = (xtc )Q (x) -AQ (x)-(x-c)P (x)+ AP (x).
n n n n-1 n n-2 n n-1 n n-2

Desta forma, se Q (x) = (-1)"P (-x) = P (x), n z 0, temos
0 = 2C£Pn-1(X)' para n = 1 e qualquer x real.
Portanto, cn = 0.
c) = b): Se eiic o0, Qn(x) (—I)“Pn(x) e Pn(x) tém a mesma
relagdo de recorréncia.
Desde que P_l(x) = Q_l(x) e Po(x) = Qo(x), temos,

imediatamente, que Qn(x) = Pn(x) para todo n. Portanto,

P (-x) = (-1)"Pn(x). ]




Teorema 2.4.3: (Teorema de Favard).

Se jam {cn} e {An} sequéncias arbitrarias de numeros complexos e

{F;(x)} definido pela férmula de recorréncia:

P(x) =(x-c )P (x)-AP (x),
n n n-1 n n-2

P;l(x) =0 e Po(x) = 1,

Entdo, existe um unico funcional de momento £, tal que ¥£[1] = Ai,
e EIF;(X)F;(x)} = 0, param#n, mn=20,1,2,...

¥ & quase definido e {Pn(x)} é o correspondente SPO ménico se, e
somente se, An # 0, n =z 1. Além disso, £ é positivo definido se, e

somente se, ¢ € real e An > 0, para nz 1.
n

Prova: Definiremos o funcional de momento ¥ indutivamente por:
£[1] = p_ = 2[P (x)]
o 1 n

Isto &, construiremos £[x"] = B, n 1,2,..., da seguinte forma:

Temos, de (2.4.9), que P1(X) = x=ic .8 portanto, de
o= SIPl(x)} = £[x - cil.

obtemos $[x] = p, =cp =cA_.

1 1" o 171
" Novamente, de (2.4.9),
Pz(x) (x - Ca)Pi(X) - AzPD(x)

2
x - (clwl- 02)x + (clcz— Az).

e, com isso, temos:

0 = EIFE(X)] = 2[x°] - (cl+ cz)pl + (cic2 - Az)po.

2
2[x°] = M, = (Ca+ cz)u1 - (0102 - Aa)uo.

Continuando dessa forma obtemos os valores de “3'“4""' os quais




dependem dos valores de c., n =l e An, ni&ls

Verificaremos, agora, que em relagio ao funcional de momento
construido dessa forma, os polinémios {Pn(x)} formam um SPO.

Obviamente, QIF;(X)J =0, ne l;

Da relagéo de recorréncia (2.4.9), temos:

(2.4.10) xP(x) =P (x)+c P(x)+A P (x).
n n+1 n+l n n+l n-1

Aplicando £ nesta relagdo, obtemos imediatamente:
foP;(x)} =0, nz 2.

Com este resultado, multiplicando (2.4.10) por x e aplicando &,

obtemos:

2[x° P(x)] =0, nz3.

Continuando desta forma, entdo, obtemos:
o[ x" P(x)] =0, n = k+l.

E facil ver que estes resultados podem ser escritos como

(2.4.11) orx P(x)] =0, O0sk<n, nzl

Agora, de (2.4.10), podemos ver que

eIx" P (x)] = A 2IX"" P (x)]

n-1

2Ix°P (x)] = A XA ...A. 20,
n n+l n 1

isto é, ¥ é quase definido, se e somente se, An 20, nz 1.
Finalmente, se cn, n=z1, e A, nz 1, sido reais, os momentos
n

também serio reais. Obtemos entfo, da ultima relagdo, que ¥ é positivo

definido se, e somente se, Rn > 0 para n = 1. B




O teorema original considerado por Favard em 1835, tratava somente

o caso positivo definido.

Teorema 2.4.4: Se P (x) satisfaz a relagio de recorréncia (2.4.9) com
n

An # 0, para n = 1, entédo,

n

P (x)P (u) P (x)P (u) - P(x)P (u)
(2.4.12) Z . Do ANmtDIs
k=0

= e DL IR R (3132.“)‘ +1)'1 n+1
A X = x-u
172 k+1

Prova: Multiplicando a relagfio de recorréncia (2.4.10) por Pn(u), temos
(2.4.13) xP(x)P(u) =F (x)P(u)+e¢c P(xIP(u)+x P _(x)P(u),
n n n+1 n n+l n n n+l n-1 n

Trocando x por u em (2.4.13), encontramos:

(2.4.14) uP (u)P (x) = P
n n

(u)p(x) + ¢ P(u)P(x) + A P
n+1 n n+l n n n+1

n-1

(u)P (x).
n

Subtraindo (2.4.13) de (2.4.14), obtemos:

(x = u)P(x)P(u) = P (x)P(u) - P (uP(x) - A {P(x)P _(u) -
n n n n+1 n n+tl" n n-1

n+1

- Pn(u)Pn_l(x)}.

-1

u)
{P (x)P (u) = P (u)P (x) -
A n+1 n n+1 n

A A
1 2 n+1

Togo, Pn(x)Pn(U) (x -

- }\ml{Pn(x)Pn_l(u) - Pn(u)Pn_l(x)}}.

Para tornar a igualdade acima mais compacta, faremos a substituicgéo

Fk(x,u) = Pk-rl(X)Pk(U) - Pkﬂ(u)Pk(x).




Assim,

Pn(x)P (u)

= (AA,...2 yex - u)-l{Fk(x,u) - A F _ (x,u).

Ak n+1 1 k-1
1 2 "7 n+1

Entéo,

n

P (x)P (u) e Y
Z = (x-u) {Z(Alaz...amJ [F (x,u) - A F (x,u)}}.
k=0

k+1 k-1
y O, . | %
k=0 1 2 k+1

Notamos que, na soma do lado direito da igualdade, os termos

centrais vao se cancelar dois a dois. Desta forma:

Z" P (X)P (u)

AA ...A
1 k+1

= (xi= W{E_(nul # AR 7T Cr,u)),

onde, F_l(x,u) = Fb(x)P_l(u) - Ph(u)PLi(x) = 0.

Portanto, segue o resultado. ®

Uma consequéncia de (2.4.12) (ver Chihara [5]) é:

P‘+l(x)P (x) - P"(x)P +1(x)
(2.4.15) = = = o -

AA L..A
1 2 n+1

que ¢é de facil demonstracgéo.

Um resultado que segue imediatamente de (2.4.15) é:

P’ (x)P(x) - P'(x)P (x) >0
n n n+l

n+1

valido para todo x real, sempre que ¥ for positivo definido.




2.5. Zeros de Polindmios Ortogonais.

Neste item, discutiremos os zeros de polinémios ortogonais que
exibem uma certa regularidade quando o funcional de momento €& positivo
definido. Maiores informagdes sobre este item podem ser obtidas em

Szegd [27, pg. 44) Chihara [5, pg. 26]

Definicdo: (Conjunto suporte)

Seja E ¢ (-w,w). Um funcional de momento £ é chamado positivo
definidoc em E se £[N(x)] > 0, para todo polinémio TI(x) ndo
identicamente nulo e ndo negativo em E.

" 0 conjunto E é chamado conjunto suporte para £.
Note que, na definigdo acima, E ndo é necessariamente um conjunto

finito.

Teorema 2.5.1: Seja I um intervalo, o qual é um conjunto suporte para
¥. Entédo, os zeros de Pn(x), n =2 1, sdo todos reais simples e
localizados no interior de I.
Prova: Sendo I um conjunto suporte para ¥, entéo £ ¢ positivo definido
em I. Como £[Pn(x)} = 0, entéo P;(x) muda de sinal pelo menos uma vez
em I.

Se XI,Xé,...,Xi denotam os zeros distintos de multiplicidade

impar localizados no interior de I, e se

p(x) = (x - xl)(x - xé)...(x - xk), entédo,

p(x)Pn(x) é um polindmio que nio tem zeros de multiplicidade impar no

interior de I.

Suponhamos que p(x)P;(x) =z 0, para todo x € I.

Desta forma, Efp(x)Pn(x)J > 0, o que contradiz o teorema
2.2.1, exceto para k = n.

Portanto, k = n, ou seja, P (x) tem n zeros distintos no interior de I.
n




Para o caso p(x)Pn(x) < 0, a demonstragéo ¢ idéntica ao que foil
feito acima. ®
De agora em diante denotaremos os zeros de Pn(x) por x_ .,
n

l,...,n e os mesmos serao classificados em ordem crescente

< i s
X xna onde nz 1 é o grau do polinémio

Teorema 2.5.2: Os zeros de Pn(x) e Pnﬂ(x) separam-se mutuamente, isto

€,

Prova: Da desigualdade P’ (x)P (x) - P'(x)P (x) > 0, temos
n+1 n n n+1

P’ (x JP (x ) > 0;

n+l n+l,L n n+l,L

Da mesma forma,

B (x JP (x Y 2 0,
n+l n+l,L+1 n n+l,L+1

r
> o. )
Vamos supor que Pn+1(xn+1,t,) o. Entéo

P (x ) > 0.

n n+l,L

Desde que P’ (x) muda de sinal em cada subintervalo (x » X )
n+1 n+l,L n+l,i+1

temos:

Entdo, P (x) muda de sinal em cada subintervalo [x X ;
n n+l,tL n+1,L+1

Portanto, entre dois zeros de Pn+1(X) existe um zero de Pn(x).




Com raciocinio analogo, mostra-se o caso em que

P (Ax } <0, B

n+l n+l,L

Uma consequéncia deste resultado (ver [5]) é:

Para cada k = 1,

oo s
{x k}n . é uma sequéncia decrescente
n, =

o] -
X )} € uma sequéncia crescente.
n,n-k+1 n=k

Em particular os limites:

€ = lim x n = lim x :
L n>0 nl J n-=>0 n,n-j+l

existem, pelo menos no sistema de nimeros reais estendido.

Definigdo: O intervalo [El.n1 ], € chamado intervalo verdadeiro de

ortogonalidade para o SPO em relagédo a ¥£.

Segundo Chihara [5, pg. 298], este &€ o menor intervalo que contém
em seu interior todos os zeros de todos os Pn{x] e forma um conjunto
suporte para £. O intervalo [El,nxl é também chamado, por Jacob Sherman
(ver [21) pg. 70), de intervalo ndao redutivel.

Notemos que o extremo inferior deste intervalo é o limite da menor

raiz de P (x), e o extremo superior é o limite da maior raiz de
n

P (x), quando n cresce indefinidamente.
n




CAPITULO III

FRACOES CONTINUAS E SUAS RELACOES COM POLINSMIOS ORTOGONAIS

Neste capitulo, faremos wum estudo das fragdes continuas,

def'inigdes, suas propriedades mais importantes e a relagédo entre elas e

os polinémios ortogonais.

3.1. Definicdo e notacgdes

Uma fracdo continua é uma expressido da forma:

onde os a e bj sdo numeros reais ou complexos, para i=1,2,..
J = 05125 00

Maiores informacgdes sobre fragdes continuas podem ser encontradas,
por exemplo em Jones e Thron [17].

Por questdo de espago, sera usada, para representar fragodes

continuas, a seguinte notagdo:

a
=

b +
0 | 5
1

) - © 5 : -
Consideremos a sequéncia {C )} . construida da seguinte maneira:
n n=




a

PR
0 lb
1

= b

Definiremos C como sendo a n-ésima convergente da fragéo continua
n
dada por (3.1.2). O limite da sequéncia {C }, quando existe, €& chamado
n

o valor da fragao continua.

3.2. Propriedades basicas de fragdes continuas.

Em (3.1.3) escrevemos Cn = An/Bn, para n = 0,1,2,..

onde:

b_;
0

=bb + a;
01 1

bbb +ba_+ ab_;
012 02 12

Notamos que, por exemplo, Az = bzA1 + a2A0

verdade, temos o seguinte resultado importante.

Teorema 3.2.1: Sejam {An} e {Bn} duas sequéncias tais que




Entdo, a n-ésima convergente, C;, da fracgdo continua dada
satisfaz C = A /B, ne=cQ: 15255 i

n n n
Prova: Vamos mostrar este resultado usando indugéo.

Para n = 1, o resultado ¢ verdadeiro, pois

Suponhamos verdadeiro para n = k, e mostremos que é verdadeiro para
= k+1.

De fato, = A /B ¢ exatamente C substituindo b por
k+1 k+1  k+1 k k

(b + a /b X
k k+1 k+1

b A +a A
k+1 k k+1 k-1 =

b B +a B
k+1 k - k+1 k-1

Chamaremos A de n-ésimo numerador parcial, e B de n-ésimo
n n
denominador parcial da fragédo continua.
Enunciaremos, abaixo, duas relagdes que decorrem da férmula de

recorréncia (3.2.1). Ambas sdo faceis de serem verificadas.




A=t e .

n 1

b) g = b )3
n k=1 k-1

desde que, ba # 0e B L: 0, para 1 = i = n.
A relagdo (a) acima é conhecida como férmula do determinante (ver

Wall [30] pg. 15), pois

Duas fragdes continuas

2,
T TS,
| b,

»
a
2|

+
| *
b
2

s@o chamadas "fragdes continuas equivalentes", se existe uma sequéncia

{rn} de numeros diferentes de zero, com ™ 1, tal que
ro= 152030 s
n=.0,1,2,3,...

* *
Se An/Bn e An/Bn sao as respectivas convergentes das fracdes

continuas dadas acima, entdo, podemos mostrar por inducgdo que:




para todo n =z 1. Portanto, temos o seguinte resultado:

Teorema 3.2.2: Fragdes continuas equivalentes tém a mesma sequéncia de
convergentes.

3.3. Propriedades de convergéncia

Os resultados deste item serido usados no capitulo IV e V quando

estudaremos sequéncias encadeadas.

Teorema 3.3.1: Se m = 0 entdo, o n-ésimo denominador parcial da fracéo

cont inua

= (1 - mo)(l - mi)...(l - mn_l).

Prova: Para n = 1 o resultado é verdadeiro, pois 81 =1-0

Suponhamos verdadeiro para n =< k. Para n = k+1 temos

= 1.(1-m )(1-m)...(1-m ) = (I-m Jm[(1-m )(1-m)...(1-m )].

= = = = = o]
Portanto, Bk+1 (1 mo)(l mi)...(l qu)(l mk).

Teorema 3.3.2: Se « = (1 -m )Jm ondem =0, 0 < m < 1, para
n n-1 n 0 n
=1,2,3,... . Entdo, a fracédo continua

Al ]"T%[ et

(Ji3:2) 71




o m m m
1 1 2404 D
converge para onde L =17

i =L
n=1 (I—mi)(l—mz)(l—mn)

Prova: Se An/Bn denota a n-ésima convergente da fragdo continua

(3.3.2), €& se

*
entdo, pelo teorema 3.3.1, B = (1-m )(1-m )...(1-m ) > O .
n+l 0 1 n

Da relagdo (3.2.2) temos

k+1
n+1 (-1) [1}(—&1)...(—5:k )

Z -1

1 -

et (1= (1005 o Cl=m
0 1 k

2
_2) (I—mk_l)

A série infinita representada por L pode convergir ou néo.
ela ndo seja convergente o valor de 1/(1+L) ¢ simplesmente zero.
é, a fragdo continua converge para zero.

Obs.: A série representada por L, se ndao for convergente, diverge
para o. Neste caso escrevemos L = o. No espago de numeros reais

estendido, infinito é tratado como qualquer outro ponto.




Teorema 3.3.3: Seja B = (1= gmd)gn onde 0

para n = 1, entdo,

Bll
T

I

2 £,8,
Z P n
(1-g )(1-g )...(1-g )~
1 1 2 n

n=

G =

Prova: O caso BT 0 é dado pelo teorema 3.3.2, onde L = G.
Suponhamos que &, > 0. Se C denota a n-ésima convergente da
n

-
fragdo continua (3.3.3), e Cn denota a n-ésima convergente da fragéao

continua

&) _ By
S =

| 1 |

B
- 2|
1 1

»
entao Cn converge para 1/(1+K), onde:

= gog1"'gn—1

D gogi"'gn
n=1(J~g0)(l—g1)...(1—gn_

(I—gb)(1~g1)...(l—g£)

1 n=1

0 E £,8,--- &, &,
l—gb n=1(1—g1)(1-g2)"'(1_gn) I_gco

Desde que




Fragdes de Jacobi e polinémios ortogonais

Na fragéo continua (3.1.2) se substituirmos:

obtemos a fracdo continua

A A A

20 [ORPRS [

1hi] &
| x-c, | x-c

| x-c

1 3

cujos n-ésimos denominadores parciais, B = P (x), satisfazem
n n

Pix) = (x =¢c )P _(x)—-A P (x); n=1,2
n n n-1 n n-2

P-a(X) =0 e Po(x) =1,
e os n-ésimos numeradores parciais, An = An(x). satisfazem

A(x) =(x-c )A -AA n=2a,3,.
n n n-1

n n-2

A-1(X) = 1, Ao(x) =0 e A1(X) = Ax'

E bastante simples mostrar que A;lﬁ (x) ¢ um polindémio ménico de
n

grau n-1. Denotaremos

A ex) = P P ew).
1 n

n-1

Desta forma, Fiii(x) e Pn(x) satisfazem a relacio de recorréncia

de trés termos (2.4.1) (ver capitule II - férmula de

recorréncia). Portanto, pelo teorema de Favard as sequéncias de




polinémios (Pn(x)} e {Pi”(x)} formam sequéncias de polinémios

ortogonais ménicos com relagdo aos funcionais de momentos quase
definidos £ e fl. respectivamente, que sdo positivos definidos se os Cn
sdo reais e os A sdo positivos.

n

Para os polinémios {P”)(x)} a relagdo de recorréncia (2.4.1) é
n

obtida das sequéncias deslocadas {c(”} = {c }m e {A;”} =
n

n+l” n=1
©

{a .}

n+1' n=2"

Definicdo: Os polinémios P“)(x) sdo chamados polinémios numerador
n

ménicos, correspondente a {P (x)}. Usaremos aqui, o mesmo termo
n
usado por Chihara [5] numerador SPO ménico.

Da relagdo (3.2.2) item (a), temos

B (P ) = PP HIP(R) = A
n+1 n-1 n n 2 3

Como no capitulo anterior, denotamos os zeros de P (x) por
n

(1) -
< x < ...<Xx ., Agora, se os zeros de P '(x) sdo denotados por
nl n2 nn n

x(1] < x(i] < x{i)

nl n2 nn '

temos o seguinte resultado:

Teorema 3.4.1: Entre dois Zeros de Pn(x) existe um zero de

P:’(x). Isto &,

(1)
X X < 5
n+l,k n, k n+l,k+l

A prova deste teorema ¢é idéntica aquela do teorema 2.5.2

(ver capitulo Il - zeros de polindémios ortogonais).




(1) _(1)

Corolario 3.4.1: Se IEI ' ] é& o intervalo verdadeiro de

ortogonal idade para 21 entdo,

() 1)

(i) f&l M, ] c {E‘.nlj, onde {gl,n1} é o intervalo verdadeiro

de ortogonalidade para £,

2 (1) (1) s A
(ii) Se El < El (ou n, > n, ) entdo, para todo n suficientemente

grande, P (x) tem exatamente um zero em (gl,gil)) (ou (nl’n;I)}L
n

Prova: (i) Basta mostrarmos que €1 z E;i) e nii) = .
(1)

Do teorema 3.4.1, x i
n+l1,L n, L

para i =1,2,3,...,n.

Entéo, para i = 1

(1)
.

O caso niil = n ¢ analogo. Portanto, {g;i),nii)} c [El n1].

Logo, gl = £

(ii) Temos, da parte (i) e do teorema 3.4.1, que

: (1)
- -
El = lim xnﬂ,l = 51 :
n-xo

Logo, para n suficientemente grande, F;(x) tem pelo menos um zero

(1) o
entre 51 e &1 . Vamos supor que existam dois zeros x 1 e X 5 entre
n

» n,

El e ﬁ;l,. Entéo,

£ =x < xti) = g“’.
1 n,1 n-1,1 n,2 1

; . . (1) .
Porém, isso ndo ocorre, pois El ¢ uma cota inferior para

(1)
X .

n,

(1)
).

Portando, P (x) tem exatamente um zero entre [El,EI
n
Analogamente, mostra-se que P (x) tem exatamente um zero entre
n

(1)
(n,""n).




CAPITULO IV
SEQUENCIAS ENCADEADAS

As sequéncias encadeadas apareceram, primeiramente, segundo
Chihara (ver [8]) nos estudos de certas fragdes continuas e cuja
teoria formal foil desenvolvida por Wall [30]. Nosso maior interesse no
estudo das sequéncias encadeadas consiste das aplicagbes no estudo de

polinémios ortogonais e polinémios similares aos ortogonais.

4.1. Definigdes e teoremas

Definicdo: Uma sequéncia {a }m1 ¢ chamada sequéncia encadeada se
n n=

existe uma outra sequéncia {gk}:_o, tal que

(i) 0£g0< O<gn<1.para

(ii) a = (L= gn_I)gn. para n = 1.

A sequéncia {gk}: L é chamada sequéncia de parametros para {a }: o
= n =

e g, é o parametro inicial.

Nao ¢é dificil construir exemplos de sequéncias encadeadas.
Geralmente é mais dificil decidir se uma sequéncia dada é ou nd&o uma
sequéncia encadeada.

A sequéncia constante ({1/4) ¢é uma sequéncia encadeada,
com sequéncia de parametros {k/{2(k+1)}}.

E facil mostrar que {1/2) também é uma sequéncia de parametros




para a sequéncia {1/4)}.
Desse exemplo, vemos que uma sequéncia encadeada nem sempre
determina seus parémetros unicamente. A maioria das sequéncias

encadeadas possui mais de uma sequéncia de parémetros.

Teorema 4.1.1: Sejam {a } uma sequéncia encadeada e {gk} e {hu} duas
n

sequéncias de parametros para {a }. Entdo,
n

< = < .
g, hk para k 1 se, e somente se, go ho

Prova: Temos B (1= gk_l)gk = (1 - hk_I)hk, k
Entéo,

1= h
k-1
B Ey-1

Dessas relagdes, podemos observar que se g, < hk , entéo,

e £ < h
Portanto, segue o resultado do teorema. L

Teorema 4.1.2: Seja (an} uma sequéncia encadeada. Se {an} tem uma
sequéncia de paréametros {gk} tal que go > 0, entdo, para cada ho
satisfazendo o = ho < go. existe uma correspondente sequéncia de
parametros {hk}.

Prova: Se h0 < g, entéo, al/[l—ho) < al/(l—go) =B

Seja h1 = a1/(]_ho)' Dai, segue que a = (1 - ho)h1' com h1 < g,
Suponhamos que, para k = n, ak = (1 - hk-i)hk' com hk < gk :
Sendo hk < g entéo, ak”/(l-hk) < akﬂ/(l-gk) =g
Tomando }'ik+1 = ak”/(l—hk), segue que a = (1 - hk)th, com

< Sl L5
hk+1 gk+1 i

Portanto, (hk} é uma correspondente sequéncia de paré&metros para {an}..




O teorema 4.1.2 acima, nos diz que se o parametro inicial de uma
sequéncia de parametros for positivo, entdo, sempre é possivel obter
uma outra sequéncia de paréametros. Isto nos motiva a definir sequéncia

de paréametros minimal e maximal.

Definigdo: Seja {an} uma sequéncia encadeada. Entéo, {mk}

chamada sequéncia de parametros minimal para {a } se m = 0.
n

Definigdo: Seja {an} uma sequéncia encadeada. Entéo, (Hk} ¢ chamada
sequéncia de parametros maximal para {a )} se, Hk > & (ka=n0), | para
n

qualquer outra sequéncia de parametros {gk}.

Teorema 4.1.3: Toda sequéncia encadeada possui wuma sequéncia de

parametros maximal.

Prova: Se {an) determina seus parametros unicamente entdo, sua
sequéncia de parémetros minimal é também sua sequéncia de parametros
maximal.

Por outro lado, se Mo denota o menor limite superior para o
conjunto de todos os parémetros iniciais entdo, 0 < Ho = 1.

Agora, para cada x tal que 0 = x < Hb, existe uma sequéncia de
parametros {gk(x)} tal que go(x) = x e, para cada valor de k fixo,

gk(x) sera uma funcgdo crescente, pois,

se x1 < x2 entédo,
go(xl) =% < X, = go(xz) e, portanto, pelo teorema 4.1.1,
gk(xa) < gk(xz). para k = 1.

Como gk(x) é uma fungdo crescente e limitada (certamente por 1)




definimos

M = lim g (x).
n - n
x—)HO

Como B (1 - gn(x))gn+1(x). entéo,

= 1lim (1 - g (x))1lim g (x).
! x—)H; = x—)H; it

Logo, a = (1 - MM e 0<M <1, pois se M fosse igual a 1
n+1 n n+l n n

teriamos 4 = 0, e {an} nio seria uma sequéncia encadeada.
Portanto, {Hk} ¢ uma sequéncia de parametros maximal para.{an}. u
Até o final deste capitulo {an} denotard uma sequéncia encadeada,
{mk} e {H;}, denotarédo, respectivamente, suas sequéncias de parametros
minimal e maximal. Também usaremos a notagéo b:‘k)= bmk' onde {bn} &

uma sequéncia qualquer.

Teorema 4.1.4: (i) {atl]} é uma sequéncia encadeada com sequéncia de
n
parametros {gll)}, onde {gi} é uma sequéncia de parametros para {an};

(11D Se {m“‘} denota a sequéncia de para&metros minimal para

(1) Fx (1)
a entdo m < m :
{ n g 1k k

(1) (1)

(iii) {M; } € a sequéncia de parémetros maximal para {an ).

) (1), (1)
)

g ', para n z 1.
n-1 "n

(1]} é uma sequéncia de parametros para {a(“}.
n

Prova: (i) aii

=a = (1 - gn)gn+1 = (1 -

Portanto, {gk

(1)

(ii) Desde que nn0= 0 < m1 = mo entdo, pelo teorema 4.1.1,

(1)
m

s (k =z 0).

(iii) Consideremos {H;} a sequéncia de parametros maximal para

{ail)}. Desde que {ﬁii)} ¢ uma sequéncia de parametros para {aiij}

(item i), temos 0 < H;“ < Mé.




- = - 1 % z
Logo, (1 1"1’0)!‘11 (1 HOJHO. Ent8o existe M Ho‘ tal que

(4.1.1) (I-—H)H(')=(1—HO)H1=

L
Dai, {M ,HS,H;,H;,...} ¢ uma sequéncia de parémetros para {an}. Isto €
absurdo, pois sendo {Hk} a sequéncia de parametros maximal, n&o pode
ocorrer M. = HD, a menos que H. = Mo. Neste caso, temos também que

0,1,2,.::.

Portanto, {H(”

. } é uma sequéncia de parametros maximal para {an}..

Teorema 4.1.5: Seja {b } uma sequéncia encadeada com sequéncia de
n

parametros {hk} . Se

(4.1.2)
entéo,
h = Hk, para

k

Prova: Se a, = 1|b1 = (1 - ho)hf entdo, existe um g, = hi. tal que

a =i (1= ho)gl, 0<g =h.

Suponhamos que g, (=h0),g1,g2, 8 existam e sédo tais que

ak=(1 —gk_l)gk, O<gk e 0

(1 - hn)hm1 =501 gn)hnﬂ.

Assim, existe 8 ., = hnn’ tal que

a = (1 = gn]gn+1: (o404 g

n+l

Logo, {a } tem uma sequéncia de parametros {gk}, tal que
n




O<gn£hn, para n z 1.

Desde que m = 0 = go = ho’ temos, pelo teorema 4.1.1, que m

para todo k = 1. Temos ainda que Ho z ho e, pelo teorema 4.1.1,

Portanto,

Coroléario 4.1.1: Se para algum n = N =z 1, temos, de (4.1.2) que

a <b
N N

m < h, para k =z N h < M, para 0 = k = N.
k k Kk k

. < = - = - =
Prova: Como a < b = (1 -h Jh =(1-g Jh, ondeO<g  =h

¥

N-1

existe g, com 0 < g < hN, tal que

a8 Sl

Logo, mk = gk < hk, para k = N.

Por outro lado, vamos supor que, para £ < N temos, h8 = ME'

Pelo teorema 4.1.5, a < b = (1 - h":)hz‘1 = (1 - M,)h

£+ £+1 £ b’

Entdo, existe 5,4 < h tal que

41’

af+1 = (- Mf)gﬂu'
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Desde que a,..= (1=

£+1

Assim, ”£+1 = &y, =< h

Logo, Bl bfn'

Portanto, por indugdo, mostramos que Hk = hk. Segue, entdo, que

= b para k = ¢ &+1,...
k k

Logo, a = bN. Absurdo, pois pela hipoétese de indugéo a < bn'
Desta forma, hk < Hk também para 0 = k < N. B
Este resultado indica que, se {an} é dominada por uma segunda

sequéncia encadeada, entdo {a } n3ao pode determinar seus parametros
n

unicamente.

Teorema 4.1.6: Se {an} ¢ nao decrescente, entéo (mk} é estritamente

crescente, e {Hk} é nao crescente.

Prova: Pelo teorema 4.1.4, m,. < m:‘”, onde {mlk} denota a sequéncia

de parametros minimal para {a:‘“). Ainda, pelo teorema 4.1.4, {Hi”}

é a sequéncia de parametros maximal para {al(_‘“}.

Sendo aln = aL“, pelo teorema 4.1.5,

Portanto,

Seja a = 1/4 para todo n = 1. Como a sequéncia {an} é nao
n
decrescente, pelo teorema 4.1.6 temos

174 = (1 - Hk_l)Hk = (1 - Hk)Hk = 1/4.




1/4 = (1 - M )M, entéo M =1/2. o
k” 'k K
Por outro lado, se a = 1/4 para nz N, e {gk} € uma sequéncia de

parametros para {an}, pelos teoremas 4.1.4 e 4.1.5, temos

K

1
LISV e T

Entdo, 1/2 = lim g = 1/2. Segue que lima = 1/4.
n—=>w n n+© n

Desta forma, vemos que, se bn > 1/4 para n =z N, {(b} ni3o é uma
n

sequéncia encadeada.

Teorema 4.1.7: Se 0 < c < a para n z 1, entdo {c )} & também uma
n
sequéncia encadeada.

Prova: Definindo ho =0
c. - (1 - ho)hi, com

Suponhamos que C .= (1 - hbq)hk’ com 0 < hk = m para k = 1,2,..
Se ¢ = a = (1 - m )m = (1 - h)m , entédo, existe
k+1 k+1 k k+1 k  k+1

satisfazendo,

0 < h Sm s tal que Co.o ™ (1 - hk)hk¢1'

Portanto, {c } € uma sequéncia encadeada. W
n
Este teorema ¢é conhecido como teste de comparagio, pois
conhecendo-se uma sequéncia encadeada, ¢é possivel saber se uma outra

sequéncia dada ¢ encadeada por comparagio de seus termos.

4.2. Alguns resultados assintéticos.

Seja




(4.2.1) Pk

Entdo, pelo teorema 3.3.2, temos

onde

m m ...mNn
k1l k2 kn

[+4]
E — — — :
n=1(] mki)(l mkz)...(l mkn)

Aqui Fl+1 # 0, portanto obtemos:

a = (1 = B3 )P . 5 g< P <1,
k+1 k k+1 k

isto é, {F;} ¢ uma sequéncia de parametros para (anL

Teorema 4.2.1: (Pk} definido por (4.2.1) é uma sequéncia de parametros

maximal para {an}.

Prova: Seja {g )} uma sequéncia de parametros qualquer para {a }.
Kk n

Entdo, pelo teorema 3.3.3,

= _ -1
(4.2.2a) Po=g &= EI0L+0),

0 gig2-”gn

(4.2.2b) G =n)=31 e e (e )
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Logo, Po = g, © pelo teorema 4.1.1, Pk z g, para todo k =z 1.

Portanto, {Pk} €& uma sequéncia de parametros maximal para {an}. B

Teorema 4.2.2: Uma sequéncia de parametros {gk} € uma sequéncia de

parametros maximal para a sequéncia encadeada {an} se, e somente se,
W,

Prova: Pelo teorema 4.2.1, P0 ¢ um parametro inicial maximo. Portanto,

da relagéo (4.2.2), temos

Po = go se, e somente se G = ©. ©

Teorema 4.2.3: Se {gn} nao ¢ a sequéncia de parametros maximal para

{a } entéo,
n

Prova: Temos que 4 = (1 - m 1)mn = (1 - gn_l)gn, entdo,

Somando e subtraindo gnmn_l do lado direito da ultima igualdade, e

fazendod = g - m temos:
n n n

d =gd

n

gngn—l i gO

(I—mn_i)(l—mn_z). i (I-mo) =8y




Se {gk} nédo é sequéncia de par@metros maximal, pelo teorema 4.2.2,

Segue que

Portanto,

lim
n-—>o gn

Exemplo: Seja a = a, para n = 1 'e'0 ©' g = —;-— Entdo, {a )} tem
n

sequéncias de paréametros

1
—2“{1 1 4a }

= H%—II + vl - 4a ].

De fato, seja { ¢ } uma sequéncia de parametros para a sequéncia

encadeada constante { a }, entdo, a = (1 - &)L

1+ V1] - 4a

2

Portanto,

E facil verificar, pelo teorema 4.2.2, que {hk}, dado por (4.2.3),
é¢ a sequéncia de parametros maximal para a sequéncia constante { a }.

Vemos também que, como {gk} dado por (4.2.3) ndo €& a sequéncia de




parametros maximal, entdo, pelo teorema 4.2.3,

Logo, lim m = lim g = 4 [1 - V1 - 4a ].

2

Portanto,

Teorema 4.2.4: Seja lim a = a. Entéo,
n—)ﬂi'rl

1 e lim Hn = A [1 + V1 - 4a ].

4 TR
n-=»o
Contudo, se MO >0 (isto é, m # M), limm = —%—{1 - vl - 4a ].
n n n-c0 n
Prova: Suponhamos que a > ~%—. Entdo, existe um namero N tal

1
que a = a' > 4 para n = N. Segue que {a } nio é uma sequéncia
n

encadeada. Portanto,

Para mostrar que ﬁig Hn = —%—[I + ¥1 - 4a ] vamos primeiramente supor

que 0 < a < —%—. Escolhemos £ > 0, tal que

1
0 < = < + € i
a -« a:+ ¢ 7

Entdo, existe k = k(e) tal que

Se {m’) e (M} denotam, respectivamente, as sequéncias de
n n
parametros minimal e maximal para a sequéncia {a - €} e se {m'’)} e
n
{M’’} denotam, respectivamente, as sequéncias de parametros minimal
n

e maximal para a sequéncia {a + €}, pelo teorema 4.1.5 e a relagdo




(4.2.4), temos

(4.2.5)

Logo,

—%—11 + V1-4(a+e) ] [1+ V1-4(a-¢) ] e,

—%—f} - l-ara-c) = lim i ; < —é—fl - Y1-4care) -

Desde que s&o validas para arbitrarios € > 0, concluimos que

= —1—11 -V1l-4a ] e 1lim M
kn 2 n

n-»o n-xo

Se MO > 0, {m)} n3o é sequéncia de parametros maximal para {a } e,
n n

(k)
n

) A

portanto, ﬁfk)} ndo é sequéncia de parametros maximal para {a
n

Logo,

lim 1 e, portanto, g m = 3 [1 - V1 - 4a ].
n

im —_
300 =20 n 2

Para o caso a = 0, substituimos a - £ por 0 em (4.2.4) e usamos as

desigualdades 0 < m M'®' = H“”< 1. Desta forma, temos
n n

2
dopg w ol = de
2

: 1 :
Finalmente, para o <caso a precisamos somente da

desigualdade




ol
7]

que, Jjuntamente com o teorema 4.1.5, determinam

,Sm{k}sﬁtk)ﬁ_.lg_{1+ /4€ T

n n n

Desde que m;] = ﬁ‘%——ﬂ - V4¢ ],

Vi m =l =l B
n n

2
n-o n-»o

4.3. Sequéncias Periédicas

Neste 1item consideremos alguns resultados sobre sequéncias

encadeadas que sdo periédicas.

Teorema 4.3.1: Se (an} ¢ periddica com periodo p entdo {Hk} também é

periédica com periodo p, enquanto (mk} é quase periédica no sentido que

lim mnp‘k = uk ,para k = 0,1,...,p-1.
n—»0

(p)

Prova: Se {a(p)} = {an}, entéo, {Hk

n

} é uma sequéncia de parametros

maximal para {an}. Portanto, {H;p}} = {Hk}.

Contudo, {m;p)} ndo ¢é sequéncia de parémetros minimal para

{a }. Logo, m < m(p). k
n k

k =0,1,2,.... Segue, entfo, que {mnmk} € uma

sequéncia crescente e limitada (certamente por 1).

Portanto, existe pk tal que

lim m =M, para k =0,1,2,...
np+k k
n-»0

Uma condigéo necessaria e também suficiente para que uma sequéncia

periédica, {b }, com periodo p, seja uma sequéncia encadeada (ver
n




Chihara [5]) ¢é que o sistema de equagdes
bk= ‘1 - xk_i)xk. para k = 1,2,...,p

tenha uma solugao (xo,xi,...,x ), tal que
P

Em particular, se p = 2 temos o seguinte resultado:

Teorema 4.3.2: Seja {bn} periodica com periodo 2, e

{b } é uma sequéncia encadeada se, e somente se,
n

Contudo ! ] se, e somente se,

v b1 + v b2 < 1.

(uL é dado pelo teorema 4.3.1)

Prova: Sendo {bn} de periodo 2, temos:
(1 - xo)x1
(1 - xl)xo.

As solugdes do sistema (4.3.2) s&o dadas por:
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2
Y 1 b +b)? - ab_
2

V/(I -b_+5b )2 =4<4h
2 1 1

x1 2

Logo, xo e x1 representam solugdes reais do sistema (4.3.2) se, e

somente se,

(4.3.3) (1 -b_ +b )2 -4b =z 0 e (1= b. =+ b )2 - 4b = 0.
1 2 2 2 1 1

Podemos verificar que quando Xo e x1 sdo reais, eles também satisfazem
0< x.,x < 1.
0’1

Também & féacil verificar que se 0 = ¢,d < 1, entéo,

Yvec + vd =1 se, e somente se,

(1 -¢c + d)2 -4d =z 0 (1 =d + C)Z = qdc = 0.

Portanto, de (4.3.3), temos imediatamente o resultado (4.3.1) do

teorema.

Se M= HL entéo, {H;} ¢ a sequéncia de parametros

minimal. Isto é, H0= 0, e entéo,
b =(1-M M =(1-M M =0,
= LR LA

o que é uma contradigdo, pois, por hipétese, b > 0.
P
Logo, M, < ML. Portanto, em (4.3.3), ndo ocorre a igualdade.

Segue, entdo, que

14 b1 + ¥ b2 <1. ®




CAPITULO V

ALGUMAS APLICAGOES DE SEQUENCIAS ENCADEADAS.

Neste capitulo veremos como as sequéncias encadeadas podem ser
usadas para obter informagdes sobre zeros de certos polindémios que

satisfazem relagdes de recorréncia.

5.1. Sequéncias encadeadas e polinémios ortogonais.

Ultimamente estd surgindo um numero consideravel de trabalhos
sobre a obtengéo de zeros de polindmios ortogonais (ou propriedade de
funcional de momento) a partir da relagdo de recorréncia associada.
Isto &, dados os coeficientes da relagdo de recorréncia, os quais devem
conter todas as informagdes sobre os polinbémios ortogonais, como
extrair estas informagdes estd sendo um desafio para muitos
pesquisadores da &area. Para algumas contribuigdes nesta 4&rea de
trabalho veja Blumenthal [4], Chihara [8], [11] Nevai [18], [20] e Van
Assche [28].

Apresentamos aqui algumas informagdes sobre como as sequéncias

encadeadas podem ser usadas para este fim.

Teorema 5.1.1: O intervalo verdadeiro de ortogonalidade f&l.nij é
um subconjunto do intervalo [a,b] se:

i) A iedh, 1,
n

i) {an(a)}, {an(b)}. sdo sequéncias encadeadas,




onde o (x) = A /{(c -x)(c -x)}.
n n+1 n n+1

Prova: Consideremos a fragédo continua

A A

2l .

3 | _
| x-¢

|“x=c
3

2

cuja n-ésima convergente é ?tiP:‘:(x)/Pn(x). Como Pn(x) e P:]:(x) néo

(1)

tém zeros em comum, se a sequéncia {AIP .

(x)/P (x)}, isto é, a fragéo
n
continua (5.1.2) é convergente num dominio, é facil ver que Pn(x) nao

tem zeros neste dominio.

A fragado continua

Al/(x'ci)
| 1

onde ocn(x) = Ann/{(x—cn)(x—cn )}, € equivalente a fragdo continua

+1
(5.1.2) e, pelo teorema 3.2.2, estas duas fragdes continuas tém a mesma
sequéncia de convergentes. Portanto, pelo teorema 3.3.3, a fragéo
continua, isto é, a sequéncia {AIPLi:(x)/Pn(x)} converge se {o:n(x)} &
uma sequéncia encadeada.

O resultado do teorema segue, entdo, do fato que se a < cn < b e
{(xn(a)}. {a;n(b)} sdo sequéncias encadeadas entédo, {an(x)} é uma

sequéncia encadeada para qualquer x n8o pertencente ao intervalo

(a,b). B

Teorema 5.1.2: Se os coeficientes {c } e (A } satisfazem as condigdes
n n

dadas por (5.1.1), e além disso, se

limA = A
n-—»0

n

Ent&o, para z ¢ (a,b),




P (z)
1E | (e =
n -0 nPn(25

1

onde x = ¢ - 2V A e B=c+ 2V A 5

Prova: Da relagido de recorréncia (2.4.1) podemos mostrar, por exemplo
para z € (b,o), que a sequéncia encadeada {« (z)} tem como sequéncia de
n

parametros minimal

do(z) = 0, 0<d(z) =1 -
" (2=c JP (2)

Com as condigbes lim A= A e lim ¢ = ¢, vemos que {« (z)} & uma
n-»x0 n n-»0 n n

sequéncia encadeada que converge para um certo limite. Portanto, pelo

teorema 4.2.4, temos que {dn(z)} também ¢é uma sequéncia que converge

para um certo limite. Agora, se {dn(z)} converge para um limite, entéo,

{F;+1(z)/F;(z)} também converge para um limite, o qual denotamos por

R(z). Da relagdo de recorréncia (2.4.1), obtemos entéo

R(z) = (z - ¢) - A/R(z),

que fornece

R(z) = (z-c) = V (z—c)2 - 4

Como R(z) » w, quando z - », obtemos

(5.1:3) P (z)/F;(z) > R(z) = (z - ¢c) + V/(z—c)2 - 4x ;

n+1

para z € (b,m).
A convergéncia de {Pwd(z)/F;(z)} para R(z) para qualquer z ¢ (a,b),

segue do fato que Pn(z) nédo tem zeros nesta regido.




Derivando a relagdo (5.1.3) temos

Plcz) P (2)
n L n-1
Pn(z) PGz

—

Aplicando o teorema de Cezaro (ver [3] pg.126) obtemos

P e
nPn(z) R(z) ~

E facil ver que

R'(z) 1

R(z)
vV (z-a)(z-B)

o que completa a prova do teorema. W
O resultado deste teorema nos diz que, se o numero de zeros de
Pn(z) fora do intervalo [a,B] é o(n), entéo, ligm[o(n)/n] = 0.
Um fato interessante deste ultimo teorema € que, quando ¢ = 0 e
1/4, (o qual ocorre no caso de, por exemplo, polinémios de Legendre

e polinémios de Tchebyshev), temos

1

Y B-t t-a

a fungdo peso de Tchebyshev.

5.2. Sequéncias encadeadas e polinémios similares aos ortogonais.

Veremos nesta secgéo como o conhecimento adquirido até agora pode
ser aplicado para obter informagdes sobre os zeros de polinémios que
satisfazem um outro tipo de relacdo de recorréncia.

A relacédo de recorréncia que consideramos aqui é:




B(z) =(z-c)B (z)-AzB (z), nz1
n n n-1 n n-2

com B(z) =1eB (z) =0, ¢ >0 e A >0, paranz 1.
0 -1 n n

Foi mostrado em Jones, Thron e Waadeland [18] que existe um
funcional de momento (forte), ¥, associado a esta relagido de recorréncia

de maneira que

Também, foi mostrado que os polindmios B;(z) satisfazem muitas
propriedades similares as dos polinémios ortogonais. Por exemplo, sabemos
que os zeros de Bn(zJ sdo "positivos" e distintos e s&o diferentes
dos zeros de Bn_l(z). As propriedades dos polindémios Bn(z) foram
bastante estudadas por Sri Ranga e Andrade [25], e Sri Ranga [24].

E facil ver que B;(z) é o denominador da n-ésima convergente da

fragao continua

A A Z A Z
sl

1 _ _ 3 Ji &
|z = |z =i, |z - c :

3

Consideremos agora, a relacdo de recorréncia

I20. (z) = w. =0, (=),

Q n—l(Z) =1 =+ Ot2n 2n-1 2n-3

2

an(Z) = ZOzn_1(Z) . aznozn—z(Z)’

para n = 1, onde
Q (z) =0, Q(z) =1lea >0, nz2.
-1 0 n
O polinbémio Qn(z). que € mbénico, € o denominador da n-ésima

convergente da fragao continua




az
Il a® |

(5.2.3) (1+o )z T | T (1+a )z
1 3

que é chamada uma "J-fracgdo regular, simétrica e positiva definida", e
foi bastante estudada por Sri Ranga [23]. E conhecido que, num dominio
onde esta fragio continua converge, nido ha zeros do polinémio Qn(z).

Considerando a fragéo continua equivalente

1/{(1+a1)z}| i Bl(z)l ) 33(2)|
| 1 | 1 [T

o o
2n 2n+1

= =
2 an (l+x ) R 1
(1+a2n_1)z 2n+1

obtemos do teorema 3. 3.3:

Teorema 5.2.1: A fragéo continua (5.2.3) converge para |z| € [M,») e,
portanto, Q;(z) tem seus zeros no intervalo (-M,M), se {Bn(H)} é uma
sequéncia encadeada.

Da relagdo de recorréncia (5.2.1) e (5.2.2) podemos ver que, se

(5.2.5) =A Jc, para n = 1,
n

[+4
2n+1 n+1

entéo, Ozn(z) = Bn(zz), nz1,

Teorema 5.2.2: Os zeros de Bn(z). dado por (5.2.1), estédo localizados

no intervalo (0,s) se a sequéncia {an}, onde

e il o) 1

n n n+

= — g n&1,
c +2A (c +A  )s
n n+1 n n+l

¢ uma sequéncia encadeada.

Prova: Escolhendo g = 0, temos, de (5.2.4) e (5.2.5), que B(V s ) =
n

= 1. Portanto, do teorema 5.2.1, an(z) = Bn(zz) tem seus zeros




no intervalo [-V s ,¥ s ], se a ¢é uma sequéncia encadeada, o que,

n

imediatamente, leva ao resultado do teorema.

Finalmente, temos:

Teorema 5.2.3: Os zeros de Bn(z) estdo localizados no intervalo (r,w)

se a sequéncia {a } é uma sequéncia encadeada, onde
n

A

n+1

C + A
n+1 n+1

Prova: Da relagido de recorréncia (5.2.1), temos Bn(O) = (-1)“0102_.cn.

Além disso, o polinémio definido por

z"B (1/2)
n

Bn(Z) = Bn(—o) nez0,

satisfaz a relagdo de recorréncia

(5.2.7) Be)= - —9F (5) s —2
n c n-1 CcC

n

com B (z) =1 e B(z)=12z- —l—.
0 1 c,

Repetindo o teorema anterior para a relagdo de recorréncia (5.2.7)
temos que, se

A

- = e =
c + A 2n+1 (c
n+1 n+1

para n =z 1, & uma sequéncia encadeada, entdo, os zeros de En(z) estéo

no intervalo (0,s). Tomando s = -%— temos, imeditamente, que os zeros

de Bn(z) estdo no intervalo (r,«).®

Exemplo: Consideremos a relacdo de recorréncia (5.2.1), onde

2
(5.2.8) =/viabp ; A sy = (vb-val)4d, nz1 e 0< ac<b< o,
n n




E conhecido que (veja Sri Ranga [24]), os polinémios associados a

Bn(z), n =z 1, tem seus zeros no intervalo (a,b). Verificamos este

resultado usando os teoremas 5.2.2 e 5.2.3.

Com (5.2.8) obtemos, do teorema 5.2.2, que se a sequéncia {an},

(/:-/:)2’
iinr ey

4ab
= ; para'n = 1,

(Vf;ﬁ + V/;ﬂ)es

a
2n+1

€ uma sequéncia encadeada, entdo, os zeros de Bn(z) estdo no intervalo
(0,s). Como {an} é uma sequéncia periédica e com periodo igual a 2,

temos, do teorema 4.3.2, que {an} é uma sequéncia encadeada se,

somente se,

b -Va) 2/ ab/s
+ <
b +Var b +Va)

1.

E facil ver que a desigualdade é verdadeira se, e somente se,
s =z b. Isto implica que os zeros de Bn(z) estdo no intervalo (0,b).
Do mesmo modo obtemos, do teorema 5.2.3 e do teorema 4.3.2, que os

zeros de Bn(z) estdo no intervalo (a,w).




CONCLUSAO

Através da relagédo de recorréncia para os polinémios ortogonais
dada no teorema 2.4.1 e do teorema de Favard 2.4.3 mostramos no estudo
das fragdes de Jacobl que os numeradores e denominadores dessas fragdes
continuas formam um sistema de polinémios ortogonais. Considerando esse
e outros resultados sobre polinémios ortogonais (cap. II) obtemos
informagdes importantes sobre a convergéncia dessas fragdes continuas.

Para o estudo de convergéncia de fracdes continuas (de uma classe
mais geral do que as de Jacobi) podemos também considerar as sequéncias
encadeadas, apresentadas no capitulo IV. Os teoremas 4.3.1 e 4.3.2
foram relevantes para o estudo de algumas aplicagBes apresentadas no
capitulo V, e Jjuntamente com os teoremas 5.2.2 e 5.2.3 garantem a
existéncia de um intervalo (a,b) que contém os zeros dos polinémios
similares (tratados no capitulo V). Chihara J4 havia wusado as
sequéncias encadeadas para obter informagdes sobre os zeros de
polindémios ortogonais. Além dessa aplicagéio, os conhecimentos por nés
adquiridos permitiram também considerar estas sequéncias para a
obtengéo de informagdes sobre os zeros de polindmios similares. E isso

pode dar sequéncia a outros trabalhos a serem desenvolvidos por nés

nesse sentido e também para pessoas interessadas nesse assunto.
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