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ABSTRACT 

N-1 
We si mui ate the CP models via Langevin equations with 

special emphasis in the case N=2. The conclusions are that the 

pure model is compatible with confinament presenting an abrupt 

fali to zero of the two point function. The bound state of the 
N-1 

pure N=2 bosonic CP is related to the OC35 non linear cy—model 

having both the same mass gap. Fermions are minimaly coupled to the 

CP^~^ and the same analysis is performed. 
N—1 

The a ver age energy is also determined for the CP 
1 

CN=2,3,43 and OC35.The equivalence between the CP and OC33 models 

is established. 

RESUMO 

N-1 
Si mui amos os modelos CP vi a equação de Langevin com 

especial ênfase no caso N=2. Nossas conclusSes são de que o modelo 

puro é compatível com a propriedade de confinamento refletindo 

uma queda abrupta para zero na função de dois pontos. 
1 

O estado ligado do modelo CP puro é relacionado com o 

modelo o-não linear OC35, tendo ambos o mesmo "gap" de massa. 
N-1 

Férmions são acoplados minimamente aos modelos CP e a 

mesma análise é efetuada. 
N-1 

A energia média também é determinada para os modelos CP 
1 

CN=2,3,4D e OC35. A equivalência entre os modelos CP e 0C3D 

tainbém é estabelecida neste caso. 

1 



CAPÍTULO I 

INTRODUÇXO 

Os modelos sigma nSo lineares foram historicamente 

introduzidos por Schwinger e aplicados em teoria de campo por 

CID 
Gell-Mann e Levy . A aplicaçSo inicial foi no contexto das 

interaçBes fortes em 4 dimensOes para explicar certos resultados 

da álgebra de correntes e a relaçSo de PCAC Cconservação parcial 

da corrente axial!) que relaciona a constante de decaimento do 

pion com a massa do nucleon e a constante de acoplamento forte 

, , C25 
pion-nucleon 

O modelo em sua versSo inicial possui a a simetria OC45, 

isto é 4 campos, cuja simetria era quebrada produzindo 3 bósons 

de Goldstone que seriam os pions. 

Na realizaçSo linear da simetria quiral aproximada entSo 

considerada SUC23 X SUC2D obtem-se uma teoria renormalizável mas 

que prevê uma partícula CcD jamais encontrada. Na realizaçSo nSo 

linear da simetria CXI4!) ~ SUC2D X SUC23 considera-se a possibi- 

lidade de modificar o modelo fazendo o campo cr ser uma funçSo do 

campo do pion, em vez de um campo independente, isto é uma nova 

partícula. Contudo a versSo nSo linear é nSo renormalizável em 4 

dimensSes. No entanto os modelos a-nSo lineares com a simetria 

OCNJ definidos no espaço-tempo bidimensional introduzidos por 

Polyakov em 1975*"^^ provaram ser renormalizávels^^^. 

EIstâ classe de modelos apresenta duas séries infinitas de 

cargas clássicas conservadas, uma série se referindo às cargas 

1 



C 5 
locais e a outra ás cargas nXo locais * .Na teoria quântica 

isto implica na ausência da produçXo de partículas e na fatoriza- 

çXo da matriz S em matrizes S de 2 partículas. 

Já ao nível quántico os modelos OCND apresentam liberdade 

C3!> 
assintótica para N > 2 e as i^ir ti cuias fundamentais adquirem 

massa. 

O sucesso dos modelos e-nSo lineares com simetria (XN5 fez 

com que generalizaçSes fossem procuradas de modo a conservar o 

fato de que a interaçXo nestes modelos continuasse a ser 

representada por uma condiçSo de vinculo. Eichenherr em 1978^^^ 

N~1 
prop>Se a classe de modelos CP onde a simetria considerada é 

SUCN5. Outras generalizaçSes podem ser também obtidas^®’. 

N-1 
Os modelos CP sSo a generalizaçSo direta dos modelos 

OCN5 para campos complexos e devido às suas propriedades como 

confinamento e liberdade assintótica apresentam fortes analogias 

com teorias de gauge em 4 dimensSes e em particular com a QCD^^^^, 

o que fez aumentar o interesse nestes modelos, além do fato de 

psodermos adicionar férmions a estes modelos, enriquecendo ainda 

mais as suas propriedades. 

Interessante também é o fato de que a expansSo 1/N pode 

ser explicitamente efetuada nos modelos e-nSo lineares e resuldos 

exatos sSo obtidos no limite N -» oo . Por outro lado resultados nSo 

perturbativos em teoria de campos sSo muito raros e torna-se 

necessário que haja formas alternativas de abordarmos determinado 

problema. Ê p>or este motivo que daremos atençSo ao procedimento 

das simulaçSes numéricas. 

Nossa finalidade é de abordar a classe dos modelos OCN3, 

CP^ ^ puros e CP^ ^ com fér mi ons acoplados de forma mínima em 

nossas simulaçOes numéricas, dando especial ênfase para valores 

2 



pequenos de N. 

Nós salientamos as propriedades fisicas obtidas pela 

expansKo nos modelos acima como um guia para a deter mi naçXo 

numórica das grandezas físicas como a energia interna, funçBes de 

correlaçSo e "gaps" de massa. 

Nosso trabalho está organizado do seguinte modo. No 

N“1 
capitulo II consideramos a expansSo 1/V aplicada aos modelos CP 

puros e também com férmions acoplados a estes modelos. Isto é 

feito para termos a compreensSo física das suas propriedades em 

ambas as situaçSes. 

No capitulo III desenvolveremos a formulaçSo de rede p>ara 

N-1 
os modelos <y-nSo lineares OCND, CP e também para os modelos 

N-1 
CP com férmions acoplados de forma mínima. Em particular para 

N-1 
os modelos CP faremos a expansSo 1/N na rede. Novamente, como 

no contínuo, estes modelos sSo resolvidos exatamente no limite 

N -» CO . Portanto qualquer quantidade física que possamos calcular 

algebricamente na rede necessitará, para N finito, que determi- 

nemos um fator de correçSo que leve em conta a sua dependência em 

Embora a estrutura de rede nSo tenha um significado 

físico especial, ela é introduzida para regularizar a teoria 

original do continuo de forma nSo perturbativa, ou seja, ordem a 

ordem. A formulaçSo na rede terá ainda outra finalidade para nós 

que é de permitir a simulaçSo numérica nos modelos citados acima. 

No capítulo IV apresentamos a formulaçSo da QuantizaçSo 

Estocástica de Parisi e Wu. Com esta formulaçSo obtemos as 

N-1 funçOes de correlaçSo e os "gaps** de massa para os modelos CP 

Outrossim salientamos nosso interesse na quantizaçSo 

estocástica uma vez que esta formulaçSo p>ermite-nos obter um 

3 



algoritmo alternativo para simulaçSes numéricas com o qual 

pode-se atualizar toda a rede de forma simultânea ao invés de 

sitio a sitio ou "link" a "link" conforme os procedimentos 

usuais em simulaçSes. Este algoritmo, como vereim^s, utiliza de 

forma fundamental a equaçSo de Langevin, na qual a quantizaçSo 

estocástica também tem o seu ponto de partida. 

No capitulo V sSo considerados os asp>ectos envolvidos nos 

procedimentos de simulaçSes. 

Neste capitulo a atençSo esta voltada para as simulaçSes 

de sistemas com vinculos geométricos como é o caso dos modelos 

«r-nâio lineares. 

Nossa finalidade é a obtençSo de energias, tanto com o 

algoritmo estocásticoy via equaçSo de Langevin^ como com Monte 

Cario via o algoritmo de Metropolis. Além disto, estabeleceremos o 

procedimento para a obtençSo das funçSes de correiaçSo e por 

conseguinte os "gaps" de massa via simulaçSes de Langevin. 

No capítulo VI iremos inicial mente comparar os modelos 

OC35 e CP calculando-se as suas energias em funçSo da 

"temperatura" tanto por meio das simulaçSes de Langevin como de 

Monte Cario. Além disso, esta comparaçSo também será feita 

através da relaçSo existente entre o campo interpolante Cou 

1 
estado ligadoD no CP e o do 0C3!? calculando-se os "gaps" de 

massa para estes dois modelos por meio das simulaçSes de 

Langevi n. 

N-1 
A energia interna para os modelos CP para valores de 

N > 2 também será calculada com a intençSo determinarmos o seu 

comfíortamento à medida que aumentamos N. 

N“*l 
o fato de que o campo fundamental nos modelos CP está 

confinado pode ser observado indiretamente por meio das funçSes 

4 



de correlaçSío. Usando-se o algoritmo de Langevln para a detL<r- 

mlnaçXo da funçSo de correiaçSo dos campos no modelo CP^ puro 

observamos que as flutuaçBes estatísticas tornam-se excessiva- 

mente grandes. Os resultados para a funçSo de 8 pontos sSo 

considerados e mostram-se comp>ativeis com a total blindagem da 

carga da partícula fundamental uma vez que a funçSo de 8 pontos 

cai abruptamente a zero. 

Apóis esta simulaçSo preliminar para os campos do modelo 

CP^ puro nos voltamos para um cálculo mais sofisticado desde que 

nenhuma fisica surge do modelo acima com este método devido a 

blindagem da carga. 

A expansSo 1/N nos mostrou que quando adicionamos 

N-1 
férmions de massa nula aos modelos CP puros a força confinante 

nSo mais existia» fazendo com que as partículas do modelo sejam 

liberadas. Em nossas simulaç3es procurainos observar este fato 

calculando as funçSes de correlação de 2 pjontos para o modelo CP^ 

acoplado a férmions de forma minima. Neste caso o comportamento 

esperado da funçSo de correlaçSo é realmente obtido, permi- 

tindo-nos deste modo determinar os "gaps" de massa para este 

modelo em funçSo da constante de acoplamento. 

Final mente no capitulo VII mencionamos a utilização futura 

dos algoritmos que desenvolvemos neste trabalho. 

5 



CAPÍTULO II 

MODELOS SIGMA-NXO LINEARES C04 SIMETRIAS OCND E SUCN5 

Vantos abordar inicialmente a classe dos modelos sigma-nSo 

lineares com simetria OCND. Esta classe de modelos apresenta como 

C7 93 
características ’ a invariancia conforme e para N=3 soluçSes 

tipo instanton. Já ao nível quántico os modelos OCN3, para N > 3, 

C33 
apresentam liberdade assintótica e descrevem um N-pleto de par- 

tículas com massas iguais, transformando-se linearmente sob OCN3. 

Esta massa é gerada dinamicamente. 

A descriçSo destes modelos é feita por meio de um campo 

vetorial p com N componentes reais, cuja ação é 

S = -§- I d^x C2.13 

onde é a constante de acoplamento, a=l, .... N e p=l,2. 

A teoria torna-se não trivial devido a condição de vínculo 

a 2 
Cp 3 =1 C2. 23 

Assim p toma valores sobre a esfera unitária no 

espaço real N—dimensional K . 

Outra classe de modelos «y-não lineares que abordaremos 

C73 
são os modelos introduzidos por Eichenherr , Golo e 

C1 ?3 
Perelomov . Estes modelos envolvem um campo vetorial de 

comF>onentes complexas Z°*Cx3, a = 1, .... N, sujeitas ao vínculo 

6 



C2. 33 

N 

J z“ - 1 

a*l 

classe de modelos tem a simetria SUCN3 e é referida 

N""l 
como modelos CP Cesp>aço projetivo complexo de N-1 dimensSes3» 

que é a variedade constitui da por todas as linhas complexas pas- 

sando pela origem em um espaço vetorial complexo N-dimensional C . 

Os campos gCxD dos modelos cr-nSo lineares tomam valores no 

C 8 O 133 
espaço quociente G/H ’ ’ , sendo G um grupo de Lie compacto 

atuando sobre os campos g e H um subgrupo fechado de G. 

Vamos considerar dois camp>os g e g^ como representativos 

deste espaço quociente. Com isto eles serSo equivalentes de 

"gauge" se diferirem somente por uma funçSo hCx3 em H, o que dará 

o caracter de uma transformação de "gauge", 

g^Cx3 w 9gCx3 g^Cx3 = ggCx3 hCx3 C3. 43 

A classe de modelos CP^ ^ é caracterizada pelos grupos 

G = SUCN3 e H = UCN-13, 

CP 
N-1 SUCN3 

UCN-13 
ca. 53 

N-1 
O espaço quociente CP 

por N complexos Z = CZ^ Z^3 

que ó consti tui do por todas as 

vetor es compl exos CZ^ z’^3 

é equivalente ao espaço gerado 

que se transformam por SUCN3, e 

classes de equivalência [Z1 de 

O, ou seja. 

Z Z* se Z* = X Z com X e C C2. 63 

Isto define as retas em C passando pela origem. Cada uma 

7 



destas retas é invarlante p>ela transformaçXo UCN-ID. 

No modelo OCND p era um vetor unit4rio real no espaço 

N-dimensional. Assim podemos tomar 6 como sendo o grupo conexo das 

rotaçBes no esp>aço N-dimensional SOCND. As rotaçSes que deixam p 

invariante sXo aquelas em torno da própria direçSo de p, assim 

H = SOCN-ID. Desta forma obtemos 

SOCND _ ^-1 
SOCN-ID ” ^ C2. 7D 

que ú o espaço quociente do modelo OCND. 

Na formulaçSo Lagrangeana a relaçSo de equivalência entre 

os campos. 

.01 -» e 
i A -.a 

C2. 8D 

ê tida como uma transformaçSo de "gauge" local UCID. 

A ação mais simples que generaliza esta liberdade de 

"gauge" e que também incorpora a condição de vínculo invariante 

C8.133 
por SUC ND ó dada por , 

= =-íf ^ 

onde f é uma constante adimensional. 

A derivada covariante 

D 2 = ê 2 + i2A C2. lOD 

contém um campo de "gauge" que ao nível clássico pode ser eli- 

minado da ação C2. OD por meio de sua equação de movimento 

8 



A CxD - -i-c2“d z“ - d 
Al ^ Al 

C2. IID 

fazendo com que a açXo p>ossa ser reescrita como 

S = f d^x r í 2“cd - Z^Cd ^DZ^ ] C2.12D 
2fJ [/up pj fj J 

Sob a transformaçSo de "gauge" C2.8D o camfXJ composto 

transforma-se como um campo de "gauge" Abeliano 

A* = A - Ô A C2. 135 
tJ fJ p 

Nesta classe de modelos» como H = UCN-15 sabe-se que há 

Cl 25 
soluçBes tipo instanton para todo N , já que o grupo de 

C8 13 145 
homotopia n^CH5 é nSo trivial * ’ , além das propriedades já 

citadas para a classe dos modelos CXN5 se manterem válidas. 

N-1 
Os modelos CP , como definidos acima ou com férmions 

acoplados, compartilham inúmeras propriedades com a QCD^^^^. Além 

disto a expansSo 1/N pode ser explicitamente efetuada e deste modo 

usada para estudar suas propriedades tais como o confinamento, 

liberdade assintótica e quebra da simetria quiral. 

Ap>esar das diferenças topológicas entre os modelos OCN5 e 

N-1 
CP devemos notar que este comentário não se aplica ao modelo 

CX35. Na verdade os modelos OC35 e CP^ são equi vai entes^ ® ^ . 

Para mostrarmos isto vamos fazer o mapeamento entre os campos 

destes dois modelos, 

a 
P aft C2. 145 

9 



ond* O'*', m. * sXo as matrizas de Pauli. 

Substituindo C2.143 em C2.13 e utilizando a relaçSo 

2 6 
il Jk kl C2. 1S3 

Juntamente com a condiçSo de vinculo C2. 33 obtemos 

OC33 
ü 
2 1 

d^x Cd f>*3Cd 

= Zft 
í K' 

Z®Cd Z“3 C2. 163 

quando fazemos a identificação da constante na ação do CP^ com a 

do OC33, 

-7— = ft C2.173 

O mapeamento C2.143, que relaciona o modelo do campo de 

1 
spin OC33 de Heisemberg com o CP , é a representação espinorial 

a 
para os p . 

10 



2. 1 MODELOS CP 
,N-1 

E A EXPANSÃO 1/N 

liberdaids assinLóLlca e geraiçSo dinAmicai do massai serSo obLidas 

as constantes de acoplamento da teoria devam decrescer com N, 

ou seja» 

g = a C-i—D C2.18D 
N* 

com a > O, conduzindo desta Torma a um modelo solúvel. 

Para efetuar a expansSo 1/N no modelo C2.OD vamos rees- 

calonar os campos pelo fator i^/2f, 

Para a implementação desta expansSo usa-se o fato de que 

C2. 19D 

Fazendo com que a condiçSo de vinculo C2.3D torne-se 

N 
C2. 20J 

A açSo C2.9D passa a ser 

7 

C2. 213 

11 



A CxD - _i£c2®d Z® “ 2“ 2®D 
Ai N Ai Ai 

if ■" 
-4^ Z.õ 2 

>4 Aí 

ca. 22D 

com 

D z = \ d - ^ 02°*^ z“ - a z“z°b] z 
Aí [ Aí N Aí M J 

C2. 23D 

Com 1 st^o oscrovomos o í'uncioriail gorador para as TunçSss ds 

Gr9on Euclidianas para o modslo CP 

ZIJ .J.k^J = JdZ DZ n í5[lz|^- jexp |-f 

4 J d^x ^J.Z 4 Z. J 4 

C2. 24D 

com S dado om C2. 213 ® com o vinculo agora ssndo C2. 203 

= J [ V d^x r à .2. a^Z - -^jr- 

= I [ d^x [ dZ.d^Z 4 -L^ CZ. a^Z3^ 

C2. 253 

Com a finalidade de obtermos a açSo efetiva deste modelo 

introduzimos os campos multiplicadores de Lagrange ciCxD > gue 

implementará a condiçSo de vinculo, e X^Cx3 que tornará a açSo 

quadrática em Z, 

12 



n |z|® - { J * vj } 

=. Jd» D>.^ .xp [ J d®x [-^ c. [|2|= - ] C2. 283 

1 

VTÍ 

+ ^ K K 1 1 
2N M Mj J 

Neste estágio introduzimos um novo parâmetro m > O, que 

por enquanto é completamente arbitrário. 

O integrando do funcional gerador passa a ser 

exp 
{ K* [■ 

a z. d 2 + X Z. d Z + c Izl^ - -^3 
AJ ^ ^ tOT 

C2. 273 

- Z. fm^+ Jr X X Iz +   X K - -Jrr K K + J. Z + Z. J| 1 
l N p P p 2N p ^ J J 

Com a expressSo acima escrevemos o funcional gerador como 

1 
ZEJ.J.K ] = I DZ DZ Da DX^ exp |“S’+J d^x CJ.Z + Z. J 

C2. 283 

   X K - -Jij- K K 3I -yj- M p 2N fJ IJ ) 

onde 

S’ = Jd^x Z. AZ + -iffT a j C2. 293 

13 



com DD + m - 
/u tJ ■Th 

C2. 30D 

õ + —=  X 
^ ^nr ^ 

C2. 31D 

Aqui D^ 4 a derivada covarianle em Lermos de um novo campo de 

“gauge", X /■/ N , que reflete uma nova invariancia local da teoria 

efetiva. A invariancia de S’ é mantida sob as transformaçBes 

Z'CíO = ZCxD 

C2. 32D 

a’CxD =aCxD e X’C>D = X Cx5—/TT" Õ ACxZ) 
ti ^ ti 

A integração funcional sobre os campos Z,Z em C2.28D é 

gaussiana e pode ser efetuada. O resultado é 

Z [J ,J.V= I 
{- 

Da DX^ exp ^ ^fontes 
} 

C2. 33D 

onde 

S^ = NtrlnA + 
ef 

,2 d X a 

' N t. ^ ^ a] 

r 
2f J 

.2 
d X a 

C2. 34D 

fontes 
. I ^ ^ ] C2. 35D 

14 



o procedimento agora é fazer a expansSo do logaritmo em 

. Este logaritmo 6 do tipo 

In C- a* + m* + —   RD 

■/n 
C2. 36D 

= In C-a*+m*D + InCl +  J—5.—— R3 
-a +m y^T" 

O primeiro termo irá contribuir com um fator 00 trivial. 

Com a expansSo do logaritmo no segundo termo obteremos fatores do 

tipo 

j= 1 ,2. 

Para calcularmos o traço das quantidades acima usaremos a 

s eguinte r elaçSo 

tr 

C2. 37D 

n 
2j 

n^ 
^ |f> ><p I ^ \p >...< p 

n^ n_   ^2 i 
■rw 

l^n/ 

onde tomamos \p > como autoestados do momento» 

-a +m K +m 

C2nD^ ÔCP-K3 ^ 

C2. 38D 

15 



Aqui usamos as normalizaçCWs 

f d*x }x><x| » 1, 

C2. 39D 

J 

d*k 

( 27T) 
|kXk| = 1 

e denotaremos por aCkD a transformada de Fourier de aCxD, 

r -ikx _ _ oCkD = J d X e otCxD C2. 40D 

A expansSo do logaritmo em ,C2.3SD, conduz a uma série 

em l/y N , 

CD 

1>=1 

C2. 41D 

O primeiro termo nesta expansSo é 

_ci:> . . 
S = -i tr 

[: 
—  CO+2X d D 

] ■^ 4f J"*' X aCxD 

= 1 i«(0> f -2^ - [ -2^ 1 
L J C2nD p +m J 2 2 w. 

2nZ) p +m" 

C2. 42D 

Este termo contem uma integral divergente que deve ser 

regularizada. Escolheremos o procedimento do "cutoff" A de 

Pauli-Vi11 ars, que é invariante de"gauge1 

Assim procedendo, a integral em C2. 42D torna-se 
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C2. 43D 
iiiin 

J “7; 
^ ^ "5 ~S' 

CSnD •- p + m p + A 4tt m 

e obtemos p>ara S 
.C13 

= i oC03 
r 1 1 In 1 

2f " 4ti 2 J 
*■ m J 

C2. 443 

Se agora p>ermitirmos que a constante de acoplamento f varie 

com A conforme a expressSo 

277 
f 

+ 277 

= 1 n 
277/f _C p3 

e R 

2 

C2. 453 

onde p 4 o ponto de renormalizaçSo e fj^C^í3 o acoplamento renor- 

malizado, notaremos que as divergências se cancelam em 

N-1 
Com este procedimento vemos que os modelos CP são 

assintoticamente livres pois, quando A -» ao , a constante de aco- 

plamento vai a zero. Por outro lado, o primeiro termo na expansão 

C2. 413 é y NS^^^ e quando substituido em C2. 333 obteremos, no 

limite N -» 00, contri bui çSes rapidamente oscilantes. Entretanto 

C13 2 
pxodemos fazer S =0 com a seguinte escolha para o parâmetro m , 

-2n/f C/u3 
m = fj e C2. 463 

que era inicialmente arbitrário. Desta forma vemos que os 
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N”*l 
mod*los CP além da liberdade asslntótica exibem também a 

geraçXo dinâmica de massa. 

Os termos restantes da série CS.42D podem agora ser 

expandidos em px?tencias de e integrados termo a termo. O 

segundo termo desta série, que é a parte quadrética da açSo» pode 

ser escrito como 

' "5“ j r^"^Cx-yD oCy3 + X^C xD C x-yD X^C yD j 

CS. 47D 

„ j r-C CO r^C XD _ 
onde as transformadas de Fourier de r e sao 

= Jc- 

d^k 

3nD‘ [Cp+kD^+ m^3[k^+m^] 
CS. 48D 

jsCXD 
fJU 

CpD 
d^k 

CSnD 
2 

m 

2, Cp +2k 5Cp +2k D 
d k ^ V  

CSnD^ ICp+k:)^+ m^] [k^+ m^3 

CS. 49D 

A integral CS. 48D é finita e pode ser diretamente 

integrada enquanto que as integrais em CS.49D sSo ambas diver- 

gentes. Podemos usar novamente aqui a regularizaçSo de 

Pauli-Vi11ars e teremos como resultado o cancelamento destas 

divergências. Deste modo obtemos 
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« ACpD C2. 003 

;sCX3- - r, 
r Cp3 c 15 
pv L 

P/.P*. 

pv pá 
FCp3 

onde 

ACpD = In 
l^*+4m* + ■)/ p* 

/ 2I 2 . íT /a . 2 / 2" 
T p Cp +4m 3 rp +4m — r p 

ca. 013 

ca. 333 

FCp3 = Cp®+4m®3 ACp3 - — ca. 533 

As funçSes A e F t.ém o seguinte comportamento em funçSo 

dos momentos 

ACp3 = 
4rrm 

a ’ 
FCp3 = 

1377 m 
a ’ 

a a 
para p <<m ca. 54a3 

AC p3 ae ——5 1 n 
3np m 

3 ' 
c-/- 1 1 P 2. . 3 FCp3 Ca.   In , para p >>m 

3t7 m 

C3. 54b3 

Os termos restantes da série C3. 413, para > 3, sãío 

integrais convergentes. 

Antes de determinarmos qualquer funçSo de Green de Z,Z e A 

C163 
precisaremos especificar a condição de “gauge” Usaremos um 

"gauge** no qual o propagador do campo é transverso. Este 

procedimento é alcançado por meio da seguinte condição de "gauge" 

,. C173 
11near 

a X = O C3. 353 
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C2. 86D 

> 
ond* Atua da forma a saguir» 

QO fDCx3 
J 

d*p 

C2n3® 

ipx 
e LCpD ?CpD 

A funçSo LCp^, como veremos, é uma funçSo par do momento e 

ser A escolhida de forma conveniente. 

Neste procedimento de fixaçSo do "gauge", além de adi- 

cionarmos ao funcional gerador C2.33D o termo de fantasmas de 

C1. ©D 
Paddeev—Pop>ov adicionamos também A açSo total o termo 

1 

I 

1 * 
dx õ X 

» 
d X 

V V 
C2. 573 

sendo y uma constante n3o negativa. 

O termo de fixaçSo do "gauge" C2. 573 pode ser combinado 

C X.D 
com em C2.473. Isto corresponde a uma redefiniçSo de , 

onde 

(O novo 

pCX3 ^ 
yv [ ] 

C2. 583 
9^ 

í 1 = C2.5Q3 
l Jgf ^ ^ 

Comparando-se C2.593 com C2.513 verificamos a necessidade 

t 
de nSo tomarmos L = 1, i • ' ° correspondería ao pro- 

r* r* 

cedimento usual em teorias de"gauge* devido ao seu comportamento 

para grandes momentos, o que poderia implicar na falha de 

renormalizabi1idade. Por este motivo faremos a escolha 
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1 FCp3 C2. 603 L^Cp3 

que nos conduz a escrevermos a equaçSo C2.583 como 

pC»-’ . f 6 - Cl - J-3 1 FCpD C2. 613 

A inversSo dos operadores que aparecem em C2.473. ou seja. 

C2.503 e C2.613 conduzem aos propagadores dos campos o e X^. 

respectivamente. 

D C p3 = AC p3 C2. 623 

D^^^Cp3 
P P 

= |6 -Cl-j'3 ^ í ] FCpD-l C2.633 

Para o propagador do campo Z temos 

r^Czz3^ - - 2 , 2 -1 
D Cp3=Cp + m:) C2. 643 

Em C2.633, para y = O» temos o "gauge" de Landau, o que 

corresponde ao propagador de X^ transverso. 

A representaçSo grAfica para as regras de Feynman 

^ . , .C8.173 
neste modelo e 

<v 
1 i nha Z: .ctf3 2 

o Cp + m 3 

linha a: ACp3 
-1 
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linha.\: 

,N-1 
Aqui » para. o modelo CP puro. 

D^^^^CpD = FCpD ^ C2. 66D 

Desta forma notamos que as correçSes de 1- ordem têm 

gerado para o campo de “gauge ohitido de C2. 31D , 

A =   X., . C2. 67D 
^ -nr ^ 

um termo correspondente a energia cinética. De C2. 51D e C2. 54aD 

podemos obter a sua expressSo a partir do seu comportamento 

i nf r aver mel ho. 

Cp^<5 fJV 
-ppDÍ-l + CXp^D 

127im 
C2. 68D 

onde m é a massa 
a 

de Z e Z Neste limite temos o termo cinético 
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C2. 60D 
- 1 

*T" 12nm 

N CF y 
—5 ^ 

p>ara o campo d» "gauge" A 

Redefinindo o campo 

/ 

TT 

12nm 
A -» A' 

Aí Aí 
C2. 70D 

obtemos -1/4 F para o termo cinético e a derivada covariante 
fJV 

D torna-se 
Aí 

D D’ = d - i Ia 
Aí Aí Aí L N J A 

C2. 71D 

N-1 
Com isto mostramos que os modelos CP quAnticos 

descrevem um vetor SUCND de partículas interagindo, carregadas e 

massivas devido as flutuaçSes quânticas. 

Elstas partículas interagem pela troca de quantas a e X . 
Aí 

A interaçSo a é de curto alcance e nSo corresponde a uma 

troca de partícula física uma vez que ACpD é analítica com 

ACO:> = 
C2. 72!) 

Arrm 

ACp3 > O par a p > O C2. 73D 

Por outro lado o propagador do camp»o de "gauge" tem o 

seguinte comportamento 

_CX5_ - 127Tm 
D CpD =s  =— para p O C2. 74D 

O polo em p =0 dA origem a uma força de longo alcance 
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•ntre as partículas Z. 6 este comF>ortamento do propagador de X 

que conduz ao problema do confinamento. Neste limite nSo 

relatl vlstico a troca dos corresp>onder4, em uma dimensSo 

espacial, a um potencial Coulombiano 1inear ^ ^ ^ 

• ^ 1 Sxzm VCrD r C2. 7SD 

fazendo com que as partículas Z ou “partons" desta teoria estejam 

confinados. Devemos ainda mencionar que o fator 1/N em C2.7BD vem 

do acoplamento entre os estados Z, Z e X^. 

N"”l 
Desta forma vemos que o confinamento nos modelos CP puro 

6 um fenâmeno estritamente quântico. 

Agora voltando A equaçSo C2.14D, que relaciona o modelo 

OC3D com o CP^ vemos que a força de longo alcance que confina os 

campos Z faz com que os únicos observiveis possíveis «íejam aqueles 

correspondentes a estados ligados de 2 partículas do CP . Est,» 

espectro é então relacionado com o do modelo OCSD, que consiste 

de um tripleto de partículas com massas iguais e não nulas, cujo 

campo F>ode ser expresso com um bi li near dos z" conforme 

C2. 14D. 
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2.2. MODELC3S Cp”"^ COM FfeRMIONS 

N—1 
Para os modelos CP quànticos mostramos que as 

partículas físicas sSo estados ligados de partons massivos, os 

quais permanecem confinados j»*" força Coulombiana linear. 

PretendeiiKDS agora adicionar férmions, quer sejam massivos ou nSo, 

a esta classe de modelos com a finalidade de enriquecer a sua 

etrutura e de verificar se as suas novas propriedades diferem» em 

particular, «das apresentadas acima . Para isto usaremos 

novamente a expansSo 1/^. 

N“1 
o acoplamento de férmions nos isKxlelos CP pode ser feito. 

por exemplo, de forma supersiitótrica 
C8,i83 

S = 
N 
2f 

D Z. D Z 

C2. 76D 

onde novamente 

D=d-Z. dZ C2. 773 

Os camp>os neste caso devem satisfazer as condi çSes de vinculo 

Z. Z = 1 

Z. y/ = V». Z = O 

C2. 783 

A açSío CS. 763 A invariante sob as transformaçSes de "gauge" 
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C2. 78D 

O modelo em C2. 76D com férmions acoplados ao modelo CP^~^ , 

que interpretaremos como os quarks da teoria, p>ode ainda ser 

generalizado. Nesta general izaçSo p>odemos incorporar quarks 

massivos com uma carga elétrica e, possivelmente diferente daquela 

X * C18D do campo Z. Assim, podemos ter a açao 

Z'®CxD 
íACxD 

Z«CxD 

V» 
iACx3 a. - 

CxD 

= fd^x /d Z. D Z - + e^f y/D' 
J I ^ 2N- ^ 

2N 
^ Cyrr^y/D^+ Cy^^^r^y/D^j | 

C2. 803 

2 
onde i =0,1, ... N -1. Nesta açSo temos um termo de massa para 

os férmions © q é uma nova constante de acoplamento. 

Aqui reescalonamos novamente os campos. 

/ N/2f Z 2, 
C£. 81D 

/ N.^f w ■* y' -íd/ V' 

fazendo com que a condiçSo de vínculo torne se 

I7l2 _ N 
|2| - -gr 

Z. y» = V*. Z = o 

C2. 823 
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Em adlçSo ao indica da sabor a, introduzimos também um 

indica da cor a» a»l» N, para o camp>o dos quarks 

A concaltuaçSo am tarmos da qua indicas corraspondam ao 

sabor ou A cor nSCo é impor tanta aqui pois como veremos o camp>o de 

"gauge" nSo iré carregar Índice algum qua possa corresponder a 

índice de cor como acontece na QCD. Somente nos chamados 

modelos sigma nSo lineares definidos na variedade de Grassmann 

complexa» 

o r SUCN5 ^ 
' SC-|3Cp3xUCq33 • 

CE. 833 

N-1 
da qual os modelos CP sSo o caso particular para p = 1, é que 

o campMD de "gauge" irá carregar índices de cor^^*^^ , X -► X^^. Mas 

neste caso isto acontece devido ao fato de que nestes modelos o 

campo também tem de carregar estes índices de cor, Z^ . Que 

isto deva acontecer pode ser visto das equaçSes C2.22D e 

C2.67D com Z°* tendo um Índice extra para a cor. 

Voltando ao modelo em C2. 80D, as matrizes de cor , 

2 
i = 0,1 N-1, sSo normalizadas tal que 

o 
T = tr C2. 84D 

A parte da açSo em C2.805 que involve interaçBes de 4 

quarks é a mais geral sob as transformaçSes quirais UCN5 x UCN5, 

V' = exp —g—C1 ±i ^ 

C2. 855 

yf exp k k 
—g—Cl+i 
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As derivadas covariantes passam a atuar sobre Z e y de 

forma diferente» 

D Z 

o 
D y tJ^a. 

õ Z 

> o O w 
M a 

4- cz. d z5Z“ N M 
C2. 88D 

e as transformaçBes de "gauge" sSo 

Z'®CxD -» Z“cxD 

CE. 87D 

V/*"CxD 
i eAC xD 

e y/ CxD 

Ê fácil ver que para os valores particulares a=l , e=l , 

g^=f e Mg=0 recaímos no caso supersimétrico C2.765. 

Ap>esar de que a nossa finalidade seja trabalhar com o 

modelo CP^~^ com acoplamento mínimo. 

= Jd^x |d^Z. D^Z + ca. 885 

vamos considerar o modelo mais geral CE. 805 mas sem a simetria de 

cor , 

S = d X 4D~Z.D Z + y<p - + ejT Ciyr.W^ 
J I ^ EN ^ 

CS. 895 

- ®v r- ^2^ 
EN [' 

C v/y'5 + C V7' 
} 

para estudarmos» na expansSo 1/N, as propriedades de confinamento 
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• llb«rdakde assintótica. Posterior mente iremos particularizar 

estas conclusBes para o modelo em C2.883. 

De forma an41oga ao procedimento considerado no modelo 

N**l 
CP puro» faremos a expansSo da teoria considerando-se o 

funcional gerador das funçSes de C^een Euclidianas» 

Z[J»J»7?»T73 = I DZ DZ Dv' EV n SC \Z\^- gjrl)<5Cv'-Z36C2. y/D 
J X 

ca. 903 

exp ■^-S +J* d^x [J.Z + Z. J +77. V' V-77] 

E, conforme feito em C2.263, introduzimos novamente campos 

auxiliares oi» C e C» como camp>os multiplicadores de Lagrange p>ara 

os vínculos, e os campos X » ^ e tt que eliminarão da ação C2.893 a 

parte quártica nos campos. 

n ôcy/.Z3 ÓCZ. v^3 

expj^ { 2^[ - j^Cyy/3^-i- Cyr 
='^^1 } ] 

= J Da I3C DC DX^ D<p Dn exp|jd^x ^ -i— aC |Z|^- -^3 C2. 913 

+ -i— CC Z. V/ + v'. 2 C3 - Cm^+^ xS|Z[^ + 
N 

— X CZ. — eyfj' yO + — C<pynp + nyry yO — —C^^+n^3 
N N 3^ 2g ]} 

Novamente introduzimos o parâmetro m conforme feito no 

CP^ ^ puro. 
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Com os camp>os auxiliar«s o funcional g»rador lorna-s» 

» J cS DZ Dy/ E>V' Da DC EX: Dn Qjcp ^ 

- jd^x[z.&gZ 
— , 2 2 

+ wA—y^ + i y N a + 1 C ^ +tt D 
^ ~2?  

— CC 2. v» + v». Z CD - J.Z - Z. J - T).y^ - 

onde 

^ = 
-D D + m 

MM yHN 
^ i- a com D = d + —i— X 

M M yTT 

Vamos efetuar primeiro a integral gaussiana 

férmions. Para isto usaremos a relaçãío 

J^Dy^ Dy/ exp-^-J^d^x Cy/ ~ ^ ^ ^ ~ ^ 

= exp C N tr 1n Ay D 

Assim C2. ©2D torna-se 

Z [J.7,r?.r?3 = J D2 DZ Da DC DC DX^ Dn exp 

- fd^xfz.AgZ -J ^CCZ.Ap^T) + 77.Ap^ZCD 

J yTr 

C2. 92D 

C2. 93D 

C2. 94D 

sobre os 

Ap^ZC^I 

C2. 95D 
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+ 1 c z. aI^zc T) j.z - z. j + i y~Fr a 
”5f~ 

+ l_C^^+n^Dj ^ expCN tr In Ap 3 

Agora integramos sobre Z e Z usando a relaçSo 

J DZ DZ exp Jd^x |^Z - CJ + —^ 77Ap.^CDCAg+ g 

K * R [2 - * R EiÇ^OCJ * ^ Ea;^3] } 

C2. 97D 

= exp 
{-« 

tr In C Ag + ^ C. A^^C D 

Jd^x CJ + ^ ^Ap^OCAg+ ^ CAp^o“^CJ + ^ CA^S:> | 

Ctotemos assim a expressSo do funcional gerador em termos 

da açSo efetiva para o modelo em C2.89D, 

Z [J,J,7?,7}] = JDo EX: EX: DX D<P Dr exp<- + ^fontes^ C2.98D 

onde 

S^f = N tr in CAg r ^ ClÇ^C 3 

- N tr In Ap * Jd^x y~N a r_l_C^®+nSj 

C2. 99D 
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Jd^x j^íj. 

C2.1003 
fontes 

+ CJ + 
■m 

ÇÍA^^OCA0+ 
1 — -1 -1 
^ CAp^O ^CJ 

■TR 
CA^^77D 

F^ãirâi o jiiod®l o jni niDfto C2. 08D l^omos 

. N tr in Ag - N ir in Ap - j.^2. X a 

C2. 1013 

-1 , - A-1. 
, = fd X [J.A^ J + T?. 7j] fontes J B r 

com Ag dado em C2.933 e enquanto que A^ passa a ser 

Ap = 0 C2. 1023 

As integraçSes funcionais sobre os campos auxiliares não 

podem ser exatamente efetuadas e assim novamente desenvolvemos a 

ação efetiva C2.993 para N grande. Além disso queremos fazer tal 

expansão em volta de um mínimo, o que corresponde a aproximação de 

fase estacionária. 

Aqui, tal mínimo, diferente do caso puro, irá ocorrer para 

um campo constante não nulo. enquanto que o campo n pode assumir 

um valor nulo. Isto significa que no modelo mínimo ou super si mé- 

trico, dentro da expansão 1/N, a simetria quiral é espontanea- 

mente quebrada. 

Vejamos como isto ocorre. 

Fazendo-se a variaçSo da ação efetiva com relação aos 

campos <p e n, e levando-se em conta que o valor esperado de vácuo 
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para X ú nulo, podemos obter as equaçOes de extremo para o 

valor esperado destes canqxxs supondo-se a invariancia quiral 

»0D. Para <^> obtemos 

o = - -.or t,r Jd^k ^ C2.1035 

VTT 

Onde levamos em conta que a condiçSo de extremo para <n> nos 

dái o valor nulo, <n>—0, 

E)e C2.103D, ap>ós a introduçSo do parâmetro de 

regularização A e do ponto de renormalizaçSo p, obtemos 

O <<p> In  ; 
L <4>>‘ 

~TT 

2n 
<4>> C2. 104D 

ou seja. 

<<p> 
2 

-27T/g 
V 

C2. 105D 

definindo assim a massa fermiônica gerada dinamicamente, conforme 

feito para a massa bosônica em C2.46D. 

Vamos agora redefinir os campos com relaçSo ao valor 

esperado de vácuo. 

C2.108D 

e proceder â expansão 1/N da ação efetiva C2. 99D conforme C2. 41!3. 

Para o termo em •/ N temos 
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,C1D 
i oCOD 

[ 4f-' J a 
(2n> in ] 

C2nD‘ 

C2.1073 

onde M = Mg + Mg , C2.1083 

que é a mãissa tot-al dos quarks, vem do fat-o de que ao 

substituirmos <p = +l^ M^ em C2. 943 obtemos a nova massa Mg + Mg. 

No caso supersi métrico, = f e Mg = O, notamos de 

C2. 1073 que a condiçSo O C "saddle-point condi tion"3 implica 

que as massas geradas sSo iguais entre bósons e férmions 

Cm = Mg3, como é esperado pela supersimetria. Por outro lado vemos 

que o modelo exibe também, conforme C2.1073, liberdade assintótica 

2ti 
rUõ 

.2 
2n In A 

C2. 1093 

C 2. 1103 

Agora vamos nos ater ao problema do confinamento das 

partículas neste modelo. Para isto devemos considerar o termo 

C 2^ 
quadrético S na expansSo de Este termo pode ser escrito 

como 

34 



« g Jd^xd^y ^otCxDr^^x-yDoCyD + \ CxDr)’ ''''Cx-yD\ CyD + ,CXD, 
P tJV 

l?CxDr^^^Cx-yDf>CyD + p CxDT^^s^Cx-yDp Cy3 + C2.1113 
9 9 

2 X^Cx3r^^^s^Cx-y3Pjj^Cy3 + 2 CCxDT^^^^^Cx-y^CCyD j 

onde 

ríCoú,. ^ 2- r CpD =ACp;mD C2. 112aD 

f'^^^CpD = [5 ^^.-^í^l|cp^+4m^DACp;jn^D - 4e^M^ACp;M^D + Ce^-l^j 

r^^^CpD = |-|- - In ^ + Cp^+4M^DACp;M^d| 

bD 

cD 

f^VcpD = |-|- - ^ + p^ACp;M=3} dD 

~CXp^Dc 3 = £ p 2eMACp;M^3 
eD 

pCccD^ - ..fl ,M^1^2^2 2 
r CpD = ij6 -í  — In— + —g Cp +m -M 3ACp;m ;M^D > 

V 4710*^ 2d^ J 47ip 2p 

- M ACp;m^;M^D 

fD 

com AC p, m‘ indicando a integral de um "loop”. 

AC p ;m^;M^D = J 
d^Jc 

C2ti3^ [Cp+kD^ + M^][k^+m^3 

C 2. 1133 
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- 1 C [-P®+-»^P*+ M*-m*32+4p2n.2 j' 

Arv/ Cp*-*-M*-m*3^+4p^m^ p^+i^p*+ M*-m*D®+4p®in® 

2 2 2 
e ACp;m D =ACp,m ;m D, qu« reduz-s® A dafinlçao original C2. 483 ® 

C2. 523. 

Ao calcularmos as integrais que definem q f>Qj^ 

necessário a introduçSo do f>arâmetro regularizador A de 

Pauli-Villars. No limite A -♦ oo devemos exigir em C2.112c,d3 que 

£ > O C2. 1143 

para que esta expressSo esteja de 

neste limite basicamente exige CMgXT>4gJ 

seguinte comportamento para a massa 

função do regularizador A, 

acordo com C2.1103, 

O, deveremos exigir 

fer mi ôni ca inicial Mg 

que 

o 

em 

C 2. 1153 

Desta forma vemos que Mg-» O no limite A -♦ oo, ou seja, 

neste limite a massa total dos quarks M coincide com a snassa 

gerada M^. 

N-1 
Nos modelos CP + férmions a expansão l/U nos fornece 

a descrição de quarks e par tons Cparti cuias Z3 como sendo 

partículas massivas. Estas partículas interagem pela troca dos 

quanta cx, X , p, e C. 
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Os s»us propagador»s sSo 

- Cp* + jn*3*^ 

d''**'\p3 - CljS - M5'^ 

T^CoO_ - r Af -i”! 
D CpD = [ ACp.jn D 3 

C2.116a3 

c3 

D<^^cp3 = * p= ] dD 

D^^^CpD = j^c + Cp^+4M^DACp,M^Dj 
-1 

e3 

- p^ j 
-1 

fD 

-1 

g^ 

= r ?'■=■=’ 1 d''‘^'^’cp3 = f 
-1 

Aqui por simplicidade, fixamos o gauge de Lorentz 3* \ =0. 

Nas expressBes acima usamos o parâmetro £ definido em 

*'’C XD ~C X«>D 
C2.114D e introduzimos a notaçSo F CpD e F ^ CpD por meio das 

f unç Ses abaixo 

r^^^cpD = \é 
fjv ^ L 

1 fíCX3çp5 

C2. 117D 

pçCXp - ísCXpD- . 
F 5 CpD = £ p F CpD 

fj fJV V 

Levemos nossa atençSo ao propagador do campo X^ para 

tirarmos conclusSes sobre o confinamento. 

As trocas de a, p e C sSo de curto alcance. De C2. 116dD e 
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da expansSo 

ACp»m^D * ^ ^ Cl 
4mn 

» p ■* O C2.1183 

obtomos novament.«> como no caso som quarks,no caso som quarks» quo 

a 
o propíagador de \ tem um polo em p =0, 

D^^^Cp3 = —+ 0C13 
P 

sendo 

c = c 
12 n m 

^22 
3e m + cnC M^+2e^: m 3 

C2.1193 

C 2. 1203 

A situaçSo e ^ O, a qual corresponde a termos a massa dos 

quarks Mg f^O, continua dando origem a um potencial Coulombiano 

linear. Deste modo a troca dos quanta X faz com que os quarks e 

partons deste modelo estejam confinados. 

A outra situação s = O, ou seja Mg = O, que é o caso no 

modelo mínimo e no super si métrico, faz com que o polo no 

propagador D^^^Cp3 em C2.1103 desapareça. Isto traz como 

consequência a não existência da força confinante e por este 

motivo os quarks e partons são liberados. 
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3.3 C3S MODELOS CP^“^ COM FÉRMIONS MÍNIMOS 

VolLemos ao modelo C2. 883 no qual acoplamos férmions 

minimamenLe. 

Z l J t J mT) = |DZ DZ Dv Dv^ n 6 
X 

exp DZ. DZ-fufl5y/ 
] 

+ S 
fontes } 

C2.1213 

A parte fermiònlca do funcional gerador A completamente 

integrável conforme podemos obter de C2.953, 

z [j.j.77.773 = Jdz DZ n 

sxp|n tr in Ap - Jd^x D^. D^Z * j 

C2. 1223 

Aqui temos Ap = ^ conforme C 2. 1023. E3e C2.943 obtemos para o 

model o mi ni mo 

= X Cd f ^ fj + i A 3 

C2. 1233 

Novamente introduzimos a notação do campo de "gauge" A^, C2.673. 

O traço do op>erador fermiônico ó completamente deter- 

minado neste modelo. 
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C2. 124D tr In 0 * lim In Cl 
m-»o 

1 
^ m 

Devido as propriedades do traço sobre as matrizes e da 

integraçZo impar no espaço dos momentos obtemos como única 

contribuiçZo nSo nula o segundo termo da expansSo do logaritmo em 

C2.124D, 

tr In ÇÍ = lim 5 tr 
m-»o 

f d^q* 

J C2n3^ 

A^Cq’ -kD 

üc + m m 

1,2 2 
k + m 

.2^ 2 [* + m 

C2. 12SD 

Fazendo p = q 

espaço bidimensional obtemos, 

= a' — k e tomando o traço sobre as matrizes y no 

r À^zpD r 

J C2ttD^ J 

2 

d^k 2L C-pD 

C2ttD* Ck^+m^3 [Ck+pD^+ m^3 

C2. 126D 

Vamos reescrever o resultado acimai 

f d^p A CpD r d^k r 
J C2ttD^ J C2nD^ J. 

dx 

C2. 137D 

-2k k +k o , -k p^ "k^p ■♦■k p 6 . ~ _ X pX p*^X X^p v^v pX Á^C-pD 

C [Ck+p3^+ni^3x + Ck^+m^DCl-xD 

Esta forma nos piermite fazer a integraçSo em k usando a 

regularização dimensional e tomar o parâmetro m=0. Ap>ós algum 
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cÃlculo chegamos a 

[■¥' - v] v-p’ 
C8.128D 

>C2nD 

Port,anto C2. lOSD pode ser reescrita como 

Z [J.J] = Jdz DZ n 6 [|z|®- j 

C2. 1S9D 

»xp {-J d=x [ 
N 

D Z + ^ A.Cxd[^6 
õ õ. 
P X 

^ Sn p p\ ]v’^] fontes } 

O procedimento de fixação do "gauge" que usamos no modelo 

puro» conforme CS.5SD, pode analogamente ser estendido para o 

C17D 
modelo com férmions 

C2.139D resume-se a 

Deste modo a ação que obti vemos em 

S = Jd^x [ir;z.D^z . J_ CS. 130D 

O campo de "gauge" no modelo acima, de forma análoga ao 

..N-1 
modelo CP puro CS.SSD, é substituído agora por 

A CxD = i 
P 

”(+ • 4-1 

Z.õZ 
P 

CS. 1313 

Por outro lado, se tivássemos partido da ação CS. Q3 ao inváí> 

de CS.213 teríamos a seguinte ação em CS.1303 



C2. 132D N 
sr 

jd^ [i DTZ.D 2 A®CxD 

E nest» caso larlamos 

A Cx3 
fJ 

in 
f + n 

Z.õZ C2. 133D 

Substituindo C2. 133D em C2. 1323 obtemos 

= JL fd^x Fd^.D Z +  — ^ CZ. a 23^1 C2.1343 
2f J° L ^ ^ Cf + n3^ ^ J 

com Z. 2 = 1. 

Esta açSo também será usada para fazermos simulaçBes 

determinação do "gap" de massa dos campos Z^. numéricas para a 
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CAPÍTULO III 

MODELOS 0--NXO LINEARES NA REDE 

NesLe capítulo desenvolveremos a formulaçSo de rede para os 

modelos o^-nSo lineares. Em particular para a classe de modelos 

faremos a correspondente expansSo ixN visando a determl- 

naçSo algébrica de grandezas físicas no limite de N -♦ oo. 
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3.1 MODELOS OCND 

Consideremos uma rede bidimensional de espaçamento a. Um 

ponto nesta rede é designado por n+^ .O versor p refere-se ás duas 

.1^ «N 
dlreçBes ortonormals 1 e 2 nesta rede. Usaremos simplesmente a 

notaçSo n e /lí para nos referirmos a uma dada dlreçSo. 

Para uma distância Inflnlteslmal a temos, no ponto da 

i^ede n+fj, a seguinte relaçSo com o continuo 

n+(j 
S + & â S + a^d â S + OCa^í 

n /Lí n g p p n C3.15 

No gue segue tomaremos a—1. 

Deste modo a açSo C2.15 que corresponde à classe de mode- 

los com simetria OCN5 pode ser escrita, utilizando-se a notaçSo 

eclma para os campos, como 

s = ^ y [ 1 - C3. 25 

tendo o ví ncul i 

N 

1 
S* S»= 1 

n n C3. 35 

a=l 

Para as slmulaçSes numéricas usaremos a açSo 

*0CN5 
- ft J S. S 

n,p 
n+/Lí n C3. 45 

que difere de C3.25 por uma constante aditiva. 

44 



A expansSío 1/N na r»de para *ste modelo p>ode ser efetuada, 

de forma análoga a que faremos F>^ra os CP^~^ , e relaçSes envol- 

vendo quantidades físicas podem ser obtidas no limite de N 

C21D 
grande Entretanto para N finito CpequenoZ) torna-se necessário 

determinar correçSes, que irSo depender de N, para a grandeza fí- 

sica obtida no limite de N grande^ 

/ í 

45 



3.2 MODELOS CP^“^ E A EXPANSXO 1/N 

Para os modelos CP 
N-1 

rede 
C22,235 

em C2.05 temos seguinte açSo na 

S = C3. 55 

com 

a 

C3. 65 

Novamente desconsideramos a constante aditiva. 

CP 
N-i 

líí 
2f 2 n,p 

|Z ^ .Z 
' n+(j n C3. 75 

O funcional gerador na rede é 

2[J,J] = 
Z[0,03 k 

d2“dz“ 
r. n n 

ÓCZ 
m 

Z —15 exp 
m ^ {- 

S + ZC2 . 
r» n J +J . n n Z 5 

n } 

C3. 85 

Seguindo o procedimento do contínuo vamos reescalonar os 

campos para efetuar a expansão 1/N, 

VRTãr Z Z 
n n 

C3. 95 

e. V2f/N a a n n 
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é o campo auxiliar que implementou o vinculo. 

Introduzimos também o camp>o que torna a açSo quadrMí- 

tica em Z 
n 

Assim obtemos 

Z[j»j] * n r dZ dZ da dX dX exp í 
ZTo.ÕJ nj nn nn/jnp 

1 [-fr 
X X + Z^.ZX + Z.Z^X 

n^J np n+/j n n^i n n+p n/u ] 
C3. 105 

Antes de fazermos a integraçSo em Z^ precisaremos ter 

todos os campos no mesmo ponto. Para isto usamos 

I.V 
X =Xzo z 

_ i nu n+u Z, n nm m 
n, p mTn 

onde 

O =7X6 
nm Zi n/j n+^,m 

C3.115 

Portanto 

Z[J,JD = 
Z[ 

^ ^ T n I dZ dZ da dX dX exp -í 
O.OJnJ n n n nfu n/j 1 

C3. 125 

7z.B Z - N 7Í ^“n + 7 X X 1 + /2T" 7 .J + J .Z 5T 
^ n nm m gf -K* ^ /Lnpn/uJ nnj 

onde 
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C3.135 B 
nm -1 

Có * 6 ^ JC5 
mfj n*fj,m nfj 1 rt 

■Tfr 

6 
nm 

A intograçSo *m nos fornscs 

Zt J, J3 
Zt 

n r da dX dX exp /-S ^ + 2f Y J . B~^ J \ 
0.03 n J n np np \ ^ n^n ®J 

C3. 145 

com a açSo efetiva sendo 

S-=NtrlnB + N Yf^n + yx X 1 
ef 2f 4 '■ “:r“ ^ 

Vn u 

C3. 155 

onde B é a matriz dada em C3. 135. 

Com a transformada de Fourier dos campos auxiliares. 

7T 
2 

a = i  oCp5 e 
"'íc 2n5' 

aCp5 =y a e -ipn 

-n 

n 

f cl^p V , ^ i P*^ ^ =r  tL- X Cp5 e ^ 
J C2n5^ ^ 

X Cp5 =) X e 
p ^ L ri/j 

-i pn 

-7T 

e com 

C3. 165 

B 
d.- 

d p d q 

• '2n5* C2n5* 
BC p, q5 e 

-ipn ^iqm 

ipn -iqm 
BCp.q5 = > B^^e e 

C3. 175 
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obtemos a seguinte expressSo para C3.13!> no espaço dos momentos 

BCp,q5 “ - J j^X^Cq-p5e ^ + K^Cp-cp» - i ^9~P? C3. 183 

■/IT 

Para a deter mi naçSo dos pontos estacionários e da 

açSo efetiva C3.15D vamos escrever estes camp>os da seguinte forma 

o* 
= ia + óa. 

N 
n 

C3. io:> 

X = X + ÓX 
n/j fj nfj 

onde a invariancla transi acionai na rede exige que os pontos 

estacionários sejam independentes de n. 

Aqui 6a^ e flutuaç3es em torno dos valores 

estacionários a e X . 

O fator i.com a real, é exigido por razSes de convergência 

neste caso pois o valor esperado de vácuo para a nSo é nulo. 

Deste modo obtemos a seguinte açSo 

ef 
-NV 
3f H ^ ^ ''''1 C-& -11 

ip. -ip 
X e 

P ]] 

C3. 20D 

onde V é o volume da rede. 

/ Antes de minimizarmos a açSo acima vamos reescrever X^ que 

é geralmente complexo como 

C3. 215 
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deste mcxlo vemos que a aç2o torna-se indepiendente da fase global 

em X . Por este motivo p>odemos escolher 9 « O e assim X ^X «Ix |. 
/j /L< ^ » íjl 

Notemos que devido a C3.10^ nós nSo podemos fazer uma 

mudança local na fase de X , ou seja, no ponto de minimo f»ira 

N = 00 nós p>erdemos a invariancia de “gauge" local. 

Os pontos estacionários de C3. SOI) sSo determinados pelas 

equaçQes acopladas 

1 
w í 

dS i  

C3n3* a - a E X cos p 

í 

d p 

C2n5® 

COS p 

ot - 2 E p 

C3. 22D 

Se assumirmos que X nSo dep>enda da direçSo fj, i. e. 

entSo as equaçSes C3. 22!) sSo equivalentes a 

X =X, 

1 
2f 

r _d^p i  

J C2rrD* a - 2X E P 

a - 4X^ = 2f 

C3. 23a:> 

C3. 23b5 

Vamos agora calcular algumas funçSes de Green na expansSo 

1/N envolvendo os campos Z. 

A funçSo de Green de 2 pontos é obtida diretamente de 

C3.143 diferenciando-se com relaçSo às fontes externas. Portanto 

na aproximaçSo em que estamos trabalhando CN=ocD temos 
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C3. 243 
n RI nm 

r ^2 
j ** p _í: 

J C2n3* DCp3 

ipCn-nO 

onde 

DCp3 = a - 2X E COS p C3. 253 

A funçSo de 4 pontos é 

= B + B ^B 
n m r s rs nm ns rin 

C3. 263 

Voltemos à açSo em C3.73. Por razSes computacionais futu- 

ras vamos denominar a constante na açSo da classe dos modelos 

N-1 
CP á& ft , c 

C3. 273 

Com os resultados obtidos acima torna-se fácil calcular a 

energia interna por sitio da rede definida como segue. 

^ d  In Z 
^ " V d^ ' c 

C3. 283 

Tomando neste caso como funçSo de partiçSo a expressão em 

C3.83, com os campos nSo reescalonados, obtemos 

U = L < y |Z ^ .z 
V Z, ' n+u n' 

n,^i 
C3. 293 
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Fazendo uso da funçSo de A pontos em C3.36:) com os campos 

nSo reescalonados determinamos uma expressSo analítica para a 

energia Interna» 

U 
[J C2n3® 

cosp 

DCp5 

]í 
C3. 303 

onde Introduzimos 

% ft 

N 
C3. 313 

para que em C3. 303 tivéssemos o termo predominante na ordem zero 

em N, pois o resultado que obtemos com este tipo de abordagem coi— 

responde a N=oo . 

Da condiçSo C3.223 obtemos 

2 1 1 
U = 2 5 Ca  C3. 323 

As equaç3es em C3.233 podem ser escritas respectivamente 

como 

r ^2 ^ I d P  

J C2?i3^ 1 - ^ Z COS p 
= - KC2^3 n * C3. 33a3 

a - AX"^ = 1^0 C3. 33b3 

onde definimos 

r = 
2X 
a C3. 343 

e sendo KC2j'3 a integral elíptica completa. 
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Como havíamos mencionado» a simetria local 

Z 
n 

Z 
n 

Z 
n 

ice 

np 
e 

n+íJ 
-© D 

n 
nAi 

C3. 355 

que ó p>erdida em Nsoo pode ser restaurada desde que X possa assumir 

o valor X = O. Os autores da ref. C335 afirmam que a possibilidade 

da quebra espontânea desta simetria reflete no aparecimento de 

duas fases no modelo de rede. Estas fases chamaríamos de acopla- 

-A. 
mento forte e fraco em ft . c 

A» 
Na fase de acoplamento forte definida para ^^—1» tem-se a 

C235 
solução X=0 e consequentemente 

r - O, ct = 1/ C3. 365 

Como pode ser facilmente verificado, as condiçbes C3.365 sSo 

soluçSes das equaçSes C3.335 correspondendo à fase definida por 

acoplamento forte. Por outro lado, para suficientemente grande 

existem soluçSes para as equaçSes de mínimo C3.335 com X ^ O, 

correspondendo à fase definida por acoplamento fraco. 

A. 
No limite -* to as soluçSes das equaçSes de movimento 

C3.335 tendem aos seguintes valores, 

r 1/2 , CA ■* A C3.375 

e consequentemente temos 
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\ 1. C3. 3s:> 

Daqui obtomos o limit» 

U -► 3 C3. 305 

para a energia interna C3.325. 

Em nossas slmulaçííes numéricas com os modelos CP^~^ 

procuramos também verificar o limite C3.305 utilizando alguns 

valores de N. 

Passemos agora ao cálculo do "gap" de massa. 

Esta quantidade é determinada a partir das correiaçSes 

entre autoestados de momento zero, 

GCAt5 = <^t5^t+At5> C3. 405 

onde 

^t5 

L-l 

= 2 
X=0 

^x, t5 C3. 415 

Das duas equaçSes acima tira-se a definição do "gap" de 

C245 
massa 

mC At5 -1/At 1n 
GCAt5 , 
GC05 I At =1,2,... C3. 425 

A formulação na rede dos modelos 

expressão C3.245 para a função de 2 pontos. 

CP fornece-nos a 

Em termos dos campos 

não reescalonados obtemos 

<Z :a 
n 

2P> 
m 

—%  Ó^B ^ 
M|3 

C3. 435 

A soma sobre a direção ortogonal àquela definida pelos 
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dois sltlos n • m nos d&. a funçSo de correlaçSo dep>endente unica- 

mente da dl st And a entre estes dois p>ontos. 

GcJl:> » y <Z“a.o 2^ > “ 

C3. 4A:> 

_ 1 r dp COS JZ n  

J 2n a - 2XC1-cos pD 

Com a Integral acima obtemos 

GCS:> = 
a 2X - / aC a-4XD 

'’c / aC ot-4\D 
2X 

C3. 455 

Para longas distâncias o comportamento de GCJÍ 5 define o 

"gap" de massa m. 

GCfi5 - 
fi >>1 

C3. 465 

a qual combinada com expressSo C3. 455 nos fornece a massa gerada 

am = 1 n     C 3. 475 
1 -y- yi 

com Já definido em C3. 345. 
/s 

Vejamos o comportamento de am para ^^>>1. 

Das equaçSes de mínimo C3.335 e do comportamento assin- 
A. 

tótico de KC2j'5 obtem-se, para (3^-* co. 
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r C3. Asy 
/3-*oo 

1 
5 

-Ánft Cl+y 1-1/^ 
4e ' c 

o que nos dá. o seguinte comportamento p»ara a massa em funçSo de 

am ^ 4tT2 e"^” C3. 495 

Deste modo obtemos o comportamento exponenclal para a 

massa gerada neste formalismo de rede. 
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3.3 MODELOS CP^”^ COM FÊRMIONS MÍNIMOS 

Para simularmos o afalto do acoplamento dos f^rmions de 

massa nula consideramos a aç&o CS. 1343. Esta açSo corresp>onde a 

classe dos modelos que resulta do acoplamento de férmions mínimos 

aos modelos CP 

A versSo na rede para a açSo CS.1343 é 

= = ^ 2 - gr síf J 
n,fj 

C3. 503 

-sr * sCf] 2 
n,fj 

A condiçSo de vínculo permanece sendo a equaçSo C3.63 dos 

modelos CP^ ^ puros. 
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CAPITULO IV 

A CSJANTIZAÇXO ESTOCASTICA 

Neste capitulo mostraremos como o método de quantizaçSo 

C2SD 
introduzido por Pari si e Wu pode ser usado para estudar os 

N"1 
modelos CP . Como veremos, este método de quantizaçSío faz uso da 

equaçSo de Langevin e é p>or meio desta que as configuraçSes de 

campo e as funçBes de correlaçSo podem ser obtidas tanto analítica 

como numericamente. 
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4.1 A FC3RMULAÇXO DE PARI SI E WU 

O xnétcxlo da quantizaçXo estocástica CMC^D é uma formulaçSo 

alternativa para se quantizar teoria de camp>os em contrapartida 

aos formalismos usuais, ou seja, o canônico e o de integrais de 

trajetória. Esta nova formulaçSo foi introduzida por Parisi e Wu e 

apresenta particular utilidade quando aplicada As teorias de 

“gauge", p>ois neste caso o oferece a possibilidade de fazermos 

a quantizaçSo destas teorias se^ a necessidade de nos preocup)armos 

com a fixaçSo do "gauge”. 

O MQE tem a sua formulaçSo centralizada na equaçSo 

estocástica de Langevin e o tempo que aparece nesta equaçSo A 

introduzido como correspondendo a uma dimensSo temporal extra. Com 

isto, além da dependencia nas variáveis do espaço-tempo usual , 

os campos passam a depender também desta nova variável. 

Vejamos como isto ocorre. 

Tomemos, por exemplo, uma teoria de campo escalar 

Euclidiana, representada pela açSo SC^xD] em um espaço-tempo 

D-dimensional. Parisi e Wu interpretaram este sistema fisico como 

estando acoplado a um reservatório de calor em CD+ID dimensSes e 

passando o campo escalar a depender das variáveis deste espaço 

C D+1 D-di mensi onal , = ^x,tD. 

A dimensSo temporal extra é interpretada como a direçSo na 

qual o sistema tende para a sua distribuiçSo de equilíbrio termo- 

dinâmico a medida que t oo. 

O MQE de Pari si e Wu consiste em considerar que o sistema 

alcança a distribuiçSo de equilíbrio segundo a equaçSo estocástica 

de Langevin, 

59 



+ ttCx.tD C4. ID 
õ ^x.tD - 6 St^] 
3Fr <5^x, tD 

ond» T>Cx»T^ 4 uma f^ont.* alaat^ória com dist/rlbulçSo g&ussiana» 

<77Cx, tDttCx* ,t'D> = 2<5^Cx-x’D45Ct-t*D 
T? 

<T)CX^,T^'> T)Cx. ■2n+l = O C4. 2D 

< 7?C x^ , T j D 77CX ,T D> = y n <7?Cx ,T Dt?Cx , T .D> 
2n 2n 77 Z< par»» 

posai. v»v ■ 
coTTib. de pares 

Com o valor «aparado «abocÀstico sando darinldo por 

--rjd xdr 77 Cx,tD 
J E»77 FC773 e ^ 

<FÍ 773 > =   C4.3D 
^ 1 r ,D , 2- ^ 

; D„ e-íJ d xdT T, Cx.tD 

A equação C4.1D pode ser resolvida, dada alguma condição 

de contorno em t = O, e obtemos a solução em termos de 77, 

^x,tD=^ Cx,tD. 
77 

O aspecto Tundamental da quantização estocàstica é que 

devemos obter, para qualquer média estocàstica, o mesmo valor 

esperado no vácuo que a correspondente teoria de campo quântica 

Euclidiana no limite t -► oo, 

lim <Ft<^ Cx.t:>3> = <FE^xD3> C4.45 
   77 77 
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onde F é qualquer funcional dos campos 0^Cx,tD. 

No caso da funçSo de Green de n pontos 

Cx, ,T. 5 ... A Cx ,T 
1 1 ^7) n n T? 

deveremos tomar primeiro o limite a tempos iguais . .-t -t 

para que possamos usar C4.4D e a seguir tomamos o limite T-fco, 

T-»00 
<<* Cx, ,t3 ... ^ Cx ,tD>  > <<pCx.:> ... <^x D> C4. 53 

^77 1 7? n 77 1 n 

onde o lado direito da equaçSo acima 4 o valor esperado obtido 

pelo procedimento usual em teoria de campos. 

C 26 27^ 
Vamos agora definir a distribuiçSo de probabilidade ’ 

para campos escalares tendo em vista os valores esperados deter- 

mi nados por meio de C 4.33► 

P[<^,t3 = 
f E>77 ò<iéC>C>-d> Cx,t33 e 

J1 77  

J Dt7 e“4J^ 77 Cx.t3 

Jd xdT 77 Cx,t3 

C4. 63 

Com a definição acima para PC^,t] podemos reescrever o 

valor esperado estocàstico. 

<F[(^^Cx,t33>^ = ^ D<P FC^x33 P[<^,t3 C4. 73 

Cteserve que ^ em FC^3, no lado direito da equaçKo acima, 

nSo depende de t. 

Suporemos o processo estocáistico que determina as conf i- 

61 



guraçSes de campo como sendo Markoviano . Com isto podemos de- 

terminar a equaçSo de evoluçSo para a distribuiçXo de proba- 

bilidade Isto é Teito a partir da seguinte expressSo 

Jd0 F[03 j^l P[0,t+At3 - P[^,t3 C4. 83 

a qual determina a evoluçSo para At infini tesimal. 

Utilizando-se a expansSo funcional de FE^3 em torno de 

que ó uma configuraçSo definida no instante t. 

FE<^3 = FE03 + Jdx’ A<^x’3 6FC^3 ^ 

C4. 93 

^ Jdx’dx” A^x'3A^x”3 6^ FC»3  + OECA03^3, 

6^x’3ó^x’ ’3 

. ^ C27,393 
chegamos a expressSo 

FE<^3 |^P[«^,t+At3 - P[^,t3 j = Jd^ Jdx’ 5FE ^3 PE t3 < A.^ x’3> ^ 

ó^x’3 

C4. 103 

+ 1 jD<p Jdx’ dx’ * 5 FE <^3 P[(^,t3 <A<^x’3A0Cx”3>. 

6(pCx^D 6<t>Cx''D 

onde 

< A0Cx3> 
r) 

<0Cx,t+At3 ^x, t3> 
77 

é o valor estocástico esperado devido a probabilidade de transi- 
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çXo d» passarmos da configuraçSo ^ para <p no intervalo de tempo 

At. 

De C4.1D e C4.23 temos que 

<A^> =1 tx 

<A^x, DA^x_D> = 26Cx -x_:)At + CXCAtD^:) 
1 d T) 12 

C4. IID 

o que nos leva a obter» de C4. O^. no limite At oo, a equaçSo de 

Fokker-Planck, para a distribuição de probabilidade PC^.t], 

d_ 
ÕT 

P[<^,T] 
= J % (' 

PI^,t3 
ÓS 
ó<p 

6(p‘^ 
P[<^»t3 

} 
C4. 12D 

De C4.12D a distribuiçSo de equilibrio normalizada 4 

PI ^3 
-Sí<^3 

C4. 13D 

a qual é obtida para t-^oo. Para vermos como isto ocorre vamos 

introduzir o funcional por meio da definiçSo 

-S[<^3 

PE0,t3 = e C4.14D 

De C4.12:> obtemos a equaçSo de evol uçSo para 

_ 
9t ~ 

H 
wv W C4. 15D 
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onde 

Jd^x a"^CxD aCxD C4.16D H 
rr 

com 

_.( 6 ^ 1 6S "] 
- ^ t’5;^ 2 5^ J 

C4. 17D 

O Hami 1 t^oni ano da Fok k ar-PI anck H 4 formal manta FP 

Hermitiano e p>odemos expandir a soluçSo de C4.15D em um conjunto 

completo de seus autoestados» 

H p = >^ Pr. 
FP n n n 

e da posi ti vi dade de H segue que X > O. ^ FP n 

O estado fundamental é 

-Sí<p2 
"s— com X = O. 

o 

A soluçSo geral de C4.15D serA portanto 

-X T 
= I = " C4. 183 

n=o 

o que nos dA a distribuiçSo C4.143. 

Deste modo, no equilíbrio, obtemos 

-SC 03 

PC03 = lim PC0,t3 = C^e 
T-¥00 

C4. 193 
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Est.» é portanto o motivo p>elo qual so espera que a con- 

diçXo C4.43» que estabelece a relaçXo entre média estocástica e 

teoria de campo Euclidiana, seja assegurada. 

C250 
Parisi e Wu notaram também que podiam considerar uma 

equaçSo de Langevin mais geral do que aquela apresentada em C4.1D, 

dy KCx,yD 6 Slipl 
6<pCy, tD ryCx.xD C4. aOD 

com 

<77Cx,tDt7Cx’,t'D> = aKCx,x'D6CT-T'D C4.31D 
V 

onde o kernel KCx.yD é independente dos campos 

Neste caso, com a particular escolha KCx,yD = 6Cx-yD reca- 

ímos na equaçSo usual. 

Com a equaçSo de Langevin generalizada podemos também 

obter a correspondente equação de Fokker-PIancJc generalizada. Para 

tanto basta usar 

<A(p> 
r) -í' 

- dy KC X, yD 
ó S 

ó^yD 
At 

e 

<A<pC>Oá<pCyD> = SKCx.yDAr + OCCAtD^D 
7? 

C4. S2D 

no lugar de C4.11D. E deste modo obteremos a equação de Fokker- 

-Planck generalizada 
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Õ 
IR 

2 

PI^.Tj.Jdxdy KCx.yíj Üryj]* 

C4. 233 

A v»rsSo g«n«rallzada t.»in sua importAncla quando sa afa- 

tua a quantizaçSo astocAstlca anvol vendo campx^s farmiôni- 

COS . Conforme mostraram Breit et. al. , para o 

modelo com um férmlon de Dirac livre, nSo se obtem o propagador 

fermiônico livre no limite r-»ao p>orque a equação de E>irac tem 

autovalores tanto negativos quanto pxjsitivos. Fazendo portanto 

com que não seja satisfeita a condição de autovalores não 

negativos, a qual conduz â. existência da funcional distribuição de 

probabilidade usual. O kernel KCx,y3 introduzido na equação de 

Fokker-Planck tem a função de tornar o correspondente Hamiltoniano 

de Fokker-Planck em C4.153 positivo definido. Assim, nestes casos, 

a escolha do kernel KCx,y3 é feita de forma conveniente para que 

exista a distribuição de equilíbrio do sistema no limite t-pcd e as 

C 27 303 
funçSes de correlação estocásticas possam ser obtidas ' 
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4.2 A QUANTIZAÇXO ESTOCÂSnCA DOS MODELOS CP^ ^ 

N“1 
Vamc3s considerar os modelos CP sob o ponto de vista da 

quantizaçSo estocAstica. 

Os campos auxiliares a e que foram introduzidos no item 

2.1 para» respectivamente implementar a condi çSo de vinculo e 

tornar a açSo quadrAtica nos campos também serSo adequadamente 

implementados neste formalismo p>or meio da equaçSo de Langevin. 

A equaçSo de Langevin para os campos é obtida a partir 

da açSo C2.25D e com a condiçSo de vinculo C2. 20D, 

Z^Cx.tD = 
-6 

óZ^Cx,tD L ^ 
]] a ^ A“ * -^iz C X, tD 

C4. 24a3 

+ r? Cx,tD 

O campo de "gauge" e o camp>o ot evoluem segundo as 

seguintes equaçSes 

A Cx.tD = ^ A Cx.tD + 77 Cx.tD C4.24b:) 

aC X,tD ZCx, . ZC X, tD + T) Cx.tD 
a C4. 24cD 

O campo de "gauge" é introduzido por meio da identifi- 

cação 

A = 
^ -ríT 

que obtem-se da equaçSo C2.31D na definição da derivada covariante 

D . 
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As equaçSes C4.24D podem ser escritas como 

Ax.tD =  — + 2i—t—d Z^Icx.tD + t>^Cx,tD C4.25aD 
L VTr /TT ^ J 

* N 
X Cx,tD - — \ Cx.tD + 7) Cx»tD 

p f fj '/J C4.25bD 

oíCx.tD 
= [• N «. 

ZCx, tD . ZC X, tD - ^ 1 
srj + 77 Cx,tD 

'a C4. 25c3 

Consideremos agora a evoluçSo das equaçSes da Langevin de 

ZCx.tD e otCx.TD em torno do valor esjDerado de vácuo para c*Cx,tD, 

que denotaremos por m^. 

aCx, tD 

■rw- 

2 
m   oCx.tD 

tOT 
C4. 26D 

As equaçSes C4.25aD e C4.25cD tornam-se 

Z^ = Câ^-m^DZ^ + 2i â Z* 77 C4. 27a3 

a 17} a C4. 27bD 

Ê interessante comparar a equaçSo C4.27aD com o conteúdo 

do operador A definido em C2. 34D. É esta diferença global de sinal 

com relação a equação C4.27aD que faz com que tenhamos a função 

de Green para o campo Z^ bem definida para t-»od. 

A equação de Langevin C4.27aD tem a seguinte solução 

particular 
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onde GCxtt^D ú a funçSo de Green ret^ardada que sat^isfaz 

GCx.tD = Cd^-m^3GCx,t3 + 5CxD6CtD, 

é obtida de C4.27a2> no limite N-»o>, 

GCx.tD = I ^-TCk^-KmS-^ik.x 
= 1; 

C4. 29D 
C2nD 

A soluçSo geral é obtida de forma iterativa^^’, 

I 

Z^Cx.tD = Jdt GC>c-y. T-tD j^77^Cy» tD 

C4. 30D 

Zi-tL 
X^Cy.tD 
  a Z^Cy,tD + i Z^Cy.tDl 
N- ^ yn^ J 

Vejamos como se comporta a equaçSo C4.27bl> para N-*oo. Para 

isto vamos calcular o valor esperado estocástico de Z. Z neste 

limite. Nesta situação a solução predominante resumi-se a C4.28D e 

neste caso não é dificil obter o resultado a seguir 

<Z^Cx.tDZ^Cx',t’D> = N r 
T) V ^ J 

d^k 

CZnD‘ 
IX k , T , T ' D e ikCx-x’D 

C4. 31D 

onde 



DCk,T,T’D 
-ÍT'-TDCk®+m®D 

í -g—g  

k +m 

-2TCk^+m®3 

] 
C4. 32D 

Portanto obtemos 

<Z Cx.tD. Z Cx’,t'3> 
77 77 T) 

JcSnD k +m L 

-2TCk^+m^D' 
C4. 33D 

O comportamento de o^x,t3 em C4.27bD» para t-*oo é governado 

F>elo primeiro termo em C4.33D. Neste limite temos 

aCx, tD r i_ - r-j_ 1 
L JcanD® J 

T C4. 343 

Aqui deve-se seguir a discusSío apresentada ap<Ss a equaçKo 

C2.423. Com isso vemos que a quantizaçSo estocástica chega a mesma 

conclusSo obtida pela expansSo 1/N que levou ao resultado C2.463 

com a imposiçSo de que o comportamento de o<Cx,t3 não seja 

divergente em t, o que nos conduz à necessidade de termos a 

quantidade no lado direito de C4.343 nula. Pois é no limite t-»cd 

que as grandezas físicas são traduzidas para a linguagem usual da 

teoria de campos. 

Além desta abordagem com o MQE mostraremos a seguir como 

podemos utilizar a equação de Langevin para obtermos informaçSes 

sobre os modelos cr-não lineares também do ponto de vista numérico. 
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4.3 SIMULAÇC5ES NUMÉRICAS COM A EQUAÇXO DE LANGEVIN 

O MC£ nos dA uma forma alternativa de obtermos o valor 

esp>erado de um operador F dependendo das configuraçBes de campo <p 

tomando—se a sua m4dia estocAstica e com o subsequente limite t-^od» 

lim <Fld> Cx,tD1> = lim |d<^ F[<^3 = <F[<^xD3> C4.3S:> 
T-»GD ^ ^ T-+CD J 

Esta equaçSo tem o significado de estarmos em um "banho 

térmico" e que deveremos esperar até que o sistema relaxe para a 

situação de equilíbrio caracterizada pela distribuição C4.13D. 

O fato de que nesse método as configuraçSes de campo são 

obtidas p>or meio da equação de Langevin sugere que pxsssamos 

usA-la também numericamente como geradora de configuraçBes para 

obtermos o valor médio de F, 

n 

<F> ar - Y F[0. 3 C4. 363 

i =1 

Estas configuraçSes assim geradas, à medida que t aumenta, 

tendem a ser distribui das com a probabilidade de equilíbrio 

C4.133. Portanto C4.363 serA uma boa aproximação para C4.353 

dependendo do "tempo" esp>erado, o qual chamaremos de tempo de 

termal ização, para começarmos a acumular conf iguraçSes (p^ que 

entram no cAlculo da média C4.363. 

A obtenção destas configuraçBes ser A feita numericamente 

num procedimento que chamaremos de Monte Cario estocAstico ou 

C 333 simplesmente de simulação de Langevin 

Tendo em vista a finalidade computacional devemos 
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substituir a «quaçSo dlf»r»ncial d» Lang»vin C4.1D por sua versXo 

discrvtizada» ou seja» uma equaçXo de diferenças-finitas. 

C 33D Uma forma apropriada para simulaçBes computacionais 6 

^ C4.373 

onde X passa a ser um ponto da rede. 

Aqui T foi discretizado p>ela quantidade constante de 

tamanho f» 

T - T = e C4.38D 
n+1 n 

e passa a rotular as sucessivas configuraçBes obtidas no 

processo iterativo de C4.37D. 

A correspondente versSo discreta de C4.2D passa a ser 

<r)Cx^ t.5y?Cx.,t .5> 
i J J 7? 

26 6 
X. X . T . T . 
i ► J i . J 

C4. 3o:> 

Podemos ainda considerar o tamanho do passo e dependente 

do ponto na rede espacial , ou seja £=£ , que passa a ser uma 

matriz. Com isto obtemos a equação C4.37D numa forma mais geral. 

= 4>Cx T D 
n -ih x»y 

6S 
ótpCytT 

n 
- -/£~ 77Cy,T DÍ C4.40D 

x,y ' n J 

Esta dependAncia na posição do parAmetro £ desemp>enha o 

papel do Kernel em C4.20D e tem sua importância quando se trabalha 

no espaço dos momentos» pois uma escolha adequada de £^ ^ pos- 

sibilita um aumento na velocidade do algoritmo, dentro da precisão 

. . . C33D 
desejada 
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Consideremos ainda o caso de c constante. 

Ao manipularmos a equaçSo de Langevin discreta,o tempo de 

computaçSo F>^ssa a ser determinado por este parAmetro e a 

principio quanto maior c mais rápido se alcança a termalizaçSo do 

sistema. Pois independente do fato de que a versSío discreta da 

equaçSo de Langevin seja ap>enas uma aproximaçSo válida para 

í;-*oo, ela á por si só uma equaçSo estocástica, independente de qual 

seja o valor de £. Acontece que a implementaçSo do algoritmo 

C4. 37D p>ara a obtençSo das configuraçSes exige uma compreensSo 

dos erros associados a este processo, conforme evoluimos no temp>o 

de Langevin. A estes erros chamamos de sistemáticos, ou seja, 

erros que nSo tendem a desaparecer mesmo que façamos longas 

iteraçSes. A existência deste tipo de erro significa que um 

parâmetro no algoritmo a ser usado tem de ser ajustado, no nosso 

caso o parâmetro c. 

Em suma, a utilização de e discreto nos leva ao seguinte 

problema: a que tipo de distribuição de probabilidade o uso da 

versSo discreta em t irá nos conduzir ? 

Para obtermos a resposta vamos escrever a equação C4.10D, 

que é discreta apenas em t, com mais termos obtidos da expansão de 

F[^3 além dos que constam em C4.9D. Assim procedendo nâo é difícil 

chegar a 

C4. 41D 

OD 
k ^k 

6^ D . . . <5^ Xj^D 

onde novaroente usamos a notaçSo 

73 



■ ^x,t+*D - ^x,t5 

a qual 4t daLarminada no lnstant,a t quando fazamos uso da aquaçXo 

da Langavin. Por asta motivo o lado dlraito da C4. 413 4 dapandanta 

unicamente das configuraçSes denotadas por 4>- Vajnos denotar a soma 

sobre todas as possíveis configuraçBes no lado direito de C4.413 

por <p e o instante t+c por . Deste modo concluímos que 

C4. *S> 

k=l 

. dx, 
C-3 

k k! 
6^ ^PC<^,t3<A<^x^3. . . A<^Xj^3 

6<f<. Xj^ D . . . ô<pC Xj^3 

> 
T) 

Aqui podemos usar, por exemplo. a equaçSo de Langevin 

C4.373 discretizada somente em t. 

" 0Cx.t^3 -|dyj^cCx,y3 - V^Cx.yD TjCy.r^^j 

C4. 43D 

Com esta equação podemos calcular <A^x^D . . . A^Xj^D>^, 

tendo, por exemplo. 

<A<^x, 
1=^- i 

6S 
dy .rCx^.yD C4. 443 

Voltando a C4.423 e considerando termos até a ordem í: , 

que corresponde a irmos até k=4, obtemos 
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Pt*.Tn^j] - *C=‘i-yi=[ 

^n 

C4. 4SD 

ri 6S 
[2 óiPCyp 

ÓS ó ÓS „ . 1 6 
3fl5c3^D^ ó^y^:>ó^y^D^ * k ‘^J I 

' n 

Nest,a ordem de aproximaçSo a dlst.ribulçãLO de equilíbrio 

que obtemos é 

P[0] 
-SI<^3 

e C4. 46D 

com a correspondente açSo 

S[^] = S[<^3 + C[ (/>,£] C4. 47D 

Aqui Ct<p,£] é a correçSo de ordem £, 

C[<P.£2 dxdy £tC X, yD |2 
ó^S ÓS ÓS 1 

ó<pC xD òtpC y3 Ó4>C xD SipC yD J 
C4. 4SD 

Portanto quando fazemos a simulaçSo de tempo discreto o 

sistema é determinado assintoticamente pela distribuiçSo C4.46D 

com S[03 corrigido em termos do valor finito s, 

S[03 = S[^3 + £tSj^[^3 + ... C4.49D 

Podemos trabalhar inteiramente na rede com a equaçSo de 

Langevi n C 4. 40D 
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“ ♦'x-V 'l [*x.y s|^^- '^y-V] C4. 80D 

• corr«spond»nt»m»nt» 

CC^.f] 
■=^'x.y[= X, y •- 

Ó^S  
6<pC >D 04c yD 

6S 6S 1 
ò(pC xD òipC yD J C4. 81D 

Ao trabalharmos numericamente com a versSo discreta vemos 

que as conf iguraçOes obtidas sSo distribui das com a açSo C4.49D 

sendo que o erro cometido em relação à distribuição original 

pretendida 4 devido ao fator . 

Para alguns modelos o erro sistemático introduzido pelo 

uso da mais simples discretização da equação de Langevin em T 

C 34D pode ser precisamente deteminado de forma analítica .Por outro 

lado, podemos considerar a equação de Langevin discretizada até a 

^ 2 C 353 
ordem £ , 

d)Cx,r .3 = (pCXtT 3 - £ 
n+1 

ÓS 
n ôtpCx, t^3 

^ r _6s   _ ò^s l 

^ y L <S0Cy,T 3 ó(pCx,T DôípCy.T 3 ô<pCx,r 3ó0^Cy,T 3-* 
^■'n n n n n 

C4. 523 

^ 1 K.y- 
y 

£ S^S 
2 6<pCx ,T Dó4>Cy.T 3] 

n n ' 

fazendo com que o erro cometido na distribuição de equilíbrio seja 

da ordem £^. 

C363 
Namiki et.al. utilizaram as duas versSes discretizadas 

da equação de Langevin para o cálculo de correlaçGSes e não notaram 
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uma clara melhora em termos de convergâncla para o valor esp>erado 

quando da utillzaçSo da equaçSo corrigida; ocorrendo somente um 

deslocamento p>aralelo nos valores da grandeza medida em funçSo do 

número de interaçSes. A escolha do tamanho do passo e foi de 0.01 

e desde que se possa usar um passo pequeno consideraram duvidosa a 

utilidade da equaçSo corrigida, pelo menos para o cálculo das 

correiaçSes. 
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CAPÍTULO V 

SIMULAÇCES PARA OS MCX5ELOS CCW VÍNCULOS 

Neste capitulo apresentaremos as equaçSes que estabe- 

lecer So nossos algoritmos computacionais. Isto será feito com a 

intenção de obtermos as energias e "gaps" de massa em funçSo da 

"temp>er atura" para os modelos o-nSo lineares OCND e para os 

N-1 
modelos CP . Para a obtençSo destas grandezas usaremos o método 

estocástico e quando necessário, para alguma comparação, usaremos 

também o método de Monte Cario. 

78 



5.1 O MÉTODO ESTOCÂSnCO 

Os modelos que propomos para simulaçSo tém como caracte- 

rística uma equaçãío de vinculo. 

A Torma de implementar o vinculo à equação de Langevln se- 

C 37D 
rá feita por nós de acordo com a proposta de Namiki et. al. 

A. Procedimento de x ajustável 

Antes de escrevermos nossas equaçSes a serem simuladas 

vamos apresentar o procedimento usado para a implementação do 

vínculo. 

Inicial mente consideremos um sistema dinâmico com N graus 

1 N 
de liberdade descrito pelas coordenadas q=Cq   qD e sujeito 

a um conjunto de vínculos F^CqZ) = O, Ca=l , . . . ,MD. 

As equaçSes de Langevin são 

5q ^ dq 

com a=l , . . . ,N. 

EIsta equação, a todo instante, está sob o vinculo 

F"CqCr35 = O, C5. 33 

o qual será implementado pelo multiplicador de Lagrange X°*. 
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Inqxando a condiçSo de consistência 

ÕF^ a ^ 
  q =0 
êq* 

C5. 35 

obtemos de C5.15 

x“ = CD-^f ^ 
«. a I - a 
dq '' <5q 

C5. 45 

onde 

jO/3 ^ OF^ ÕF^ 

aq âq 
C5. 55 

Aqui usamos a convenção de que índices rep>etldos são 

somados. 

A substituição de C5.45 em C5.15 resulta na nova equação 

de Langevin 

,^ab ÕF^ 1 r- 6S 
q = |<5 -   CD 5 - q* = |^<í 

àq I l X àq J <5q 
C5. 65 

Novamente voltamos ao problema da discretização. Aqui 

temos 

'^a, . .. a, ^ .CT5 a^ . 
q Ct+At5 =qCr5 +A qCr5 C5. 75 

onde 

. C T5 a^ -s 
A q Ct5 

- [ h 
P®‘° Í-At Í2- + y~Ãr 

<Sqb ^1] 
C5. 85 

com 
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C5. 
pab ^ ^*b_ 

CD S 
a «D 

âq Ôq 

Como temos uma equaçSo d» diferenças finitas, o vetor 

atualizado qCT+AxD cai fora da suj5erflcle de vinculo mesmo que o 

vetor de partida qCxD seja mantido sobre esta superfície. Portanto 

esp>era-se que o vetor obtido por esta iteraçSo, qCr+Ar^ seja 

diferente do vetor que seria esperado, qCr+AxD. O vetor Aq está 

sobre o plano tangente a esta superfície e desta forma a condiçSo 

de vinculo que deve ser assegurada a todo instante, equaçSo C5. 2!>, 

nSo é exatamente satisfeita. 

Parisi tem abordado este problema para os modelos 

o-nSo lineares OCND. Ele redefinia as configuraçBes atualizadas do 

seguinte modo 

q^Cr+Ar? 
qfCT+ArD =     C5.105 

llq^CT+ArD \\ 

a 
onde q^ é a a-ésima componente no modelo OCND ei refere-se a sua 

posiçSo na rede. Entretanto este procedimento de redefinir as 

configuraçSes de campo nSo conduziu a bons resultados para N 

pequenos, principal mente para N=3. 

C 37D 
Por este motivo Namiki et. al. argumentam que a 

imposição do vínculo C5.2D para todo instante fosse uma condição 

muito forte para a quantização estocástica desde que a reprodução 

das configuraçSes de campo usuais só devam ocorrer no limite de 

tempo fictício muito grande. Deste modo propSem a substituição da 

condição de vinculo inicial por outras condiçSes. 

Estas novas condiçSes de vinculo quando utilizadas na 

equação de Langevin discreta fazem com que as configuraçSes obtl- 
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das r»alm»nt» «stejam sobre a superfície de vinculo a medida que 

evoluimos no tempo de Langevin. 

Dentro dessa proposta consideraremos a condiçXo de vinculo 

C37D 
convergente Para isto voltaremos novamente À equação de 

Langevin C5. i:> só que agora sob o vinculo 

F®*CqCT55 = - F^CqCrDi C5. 113 

onde X ^ constante positiva a ser ajustada. 

A nomenclatura de vinculo convergente vem do fato de que 

ele convergirá para F^= O quando 

A imposição da condição C5.113 ao invés da condição C5.23 

faz com que obtenhamos uma nova equação do Langevin 

q Ct-*-At3 = q Ct3 + A q Ct3 + A q Ct3 C5.123 

onde 

A 

e com A^^q^ dado em C5.83. 

O termo adicional A^^^q^ representa uma força perpendicular 

à sup>erficie de vínculo, fazendo com que as configuraçSSes 

atualizadas sejam trazidas de volta a esta superfície quando estão 

fora da mesma. 

Neste procedimento, além do passo At, temos então que 

escolher a constante x de forma a satisfazer o melhor pwassível a 

condição do vinculo C5.23. Entretanto deve-se notar que não 

CN3 a^ ^ 
q Ct3 C ;í:At3 C5. 133 
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pod»mos "puxar" as configuraçSes sampra axatamanta da volta A 

suparficia quando x * tomado como constanta. O qua sa poda fazar 4 

olhar X como uma funç&o da qCt> a axigir qua o tampo da Langavin 

avolua de forma que o vinculo FCqD * 0 seja implementado. Ou seja, 

ajusta-sa x d® modo a reviver a condiçSo 

F^CqCr+anArí^ =0 C5.143 

a cada duas itaraçSas, com n sendo um inteiro. 

Esquematicamente temos a figura C5.13 que representa o 

vinculo C5. 143, 

Fig. 5.1 

Desta forma armazena-se somente os vetores qCT+2nAr3, que 

estSo sobro a superfície de vinculo, para o cAlculo das quantida- 

des fisicas. 

Para os modelos OCN3 pode-se ajustar facilmente o 

parâmetro x- Este ajuste é feito de forma geométrica, obser- 

vando-se a figura C5.23, 
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Fig. 5.2 

Embora nSo precisemos escolher previamente o parâmetro x 

neste novo procedimento, que chamamos de x ajustâvel, somos 

levados a obter as configuraçSes desejadas num algoritmo de dois 

passos. 

O primeiro passo consiste em nSo adicionarmos mais o 

termo em C5. 125, 

q\r+AT5 = q^Cr5 + A^^q^Cr5 C5. 155 

mas o qual, de forma equivalente, é considerado no segundo passo, 

que nos dâ as configuraçSes desejadas. Este segundo passo é obtido 

da figura 2, 

q^C2Jc5 = J l-||A^'*‘^q^C2k-15|l^ 
|jq^C2k-15||‘ 

q^C2k-15 + A^^q^C2k-15 C5. 165 
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ond» 

C5.173 

Devido portanto a nSo termos que determinar antecipa- 

damente qual o melhor valor para o par&metro x ^ cjue preferimos 

simular nossos modelos com este procedimento» apesar de que 

gastaremos um tempo maior de computaçSo em comparaçSo com o 

procedimento de x fixo. Pois no algorítimo de x ajustável despre- 

zamos metade das configuraçSes obtidas» aquelas denotadas por 

q^C2k-13 estarem fora da superfície de vinculo. Esta compa- 

raçSo que estamos fazendo é naturalmente considerada após Já 

termos determinado o melhor valor para x- 

B. Equaçóes para os modelos CXIN3 

As equaçSes a sarem utilizadas para a simulaçSo do modelo 

Cx;N3 sSo obtidas a partir da açSo C3.43» 

S 
0< N> i +Fí’ i 

i 

C5. 183 

tendo o vinculo C3.33» 

N 

F^CS3 E J -1=0 C5. 103 

a=l 

Aqui i refere-se aos pontos da rede e (j aos ver sores 1 e 

85 



2 na rede bidimensional conforme esquematizado na figura C5. 35, 

i-1 

1+2 

i 1+1 

1-2 

Fig. 5.3 

Devemos salientar que esta notaçSo também seré preservada 

N-1 para os modelos CP e que também usaremos condiçSes de contorno 

F>eriódicas sobre a rede. 

Com as quantidades a seguir. 

C5. 205 

e 

C5. 215 

C5. 225 

obtemos as equaçSes correspondentes ao procedimento C5.155 para 

todos os N campos rotulados por a do modelo CXN5, 

sfCr 5 + 5 
i n i n C5. 235 

onde 
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>CT) 
sfCT 3 

1 n 
'‘1-1 i-2 1+1 1+2 )l,- 

Ví 

- ^ 
N 

N 
li 

CBi 

S^ ^+ S^ ^+ S^ ^ 1 + y« r>f 
1-2 1+1 1+2 }l T 

n 

C5. 24D 

nSo esquecendo da correspondente equaçSo para C5.16D, para todo 

ponto i da rede. 

C. EquaçSes para os modelos CP 
N-1 

N-1 
Para os modelos CP na rede tomamos a açSo C3.7D, 

S = -^ y IZ, .Z, 
^^N-l c Z ' 1+M i 

i .M 

C5. 251) 

com o vínculo 

N 

zfzf -1=0 C5. 265 

Aqui os campíos Z^ sSo complexos, por isso tomamos como 

equaçSes de Langevin 

Z®"Ct5 
1» 6Z^ 

CB. 275 
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• uma «quaçSo aqui vai ante para 

Novamant» tamos X raal mas r)^ passa a sar uma variával 

complaxa com as saguintas propriadadas 

<”1 »j^ “ij«' 
ab 

<T? Tf)> =0, <7) r)> - O 

CS. 23y 

Aplicaremos 1nicialmente o procedimento apresentado na 

seçSo A de x fixo» para campos complexos. 

OF JF Z® = - JrF 

«z® tit 

Com isto chegamos ao seguinte conjunto de equaçSes válidas 

para todo a. 

a 
T7 

-1 9F 

C5. 30D 

A sua versSo na rede para a açSo CS. 251) é facilmente 

obtida. 

+ A 
CTD 

ZfCr 5 
n 

CS. 31 :> 

onde 
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*•0 b 

zí.,CE zl2l_p ^ ^_^cE zí^..:>]* V? »í 
O D 

C5. 33D 

- 2f 

N 

I 

M *^«=h " CE Zi\.z>cE zrzr«> 

1^1 

E ^Í-^Í^CE zl^l-.^ CE Zi-,zÍ5CE zlK-,^] * ^ R*CE 
b c b c J b J 

r KT> a 
Ac^ul nSo adicionámos o t-ormo am x* ^ “i* porque usaremos 

somente o procedimento de x ajustável, 

1-E D 
b  i i 

PÍ 5," 
O 

C5. 33D 

em nossas simulaçSes. 

D. EquaçSes para os modelos CP N-1 
com fér ml ons mi ni mos 

C3. 50D . 

Para o iiK>delo com férmions mínimos 

desconsiderando a constante aditiva. 

uti 1 i zamos a açSo 
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C5. 345 
l f L 

1 
i 

+ 2 
H-M* 

1 .M 

ond» - 
an p® 

“ N + 2n/?^ 

N 

® “ N + Znft^ 

C5. 355 

Aqui mantemos também a condiçSo de vinculo C5. 265. 

De forma análoga ao que foi feito na seçSo C para o modelo 

N—1 CP puro, obtemos também as equaçSes de Langevin na rede para o 

modelo com férmions mínimos. Para isto, na açSo que aparece na 

equaçSo C5. 305 ou na sua versSo discreta Csem o termo > 

zfCr ^,5 = zfCr 5 
1 n+1 1 n 

<SS 

óZfCr 5 
1 n 

+ Vc r>fcT 5 i n 

C5. 365 

basta acrescentar o termo extra em que consta em CS.345. 

Disto resulta em somente acrescentarmos adequadamente o 

termo 

C5. 375 

em C 5.325, pois 
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C5. 385 
ÓS ^ 

ÓZj 62^ 

ÓS ÓS 

ÓZ^ ÓZ^ 
C5. 395 
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8.2 DETERMINAÇXO DAS FUNÇÕES DE CORRELAÇXO E "GAPS** DE MASSA 

tlyna maior utilidade do procedimento de simulaçSes de 

Langevin vem do fato de que ele p>ermite ainda desenvolver um 

algoritmo i>ara o cálculo das funçOes de correi açSo. Este 

algoritmo é devido a Parisi^ ’ e permite, conforme verificaram 

Namiki et.al. , obter correlaçSes a grandes distâncias, o que á 

uma dificuldade com o método de Monte Cario. 

A importância deste novo algoritmo reside por si só como 

sendo um procedimento alternativo ao esquema perturbativo. Do 

ponto de vista numérico podemos obter informaçSes sobre a teoria 

com a funçSo de 2 pontos Cpropagadorí , a qual está relacionada 

com o espectro de massa da teoria. 

Com o comportamento a grandes distâncias da funçSo de 

correlação conexa GCy-xD, 

GCy-xD = <ACxDACyD>^ 

= <ACx5ACy3> - <ACx5XACy:)> C5. 40D 

A 
^  z  expC-m |x-yp 

, , <D-l>/2 ^ A I -^1 
|x-y| 

podemos determinar o valor de que é a massa mínima do estado 

^ *C395 
criado do vácuo pelo operador A 
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A. Procedimento de Parisl para obter correlaçSes 

O procedimento p>ara a obtençXo das correiaçSes parte da 

açXo Euclidiana SCqCxD] modificada pelo termo de fonte externa 

hqCxD. Aqui h * um p>arAmetro nSo dependente de x. 

Na presença desta p>&quena fonte externa a funçSo de 

correlaçSo conexa de 2 pontos, entre x^^ ® ^ obtida como segue 

<qCx. 3qCx«3> - <qCx, 2>><qCxo!)> 

C5. 413 

dh 

“S 
J* Dq qC Xj^ 3 e h 

J" Dq e h=0 

Deste modo no limite de h-»0 o lado direito da equaçSo 

acima pode ser escrito como 

^ [^<qCx^3>^ - <qCXj^3>j + OCh3 C5. 423 

onde <qCx^3>j^ é o valor esperado obtido com a açSo dependente da 

pequena fonte externa -hqCx^3, 

= S - hqCx^3 C5. 433 

Deste modo obtemos uma expressSo como aproximaçSo para a 

funçSo de 2 pontos, entre x^ e Xj^ , 

«s’ = - <%>] C5. 443 

Aqui passamos a usar a notaçSo de Índices subescritos para 

caracterizar a sua p>osiçSo na rede. 
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Os valores médios em C5.44^ podem ser obtidos como médias 

'temporais'* p>or melo das equaçSes de Langevin 

- 6S 

' 

*Ch3 - 

óq 
õõ " 

C4. 45a3 

C4. 45b5 

onde, a principio, as variáveis aleatórias t) e tj sSo independen- 

tes e com as propriedades C4.2D. 

As TunçSes de correlaçSo GCj^D tém valores típicos decres- 

centes em Jí e vamos tomar como um exemplo a ordem de grandeza de 

**”3 , A 
10 . O valor ti pico de h que se utiliza está entre O e 10 

-3 
Suponhamos a escolha h=10 , que é o valor utilizado por nós em 

C5. 445. E>estas consideraçSes resulta numa diferença entre as duas 

-*0 
médias da ordem de 10 E>aqui , este método tem que dar resultados 

melhores do que os próprios erros estatísticos intrinsicos a cada 

uma das médias em C5.445. Ou seja, devemos pelo menos esperar que 

os erros estatísticos se cancelem devido a subtração entre as duas 

médias "temporais” da mesma quantidade nos casos com e sem fonte 

como em C5.445. 

Para quo isto possa ocorrer usa-se a mesina sequência de 

fontes aleatórias, para as equaçSes em C5. 455, 

Ch5 
-<5S, 

óq 
Ch5 C5. 465 

Vejamos o pap>el que desempenha a escolha da mesma sequén— 

cia de ruídos aleatórios t7^Ct^5 para a determinação de GC^5 

Ao evoluirmos as equaçSes de Langevin C5.455 necessitamos 
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de duas sequências de ruídos aleatórios Independentes no tempo. 

*2 “  ^ 

C5. 475 

sendo n o número de IteraçSes feitas. 

Os valores médios estocástlcos podem ser escritos como 

<q^> = VC0.X^5 

C5. 485 

<Vh= 

V V 
onde 5 ® valores verdadeiros desco- 

nhecidos e, VC0,Xj^5 e VCh,Xg5 sSo os respectivos desvios destes 

valores verdadeiros. 

Com isto podemos escrever C5.445, 

h 

VCh.X 5 - VCO,X 5 
2 ^ 

h 
+ OCh5 

C5. 495 

O primeiro termo no lado direito corresponde ao valor que 

esperamos enquanto que o segundo representa as suas flutuaçSes 

estatísticas. Como h é um parAmetro pequeno podemos estimar este 

erro estatístico, 

VCh.X 5-VCO.X 5 VCO.X 5-VCO.X 5 
* * _ I . * 1 
  ^ h=o cs. 505 

n ' „ h 

Agora, se em C5.455 escolhermos a mesma sequência de 
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ruídos alMtórios, taremos consequência o anulamento 

do segundo termo em C8.80!). Desta forma todo erro fica reduzido a 

com relaçXo a h. Por outro lado se nSo usarmos a mesma sequência 

relaçSo ao primeiro termo. 

Uma observação que também se faz é que o algoritmo CS. 44ü> 

nSo p>ode ser obtido por meio do método de Monte Cario. Isto por — 

que, contrário as equaçSes CS. 482), as configuraçSes sSo obtidas 

num procedimento de aceitação e rejeição, como veremos adiante. 

E mesmo usando a mesma sequência perdemos o fato de que 

estamos obtendo configuraçSes em trajetórias paralelas mas defor- 

madas de modo praticamente contínuo em h. 

B. EquaçSes de Langevin com o termo h 

Com o procedimento C5. 442) iremos determinar as correlaçSes 

em função de , colocando a fonte sempre na posição 1 da nossa 

rede bidimensional L X L. 

Ao ponto i na figura 1 atribuimos um par de componentes 

para a sua precisa localização no plano. Por meio do seguinte di- 

cionário 

• será consideravelmente pequeno se o algoritmo for estável 

= SCx,y3 

s, T = SC x+1, yO i +1 

^ = SCx-l,y5 
i -1 

S, :! = SCx,y+12> 
1+2 

= SCx,y-13 

CS. 815 
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podemos faclln»nie reescrever as equaçSes C5.23:>» C6.3i:> e a 

corresponde A açSo C5.34^ numa forma prática do ponto de vista 

computacional. 

Voltemos ao cálculo das funçSes de correlaçSo. 

Para diminuir o erro estatístico em GC%'i calculam-se as 

correlaçSes entre valores mádios adequadamente definidos * 

Para os modelos cr-nSo lineares OCND definimos a quantidade 

média 

L 

SCÍt5 = -/Ç” J S^Cr.Ji:» C5.523 

r =1 

e calculamos 

<SC£d> - <SCÍD> 
GC!l3 =    C5. 535 

A açSo neste caso é obtida de C5.185, 

S = S - h s<i> C5.545 
h o< N> 

Para escrevermos a equação de Langevin C5.465 com o termo 

h notamos que 

  

óS^Cx,y5 

6S 
0< N > 

ÓS^Cx,y5 
C5. 555 

A equação acima mostra o tern» que precisamos acrescentar 

adequadamente em C5.245. 

Na notação C5.515 as equaçSes C5.235 e, C5.245 com a ação 

S. , tornam-se 
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C5. 665 
Ch5 Ch5 Ch5 

Sr »^*y^ * ST Cr^»x,y5 + A Cr^.x.yí 

com 

Ch5 
T5ga c ^ y5 1‘saj. ^ +S*C X, y-15 +S^C x, y+15 +S^C x+1 , y5 j Ch5 

+ tfh 
C *5*'^ «5^,y V? r>^CT^.x.y5 

C5. 575 

— S*Cx,y5 N 

N 

S*^ C X, y5 S*^ C X, y5 

J S^Cx,y5 C x-1, y5 + S^C x,y-15 

S^Cx,y+15+S^Cx+l ,y5 j + ch -/~ 6*'^ y ^ I9^<^3<,y5j |- 

Ch5 

n 

N-1 
Para os modelos CP puros definimos a quantidade média 

L 

zcp = Cr,£5 C5. 585 

r=l 

e calculamos 

<ZCÍ5>. -<ZC£5> 
> =   C5. 595 

c . 

Aqui a variaçãío C5. 415 é feita com relação a h tomado como 

complexo devido a forma com que escrevemos S^, 

S,_ = S - h ^15 - h &15 C5. 605 
h N- i 

CP 

GC£5 = <ZC15 ZC£5 
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A correspondente equaçXo de Langevln C5.46D para a açXo 

C5.003 pode ser obtida partlndo-se de C5.303» sem o termo de x 

fixo. Fazendo as substltulçOes 

ÓS 

6ã^Cx,y3 
 - h^ 

6ã'^Cx,y3 6z Cx»y3 
C5. 61 a3 

ÓS 

óz'*Cx,y3 óz'*Cx,y3 

ÓS N- i 
CP 

óz'*Cx,y3 
- h 

vT 
ó'"'^ó 

y.i 

C5. 61b3 

para todo o ponto 1 da rede vemos que a equaçSo correspondente a 

C5.323 para A*^*z^*^*Ct ,x,y3 é obtida acrescentando-se 

adequadamente os termos 

L y,l 

C5. 623 

.h /f 6“-^6 , 
L y,l 

Simulamos tambóm a açSo CS.343, que resultou do acopla- 

de férmions mínimos, para obtermos as funçOes de correlação 

e consequentemente o "gap" de massa em função de 

O procedimento desenvolvido para o modelo ^ puro 

através das equaçSes CS.583 a CS.613 é igualmente aplicado a ação 

CS.343. As correspondentes equaçSes CS.613 agora tornam-se 

mento 

GC £ 3 

ÓS ÓS. ÓS N-1 h  _ CP 

óz^Cx,y3 óz^Cx,y3 óz\x,y3 
CS. 633 
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^Z^Cx-1 ,y5+ Z^Cx,y-15 +Z^Cx,y+13 +Z^Cx+1 , y5 j-h -/^ 6^'^. 
y.i 

« a sua conjugada para 

C5. 36D. 

6S 

ÓZ^^Cx.yí 
qua davam sar substituídas am 

Um cálculo Interessante que também faremos refere-se ao 

N“1 
modelo CP puro. Neste modelo, para N=2, construimos o seu esta- 

do ligado. O interesse neste estado deve-se a equivalência entre 

1 
as matrizes S dos modelos CP e 0C3D. Isto nos permite fazer a 

comparaçSo numérica entre estes dois modelos. 

Devido ao mapeamento C2. 145 vamos construir a seguinte 

componente 

= 2 ReCZ^Z^5 C5. 645 

que é uma das componentes do estado ligado no CP . 

Com a intençSo de calcularmos a funçSo de correlação entre 

, , C405 
os estados ligados no modelo CP , 

GCn,m5 = 'S <CZ X^Z 5CZ X^Z 5> ^ n n m m 
C5. 655 

vamos definir a quantidade média 

^Ji5 = 2 C5. 665 

r=l 

As correi açSes entre os p>ontos 1 e£ são então obtidas 

calculando-se 

GCi^ = 
<^£5>. - <^Jl5> C5. 675 
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onde agora t.emos o seguint.e Lermo de Tonte h para a açSo do CP N-1 

^ - S - h ^15 CS. 683 
CP 

com h sendo agora um parAmetro real. 

C. Método de controle da fonte h. 

C 33D 
Quando Parisi propos o procedimento de adicionar-se o 

termo de fonte h verificou que este método dava resultados muito 

bons para as funçSes de correlação nos modelos <?■-não lineares OCND 

para N>4. No caso de N=3 considerou seus resultados um tanto 

C 30D 
desapontadores. Namiki et. al. atacaram também o mesmo 

problema. Eles analisaram a função de correlação GCJ^D em função do 

número de iteraçSes em para N=3. Um fenômeno de falha aparecia» 

ou seja, os valores obtidos para GCjJ 5 não mantinham a hierarquia 

numérica que é esperada quando se caminha em X » A medida que se 

evoluia no tempo de Langevin. 

Neste procedimento, para pontos aproximadamente no meio da 

rede é também comum encontrarem-se valores negativos para GC^^- 

Isto é devido a grande barra de erro com que são obtidos os 

valores de GCJlD nesta situação. 

Para tentar minorar esta situação e conseguir dados para 

correlaçESes a maiores distâncias é sugerido o seguinte procedi- 

mento em 2 fsassos. 

Primeiro deve-se deixar o sistema evoluir até atingir o 
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«quilíbrio térmico s»m ligarmos a font* axtarna h. 

O segundo passo consiste em ligar o termo de fonte h» ou 

seja. evoluímos a equaçSo de Langevin C5.48b:> de forma simultânea 

com a equação C8. 45a;>. O termo de fonte h fica ligado até obter-se 

suficientes configuraçSes com que possamos calcular a média 

C5. 675. 

Um refinamento neste procedimento foi proposto por estes 

autores. EIste consiste em desligar o termo de fonte h após 

algum '*tençx:>“ e. após isto. repete-se o segundo passo. 

Este procedimento de ligar e desligar o termo de fonte, 

tomando-se como condiçSes iniciais as correspondentes configura- 

ções obtidas pela equaçSo C4.45a5. é entSo repetido. O objetivo 

deste procedimento é de garantir que as configurações que estSo 

sendo atualizadas nSo se afastem muito das configurações qj^ , 

fazendo com que se obtenha um comportamento melhor para GC5 em 

C5. 445. 

O comportamento da funçSo de correlação é investigado por 

nós no capitulo VI em função do período em que deixamos ligado o 

termo de fonte h. Uma melhor compreensão do efeito deste proce- 

mento, de ligar e desligar a fonte, é obtido quando determinamos 

os "gaps" de massa para o modelo íx-não linear OC35 e para o 

1 
estado ligado no CP . 
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5.3 O MÉTODO DE MONTE CARLO 

Da mesma forma que substituímos o cAlculo do valor espera- 

do de uma quantidade F. 

<F> 

Jd^ Ft^] 
-S 

I' 
D^ e 

-S 
C5. 6S5 

por sua módia temporal estocástica C4. 35D ou p>ela média C4.36D em < 

termos das configuraçSes em equilíbrio, tem-se um procedimento 

similar no método de Monte Cario. Neste método calculamos a média 

C5. 705 

sobre o conjunto de configuraçSes distribuídas pela lei de 

-S * 
Boltzmann e . As sucessivas configuraçBes que consideramos 

também representam uma média "temporal"; aqui entretanto o tempo 

tem apenas o papel de rotular as sucessivas configuraçSes do sis- 

tema em questSo. I 

No método de Langevin o sistema evolui dinamicamente no 

"tempo" de forma que as configuraçSes obtidas tendem a ser 

distribuídas pelo fator de Boltzmann. O método de Monte Cario ' 

consiste em fornecer algoritmos com a mesma finalidade, só que sem 

se preocupar que isto seja feito por meio de alguma equaçSo 

dinâmica. I 

Suponhamos que o conjunto das n configuraçSes em que ( 
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estamos interessados seja selecionado segundo o peso de probabili- 

C413 
dade Deste modo C6.00;> é aproximada por 

n 

\ Ft^ ] P“^t^ 1 e"^ 
L V 

<F> ik F = —  CB. 713 

Natural mente que se tivessenros escolhido 

P[^ 3 = P [0 3 oc e 
eq V 

C5.7a3 

ao inv4s da equaçSo C5.713 obteriamos 

n 
F = - r F[^ 3 

v=l 
CS. 733 

Entretanto para os casos em que nSo se conhece explicitamente P 
eq 

nSo se pode chegar a C5.733. Por outro lado é possível construir 

um caminho aleatório de pontos rio espaço das configuraçBes 

por meio de um processo Markoviano. Neste processo PC^^3 deve 

tender a P 3 à medida que n-*oo. 
eq V 

Este processo Markoviano é definido especificando-se uma 

probabilidade de transiçSo WC<^^-»^^,3 entre os pontos v e i>' no es- 

paço das configuraçSes. Com a finalidade de termos neste processo 

a propriedade desejada de que PC^^^3 convirja para é 

suficiente impormos a condiçSo de balanço detalhado 
C41,43.433 

C5. 743 
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o» C5.72I> vemos que « razSo entre as probabilidades de 

transiçSo. 

^v* -AS   « • 
WC^ • ^ 3 

depende somente da variaçSo da açSo 

C5.7S3 

AS = S[^ ,] - S[A 3 C5.763 

A equaçSo C5. 753 nSo especifica WC^^-^^^,3 e é a imple- 

mentação desta probabilidade de transição ou da condição de 

balanço detalhado que especifica os vários algoritmos em Monte 

Cario. 

Consideraremos somente o algoritmo de Metropolis. 

A característica deste algoritmo é que um gerador de 

configuraçSes aleatórias v, Markovlanas e com probabilidade simé- 

trica, PCi^,v*3 = PCv',f3, é usado com a finalidade de fazer 

sugestSes para a próxima configuração v' , dentro do espaço das 

conf 1 guraçSes aceitáveis a priori. Se t>’^i^eP [ó.]>P [Ó3 
eq i> eq 

esta sugestão é aceita. Também, se acontecer P [ó.]<P [ó] 
eq i> eq 

sorteia-se um número RAN, correspondendo a uma variável aleatória 

gerada unlformemente no intervalo de O a 1, e a sugestão é aceita 

se 

P 
eq 

3 > RAN P [^3 
eq V C5. 773 

Caso isto não ocorra a configuração sugerida é rejeitada e não 

alteramos a configuração que tínhamos. Isto define a probabili- 

dade de transição. 
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wc^ 
PCv,v*5 

PCv.vO V 
•q 

P C^ 3 
•q 

P C4> ,:> > P Cd> '> 
•q *q 

P C^ < P C^ 3 
eq eq 

CB. 783 

Usualmente toma-se PCi>.i>‘3 = 1, uma vez que sua escolha nSo 

afeta a equaçSo de balanço detalhado. 

Resumindo temos 

WC^ ,3 
-AS 

e 

1 

se AS > O 

se AS < O 

C5. 703 

o que equivale a dizer que as configuraçSes sSo rejeitadas se 

-AS 
RAN > e . 

Deste modo a sequência obtida com este algoritmo de 

aceitaçSo-rejeiçSo irá alcançar o regime de equilíbrio estatís- 

tico, onde a probabilidade de encontrarmos qualquer configuração é 

proporcional a e . Para esta sequência o valor médio que 

calculamos 

n 

<F[<^]> = llm r J C5.803 
n -*a> ^ o ^ v=v 

o 

é obtido a partir das conflguraçSes, onde as primeiras 

configuraçSes correspondem a termalizaçSo do sistema. 

A equaçSo C5.803 é muito similar com a média estocás- 

tica 
C443 

T 

<F[^]> = llm ^ F[^t33 dT 
T-»00 Jq 

C5. 813 
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quando fazemos a dlscretlzaçXo C4.383. Entretanto o método de 

Monte Cario efetua a sua média "temporal” governada por uma 
* 

dinâmica estocâstica artificial. 

A. Modelos simuiados 

Para as simulaçSes de Monte Cario, dentre os modelos p>or 

nós considerados, nos restringiremos somente aos modelos a-riSio 

lineares OC3‘!> e CP^. 

Este método aplicado aos modelos mencionados acima nos 

permitirá relacionar de um ponto de vista numérico o fato já co- 

nhecido analiticamente de haver um mapeamento que leva de uma açSo 

à outra conforme o resultado C2.16D. Além disto verificaremos esta 

relaçSo também por meio do método de Langevin calculando-se as 

energias médias para estes modelos em funçSo da "temperatura". 

Eteste modo podemos comparar também os resultados numéricos 

fornecidos por estes diferentes métodos de simulação. 

Como dissemos anteriormente, em Monte Cario as configu- 

raçSes utilizadas para o cálculo de valores médios sSo obtidas 

por meio de um gerador de configuraçSes aleatórias e 

Markovianas dentro do espaço das configuraçSes aceitáveis a 

priori. Para os modelos de nosso interesse este espaço é caracte- 

rizado por superfícies esféricas devido as condiç8es de vinculo. 

Deste modo as configuraçSes em que estamos interessados sSo 

obtidas a p>artir de vetores gerados sobre esferas unitárias. Para 
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os modelos escolhidos temos estas esferas no espaço 3-dimenslonal> 

para o modelo OC3i>i e no espaço 4-dimenslonal para o modelo CP . 

Embora tenhamos nos restringido a estes casos para simulaçSes de 

Monte Cario também nSo 4 difícil fazermos simulaçSes para espaços 

C 4S 46D de dimensSes mais altas * • o que correspondería aos modelos 

OCN5 para N > 3 e aos modelos CP^ ^ para N > 2. 
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CAPÍTULO VI 

RESULTADOS NUMÉRICOS E DISCUSSXO 

Neste capítulo estudamos os modelos o—nSo lineares por 

métodos numéricos. Esta abordagem é feita por meio das simulaçSes 

de Monte Cario e de Langevin. A energia interna, as funçSes de 

correiaçSo e "gaps" de massa sSo determinados por meio destes 

métodos. 

As simulaçSes numéricas de teorias de campo Euclidianas 

apresentam fontes de erro sistemático e limitaçSes devido ao ruído 

estatístico e, efeitos devidos ao tamanho e espaçamento finito da 

rede. Procura-se minimizar o efeito do tamanho finito da rede 

impondo-se condiç3es de contorno periódicas. Dependendo da quanti- 

dade a ser medida estes efeitos sSo controlados, entretanto quando 

medimos quantidades como, por exemplo, o comprimento de correlação 

Ç, que é o inverso do "gap" de massa, o tamanho da rede utilizada 

tem grande importância. 

Nas seçSes seguintes os aspectos mencionados acima serão 

discutidos tendo em vista nossos resultados numéricos para os 

modelos o—não lineares. 

Nós usamos para as simulaçSes com a equação de Langevin o 

passo £=0. 01 e a fonte h=0.001. 
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6.1 ENERGIAS DOS MODELOS 0C3:> E CP^ 

A determinação da energia nos modelos OC35 e CP^ tem dupla 

finalidade. A primeira é de verificar do ponto de vista numérico a 

relaçSo existente entre estes dois modelos. Esta relaçSo reflete- 

-se na equaçSo C2.16D devido ao mapeamento no continuo C2.14D. 

A segunda finalidade é de permitir a comparaçSo entre os 

resultados numéricos obtidos pelos métodos de Langevin CML5 e de 

Monte Cario CMCD. 

A equaçSo C2.16D estabelece a relaçSo entre os modelos 

OC 35 e CP^ , 

S 
oo> 

S 1 
CP C6. 15 

N-1 
onde (3^ é o acoplamento definido em C3.275 para os modelos CP 

As constantes ft e (3^ desempenham o papel do inverso da temperatu- 

ra. 

A igualdade entre as duas aç6es é obtida quando 

2^ = 0^ C6. 25 

As energias para 

como a açSo dividida pela 

o CP^ , 

^OC35 

estes model os, as quai s 

constante (3, para o OC35, 

^OC35 

ft 

s3o definidas 

e por (3^, par a 

C6. 3a5 

C6. 3b5 
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têm a seguinte relaçSo entre si. 

/? E = fi E i. 
' o«> ' C CP 

= 2/9 E 1 
' CP 

C6. 4:> 

Portanto obteremos a igualdade entre as duas açSes quando 

simularmos a açSo do CP^ com valores de /9 =2/9 e como consequência 
c 

a energia do modelo CX35 será o dobro da calculada para o CP^. 

A equaçSo C2.165 Cou C6.15 5 é obtida na rede por meio das 

equaçSes C3. 25 e C3. 55, 

ri,fj 
n+fj n 

p y 1 
n,^J 

= 2/9, 

C6. 55 

C6. 45 , 

As açSes simuladas sSo C3.45 e C3.75. Portanto a relaçSo 

entre as energias no contínuo, torna-se na rede 

E 
0(3) 

2E 1 + 2 , 
CP C6. 65 

que é obtida por meio de C6. 55. 

A constante 2 vem do fato de que ao simularmos as açSes 

C3. 45 e C3.75 desconsideramos as constantes aditivas em C6.55. 

Como nossos modelos sSo bidimensionais, a soma em /j ó feita sobre 

OS primeiros vizinhos Cl e 25 e devido ao fato de normalizarmos a 

energia p>elo volume da rede CLxL5, resulta no fator 2 em C6.65. 

Antes de calcularmos as energias analisaremos alguns 

aspectos que envolvem as simulaçSes numéricas na rede. Aspectos 
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ost^es t^al s conto t^ftrmallzaçSo Inicial» núniaro de conriçuraçSes 

necessárias para se obter os valores médios, efeito das condiçCSes 

Iniciais e a influência do tamanho da rede. Isto é feito por nós 

para ambos os métodos de simulaçSo. 

Na tabela C6.ID apresentamos as energias para o modelo CP^ 

obtidas pelo método de Langevin e de Monte Cario. 

TERM NCONF <E> <E> 
 ML  MC  

lOO aso -1.167 ± 0,006 -1.174 ± 0.001 
500 -1.171 ± 0.003 -1.174 ± 0.001 

aso aso -i.i7a ± o.oos -1.174 ± 0.00a 
soo -1.17a ± 0. ooa -1.174 ± 0.001 

500 aso -1.169 ± 0.003 -1.173 ± 0.001 
500 -1.17a ± 0. 004 -1.175 ±0. 001 

lOOO aso -1.173 ± 0.003 -1,171 ± 0.001 
soo -1.168 ± o. ooa -1.174 ± 0.001 

aooo aso -1.174 ± 0.00a -1.170 ± 0.001 
soo -1.17a ± 0.004 -1.17a ± 0.001 

1 
Tab. 6.1 Energias para o modelo CP para /? =1 e L=ia, 

obtidas pelo método de Langevin CML!) ^ e por 
Monte Cario CMCD. 

Os valores aparecem em função de diferentes termalizaçSes 

com o tamanho da rede L=ia e para ^^,=1. 

O procedimento usado para a determinação do erro estimado 

o , a -a /NREP, onde a é o desvio padrão^ , é descrito a 

seguir. Inicial mente selecionamos certo número de configuraçSes, 

NCONF, e a partir destas calculamos o valor médio para a grandeza 

de interesse, que nesta seção corresponde a energia. Após isto 

repetimos o mesmo procedimeto NREP vezes, fazendo com que 

obtenhamos NREP valores. Nossa intenção com isto é de obter 
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valores que sejam estatisticamente independentes. Com estes NREP 

valores determinamos o valor médio final para a energia e 

estimamos o seu erro o . 

O número de repetiçSes usadas nesta seçSo é NREP=5. 

Na tabela C6.15, para cada termalizaçao considerada, 

usamos dois diferentes conjuntos de conflguraçSes NCONF. Estes 2 

conjuntos sSo usados para verificarmos se o tamanho do agrupamento 

CNCONF5 tem alguma influência sobre o valor médio final. Estes 

conjuntos sSo relativamente pequenos pois se tivéssemos escolhido 

um determinado NCONF suficientemente grande poderia acontecer que 

o efeito das termalizaçSes utilizadas nSo fosse percebido por este 

motivo. No entanto a tabela C6.15 mostra-nos que o sistema alcança 

rapidamente a termalizaçSo. 

Nós escolhemos TERM=500 como o número adequado de 

varreduras para termalizar o sistema. 

Devemos salientar que os valores mencionados para o número 

de varreduras na rede e de configuraçSes, apresentados nas tabelas 

desta seçSo, correspondem aos valores efetivamente usados para o 

célculo das grandezas de interesse pelo ML. Pois devemos lembrar 

que o processo de atualização da rede pelo procedimento de x 

ajustável é feito por meio de um passo intermediário, que 

corresponde às configurações fora da superfície de vinculo. Este é 

portanto o motivo da grande discrepância no tempo computacional 

gasto entre os dois métodos de simulação. Este fato pode ser visto 

nas tabelas C6.25 e C6.35, onde consta o tempo de computador 

utilizado no VAX 780. 

Na tabela C6.25 analisamos o efeito do tamanho, NCONF, dos 

grupos de configurações usadas para o cálculo do valor médio. 
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Os resultados de Langevin e de Monte Cario nSo apresentam 

grandes alteraçSes em funçSo de NCONF. Tomamos NCONF^IOCX) para os 

cálculos nesta seçSo pois a partir deste valor nSo observamos 

alteraçSes nos valores médios obtidos. 

TERM NCONF <E> 
ML 

tempo <E> 
MC 

tempo 

500 250 -1.169 ±0.003 19 

500 -1.172 ±0.004 25 

750 -1.174 ±0.003 33 

1000 -1.170 ±0.002 38 

1500 -1.171 ±0.002 52 

2000 -1.170 ±0.001 64 

-1.173 ±0.001 6 

-1.174 ±0.001 9 

-1.173 ±0.001 11 

-1.173 ±0.001 14 

-1.173 ±0.001 18 

-1.173 ±0.001 23 

Tab. 6. 2 Energias para o modelo CP para ft =1 e L=12, com o tempo 
Cem minutos^ de processamento. Usamos^ condiçSes iniciais 
fixas para as 5 repetiç5es CNREP). 

TERM NCONF <E> tempo <E> tempo 
 ML   MC ^ 

500 250 -1.169 ±0.003 19 -1.171 ±0.001 7 

500 -1.171 ±0.004 26 -1.174 ±0.001 9 

750 -1.174 ±0.003 33 -1.173 ±0.001 12 

1000 -1.169 ±0.002 38 -1.173 ±0.001 14 

1500 -1.171 ±0.002 53 -1.174 ±0.001 19 

2000 -1.170 ±0. 001 65 -1.174 ±0. 001 24 

1 
Tab. 6.3 Energias para o modelo CP para =1 e L=12, com o tempo 

Cem minutosD de processamento. Os resultados foram obtidos 
a partir de configuraçSes iniciais aleatórias. 

Os resultados nas tabelas C6.1,2!) foram obtidos partin- 

do-se sempre das mesmas condiç3es iniciais para as NREP repeti- 
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çCSes. Por este motivo repetimos a tabela C6.23, mas tomando como 

condiçCes iniciais configuraçCes obtidas de forma aleatória. Os 

resultados numéricos encontram-se na tabela C6.35. 

A comparaçSo entre as tabelas C6.25 e C6.35 mostra-nos que 

os valores obtidos sSo independentes das condiçóes iniciais, re- 

velando que Já temos boa estatística quanto a este parâmetro. Por 

este motivo preferimos continuar com as condiçSes inicias fixas. 

Supomos que as diferenças nos resultados obtidos por Monte 

Cario e Langevin sejam devidas ao termo de correçSo C4.495 para a 

ação na equaçSío de Langevin. 

Nestas duas tabelas apresentamos para comparaçSo o tempo 

de computador utilizado e vemos que a implementação das diferentes 

condiçSes iniciais praticamente nSo alteram este tempo de compu- 

tação. 

Após este estudo prévio sobre as condiçóes em que 

simulamos o modelo CP , podemos partir para a comparaçSo entre os 

1 
model os CXI35 e CP . 

Na tabela C6. 45 temos as energias médias para o modelo CP^ 

em funçSo de e do tamanho da rede L. Estes resultados podem ser 

comparados com aqueles apresentados na tabela C6.55 para o modelo 

OC35. 

A comparaçSo numérica entre as energias obtidas para estes 

modelos é facilmente feita utilizando-se a relaçSo C6.65. 

Nas tabelas C6.45 e C6.55 apresentamos também a taxa de 

aceitaçSo das novas configuraçSes por sitio para o método de Monte 

Cario. Estas tabelas mostram que, conforme diminuimos a 

temperatura, a aceitação de novas configuraçSes também diminui. 

A comparaçSo entre as tabelas C6.45 e C6.55 nos diz que as 
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energias obtidas por ambos os métodos de simulaçSo estSo de acordo 

com a relaçSo esperada C6.6I> que relaciona as energias médias de 

ambos os modelos. 

<E> 
ML 

<E> 
MC 

t ax a 
acei t 

8 1.0 -1.17E ±0.003 

1.5 -1.267 ±0, 003 

2. 0 -1.382 ±0. 005 

2.5 -1.512 ±0.007 

-1.173 ±0.002 .69 

-1.273 ±0. 002 . 54 

-1.302 ±0. 002 . 40 

-1.519 ±0.006 .29 

12 1.0 -1.170 ±0.002 

1.5 -1.265 ±0. 004 

2.0 -1.373 ±0.003 

2.5 -1.493 ±0. 003 

-1.173 ±0.001 .69 

-1.271 ±0. 001 . 54 

-1.382 ±0. 002 . 41 

-1.501 ±0. 002 . 30 

16 1.0 -1.171 ±0.001 

1.5 -1.266 ±0.001 

2.0 -1.374 ±0. 003 

2. 5 -1.501 ±0. 001 

-1.173 ±0.001 .69 

-1.270 ±0. 001 . 54 

-1.381 ±0. 002 . 41 

-1.498 ±0. 002 . 30 

Tab. 6.4 Energias para o modelo CP . Os valores foram obti- 
dos com TERM=500, NCONF=1000 e NREP=5. A tabela mostra 
a taxa de aceitação para os dados de MC. 

A comparação entre as energias obtidas por ambos os 

métodos é feita nas tabelas C6. 4? e C6. 5:> para redes de tamanho 

L=8, 12 e 16; mostrando maior variação nos valores obtidos para 

ft>l. 5. 
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<E> 
ML 

<E> 
MC 

i ax o 
OMevt. 

8 0.5 -0.332 ±0.007 

O. 75 -0. 534 ±0. 008 

1.0 -0.781 ±0.015 

1.25 -1.056 ±0. 004 

-0. 348 ±0. 002 . 69 

-0. 535 ±0. 003 . 55 

-O. 772 ±0. 007 . 41 

-1.025 ±0. 010 .29 

12 0.5 -O. 351 ±0. 003 

O. 75 -0.543 ±0. 004 

1.0 -O. 762 ±0. 005 

1.25 -O.996 ±0. 008 

-O. 345 ±0. OOl . 69 

-0. 542 ±0. 001 . 55 

-O. 759 ±0. 004 . 41 

-1.000 ±0. 007 . 30 

16 0.5 -0.341 ±0.005 

O. 75 -0. 541 ±0. 005 

1.0 -0. 761 ±0. 004 

1.25 -1.005 ±0. 008 

-0. 348 ±0. 001 . 69 

-0. 540 ±0. 001 . 54 

-O. 761 ±0. 002 . 41 

-0. 993 ±0. 006 . 30 

Tab. 6.5 Energias para o modelo OC3D.Os valores foram obti- 

dos com TERM=500, NC0NF=1000 e NREP=5. A tabela mostra 

a taxa de aceitação para os dados de MC. 
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e.2 ENERGIAS NO CP PARA N ATÊ 4. 
N-1 

Por melo das slmulaçSes de Langevin calculamos as energias 

médias para os modelos CP^ ^ com N=2,3 e 4. 

Os resultados encontram-se na tabela C6.65. 

Jh 

O. 4 

O. 6 

O. 8 

1.0 

1.2 

1.4 

1.6 

1.8 

2. 0 

2. 4 

-1.137 

-1.209 

-1.284 

-1.382 

494 

579 

-1.644 

-1.687 

-1.720 

-1.767 

-1 

-1 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

003 

003 

004 

005 

006 

004 

001 

001 

001 

001 

-0. 817 

-O.903 

-1.007 

-1.146 

-1.313 

-1.442 

-1.522 

-1.577 

-1.619 

-1.678 

±0. 002 

±0.002 

±0.002 

±0. 005 

±0.008 

±0. 003 

±0. 002 

±0. 001 

±0. 001 

±0. 001 

-0.637 

-O. 725 

-0.835 

-0.987 

-1.238 

-1.372 

-1.458 

-1.517 

-1.563 

-1. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

±0. 

003 

003 

004 

004 

004 

003 

001 

001 

001 

001 

CP^~^ pelo Tab. 6.6 Energias para os modelos 
com ITERM=1000, NCONF=2000 e NREP=5 

ML. Usamos L=8, 

O gráfico destes valores em função de conforme 

definido em C3.315, encontra-se na figura C6.15. Nesta figura 

normalizamos nossos valores pelo fator 2, que corresponde a obter 

valores médios por "link". Esta figura pode ser comparada 

diretamente com a fig. C6.25, onde a energia foi calculada por 

"link". A fig. C6. 25 foi obtida na rof.C225 por meio das séries de 
ys /s 

acoplamento fraco e forte em Cque é o nosso ^^5. 

Destes gráficos notamos que <E>=1 parece ser a extra- 
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P>o1aç2ío p&rA o limit» assint ótico om ft . Esto ó o limito os por ado 

conforme o resultado C3.395, onde denotamos por U a energia do 

sistema. O valor de U nSo está normalizado pelo fator 2 como fize- 

mos na fig. C6.15. 

A fig. C6.15 mostra de forma clara o comportamento da 

energia média na regiSo em que é dificil obter-se valores conclu- 

sivos por moio da oxpansSo na constanto do acoplamonto. 
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A partir dasta seçSo os valores mencionados para a 

termalizaçSo e para o número de configuraçBes CNCC»ÍF3 usados no ML 

passam a corresponder aos valores totais utilizados. O procedi- 

mento anterior foi adotado para podermos comparar diretamente o ML 

com o de MC» quando utilizamos igual número de varreduras para os 

dois métodos. 

s 

Energia m^dia obtida por meio da expansSo 

na constante de acoplamento. 
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, 6.3 FUNÇ6ES DE CORRELAÇSO E "GAPS" DE MASSA NO OC35 

Nesta seçSo determinamos as funçSes de correiaçSo e "gaps" 

de massa p>ara o modelo cr-nSo linear OC33) com o ML. 

Pretendemos com este modelo, além de obter os "gaps" de 

massa em funçSo de (i, compreender melhor as características que 

cercam o ML no que diz respeito a obtençSo das funçSes de corre- 

lação na rede. Em particular analisamos o efeito de interromper a 

evoluçSo da equaçSo de Langevin dependente do termo de fonte h de 

forma sistemática, que simplesmente se reflete no fato de ligar e 

desligar a fonte h. 

As funçSes de correlação são determinadas por meio da 

equação C5.535, com as variáveis de campo obtidas a partir da 

média definida em C5.52D com N=3. 

Nesta seção trabalharemos com uma rede de tamanho L=16. 

Como havíamos comentado na seção C5.2cr>, Namiki 

et.al. propSem colecionar configurações de campo dependentes do 

termo h somente por determinado periodo com a finalidade de obter 

melhor comportamento para a função de correlação GC5:>. 

Nés simulamos as equações de Langevin C5. 23!> e C5. 56!5. Com 

estas equações obtemos as configurações atualizadas no tempo de 

Langevin. O valor médio para GCJ? foi calculado sobre o conjunto 

de NCC»4F configurações obtidas a partir da diferença entre as 

configurações SC£D^^^e obtidas no mesmo instante de Langevin. 

Naturalmente que o procedimento de x ajustável nos leva a 

desprezar metade das configurações atualizadas por C5.233 e C5.56? 
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para «feitos de cálculo dos valores médios. Continuamos chamando 

de NCQNP o número total de iteraçSes feitas com a equaçSo de 

Langevi n. 

O procedimento descrito acima para a obtençSo do valor 

médio para GCÍ 3 é novamente repetido NREP vezes e assim obtemos o 

valor médio final com o erro sendo calculado sobre estes NREP 

vai or es. 

Para as NREP repetiçSes fazemos o sistema Ceq.CS.235D 

evoluir sempre da mesma configuraçSo inicial, a qual chamamos de 

configuraçSo fixa e que satisfaz a condiçSo de vínculo. O sistema 

é sempre termalizado com as mesmas TERM varreduras na rede. Após a 

termalizaçSo evoluimos de forma paralela o sistema Ceq. C5.56DD 

com o termo de fonte, tomando como condiçSo inicial a última 

atualização da rede feita pela equação C5.23D. Deste modo os dois 

sistemas passam a evoluir do mesmo ponto no espaço das configu- 

raçSes. Deixamos o sisteina evoluir paralelamente por determinado 

período enquanto acumulamos as diferenças obtidas por meio de 

C5.53D. Após certo número CDESLID de varreduras na rede desligamos 

o sistema com o termo de fonte h e o ligamos novamente tomando 

como configuração inicial para a rede a última varredura obtida 

por C5.23D. Este processo é repetido até o sistema C5.23D atingir 

a sua finalidade que é a de varrer a rede NCONF vezes, ou seja, 

obter NCONF configuraçBes para cada sitio da mesma. 

Este procedimento de dividir o número NCONF em vários 

períodos foi usado por nós para a obtenção dos resultados 

numéricos apresentados nesta seção e na próxima, C6. 41), que trata 

do estado ligado no modelo CP^. Para a última seção, que trata do 

modelo CP^ com férmions, simplesmente tomamos o período como tendo 
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o tamanho NCONF. 

NCONF DESLI 

O. 5 4000 

4200 

4000 

4000 

4800 

4200 

4000 

4000 

400 

600 

800 

lOOO 

1200 

1400 

2000 

4000 

1.80 

1.66 

1.68 

1.48 

1.41 

1.41 

1.47 

1.36 

±0. 06 

±0. 06 

±0. 04 

±0. 05 

±0. 05 

±0. 04 

±0. 05 

±0. 05 

Tab. 6.7 Valores para o "gap" de massa para o 
modelo OC3D em função do período DESLI. 
Usamos L=16 e NREP=5. 

V®jamos a influência do período DESLI nos valores obtidos 

para o “gap" de massa fj. Para isto plotamos na figura C6. 3D os 

resultados obtidos na tabela C6.7D para o "gap" de massa com 

^=0.5. 

1 
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Estes resultados podem ser comparados com aqueles apresentados na 

fig. 1 da ref. 48, que foram obtidos por meio das simulaçOes de 

Monte Cario. O valor observado nessa figura para o "gap‘* de massa 

do modelo OC 3D 4 

-1.4 < iu < -1.6 C6. 7D 

Fazendo-se a comparação com os nossos resultados na fig. 

C6.3D vemos que para períodos menores do que 800 os valores para 

os "gaps" de massa encontram-se acima do valor obtido por MC. Para 

períodos maiores do que 800 notamos que estes valores oscilam no 

intervalo citado em C6.7D. 

Escolhemos como período o valor DESLI=1000. 

A fig.C6.3D foi obtida ajustando-se os valores de GC>?D por 

. • C47D . , mínimos—quadrados para a exponencial 

GCp = Ae~^^ C6. 83 

As condi çSes de contorno p>eri ddi cas nos levam A obtenç&o 

da função 

FCJÍ3 = a cosh/jC^ -1 3 C6.93 

ao invés de C6. 83. Apesar disto o ajuste C6. 83 para G é adequado 

pois a região caracterizada pela função cosh, que tende ao centro 

da rede, corresponde a barras de erro crescentes em GCX 3. Este 

comportamento pode ser visto para o modelo OC33 nas figuras C0. 43 

e C6. 33, que mostram as funçBes de correlação GCjl 3 com as 

respectivas barras de erro para dois valores de /?, respecti- 
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vamente, ^=0.5 com NREP=5 e /9=1.4 com NREP=10. Os valores 

numéricos correspondentes a estas figuras encontram-se na tabela 

C8. 8D. 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

g 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

NREP GCÍD 

O. 5 1.39 

3. 2 E-1 

6. 9 E-2 

1.1 E-2 

3. 5 E-3 

1.0 E-3 

1.4 E-4 

4.7 E-5 

1.4 E-5 

2. O E-5 

1.2 E-4 

5. 4 E-4 

3. O E-3 

1.6 E-2 

7.1 E-2 

2. 5 E-1 

±0. 07 

±0. 4 E-1 

±1.8 E-2 

±0.4 E-2 

±0.9 E-3 

±0. 3 E-3 

±0. 5 E-4 

±0.9 E-5 

±0.2 E-5 

±0. 8 E-5 

±0.4 E-4 

±1.7 E-4 

±0.7 E-3 

±0. 3 E-2 

±1.8 E-2 

±0. 5 E-1 

NREP 

1.4 10 

GCjlD 

1.48 

7. 8 E-1 

4. 4 E-1 

2.6 E-1 

1.5 E-1 

8. 8 E-2 

5. 8 E-2 

1 . 1 E-1 

2. O E-1 

3. 6 E-1 

6.0 E-1 

9. 2 E-1 

±0.11 

±0.8 E-1 

±0.6 E-1 

±0. 3 E-1 

±0. 2 E-1 

±1.1 E-2 

5. 3 E-2 ±0. 9 E-2 

3. 9 E-2 ±1. O E-2 

2. 9 E-2 ±0. 8 E-2 

3. 9 E-2 ±1.5 E-2 

±1.9 E-2 

±0. 3 E-1 

±0. 6 E-1 

±1 . O E-1 

±1.2 E-1 

±1 . 1 E-1 

Tab. 6.8 FunçSes de correlação para o modelo OC3D em função dei 
para /?=0. 5 e /?=! . 4. Usamos ITERM=1000 e NCONF=4000. 

Para a determinação do valor /j ajustamos a curva C6.8D 

para os valores de JZ. indo de 2 até o centro da rede. Este ajuste 

foi feito para os pontos no ramo esquerdo, que corresponde à 

origem da varredura na rede, e também para os pontos no ramo direito- 

O resultado dos vários ajustes de curva em função do 

número de p>ontos CNPD em cada ramo encontra-se na tabela C6. 9D. 
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NP NREP 

O. 5 5 

RAMO ESaUERDO 

2 1.48 

3 1.49 

4 1.53 

5 1.51 

6 1.48 

7 1.49 

8 1.48 

RAMO DIREITO 

2 1.26 

3 1.36 

4 1.46 

5 1.51 

6 1.53 

7 1.56 

1.4 

NREP 

lO 

±0. 14 

±0. 10 

±0. 08 

±0. 05 

±0. 04 

±0. 03 

±0. 02 

±0. 32 

±0. 14 

±0. 09 

±0. 08 

±0. 06 

±0. 05 

O. 64 

O. 61 

0. 59 

O. 58 

O. 57 

O. 56 

O. 55 

O. 43 

O. 46 

O. 49 

O. 52 

O. 54 

O. 54 

±0. 12 

±0. 07 

±0. 04 

±0. 03 

±0. 02 

±0. 02 

±0. 02 

±0. 24 

±0. 14 

±0. 09 

±0. 07 

±0. 05 

±0. 05 

Tab. 6.9 "Gaps" de massa obtidos pelo ajuste da eq. C6. 8!5 

para NP pontos em cada ramo das respectivas curvas 

nas figuras C6. 4!5 e C6. 5D. 

Na tabela C6.lOD apresentamos os “gaps" de massa 

calculados para diferentes valores de ft tomando-se a média dos dados 

obtidos nos dois ramos para NP > 3. 

Nós plotamos na fig. C6.6D os dados da tabela C6. 10a) com 

as barras de erro. Esta figura mostra-nos o comportamento de p em 

funçSo de /?, para ft variando de 0.5 até 1.4. 
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NREP 

O. 5 

O. 7 

O. 9 

1.0 

1.1 

1.2 

1.3 

1.4 

1.49 

1.13 

0. 85 

0. 59 

0. 58 

0.60 

0. 59 

0. 53 

±0. 04 

±0. 03 

±0.07 

±0. 05 

±0. 09 

±0. 08 

±0. 08 

±0. 05 

Tab. 6.10a "Gaps" de massa para o 
modelo OC 3D. 

NREP 

1.3 

1.4 

10 0. 57 

0. 53 

±0. 06 

±0. 05 

Tab. 6.10b "Gaps" de massa para o 
model o OC 3!) . 

Na tabela CÔ.lOb!) repetimos a simulação para os valores de 

e 1.4. A estatística neste caso foi melhorada pois usamos 

NREP=10. A comparação com a tabela C6. lOaü) mostra-nos que a 

estatística NREP=5 Já é suficiente para a determinação de p com o 

a rede considerada. 
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2. 

Fisfi 6i6 "Gaps- de massa para o modelo OC3D. 
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Fig. 6.7 'Gaps" de massa obtidos por Monte Car 
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A figura C6. mostra-nos o comportamento decrescente de 

para (3 até 1. Este comportamento pode ser comparado com a figura 

C6.7D, obtida na ref. , e com a figura 1 da ref. C483. 

Na fig. C6.7D vemos que o "gap" de massa situa-se em torno 

do vaior 

p 2c 0.5 para (3=1. C6. lOD 

Este valor encontra-se razoavelmente próximo do nosso. 

Para (3>1 os nossos resultados param de decrescer. 

Sabemos que a investigação numérica do comportamento do 

"gap" de massa em função de (3 mostra a existência de uma "Janela 

do contínuo" em determinado intervalo. 

(3^ « (3 « (3^ C6. IID 

Neste intervalo a massa comporta-se aproximadamente como previsto 

assintoticamente Cem (3^ pela análise do grupo de renormalização 

Cref 49, pg. 124I>. Ê portanto com este intervalo que se faz a ex- 

. . ^ , C 24,505 trapolação para o contínuo 

Sabemos que para o modelo OC35 esta "janela" encontra-se 

. ^ , C24,48,505 
no intervalo 

~1.3 < (3 < .6 . C6. 125 

Portanto nesta região espera-se que a expressão do "gap" de massa 

C 40 485 
obtido pelo grupo de renormalização ' 
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ma = C Znft e C6.13D 
-ZnP 

9 

CmA=/Li!) possa sar ajust.ada aos pontos obtidos palas slmulaçSas nu- 

méricas na rede. Este intervalo corresponde ao comprimento de 

correlaçSo Cinverso do "gap" de massaD 

Ç i 6a C6. 143 

onda a é o espaçamento da rada. qua no nosso caso é 1. 

Portanto para a determinação numérica do intervalo C6.113 

é necessãrio que as medidas sejam Teitas numa rede de forma 

C 48,503 
que 

a << Ç << La. C6. 153 

Esta desigualdade estabelece as condiçSes para que evitemos os 

efeitos de tamanho finito. 

Nossas simulaçSes foram feitas numa rede de tamanho 

L=16. Isto pode justificar o comportamento de fu, na fig. C6. 63 , em 

desacordo com o esperado pela eq. C6.133 no intervalo 

1 < < 1.4, C6. 163 

/ 

pois asta intervalo começa a penetrar na região da "janela do 

contínuo" C6. 123 e deveriamos estar trabalhando nesta região com 

redes muito maiores do que L=16. 

C3s autores da ref. C483 trabalham com redes de tamanho 
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2 2 
C 303 a C2003 para a dei^eminaçSo do {Jt onquant>o que os aut^ores 

2 2 da ref. C243 usam redes de tamanho C803 e Cl003 . Isto nos dÀ a 

indicaçSo do tamanho necessário da rede para obtermos resultados 

numéricos em concordância com o previsto pelo grupo de renormali- 

zaçSo» eq. C6. 133» na regiSo da “Janela do continuo". 
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o. 4 FUNÇCSES DE CORRELAÇÃO E "GAPS" DE MASSA NO MODELO CP^. 

> Calculamos também as runçSes do corroíaçSo para o modolo 

CP^ polo ML. 

O procedimento de desligar a fonte h após determinado tem- 

po de evolução tem apresentado» para o modelo OC3D, um melhor 

comportamento para os valores de GCJi D. Por outro lado, se permi- 

tirmos que os dois sistemas continuem evoluindo, as funçSes de 

correlação começam a apresentar o fenômeno da falha hierárquica, 

conforme mencionamos em CS.SCD, e no centro da rede pode-se obter 

valores negativos para GCÍD. Isto ocorre em geral para um tempo 

longo de evolução simultânea, da ordem de 2000 varreduras para as 

redes em que trabalhamos. Este efeito está diretamente relacionado 

com o tamanho da rede pois a longas distâncias o valor de GCJ^ ^ 

torna-se muito pequeno, fazendo com que as flutuaçSes tornem-se 

grandes quando comparadas com GCjl D. 

Na evolução paralela das equaçSes de Langevin C4.45D para 

o campo Z do modelo CP^ puro observamos uma característica 

peculiar nos valores obtidos para as funções de correlação C5. 59D 

do campo Z. 

Apresentamos, como exemplo, os resultados obtidos para a 

rede L=1E e com /?=0. 8. Este sistema foi termalizado com ITERM=1000 

varreduras. Os resultados obtidos após somente 200 varreduras 

encontram-se na tabela C6.IID. Nesta tabela observamos o 

compxsrtamento típico obtido para os valores de GC Ji D quando 

1 
simulamos o modelo CP puro. Os valores obtidos são negativos e 
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distribuem-se por toda a dist&ncia % na rede; estes seriam espe- 

rados no centro da rede» Jã que no centro as flutuaçSes sSo maio- 

res que os próprios valores. Isto faz com que nSo possamos deter- 

minar o "gap" de massa correspondente. Estes valores negativos 

permanecem para períodos muito maiores a eoo e se mantém distri- 

buídos em jt para redes maiores. 

Tab. 6.11 FunçBes de correlação para 
o modelo CP em função de X • 
Usamos ITERM=1000 e NCONF=200. 

Cteservamos que estes valores negativos deixam de existir 

quando calculamos as funçSes de correlação C5.673 para o estado 

ligado dos campos Z, conforme definido em C5.643 e C5. 663. Além 

disto, o comportamento correto também é obtido quando simulamos o 
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modelo CP^ acoplado a férmions mínimos CsoçSo C6.53]>. Nesta si tu- 

CS 183 
açSo sabemos que as partículas Z nSo estSo mais confinadas * 

Os comentários acima nos sugerem que as grandes flutuaçSes 

estatísticas, que fazem com que obtenhamos valores negativos, 

sejam encontradas no modelo CP puro para GCjÍ5 como consequência 

da total blindagem do campo fundamental. Pois interpretamos os 

resultados da tabela C6.IID como consequência da queda abrupta 

para zero da funçSo de 2 pontos do campo Z. 

Agora nos voltamos para as simulaçSes do estado ligado do 

CP desde que nenhuma física aparece em nosso método de simular os 

campos fundamentais do modelo acima devido a blindagem da carga. 

Apresentamos na tabela C6.12D a influência do período 

DESLI no cálculo do “gap" de massa para o estado ligado no CP^. 

Estes resultados foram obtidos com a rede L=12 para /9=1 , 

com ITERM=1000 e NREP=5. 

Na fig. C6.8D plotamos os dados da tabela C6.12^, que 

podem ser comparados com a fig. C6. 3D. 

Nós escolhemos o período DESLI=600 para nossas simulaçSes. 

Os valores de /j estão em boa concordância com aqueles 

obtidos para o modelo OC3D correspondendo a ^=0.5 e DESLI =1000. 
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NCC»<F DESLI 

1. O 2000 

2200 

2200 

2000 

2000 

400 

600 

800 

lOOO 

2000 

1.61 

1.80 

1.60 

1.40 

1.37 

±0. 06 

±0. 04 

±0. 06 

±0. 04 

±0. 06 

Tab. 6.12 Valores do "gap" de massa para o 
esbado ligado no modelo cp em funçSío do 
período I^SLI. Usamos L=12 e NREP=5. 

"Gaps" de massa do estado ligado. 
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o tempo de computaçSo utilizado foi de aproximadamente 3 

horas para cada exp>erimento feito em funçSo do parAmetro DESLI. 

Para o valor de /3=2. 8 usamos NREP=10 com NCONF=2200 e o tempo de 

computaçSo utilizado no VAX 780 foi de 6 horas. O tempo de proces- 

samento 6 relativamente grande quando comparado com o do modelo 

OC3D C"- 4 horas para NREP=10, NCONF=4000 e L=16D mesmo usando a 

rede L=12. Isto Se deve ao fato de estarmos simulando variáveis 

complexas e de usarmos uma açSo quártica. 

Tab. 6.13 "Gaps" de massa obtidos 
pelo ajuste de CB.8D para 
NP pontos em cada ramo 

i 

< 

( 
Na tabela C6.13D mostramos também a variação de p em funçSo 

( 
do número CNPD de pontos com que fizemos o ajuste C6. 8j para /? =1. 

( 
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Na fig. C6.0D plotamos as correlaçSes em funçSío de para 

um valor de grande, ^^=2.8, com as barras de erro. Aqui usamos 

uma estatística maior, NREP=10. Estes valores encontram-se na 

tabela C6. 14Z). 

NREP GCÍD 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

g 

10 

11 

12 

2. 8 10 1.84 

1.26 

O. 71 

O. 42 

O. 26 

O. 17 

O. 15 

O. 21 

0. 24 

O. 41 

O. 70 

1.25 

±0. 23 

±0. 15 

±0. 13 

±0. 08 

±0. 06 

±0. 08 

±0. 04 

±0. 06 

±0. 01 

±0. 11 

±0. 10 

±0. 13 

Tab. 6.14 FunçSes de correlação para 
o modelo cp em funçSo de ji . 
Usamos ITERM=1000 e NC0NF=2400. 

Calculamos o "gap" de massa para alguns valores de /? , os 
c 

quais encontram-se na tabela C6.15D. A fig. C6.10D corresponde a 

estes valores plotados na escala monolog em função de /? . 
c 

A comparação entre as figuras C6.6D e C6. lOD nos revela 

uma concordância muita boa entre os valores de (j e mostram o com- 

portamento não esperado para ^^>2.2. A mesma discussão feita em 

vista dos resultados da figura C6. 6D sobre a região da "janela do 

continuo" se aplica igualmente aqui. 
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NREP 
JK 

1.0 5 

1.4 

1.8 

2. 0 

2.2 

2. 4 

2. 6 

2.8 10 

1.50 ±0.04 

1.16 ±0.03 

O. 98 ±0. 07 

0. 73 ±0. 05 

O. 59 ±0. 09 

0.58 ±0.10 

O. 47 ±0. 08 

O. 50 ±0. 05 

Tab. 6.15 "Gaps" do massa para o 
estado ligado. 

Fig. 6.9 
Funç©es de correlação para ^^=2.8. 
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H h 

e Pc 3.0 

FÍ9. 6.10 "Gaps" de massa para o estado ligado. 
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e. S FUNÇCES DE CORRELAÇXO E "GAPS" DE MASSA NO CP^ COM FÉRMIONS 

A inclusSo dos Térmions mínimos no modelo CP possibilitou 

a determinação da funç3o de correlação e consequentemente do "gap" 

de massa. Neste caso a simulação dos campos Z para^câlculo de GCj^3 

em C5.59D é feita utilizando-se a equação de Langevin obtida a 

partir de C5. 63D. 

Os valores de GCjlD apresentados nesta seção foram obtidos 

tomando-se o parâmetro DESLI igual a NCONF. Nesta seção trabalha- 

mos com NC0NF=3000. Usamos NREP=8 ou 9 e quando necessário» para 

melhorar a estatística, calculamos os valores médios com NREP=16. 

Utilizamos as redes L=16 e L=20 para o cálculo das 

correiaçSes. 

Na tabela C6. 16D apresentamos os valores de ij em função de 

/? para a rede L=16. Na fig. C6. IID reproduzimos também estes 

resultados em escala monolog. 

Observamos nesta figura o comportamento decrescente de iJ 

com /? . Entretanto para valores de /? >0.9 nos deparamos novamente 
c c 

com o fato já observado em figuras anteriores quando plotamos o 

"gap" de massa em função de fi^ Cou fD. Nesta figura para /?^>0.9 o 

valor de lu praticamente se mantém estacionário. 

Para analisarmos melhor este comportamento vamos nos ater 

em particular aos resultados obtidos com rede L=20. 

Mostraremos em primeiro lugar o comportamento de fj que 

obtemos em função do número de pontos NP que usamos para ajustar a 

curva da equação C6. 8D. Tomamos como exemplo /?^=0. 8 que se encon- 



t-ra próxima da regiSío na qual nossos resultados compor tam—se de 

forma “a princípio" não esperada, conforme a figura C6.11D. 

Na tabela C6. 17D temos os valores de p em funçãío de NP 

para /?^=0. 8, que foram obtidos com a rede L=20. Esta tabela 

mostra-nos o bom comportamento de p em função do número de pontos 

que tomamos em cada ramo da curva GCjJ.D. Entretanto podemos 

observar na figura C6. ISD, na qual plotamos GCji,3 para /?^=0. 8, que 

a função de correlação apresenta o problema da hierarquia já 

mencionado anteriormente. Os valores utilizados nesta figura 

encontram—se na tabela C6.18D, na qual apresentamos o erro 

associado a cada valor de G. 
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Tab. 6.17 “Gaps" de massa obbidos 
pelo ajuste de C6.8D para NP 
pontos em cada ramo^ com L=20. 



i ft NREP 
c GCJ3 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

Q 

10 

11 

12 

13 

14 

15 

16 

17 

18 

19 

20 

O. 8 1.24 

1.98E-1 

2.OOE-2 

5.7 E-3 

8.5 E-4 

2.0 E-4 

3.0 E-5 

7.5 E-6 

2 E-7 

4. 4 E-7 

4. 4 E-9 

1.7 E-7 

5.6 E-7 

9 E-7 

1 E-7 

1.5 E-4 

8. O E-4 

4.8 E-3 

2.80E-2 

1.93E-1 

±0. 02 

±0.07E-1 

±0. 13E-2 

±0.5 E-3 

±1.9 E-4 

±0. 6 E-4 

±1.7 E-5 

±5.9 E-6 

±12 E-7 

±2.8 E-7 

±9. 4 E-8 

±2. 2 E-7 

±7.2 E-7 

±36 E-7 

±13 E-6 

±0.5 E-4 

±2.O E-4 

±0.4 E-3 

±0.24E-2 

±0.08E-1 

Tab. 6.18 FunçSes de correlação para o mo- 
delo CP + férmions em função de ü. 
Usamos ITERM=1500, NCONF=3OO0 e L=20. 

0 fenômeno de falha, que corresponde a pontos em que o 

erro estimado é grande , ocorreu no centro da rede e de forma que 

não prejudicou o alinhamento dos pontos nos ramos de . Esta é 

portanto a razão de obtermos o bom comportamento de /u conforme 

mostrado na tabela C6.17D. 

Para a rede L=20 também determinamos o "gap" de massa em 
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1 

i 
funçSo de vários valores de Os resultados obtidos para este 

caso podem ser vistos na tabela C6.19^. Na fig. C6.13]> também 

plotamos os valores obtidos nesta tabela. 

NREP ITERM 

if.'''. 

O. 3 

0. 4 

0. 6 

0. 7 

O. 8 

0. 9 

1. O 

1. 1 

1.2 

1.3 

9 1000 

1500 

2. 37 

2. 22 

1.97 

1.92 

1.84 

1.78 

1.72 

1.59 

1.60 

1.52 

±0. OI 

±0. 02 

±0. 02 

±0. 03 

±0. 02 

±0. 04 

±0. 07 

±0. 07 

±0. 09 

±0. 10 

TAB. 6.19 "Gaps" de massa para o modelo 
CP + férmions mínimos com L=20 e ^ 
NCONF=3000. 

i 

í 

( 

A comparação entre as tabelas C6.16D e C6.19D nos mostra a ^ 
/ 

boa concordância entre os resultados obtidos para p para fi até 
/■ 

0.8. Entretanto para /? >0.9 notamos um pequeno distanciamento 

entre os valores de embora continuem dentro do erro estimado. 

^ Vamos agora comparar os valores de (j para estas duas redes 

por meio das figuras C6. IID e C6. 13D. 

O comportamento de fj em funçSo de (3 tornou-se melhor em 

vista do que é esperado pela análise do grupo de renormalizaçao 
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N”1 1 
para o "gap" de massa nos modelos CP . Para o modelo CP tem-se 

,, . C 405 ' . 
o resultado 

am = C C6.175 

Este resultado também foi obtido em C3.495. 

A dependência observada de ^ no tamanho da rede para 

/?>~1.0 nos indica que Já estamos no limiar da "Janela do 

continuo". Neste caso nos voltamos às conclusSes tiradas em vista 

dos modelos estudados anteriormente. De qualquer forma os dados 

obtidos para os "gaps" de massa dos modelos simulados nas redes 

com que trabalhamos nos parecem bastante confiáveis desde que nSo 

nos aproximemos da regiãío caracterizada pela "Janela do continuo". 

Os resultados numéricos apresentados nesta seção foram 

obtidos com o computador CYBER 170/750. 
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"Gaps" d© massa para o modelo 

CP^+Férmions com L=16. 
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Q Si 22 

Fig. 6.12 FunçSes de correlação para 

=0. 8 e L=20. 
c 
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CP^ +f érmi ons. 
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CAPITULO VII 

CONCLUSÕES E PROBLEMAS EM ABERTO 

Neste trabalho estudamos as propriedades dos modelos c-nSo 

lineares do ponto de vista analítico e em especial para os modelos 

OC35 e CP^ fizemos o estudo por meio das simulaçSes numéricas. 

A determinação da energia para os modelos OC35 e CP por 

meio das simulaçSes de Monte Cario e de Langevin possibilitou—nos 

não só verificar a relação existente entre estes dois modelos como 

também comparar os dois métodos de simulação. 

Através das simulaçSes de Langevin determinamos também as 

funçSes de correlação e os "gaps" de massa para estes modelos. 

Vimos que a determinação de apresenta problemas na região da 

“janela do contínuo" para o tamanho de redes utilizadas por nós. 

A simulação com a rede L=50 já nos fornecerá resultados 

melhores nesta região, isto é o que mostra a fig. C6.7D, pelo 

menos para o modelo OC3D. Além disto este tamanho de rede nos 

parece factível com a nossa disponibilidade computacional. 

O fato de introduzirmos férmions acoplados minimamente 

N—1 
aos modelos CP puros fez com que a sua propriedade de 

confinamento sobre os campos fundamentais deixasse de existir. 

Deste modo tornou-se possível a determinação numérica das funçSes 

de correlação dos campos fundamentais da teoria. 

Por outro lado, se trabalharmos em 3 dimensóes com a mesma 
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N-1 Lagrangiana que descreve os modelos CP puros somada com um 

V 1 
termo topológico de Chern-Simons, teremos para o modelo CP , 

L 

2 

''o I 
k=l 

e £. A à 
 ^ fjv\ pj vK 
16n 

com + 

(7.1) 

somos conduzidos a uma reversSo da estatística dos bósons 

N-1 
iniciais CCP puroD para a de férmions. Este processo de 

"fermionizaçSo pode ser considerado em termos do comportamento 

do propagador da teoria através das simulaçSes numéricas 

envolvendo os seus campos fundamentais. 

Mencionamos como caracter í sti ca o fato de que este 

fenômeno no qual a estatística das partículas iniciais é revertida 

pode ter sua implementação em supercondutividade onde há o 

aparecimento dos pares de Cooper de elétrons. 
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Arc.ru^x uc. 
) 

) 

) 
0001 
0002 
.0003 
^00^ 
)0005 
0006 

)0007 
0 00 8 

^000 9 
vOOlO 
^0011 
)0012 
0013 

)0014 
0015 

^0016 
)0017 
0018 

)0019 
0020 

>0021 
0022 
0023 
0024 
0025 
0026 
0027 
0 0 2 8 
0 0 2 9 
0030 

(0031 
0032 
0033 
0034 
0035 

■ 0036 
0037 

'003 5 
003 9 

'0040 
0041 
0042 
0043 
C 0 4 4 
0045 
0046 
0047 
0048 
0049 
0050 
0051 
0052 
0053 
0054 
0055 
0056 
0057 

En*rgia do modelo CP determinada p>or Monte Cario 

C HOOELO CP(N-l) SO* PARA N«2 
C CALCULO OA ENERGIA MEDIA C/ MONTE CARLC 
C 

COMPLEX Z1,Z2,Z1N,22N,PRXF,PRXFN 
COMPLEX PRXB,PRXBN,PRVF,PRYFN,PRYB,PRYEN 
INTEGER X,XF,XB,Y,YF,YB,V,RODAS 
PARAMETER (N=2.L»12,ITERM*2000tNMED*50CtITEMP»l) 
PARAMETER CV=L*L,ROCAS=ITERM+NPED,NREP»5) 
DIMENSION ACA0(NREP),ACA02(NR£P),ZlCL,L)fZ2CL,L) 

C 
IREL=5 
AC=0.0 
BETA=0.5 
WRITEC6,=í)' N L ITERM NMED* 
WRITE(6,*)N,L,ITERP,NMEC 

C ís * J{: 1}:«<í:ít lí «««**<£❖ 
C LOOP DOS BETAS 
C - ■' 

DD 60 I=1,ITEPP 
BETA=BETA+0.5 
ACEI=0. 
ECEI=0. 
WRITEC6,98)BETA,NREP 

C«A> *t «V V* «Af «V «4 >■« «'« *4 W# «V «'» «Ar «4 ^r v4 «4 *t V# V*. Vr «■«> y> W4 y« %\r «4 «>r ^ «I» *,4 ^ ry* *J» ry>. r,* r,* r,K i»,» ^ ^ «V* -S* <’|' *j» »|» »)• «',*• 
DO 220 IREP=1,NREP 
ACADCIREP)=0. 

C 
C CDKDICOES INICIAIS P/ fi REDE 

DD 10 Y = 1 , L 
DD 10 > = 1 ,L 
Z1(X,Y)=(1.,0.) 
Z2(X,Y)=C0.,0.) 

10 CONTINUE 
^ «4* «'r %4 «<« Or « r »*r « r «*r v‘r %'r *4 « r "•'* »'r v4 «•» x*r •*» «A» «4 *‘r xA. Vr «V I ryx #^x rjx r,x r> r^x #^x ryx r x r,x r^x r,x r.x r^x r,x r,x r^x -y* «,x r^x r^ r 

C LODP GERAL DOS TETAS 
C 

DD 20 IT = 1,ROCAS 
C GERACAC DA REDE - IMCIC 
C 

DD 50 Y=1,L 
Y==Y+1 
YB=Y-1 
I«= CY.EO.L) YF = 1 
IF CY.EQ.l) YB=L 
DO 50 X=1,L 
XF=X+1 
XB=X-1 
IF (X.EC.L) XF=1 
IF (X.EQ.l) XE=L 
PRXF=Z1(X,Y)»XCDNJG(Z1CXF,Y))+Z2CX,Y)*CCNJGCZ2(XF,Y)) 
PRXe=ZlCX,Y)í=CONJ&CZl(XB,Y))+Z2(X,Y)«CCNJGCZ2(Xe,Y)) 
PRYF = Z1CX, Y)=XC0NJGCZ1CX, YF)) + Z2(X, Y)«CCNJGCZ2(X,YF)) 
PRYB=Z1CX,Y)«CCNJG(Z1CX,YE))+Z2(X,Y)«CCNJG(Z2(X,YB)) 
S1=REAL(PRXB*C0NJGCPRXB)+PRXF«C0NJG(PRXF)+ 

4 PRYB«C0NJGCPRYB)4pRYFítC0NJG(PRYF)) 
CALL UFOURCElf£2fE3,E4) 
Z1N=CMPLXCE1#E2) 
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Z2N«CMPLXCE3fEA) 
PRXFN«ZIN*C0NJG(Z1CXF,Y))+Z2N#C0KJGCZ2CXP|Y)) 
PRXBN«ZlN<tCONjGCZlCXBi Y))^Z2N*C0NJG(Z2CXB, Y)) 
PRYFN*Z1N#CONJG(Z1CX,YF)>+Z2N#CONJG(Z2(X,YF)) 
PRYBN*Z1N«CONJG(Z1CX,YB))+Z2N«CONJGCZ2(X,YE)) 
S1N=REAL(PRXBN«C0NJGCPRXBN)+PRXFN«C0NJG(PRXFN)+ 

PRYBN«CONJG(PRYBN) + PRYFN^CONJG(PRYFN)) 

TEST=EXPCBETA«CS1N-S1)) 

U=RANCIREL) 
IFCU .GT. TEST) GD TO 50 
ACEI=ACEI+1. 
IF (IT .GT. ITERM) BCEI=BCEI+1. 
Z1CX,Y)=Z1N 
Z2(X,Y)=Z2N 
CONTINUE 
GERACAO DA REDE - FIM 

IF (IT .LE. ITERM) GO TC 20 
DC 19 Y=1,L 
YF=Y+1 
IF CY.EQ.L) YF=1 
DO 19 X=1,L 
XF=X+1 
IF (X.EO.L) XF=1 
PRXF = Z1CX,Y)*CCNJGCZ1(XF,Y)) + Z2(X,Y)::=CCNJG(Z2CXF,y)) 
PRYF = ZlCX»Y)=;:CCKJG(ZlCX»YF)) + Z2(y*Y)5::CCNJGCZ2(XtY'^)) 
AC = AC-REaLCPRXP^CCNJGC?RXF) + PRYF:;:CCNJGCPRYF)) 

CONTIUUt 
ACADCIREP)=ACAO(IkEP)+AC 

AC=0.0 
CONTINUE 

LOCP geral dos TETAS - 
^ tiíc :|í ^ ^ í): 'I- '''' 
ACADCIREP) = ACACCIREP)/plCAT(Ví;:N^EC) 
ACAD2CIREP) = ACACCIREP)X^ACACCIREF) 

CONTINUE 
. V. »•* V. » 

R E P = F L 0 A T ( N R E P C N R E P -1) ) 

S0 = 0 . 
S02=0. 
DD 35 IREP=1,NREP 
S0 = S0+ ACAOCIREP) 
S02=S02+ACAC2CIREP) 

CONTINUE 

TAXACEI = ACEI/FLCAT (RODAS *V:!=NREP) 
TAXBCEI = BCEI/FLDAT(NMEDX=V*NREP) 
ACMED=SO/FLDAT(NREP) 

IF (NREP .EQ. 1) THEN 
PRINT^»* NREP=1» NAD TEM SIG* 
GD TO 39 
END IF 
SIG=SQRT((S02-NREP*ACMEC«ACMED)/REP) 

PRINT=Í=,' * 
PRINTC,' ENERGIA MEDIA=•,ACKED,' SIGVA=*,SIG 
PRINT«t* * 



5 
6 
7 
8 
9 
0 
1 
2 

PRINT»»* TAXA OE ACEITACAO«•tTAXACEI 
PRINT*,» TAXA DE ACEITACAO APOS TERM.*•,TAXBCEI 

98 FORMATC//,* BETA«»,F6.3»* NREP»*,I5) 
C 

60 CONTINUE 

STOP 
END 
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Funç8*s de correleçSo para o modelo CP^ + Férmions com o método de Lar 

•OOi 
0002 
OOOS 
0004 
0005 
0006 
0007 
0008 
0009 
0010 
0011 
0012 
0013 
0014 
0015 
0016 
0017 
0018 
0019 
0020 
0021 
0022 
0023 
0024 
0025 
0026 
0027 
0028 
0029 
0030 
0031 
0032 
0033 
0034 
0035 
0036 
0037 
0038 
0039 
0040 
0041 
0042 
0043 
0044 
0045 
0046 
0047 
0048 
0049 
0050 
0051 
0052 
0053 
0054 
0055 
0056 
0057 

C MODELO CM(N-l) ♦ ME8MI0NS COM LANCEVIN 4 NAMIKI 
C CALCULO OAS CORRELACOES 
C 

XMFLICX7 REAL68 CA-H»0-Z> 
XMRLXCX7 XN7E6ER64 (X-N> 
C0MPLEX916 ZiZl»Sl<ETA,REPE7AéSNBl*ZAUX 
C0MRLEX416 ZH , Z1H,S1H» SN81H • ZAUXH»t1« EH*EHZ t SFF » SSFFH 
C0MPLEX416 SZltSZ2t$Z3*SZ4,DELTAl»SZtSZH»SF»SFH 
C0MPLEX416 SZlH»SZ2H9SZ3H»SZ4H,DEL7AlH»GtRNH 
INTEGER X,Y»V 
PARAMETER (N»2«L«4«ITERH«1000*NPEDIAS«5000,NREP»5) 
PARAMETER CLl»L4l ,V>L4L*NMED«NPEDIAS/2) 
OIMENSION ZCN»0:Ll,0:Ll)tZAUXCNtL»L) 
OIMENSION ZHCNiO:LltO:Ll)tZAUXH(N,L.L)tGCLtKMED) 
OXHENSION SlCN)»OELTAlCtil)»SlHCN)tDELTAlHCN),SF<N>,SFI 
DIHENSXON GHEO(L»NREP),G2KEO(LfNREP) 

C 
EPS*0.01 
REP*SQR7CEPS) 
RNL«SQRTCFL0A7CN)/FL0AT<L>> 
H-CO.001.0.001) 
RNH*RNL/H 
EM»EPS4H4RNL 
PI2»2.4ACOSC-1.0) 
IREL«5 
BETA*0.8 
BPI«BETA*PI2 
ONPI»EPS*BETA/CFLOAT(N) ♦ BPI) 
EB*BPI4DNPI 
EBN=FL0ATCN)*0NPI 

C 
WRITE(6,96)N,L,NREP 
WRITEC6,«>* ITERM NMEDIAS NMEO* 
WRITE<6,4)I7ER«,NM£DIAS.MHE0 
WRIT£C6,98)BETA,EPS,IREL 
PRINT4,* H»*,H 

C 
C LOOP PARA TIRAR MEDIAS 

00 220 IREP*1,NREP 
ICOUNT=0 
NM*0 

C CONDICOES INICIAIS P/ A REDE AMPLIADA 
DO 10 7*0,LI 
DO 10 X*0,L1 
ZC1,X,Y)*<1.,0.) 
00 10 IA«2.N 
Z(IA.X.Y>*(0.,0.) 

10 CONTINUE 
IF CIREP .NE. 1) GO TO 11 
PRINT4,» VALOR INICIAL* 
PRINT#,* ZCltl.l)**.ZCl.l.l) 

11 CONTINUE 

C INICIO OA TERHALIZACAO 
00 200 X7»l,ITERM 

C 
XCOUNT»ICOüNT41 
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V'*t> 

OOfl 
OOSf 
0060 
0061 
0062 
0063 
0064 
0065 
0066 
0067 
0068 
0069 
0070 
0071 
0072 
0073 
0074 
0075 
0076 
0077 
0078 
0079 
0080 
0081 
0082 
0083 
0084 
0085 
0086 
0087 
0088 
0089 
0090 
0091 
0092 
0093 
0094 
0095 
0096 
0097 
0098 
0099 
0100 
0101 
0102 
0103 
0104 
0105 
0106 
0107 
0108 
0109 
0110 
0111 
0112 
0113 
0114 

o?"*«*'• 

00 soo 7-ltL 
00 900 X-1»L 

250 

zi«za»x»T> 
STI«REAL(Z16C0NJ6(Z1)) 
SZl«Z16C0NJGCZ<ltX»Y4l)) 
SZ2«Zl*C0NJ6(Z(l»X«ltT)) 
SZ3«Z14C0NJG(Z(ltX»Y-l)) 
SZ4«Z1«C0NJGCZ<1»X-1»Y)) 
00 250 ZC«2fN 
Z1«Z(1C«X,Y> 
STl«STl>ftEAUZl*CONJG(Zl)) 
SZl«SZl«Z16C0NJGCZCIC»X»Y4l>> 
SZ2«SZ24Z1*C0NJG(ZC1C»X41,Y)) 
SZ3«SZ34Z14C0NJG(ZaC»X.Y-l)) 
SZ4«SZ44Zl*C0NJG(Z(ICtX-l,Y)) 
C0N7INUE 
SNBl«(0.f0.) 
SFF*CO.tO.) 

(■ J*i -4->' rt A ^ 
w 0 V 
‘ •*. * 

r v'^ r- í' t V "y.‘ 
tOí 
ÍÍÍÜC 

€ÍC'ü 
j. í n ô j*' tii V 

BIZC 

450 

00 450 IA>1»N 
SI<IA)«EB*(Z(IA,X,Y+1>4SZ1+Z<IA,X41,Y)4SZ24 

4 ZaA,X,Y-l)*SZ34Z(IA,X-l,V>«SZ4) t;! 
SF<IA)«Z<IA,X-l.Y>4ZCIA,X,Y-l>42ÍIA,X,Y4l>4Z<IA,X4l,,Í) 

U1»SQRT(ABSC2,4AL0G<RAN(IREL)>)) 
U2«PI2*RAN(IREL) 
ETAl»Ul*COSaJ2) 
ETA2*U1#SIN(U2) 
ETA=CHPLX(ETA1,ETA2) 
S1CIA)*S1CIA)4REP«ETA4EBN*SF(IA) 
SFF»SFF4SF(IA)*C0NJGaaA,X,Y)) 
SNB1«SNB14C0NJG(I(IA,X,Y))*ETA 
CONTINUE 
PR1«REALCEB*CC0NJGCSZ1)4SZ14C0KJG<SZ2)4SZ2+ 

4 C0NJGCSZ3)*SZ34C0NJG<SZ4)«SZ4)4 REP*SNB14 

'•» «í- ■ W 

í Cí ■: 
< r g j_) 

Â‘ . A 

SOO 

- Kf 

EBN4SFF) 

00 470 IA»1,N 
DELTA1(IA)*SKIA)-Z<IA,X,Y)«PR1/ST1 

470 CONTINUE 
IF CICOUNT .EQ. 2) TMEN 
DEL1«0. 
00 490 IB*1»N 
DEL1»DEL14REAL(DELTAKI8)4C0NJG<0ELTAKI6>)> 

490 CONTINUE 
AJU1*SCRTCC1.-DEL1)/ST1) 

ELSE 
AJU1«1. 
END IF 

DO 500 IA*1,N 
ZAüXCIAf X* Y)*AJl)14ZCIA*X# Y)4 DELTAIC lA) 

500 CONTINUE 
DO 550 Y«1*L 
00 550 IA*1»N 
2CIA*Y,0>*ZAÜXaA,Y,L) 
Z(IA*YtLl)*ZAUX<IAtYfl) 

- 

*} 
'íd 

■"GÜ 

'-.P 
' ') ^"4 •w 

■;ío 
vy 
OÚ 
:ü 
Otí 

.'O 
- ■ w 

■5 li 
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OtlS 
0116 
0117 
0118 
0119 
0120 
0121 
0122 
0123 
0124 
0125 
0126 
0127 
0128 
0129 
0130 
0131 
0132 
0133 
0134 
0135 
0136 
0137 
0138 
0139 
0140 
0141 
0142 
0143 
0144 
0145 
0146- 
0147 
0148 
0149 
0150 
0151 
0152 
0153 
0154 
0155 
0156 
0157 
0158 
0159 
0160 
0161 
0162 
0163 
0164 
0165 
0166 
0167 
0168 
0169 
0170 
0171 

550 

^ 200 

C 

560 
C 

C 
C 

c 

25 
C 

2(Xâ»LltT)>ZAUX(IA»l«T> 
Z(lAtOfT)«ZAUXCIAtL*Y) 
00 550 X»1«L 
ZCIA«X»T}«ZAUXCIA,X,Y) 
CONTINtiE 
IF CICOUNT .EQ. 1) 60 TC 200 
ICCüMT-0 
CONTINUE 

IF CICOUNT .EQ, 1) TMEN 
FRINT6t* FORA OA SUPERFÍCIE OE VINCULO* 
60 TO 600 
ENO IF 
FIN OA TERNALI2ACA0 
DO 560 Y*0tLl 
00 560 X«0»L1 
DO 560 IB*ltN 
ZHCIB,X,Y>»Z<IEfX,Y) 
CONTINUE 

00 20 IT«1.NHE0IAS 
GERACAO DA REDE - INICIO 

IC0UNT=IC0UNT+1 
00 50 Y«1,L 
00 50 X»lfL 

Z1*Z(1»X,Y) 
STlsREALCZlítCONJGCZl)) 
SZl»Z14C0NJG(ZCltX,y+l5) 
SZ2=Z1*C0NJG(ZC1tX+1fy)) 
SZ3*Z1*C0NJGCZ(1,X,Y“1)) 
SZ4=Z14C0NJ6(ZC1.X“1,Y)) 
Z1H=2HU ,X,Y) 
ST1H=REALCZ1H*C0NJG(Z1H)) 
SZ1H»Z1H4=C0NJGCZHC1 ,X, Y+D) 
SZ2H=Z1H«C0NJG(ZHC1,X+1,Y)) 
SZ3H*ZlH>í:C0NJG(ZHCl.X, Y-n) 
SZ4H=Z1H«C0NJGCZH(1,X-1,Y)) 

00 25 IC*2,N 
21-ZCIC.X,Y) 
ST1*ST1*REALCZ1«C0NJGCZ1)) 
SZ1=SZ1+114C0NJGCZ(IC*X,Y*1>) 
SZ2*SZ24Z1*C0NJ6(ZCIC,X*1,Y)) 
S23*SZ3*Z14CQNJCaCIC,X,Y-l)) 
SZ4*SZ4*Z14C0NJ6CZCIC,X-1,Y)) 
ZlH»ZHCICfX,Y) 
ST1H-ST1H4REALCZ1H4C0NJGCZ1N)) 
SZ1H«SZ1H+Z1H*C0NJGCZH(IC,X,Y^1)) 
SZ2H*SZ2H+ZlH#C0NJGCZHCICfX4l,Y)) 
SZ3H*SZ3H421H*C0NJGCZH(IC,X,Y-1)> 
SZ4H*SZ4H4ZlH<tCCNJGCZHCIC,X-l,Y)> 
CONTINUE 

SNB1«C0.»0.) 
SNB1H«CO.»0.) 
£HZ«C0.»0.) 
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c 

SPF-C0.»0.) 
SFFH-CO.iO.) 

172 
173 

^174 
his 
^176 
1.177 
tl78 
^179 

180 

?18l 
182 

•‘183 
wl84 
‘185 
Ü186 
187 

9188 
>189 
n9o 
‘»191 
Í192 
Íl93 
} 194 
fl95 
pl96 
”197 
Ü198 
I 199 
P200 

201 
f»202 
i^203 
P204 
0205 
1)206 
P207 

«212 
«)213 
P214 
'-215 
p2l6 
«217 
P2l8 
0219 
•)22o 
P221 
«222 
P223 

0224 
f)225 
P226 
'«227 
^228 

í) 

C 

4 5 

C 

47 
c 

49 

c 

so 

'■th 

DO 45 IA«l*N ‘ 
SiaA)-EB«a(IA»X»T4l>4SZl«Z(IA>X4l»V)8SZ2« 

♦ ZCIA,X,Y-l)*SZ34ZCIA,X-l,Y)4SZ4) 
S1HCIA>«EB4CZH(IA,X»Y41>»SZ1H4ZH(IA»X41»Y>4SZ2H« 

4 ZHCIA,XfY>l)4SZ3H4ZN(IA,X^l,Y>4SZ4H) - ‘ 
SFaA)«ZaA,X-l,Y)4ZaA,X,Y-l)4ZCIA,X,Y4l) + zaA,X4l,V) 
SFH(IA)»ZH(IA,X-l»Y)4ZH<lA»X,Y>l>4ZHaA,X,Y4Í)«ZHCIA,X4l,V>: 

U1»SQRTCA8S<2.4AL06<RANCIREO))) 
U2»PI24RAN(IREL> 
ETA1«U1*C0SCU2) 
ETA2-U14SINCU2) 
ETA»CMPLX(ETA1,ETA2> 
REPETA«REP*ETA 
SiaA)*SlCIA>4REPETA4EBN*SF(IA) 
S1H(IA)*SIH(IA)4REPETA4EBN*SFH(IA) 
SFF«SFF+SFCIA)4CONJGCZ<IA*X,Y)> 
SFFH*SFFH+SFHCIA)*CONJG<ZMCIA,X,Y)> 
SNB1>SNB14C0NJG(ZCIA,X»T))«ETA 
SNBlH»SNeiH+CONJG(ZHCIA,X,Y))tETA 

♦ 

4 

IF (Y .EQ. 1 .ANO. IA .EQ. 1) 7HEN V:;, 
SlHCl)*SlHCn+EH 
EHZ»EH*C0NJG<ZHC1,X,D) 
ENc IF :';t; 
CONTINUE 
PR1*REALCEB*CC0NJG<SZ1)4SZ14C0KJG(SZ2)4SZ2+ “ 

CONJGCSZ3)*SZ34CONJG<SZ4)CSZ4)4 REP4SNB14EBN#SFF) ” 
PR1H»REAUEB*(C0NJGCSZ1H)«SZ1H4C0NJG<SZ2H)4SZ2H4 

C0NJG(SZ3H)#SZ3H4C0KJG(SZ4F)*SZ4M)4REP4SNB1H + EBN«SFFH4Í;Í<' 

00 47 IA*l»N 
0ELTA1(IA)*S1CIA>“ZCIA,X,Y)*PX1/ST1 
D£LTAlHCIA)»SlHaA>>ZHCIA,X,Y)*PRlH/STlH 

r.ONTINi'T 

/, •- f • 

0 f 

vj i ■ 
t 1 :i ? 

.. ,, . 
1 k . 

IF CICCUNT .EQ. 2) THEN 
OEL1*0. 
OEL1H*0. 
00 49 IB*lfN 
OEL1«OEL14REALCDELTA1CIB>«CCNJGCOELTA1(IB)>) 
DEL1H=DELIH4REAL<0ELTA1HCIB)*CCNJGC0ELTA1HCIB)>) 

CONTINUE 
AJU1«SQRT(C1.-0EL1)/ST1> 
AJU1H«SQRT(C1.-DEL1H>/ST1H) 

ELSE 
AJUl«l. 
AJU1N«1. 
ENO XF 

? / /■ f 
r? 5* 

i. z 
\ t 

■íUi 
^òl' 
i l í 
d5IÍ 

00 50 IA«ltN 
ZAUXaA,X,Y)»AJÜl*ZCIA,X.Y)4 OELTAKIA) 
ZAUXHaA,X#Y)*AJUlH4ZHCIA,X,Y>4 OELTAIH(IA) 

CONTINUE 

h 
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022f 
0230 
0231 
0232 
0233 
0234 
0235 
0236 
0237 
0238 
0239 
0240 
0241 
0242 
0243 
0244 1 
0245 
0246 
0247 
0248 
0249 
0250 
0251 
0252 
0253 
0254 
0255 
0256 
0257 
0258 
0259 
0260 
0261 
0262 
0263 
0264 
0265 
0266 
0267 
0268 
0269 
0270 
0271 
0272 
0273 
0274 
0275 
0276 
0277 
0278 
0279 
0280 
0281 
0282 
0283 
0284 
0285 

00 55 Y«l»l 
00 55 XA*1*N 
ZClA>TtO>»ZAUXCIA,Y»L) 
Z<ZA»Y»Ll)«ZAUX(IA»Yil> 
ZaA,Ll»Y>«ZAUXCXA*l»Y> 
ZCIA,0»Y)»ZAUXaA,LtY> 
ZH(XA#Y»0)«ZAUXHCXAtY,L> 
ZHCIA,Y,Ll)«ZAUXH<IA»Ytl) 
ZHCIA,Ll#Y)*ZAUXHCIA*l,Y> 
ZHCXA*0,Y>«ZAUXH(IAtL»Y) 
DO 55 X«1»L 
ZCIA,X»Y)«ZAUX(IA,X»Y) 
ZH<XAfX»Y}«ZAUXHCXA,X,V) 

55 CONTXNUE 
C GERACAO OA REDE - FIM 
C 

IF CICOUNT .EQ. 1> GO TC 20 
ICOUNT-0 
NM»NM+1 
DO 16 IL«lfL 
SZ»0. 
SZH»0. 
00 17 IR»1,L 
SZ«SZ*ZC1#IR#IL> 
SZH*SZH+ZH(1*IR*IL) 

17 CONTINUE 
G(IL#NM>*RNH4CSZH-SZ) 

16 CONTINUE 
20 CONTINUE 

00 220 IL»1.L 
GI«GCIL,1) 
DO 33 NHD=2,NMED 
GI*GI+G(IL*NMD) 

33 CONTINUE 
6MEDCIL,IREP)*GI/NFED 
G2MED(IL,IREP)=GMEDCILtIREP)4GNE0ULfIREP) 

220 CONTINUE 

c 
PRINT4** CALCULO DAS CORRELACOES* 
REP»FL0AT(NREP4CNREP-D) 
00 34 IL*1»L 
S0«0. 
S02*0. 
DO 35 IREP«ltNREP 
SO*SO+GMED<IL,IREP) 
S02*S02+G2MEOCIL.IREP) 

35 CONTINUE 
SMED«SO/FLOATCNREP) 
IF CNREP .EQ. 1> THEN 
PRINT#** NREP*lt NAO TEM SIG» 
GO TO 39 
END IF 
SIG»SQRTCCS02-NREF*SME04SME0)/REP) 

39 PRINT**» • 
PRINT4,* IL-SIL 
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u 

D 

028ft 
02S7 
0288 
0289 
0290 
0291 
0292 

^0293 
029« 

00295 
0296 

L>0297 
tN0298 
0O299 

[? 

) 

) 

D 

í) 

3 

) 

D 

[) 

[) 

[) 

[) 

[) 

5 

D 

b 

I) 

í) 

h 

l) 

h 

34 
rftlllT*»* VALOR MEDIO-NSMiO»* SICNA«*«S1C 
C0N7INUE 

r 'i: 
■h ' 

WRITECét*)' STi 
NRXTEC6»*>ST1*ST1H 
PRINT*,'   

STIH» ,.i w 

í! ’£ .S 0 

96 
98 
600 

tI4,* 
'EPS*SF8.4 

MREP 15) t-i 
IREL***I4)^S 

VALOR PINAL* 
PRINT4,* 
PRINT4,* 
F0RMATC1X,**664*4 N»*,I3t» L 
FORMAT(//t» BETA*».F6.3*• 
CONTIMUE ; ^ 

S70P 
ENO 

-i ^ 
^ 

*•• >í: S 
^ ■> \ 
■<' 

c 

i ■:■ i 4 

V, A ; 

'> : à 
i -3 

' •• 

^ A 
,j.- f 

V 
n 
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