Universidade Estadual Paulista
Programa de Pos-Graduacao em Ciencia e Tecnologia de
Materiais

Maria Cecilia Romano

FUNCOES DE WANNIER PARA CRISTAIS FOTONICOS UNIDIMENSIONAIS

Bauru 2011



Maria Cecilia Romano

FUNCOES DE WANNIER PARA CRISTAIS FOTONICOS UNIDIMENSIONAIS

Dissertagao apresentada ao programa de Pés-graduacgao
Institucional em Ciéncia e Tecnologia de Materiais
da Universidade Estadual Paulista “Jilio de Mesquita
Filho”, como requisito a obtencao do titulo de Mestre
em Ciéncia e Tecnologia de Materiais, sob a orientacgao

do professor Dr. Alexys Bruno Alfonso.

Bauru 2011



Romano, Maria Cecilia.
Funcbes de Wannier para cristais fotdnicos
unidimensionais / Maria Cecilia Romano, 2011.
64 . - IL.

Orientador: Alexys Bruno Alfonso

Dissertacdo (Mestrado)-Universidade Estadual
Paulista. Faculdade de Ciéncias, Bauru, 2011

1. Cristal fotbénico. 2. Funcbes de Wannier. 3.
Matriz de transferéncia. 4. Modos Localizados 1.
Universidade Estadual Paulista. Faculdade de Ciéncias.
I11. Titulo.










Ao meu noivo Aparecido Pieri Junior, pela confianca no meu trabalho e apoio

incondicional.



Agradecimentos

Agradeco primeiramente a Deus, pelo dom da vida e por inspirar a humanidade na
busca do conhecimento que leva ao bem comum.

Agradego aos meus pais, Decio José Romano e Maria Cristina Rosella Romano, por
prepararem meus caminhos desde a infancia e me mostrarem a importancia de lutar para
alcancar os objetivos pretendidos. A vocés que me ensinaram a manter a dignidade e ser
fiel aos meus principios, jamais encontrarei palavras para expressar minha gratidao.

Ao meu irmao, Rodrigo, e sua esposa, Claudia, pelo incentivo e pelo presente mais
lindo que poderiam me dar, minha sobrinha Isadora.

A minha irma, Laura, que um dia chegou para agitar nossas vidas e nos fez ver que
tudo pode ser muito mais complicado do que realmente é.

Agradeco e dedico este trabalho & pessoa especial que Deus colocou em minha vida e
desde o primeiro momento nao me deixou desistir de um sé passo que iria dar, meu noivo,
Junior. Pela confianca em mim, por elevar minha auto-estima todos os dias e por investir
em meus sonhos como se fossem os seus, serei sempre grata.

Aos parentes e amigos, que me ajudaram a ser quem sou e a chegar até aqui, muito
obrigada.

Ao meu colega de trabalho Denis Nacbar, pelas discussoes sobre fungoes de Wannier.

Aos professores Jeverson Teodoro Arantes Junior, da UFABC, Maria Priscila Pessanha
de Castro , da UENF, e Fédbio de Jesus Ribeiro, da UFF, pela participacao em meu exame
de qualificacao e pelas sugestoes dadas para melhorar meu trabalho.

Aos professores Ernesto Reyes Gomez, da Universidad de Antioquia, e Fabio de Jesus
Ribeiro, da UFF, pela participacao em minha defesa.

Aos Professores Luiz Eduardo Oliveira, da Unicamp, e Solange Bessa Cavalcanti, da
UFAL, pelas sugestoes dadas para publicacao do meu primeiro artigo cientifico.

E ao meu orientador, Alexys Bruno Alfonso, pelas incansaveis revisoes e por ter acre-
ditado em meu potencial e nao ter me deixado desistir mesmo quando achei que nao seria

capaz de chegar tao longe.



v

Romano M. C. Funcoes de Wannier para cristais fotonicos unidimensionais

2011. Dissertacao (Programa de Pds-graduagdo em Ciéncia e Tecnologia de Materiais).

UNESP, Bauru, 2011.

RESUMO

Os cristais fotonicos sao novos materiais em que a permissividade dielétrica e a per-
meabilidade magnética apresentam a periodicidade de uma rede de Bravais. No caso
dos soélidos cristalinos, é a energia potencial de cada elétron que apresenta esse tipo de
periodicidade. Por conta das semelhancas que existem entre as equacoes que descre-
vem os sistemas eletronicos e fotonicos, muitos dos conceitos e métodos da teoria de
estados eletronicos véem sendo aplicados na investigacao de cristais fotonicos. Dentre
esses conceitos, as fungoes de Wannier apresentam vantagens para o tratamento de es-
tados eletronicos e modos fotonicos localizados. Este trabalho aborda o caso de cristais
fotonicos unidimensionais com simetria de inversao. Primeiramente sao calculadas e ana-
lisadas funcoes de Wannier bem localizadas. Em seguida sao investigados os modos eletro-
magnéticos localizados produzidos por defeitos em cristais fotonicos, utilizando o método
de matriz de transferéncia e o método da combinacao linear das fungdes de Wannier.
Finalmente, é feita a comparacao dos resultados obtidos mediante esses métodos e sao

discutidas as vantagens do uso de fungoes de Wannier.

Palavras chave: cristal fotonico, funcoes de Wannier, matriz de transferéncia, de-

feitos, modos localizados.



Romano M. C. Wannier functions for one-dimensional photonic crystals 2011.
Dissertation (Program of Masters Degree in Science and Technology of Materials). UN-
ESP, Bauru, 2011.

ABSTRACT

Photonic crystals are new materials where both the dielectric permittivity and the
magnetic permeability present the periodicity of a Bravais lattice. In the case of elec-
tronic states, this property is shown by the mono-eletronic potential energy. Due to
the similarities between the electronic and photonic problems, many concepts and meth-
ods of the theory of electronic states are being applied to investigate photonic crystals.
Among such concepts, the Wannier functions are advantageous to deal with either lo-
calized electronic states or localized photonic modes. This work addresses the case of
one-dimensional photonic crystals with inversion symmetry. First, well-localized Wannier
functions are calculated and analyzed. Then, the localized modes produced by defects in
photonic crystals are investigated by using either transfer matrices or linear combination
Wannier functions. Finally, the results obtained by the two methods are compared and

the advantages of using Wannier functions are discussed.

Key words: photonic crystal, Wannier functions, transfer matrix, defects, localized

modes.
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Capitulo 1

Introducao

Os diferentes materiais acompanharam a evolu¢ao humana desde os primérdios e con-
tribuiram para o progresso da sociedade. Com o passar do tempo o homem percebeu
a importancia dos materiais para facilitar suas atividades e proporcionar conforto e co-
modidade. Isso fez aumentar a busca por novos materiais e levou algumas pessoas a
se dedicarem ao estudo de suas propriedades e aplicagoes na solucao de problemas co-
tidianos. Assim, com a sistematizacao e aperfeicoamento dos métodos e ferramentas
utilizados, surgiu a Ciéncia dos Materiais.

A Ciéncia dos Materiais tem como objetivo estudar as caracteristicas fisicas e quimicas
dos materiais. Isso se da mediante modelagens tedricas e técnicas experimentais. Por-
tanto, essa ciéncia tem carater multidisciplinar, envolvendo o trabalho de médicos, bidlogos,
quimicos, fisicos, matematicos, engenheiros e programadores computacionais.

Entre os modelos mais usados na Ciéncia dos Materiais estao os cristais. Sao assim
chamados os materiais com estrutura quimica periédica que, por isso, apresentam pro-
priedades especiais no que diz respeito ao comportamento dos elétrons. As funcoes de
onda eletronicas consistentes com a periodicidade sao as chamadas fungoes de Bloch e sao
identificadas pelo vetor de onda k. As energias correspondentes também dependem de k
e formam bandas. Além disso, podem existir intervalos de energias proibidas, chamados
de gaps [1].

Para o estudo das propriedades fisicas dos cristais sao utilizadas intimeras ferramentas,
dentre elas, damos destaque as fungoes de Wannier. Elas foram introduzidas pelo fisico
suigo Gregory Hugh Wannier (1911 - 1983), em 1937 [2]. Sabendo que as fungoes de

Bloch dependem periodicamente de l;, elas podem ser representadas por uma série de
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Fourier, cujos coeficientes sao precisamente as fungoes de Wannier. Portanto, existe uma
transformacao linear que converte as funcoes de Bloch em fun¢oes de Wannier e viceversa.
Cada um desses conjuntos de fungoes é uma base que pode gerar os estados eletronicos
em cristais com defeitos ou perturbados por campos externos. Porém, diferentemente
das funcoes de Bloch, que representam estados estendidos, as de Wannier correspondem
a estados localizados. O cardter localizado das segundas é que justifica o interesse e a
aplicabilidade delas.

Na hora de trabalhar com fungoes de Wannier é preciso levar em conta que as funcoes
de Bloch nao sao completamente determinadas pela equacao de Schrodinger e a invariancia
translacional. De fato, é possivel adicionar uma fungao periédica do vetor de onda a fase
complexa das funcoes de Bloch, sem alterar as suas propriedades essenciais. Porém, essa
mudanga pode afetar apreciavelmente a forma das funcoes de Wannier. Em particular,
a variancia da distribuicao de probabilidades associada a funcao de Wannier depende da
escolha feita para a fase das fungoes de Bloch. Isso é muito importante porque a variancia
¢ um parametro que expressa o grau de localizagao dos estados: a maxima localizacao dos
estados ocorre quando a variancia é minima [3]. Portanto, sendo a localizagao o diferencial
das fungoes de Wannier, os pesquisadores devem ajustar a fase das funcoes de Bloch com
o objetivo de conseguir a localizacao méaxima das mesmas.

Em 1959, o fisico austriaco Walter Kohn publicou um trabalho sobre fungoes de Wan-
nier de bandas simples isoladas em cristais unidimensionais com simetria de inversao [4].
Com o avanco dos equipamentos e procedimentos computacionais, a partir da década de
90, o calculo das funcoes de Wannier ficou mais viavel, rapido e preciso. Em 1997 foi
estabelecido um método para calcular funcoes de Wannier de maxima localizacao para
grupos de bandas em sdlidos cristalinos por Marzari e Vanderbilt [3]. Bruno-Alfonso e
Hai, em 2003, usaram matrizes de transferéncia para fazer uma classificacao das bandas
simples isoladas de cristais unidimensionais com simetria de inversao. Essa classificacao
permite obter as fungdes de Wannier-Kohn e prever sua simetria [5].

Além de conhecer as propriedades eletronicas dos materiais, é muitas vezes impor-
tante conhecer e compreender a propagacao de ondas eletromagnéticas em diversos meios.
No vacuo, essas ondas propagam-se mediante a induc¢ao do campo magnético por campo
elétrico variavel e a inducao de campo elétrico por campo magnético variavel. A propagacgao

ocorre com velocidade aproximada de 299 792 458 metros por segundo (universalmente de-



11

notada pelo simbolo ¢). Além disso, a frequéncia das ocilagoes pode tomar valores num
amplo espectro. De fato, sao usados varios intervalos de frequéncias para classificar as
ondas eletromagnéticas [6]. Em ordem crescente de valores podemos citar: ondas de radio
(30 KHz - 300 MHz), microondas (300 MHz - 300 GHz), raois infravermelhos (300 GHz -
400 THz), luz visivel (400 THz - 750 THz), raios ultravioletas (750 THz - 24 PHz), raios
X (24 PHz - 48 EHz) e raios gama (48 EHz - 48 ZHz). Juntamente com a periodicidade
temporal, as ondas eletromagnéticas apresentam periodicidade espacial cujo periodo é o
comprimento de onda A\, = %, em que f denota a frequéncia. Portanto, essas ondas sao
classificadas segundo o comprimento de onda no vécuo: ondas de radio (10 Km - 1 m),
microondas (1 m - 1 mm), raois infravermelhos (1 mm - 700 nm), luz visivel(700 nm -
400 nm), raios ultravioletas (400 nm - 12 nm), raios X (12 nm - 6 pm) e raios gama (6
pm - 6 fm). Esse tipo de onda também se propaga em meios gasosos, liquidos e sélidos.
Quando esses meios sao isotropicos, as respostas elétricas e magnéticas sao caracterizadas
pela permissividade dielétrica relativa € e a permeabilidade magnética relativa u. Con-
sequentemente a velocidade de propagagao das ondas eletromagnéticas ¢ v = £ em que
n = y/pe é o indice de refracao do meio. Verifica-se experimentalmente que n depende
da frequéncia da onda e que suas variagoes espaciais determinam a trajetéria dos feixes.
Esse fenomeno, chamado de refracao, também é aproveitado na construcao de lentes.
Também, ajuda a compreender a decomposicao da luz branca ao atravessar um prisma e
a ocorréncia do arcoiris, por exemplo. Quanto a periodicidade espacial, o comprimento
de onda no meio é A = % = ’\7” Entao, sendo que nos meios 6pticos comuns pu ~ 1lee > 1,
conclui-se que v < ¢. Assim, a velocidade e o comprimento da onda sao menores do que
no vacuo [7].

No caso particular dos materiais classificados como cristais fotonicos, a permissividade
elétrica e a permeabilidade magnética apresentam a periodicidade de uma rede de Bravais
[T, 8]. Essa periodicidade pode se dar em uma, duas ou trés diregoes, o que caracteriza
os cristais como uni, bi ou tridimensionais [9] (ver Figura [[T). Em cristais fotonicos
nao magnéticos, a permeabilidade magnética do meio € igual a permeabilidade do vacuo,
isto é, igual a 1. Sendo assim, a permissividade elétrica é o quadrado do indice de
refracao do meio. Devido a periodicidade espacial dos cristais fotonicos, os modos de

propagagao satisfazem a condicao de Bloch. Dessa maneira, a frequéncia de propagacao

depende do vetor de onda, como ocorre com os niveis de energia eletronicos num material
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cristalino. De fato, existe um conjunto infinito dessas func¢oes que sao chamadas de bandas.
Também em analogia com o caso eletronico, podem existir intervalos de frequéncia que nao
correspondem a nenhum modo de propagacao. Cada um desses intervalos de frequéncias

proibidas é chamado de gap fotonico.

Figura 1.1: Representagio esquematica de cristais fotonicos com periodicidades uni, bi e tridimensionais

(ver Ref. [9]).

Historicamente, os cristais fotonicos foram chamados pela primeira vez dessa maneira
em 1987 por Yablonovitch [10], que estabeleceu o conceito de gap fotonico. Esses cristais
podem ser encontrados na natureza (ver Figura [[2)) [I1] e sdo muito utilizados na con-
strucao de espelhos de Bragg, switches (comutadores), filtros épticos, superprismas, guias
de ondas, ressonadores 6pticos e outros dispositivos épticos. Paquet et al. [9] reportaram
exemplos de cristais fotonicos formados por polimeros (ver Figura [L3]).

Como os modos naturais de propagacao das ondas eletromagnéticas sao fungoes de
Bloch, é pertinente definir as funcoes de Wannier correspondentes. Devido ao seu cardter
localizado, elas podem ser tteis no estudo de modos fotonicos localizados. Com base
nessa ideia, alguns trabalhos que utilizam fun¢des de Wannier na modelagem de cristais
fotonicos foram publicados. Dentre eles podemos citar o artigo publicado por Leung, em
1993, onde sao calculados modos localizados para estruturas de banda fotonicas através
da fungao de Green e da funcao de Wannier vetorial [I2]. Um trabalho sobre fungoes
de Wannier de localizagao maxima para cristais fotonicos foi apresentado em 2003 por
Whittaker e Croucher [13]. Em 2007, fungdes de Wannier foram utilizadas por Sotirelis e
Albrecht [I4] para simular numericamente modos localizados em cristais fotonicos.

Em particular, para o caso unidimensional, Talanina e de Sterke [15], em 2000, também

apresentaram seus estudos sobre a utilizacao de fungoes de Bloch e Wannier para estru-
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Figura 1.2: (a) Imagem do besouro brasileiro Lamprocyphus augustus que apresenta em sua carapaga
um exemplo de cristal foténico (ver Ref. [I1]). (b) Fotografia obtida por microscopia Gptica de escamas
individuais presas ao exoesqueleto do besouro sob iluminagdo natural. (c) Imagem obtida por SEM
(Scanning Electron Microscopy) da secgao transversal de uma escama. (d) Detalhe da secgao transversal

de uma parte da escama.

Figura 1.3: (a) Imagem obtida por SEM (Scanning Electron Microscopy) de um cristal de particulas
esféricas de poliestireno com arranjo hexagonal (ver Ref. [9]). (b) Seccao transversal do cristal descrito
em (a). (c) Imagem obtida por TEM (Transmission Electron Microscopy) de um filme de poli(estireno-
b-isopreno) (PS-b-PI), onde as regides escuras correspondem ao PI e as regides claras correspondem ao
PS. Arranjo unidimensional. (d) Fragmento de um arranjo triangular de cilindros de PS em uma matriz

de PL

turas fotonicas periddicas (ver Figura [[4]). Nota-se, no entanto, que esses autores nao
analisam separadamente as fungoes magnéticas e elétricas. Um outro estudo importante

foi reportado em 2010 por Muradoglu e Baghai-Wadji [16]. Eles investigaram as pro-
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priedades das fungoes de Wannier em estruturas fotonicas. Na Figura é possivel
observar que a segunda e a terceira funcoes de Wannier apresentam localizagao fraca.

Isso pode ser consequéncia de uma escolha inadequada da fase das funcoes de Bloch.

Figura 1.4: Fungoes de Wannier para as cinco primeiras bandas do cristal fotonico investigado por

Talanina e de Sterke [15].

Figura 1.5: Fungoes de Wannier para as trés primeiras bandas do cristal fotonico considerado por

Muradoglu et al. [16].

Do estudo desses artigos concluimos que ainda seria necessario detalhar e aprofundar
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mais o estudo de fungoes de Wannier fotonicas em uma dimensao. Além disso, seria
importante apresentar aplicagoes dessas funcoes, por exemplo, na investigacao dos modos
localizados produzidos por defeitos presentes em cristais fotonicos. Esse problema tem sido
abordado por outros autores. Em 1996, Miyazaki et al. [I7] analizaram teoricamente o
comportamento de cristais fotonicos que apresentam em sua estrutura defeitos especificos e
interpretaram esses defeitos com uma analogia ao caso eletronico, classificando-os como do
tipo doador ou aceitador. Experimentalmente Armellini et al. [18] investigaram cristais
fotonicos com uma camada de largura diferente do padrao do cristal, constituindo um

defeito (ver Figura [L]).

Figura 1.6: Imagem da secdo transversal de uma amostra obtida por SEM. As regioes claras correspon-

dem as camadas de TiO3 e as regides escuras, a SiOy (ver Ref. [18§]) .

Esta Dissertacao de Mestrado propoe, justamente, a utilizacao das fun¢oes de Wan-
nier para investigar cristais fotonicos unidimensionais. A partir da definicao da equacao
de ondas para esses cristais, mostrada no segundo capitulo, sao utilizadas matrizes de
transferéncia para determinar as frequéncias de ondas elétricas e magnéticas permitidas
e proibidas para o cristal fotonico.

No terceiro capitulo, é apresentada a teoria das funcoes de Wannier para cristais
fotonicos e, partindo das funcoes de Bloch magnéticas e elétricas, sao classificadas as
bandas de frequéncia de acordo com Bruno-Alfonso et al. [5]. Com isso, torna-se possivel
prever a paridade e centro de simetria das fungoes de Wannier eletromagnéticas, antes de
calcula-las.

Os graficos e a simetria das fungoes de Wannier para cristais fotonicos sao mostrados
no quarto capitulo. Nesse capitulo também ¢é analisado o comportamento assintético das
fungoes de Wannier calculadas.

Depois de fundamentar a teoria das funcoes de Wannier para cristais fotonicos, no
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quinto e sexto capitulos, sao calculados os modos localizados devidos a presenca de um
defeito no cristal fotonico, primeiramente utilizando matriz de transferéncia e depois,
funcoes de Wannier. O comportamento assintético dos modos localizados é estudado e
por fim é feita a comparacao dos resultados obtidos mediante os dois métodos de calculo.

Convém salientar que os principais resultados apresentados até o Capitulo @ foram
publicados recentemente pelo nosso grupo de pesquisa na revista Journal of Physics B [19].
Parte dos resultados do Capitulo Bl reproduzem graficos reportados por outros autores,
mas a abordagem matematica é original e os graficos dos perfis de campo magnético sao

inéditos. O Capitulo [6] contém fundamentalmente resultados inéditos.



Capitulo 2

Equacao de ondas para cristais

fotonicos

2.1 Introducao

Os cristais fotonicos unidimensionais investigados nesse trabalho sao formados por
camadas alternadas de dois materiais homogéneos. Para esses cristais é possivel obter a
equacao de ondas (Secao [2.2) e trabalhar com a matriz de transferéncia para encontrar
as fungoes que dao os perfis dos campos magnético e elétrico (Segao [2.3). Além disso,
o semi-traco da matriz que transfere os valores dos campos ao longo de um periodo
permite encontrar as faixas de frequéncias proibidas e permitidas para o cristal fotonico
em questdao. Por fim, na Secao 2.4l é discutida a ortogonalidade e normalizacdo das

funcoes de Bloch.

2.2 Equacao de ondas

As camadas do cristal fotonico estudado neste trabalho sdo chamadas de A e B, e
estao empilhadas ao longo do eixo z (ver Figura 2.1J), lembrando que alguns cristais
fotonicos também podem ser formados através de técnicas de crescimento como sputtering,
por exemplo [I§]. O plano xy separa uma camada B (& esquerda) de uma camada A
(a direita). A largura e a permissividade da camada A (B) é dada por da (dg) e €a
(ep), respectivamente. Portanto, o tamanho da célula unitéria é a = da + dg. Além

disso, consideramos um cristal fotonico nao magnético, i.e., assumimos a permeabilidade

17
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Figura 2.1: Tlustragdo do cristal fotonico 1D.

magnética como sendo p(z) = 1 para todos os valores de z.
Na auséncia de cargas e correntes livres, as intensidades e indugoes do campo eletro-

magnético satisfazem as equagoes de Maxwell (ver Apéndice [Al):

V-D=0, (2.1)
V-B=0, (2.2)
)
E:—— 2.
V x o (2.3)
€
. . 9D

A resposta do meio éptico ao campo aplicado é considerada linear e isotrépica. Com
isso, a relagao entre as componentes elétricas e magnéticas sao descritas pela permis-
sividade dielétrica relativa €(z) e pela permeabilidade magnética relativa u(z). Isto é,
D =e(2)eoE ¢ B = p(2)poH, onde € e g sao os valores da permissividade e da permea-
bilidade do vacuo. Devido a periodicidade ao longo do eixo z, a permissividade dielétrica
satisfaz €(z 4+ a) = €(z).

Para investigar a propagacao das ondas monocromaticas, separamos a parte espacial

da parte temporal do campo eletromagnético da seguinte forma: E(F, t) = e*i“’tE_)(F) e
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H (7 t) = e H(7). Como
1
"2

= 2.5
€olbo g ( )

a parte espacial do campo eletromagnético satisfaz:

6x(i—6xﬁm):C$2ﬁm (2.6)

E(7) = V x H(F). (2.7)

Se a propagacao da onda se da através de um meio nao-magnético homogéneo com

permissividade constante ¢, entao:

w

V2H + ( )2 A=70 (2.8)

v

onde v = ¢/+/€ é a velocidade da luz no meio. Além disso, as solugdes naturais sdo ondas

planas, de vetor de onda k, com w = v|k| e

H(7) = o ™™

em que o vetor iy é constante e determina a amplitude e polarizacao da onda.

No cristal fotonico, devido a periodicidade de €(z), o campo magnético tem a forma
de uma onda plana modulada por uma fungao @(7), que tem a periodicidade de €(z). Isto
€,

H(7) = 7 4(7). (2.9)
Por sua vez, isso equivale a condicao de Bloch, expressa por:

H(F+ R) = ¢*EH (), (2.10)
para todo vetor de translacao R que leve o cristal nele mesmo.

Quando a propagacao da onda ocorre ao longo da direcao de empilhamento das ca-
madas, k = ké,, a polarizacdo das ondas pode ser escolhida como H(F) = Hov/a h(z) €ys
onde Hy é um valor caracteristico da intensidade do campo magnético. Desta forma, a
fungao h(z) déd o perfil do campo magnético e tem as dimensoes fisicas de uma densidade
de probabilidade. Além disso, a condigao de Bloch toma a forma h(z +a) = ¢ h(z). De

acordo com (27), o campo elétrico é E(F) = E(z) &, onde

B(z) = — LoV /() (2.11)

C€p
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f(z) = ch(e) (2.12)

we(z)

Esta fun¢ao tem as mesmas dimensodes fisicas que h(z) e também satisfaz uma condigao
de Bloch: f(z +a) = e f(z). Além disso, usando a equagao de ondas (Z.6) podemos
escrever

— f'(z) = = h(2). (2.13)

2.3 Matriz de transferéncia e bandas de frequéncias

permitidas
h(z) i
A partir de (212) e (2.I3) vemos que o vetor satisfaz a seguinte equacao
f(z)
diferencial de primeira ordem:
h(z 0 z)w/c h(z
a(n ) dpofe | 1)) -
4\ f(2) —wfc 0 f(z)

Consequentemente, para cada par (2o, z), os valores de h(z) e f(z) dependem linearmente

de h(zp) e f(20). A matriz dessa transformagao linear é denotada T(w, z, 2¢), satisfaz

() =T(w, z, 20) h(z) : (2.15)

f(2) f(z0)

e é chamada de matriz de transferéncia [20].

Para um cristal fotonico formado por camadas homogeéneas, é relativamente simples
obter a matriz de transferéncia entre zg e z. De fato, os pontos zy e z sao sempre separados
por uma ou mais regioes onde a permissividade permanece constante. Da esquerda para
a direita, vamos denotar por 7T; a matriz de transferéncia entre os extremos da esquerda e
da direita da i-ésima regiao, com i = 1,..., m. Sabendo que as fungoes h(z) e f(z) devem

ser continuas nas interfaces [21], para que possam ser diferenciaveis, obtemos
T(M,Z,Zo) :Tm'Tmfl'---'TQ'Tl- (216)

A mesma equagao pode ser aplicada para zg > z, desde que T; transfira agora da direita
para a esquerda. Assim, tudo que precisamos é uma expressao para a matriz de trans-

feréncia entre dois pontos z e z + Az dentro de uma regiao de permissividade €7, em que
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L pode ser A ou B. Essa matriz de transferéncia pode ser escrita como (ver Apéndice [BI):

cos(iw*/?m) Ver sen(wi‘/?m)

TL(W’ AZ) - w\/iAZ) w\/GAZ)

(2.17)

——L sen( cos(

VEL
Para obter uma relacao entre a frequéncia e o vetor de onda, é 1til considerar a matriz

M que transfere os valores do campo através da célula unitaria (ver Figura 2.2]), com
M(w) = T(w,a,0) = Tp(w,dp) - Ta(w,da). (2.18)

Levando em conta a condicao de Bloch, essa matriz satisfaz:

Figura 2.2: Representagao esquemdtica da matriz M(w) que transfere os valores do campo através da

célula unitaria que consiste de camadas A e B.

h(a) M) h(0) _ ika _ (2.19)

f(a) f(0) 1(0)
Como h(0) e f(0) ndo podem ser simultaneamente nulos, a relagdo entre w e k é dada
por:

cos(ka) = R(w), (2.20)

onde R(w) é o semi-traco de M(w), i.e.,

R(w) = [Mi(w)+ Map(w)] /2

= cos (wTy4)cos (wTp) — —( A ) sen (wy) sen (wtg), (2.21)
\ €5 \/ €4

com 74 = dar/€a/c e Tp = dp /€g/c sendo os tempos em que a luz atravessa as camadas
A e B, respectivamente. Nesse ponto, salientamos que a forma das bandas de frequéncia e
as fungoes de Wannier que serao mostradas neste trabalho sao determinadas pelos valores

das permissividades €4 e €p e pela razao entre as espessuras das camadas, isto é, dp/d4.
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Portanto, as frequéncias calculadas mudam de escala proporcionalmente ao inverso do
tamanho da célula unitéria.

A funcao R(w) oscila como ilustrado na Figura2.3l Notamos que as frequéncias onde
|R(w)| > 1 sdo proibidas para a propagagdo de ondas ao longo do cristal. Assim, para
cada vetor de onda k na primeira zona de Brillouin, i.e., —7/a < k < 7/a, a equagao
(2.20) define implicitamente uma sequéncia infinita de func¢ées w;(k), com j = 1,2,....
Essas fungoes sao as bandas de frequéncia. As func¢oes de Bloch magnéticas e elétricas da

j-ésima banda sao denotadas por h;(2) e fjx(2), respectivamente.

R(w)
/\
T === = = = e jm N mmmmmm N == === -
| |

=t | e - )

1 J2 w2 4 w4 6 I 8
RN N A S ALEEEER -
-2

Figura 2.3: O semi-trago R(w) da matriz M(w) que transfere os valores do campo através da célula
unitdria do cristal fotonico, como uma fungao da frequéncia da onda. A célula unitdria consiste de
camadas A e B de igual espessura e permissividades dielétricas e4 = 13 e eg = 1, respectivamente. O

periodo do cristal é a. As linhas verticais marcam os zeros de R'(w).

2.4 Ortonormalizacao das funcoes de Bloch

A respeito da ortogonalidade e normalizagao das fung¢oes de Bloch, é importante notar
que h;,(2) e f;x(z) satisfazem diferentes equagdes diferenciais de segunda ordem. De um

lado, as fungoes de Bloch magnéticas satisfazem a seguinte equagao de auto-valores:

. w3 (k)
L hjr(z) = 2 hjk(2). (2.22)
com
. d 1 d
L=——F7———. 2.23
dze(z) dz (2:23)

Dessa maneira, o operador diferencial, L, dessa equac¢ao é hermitiano [22] e as fungoes
h;(z) com diferentes valores de j podem ser escolhidas como sendo ortogonais. Além
disso as fungoes de Bloch magnéticas sao convenientemente normalizadas a unidade sobre

a célula unitaria. Com isso, temos

/(; ;,k(z)hj’,k(z) dz = 5j7j’- (224)
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Consequentemente, a normalizacao em todo o cristal se d& por

e * 2m I
/ j,k(z)hj’,k’(z) dz = (%J/;(S(k? - k’) (225)

(e o]

Por outro lado, a funcao de Bloch elétrica satisfaz a seguinte equacao de auto-valores:

1 & w3 (k)
- @@f},k(z) ==z Jil2). (2.26)

Desta vez, o operador diferencial nao é hermitiano. De acordo com (2.12), (2.13) e ([2:24),

a condicao de ortonormalizacao correspondente é

/Oa fin(2) firk(2)e(z) dz = 65 4. (2.27)

E importante lembrar que as funcoes de Bloch nao sao tunicas, podendo ser multipli-
cadas por um fator independente de z, mas dependente de k, e ainda assim satisfazer a

equacao de ondas e a condicao de Bloch.

2.5 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foram apresentadas as caracteristicas basicas dos cristais fotonicos que
serao estudados nesta dissertacao. Foi apresentada a equagao de ondas para cristais
fotonicos. A matriz de transferéncia foi utilizada para obter os perfis dos campos magnéti-
co e elétrico. O semi-trago da matriz que transfere o valor dos campos magnético e elétrico
ao longo de um periodo permite calcular as frequéncias proibidas para a propagagao de on-
das no cristal fotonico estudado. Também concluimos que as func¢oes de Bloch magnética
e elétrica satisfazem equacoes de auto-valores, porém a primeira tem operador diferencial
hermitiano, equanto que a segunda tem operador diferencial nao-hermitiano. Veremos
no proximo capitulo como escolher as funcoes de Bloch para otimizar a localizacao das

funcoes de Wannier.



Capitulo 3

Funcoes de Wannier para cristais

fotonicos unidimensionais

3.1 Introducao

No capitulo anterior tratamos das func¢oes de Bloch dos campos magnético e elétrico.
A partir delas calcularemos, neste capitulo, as funcoes de Wannier. Essas fungoes sao os
coeficientes de Fourier das fungoes de Bloch. Como as funcoes de Bloch nao sao tnicas,
veremos como fazer a escolha delas que garante a maxima localizacao das funcgoes de
Wannier. Estudaremos também a simetria das fun¢oes de Wannier magnéticas e elétricas

e sua relagao com a simetria das fungoes de Bloch.

3.2 Teoria das funcoes de Wannier para cristais foto-
nicos unidimensionais com simetria de inversao

As funcgoes de Bloch do campo magnético e do campo elétrico estudadas no capitulo
(h)

anterior permitem calcular as fungoes de Wannier magnética, w;,/(2), e elétrica, w](f,z (2).

A funcao de Wannier magnética da n-ésima célula e da j-ésima banda é dada por w!™ (z) =

7,n
w§h)(z — na), onde [23]

w](,h)(z) S /ﬂ/a h;ix(2) dk, (3.1)

24



25

isto é, as fungoes de Wannier da j-ésima banda sao os coeficientes de Fourier das fungoes

de Bloch, as quais sao periédicas no espaco reciproco, ou seja,
hiw(z) = D wiile*. (3.2)

nez
Como uma consequéncia de (2.24)), as fungoes de Wannier magnéticas satisfazem a
condi¢ao de ortonormalizagao [24]
+oo
/ [w](hn)(z)]*w](flzl,(z)dz = 0;.j0n - (3.3)
—o0

No caso do cristal com simetria de inversao, a funcao de Wannier também é simétrica
ou antissimétrica em relagao a um dos centros de inversao do cristal [4]. Aqui escolhemos
a fase de hj;(z) mediante adaptagdo do método reportado por Bruno-Alfonso e Hai [5],
para o caso eletromagnético. Levando em conta a simetria de inversao do cristal fotonico,
é 1til trabalhar com a matriz S(w) = T(w, 2p,24). Esta é a matriz de transferéncia de
za (0 centro da camada A) para zp (o centro da camada B a direita da camada A), como
mostrado na Figura3Il A partir disso, obtemos S(w) = Tp(w,dp/2) T s(w,da/2), cujos

elementos tém a seguinte forma:

S11(w) = cos (%) cos (w;A) — \/i_j sen (W;B) sen (%) , (3.4)

Siz2(w) = y/€a cos (w%) sen (w%) + \/€p sen (%) cos (w%) , (3.5)
st -~ (2 o () e (42) v (52)

(w;) _ \/\/g sen <W273> sen (%) . (3.7)

Esses elementos matriciais sao mostrados em fungao da frequéncia na Figura [3.2.

Sao(w) = cos (%) cos

As bordas das bandas ocorrem nas frequéncias que anulam algum dos termos da matriz
S(w) (ver Ref. [5]). Além disso, cada termo é associado com um tipo de simetria das

fungoes de Bloch magnéticas (ver Figura [3.3)). De fato, as func¢oes de Bloch do ponto T
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Figura 3.1: Representacdo esquemdtica da matriz S(w) que transfere os valores do campo entre os

centros de camadas A e B consecutivas no cristal fotonico.

S, j(w)
4

Figura 3.2: Os elementos da matriz S(w) que transfere os valores do campo entre os centros de camadas
A e B consecutivas no cristal foténico, como uma fun¢édo da frequéncia da onda. Os parametros do cristal

sa0 os mesmos da Figura 2.3

Figura 3.3: Representacio esquemdtica das simetrias das fungoes de Bloch. Se for do tipo I'; (T'2),
entdo a funcgao de Bloch é par (Impar) em z4 e zg. Quando do tipo X; (X3), ela é par em z4 e {mpar

em zp (Impar em z4 e par em zp).

(k = 0) tém a mesma simetria em todos os centros de inversao. As fungoes pares (impares)
sao classificadas como modos I'; (I'y) e correspondem aos zeros de Sg; (S12). Por sua vez,
as fungoes de Bloch do ponto X (k = m/a) tém diferentes simetrias em centros de inversao
consecutivos. Se a funcdo é par (impar) sobre o centro da camada A, ela é classificada

como um modo X; (X3) e corresponde a S1; = 0 (Sy2 = 0). Essas classificagdes estao
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descritas na Figura .4l Com isso, cada banda é de um dos seguintes tipos: I'y — X7,

PQ — XQ, Pl — XQ, ou PQ — Xl.

Figura 3.4: Classificacio dos modos de acordo com as raizes dos elementos da matriz S(w).

Segundo a equacao (Z.1H), dados o valor de w e os valores iniciais de h(zg) e f(2p) num
ponto zy, escolhido convenientemente, é facil calcular os perfis de h(z) e f(z). Seguindo
a referéncia [5], a escolha de zy e dos valores iniciais h(zg) e f(z0) para as fungdes de
Bloch de cada tipo de banda é dada na segunda e na terceira colunas da Tabela B.l
Desta maneira, as fungoes de Wannier magnéticas sao reais e satisfazem a condigao de
ortonormalizagao (B.3). Além disso, elas apresentam a maxima localizagdo possivel, ou
seja, minima variancia [23]. A simetria da fungdo de Wannier correspondente é prevista
na quarta coluna. Por um lado, w®(z) é par em z = z4 (¢ = 2zp) para bandas do tipo
I — X; (T; — X3). Por outro, w™(2) é fmpar em z = 24 (¢ = 2p) para as bandas
classificadas como I'y — X5 (I'y — X3).

Ja as fungoes de Wannier elétricas sao obtidas a partir das fungoes de Bloch elétricas,

fix(2). Em analogia com as funcoes de Wannier magnéticas, a funcao de Wannier elétrica
()

da n-ésima célula e da j-ésima banda é dada por w;;,(2) = wﬁf)(z — na), onde

w(z) = L o Finlz) dk. (3.8)

27 —7/a

Agora, segundo (2.27)), as fungoes de Wannier elétricas satisfazem a condi¢ao de ortonor-
malizacao [24]

“+oo
[ T ) 1 = 29

o0
Escolhendo as condigbes iniciais dadas na Tabela B.1], as fun¢oes de Wannier elétricas sao

reais e satisfazem (3.9).
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Tipo de Banda |  h(z4) f(za) w(2) w'(z)
I'h—X; A /—Sléf” aglzg‘;) parem z =z, | Impar em z = 24
I',—X, agigﬁ) A /S%f“ impar em z = z4 | parem z = z4

Tipo de Banda | h(zp) f(zB) wh(2) w(2)
I'h—X, A /—Sléfm agﬁ(gi) parem z = zg | impar em z = 2
I'r,—X;, O‘S’“;;(;ﬁ) \/ 522521 impar em z = zg | par em z = zp

Tabela 3.1: Escolha dos valores iniciais de h(z) e f(z) para as fungdes de Bloch de cada banda de
acordo com o tipo de banda. Os tipos sao definidos pela classificagao das funcées de Bloch magnéticas
das bordas das bandas como I'y, I's, X7 e Xo. As quarta e quinta colunas dao a simetria das funcoes
de Wannier magnéticas e elétricas, respectivamente. A matriz S(w) transfere os valores do campo de z4
para zp, que sao os centros de inversao de duas camadas consecutivas A e B, respectivamente. Além

disso, o, = isen(ka)/2 e B = cR'(w)/2.

Também, de acordo com (2I2]), quando uma fungao de Bloch magnética é simétrica
ou antissimétrica num ponto dado do cristal, a funcao elétrica apresenta o tipo oposto
de simetria. Isto significa que as funcoes de Bloch magnéticas dos tipos I'1, I's, X7 e X,
correspondem as fungoes de Bloch elétricas dos tipos I's, I'1, X5 e X, respectivamente.
Dessa maneira, a simetria das funcoes de Wannier elétricas podem ser previstas pela
quinta coluna da Tabela B.Il Notamos que as fung¢oes de Wannier magnéticas e elétricas
de cada banda compartilham o mesmo centro de inversao, mas tém diferentes simetrias
de inversao.

Adicionalmente, vale ressaltar que trabalhamos convenientemente com f(z) ao invés
de E(z) [ver (ZII)]. As principais razoes sao: (i) f(z) tem as unidades de h(z), (ii)
as equagoes com f(z) sdo mais simples que as equagoes com FE(z), e (iii) as fungoes de

Wannier de f(z) sao reais, enquanto as de F(z) sdo puramente imaginérias [24].

3.3 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo mostramos como calcular as fungoes de Wannier magnética e elétrica
para cristais fotonicos unidimensionais. Através da matriz que transfere do centro de uma

das camadas até o centro da camada consecutiva, podemos prever os centros de simetria
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das fungoes de Wannier. Vimos que as func¢oes de Wannier elétrica e magnética possuem

simetrias opostas no mesmo centro de inversao do cristal.



Capitulo 4

Graficos e propriedades das funcoes
de Wannier para cristais fotonicos

com simetria de 1nversao

4.1 Introducao

Apés definidas as fungdes de Wannier de localizagdo maxima para cristais fotonicos e
seus respectivos centros de simetria e tipo de paridade, expomos neste capitulo os graficos
para as seis primeiras bandas de frequéncia de um cristal fotonico unidimensional com
simetria de inversao. Como veremos, as funcoes calculadas mostram as simetrias esperadas

e decaimento exponencial ou em forma de poténcia.

4.2 Graficos e simetria das funcoes de Wannier para
cristais fotonicos com simetria de inversao

Foram calculadas as seis primeiras bandas de frequéncia e suas correspondentes funcoes
de Wannier para um cristal fotonico com uma célula unitaria contendo as camadas A e
B de igual largura e permissividades €4 = 13 e eg = 1 (que é a permissividade do
ar), respectivamente. A escolha desses parametros é baseada na literatura [25], onde
e = 13 corresponde, aproximadamente, a permissividade do GaAs, além disso, esse valor

apresenta um bom contraste com com o valor da permissividade do ar. A Figura [4.1]

30
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mostra a frequéncia como uma funcao do vetor de onda, dentro da primeira zona de
Brillouin. As faixas de frequéncia proibida (gaps) sao indicadas pelas regides sombreadas.
Cada borda de banda é classificada de acordo com a simetria da funcao de Bloch. Assim,
os tipos de banda podem ser facilmente obtidos. Por exemplo, a segunda e quarta (terceira
e sexta) bandas sao do tipo I'1 — X (I's— X5). A quinta banda é classificada como I'y — X.
E interessante notar que, como mostra a Figura B.2], a borda inferior da primeira banda
pode ser classificada tanto como I'; quanto como I's. Em analogia com o caso eletronico [5],
tomamos inicialmente essa borda como do tipo I'y. Entao, a primeira banda é classificada

como I'y — X5. Posteriormente serd discutido como essa escolha afeta os resultados.

Figura 4.1: A frequéncia como uma fungao do vetor de onda. As faixas sombreadas indicam as
frequéncias proibidas (gaps). As bordas das bandas sdo classificadas de acordo com a simetria das

funcoes de Bloch.

A Figura mostra as funcoes de Wannier magnéticas para as bandas exibidas e
classificadas na Figura 4.l De acordo com a classificacao, a Tabela [3.1lnos da o centro e
tipo de simetria de cada fungao de Wannier. Por exemplo, para a primeira (quinta) banda,
wM(2) deve ser par (fimpar) em z = zp. As funcoes de Wannier da segunda e quarta
banda (terceira e sexta) devem ser pares (impares) em z = z4. A validade dessas ultimas
afirmacoes é mostrada na Figura 4.2l onde as regides sombreadas indicam as camadas do
material A e as linhas pontilhadas marcam o centro de cada funcao de Wannier.

As fungoes de Wannier elétricas das bandas da Figurad.Ilsao mostradas na Figura[4.3]
Por comparacao com a Figura .2 verificamos que as fun¢oes de Wannier magnéticas

e elétricas sao centradas no mesmo ponto, porém tém diferentes tipos de simetria de
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Figura 4.2: As fungoes de Wannier magnéticas das seis primeiras bandas do cristal foténico. A borda
inferior da primeira banda foi classificada como I';. As regides sombreadas correspondem ao material A.

As linhas pontilhadas indicam o centro das funcgoes.

INversao.

4.3 Comportamento assintético das funcoes de Wan-
nier para cristais fotonicos com simetria de in-
versao

A localizacao das funcoes de Wannier da primeira banda merece uma discussao de-

talhada. Para mostrar os diferentes tipos de decaimento mais claramente, investigamos
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Figura 4.3: As funcoes de Wannier elétricas das seis primeiras bandas do cristal fotonico. A borda
inferior da primeira banda foi classificada como I';. As regioes sombreadas correspondem ao material A.

As linhas pontilhadas indicam o centro das funcgoes.

as quantidades de energias magnética e elétrica dentro de cada célula unitaria do cristal.

Tais quantidades sao dadas pelas seguintes expressoes:

a/2
aj(.ﬁz = / \wj(-h)(zj +na+ 2)|*dz (4.1)
—a/2
€
a/2
o) = / (2 + na + 2)%e(2) dz, (4.2)
—a/2

onde z; é o centro comum de w§h)(z) e w](»f )(z). O comportamento assintético das fungoes

de Wannier, para valores de n suficientemente grandes, pode ser descrito por [20]

w;i(z + na) = Cj(2)e Pimn=. (4.3)
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Assim, a raiz quadrada da energia na n-ésima célula unitaria deve decair da mesma

maneira. Isso nos dé a seguinte propriedade assintética [26, 27]:

In/0jn/0ins1 = Bj+ajIn(l+1/n). (4.4)

Tal relacao nos permite determinar os coeficientes a; e [3;, correspondentes ao decai-
mento como lei de poténcia e ao decaimento exponencial, respectivamente, das fungoes de
Wannier calculadas numericamente. No caso eletronico [4, 26], o coeficiente exponencial
da primeira banda é §; = arccosh[R(w;)], onde w; é a primeira raiz positiva de R'(w)
(ver Figura 2.3]). Além disso, o expoente do decaimento em forma de lei de poténcia
é an = 3/4 [26]. Esse tipo de comportamento assintético também ocorre nos cristais

fotonicos aqui estudados, sendo que (3 ~ 0.865.

1.3 ‘ 0.5
@ ® ()
1.2¢ 0.4;
% s ¢
é’ 1.1f 35 0.3
5 1.0r S 0.2t o .
= = .
0.9r 0.1+
Magnétice Elétrica
0.8 : : : : 0.0 : : : :
00 01 02 03 04 05 00 01 02 03 04 05
In(1+1/n) In(1+1/n)

Figura 4.4: Logaritmo da raiz quadrada da razao entre as energias na n-ésima e (n + 1)-ésima células
como uma fun¢ado de In(1 + 1/n), para as fungdes de Wannier da primeira banda. Os pontos em (a) e (b)
correspondem as Figuras[4.2)(a) e [43|a), respectivamente. A borda inferior dessa banda foi classificada

como I'y.

Por um lado, a fungao de Wannier magnética na Figuralf2|(a) decai exponencialmente.
Porém, como sugerido pela Figurald3|(a), a fungdo de Wannier elétrica da primeira banda
decai devagar. De fato, ela nao decai exponencialmente, mas como uma lei de poténcia.
Isto ocorre quando a borda inferior da primeira banda é classificada como I';. Os dois tipos
de decaimento e os parametros correspondentes estao na Figurald4l Convém ressaltar que
as linhas correspondem a previsao analitica do comportamento assintético e os pontos, aos
resultados do cdlculo numérico. A saber, para a fungdo magnética, 5, ~ 0.865 e a1 = 3/4

enquanto, para a fungao elétrica, 51 = 0 e a3 = 1 (decai apenas como lei de poténcia).
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Por outro lado, quando a funcao de Bloch magnética da borda inferior da primeira
banda ¢ classificada como I'y, ocorre a situagao contraria. Isto é, a fungao de Wannier
magnética decai como uma lei de poténcia [ver Figura [L5|(a)], enquanto a fungao de
Wannier elétrica é exponencialmente localizada [ver Figura [L5[(b)]. Os diferentes tipos
de decaimento e os parametros associados sao mostrados na Figura [£.6l Para a funcao

magnética, f; = 0 e a3 = 1, enquanto que, para a funcao elétrica, 5, ~ 0.865 e oy = 3/4.

2= r : —
@ | j=1 1.5~ ; ]
= i ~ 0.5 ;
E Owﬂ = o
S ! T -05 '
-1} i ' i
i \> -1.0f i
D B ~15
-4 -2 0 2 4 6 -4 -2 0 2 4 6
z/a z/a

Figura 4.5: As fungoes de Wannier magnética (a) e elétrica (b) para a primeira banda do cristal fotonico.
A borda inferior da primeira banda foi classificada como I's. As regides sombreadas correspondem ao

material A. A linha pontilhada indica o centro da funcao.
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Figura 4.6: Logaritmo da raiz quadrada da razao entre as energias da n-ésima e (n + 1)-ésima células
como uma fun¢do de In(1 + 1/n), para as fungdes de Wannier da primeira banda. Os pontos em (a) e (b)
correspondem as Figuras 5|(a) e A5(b), respectivamente. A borda inferior dessa banda foi classificada

como I's.

A analise do comportamento assintético das funcoes de Wannier calculadas para a

primeira banda sugere que quando a funcao magnética é exponencialmente localizada,
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a funcao elétrica decai como uma poténcia e se escolhemos a funcao elétrica para ser
exponencialmente localizada, temos a funcao magnética decaindo sob uma lei de poténcia.
Para aplicacoes especificas, podemos representar a solucao em termos das funcoes de
Wannier magnéticas ou elétricas. As fungoes de Bloch correspondentes podem ser obtidas
pela Tabela[3.Il As bandas mais altas se comportam diferentemente. De fato, para j > 2,
o coeficiente da lei de poténcia é a; = 3/4 e o coeficiente exponencial, f;, é [5, 26] o
menor valor entre arccosh[R(w;_1)] e arccosh[R(w;)], onde w; é a j-ésima raiz de R'(w)
(ver Figura [2Z3]). Por exemplo, o coeficiente de decaimento exponencial das fungoes de
Wannier mostradas nos quadros (b) até (f) das Figuras e 3 sao [y ~ 0.865, 33 ~
1.165, B4 =~ 0.568, 85 ~ 0.381 e Fg ~ 0.381, respectivamente. Nossos resultados sugerem
que a propriedade tunica da primeira banda é associada ao comportamento de w ~ |k|

para k =~ 0.

4.4 Conclusoes do capitulo

Foram apresentados, neste capitulo, os graficos das funcoes de Wannier magnéticas
e elétricas para cristais fotonicos. Essas funcoes se mostraram centradas nos pontos de
simetria do cristal.

Observamos que as funcoes de Wannier elétrica e magnética apresentam simetrias
opostas para cada banda. A primeira banda pode ser classificada tanto como I'y quanto
como I's. Dependendo da classificagdo escolhida uma das fungées de Wannier (magné-
tica ou elétrica) decai em forma de poténcia enquanto a outra decai exponencialmente.
Para as outras bandas de frequéncia, o estudo do comportamento assintético das funcoes

magnética e elétrica permite prever um decaimento exponencial.



Capitulo 5

Calculo de modos localizados em
cristais fotonicos utilizando matriz

de transferéncia

5.1 Introducao

Com a substituicao de uma das camadas do cristal perfeito por uma camada de
tamanho ou permissividade diferente da camada original, ocorre um defeito nesse cristal.
Para calcular os modos localizados causados por esse defeito podemos utilizar matriz de
tranferéncia ou funcoes de Wannnier. Neste capitulo mostraremos os resultados obtidos a
partir do método de matriz de transferéncia, e compararemos esses resultados com os apre-
sentados na literatura por Miyazaki et al. [I7]. Também sera analisado o comportamento

assintético desses modos localizados.

5.2 Meétodo da matriz de transferéncia para cristais
unidimensionais com defeito

O cristal fotonico perfeito considerado na primeira parte deste trabalho apresentava
as seguintes dimensoes e caracteristicas: camadas A e B de igual largura, €4 = 13, eg = 1
e o plano zy separava uma camada A a direita de uma camada B a esquerda. Agora,

para compararmos os calculos dos modos localizados com os apresentados na literatura
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[17], outras dimensoes e propriedades sao utilizadas para o cristal perfeito de referéncia:
a largura da camada A passa a ser d4 = 0.0525 cm, a largura da camada B é de dg = 0.1
cm, €4 = 11.4244 (correspondente a permissividade do Silicio) e eg = 1.

Os modos localizados sao produzidos por substituicao de uma das camadas A por uma
camada C' com diferentes valores de largura ou permissividade, o que gera um defeito no
cristal. Para conseguirmos simetria em relacao ao plano xy deslocamos a origem dos eixos
para o centro da camada C do defeito.

Uma das formas de se calcular os modos localizados é mediante matrizes de trans-

feréncia. Primeiramente, focamos na transferéncia dos valores de h(z) e f(z) de d¢/2

Figura 5.1: Tlustracdo do cristal fotoénico 1D com defeito que consiste na substituigdo da camada A

centrada na origem por uma camada C' representada em vermelho.

para na+ dc /2, onde n toma valores inteiros positivos (ver Figura[5.2)). Em analogia com

Figura 5.2: Representagao esquemdtica da matriz M(w) que transfere os valores do campo através de

n células unitarias a direita do defeito.
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[(219), escrevemos
hna+dof2) ) _ ey [ M) ) (5.1)
f(na+dco/2) flde/2)

Neste ponto, é util expressar o vetor (h(de/2), f(dc/2)) em termos de autovetores unitarios

de M(w). Vamos denotar esses vetores como ¥; e Uz, de modo que
M(w) - v; = \; 15, (5.2)

com 7 = 1 ou i = 2. Consequentemente, existem dois nimeros complexos a; e oy que
satisfazem (h(dc/2), f(dc/2)) = a1v) + oty €

h(na + dc/2)

f(na+dec/2)

= Oél)\? 171 -+ 042)\3 ’172. (53)

Desde que det(M(w)) = 1, temos A Ay = 1. Agora, sem perder em generalidade,
assumimos |Ay| > |A1], e tomamos |Ay] > 1. Assim, para modos localizados obtemos
as seguintes condigoes: |A;| < 1 e ap = 0. Portanto, (h(dc/2), f(dc/2)) deve ser um
autovetor de M(w) com autovalor A;.

Além disso, temos

Mdc/2) = To(w,de/2) "o (5.4)

flde/2) f(0)

Onde a matriz T (w) tranfere os valores do campo dentro da camada C' (ver Figura [5.3]).

Figura 5.3: Representagao esquematica da matriz T (w, dc/2) que transfere os valores do campo entre

0 e d¢/2 na camada C' do defeito.

Logo chegamos em

h h
M(w) - Te(w, de/2) - M Te(w, de/2) , (5.5)
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ie.,

M (w) — N\ , (5.6)

com M(w) = T (w, de/2) - M(w) - Te(w, de/2).

Como o defeito do cristal apresenta simetria de inversao em relagao a origem de coor-
denadas, o campo magnético dos modos localizados é simétrico ou antissimétrico. Quando
os modos s@o simétricos, isto é, h(z) é par, f(z) é impar, portanto f(0) = 0, entao, de
(56)) obtemos

A = My (w), (5.7)

Mgl(W) =0. (58)

Consequentemente, as frequéncias dos modos localizados simétricos satisfazem (B.8) e
|Mi;(w)| < 1. Similarmente, quando os modos sao antissimétricos, isto é, h(z) é fmpar,
temos h(0) = 0, assim,

)\1 = MQQ(W), (59)

Miy(w) = 0. (5.10)

Logo, as frequéncias dos modos localizados antissimétricos obedecem (GI0) e |Mas(w)| <
1.

E importante notar que as frequéncias dos modos localizados estao dentro dos gaps do
espectro de frequéncia do cristal perfeito. De fato, como det[M(w)] = 1 e M é equivalente

a M, verifica-se que o traco de M(w) é igual a 2 R(w) (ver Ref. [28]), e temos

1
1

Além disso, de acordo com (B.7) e (5.9), A\; é real. Logo, para os modos localizados, temos

R(w)| = % (w + ﬁ) -1 (5.12)

Agora, segundo (Z20), as frequéncias permitidas do cristal perfeito satisfazem |R(w)| =
| cos(ka)| < 1, para um valor real de k. Isto mostra claramente que as frequéncias dos

modos localizados nao ocorrem em bandas de frequéncias permitidas.
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O parametro A\; é muito importante porque é a razao do decaimento dos modos lo-
calizados. Isto é, para qualquer z > d¢/2, temos h(z + a) = Ah(z). Logo, |h(z)| decai
exponencialmente com coeficiente § = In(1/|\;|) = arccosh(|R(w)|).

Os modos localizados calculados aqui sao normalizados para que possam ser compara-

dos, no préximo Capitulo, com os célculos realizados mediante fungoes de Wannier.

5.3 Frequéncias e graficos dos modos localizados em

cristais com defeito e simetria de inversao
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Figura 5.4: A frequéncia dos modos localizados de um cristal foténico com célula AB em que uma
camada A é substituida por uma camada C: em (a) dc em fungdo da permissividade ec com do = da,
(b) em funcao da espessura do com ec = e4. Os pardmetros das camadas A e B sdo e4 = 11.4244,
da = 0.0525 cm, eg = 1, e dg = 0.1 ecm. As curvas em vermelho (azul) correspondem aos modos
simétricos (antissimétricos). As linhas horizontais finas indicam os extremos da banda do cristal perfeito.
As linhas continuas (tracejadas) sdo para os estados de Bloch que sdo simétricos (antissimétricos) na

origem.

A Figurab.4lmostra as frequéncias dos modos localizados produzidos pelo defeito subs-
titucional, em funcao dos parametros do defeito. A frequéncia é dada em gigahertz, em
fungao do valor da permissividade da camada defeito. Na Figura54|(b) temos a frequéncia
em funcao da largura da camada defeito, dada em centimetros. A linha vertical mostra
o valor da permissividade do cristal perfeito. As curvas em vermelho (azul) correspon-

dem aos modos simétricos (antissimétricos). As linhas horizontais continuas (tracejadas)
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indicam as frequéncias nos extremos da banda do cristal perfeito para estados de Bloch
simétricos (antissimétricos). Os resultados obtidos estdao em acordo com a literatura. De
fato, os painéis da Figura [5.4] reproduzem essencialmente aqueles apresentados na Ref.
[17]. Convém notar que os valores de frequéncia obtidos estdo na faixa das microondas

As Figuras de a [0.8 mostram os graficos para os modos localizados com permis-
sividade igual a da camada A do cristal perfeito e diferentes larguras da camada defeito.
As Figuras de a mostram os modos localizados para defeito com largura da ca-
mada igual a da camada A do cristal perfeito e diferentes valores para a permissividade
na camada do defeito. Nessas figuras observamos que os modos localizados sao simétricos
ou antissimétricos e, ao mesmo tempo, exponencialmente localizados. Por exemplo, na
Figura [0.5(a) o modo localizado é antissimétrico, enquanto nas Figuras B.3I(b) e B.5)(c),
ele é simétrico em relagao ao centro de simetria do cristal.

Também podemos observar que o decaimento dos modos localizados pode variar de
acordo com os parametros do defeito. A Figura [5.10] apresenta decaimentos visivelmente
mais lentos que os da Figura 5.12

(a) f=36.71845Hz (b) f=110.21GHz (c) =161.41%Hz

h(z)

z(cm)

Figura 5.5: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicio de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) est@o dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os parametros da camada do defeito sao ec = €4 e do = 0.035 cm.

5.4 Comportamento assintético dos modos localiza-
dos

A Figura[b.I3 mostra os valores assumidos por A\; em dependéncia do defeito presente
no cristal. A partir desses valores podemos calcular o coeficiente de decaimento expo-

nencial, 5. Os valores de $ em funcao dos parametros do defeito estao mostrados na
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Figura 5.6: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicio de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estdo dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os parametros da camada do defeito sdo ec = €4 e dg = 0.05 cm

(@) f=70.111&Hz (b) f=124.26%Hz (c) f=165.71%GHz
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Figura 5.7: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicio de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estdo dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os pardmetros da camada do defeito sao ec = €4 e do = 0.055 cm

(a) f=62.953%Hz (b) f=114.91%Hz (c) f=158.07GHz
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Figura 5.8: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicio de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estdo dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os parametros da camada do defeito sdo ec = €4 e do = 0.07 cm

Figura 514l Para defeitos fracos (¢ = €4 ou do &~ d ) os valores de |\| estdo préximos
de 1, isso faz com que os valores de (8 se aproximem de zero, isto é, o decaimento dos
modos localizados para cristais quase perfeitos é lento. Isso pode ser observado quando,
por exemplo, consideramos ec = 10 e e¢ = 16 (ver Figura e B12)). Para ec = 16
os valores de |A1| sdo mais préximos de zero (ver Figura [B.13)), e valores de  distantes

de zero (ver Figura [5.14]). Isso significa que o decaimento dos modos localizados ¢ mais
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Figura 5.9: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicio de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estdo dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os pardmetros da camada do defeito sao ec =5 e dg = da

(a) f=35.32645Hz (b) f=95.588TGHz (c) f=156.71%GHz
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Figura 5.10: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicio de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estdo dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os parametros da camada do defeito sao ec = 10 e do = da

(a) =70.000&Hz (b) f=124.2065Hz (c) =165.20%5Hz
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Figura 5.11: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicdo de uma camada A por uma
camada C' em um cristal foténico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estdo dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os paradmetros da camada do defeito sao ec = 13 e do = da

rapido para ec = 16.

5.5 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo foi apresentado o cdlculo de modos localizados mediante de matriz

de transferéncia. Foram mostrados resultados obtidos com esse método e o comporta-
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Figura 5.12: Modos localizados de menor frequéncia devido & substituicdo de uma camada A por uma
camada C' em um cristal fotdnico com célula unitdria AB. Os painéis de (a) até (c) estao dispostos em

ordem crescente da frequéncia. Os parametros da camada do defeito sao ec = 16 e do = d4
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Figura 5.13: O autovalor A\; para os modos localizados de um cristal fotonico com célula AB em que
uma camada A é substituida por uma camada C: (a) em fungdo da permissividade ec com de = dy, (b)
em funcao da espessura dc com ec = €4. Os pardmetros das camadas sao os mesmos da Figura 5.4l Os

indices 1, 2 e 3 identificam as curvas em ordem crescente da frequéncia do modo localizado.

mento assintotico dos modos localizados. Os modos localizados apresentam decaimento
exponencial. Percebemos que, se o cristal defeituoso esta proximo da perfeicao, entao o

decaimento dos modos localizados é muito lento.
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Figura 5.14: Coeficiente de decaimento 3 dos modos localizados de um cristal fotonico com célula
AB em que uma camada A é substituida por uma camada C: (a) em func¢do da permissividade ez com
de = da, (b) em funcdo da espessura do com ec = €4. Os pardmetros das camadas sdo os mesmos da

Figura54l As linhas horizontais indicam os valores méximos dos coeficientes de decaimento.



Capitulo 6

Calculo de modos localizados em
cristais fotonicos utilizando funcoes

de Wannier

6.1 Introducao

Para calcular os modos localizados podemos utilizar uma combinagao linear das fungoes
de Wannier. Nesse capitulo mostramos os calculos baseados nesse método e fazemos a

comparacao dos resultados com aqueles obtidos utilizando matriz de transferéncia.

6.2 Graficos das funcoes de Wannier magnéticas para
cristais fotonicos unidimensionais

Os graficos apresentados na Figura sao das funcoes de Wannier magnéticas do
cristal perfeito de parametros dy = 0.0525 cm, dg = 0.1 cm, €4 = 11.4244 e eg = 1.

As fungoes de Wannier magnéticas calculadas apresentam localizagdo maxima com
a escolha da borda inferior da primeira banda como I'; e, de acordo com a Tabela B.1],
podem ter suas simetrias previstas.

O painel [6.0J(a), por exemplo, mostra a fungdo de Wannier para a primeira banda.
Vemos que a fungao em questao é par em relacao ao centro da camada B. Ja o painel

G.1i(b), apresenta a fun¢ao de Wannier para a segunda banda, e essa é par em relagao ao
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centro da camada A.

Figura 6.1: As funcoes de Wannier magnéticas das seis primeiras bandas do cristal foténico. A borda
inferior da primeira banda foi classificada como I'y. As regices sombreadas correspondem ao material A.

As linhas pontilhadas indicam o centro de simetria das respectivas fungoes de Wannier.

6.3 Modos localizados como combinacao linear das
funcoes de Wannier

Os modos localizados também podem ser calculados por uma combinacao linear de

funcoes de Wannier. Desta maneira, as fungoes de Wannier magnéticas formam uma base
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apropriada para representar o campo magnético dos modos localizados:
h(z) = Z Cjn wi(z —na), (6.1)
jn
onde 5 =1,2,... e n toma todos os valores inteiros. No entanto, nos célculos numéricos,
seus volores podem ser restritos a um certo conjunto de bandas e células cristalinas rele-
vantes. O operador hermitiano do cristal com defeito, L@, pode ser obtido substituindo

em (2.23) a fungdo €(z) do cristal perfeito pela fungio €@ (z) do cristal com defeito:

. d 1 d

T dz €D(z) dz (6.2)

A diferenca entre os operadores do cristal com defeito e do cristal perfeito pode ser escrita

como:
. . < d 1 1 | d
W=LW_-[=—— -—| = 6.3
dz [e(d)(z) e(z)] dz’ (6:3)
logo,
L9 =1L+ W. (6.4)
Entao, para o cristal com defeito temos:
~ w2
LD h(z) = 5 h(z). (6.5)

c2

Consequentemente, de (6.1)) e (6.5), obtemos o seguinte problema de autovalores:

(d) w®
Z Ly, (1) €t = 2 G (6.6)

A
J5,m

com

~

+o0
d *
LEj,)n),(j/m/) — / U}jm(Z) L(d) wj/’n/(z) dZ

(e o]

+oo +oo
= / w},(2) Lwj . (2) dz +/ W}, (2) Wwjw(z)dz.  (6.7)

(e o] —0o0
O primeiro termo do lado direito da expressao (6.7) é o coeficiente Ly ) (j/.»y do cristal

perfeito e pode ser deduzido da seguinte maneira:
+00 N
Mmmw>=t/ W (2) Lwjw(2) dz

- j
aN2 [o [o . (k') +oo ) /
- <%> - € - h;k(2) L hjs o (2) dz dK' dk.

[e.9]

(6.8)
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Entao, de (2:23)) e ([224]) chegamos em

a ¢ iak(n—n') Wik 2
Lim. gy = 5% / ey (S1E) g

C
= 5j7j/Aj(TL — TLI), (69)
onde a
(A = L[ giak(an) (@ik)
Aj{An) = = /_Ee ( ; ) dk. (6.10)

a

No caso da substituicao de uma camada A do cristal perfeito por uma camada C' de
igual espessura e com permissividade €c, o tltimo termo da expressao (6.1) pode ser

simplificado da seguinte maneira:

[ oW = [ e [ -]

[e.9]

com

dc

Vi = [+ 050 t)(2) (6.12)

2

()

Podemos observar que a matriz L(j ), (G

) do cristal com defeito é a soma da ma-
triz L(jn),'n) do cristal perfeito e uma matriz calculada mediante integracao apenas
na camada do defeito e multiplicacao pela diferenca dos inversos das permissividades da

camada defeito e da camada do cristal perfeito, isto é,
L iy = 05N (n —1') + (i - i) Vi), n')- (6.13)

A €c €

Isso nos permite simplificar os cdlculos para os modos localizados. A partir dos calculos
dos termos A;(n —n') e V{;n),7n) basta alterar o valor da permissividade ec do defeito.
Quando w;(2) e w;(z) sdo centradas na origem, os elementos da matriz correspondente

obedecem

7@ _ L@

(), (3"n') Gn"),(3"m)°

(6.14)

Aqui, o sinal de mais (menos) é utilizado se a simetria de inversao de w;(2) e w;(2) sao

() _

iguais (diferentes). Em particular, quando as simetrias sao diferentes, temos L(] ), () =

0. Isto permite reduzir ainda mais o esforco computacional.
Os modos localizados gerados pelo método das fungoes de Wannier ja sao normalizados,

pois os autovetores formados pelos coeficientes c;, sao normalizados.
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A Figura mostra em linhas continuas as frequéncias obtidas mediante a diagona-
lizacao da matriz do operador L@, usando as seis bandas inferiores (j =1,...,6) e
quarenta e uma células unitarias em torno do defeito (n = —20, —19,...,20). Os resulta-
dos correspondem ao cristal fotonico com defeito com os parametros da Figura 512 que
sao do = dy e €c = 16. Esses parametros foram escolhidos por se tratar de um perfil de
modo localizado para o qual nao sao necessarias muitas células para se observar um de-
caimento razoavel. As linhas azuis definem as bordas das bandas de frequéncia do cristal
perfeito. Os modos calculados sao representados pelas linhas alaranjadas. Observamos
que a maior parte desses modos esta imersa nas bandas do cristal perfeito e correspondem
a modos estendidos. Ao mesmo tempo, algumas linhas ficam nos gaps do cristal perfeito,
essas sao as frequéncias dos modos localizados produzidos pelo defeito. Para o defeito
analizado, os valores das cinco primeiras frequéncias para os modos loclizados sao: 67.75,
122.21, 161.09, 216.74 e 279.27 GHz, aproximadamente. Os perfis do campo magnético
correspondentes a essas frequéncias sao mostrados na Figura [6.3] e apresentam um bom
decaimento. O perfil do primeiro modo é par em relagao ao centro de simetria do cristal,
enquanto o segundo e terceiro modos sao impares em relagao ao mesmo centro de simetria.

Na préxima secao, esses perfis serao comparados com aqueles obtidos mediante ma-

trizes de transferéncia.

0C—

frequéncia GHz)

vetor de ond

Figura 6.2: Comparacao das frequéncias obtidas para o cristal perfeito e as obtidas para o cristal com

defeito com os parametros da Figura[5.12] do = da e e = 16.
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Figura 6.3: Modos localizados calculados mediante funcoes de Wannier. As configuragoes sdo as mesmas
da FiguraB.I12] do = da e ec = 16. Para estes modos foram usadas seis bandas e as células de indice

n=—20,-19,...,20.

6.4 Comparacgao dos resultados obtidos mediante ma-
triz de transferéncia com os resultados obtidos
mediante funcoes de Wannier

Os resultados obtidos mediante fungoes de Wannier, podem ser comparados com aque-
les obtidos mediante matriz de transferéncia no Capitulo [l Para isso utilizamos o cristal
cujo defeito consiste em substituir uma camada A por uma camada C' de igual espessura
e permissividade e = 16. A Figura mostra a sobreposicao dos painéis das Figuras
e 6.3l Podemos observar que os perfis dos modos localizados apresentam grande
semelhanca.

A Tabela permite comparar as frequéncias obtidas por matriz de transferéncia e
por funcoes de Wannier. Calculando o erro apresentado pelos valores obtidos pelas fungoes
de Wannier, vemos que para o sistema e parametros considerados esse erro é menor que

0.5% quando sdo usadas as fungdes das seis primeiras bandas. Podemos observar que o
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Figura 6.4: Comparacio entre a forma dos modos calculados mediante matriz de transferéncia (azul) e

através de fungoes de Wannier (vermelho tracejado). O defeito consiste na substitui¢do de uma camada

A por uma camada C com ec = 16 e do = d4. Os painéis sdo a sobreposicao das Figuras e .12
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numero de células necessarias para uma boa aproximacao nao precisa ser tao alto, pois
a convergéncia do erro se da muito rapidamente. Isso também permite concluir que é

necessario incluir mais bandas para diminuir o erro.

Matriz de Funcgoes de Wannier
Transferéncia
n de n de n de n de
4 a4 -6a6 -10 a 10 -20 a 20
67.6672009 67.7726817 | 67.7542609 | 67.7523869 | 67.7523691
Erro 0.16% 0.13% 0.13% 0.13%

122.1247608

122.2695862

122.2216533

122.2148343

122.2147118

Erro

0.12%

0.08%

0.07%

0.07%

160.9695569

161.1234911

161.0931919

161.0875530

161.0874046

Erro

0.10%

0.08%

0.07%

0.07%

215.8539950

216.7401862

216.7402502

216.7402922

216.7402940

Erro

0.41%

0.41%

0.41%

0.41%

Tabela 6.1: Comparacio das frequéncias (em GHz) obtidas por matriz de transferéncia e funcdes de
Wannier utilizando 9, 13, 21 e 41 células e as seis primeiras bandas. O erro relativo é referido ao calculo

por matriz de transferéncia, considerado como exato.

A Tabela [6.2] também compara as frequéncias dos modos localizados obtidas das duas
maneiras, porém agora utilizamos um nimero fixo de células (n = —20,—19,...,20) e
variamos o numero de bandas, partindo do uso apenas das duas primeiras bandas, até
o uso das seis primeiras bandas. Vemos que em alguns casos o erro pode ser maior do
que 1% e que esse erro cai drasticamente com o aumento do niimero de bandas. Isso nos

faz concluir que o nimero de bandas utilizadas para o cdlculo dos modos localizados tem

uma importancia maior para a convergéencia dos resultados do que o nimero de células.
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Matriz de Fungoes de Wannier
Transferéncia
j=1,2 j=123 |j=1...,4|j=1,...,5 | 7=1,...,6
67.6672009 | 68.1907650 | 67.8710555 | 67.8031658 | 67.7845735 | 67.7523691
Erro 0.77% 0.30% 0.20% 0.17% 0.13%

122.1247608

123.2802189

122.2997776

122.2630861

122.2147118

Erro

0.94%

0.14%

0.11%

0.07%

160.9695569

161.4100712

161.2962571

161.0874046

Erro

0.27%

0.20%

0.07%

215.8539950

219.5469288

216.7402940

Erro

1.68%

0.41%

Tabela 6.2: Comparacio das frequéncias (em GHz) obtidas por matriz de transferéncia e funcdes de
Wannier utilizando 41 células e 2, 3, 4, 5 e 6 bandas. O erro relativo é referido ao célculo por matriz de

transferéncia, considerado como exato.
6.5 Conclusoes do capitulo

Neste capitulo apresentamos modos localizados calculados a partir da combinagao
linear das funcoes de Wannier. Os resultados obtidos estao em excelente acordo com
os resultados do capitulo anterior, que utiliza matrizes de transferéncia. A precisao do
método das fungoes de Wannier pode ser aumentada mediante a inclusao de mais termos
(bandas e células) na combinagao linear. Ao mesmo tempo, o uso de fun¢oes de Wannier
tem a vantagem de que é possivel lidar com uma ampla gama de defeitos, pois os calculos

numeéricos dependem apenas de integrais simples que envolvem as fungoes de Wannier e

a mudanca do inverso da permissividade dielétrica devida ao defeito.



Capitulo 7

Conclusoes

Neste trabalho de Mestrado foram calculadas a frequéncias permitidas para a propaga-
¢ao de ondas eletromagnéticas num cristal fotonico unidimensional. Juntamente com as
frequéncias, foram obtidas as fungoes de Bloch, que sao funcoes peridédicas do vetor de
onda cristalino. As fungoes de Wannier sao os coeficientes de Fourier dessas fungoes de
Bloch.

Os calculos foram restritos ao caso de cristais fotonicos com simetria de inversao,
permitindo a adaptagao da teoria disponivel para o movimento de elétrons em cristais
unidimensionais [5]. Dessa maneira, as fungoes de Wannier tém méxima localizacao e é
possivel prever a posicao do centro e o tipo de simetria dessas fungoes. O decaimento es-
pacial das fungoes de Wannier magnéticas e elétricas foi estudado, tomando dois diferentes
tipos de classificagao para a primeira banda.

Posteriormente a investigacao das fun¢oes de Wannier, foi abordado o célculo de modos
localizados em cristais fotonicos. Esses modos podem ocorrer quando uma das camadas do
cristal perfeito é substituida por uma camada com tamanho ou permissividade diferente.
Dessa forma, ocorre um defeito no cristal. Os modos localizados foram calculados por
dois métodos distintos. O primeiro método utiliza a matriz de transferéncia e o segundo,
combinacgoes lineares das fungdes de Wannier do cristal perfeito. Ao final, os resultados
dos dois métodos foram comparados.

Os resultados apresentados permitem concluir que as ideias da teoria disponivel para
elétrons podem ser estendidas de maneira simples ao caso fotonico e que, num cristal
fotonico com simetria de inversao, as funcoes de Wannier sao centradas em pontos de

simetria do cristal e sao simétricas ou antissimétricas em relagdo a esse centro. Vimos
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também que as simetrias das fungoes de Wannier elétricas e magnéticas de cada banda
sao opostas.

Sobre a localizagao das fungoes de Wannier elétricas e magnéticas das bandas supe-
riores a primeira concluimos que essas sao exponencialmente localizadas, enquanto que
o caso da primeira banda pode ser tratado de duas formas: numa delas, a funcao de
Wannier magnética é exponencialmente localizada, enquanto a elétrica decai como uma
poténcia da distancia; na outra forma, o tipo de localizagao é trocado.

Concluimos que os calculos dos modos localizados devidos a defeitos que consistem na
substituicao de uma camada do cristal perfeito podem ser feitos de forma direta mediante
a matriz de transferéncia. Esse método inclui a resolucao da equacao de onda em cada uma
das camadas. Esses cdlculos também podem ser feitos utilizando as fungoes de Wannier,
o que permite obter as frequéncias e perfis dos modos localizados mediante a resolucao
de integrais que envolvem as derivadas das fungoes de Wannier e a variacao do inverso da
permissividade devida a introducao do defeito. Como as integrais podem ser calculadas
numericamente, este segundo método é muito flexivel. Os resultados se mostram em
excelente acordo com aqueles do primeiro método, e, para um ntimero razoavel de células,
quanto maior o nimero de bandas utilizadas para o calculo, maior é a concordancia entre
os dois métodos. Dessa maneira, podemos ver que as funcoes de Wannier sao ferramentas
eficientes para o calculo de modos localizados em cristais fotonicos.

Em projetos futuros, poderemos dar continuidade a este trabalho de pesquisa com a

investigacao de:

e Modos localizados em cristais fotonicos unidimensionais com permissividade variavel

na camada do defeito.

e Funcoes de Wannier de maxima localizagao para cristais fotonicos unidimensionais

sem simetria de inversao.
e Modos localizados em cristais fotonicos unidimensionais sem simetria de inversao.

e Funcoes de Wannier em cristais fotonicos unidimensionais com permeabilidade mag-
nética variavel, podendo incluir materiais com valores negativos da permissividade

dielétrica e/ou permeabilidade magnética.

e Funcoes de Wannier em cristais bidimensionais e tridimensionais.



Apeéendice A
Equacoes Maxwell

Como complemento do Capitulo 2] este anexo contém uma breve exposi¢ao sobre as
equagoes de Maxwell [29].

James Clerck Maxwell formulou os resultados de Faraday em termos dos operadores
diferenciais da divergéncia e o rotacional. Ele observou que, assim como as cargas de
polarizacao num dielétrico produzem um campo elétrico, a corrente de magnetizacao
deve produzir um campo magnético.

O sistema das equacoes de Maxwell se da pelas quatro leis abaixo.

—

Lei de Gauss da eletricidade: V- D = p-

Lei de Gauss do magnetismo: V-B=0.

Lei de Faraday: V x E = —9B /L.

Lei de Ampere estendida: V x H = j + 85/815.

Nestas equagoes, p ¢ a densidade volumétrica de carga elétrica e j ¢ a densidade de

corrente elétrica. Essas magnitudes satisfazem a equacao de continuidade:

Além disso, B ¢ a densidade de fluxo magnético, D é a densidade de fluxo elétrico, E é a
intensidade de campo elétrico, H é a intensidade de campo magnético. As relagoes entre
esses campos vetoriais dependem das propriedades do meio.

Na auséncia de cargas e correntes, as equacoes de Maxwell num meio continuo podem

ser escritas como:

V-D=0, (A1)



V-B=0,
Vxi--8

ot
o= 2P

(A4)



Apendice B
Matriz de Transferéncia

Como complemento do Capitulo 2] este anexo apresenta a obtencao da matriz de

transferéncia entre dois pontos z e z + Az, dentro de uma regiao L com permissividade

€r,.
De ([212) e 213), com €(z) = €, temos
WA 2
B'(2) + (—) e h(z) = 0. (B.1)
c
A solucao geral dessa equacao diferencial pode ser escrita como
h(z) = C} cos(az) + Cy sen(az), (B.2)
com
w
o= (%) va (B.3)
c
Ent&o, por (2.12), em (B.3)),
(B.4)

f(z) = J%[_Cl sen(az) + Cy cos(az)].

As equagoes (B.2) e (B.4) podem ser escritas simultaneamente na seguinte forma

matricial
h(z cos(az) sen(az C
( ) - se(n(az)) cos((az) ) 1 ’ (B5)
f(2) NG Jer &
Consequentemente,
C cos(az) sen(az hiz
Cy Se\r}%‘z) cos(az) f(2)
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e
h(z+ Az) cos(a(z + Az)) sen(a(z + Az)) Ch B.7)
- sen(a(z+Az cos(a(z+Az )
e+ A2) _ selotz+as) (ot+82) c,
Logo, de (B.6) e (B.1), substituindo o valor de «, temos
h(z + Az) cos(@) Ver sen(@) h(z) (B.)
f(z+ Az) —\/167 sen(YLE2)  cog (VLA f(z) ’ .
onde
cos( Y/ LE%) Ver sen (LYLA)
Tr(w,Az) = ¢ ¢ (B.9)
. 1 Sen(w ELAZ> COS(W@AZ)
NG c

é a matriz de transferéncia entre dois pontos dentro de uma regiao de permissividade

constante.
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