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Resumo

Este trabalho concentra-se no estudo do comportamento elastico de materiais atra-
vés da analise das matrizes de rigidez e flexibilidade de estruturas elementares. Base-
ado em conceitos da disciplina Resisténcia dos Materiais e nas propriedades elasticas
dos materiais sao apresentadas e demonstradas relacoes matematicas que refletem as
associacoes entre as tensoes normais e de cisalhamento atuantes e as deformacoes e
distorcoes decorrentes. Essas relacoes sao ilustradas computacionalmente, através do
software Geogebra. Transformacoes de coordenadas possibilitam a determinacao de
tensoes em planos diferentes dos originais de forma analitica ou grafica. Estes concei-
tos sao aplicados a materiais compo6sitos ortotrépicos sujeitos a carregamento plano,
configuracao caracteristica de uma lamina de material composito empregada em es-
truturas mais complexas, possibilitando a determinacao das propriedades elasticas de
uma lamina em direcoes diferentes das chamadas dire¢oes principais, alinhadas ou or-
togonais a direcao das fibras.

Palavras-chave: Circulo de Mohr, Geogebra, Métodos Matematicos, Resisténcia dos
Materias.






Abstract

This essay focuses on the study of the elastic behavior of materials through the
analysis of the stiffness and flexibility matrices of elementary structures. Based on
the concepts of the Material Resistance discipline and the elastic properties of the
materials, mathematical relationships are presented and demonstrated that reflect the
associations between the acting normal and shear stresses and the resulting defor-
mations and distortions. These relationships are computationally illustrated through
Geogebra software. Coordinate transformations allow the determination of stresses in
different planes of the originals in an analytical or graphical way. These concepts are
applied to orthotropic composites subjected to flat loading, characteristic configuration
of a composite material blade used in more complex structures, making it possible to
determine the elastic properties of a blade in different directions of the so-called main
directions, aligned or orthogonal to the direction of the fibers.

Keywords: Mohr’s Circle, Geogebra, Mathematical Methods, Strength of materials.
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1 Introducao

Desde a antiguidade, quando o homem comecou a explorar técnicas de construcao,
tornou-se necessario conhecer os materiais utilizados e suas propriedades, em especial,
a resisténcia mecanica e as deformacoes sofridas por estes. Através de tais conhecimen-
tos foi possivel criar padroes e relagoes matemaéticas para se dimensionar elementos e
estruturas.

As civilizagoes antigas ja se dedicavam ao estudo dos materiais: os egipcios utiliza-
ram esses conhecimentos para a construcao das piramides e, posteriormente, os gregos
criaram os principios de todo estudo de resisténcia de materiais; a estatica. Outra
civilizagao cuja contribuicao foi importante ¢ a romana, que desenvolveu a construgao
de pontes com arcos.

Durante o Renascimento, com o ressurgimento do interesse pela ciéncia, grandes
nomes dedicaram-se & engenharia e arquitetura, dentre eles Leonardo da Vinci, que
tinha grande interesse pela mecanica e escreveu:

A mecinica € o paraiso da ciéncia porque € onde colhemos os frutos da
matemdtica.*

Leonardo da Vinci estudou experimentalmente a resisténcia de materiais. Baseado
em suas analises de resisténcia de vigas, Figura 1.1, afirmou:

Em todo objeto que é apoiado, mas que pode se curvar, e que apresenta
secao transversal e material uniformes, a parte que estd mais distante dos
apoios serd a que mais vai se curvar.’

Através de uma série de testes, iniciados com uma viga, apoiada em ambos os lados,
que pudesse sustentar uma carga pré-definida, recomendou que se testasse diversas vi-
gas de mesma espessura e largura, porém de comprimentos diferentes, e as cargas que
poderiam suportar. Concluiu, enfim, que a resisténcia destas era inversamente propor-
cional ao comprimento e diretamente proporcional & largura e espessura. Seus esforcos
constitufram os primeiros passos para o desenvolvimento da Ciéncia de Materiais e
Estruturas.

Galileu Galilei, em seu livro The New Sciences, organizou métodos para as anélises
de esforcos em uma sequéncia légica. Assim, teve inicio a resisténcia de materiais
como ciéncia. Em seu livro, Galileu afirma que ao se construir estruturas similares,
porém, com aumento gradativo de suas dimensoes, elas se tornam cada vez mais fracas.
Exemplificando sua teoria, escreveu:

! A History and Philosophy of Fluid Mechanics, G.A. Totaty, Courier Corporation, 2013
2Mechanics of Materials,R.C.Hibbeler, Pearson Prentice Hall, 2011
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22 Introducao

Figura 1.1: Tlustracoes dos ensaios com vigas de Leonardo da Vinci. Fonte: e-Book
Leonardo DaVince Engeeniring and inventions. Amazon.

Um pequeno obelisco ou coluna ou outra figura solida pode certamente ser
deitada ou colocada em pé sem perigo de se quebrar, enquanto que outras
matores sao partidas em pedagos devido a mais sutil das perturbacoes, e
isto ezclusivamente por causa da acdo de seu proprio peso.’

Em seus experimentos submeteu materiais a tra¢oes/tensoes simples e concluiu que
a resisténcia de uma barra estd associada a sua seccao transversal e nao ao seu compri-
mento, a qual chamou de resisténcia absoluta a ruptura. Porém, erroneamente assumiu
que os materiais seguiam a Lei de Hooke, que rege a relacao entre a forca e a deforma-
¢cao de uma mola, até o momento de ruptura.

Baseado em seus experimentos, Galileu, comprova relagoes coerentes entre os para-
metros da barra, comprimento/largura/espessura/sec¢ao transversal, e sua resisténcia
absoluta e, desta forma, iniciou uma nova ciéncia.

Neste trabalho temos por objetivo explorar e demonstrar matematicamente as pro-
priedades de materiais compositos, estudando relacoes, apenas apresentadas nos li-
vros de engenharia, entre solicitacoes denominadas tensoes normais e de cisalhamento
bem como as respectivas deformacoes produzidas por estas na chamada fase elastica.
Espera-se que o material produzido possa trazer contribuicoes a professores de mate-
matica que atuam em disciplinas de graduacao nos diversos cursos de Engenharia e
também a professores de Resisténcia de Materiais.

Os conceitos estudados sdo baseados nos livros de Hibeller [2] e Daniel e Ishai [1],
que tratam da resisténcia de materiais. Ao longo do texto procuraremos verificar e até
mesmo demonstrar algumas relacoes que sao apresentadas pelos autores.

Para uma melhor compreensao do texto é esperado que o leitor tenha nocoes de
Calculo Diferencial e Integral de uma variavel real e Algebra Linear.

3Dialogues Concerning Two New Sciences, G. Galilei, Traducdo: H. Crew, Prometheus Books, 1991



2 (Conceltos basicos matematicos e de
ciéncla dos materiais

Este capitulo tem por objetivo apresentar conceitos matemaéticos e de resisténcia de
materiais basicos para o leitor de modo que o entendimento dos capitulos subsequentes
seja facilitado.

2.1 Conceitos matematicos

Frequentemente, nas aplicacoes e modelagens de problemas de engenharia, certos
problemas tornam-se mais faceis quando se escolhe um referencial adequado. Conside-
rando, por exemplo, uma trajetoria eliptica determinada pela equacao

P +ay+y*—-3=0,

que se encontra rotacionada em relacao ao sistema de eixos 0y, como representada na
Figura 2.1 (a), ao se escolher um novo referencial 2'0y’, Figura 2.1 (b) como base nos
eixos principais da elipse, a trajetoria seria representada pela expressao

3(a") +1(y)* =6,

e o tratamento do problema seria significativamente simplificado através de um novo
sistema de coordenadas.

(a) (b)

Figura 2.1: Rotagao dos eixos de referéncia.
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24 Conceitos basicos mateméticos e de ciéncia dos materiais

Apobs escolher um novo sistema de eixos como referéncia é preciso determinar a
relacao entre as coordenadas e valores de um ponto no antigo referencial e suas coor-
denadas no novo referencial.

Para esse proposito definimos duas bases ordenadas 5 = {uy,...,u,} e ' =
{wy,...,w,} de um mesmo espago vetorial real V. Com isto é possivel escrever um
vetor v € V, como uma combinacao linear dos elementos em ambas bases 5 e 3

UV =x1U1 + -+ Uy,

UV =y1wy + -+ YW,
em que z;,y; € R.

Assim, a relacao entre as coordenadas de v na base (3

X1

com as coordenadas do mesmo vetor na base [’

Y1
[ v ],3/ -
Yn
pode ser obtida da seguinte maneira: dado que {uy,...,u,} é base de V, escrevendo

os vetores w; como combinacao linear dos u;, isto é:

W1 = A11U1 + 21Uz + -+ + Ap1ly,
Wy = A12U7 + a929U9 + -+ Ap2Unp

Wp, = A1l + A2pUz + - - - + AppUp.-
Reescrevendo-se

V=Wt Yy
=11 (a11u1 + as1ug + -+ - + anlun) + -+ Yn (alnul + agpg + -+ - + annun)

=(any + -+ amyn) ur + -+ (@Y1 + - - F Qunln) Uy,

€ Como v = iUy + -+ -+ + TpUy, , tem-se

1 =a11Y1 + a12y2 + -+ + A1nYn

Ty =01pY1 + Gn2Y2 + -+ + AnpYn.

Na forma matricial pode ser escrito como

T ay; ... A1p U1
= .. o | =1l = 1
L, an1 Qpn Yn
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€5

Figura 2.2: Novo sistema de eixos rotacionado 6 radianos.

A matriz [I]g/ ¢ denominada matriz de mundanca de base de ' para (.

Uma aplicacao importante e pratica, que servird de referéncia para transformacoes
de tensoes em laminas planas de materiais através do Circulo de Mohr, é a matriz de
rotacao de eixos referenciais.

Para construcdo da matriz de rotacdo consideram-se em R? a base canonica 3 =
{e1,e2} e a base ' = {fi, fo} obtida a partir da base canonica [ através da rotagao de
um angulo 6, 0 < 0 < 7/2 (Figura 2.2).

Assim, queremos obter [v], = [I ]g, [v]; e portanto é necessdrio calcularmos [/ ]g,
Observe que

e =f1cos6 — fysenf,
es =f1senf + fycosf.

Logo,

1y, = cost) —senf
B | senf  cosf

yi | | cosf —senf T
y2 | | send  cos@ Ty |

Igualmente importante a rotacao de eixos para nosso texto é a transformacao linear
que modela a deformagao de cisalhamento. Nesta transformacao linear acontece a de-
formacao de um quadrado em um paralelogramo e poderia ser representada, através
de um modelo fisico simples, um livro apoiado sobre uma mesa na qual empurramos
sua capa superior paralelamente & mesa e notamos as paginas escorregando umas sobre
as outras e notamos a inclinacao de sua lombada. Sem perda de generalidade, consi-
deremos, como na Figura 2.3, uma forca horizontal e tangencial a aresta superior do
quadrado.

A transformacao representada na Figura 2.3 pode ser modelada matricialmente
através da relacao

e portanto,
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qu

Figura 2.3: Deformacao por forca cisalhante.

NI

2.2 Conceltos basicos de ciéncia dos materiais

As principais caracteristicas dos materiais que sao consideradas neste trabalho sao:

Homogeneidade

Um material é chamado homogéneo se suas propriedades mecanicas sao as mesmas
em todos os pontos ou independente da localizacao. O conceito de homogeneidade
estd associado & escala ou volume caracteristico e um material pode ser homogéneo ou
heterogéneo, dependendo da escala de observagao. Por exemplo, uma placa composta
de fibras de carbono (Figura 2.4), envoltas por resina, apesar de ser classificado como
composito, se observada apenas a resina, serd classificada como homogénea.

3 mm:_ ‘ ‘
5mm \ ,
| |

3 mm | ‘
5 mm \ \

3Imm ‘ |

Figura 2.4: Material composto por laminas e homogeneidade da camada em observacgao

11].
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Isotropia

Muitas propriedades dos materiais como rigidez, dureza, expansao e conducao tér-
mica, ductibilidade e permeabilidade estao associadas & direcoes ou eixos. Um mate-
rial é isotropico quando suas propriedades sao as mesmas em todas as direcoes ou sao
independentes da orientacao dos eixos de referéncia. Pode-se citar, como exemplo, a
borracha que temas mesmas propriedades elasticas em todos os pontos de sua extensao.

Ortotropia

Materiais ortotropicos sao materiais que apresentam pelo menos trés planos de si-
metria mutuamente perpendiculares. A interseccao desses planos, dois a dois, definem
trés eixos mutualmente perpendiculares chamados eizos de simetria. Como exemplo de
material ortotropico tem-se as chapas laminadas que, durante sua produc¢ao, ao serem
comprimidas entre dois rolos, adquirem resisténcia mecanica, na direcao da extrusao,
diferente da resisténcia nas direcoes perpendiculares ao estiramento do material devido
a reorganizacao dos graos do mesmo.

Nessa classe de materiais destacam-se os materiais transversalmente ortotropicos.
Nesses materiais um de seus planos principais é um plano de isotropia, isto é, em cada
ponto ha um plano no qual as propriedades mecanicas sao as mesmas em todas as
direcoes.

Principio da superposicao
Os efeitos causados por um sistema de forcas externas sao a soma dos efeitos pro-
duzidos por cada forca considerada agindo isoladamente e independente das outras.

Lei de Hooke
A Lei de Hooke, valida somente nos casos de deformagoes elasticas (restituiveis), é
uma relacao entre a forca aplicada e o deslocamento:

F = kd, (2.1)

onde F' ¢é a forca aplicada, k& é a constante elastica de rigidez e d é o deslocamento
ou deformacao. Ao analisar a Lei de Hooke considerando a forca como grandeza de-
pendente do deslocamento defini-se a rigidez (k) da mola como a for¢a por unidade de
deslocamento, ou seja, a forca requerida para produzir um deslocamento unitario na
mola. Analogamente, tratando o deslocamento como grandeza dependente da forca,
definimos a flexibilidade (4) da mola como o deslocamento realizado pela aplicacao de
uma forca de valor unitério,

d=0F. (2.2)

Algebricamente as equagbes (2.1) e (2.2) podem ser vistas como fun¢oes inversas e
consequentemente, k e 6, com § = 1/k.






3 Forcas, tensoes e deformacoes

Em todo projeto de engenharia, as pecas estao sujeitas a uma grande variedade de
esforcos como, por exemplo, a acao da forca peso, a forga resultante do vento agindo
sobre a estrutura, dentre outras. FKEstes esforcos agem sobre superficies produzindo
deformacoes nas dimensoes das estruturas, ainda que muito pequenas, o quociente
for¢a/drea dé& origem ao conceito de tensdo. Definiremos neste capitulo as relagoes
matematicas entre forcas e deformacoes na fase elastica, as matrizes de flexibilidade e
rigidez e demonstraremos a expressao que engloba as trés mais importantes constantes
elasticas dos materiais.

3.1 Solicitacoes externas

Um corpo esta submetido a apenas dois tipos de esforcos externos: forcas de su-
perficie e forcas de corpo. As forcas de superficie sao causadas através do contato
entre dois corpos e é distribuida em toda a superficie de contato. Se a area de contato
for pequena a forca de superficie pode ser representada como uma forca concentrada
em um ponto. Forcas de corpo sao aquelas que ocorrem sem o contato fisico dos cor-
pos como, por exemplo, a forga peso causada pelo campo gravitacional terrestre ou a
atragio eletromagnética (Figura 3.1).

Forga
concentrada

——

-—
— —

—<————— Forcade
w«———— Superficie

. -——
- ——
W ‘.
\ |
| Forca de
Cargas corpo
distribuidas

Figura 3.1: Forcas de superficie e corpo [1].
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3.2 Tensao

Determinar a distribuicao de cargas internas no estudo da resisténcia dos materiais
¢ um fator muito importante e para resolver esse problema é necessario entender o
conceito de tensao. Consideramos o corpo mantido em equilibrio por quatro forcas
externas Fg, Fi, [, e Mp,, como mostrado na Figura 3.2 (c):

F, Mg,

F; / ‘\r

oo\l N

F, F, ' F,
(a) (b) (c)

Figura 3.2: For¢a em um elemento do corpo [2].

Considerando o material continuo e coeso, ou seja, sem espacos vazios ou trincas e
que suas partes estao bem unidas, e subdividindo a 4rea da seccao em pequenas areas
AA tem-se um forca AF finita atuando sobre AA. Como todas as forcas, AF pode
ser decomposta em trés direcoes, AF,, AF, e AF,, sendo as duas primeiras tangentes
e a tltima normal ao plano, como mostra a Figura 3.3 (a). A razdo AF/AA, quando
o denominador tende a zero, tende a um limite finito e a essa razao da-se o nome de
tensao, isto é, a intensidade da for¢a interna sobre uma drea/plano especifico que passa
por um determinado ponto material do corpo.

Figura 3.3: TensGes em um ponto material |2].
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Definicao 1. Tensao normal ¢ a forca, seja tracao ou compressao, que atua perpen-
dicularmente a uma drea da se¢ao transversal do corpo e é, geralmente, denotada pela
letra grega o (sigma).

AR
= AAD0 AA°

(3.1)

Oz

Definicao 2. Tensao de cisalhamento ¢ o quociente entre a intensidade da forca
tangencial e a drea. Dados AF, e AF, tangentes ao plano, tem-se:

s AFy
Toy = 50 AA’
4 AF
Toz = NMDOAA

As tensoes normal e de cisalhamento, sao ilutradas nas Figuras 3.1(b) e 3.1 (c),
respectivamente.

Para a simbologia o, o indice indica a diregao normal ao plano de aplicacao da
for¢a. Para 7., e 7., o primeiro indice indica a orientacao do plano e o segundo, a
direcao das tensoes de cisalhamento.

Se seccionarmos o corpo por planos paralelos aos planos xy, xz e yz pode-se tomar
um cubo de dimensoes tao pequenas quanto necessario, Figura 3.4, e este terd as
tensoes em suas faces descritas pelas trés componentes de tensao, representando assim
o estado de tensao que atua em um ponto material do corpo. Se os eixos referenciais
fossem escolhidos em outras direcoes as tensoes seriam diferentes, como sera mostrado
adiante.

|(J'Z

Tzx
Txz Tyz
Ay A
o Xy Ty X G'y
e Ty
X Y

Figura 3.4: Estado de tensao [2].

3.3 Tensao normal média

A distribuicdo média de tensdo que atua com carga axial/normal em uma se¢do
transversal pode ser interpretada como o somatorio de todas as pequenas forgas normais
AF que atuam em cada pequeno elemento de drea AA (Figura 3.5). Da definigao de
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tensao normal podemos escrever AF = 0cAA e tomando AF — dF e AA — dA,
tem-se:

/dFZ/O’dA-)FZO‘A—)O':E
A A

Forga Interna

- Area da secgio
transversal

Forga Externa

T — O D
M f— e m—- Ty

Figura 3.5: Tensao normal média [2].

3.3.1 Deformagao normal

Todo material ao receber cargas externas, sejam tracao ou compressao, deforma-se.
Na Figura 3.6, por exemplo, a barra ao ser tracionada sofre um pequeno elongamento
axial e a variacdo de comprimento pode ser determinada através da relagao AS' — AS.

Corpo ndo deformado corpo deformado

(@) (b)
Figura 3.6: Deformagao de um corpo material [2].

A partir dessa variacao de comprimento define-se deformacao normal média, usando
o simbolo ¢ (epsilon), através da formula:

AS"— AS
AS

E =
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A deformacao ¢ é admensional, sem unidade fisica, por se tratar de um quociente
de comprimentos e pode ser interpretada, por exemplo, como a variacao em mm por
mm de comprimento e a medida final, p6s deformacao, pode ser calculada através de

AS" = (1+¢)AS.

3.3.2 Mobdulo de Young

O Médulo de Young, também conhecido como modulo de elasticidade e representado
pela letra maidscula E, é a medida da rigidez de um material s6lido, uma propriedade
mecanica da elasticidade linear que define uma relagio entre tensao ( for¢a por unidade
de area) e deformacdo em uma material. Seu nome é em homenagem ao cientista bri-
tanico Thomas Young e seu valor em Pascal é determinado, na fase de comportamento
elastico do material, através da razao:

E:g<:>a:E5 (3.2)

Na Tabela 3.1 podemos encontrar o Moédulo de Young, para alguns materiais.

| Material | E (GPa) |

Borracha | 0,01 — 0,1
Nylon |2-4
Aluminio | 69
Aco 200

Tabela 3.1: Exemplo de valores do modulo de Young [1].

3.3.3 Forcga exercida por uma compressao ou tracao

O Modulo de Young de um material pode ser utilizado para se determinar a relacao
entre a for¢a que atua nele e a deformagcao sofrida. Da equacgao (3.1) temos que tensao
é a razao entre forca e area e, da razao de Poisson, tem-se que a deformagao relativa
¢ a razao entre a taxa de variagao pelo comprimento inicial, o que permite reescrever
a equacdo 3.2 de outra forma e associa-la a Lei de Hooke, onde AL =z e FA/L = k.

o= FEe¢
P _ AL
A L
EA N (3.3)
F=——
(7).
F = kx.

3.3.4 O coeficiente de Poisson

O coeficiente de Poisson, em homenagem a Simon Poisson, é a medida do efeito
Poisson, um fenomeno no qual um material tende a expandir em direcoes perpendicu-
lares & direcao da forca de compressao. Por outro lado, se o material é esticado em vez
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Figura 3.7: Efeito Poisson [2].

de comprimido, geralmente tende a se contrair nas direcoes transversas a direcao do
alongamento.

Matematicamente representada pela letra grega v (nu), o coeficiente de Poisson é
definido como a razao negativa entre a variacao relativa lateral pela variacao relativa
axial. Geralmente os valores adimensionais possiveis de v estao entre 0 e 0,5.

Ad
_ 4 _ Elateral
v AL~ T
i3 longitudinal

Para melhor entender as deformacoes normais e o efeito de Poisson formulemos o
seguinte experimento: ao tracionarmos axialmente uma borracha em formato cilindrico
esta sofrerd um pequeno aumento no seu comprimento e uma reducao na medida de seu
raio. Analogamente, ao se comprimir o cilindro, este tem seu comprimento reduzido
e a medida de seu raio aumentada. Podemos pensar que durante todo o processo
nao houve variacgdo na massa/volume o que justifica o fato de ao se ganhar em uma
dimensao é preciso perder em outra.

3.4 Tensao média de cisalhamento

Tensao de cisalhamento ou tensao de corte, definida na secao 3.2, representada pela
letra grega 7 (tau) é a tensdo tangente a area e calculada através da razao entre a forga
aplicada (F') e a area de aplicagao (Ay).

T=—. (3.4)

Exemplificando a tensao de cisalhamento, na Figura 3.8, a forca V aplicada na
viga superior, e contra balanceada pelas duas forcas F', faz o material deformar-se nos
planos AB e CD.

3.4.1 Deformacao de cisalhamento

Deformacoes podem produzir, além do elongamento ou contracao, mudanca na di-
recao de segmentos do material. A deformacao de cisalhamento é definida, entao, como
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O ensaio de tra¢ao e compressao

]| —

(b)

(a)

Figura 3.8: Forcas opostas e sec¢ao cisalhada [2].

a variacao da medida do angulo entre dois segmentos de reta originalmente perpendicu-
lares. Portanto, a deformacgao de cisalhamento, mede a distor¢ao do elemento através

do deslocamento relativo das arestas de uma fracao do material representada por um
cubo de dimensoes suficientemente pequenas. A variacao do angulo é representada pela

letra grega v (gamma) e é medida em radianos (Figura 3.9).

1

| -
4 ;
\ .

C ’

Figura 3.9: Deformagdo por cisalhamento [2].

Conhecidas a magnitude da tensao cisalhante e a variagao angular produzida resul-
tante da deformacao sofrida define-se o mddulo de cisalhamento ou maodulo de elastici-
(3.5)

- G7$y7

dade transversal como o quociente da tensao pela deformacao
Tx
&1

G =
Yy
sendo G uma constante elastica cujo valor pode ser obtido experimentalmente e depende

do material em estudo.

3.5 O ensaio de tracao e compressao
A resisténcia de um material esta intimamente ligada a sua capacidade de suportar
cargas sem sofrer grandes deformagoes ou ruptura e é determinada através de um
experimento muito importante para os diversos ramos da engenharia: o teste de
tragao e compressao. O principal objetivo deste teste é determinar a relacao entre
a tensao normal média e a deformagao normal média do material em anélise.
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A realizacao do experimento, de maneira simples, consiste na marcacao de dois
pontos, no inicio do experimento, em um corpo de prova padronizado e a afericao
da respectiva distancia entre os mesmos. Deve-se medir também a area da segao
transversal inicial do corpo. A méquina inicia entao o estiramento devagar e uniforme
da peca até que se atinja o ponto de ruptura e durante o processo sao medidos, em
intervalos frequentes, as cargas aplicadas e o alongamento 6 = L — Ly no corpo de
provas.

3.5.1 Diagrama tensao-deformacao

Os dados coletados no experimento de tragao compressao permitem a construcao
do diagrama de tensao-compressao. Para isso é necessario determinar a tensao normal
média e a deformacgao nominal através das relagoes

F J
og=— £=—
Lo’

- (3.6)

onde F' é a forca aplicada, Ay é a area da secao transversal do corpo de prova e § é a
variacao do comprimento original.

limite de
___ resisténcia

a £ limite de

u
- limite de proporcionalidade \/ ruptura
Jlr i !_

[ limite elasfico
gy \ g
Ty 7T limite de|escoamento

regido |escoamen- endurecimentopor estriccdo

elastica |fo deformacéo
compor- comportamento plastico
tamento

elastico

Figura 3.10: Diagrama tensao-deformacao.

No decorrer do teste de tracao sao observadas as quatro fases, Figura 3.10, com
comportamentos caracteristicos:
1. Comportamento elastico: o comportamento elastico corresponde ao intervalo
de variacao da forca solicitante onde a tensao é proporcional a deformacao chamada
deformacao elastica. Neste intervalo a curva tensao-deformacao é linear e, se cessada
a forca, o material retorna a sua forma original.
2. Escoamento: com um pequeno aumento da tensao o material entra no regime de
escoamento onde sofre deformacgoes permanentes denominadas deformacoes plasticas.
Nesta fase a tensao se mantém constante & medida que o material é elongado.
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3. Endurecimento por deformacgao: apés a fase de escoamento, a tensao volta a
aumentar e a curva cresce continuamente até o limite de resisténcia. Durante essa fase
a area da secao transversal diminui uniformemente ao longo da extensao do corpo de
prova.

4. Estricgao: ao atingir o limite de resisténcia, a area da secdo transversal comeca
a diminuir em uma regiao localizada formando um afunilamento no material e como a
area estd diminuindo a carga suportada tende a diminuir até a tensao de ruptura.

3.6 Matrizes de rigidez e flexibilidade

3.6.1 Analise estrutural matricial

O objetivo da andlise de uma estrutura com caracteristicas mecanicas e formas ge-
ométricas conhecidas é propor modelos matemaéaticos e determinar os deslocamentos de
todos os seus pontos em funcao das agoes (cargas) as quais é submetida. Uma estru-
tura sera classificada como linear quando sofre pequenos deslocamentos e deformacoes
e seu material constituinte for elastico-linear, ou seja, obedecer a Lei de Hooke.

A andlise matricial é a proposicao e resolucao de modelos matriciais da estrutura em
questao e possui duas abordagens: o método das forcas e o método dos deslocamentos.

Para se determinar as matrizes de rigidez e flexibilidade define-se:

o k;;: representa a acdo (forga) na coordenada i causada por um deslocamento uni-
tdrio na coordenada j enquanto todos os outros deslocamentos sao impostos como
nulos;

e fi;: representa o deslocamento da coordenada i causado por uma agao de valor
unitario na coordenada j enquanto todas as outras acoes sao nulas.

3.6.2 Matriz de rigidez - forcas em funcao dos deslocamentos

Seja a estrutura continua composta por duas hastes, solicitadas por um esforgo
normal, representada na Figura 3.11.

Nesse caso, por hipotese, sao conhecidas as forcas que atuam nas coordenadas 1
e 2 (F1 e F2) e os coeficientes de rigidez ( ki1, k12, k21, k2o) e deseja-se saber os
deslocamentos nas coordenadas 1 e 2 (d; e dy).

Para que o n6 da coordenada 1 esteja em equilibrio a forca externa F'1 deve ser igual
ao somatorio das forcas internas resultados dos deslocamentos ao longo da estrutura.

Assim:
Fy = kndy + kiads. (3.7)

O mesmo pode ser afirmado com relacao ao né da coordenada 2:
Fy = kordy + koods. (3.8)
Unindo as equagdes (3.7) e (3.8) em uma equagao matricial, pode-se escrever:
[R]-[h ]a] 59
A matriz de rigidez pode ser construida determinando-se os coeficientes de rigidez
e flexibilidade das relacoes entre forca e deformacoes.
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1 2 :
(a) ;/ E.A, — Y Sistema de
Z L, ; E.A.L, coordenadas globais
\
\
\
K
by 7 . k 24 Coeficientes de
7 |
() 51! 7FL ; ;0 rigidez (k)
|
\
\
K |
/ e Ko, Coeficientes de
© = = i
A d,=0 + 1 rigidez (kj)
d,=1

Figura 3.11: Coeficientes de rigidez de uma barra composta por duas hastes [1].

Dado que kj; representa a forca na coordenada 1 proveniente de um deslocamento
unitario na coordenada 1, mantendo-se as demais coordenadas fixas, sua magnitude
deve ser equivalente & soma das forcas necessarias para se tracionar a haste 1 uma
unidade e ao mesmo tempo, comprimir a haste 2 também em uma unidade. As defor-
magoes combinadas podem entdo ser modeladas pela equagao (3.3)

dy =0 = k= I L,

_ E\ A, E,A
{dl 1 1, e (3.10)

Ao se produzir um deslocamento unitario na coordenada 1 este produz uma forca
na mesma direcao que deve ser contrabalanceada na coordenada 2, que é fixa por hi-
potese, para se manter o equilibrio da estrutura. Tem-se entao ks, que representa a
forca na coordenada 2 resultante do deslocamento produzido na coordenada 1.

di =1 FEy Ay

= ko = — ) 3.11

Analogamente, k1o, forca na coordenada 1 decorrente de um deslocamento unitario
na coordenada 2 B
di =0 242

= ko = — 3.12

{a2) = b2 (3.12)
e, finalmente, kqo, a forca que traciona apenas a haste 2
dy =0 Ey Ay

{a) = b2 (3.13)

Portanto, a Matriz de Rigidez desta estrutura é igual a

ko ke ] (S )
[ K } o |: ]{721 k‘22 :| B [ _E%Az Ei—AQ (314)
2 2
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3.7 Matriz de flexibilidade - deslocamentos em funcao
das forcgas

Para se obter a matriz de rigidez foram determinadas as forcas em funcao dos des-
locamentos. E possivel, também, determinar os deslocamentos em funcdo das forcas e
desta forma construir a matriz de flexibilidade considerando, por hipotese, a imposi-
c¢ao de uma forcga unitaria para determinacao dos deslocamentos produzidos.
Pelo principio da superposicdo (regime elastico-linear), o deslocamento final nas coor-
denadas sera igual & soma dos deslocamentos ocorridos pelas forcas externas, ou seja:

di = fuiFi + fieFy
3.15
{ dy = forF1 + foo ko (8:15)
e na forma matricial i s ;
1 1 Ji2 Fy
= ) 3.16
|:d2:| [le f22:||:F2:| ( )

O deslocamento de uma das coordenadas da estrutura pode ser calculada a partir
da equacao (3.3):
LF L;

CEaT A

onde uma forca de valor unitario é aplicada em uma coordenada enquanto as demais
nao sofrem acoes.

Ao se aplicar uma forca unitaria na coordenada 1, enquanto a coordenada 2 fica
isenta de qualquer solicitacao, tem-se:

1 (3.17)

Fi=1 o Ly

{ Fy=0 = f11 = ElAl (318)
’ L
Fy =1 In

{ F2 =0 = f21 o ElAl (319)

pois a deform¢ao na haste 1 desloca a haste 2 na mesma medida pelo fato da coordenada
2 nao sofrer nenhuma acao.

O coeficiente f12, que representa o deslocamento da coordenada 1 resultante da
solicitacao na coordenada 2, tem valor

F, =0 Ly
{ =1 :>f12_E1A1'

(3.20)

Finalmente fys serd a soma do deslocamento das duas hastes pois ambas estao sob
efeito da mesma acao.

{ B =0 Ly L, (3.21)

= foo = ——+ :
F2 — 1 f22 E1A1 + EQAQ

Logo, obtém-se a matriz de flexibilidade

| fn fe | Ef}éh Ef,laxl
L F ] fa [ Ly (Ll L2> : (3.22)
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Na secao 2.2, foi associada a relacao inversa entre os coeficientes de elasticidade e
rigidez de uma mola (k = 1/0). Com base nessa defini¢ao surge o interesse em verificar
se 0 mesmo se aplicard as matrizes de rigidez e flexibilidade de estruturas e em qual
intervalo, se existir, essa relagao é valida.

Proposicao 1. As matrizes de Rigidez e Flexibilidade sao inversas uma da outra, ou
seja, (K]~ = [F] e [F]™! = [K].

Demonstracao. Sejam [K| e [F| as matrizes de rigidez e flexibilidade da estrutura
proposta na Figura 3.11. Ao se efetuar o produto matricial, obtém-se:

Ly Ly
i o | () B [wk o mE ][0
B _ By ByAy Ly L4 Lz !
Lo Lo Fi1Aq FE1Aq FE>As

Ly Ly FEi1Aq EQAQ) _ EsAs
=BT e, ] MR =[é H’
Bl A E1 A + Eq Ao - 222 222

o que mostra que as matrizes de rigidez e flexibilidade sao inversas, na fase elastica,
assim como os coeficientes de rigidez e flexibilidade da mola. O

3.8 A lei de Hooke generalizada

Em aplicacoes reais, uma peca ou elemento de maquina geralmente esta sujeito a
tensoes em diferentes eixos e estas provocam alteracoes dimensionais, dentro do regime
elastico, no material. Considerando um ponto, um cubo infinitesimal, do elemento sob
acao das tensoes 0., 0, € 0, tem-se as deformagoes normais ¢, €, e €, e as defor-
magoes transversais as tensoes pelo efeito Poisson, ambas combinadas pelo principio
da superposicao. Considerando, por exemplo, a tensao o, e a relagao de Poisson

Elateral = —VElongitudinal O €lemento sofrerd trés deformacoes ao longo do eixo :
O
xT El ’
E—)
et = v,

Quando os trés efeitos sao superpostos, a deformacao normal e, pode ser determi-

nada através da relacao
O oy o
= — —V— —V—.

E E E
De modo analogo, para as deformacgoes na direcao dos eixos y e z tem-se:
Organizando os dados da Tabela 3.2 na forma matricial, com as deformacgoes em
funcao das tensoes, a Lei de Hooke para tensoes normais triaxiais é dada por
o 1 1 —v —v o
e | =% | 1 —v oy (3.23)
€, —v —-v 1 o,
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Deformacgoes
Tensdao Dir = (¢,) Diry (¢,) Dir z (e;)
% % %
O L, ot "z
—pyy ') —py=y
Oy VE E VE
T ST S

Tabela 3.2: Composicao das deformagoes.

(b)

Figura 3.12: Deformagbes normais combinadas [2].

e, explicitando as tensoes em fungao das deformacgoes temos

o E (1—-v) 11/ v Ex .
Zy Tarna-) | (;”) (1Z,,) zy (3:24)

Considerando a aplicacao de tensoes de cisalhamento, a Lei de Hooke pode ser

escrita como
Ty Tyz Tz

Vay = 677@%2 G y Yoz = Ea

ilustradas pela Figura 3.13.

Figura 3.13: Deformagoes de cisalhamento combinadas [2].

Proposicao 2. As constantes elasticas estao relacionadas através da expressao G =

E/[2(1 4+ v)].
Demonstracao: Uma barra sujeita & uma tragao normal na dire¢ao z ira alongar-se
£, na direcao da solicitacao e contrair-se, devido o efeito Poisson, —ve, nas direcoes
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y e z. Tomando um elemento de forma cubica com lados iguais & 1, conforme Figura
3.14, este ird deformar-se em um paralelepipedo de dimensoes 1 +¢,, 1 —ve, e 1 —
ve,. Em contrapartida, se o cubo for rotacionado 45° em relagao ao eixo que esta
sendo tracionado, a face mostrada na figura ird deformar-se em um losango devido &
deformacgao de cisalhamento 7/, que é igual ao montante cujos angulos retos, da face
quadrada do elemento cibico, aumentam ou diminuem.

| v
| o
-_F'_ PR , 1 _F' X_q_P_ %_|_f};ffﬁhh _F'
1_V€$I — :I gﬁ}\j’f,)%_’y
| -
1+ €,
(a) (b)

Figura 3.14: Deformagoes normais e de cisalhamento.

Considerando o cubo da Figura 3.15 (a) tem-se as medidas pré e pos tracao axial
como mostrado na Figura 3.14.

Apos a deformacao, o angulo entre a diagonal e a aresta da base do cubo que tem
medida igual a metade de um angulo reto, assume o valor:

_rT_7
B_4 2°

Aplicando a férmula da tangente da soma para o angulo S obtém-se
T 7

tg() —tg(3)
98 =194 = 3) = T tg@ 9D

Como o angulo v é muito pequeno e desta forma tg(z) ~ x com base na série de
Taylor para tg(x), é possivel aproximar a expressao para

112
1+

[\

tgB =

NI

1 — ve,

1+ ¢,
(a) (b) (c)

Figura 3.15: Variacao angular por cisalhamento .
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Por outro lado, a partir das deformacoes nas direcoes dos eixos x e y é possivel

escrever tg[3 como
1—ve,

1+e,
e, igualando as duas expressoes para tgf e isolando 7, obtem-se

tgp =

(14 v)e
s

Dado que €, << 1 na fase elastica e que multiplica o coeficiente de Poisson, que
também é muito pequeno, o denominador da expressao pode ser aproximado para 1,
resultando em

v=(14v)e,.

Para obter-se E' e GG na expressao aplica-se a Lei de Hooke para deformagoes normais
e de cisalhamento seguidas das expressoes 0 = P/A e 7 = P/2A demonstradas no
Apéndice B.1.

T Oy
P ] P
m—( +V)E (3.25)
_FE
2(1+v)
0 0
45°
- P —
Tm 2A
_ P
o 0=

Figura 3.16: Orientacao de 45° e tensao de cisalhamento méxima.

3.9 Transformacoes no estado de tensao no plano

Na Sec¢ao 3.2 foi visto que o estado geral em um ponto material é determinado
pelas seis tensoes, normais e de cisalhamento, que agem nas faces do cubo elemental
do material. Com frequéncia, em aplicacoes praticas de engenharia, esse estado nao é
encontrado pois, geralmente, sao feitas aproximacoes para simplificar as tensoes apli-
cadas ao corpo a fim de que estas possam ser analisadas em um plano simples. Nesta
situagao diz-se que o material esta sujeito a um plano de tensoes representado no plano
xy e pelas tensdes oy, 0, e T, (Figura 3.17).
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Figura 3.17: Estado de tensao geral e no plano [2].

As tensoes aplicadas, além de manter o elemento em equilibrio, variam em funcao
da orientagoes do mesmo e podem ser modeladas através das equacoes de equilibrio es-
tatico, podendo-se desta forma, prever as direcoes que sofrerao as maiores solicitacoes
e realizar reforcos estruturais nestas. Para efeito de calculo as orientacoes positivas dos
eixos de tensoes normais atuam para fora das faces e a tensao de cisalhamento, para
cima na face direita e para direita na face superior.

Usando a convencgao de sinal estabelecida, secciona-se o elemento da Figura 3.18
ao longo do plano inclinado e isola-se o segmento como mostrado na figura. Se a area
seccionada medir AA, as faces horizontal e vertical irdao medir AAcosf e AAsenf
respectivamente. Aplicando as equacoes de equilibrio de forca para determinar os
componentes desconhecidos de tensoes normal e de cisalhamento o, e 7,/,/, obtém-se:

0w AA — (T3 AAsenf) cosd — (o,AAsenf)sent — (1,,AAcosf)sent — (0,AAcos0)
cosf =0
Tory AA + (TpyAAsenf) sen — (o,AAsen ) cosd — (1,yAAcosf)cost + (0,AAcosb)
sen ) = 0,
que podem ser reescritas da seguinte forma:

Oy = 0, COS 20 + o, sen 20 + Tuy(2sen f cos 6)

Typry = —0g senf cos @ + o, sen 6 cos 0 + 7, (cos 20 — sen?0).

Estas duas equacoes podem ser simplificadas utilizando-se as identidades trigono-
métricas sen 20 = 2sen 6 cos 6, sen 20 = (1 — cos20)/2 e cos 20 = (1 + cos 20)/2:

0x + 0y Oy —

T cos 20 + Ty SN 20

2o (3.26)
Tury = —% sen 20 + 7, cos 20

Através destas equacgoes pode-se determinar as tensdes em um ponto do material
para qualquer orientacdo desejada e para se calcular a tensdo normal na direcdo vy’
basta substituir # por € + 90°, o que resulta:

oy =0, sen 20 + o, COS 20 — Tuy2sen 6 cos 0

oy _ Tzt Oy OOy cos 20 — 7, sen 26.
2 2

(3.27)
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o, AA cosfl
A

7oy AA cOS B

;J/a,/" ‘: Ty AAsind
f
y

oy AAsind

Tavg |

oy

Figura 3.18: Tensoes em fungao da orientacdo e circulo de Mohr [2].

Uma maneira grafica mais simples e pratica de se analisar a variacao das tensoes
em funcao da orientacao do elemento infinitesimal é através do circulo de Mohr, pro-
posto pelo engenheiro alemao Christian Otto Mohr, cujo desenvolvimento ocorre ao se
quadrar e somar as equagoes (3.26).

Nesta representacao geométrica, Figura 3.18, os valores das tensoes o, e o, sao
mostrados no eixo horizontal com orientacao positiva para direita e o eixo vertical,
orientado positivamente para baixo, a tensao de cisalhamento 7,,.

(0w — Oavg)” + Ty = R

or + 0y
Oavg = 9

(3.28)
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Com base nos conceitos e relacoes estudados anteriormente, os objetivos voltam-se
para a implementacao de representacoes visuais das transformacoes de tensao e de-
formacao utilizando-se o software Geogebra. Serao representados o circulo de Mohr e
graficos relativos as variacoes das constantes elasticas de laminas de materiais compo-
sitos quando estes sao solicitados em eixos que diferem dos eixos principais das fibras
do material.



4 Materialis compositos

4.1 Definicao e caracteristicas

Um material classificado como composito é um sistema constituido por duas ou mais
fases em escala macroscopica cujas propriedades e performance sao projetadas para ser
superior as dos materiais constituintes isolados. Uma fase, geralmente descontinua
mais rigida e forte, é chamada de reforgco ou fibras e a outra, continua e com menor
rigidez e mais fraca, de matriz. As propriedades do material composito dependem
das propriedades e geometria de suas fases constituintes e a distribuicao do reforco
determina a uniformidade do material.

Matriz Fibras

Figura 4.1: Exemplo de materiais compositos com fibras e matriz.

De maneira analoga aos materiais isotropicos, os materiais compdsitos assintropicos
também tem um estado de tensao que pode ser estudado analisando-se um cubo infi-
nitesimal do mesmo. Porém, diferentemente do primeiro grupo, estes podem ter suas
constantes de flexibilidade e resisténcia diferentes para diferentes eixos ou direcgoes, e
portanto faz-se necessario o uso de até nove componentes de tensao que atuam nas seis
faces do cubo e nove constantes de deformacao para representar o estado de deforma-
cao. No caso mais geral, os estados de tensao e deformagao podem ser representados,
da seguinte forma, pela Lei de Hooke generalizada:

Z;; [ Cllll C(1122 C’1133 C'1123 C{1131 C11112 C'1132 C’1113 C11121 ] i;;
033 C12211 02222 C’2233 C12223 02231 02212 C12232 C(2213 C12221 €33
093 03311 03322 C’2333 02323 02331 C’2312 02332 C’2313 C’2321 €93
o31 — C(3111 03122 Cdldd C(3123 CY3131 03112 C(3132 03113 C13121 €31
O1o C(1211 CY1222 01233 C11223 CY1231 C’1212 C'1232 CY1213 C(1221 €19
039 C'3211 C'3222 C3233 C'3223 03231 03212 C'3232 03213 C13221 €32
013 C11311 C(1322 01333 C'1323 C{1331 01312 01332 C(1313 C11321 €13
oa1 | C(2111 C'2122 C’2133 02123 C{2131 C’2112 02132 C’2113 C12121 ] €91
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e
[ €11 1 B 011
- St Stz Susz Stz Sust Stz Suse Sz S o
22 22
- Soorr Sozze So3z So2ez Soazr Soaie Soze Soziz S2zon o
33 33
- Ss311 O3z22  So3zz S2zes  Sozzr Sasziz Sozzz OS2z Sozan o
23 23
- | Ssii1 Szize Ssi3z Szizs Sszi31 Saiz Sszizz Sziz Szi21 o
31 | = 31
- Si211 Si2z2 Si233 Stz Si2s1 Si2iz Sizse Si2iz Siean o
12 12
c Sso11 Ss202 S3233 Ss203 Ss231 Ss212 Ssa32 Ss23 Sse01 o
32 32
- S1311 Sizze Sizz Sizes Sizzr Stz Sizzz Siziz Sizan o
13 13
Sor11 So1z2 S21ss S22 S2izr S2riz S2ize S2iis Sz
| €21 | - 021
com
0ij = Cijri€l
€ij = OijklOkl,

sendo Cjji € Sijki, respectivamente, os coeficientes de rigidez e flexibilidade do material
compo6sito. Embora, no caso mais geral, sejam necessarias 81 constantes elédsticas, de
rigidez e de flexibilidade, para caracterizar completamente um material, a simetria das
matrizes de tensao e deformacao reduz para 36 o nimero de coeficientes, dado que
oij = 0ji e €5 = €5;. Desta forma pode-se descrever as tensoes e deformagoes através

das equacoes:

com

01
02
03
T4
T5

T6

€1
€9
€3
V4
Vs
Ve

CVll
C(12
Cis
C114
Cis
CV16

Cip Ciz3 Cu
022 C(23 C124
C23 033 C'34
C124 C134 C144
C125 C135 C(45
CV26 C(36 C(46
512 Sl3 Sl4
S22 523 524
323 533 834
524 SS4 844
S25 335 545
526 836 546
g; = CZ j £ I
& = Sij gj.

St6
S26
536
S16
SS6

€1
€2
€3
V4
Vs
Y6

01
o]
03
Ty
T5
Te

(4.1)

(4.2)

(4.3)

Para o caso dos materiais ortotropicos as relagoes de tensao e deformacgao também
tem as formas das equagoes (4.2) porém o nimero de constantes é reduzido para nove.

01
02
03
T4
Ts

T6

Cn
C(12
Cis

o O O

Cio Ciz 0

Cyp Oy 0

Cys Csz 0
0 0 Cy
0 0 0
0 0 0

OOQOOOO
S

o O O O

066

€1
€2
€3
V4
Vs

Y6

(4.4)
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e
[ €1 ] [ S Sz S 0 0 o 17T 01 1
€2 Sia Saa oz 0 0 0 02
€3 _ Sz Sy Ssz 0 0 0 03 (4 5)
Y4 0 0 0 544 0 0 T4 )
V5 0 0 0 0 555 0 T5
L V6 ] L 0 0 0 0 0 566 1 L 76 |

4.2 DMateriais transversalmente ortotrépicos em um
estado plano de tensoes

Materiais compo6sitos, na maioria das aplicacoes estruturais, sao usados na forma
de finas camadas/laminas sobrepostas e desta forma podem ser consideradas sob agao
de tensoes em um plano de tensao e sem tensoes ou solicitacoes exteriores a este.

(2-3): plano de
isotropia

Figura 4.2: Material ortrotopico com isotropia tranversal [1].

Matematicamente temos:
03 = 0
To3 =Ty =0
T13 =75 = 0,

e as relacoes tensao-deformacao ficam reduzidas a:

01 Ciu Cip Ciz O 0 0 €1
o) Cia Cypn Cu 0 0 0 €9
0 o 013 023 033 0 0 0 £3
0 - 0 0 0 C44 0 0 Y4
0 0 0 0 0 055 0 V5

L T6 i | 0 0 0 0 0 066 1L Y6 i
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e portanto

o1 = Chie1 + Chaeg + Clises
09 = Chae1 + Cageg + Coses
0= 01381 + 02352 + C33€3

V4= =0
76 = Ce676-
Eliminando £3, obtém-se:
O30 450
o1 =(Cn — 8 13)81 + (Cr2 — 3 23)52 = Quer + Qg2
Cs3 Cs3
CyC Cy3C.
o9 = (Cr2 — i 13)81 + (Cog — QCS' 23)52 = Q1261 + Q2262
33 33

Te = Ce676 = Qo676

ou
B vo1Fn
01 Qu Q2 0 €1 1_V12E,,21 1—t12091 0 €1
— — V121442 2
o2 o Q12 Q22 0 €2 o 1—v12v21 1-vigvo1 0 €2 ’
e 0 0 Qes Y6 0 0 G1s Y6
(4.6)
. .. . ~ Ci3C; ~
onde os coeficientes de rigidez da matriz sao dados por @Q);; = C;; — % e as relacoes
inversas por
1 —v21
€1 S Sz 0 01 B Eo 0 01
—V
E9 = 512 SQQ 0 09 = E_? B 0 09 . (47)
1
Y6 0 0 SG6 T6 0 0 Cia T6

Quando as solicitagoes e deformacoes aplicadas nas direcoes dos eixos x — y nao
coincidirem com os eixos principais 1 — 2 de orientacao do material compésito estas
podem ser representadas em funcao dos parametros do sistema z0y através das relacoes

01 i [ Oy
09 = [ T } oy
T12 Try

- - 4.8
N . (4.8)
€9 = [ T } Ey ,
Y12 | | Vay

onde a matriz de transformagao [T] pode ser obtida através do sistema de equagoes
3.26 reescrito em sua forma matricial e tem a forma

cos 20 sen 26 2sen @ cosf
[ T } = sen 20 cos 26 —2sen 6 cos
—senfcosf senfcosh cos?0 — sen?d

Sendo a matriz de rotagdo invertivel, para se obter 7! basta fazer uma rotagao no
sentido anti-horario, ou seja, substituir o parametro 6 por —6.

Proposicao 3. A matriz dos coeficientes de rigidez e flexibilidade no novo sistema de
referéncia tem a forma [T~Y[Q12][T] e [T7][S12][T).
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Demonstracao: Partindo da equacao 4.8 temos:

Oz 01 Qu Q2 0 €1
oy :[ T ] oy | = [ 7! } Q2 Q2 0 €9
Ty L T12 0 0 Qes 712

[ Qi1 Qi O Ex

=[T7 ]| Q2 Qn 0 [T ] &

L 0 0 QGG P)/my

Analogamente,

Ex i €1 St Si2 0 o1
Ey :[ T-1 ] S} = [ T-1 } S1a Sao 0 02
Yoy | 712 0 0 See T12

[ Si1 Si2 0 Oz

= [ T_l ] 512 522 0 [ T } Oy

L 0 0 Sﬁﬁ Ty

As relagoes tensao-deformacao mostram que, quando a lamina é carregada somente
em tensdo ou compressao ao longo dos eixos principais do material, denominados (1—2),
nao ha tensao de cisalhamento. Da mesma forma, quando a lamina é carregada sob
cisalhamento puro, 7, somente no plano principal (1-2) uma tensao de cisalhamento,
12, é produzida no plano 1-2. Assim, nao ha acoplamento entre a tensao normal e
deformacao por cisalhamento e entre tensao de cisalhamento e deformacoes normais.
Isso nao é o caso em que a lamina é carregada ao longo dos eixos arbitrarios x e y.

Definicao 3. Coeficiente de acoplamento de cisalhamento 1), ¢ a razao entre a
deformacao de cisalhamento s = 75y € a deformagdo normal azial €,. Analogamente,
Nsx € 0 1NVErso de 1Myg:

Yy €x

Nes = — 5 Nsx = —-
x Yy

Quando solicitado por uma tensao o, em um eixo = diferente dos eixos principais
(1-2) do material, esta produz as seguintes deformagoes:
Oy _me
E_xagy = E—x%ﬁs = Eaﬂca
sendo a razao de Poisson v, a razao negativa entre €, e €, e o coeficiente de acoplamento
de cisalhamento 7,,, a razao entre 75 e £,. Analogamente, a solicitagao o, produz as
deformacoes

Ex —

e, = __I/y:co_ E,, = & fy = —nyso'
T Ey Yy Cy Ey’ s Ey Yy

e uma tensao de cisalhamento pura 7, com 7, e n,, sendo as razoes de €, e g, com
respectivamente, gerard as deformacoes:
Nsy Ts

—?781 TsyEy = = Tsy Vs = 5
Sy Cy — Sy IS T .
Gy Gy Gy

Desta forma, pelo principio da superposicao de esforgos, as deformacgoes-tensoes em
funcao dos parametros do material sao dadas por:

Er —

1 _ y= Nsx
— | L Nsy
Ey | = Eq B, Gy Oy
Nxs Nsy 1 T
79 Ez Ey Gl‘y S



52 Materiais compésitos

Através das relacoes entre constantes de rigidez e flexibilidade e das transformacdes
de tensoes-deformacoes tem-se:

—_

1 _ Yz sz 1 —v21 0
_ Vay 1 sy _ - —v12 1
Ey Ey Gry - |:T ] Ey E2 0 [T] ’
Nas Nsy 1 0 0 1
E E G G2

em cuja forma de sistema de equacoes, apoOs realizar os produtos matriciais, permite
determinar as constantes de engenharia para um sistema de eixos x — y arbitrario de
aplicagao das tensoes em funcao dos parametros E1, E,, G1a, V21 € 112 associados aos
eixos principais da lamina de material.

1 cos’, sen*0 cos*0.sen?0
== 6 — %0 0 — vy1.c08%0) + —————
5 E (cos v1asen0) + A (sen Va1.c05°0) + Cra
1 sen®d 9 cos*0 cos*6.sen*0
— = 0 — %0 20 — 20) 4+ ———
BB (sen vi2cos-0) + & (cos Vo1 sen0) + G
1 4cos*Osen®d (14 1) + 4cos*0sen®d (1 + 1) + (cos?0 — sen?0)?
= v —_— v
Gzy El 2 E2 2 G12
Vey  Vyz cos?0 sen’d cos?0.sen’0

(v19c08%0 — sen?0) + (va18en®0 — cos0) +

E. E, E E, G2

Nes  Nse  2cos>Bsenf 2cosfsen0 cosfsenf(cos*0 — sen0)
- 1 ki _

E. G, B (Lt B (L tva) Gro

Nys TNsy  2cosBsen®d 2cos30send cosfsenb(cos*0 — sen?6)

Jys _ sy _ T _

E, Gy B (L) B L) G

(4.9)

Desta forma, conhecidas as constantes especificas Ey, Fo, G1a, V12 € V9 da lamina
de material composito e com base das equagoes (4.9) é possivel elaborar um fluxograma
para se determinar os valores das tensoes, deformacgoes e das constantes elasticas em
um novo sistema de eixos determinado a partir da rotacao de 6 graus em relacao aos
eixos principais do material.
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10Gxy/g12 |

Ex/E2, 10Gxy/G12
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8 graus

Figura 4.3: Mo6dulo de Young e modulo de cisalhamento de material compésito unide-
ricional em fungao da orientagao das fibras [1].

0.6
4 1 X
05 1 e o}
0.4 AN
8] AN
=
E:: 0.3 1 \\
= | )
' 0.2 Vyx
0.1 1
0 r

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
9 (graus)

Figura 4.4: Razao de Poisson e coeficiente de acoplamento de material compoésito
unidirecional em fungao da orientacao das fibras [1].
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Figura 4.5: Representacao grafica da variacao das constantes de engenharia em funcao
do parametro 6.
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Figura 4.6: Fluxograma para transformacao das constantes de Engenharia especificas
do material.



5 Consideracoes finais

Este trabalho teve como principal objetivo explorar matematicamente as relagoes
entre tensoes e deformacoes e a modelagem de equagoes para situagoes onde os eixos
principais dos materiais nao coincidiam com as diregoes das tensoes aplicadas.

Ao longo deste trabalho, visando facilitar o entendimento por parte do leitor, foram
apresentados conceitos basicos de Algebra Linear e Fisica e ilustracdes que esclareciam
os modelos mateméticos estudados. Adicionalmente, foram apresentadas as constantes
elasticas caracteristicas de materiais e a forma como estas se inter-relacionam.

Os materiais compoésitos sao amplamente utilizados na inddstria moderna devido
a sua alta resisténcia mecanica e baixo peso. No ramo aeronautico, segundo dados da
Revista Fapesp de julho de 2018, edicao 268, o percentual de material composito utili-
zado na construcao da aeronave Boeing 787 Dreamliner chega a 50% de todo material
utilizado. Desta forma é necessario conhecer as relacoes matematicas que descrevem
os comportamentos dos materiais para se projetar as pecas e estruturas.

Materials used in 787 body 5
Fiberglass M Carbon laminate composite . Total materials used
B Aluminum I Carbon sandwich composite : By weight
3 Aluminum/steel/titanium : Other
Steel 5% Composites

10% 50%

Aluminum
20%

By comparison, the 777 uses 12 percent
composites and 50 percent aluminum.

Figura 5.1: Infografico percentual de material compdsito em uma aeronave.|6]

As laminas de materiais compositos tém propriedades associadas aos seus eixos
principais e quando as forcas impostas a ele nao coincidem com estes eixos é possi-
vel determinar as novas constantes elasticas através das equagoes (4.9) construidas na
secao anterior. De acordo com o processo de fabricacao e a disposicao das fibras a re-
sisténcia nos eixos (1 —2) podem ser diferentes e com isso torna-se necessario entao uso
de varias laminas do material compoésito aplicadas por camadas com alternancia nas
orientagoes das fibras/eixos para a obten¢do de uma maior resisténcia as solicitagoes e
deformacodes que ocorrem em varias direcoes.

Sao propostas para a continuacao deste trabalho o estudo da transformacao das de-
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Figura 5.2: Aplicacao de laminas de materiais compésitos com diferntes orientagoes
das fibras.

formacoes, de forma analoga a realizada para a transformacao das tensoes; a elaboragao
de um aplicativo no Geogebra que possibilite a determinagao das propriedades elésticas
de laminas de materiais compositos com diferentes angulagoes, tendo como base as pro-
priedades elasticas nas direcoes principais e a realizacao do estudo do comportamento
da superposicao destas laminas na modelagem matematica e simulacao computacional
das deformagoes e tensoes visando possiveis aplicacoes. Além disso, pretende-se que
esse estudo torne a exposi¢cao do assunto mais facil aos alunos de engenharia.
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A Animacoes no software Geogebra

Este trabalho dissertou sobre as relacoes de tensao e deformagao de materiais e
suas aplicacoes em materiais compositos e visando auxiliar a assimilagao dos conceitos
por parte do leitor, foram desenvolvidas em paralelo, no software Geogebra, animagoes
representando as deformacoes em um cubo de material em funcao das tensoes aplicadas
e a variacao das tensoes em funcao da orientacao da lamina de material sob acao das
forcas.

Neste apéndice serao explicados os comandos e modos de uso de tais animagoes
que se encontram disponiveis para uso online e download, juntamente com o software
Geogebra no link hitps://www.geogebra.org/u/tiagolevipacheco.

A.1 Circulo de Mohr

No capitulo 3 foi apresentada uma maneira pratica de se determinar a variacao
das tensoes normais e de cisalhamento através do circulo de Mohr. Este dispositivo
foi modelado no software Geogebra onde o leitor pode observar a variacao das tensoes
através da variacao do parametro 6.

7 mohrCicle3.ggb - O X
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Figura A.1: Circulo de Mohr.

Através da caixa de entrada (seta vermelha) é possivel fornecer os valores das tensoes
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normais o, e o, e de cisalhamento 7,,. Movimentando-se o controle deslizante ang
(seta azul) produz-se as variagoes nas tensoes. As novas tensoes o, e o, podem ser

observadas nas coordenadas x dos pontos D e I/, respectivamente, e 7,/,/, na coordenada
y dos pontos.

A.2 Deformacoes normais e de cisalhamento

As deformacoes produzidas pelas tensoes podem ser melhor compreendidas através
da visualizacao destas em elemento ciibico do material em estudo.
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Figura A.2: Elemento ctibico de um material.

Representado na imagem da animacao na cor cinza o sistema de eixos cartesianos
x L y L z utilizado como referéncia para a construcao do elemento cubico, a posicao
de observacao em relacao pode ser controlada pelos controles deslizantes a, b e ¢,
que representam a rotacao em torno dos eixos x, y e z, respectivamente. Abaixo
destes encontram-se os controles deslizantes para as tensoes normais e de cisalhamento.
Movendo-se o cursor manualmente ou comandando-o para oscilar entre seus valores
maximo e minimo automaticamente ¢ possivel observar a respectiva deformacao no
cubo por diversos angulos. Na representacao existem dois cubos sobrepostos, um azul
fixo, que representa o material livre de tensoes, e um marrom claro que simula as
deformacoes sofridas tornando possivel comparar as situacoes pré e pos tensao.

Na Figura A.3 é possivel observar uma tensao de cisalhamento de 100kPa na direcao
do eixo y aplicada na face orientada na direcao do eixo z e a deformacao produzida. Na
Figura A.4 é possivel observar a deformacao normal produzida por uma tensao normal
de 84kPa na direcao do eixo y. As tensoes sao independentes entre si e podem ser
combinadas em uma mesma simulagao de acordo com o principio da superposi¢ao.
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Figura A.3: Simulacao de uma deformacao de cisalhamento.
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Figura A.4: Simulacao de uma deformacao normal.
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Animacoes no software Geogebra
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Figura A.5: Superposicao de deformagdes.




B Demonstracoes matematicas

B.1 Demonstracao da expressao da tensao de cisalha-
mento maxima

Consideremos uma barra de material sujeita a tensao normal F'.

Figura B.1: Tensao de cisalhamento em um plano rotacionado 45° em relacao ao esforgo

solicitante.

Nesta situacao, sendo Ag a area da seccao perpendicular ao eixo principal da barra
e Ap a area da seccao inclinada de 0 graus pode-se escrever

Ag = Ag/cosb.

Sendo N e V, respectivamente, as tensoes normal e de cisalhamento na face Ay. A
partir das defini¢coes de tensao normal e de cisalhamento podemos escrever

_N
o= "
Fcost
o= ————
Ap/cosb
_ Fcos®0
o= o
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e
Vv
T A,
_ Fsenf
T Ap/cost
B Fsen26
24

Considerando ¢ = 45°, medida angular para a qual a tensao de cisalhamento é
maxima, teremos o =7 = F/2A,.

B.2 Coeficiente de acoplamento de cisalhamento

No capitulo 4.2 foi definido o coeficiente de acoplamento de cisalhamento 7, e ns;
e as relacoes matematicas entre tensoes e deformacoes em eixos arbitrarios x — v,

Ny = 779030 £ — Nsx -
Ty — T T — Ty -
Ex G:ﬂy

Estas relagoes podem ser demonstradas através dos quocientes entre as equagoes

(3.2) e (3.5)
@ o ny’}/:cy

Oy FE.e,
onde 7Mys = Yay/Ex
Ty _ny
- 771’8
o, By
Gy Yay _Gwy
- s
O E,
Oy
Yoy = Nes-
Yy Elz
De maneira analoga, invertendo o quociente, tem-se
Tazy Gwy/yxy
o, LBy
= Nsx
Toy Gy
- Nsx
Ty Gwy
Ty
Ex = Nsa-



