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RESUMO

O objetivo desse trabalho é apresentar uma proposta de como ensinar os
conceitos relacionados a Fungado Exponencial através da Metodologia de
Resolugao de Problemas. Para isso, apoiamo-nos na teoria de Polya e
Onuchic e propomos dois problemas. Em um destes € introduzido o uso
do software Geogebra. Aqueles exemplificam como aplicar a metodologia
de Resolugdo de Problemas no ensino da matematica. A formalizagéo do
conteudo abordado nos problemas sdo apresentados no trabalho, assim
como os resultados de aplicagcdo da proposta para a primeira série do

Ensino Médio.

Palavras-chave: Funcdo Exponencial. Resolu¢cdo de Problemas.
Geogebra. Ensino Médio.



ABSTRACT

This work aims to present a proposal on how to teach the concepts related
to Exponential Function through the Methodology of Resolution of
Problems. In this regard, we sustain us on Polya and Onuchic theory and
suggest two problems. In one of them is introduced the use of software
Geogebra. Those exemplify how to apply the methodology of Resolution
of Problems in the teaching of mathematic. The formalization of the
boarded content in the problems are presented in this work, as well the
results of application of the proposal for the first High School step.

Keywords: Exponential Function. Resolution of Problems. Geogebra. High
School.
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1. Introducéo

O ensino da matemadtica, hoje, ndo pode mais ser um mero treino de habilidades e

mecanismos de repeti¢do com a resolugdo de varios exercicios iguais.

Nesse sentido os pesquisadores tém desenvolvido metodologias para substituir
métodos tradicionais de ensino, em particular, para o aluno compreender melhor conceitos

matematicos na pratica do dia-a-dia.

Os Parametros Curriculares Nacionais estabelecem que o ensino e aprendizagem da
matematica ¢ um tipo de trabalho que “o valor da resposta correta cede lugar ao valor do

processo de resolucao” (PCN's, 1997, p.29).

Contrariando os métodos tradicionais de ensino-aprendizagem da matematica, insere-
se a metodologia de Resolucao de Problemas. Trata-se de ensinar os conceitos matematicos a

partir de um problema (ONUCHIC, 2014).

Um dos primeiros tedricos a desenvolver o método de Resolucao de problemas, objeto
do nosso estudo, foi George Polya que em sua obra mais famosa “How to solve it” (1995),
que em Portugués foi traduzido como “A arte de resolver problemas”, estuda os diversificados

métodos de resolucao de problemas, também conhecido como método Heuristica.

Para um melhor desempenho na resolucdo de problemas o referido autor divide a
pratica de resolver problemas em quatro etapas: 1) Compreensdo do problema; 2)
Estabelecimento de um plano; 3) Execu¢do do plano; e 4) Retrospecto, para um melhor
desempenho. (POLYA, 1995). Nesse trabalho, essas etapas foram utilizadas em sala de aula,
na primeira série do Ensino médio, através do didlogo professor- aluno (DANTE, 2000) para

a fungdo exponencial.

A estrutura do trabalho se resume a apresentar uma introdug¢do da metodologia de
Resolu¢do de Problemas no Capitulo 2. Particularidades relativas a poténcia de nimeros reais
sdo apresentadas no capitulo 3, com o objetivo de introduzir a fun¢do exponencial de acordo
com o capitulo 4. O capitulo 5 refere a continuidade e limites para x - tooe x — —oo da
funcdo exponencial, de forma a esclarece ainda mais as caracteristicas do grafico da fun¢ao
exponencial. Neste capitulo também ¢ apresentado como utilizar o software Geogebra para a

obtengdo dos graficos das fungdes exponenciais relacionadas com esse trabalho. No entanto, o
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software pode também ser utilizado para fazer o grafico de qualquer funcdo com as devidas

adaptacdes.

A proposta para uso da metodologia de Resolucdo de Problemas para desenvolver os
conteudos citados ¢ apresentada no capitulo 7 e os resultados de aplicagao da metodologia e

do software Geogebra obtidos com os alunos da 1? série do Ensino Médio, no capitulo 8.
2. A importancia de se ensinar Matematica através de resolucéo de problemas.

Segundo publicagdes do NCTM- Conselho nacional de Professores de Matematica
realizado nos Estados Unidos, em 1980, “O curriculo de Matemdtica deve ser organizado em

torno da resolugdo de problemas”.

A partir do que foi dito, percebe-se que podemos oferecer ao aluno a oportunidade de
aprender matematica por meio da resolugdo de problema, dando a ele a oportunidade de
construir os conceitos matematicos usando raciocinio logico sem formulas e regras pré-
estabelecidas. Isso nos leva a compreender que o erro cometido pelo aluno deve ser abordado
de forma positiva, sem despersonalizar seus méritos para que ele use seus conhecimentos e

resolva as varias situagdes matematicas que lhes sao pedidas.

Além disso, tudo aprender matematica ¢ valorizar a troca de experi€ncias entre 0s
alunos fazendo das respostas erradas um ponto de partida para que eles consigam resolver e

formular problemas.

Segundo Hamilton (2014) “As criancas devem aprender a se sentir confortdveis em
fracassar de vez em quando, mas em fracassar com gloria. Quero que errem e deixem o erro

para tras, para tentar de novo”.

Sempre houve muita dificuldade de se ensinar matemadtica e fazer com que o aluno
aprenda. Por meio da resolugdo de problemas podemos tornar o ensino da matematica mais

produtivo.
2.1 O que é um problema

Para se explicar a metodologia da Resolucao de problemas, ¢ preciso saber o que € um

problema.
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De acordo com o dicionario Houaiss (2001, p.2.301), problema ¢é definido como
“assunto controverso, ainda ndo satisfatoriamente respondido, em qualquer campo do

conhecimento, e que pode ser objeto de pesquisas cientificas ou discussdes académicas”.

De maneira geral a definigdo acima pode satisfazer aos propdsitos cientificos
encarados como oportunidade de o aluno usar seus conhecimentos prévios para tentar

solucionar as questdes sem formulas e sem regras.

Entretanto, segundo Dante (2000), problema ¢é qualquer situagdo que exija o pensar
do individuo para soluciond-lo. Na matematica, uma maneira semelhante ¢ apresentada
quando se quer explicar os desafios que encaram um raciocinio ou uma estratégia para

resolucao.

Dante (2000), também se ocupa em estudar o que ¢ problema matematico. Segundo
este autor, problema matematico ¢ qualquer situacdo que exija a maneira matemadtica de

pensar e conhecimentos matematicos para soluciona-los.

Podemos dizer que para o aluno resolver um problema matematico ele deve usar seus
conhecimentos matematicos que tem adquirido ao longo da sua vida. Para isso deveriam estar
permanentemente em contato interdisciplinar com outros conteudos a fim de desenvolver seu

raciocinio para solucionar problemas matematicos.

Lourdes de La Rosa Onuchic (1999) segue os mesmos passos de Dante quando afirma
que, “(...) os estudantes deveriam ser expostos a numerosas € variadas experiéncias inter-
relacionadas que os encorajassem a valorizar a iniciativa em matematica, a desenvolver

habitos matematicos nos afazeres humanos”.

Nao podemos e ndo devemos achar que o ensino da matematica deve ensinar apenas a
resolucdo de problemas. Esse método ¢ mais uma maneira de fazer com que o aluno adquira

novos conhecimentos.
2.2 Os objetivos da resolucéo de problemas

De acordo com Dante (2000), os objetivos da metodologia de Resolu¢ao de Problemas

sao:

e Fazer o aluno pensar produtivamente;
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e Desenvolver o raciocinio do aluno;

e Ensinar o aluno a enfrentar situacdes novas;

e Dar ao aluno a oportunidade de se envolver com as aplicagdes da matematica;
e Tornar as aulas de matematica mais interessantes e desafiadoras;

e Equipar o aluno com estratégias para resolver problemas;

e Dar uma boa base matematica as pessoas.

Com esses objetivos o aluno utilize de seus conhecimentos para chegar na maneira

matematica de solucionar os problemas propostos.

Quando se apresenta um problema ao aluno, é preciso que ele leia e entenda o
problema, que ele defina um plano de como vai resolver o mesmo e, entdo, execute o seu

plano chegando a uma conclusdo para depois certificar-se que a solugdo seja a correta.

Enganam-se quem acredita que ¢é facil ensinar matematica apenas por meio da
metodologia de resolucdo de problemas. Ensinar matemadtica exige muito do professor, tanto
na formulagdo desses problemas quanto como serd executada a solugdo. O professor precisa
propor aos alunos varios tipos de problemas tais como os que t€ém solucdo, os que nao podem

ser solucionados, € os que t€m varias solugoes.

Na resolugdo de problemas a atencao dos alunos deve estar nas ideias matematicas e
em dar sentido a elas. Os alunos acabam desenvolvendo a capacidade de pensar
matematicamente, criando estratégias diferentes para a solucdo de diversificados tipos de
problemas. Tal procedimento permite que o educando adquira novos contetidos e conceitos
matematicos carregados de sentido, aumentando sua confianga na resolu¢ao dos problemas

apresentados a ele e, assim, aumentar sua autoestima.
2.3 Os caminhos metodologicos para solucéo de problemas

A metodologia usada neste trabalho teve como embasamento teorico os estudos e as
conclusdes de George Polya, publicado na obra How to Solve It: A New Aspect of
Mathematical Method (1945) traduzido no Brasil como 4 Arte de resolver problemas: um
novo aspecto do método matematico. Na obra, Polya propde quatro etapas para um melhor
desempenho na resolug¢ao de problemas: 1) compreensdo do problema; 2) estabelecimento de

um plano; 3) execucao do plano; e 4) retrospecto.
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Para usar o método de Polya primeiramente vamos propor ao aluno um problema que

¢ o ponto de partida para a constru¢do de novos conhecimentos.

Apo6s a apresentacdo do problema pelo professor, ¢ necessario que o aluno leia o
mesmo ¢ entenda o que esta sendo pedido. Ele pode trabalhar em grupo ou de maneira

individual para compreender o que o problema estd pedindo.

Depois de compreender o problema o aluno deve destacar os dados que o problema
traz a fim de determinar as estratégias a serem seguidas. O aluno deve se preocupar em
escolher como vai executar a resolucdo do mesmo estabelecendo um plano a ser seguido.
Nesse momento, o professor ndo tem mais o papel de um simples transmissor de

conhecimentos, mas sim, de um mediador que leva o aluno a pensar de sua maneira propria.

O professor pode utilizar do didlogo professor-aluno para verificar se o aluno de fato
compreendeu o problema. Sao sugeridas perguntas do tipo: O que o problema pede? O que foi

dado no problema.
2.4 Planejando as estratégias para a solucao

Depois da compreensdo do enunciado do problema o aluno levanta as hipoteses a
serem seguidas. Verifica se € preciso uma incognita para resolver o problema, e como ele vai
nomear essa incognita. Verifica se pode usar uma férmula ja conhecida ou alguma outra
estratégia. Depois com uma andlise mais detalhada e socializando com os colegas ele pode

concluir que o problema pode ser resolvido de formas distintas.
2.5 Resolvendo o que foi planejado

Nessa etapa do procedimento o aluno apresenta a solucdo do problema nos moldes

matematicos, utilizando o plano que ele escolheu.
2.6 Verificacdo da resposta encontrada

Depois que cada aluno encontrou sua resposta o professor, como mediador, coloca
essas respostas na lousa e todos discutem quais respostas estdo corretas € como fizeram para
chegar até elas. Apos essa analise o professor apresenta formalmente o contetido matematico

que ele queria que os alunos aprendessem por meio dessa metodologia matematica.
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Os alunos ndo sentem vergonha em apresentar suas respostas pelo contrario, dao

risada das suas conclusdes.

O interessante ¢ que eles podem usar todas as estratégias que conhecem para
solucionar o problema apresentado, inclusive fazer uso da tecnologia, como o uso de alguns

softwares.

Dessa maneira eles acabam aprendendo os conteudos matematicos a que o professor

se disp0s ensinar de forma prazerosa.
3. Poténcias
3.1 Poténcia de expoente natural

Definigdo: Seja @ um numero real positivo e N o conjunto dos niimeros naturais,

N = {1,2,3...}. Para n natural define-se:

n_{a, n=1
a*la n >2.

Principio da inducéo finita: Uma proposi¢ao P(n) ¢ verdadeira para todo n € N, n > ny,

quando satisfaz:
1°) P(n) € verdadeira, isto ¢, a propriedade ¢ valida paran =ny, e
2°)Se k€ N, k= ny e P(k) € verdadeira, entdo P(k + 1) também ¢ verdadeira.
Propriedades:
1) d".d"=d""", para quaisquer m, n, € N.
2) (@™)" = a™, para quaisquer m, n, € N.
3) (a.b)" =a" . b" . para quaisquer m, n € N.
Prova:
1) Provemos a propriedade 1 por inducdo sobre n. Consideremos m fixo.
1°) A propriedade ¢ verdadeira para n = 1, pois sendo m + 1 > 2, pela definicao,

m+l _ m
=a .da.
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2°) Suponhamos que a propriedade seja verdadeira para n =k, isto é, a" . a" =a

, . . , k+1 +k+1
e mostremos que € verdadeiraparan=k+ 1,isto é,d".a ' =a" . De fato:

m k+1_ m k _ m k _ m+k _ m+tkt+1
a.a =a .(a.a)=@ .a).a=a .a=a .

A propriedade 1 continua valida para n-fatores. Para m;, m,, ... , m, quaisquer

pertencentes a N, temos:

a™. a2, ... aMn=qgMtmete i
Se todos os expoentes forem iguais (m; =m, = ... = m, = m), temos a propriedade 2:
(am)n — amn.

A propriedade 3 também pode ser provada por indugao.
3.2 Poténcia de expoente inteiro

Definicdo: Sejaa ER, 0 <a # 1 e n € Z. Definimos a poténcia a" de base a e expoente n

como sendo:
1 se n=0
a

g =1a"ta sen>0
se n <0ea #0

3.3 Raiz enésima aritmética

Defini¢do: Dados um numero real ¢ = 0 ¢ um nimero natural n, chama-se raiz enésima

aritmética de @ o nimero real e ndo negativo b, tal que " = a. Em simbolos,
Va=bsb'=a
3.4 Poténcia de expoente racional

Defini¢cdo: Dados ¢ € R} e % € Q (m € Z e n € N), define-se poténcia de base a e expoente

u or.
np'

o =N,

. P + ..
Considerando valido que a". @’ = d" ", r,s € Q, com a positivo, observamos que:
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(am/n)n — am/n.am/n' 'am/n — am/n+m/n+...+m/n — an A(m/n) _ am'

" & um namero real positivo cuja n-ésima poténcia ¢ igual a a”.

Ou seja, a™
3.5 Poténcia de expoente irracional
Sejaa € R, @ > 0 e o um nimero irracional; consideramos os conjuntos:
Al={re Qlr<aleA,={s€Q|s>a}

Notemos que todo nimero de A; ¢ menor que qualquer numero de A,.

Existem dois racionais » € A; e s € A tais que » < o < s ¢ a diferenga s — » ¢ menor

que qualquer numero positivo e arbitrario.
Em correspondéncia aos conjuntos A; e A, considerando os conjuntos:
B1: {ar | VEAl} eBZZ{aS |SEA2}
Se a> 1, todo nimero de B ¢ menor que qualquer nimero de B,.

Existem dois nimeros a" € B, e a' € B, tais que a diferenga a'- a" é menor que

qualquer niimero positivo e arbitrario.

Nessas condig¢des, dizemos que @’ e a' sdo aproximagdes por falta e por excesso,

respectivamente, de a” e que B, e B, sdo classes que definem a“.
Se 0 <a <1, tudo acontece de forma andloga.

As poténcias de numeros reais serdo desenvolvidas ainda mais segundo a funcdo
exponencial no capitulo 4. Serda mostrada a continuidade dessa funcdo justificando também as

aproximagdes consideradas para os nimeros irracionais.
4. Funcéo Exponencial

Definigdo: Dado um nimero real a positivo, tal que a # 1,chamamos func¢do exponencial de

base a a fungdo /: R —» R tal que f{ix) = a" que satisfaz:
D flx +y) =fx) . fv);
2)0)=1.
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Proposicdo 4.1: Para a fungdo exponencial : R —» R; fix) = a", f{x) > 0, para todo x real.

Prova:

A fungdo f, ndo pode assumir o valor 0, a menos que seja identicamente nula. Com

efeito, se existir algum xp € R tal que f{x¢) = 0 entdo, para todo x € R,
fx)=fxo+ (x —x0)) =flxo) . Ax —x0) =0 . fix —x0) = 0.
Logo, f'sera identicamente nula.
Resta mostrar que f{x) > 0 para todo x € R.
Ax) = f(x12 + x12) = fix12) . A x/2) =[ fix/2)]* >0.

. . ;. . +
Com isso, pode ser considerado como contradominio de f'o conjunto R". Neste caso f

¢ sobrejetora.

Para provar o Teorema 4.8 relacionado ao crescimento ¢ decrescimento da fungao

exponencial serdo utilizados os lemas e teoremas apresentados a seguir.
Lema4.2:Sendoa € R,a>1en€ Z,a">1 se, e somente se, n> 0.
Demonstracao:

Provemos, por indugdo sobre 7 que, se n > 0 entdo a">1.

1°) & verdadeira paran =1, poisa' =a > 1.

2°) suponhamos que a proposi¢ao seja verdadeira para n = k, isto €, d>1,e provemos

que ¢ verdadeira paran =k + 1.

De fato, de a > 1, multiplicamos ambos os membros desta desigualdade por d e

. . k . ..
mantendo a desigualdade, pois a” € positivo, temos:

a>1=a.d>d

=d" > > 1.
Provemos que:

a'>1=>n>0.
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Suponhamos n <0. Assim —n >0. Paran> 0, a” > 1. Logo, a"= 1/a™". E paran =0,

[
=3
I
—

Portanto, a" < 1 para n <0, o que contraria a hipotese.
Portanto, n > 0 para a” > 1.
Lema4.3:Sendoad €ER, a>1ler€ Q,da > 1 se, e somente se, r > 0.

Demonstragao:

Considerando r > 0 e r= g comp, g €N, d" =d".

Como, de a = (@”*)?>1¢ ¢ > 0, entdo a"¥ > 1. Ainda, se "> 1 e p > 0, entdo

(a""7y > 1, Desta forma, pelo lema 4.2, (a"/f =a”=d" > 1.
Provemos agora a proposi¢do: a’ > 1 = r> 0.

Fagamos r = s comp€ Z eq€ 7 ", entdo:

d =a""=(a""y.
Supondo g > 0 e considerando que pela 1? parte do lema a"!> 1, temos,
a">1e(a"y>1.
Pelolema4.2,p>0.Deqg>0ep>0,r=p/qg>0.
Supondo, g< 0, - ¢ > 0, pelo lema 4.2 temos:
a"'>1e(@" Y =w"?>1=2-p>0=p<0.

Portanto, » = p/g> 0.
Lema4.4: Sendoa € R, a> 1, re sracionais, a* > d’ se, e somente se, s > r.
Demonstragao:

a>d ed.a’>d.a"ea” >1,pelolema4.3 vem:

s—r>0=s>r.
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Lema4.5:Sendoa € R,a>1ex€ R-Q, a" > I se, somente se, x > 0.
Demonstracao:

Para x irracional sejam os dois conjuntos:

Al={reQlr<xjeA,={s€Q|s>x}.
E em correspondéncia os conjuntos de poténcias de expoentes racionais que definem a”,
Bi={d IreA}eB,={d" |s€ A}
Provemos a proposi¢ao, se x > 0 entdo a* > 1.
Pela definicao do nimero x, existem » € Ajes € Ay talque 0 <r < x <.
Comoa>1,r>0temoss > 0.Pelolema4.3,d >1ea’> 1.

Pelo lema 4.4, como a > 1 e r < s, 1 < da" < &’. Pela defini¢do de poténcia de

expoente irracional, 1 <da' < a' < d’.
Logo, a" > 1.
Provemos que se @' > 1 entdo x > 0.
Suponhamos x < 0, isto ¢, - x> 0. Logo,a>1,-x€ R-Q e—x>0.
Pela 1* parte da demonstragdo a™ > 1.
Multiplicando ambos os membros da desigualdade, a™. a* > a".
Logo, 1 > a’, o que contraria a hipotese.
Parax =0, " = 1. Também contraria a hipdtese.
Portanto, x > 0.
Teorema 4.6: Sendoa € R, a>1, a>1 se, € somente se, b > 0.
Demonstracao:

Temos 2 casos a considerar:

1°caso: Sea € R eb € Q,pelolema4.3, a’>1 se, e somente se, b > 0.



2°caso: Sea € R eb € R-Q,pelolema4.5, a’>1 se, € somente se, b > 0.
Teorema4.7: Sendoa € R,0<a<leb€ R, a’>1 se, e somente se, b < 0.
Demonstragao:
Se0<a<1,entdo l/a> 1.
Seja ¢ = 1/a > 1. Pelo Teorema 4.6,
c?’>1e-b>0.
Substituindo ¢ = 1/aq,
c’=(1lay*=d">1eb<0.
Teorema 4.8: Se f: R - R; f{x) = a" entdo sdo validas as propriedades:
a)Sendoa € R,a>1,x; € Rex; € R, se x; > x; entdo a*t > a*z,
b)Sendoa € R,0<a<1,x; € R ex; € R, sex; <xentdo a*t >a*z,
Demonstragao:
a) De x1 > xp, x1-x2 > 0.
Pelo Teorema 4.6, a**™*2> 1. Logo, a** / a*2 > 1.
Portanto, a*t > a*2.
b) De x; <x3, x1 -x» <O0.
Pelo Teorema 4.7 a*1™*2> 1. Logo, a*t / a*2 > 1.

Portanto, a*t > a*2.

Do Teorema 4.8, f(x) =a" € crescente para a > 1 e decrescente para 0 <a < 1.

Corolario 4.9: A fungio exponencial f(x) =a", 0 <a # 1, ¢é injetora.
Demonstracao:

Dados x; e x; tais que x; # x;, consideremos x; < x;,

21
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Se a > 1, pelo Teorema 4.8 parte (a), fix;) <f(x2).

Se 0 <a <1, pelo Teorema 4.8 parte (b), f{x1) > f(x2).

Portanto, nos dois casos, f{x;) # f(x2).

Para x; > x; a demonstracao ¢ analoga.

5. Gréfico da funcgdo exponencial
Proposicdo 5.1: A fungdo exponencial é continua.
Demonstragao:

Provemos que dado xp € R, lim,._,,, a* = a*°.

Escrevendo x = xo + h, h= x — xo sendo a*° uma constante positiva, e considerando

|[d" - 1| < &/a*e para h suficientemente pequeno,
l[a* -a¥o | =a* |d"- 1] <k,
Portanto, lim,,_,,, a* =a*°.

Proposicdo 5.2: Seja a > 1 um numero real. Se x cresce indefinidamente, entdo flix) = a

também cresce indefinidamente. Em simbolo,
: X_—
lim,_, o, a*=+oo.

Se x decresce indefinidamente, entéo os valores de f{x) = a* se aproximam de zero. Em

simbolo,

3 X —
lim,_, _, a*=0.

Demonstracao:

Seja a =1 + h, h > 0. Pela formula do bindmio de Newton
X __ 2 X
(I+my=1+n+ G)n+..+)n

Dai, (1 +h)*>1+ (’{)h parax>1.Ouseja, a* > 1+ xh parax > 1.

Como h£ >0, lim,_,, (1 + xh) = +o0; Logo,
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lim,_ o, a* =+oo.
Provemos que lim,_,_,, a*=0.
lim,_,_o a* =lim,, e a ™" =1lim, _,,1/d" =0.

Com as caracteristicas da fun¢do exponencial f(x) = a', para a > I, resultantes do

Teoremo 4.8, proposi¢des 5.1 € 5.2, [0) =1 o grafico de f'¢ como apresentado na figura 1.

Figura 1. Grafico de flx)=a"; a= 1.

Proposicao 5.3: Seja 0 < a < 1 um nimero real. Se x cresce indefinidamente, os valores de

flx) = a" se aproximam de zero. Em simbolo,
lim,_ ., a*=0.

Se x decresce indefinidamente entdo os valores de f{x) = @ também cresce indefinidamente.

Em simbolo,
lim,_, _, a* =+oo,
Demonstracao

Se0<a< 1,% > 1. Da proposi¢do 5.2,

. 1\*
lim, 40 (Z) =+00,
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Logo,

Provemos que lim,._,_,, a*= +co.

. P 1
lim, L a =lim, _ _y (—)x—+00.

elr

Com as caracteristicas da fungdo exponencial f(x) = a*, para 0 < a < I, resultantes do

Teorema 4.8, proposicdes 5.1 e 5.3, f(0)=1 o grafico de f ¢ como apresentado na figura 2.

Figura 2. Grafico de fix)=a*, 0= a <]

Para maiores detalhes das defini¢des e demonstracdes deste capitulo sugere-se
Guidorizzi (2011).

5.1 Grafico da funcéo exponencial no Geogegra.

Os gréficos das figuras 1 e 2 foram gerados com o software Geogebra. Esse ¢ um
software livre que, pode ser baixado por meio do Google e salvo no Desktop do computador,

podendo desta forma ser usado sem estar conectado a internet.
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Entre as atividades propostas para serem desenvolvidas em sala de aula, no problema
7.2 o aluno depende do conhecimento do Geogebra para fazer o esbogo dos graficos das
fungdes exponenciais. Uma descrigdo das ferramentas do Geogebra necessarias para isso

segue.
Para construir o grafico de uma funcéo no software Geogebra € necessario

1°- Conhecer a interface do Geogebra (figura 3).

7 GeoGebra = ) ]
Arquivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda
I A L . @ o) 4.7 \. E Barra de ferramentas
\ ) da ABC a=2 7
% .7/7”'#'7’7*7 7l\"/7 ® ] 7‘%’7- -
¥ Janela de Algebra » Janela de Visualizagéo _ (=]
a4
54
44
e Janela de visualizagao
1<l
2]
1
D T T T
4 3 2 1 o 1 2 a 4 & &
_‘I_
4
Entrada; - Entrada ®

Figura 3: Interface do Geogebra.

2°- Para fazer o grafico da fungdo f(x) = (1/4)",no campo “Entrada” insira a fix) = (1/4)"x

CADD

(Figura 4) e tecle “Enter” para visualizar o grafico ( Figura 5). Observe que significa a

operagdo de potenciagao.
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€7 GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
° N
R J oA LU B OO L N 2oz
|t L5 ) ) 9= . 7| | ()
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagao
il
.
!
5
4
=
N
0
T T T T T T T T T T
-4 3 2 -1 0 1 2 3 4 5 [
14
_2_
Entrada: [(x)={1/4)*x] @+ @

Figura 4: Inserir a fungdo fix) = (1/4)".



7 GeoGebra

Arguivo Editar Exibir OpcBes Ferramentas Janela Ajuda

A
]

[:]

3|

Pl

|

>

©

)

ABC
3

xR

37|

a=2
Mt
&

@

5|

N

£

3|

¥

(VIED

%]
s

b Janela de Algebra

b Janela de Visualizagdo

5 ¢

= Funcdo

Entrada;|

| a»

Figura 5: Grafico de f{x) = (1/4)".
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3°- Na barra de ferramentas; clique com o botdo esquerdo do mouse inicialmente na opgao

controle deslizantej; em seguida, clique em qualquer ponto da janela de visualizagdo

(zona grafica) e tecle “Enter”. Nesse instante aparecera o parametro a com valor inicial igual

a 1, nesse momento vocé pode alterar o valor minimo e maximo do intervalo para o valor que

desejar (Figura 6).



28

¥ GeoGebra
Arquivo Editar Exibir Opces Ferramentas Janela Ajuda
[ e M AT ,j/['; C) ‘ﬁv\;mc ql
‘%v.v/v"l? v®v' ) o ) ‘{_’v
» Janeladeﬁ.lgebra ¥ Janela de Visualizagao
&
IPCcmtrl:i-Ee Deslizante g
@ Mamero Home
= Angulo |a |
© Inteiro [] Aleatério (F9)
Intervalo | Controle Deslizante | Mlma-;ﬁo| 4
min: |1.1 max _5 | Incremento: _0.1 |
[ Aplicar ” Cancelar ]
5 &
Entrada: | =
Figura 6: Controle deslizante.
4°- No campo “Entrada” insira a fun¢do f{x) = a”x e tecle “Enter” (Figura 7).
{7 GeoGebra =RE=
Arquivo Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
T s ;:
A /_‘\, [>e '{‘{1:; Yﬂ ABC || a=2 ! [—.'
‘%?.v"/; v-v®v®v )| Tl ) e’v 0-8&
¥ Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Nimero &4
@ oa=14
54
a=1.1
n
34
kil
5
14
[v]
T 5 2 o o 1 z z 5§ &
214
=
Entrada:!fl'x]=a“x| @ @

Figura 7: Inserir a fungdo f{x) = a".
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Movimentando o controle deslizante obtém-se os graficos referentes a f{x) = a* para

cadaa (de 1.1< a <5). A figura 8 mostra o grafico paraa = 2.1.

r 7
#7% GeoGebra Eﬁlﬂ
Arguivo Editar Exibir ngﬁes Ferramentas Janela Ajuda
|| g
A . P @ B .&v y asc ||| s=2 e
‘%v.v/.;ﬁvl’v ey AN e == [Rcad! D &
> Janela de Aigebra g | » Janela de visualizago
= Fungdo ]
@ f(x) = 2.1%
= Nimero
-0 a=21 5
2 a=21
3
q
2
-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 8
-1
24
Entrada: i@

Figura 8: Grafico da fung¢do fix) = (2.1)".

5°- Na barra de ferramentas (parte superior da tela) clique na aba “Exibir” e depois em
“malha” (Figura 9).
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£ GeolGebra @M
Arquivo Editar Exibir Opc@es Ferramentas Janela Ajuda
[:] .~ Sl [ A N 1 -
:_ - 7 ,/ 2 ®Ta" 7| o 7 7| €b7 '1-’ -:;j
» Janela de Algebra » Janela de Visualizagio
= Fungdo &
@ filx) = 2.1
= Nimero
el a=24 5
a=21
4] 4=
3
q
2
///n
T A = A o 1 3 3 3 5 &
=14
2
Entrada:? s @

Figura 9: Grafico da fungdo f{x) = (2.1)* com malha.

6°- Para melhorar a visualizagdo, pode-se mudar a cor do grafico e sua espessura, basta clicar

em “Propriedades” e fazer as mudancas (Figura 10).
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i o

[ 3 GeoGebra = |E] % |
Arqu'r'd 7 Preferéncias =S
HrEE® i
.—E.-!wli:mgrﬁo | Era'.sico| Cor | Estilo I Man@adol Progamagéol
= Mimero e -
L@ a j= = Fa-e:flntel:_I -
S| seam=E
my R
| [ | = ==
=% jj ? = Qutro: 1
S I | T |
Hl | 0 (NI
RIS ] :

Visualizar: _ 255,153, 0 (#FF9900)

Entra

Figura 10: Mudando a cor do grafico.

7°- Pode-se mover, ampliar ou reduzir a imagem do grafico utilizando o scroll do mouse

(aquela “bolinha” que fica na parte superior da maioria dos mouses) (Figura 11).

¥ GeoGebra @Eﬂ
Arguive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
=) (e
N B 5= e [=21 2l NN 1 = s
[%y ® 5 /v = ) ®v ) b = = ) o 2
» Janela de Algebra b Janela de Visualizacio
=l Funcio
L@ f(x) = 2.1
= MNuimero
@ oa=241 5
a=21
4
2 B
/
T ] 4 -2 o 2 4 <]
2
4
Entrada: %l =

Figura 11: Mudanca de escala.
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8° Para marcar um ponto no grafico, na barra de ferramentas clique com o botio esquerdo do

mouse inicialmente na opg¢ao ponto (Figura 12), em seguida, clique com o botdo esquerdo em

qualquer lugar do grafico e marque quantos pontos precisar (Figura 13).

£ GeoGebra

Arquivo Editar Exibir OpgBes Ferramentas Janela Ajuda

i

NN ERNEE o
% v ;!J './v ”"L"__Fv ¥ ) ¥ ® ¥ ‘%v o 5
b Jang x
A Ponto :
= Fung ® obre um objeto =
...... @ 1]
4 A% Ponto em Objeto
= N 2= L
...... ] - 54 a=121
_(’ Vincular / Desvincular Ponto £S
44
X Intersecio de Dois Objetos
Ll - o
_0 Ponto Medio ou Centro 34
.Z Mimero Complexo 2
//U‘/
f T T T T T T T T T T
-4 -3 2 -1 ] 1 2 3 4 5 8
_1_
_2_
Entrada:| 3 @

Figura 12: Marcar ponto no grafico.
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" " il ke ki — Ll . o o

7 GeoGebra o e
Arquive Editar Exibir Opcdes Ferramentas Janela Ajuda
NNl =N @e
\ T a ABC a=2 ,
%vl. /7 "’"J'-Frv . Ed \.jv * Ny v i %’v iy ¥ |
b Janela de Algebra » Janela de Visualizagio x|
= Funcio ad |
@ f(x) = 217
= Ndmero
@ a=21 54 a=21
(1.28, 2.58)
78,1.78) ]
56)
3
4
2—/_.
E
]
et -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 8
14
_2_
Entrada: 3 =

Figura 13: Pontos marcados no grafico.

6. Caracterizacéo da Funcao Exponencial

Teorema 6.1: Seja g R -» R" uma funcdo mondtona injetiva (isto é, crescente ou
decrescente) tal que, para x, # € R quaisquer, o acréscimo relativo [g(x + &) — g(x)] /g(x)
depende apenas de s, mas nio de x. Entdo, se b = g(0) e a = g(1) /g(0), tem-se g(x) = ba" para
todox € R.

Demonstracao:

A hipotese feita equivale a supor que ¢@(h) = g(x + h) /g(x) independente de x.
Substituindo, se necessario, g(x) por fix) = g(x) /b, onde b = g(0), obtemos
f- R - R*monodtona injetiva, com fix + k) /f{x) independente de x e, agora, com f{0) = 1.
Entdo, pondo x = 0 na relagdo @(h) = fix + h) /fix), obtemos @(h) = f(h) para todo h € R.
Vemos assim que a fungcdo monoétona injetiva f cumpre fix + /) = f(x).f(h), ou seja fix + y) =

f(x).fly) para quaisquer x,y € R. Segue entdo que f{x) = a*, logo g(x) = bfix) = ba".
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Teorema 6.2: Seja f© R — R uma funcdo mondtona injetiva (isto &€, crescente ou
decrescente) que transforma toda progressdo aritmética xj, Xz, ..., Xp,... NUMa Progressao
geométrica y1,)2,....Vn ... vn = f (Xx). Se pusermos b = f(0) € a = f(1) /£ (0) teremos f (x) = ba*
paratodox € R.

Demonstragao:

Seja b = £ (0). A fungdo g- R » R" , definida por g (x) = f (x) /b, é mondtona
injetiva, continua e transforma progressdes aritméticas em progressoes geométricas. Tem-se

que g (0)=1.

Dado x € R qualquer, a sequéncia x, 0,-x ¢ uma progressao aritmética, logo g(x), 1,
g(-x) € uma progressao geométrica de razdo g(-x). Segue-se g(-x) = 1/g(x). Sejam agora n € N
ex € R. A sequéncia 0, x, 2x, ..., nx € uma progressao aritmética, logo 1, g(x), g(2x),...,g(nx) ¢é

uma progressao geomeétrica, cuja razio € g(x). Entdo seu (n + 1)-ésimo termo ¢ g(nx) = g(x)".

Se —n ¢ um inteiro negativo entdo g(-nx) = 1 /g(nx) = 1/ g(x)" = g(x)™. Portanto, vale
g(nx) = g(x)" para quaisquer n € Z e x € R. Segue-se do Teorema 6.1 que, pondo a =g (1) =
f (1) /f(0), tem-se g (x) = a", ou seja, f(x) = ba", para todo x € R.

Exemplo 6.3

Considere f R — R'. uma fungdo crescente que transforma a PA
(1,4,7,10,13,16,...) na PG(10,80, 640,5120,40960,...), com f{0) =5 . Do Teorema 6.2, f(x) =
ba*, com b =f(0)=5 e a=f(1)/f{0)=10/5= 2.

Portanto, f{x) = 5.2".
7. Proposta para Sala de Aula

A “Proposta em Sala de Aula” consiste em dois problemas os quais foram
desenvolvidos por mim em sala de aula para alunos da 1* série do Ensino Médio, para atender
0s objetivos especificos, com o uso da Metodologia de Resolug¢dao de Problemas, baseado no

capitulo 2, e uso do software Geogebra conforme capitulo 5.

Seguindo o Caderno do Professor e do Aluno (SAO PAULO, 2014), o problema 7.1
foi adaptado de Dante (2014). O problema aborda potenciagdo para representar um produto

em que os fatores sdo iguais. Este tem por objetivo consolidar tais nogdes, assim como suas
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extensdes para 0s casos em que os expoentes sdo negativos, racionais ou mesmo irracionais
quando relacionado com a fungdo exponencial. As fungdes exponenciais constituem um novo
padrao para a descri¢ao e a compreensdao de uma nova classe de fenomenos de natureza nao
linear, ampliando consideravelmente a capacidade dos alunos de expressar ¢ de modelar
fendmenos naturais, o que favorecerd uma compreensdo mais ampla nos diversos contextos
em que eles surgem. O problema 7.2 aborda o grafico da funcdo exponencial, e suas
propriedades como crescimento e decrescimento, comportamento para x crescendo e

decrescendo ilimitadamente, com uso do software Geogebra.
Sequéncia metodoldgica

Na apresentacao do problema o professor deve deixar que os alunos compreendam o
problema e decidam qual a melhor estratégia a ser utilizada em sua resolugdo. Nesta etapa o
professor tem o papel de mediador e ¢ desenvolvido o didlogo professor-aluno quando
necessario (DANTE, 2000). Depois de resolvido o problema os alunos devem socializar suas
respostas. Isso permite que conhecam diferentes maneiras de resolver o problema verificando

possiveis erros.
Ano Escolar recomendado

De acordo com o Curriculo do Estado de Sao Paulo essa proposta ¢ recomendada para

a 12 série do Ensino Médio.
Problema?. 1

Em uma cultura de bactérias, a populagdo dobra a cada hora. Calcule o nimero de

bactérias nas primeiras 5 horas sabendo que hé 1 bactéria no inicio do experimento.
Objetivo

Fazer conexdo das nogdes sobre poténcias ja estudadas anteriormente, com énfase em
algumas propriedades fundamentais de poténcia consideradas importantes para a compreensao
da funcao exponencial, utilizar a linguagem matemadtica para expressar a situacao-problema

apresentada.

Conteudos abordados
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Poténcias de numeros naturais, introdu¢do da funcdo exponencial, expressdes

numérica e algébrica.
Possiveis estratégias para resolucdo do problema
E esperado que os alunos:
e Construam uma tabela para perceber o padrao de regularidade;
e Percebam a regularidade da multiplicagdo pelo fator 2, a cada hora;

e Concluam que x horas apds o inicio a quantidade de bactérias sera 2", e assim

expressem a fungio f(x) = 2.

Formalizacdo

r

E sugerido para o professor introduzir as Propriedades de Poténcias como no capitulo
3 e a definicdo de funcdo exponencial e suas propriedades como estd no capitulo 4, através do

dialogo professor-aluno durante a resolu¢do do problema.
Problema 7.2

Analise o comportamento das funcdes exponenciais dadas a seguir, com o uso do

software Geogebra.

a) flx)=2"
b) glx)=3"
c) flx)=(1/2)"
d) gx)=(1/3)°

Objetivo

Construir graficos de fungdes exponenciais com o uso do Geogebra para levar a

compreensao das suas propriedades.
Contetdos abordados

Dominio e contradominio da fun¢do exponencial, crescimento e decrescimento da

funcao, limite da fungao (ideia intuitiva).
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Possiveis estratégias para resolucdo do problema
E esperado que os alunos:
e (Construam os graficos com o Geogebra;

o Comparem valores especificos da funcao através do grafico e concluam propriedades

desejadas.
Formalizagdo

A medida que os alunos verificam a propriedade de crescimento e decrescimento da
funcdo exponencial através de pontos especificos dos graficos separadamente, utilizando do
seu conhecimento sobre defini¢do de funcdo crescente e decrescente para fungdes ja estudadas
anteriormente (funcdo afim e quadratica) o professor utiliza o controle deslizante no Geogebra
em um mesmo plano cartesiano e os teoremas 4.8, para generalizar tais propriedades. O limite
da fungdo como estd no capitulo 5 é direcionado ao professor. Para o aluno deve ser
formalizado apenas o comportamento da fungdo, isto €, quando x cresce (ou decresce) y = f(x)

cresce (ou decresce) ilimitadamente.
8. Resultados das propostas

O didlogo professor — aluno a seguir mostra como os alunos resolveram o problema

7. 1.

1) Lendo e compreendendo o problema

e O que esta sendo pedido no problema?

A quantidade de bactérias a cada hora nas primeiras 5 horas.

e O que o problema nos fornece?

Que no inicio tinha uma bactéria e que a cada hora o ntimero de bactéria dobra.

2) Planejando como solucionar o problema
O problema serd resolvido construindo uma tabela, relacionando a coluna das horas
com a coluna do numero de bactérias.

3) Colocando em pratica o que foi planejado
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HORAS Numero de bactérias
0 1

1 2

2 4

3 8

4 16

5 32

4) Analisando a resposta.
O numero de bactérias aumenta muito rapido em relagdo ao numero de horas.

Como o numero de bactérias dobra a cada hora a tabela pode ser escrita na forma de

poténcia de 2, conforme segue.

HORAS NUMERO DE BACTERIAS
0 2°
1 2!
2 2°
3 2’
4 2*
5 2°

Percebe-se que o valor que esta na coluna das horas ¢ o expoente da poténcia de 2. Ou
seja, se for 0 horas o expoente vai ser 0; se for 1 hora o expoente vai ser 1 e assim por

diante.
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E se quiser saber a quantidade de bactérias daqui a 10 horas?

~ . . 10 -,
Nio precisamos continuar a tabela, basta calcular 2'°, ja que sabemos que basta elevar

2 ao numero de horas que queremos.
Apos essas analises € possivel saber a quantidade de bactérias apds x horas?

Como o numero de horas ¢ o expoente da poténcia de base 2, o nimero de bactérias

serd 2* .

Assim com a orientacdo do professor conclui-se que o nimero de bactérias ¢ dado em
fungdo do ntimero de horas, na forma f{x) = 2", a qual é chamada fun¢do exponencial na

base 2. Neste momento é conveniente generalizar a defini¢do de f{x) =a".

Para resolver 7.2 os alunos utilizaram o Geogebra e fizeram os graficos como nas
figuras 14 e 15, marcando alguns pontos no grafico. Perceberam que na figura 14, se x; > x;
entdo f{x;) > f(x,). Portanto, a fungdo ¢é crescente. Na figura 15, se x; > x; entdo f{x;) <f(x;) e a

fun¢do ¢ decrescente.

Para levar os alunos a perceber que para a > 1 a fungdo f{x) = a* é crescente e para
0 <a <1 ¢ decrescente, o professor usou o controle deslizante do Geogebra de forma a obter

as figuras 16, 17 e 18. Com isso, foram generalizadas as propriedades, conforme Teorema 4.8.
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Figura 14: fix) =2%e g(x) =3«

Figura 15: ix) =(1/2¥e g(x) =(1/3
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Figura 16: flx)=a%, a> 1.
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Figura 17: fix) =a*, 0<a < 1.
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Figura 18:flx)=a* a>1eg(x)=5% 0<b<1.

9. Resultados e conclusdes

Comparando os resultados de aprendizagem obtidos com a aplica¢do dessa proposta,
com resultados anteriores quando foi ensinada a fungdo exponencial sem o uso da
metodologia de Resolu¢do de Problemas, concluimos que os alunos entenderam melhor o
conceito. Tornaram-se alunos investigativos que participavam mais da aula dando suas
opinides, sem medo de errar, até porque perceberam que o erro pode levar a uma resposta

correta.

Os alunos discutiam com os colegas quais estratégias a serem adotadas nos
problemas. Se algum outro colega apresentava um plano diferente, executavam os planos e

discutiam a solu¢ao. Foi muito bom ver o entusiasmo dos alunos em sala de aula.

Quanto ao uso do Geogebra eles ficaram euforicos, porque podia utilizar de seus
recursos para desenhar varios graficos em um mesmo plano cartesiano, mudar a cor dos
graficos para identifica-los melhor. Através dos pontos marcados nos graficos, € comparagdes

entre eles, perceberam as propriedades de crescente (decrescente). Entenderam melhor o
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comportamento do grafico da fungdo exponencial principalmente o fato de se aproximar do

€ixo x € ndo corta-lo .

Foi observado que introduzir novas tecnologias faz com que a aula fique dindmica e
auxilia os alunos na resolucao de problemas. A constru¢do dos graficos na resolugao do
problema 2 foi bem mais rapida no Geogebra comparado com o que acontecia em anos
anteriores, em que os alunos tinham que fazer manualmente os graficos em folha
quadriculada. Isso despertou um maior interesse para construir os graficos e foi possivel usa-

los para ensinar novos conceitos.
10. Considerac0es Finais

A proposta resultou em uma melhor aprendizagem dos alunos. Nas avaliacdes foram
colocados problemas e foi observado um melhor desempenho apos o desenvolvimento da

proposta. Mesmo sem a interferéncia do professor eles mostraram utilizar as etapas de Polya.

Para mim foi empolgante trabalhar com a metodologia de Resolu¢do de Problemas
porque consegui fazer com que os alunos tivessem mais interesse pela Matematica. Porém, foi
um grande desafio, pois substituir métodos tradicionais por métodos novos leva certo tempo e
requer muito estudo e paciéncia, até porque os alunos também tém certa resisténcia em aceitar
novas metodologias. Entretanto, foi muito gratificante ver também a mudanca deles em

rela¢do ao aprendizado da Matematica.

A maior dificuldade que tive foi em preparar e ministrar as aulas, porque tive que ter
uma mudanca de postura, ndo sendo mais aquela professora que passa os conceitos na lousa e
explica, mas sim aquela que constr6i com os alunos os conceitos, passando a mediar suas

respostas.

Diante da experiéncia com este trabalho outros contetidos foram desenvolvidos de
maneira analoga. Destacamos o contetido das fungdes trigonométricas desenvolvidas para
alunos da 2° série do Ensino Médio com resultados positivos. Com isso, sugerimos que outros
professores utilizem da metodologia de Resolucdo de Problemas, bem como recursos
computacionais no ensino de matematica. Isso contribui para que o aluno entenda melhor os

conceitos matematicos.
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