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Resumo

Campos escalares, além de possibilitarem uma descricao efetiva de interacoes
mais complexas, surgem como extensoes interessantes da Relatividade Geral, can-
didatos para matéria escura ou como pecas-chave em modelos cosmoldgicos. Sua
fenomenologia ¢ rica e pode, a principio, ser acessada por meio de experimentos e
observacoes. Em particular, configuragoes astrofisicas que seriam estaveis de acordo
com a Relatividade Geral podem se tornar instaveis devido a presenca, na Natureza,
de certos campos escalares nao minimamente acoplados com a gravitacao. Recen-
temente, mostrou-se que essa instabilidade pode se manifestar quanticamente por
meio da amplificagao das flutuagoes quanticas do campo e da densidade de energia
de vacuo. Esse efeito de dominancia do vacuo induzida pela gravitagao evidencia o
importante papel que podem ter efeitos quanticos em espagos-tempos curvos.

O trabalho apresentado nesta Tese tem como objetivo contribuir para um maior
entendimento desse efeito, em duas frentes principais. Primeiramente, buscamos
esclarecer a relacao entre a descricao quantica da instabilidade e a andlise classica
dos modos quasinormais do sistema. Em particular, mostramos como flutuagoes
quanticas podem ser simuladas por perturbacoes classicas com uma amplitude ade-
quada. Em segundo lugar, estudamos a estabilidade de campos nao minimamente
acoplados no espago-tempo de cascas finas esferoidais e com rotacao. O obje-
tivo principal desse estudo é caracterizar, em modelos simples, como o espago de
parametros da instabilidade se altera quando relaxamos hipéteses assumidas an-
teriormente, como estaticidade e simetria esférica do espago-tempo de fundo. A
consideracao desses aspectos é motivada principalmente pela possibilidade de se co-
locar vinculos sobre os acoplamentos permitidos na Natureza com base em dados
observacionais de estrelas relativisticas. Essas possiveis implicagoes observacionais
da instabilidade e sua relagao com outros resultados na literatura também sao dis-

cutidas neste trabalho.

Palavras Chaves: teoria quantica de campos; instabilidade; campos escalares nao

minimamente acoplados.

Areas do conhecimento: Teoria de Campos; Gravitagao e Cosmologia.
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Abstract

Besides serving as effective models for more complex interactions, scalar fields
also arise as interesting extensions of General Relativity, candidates for dark mat-
ter or key ingredients in cosmological models. Their phenomenology is rich and
may, in principle, be tested by experiments and observations. In particular, general-
relativistic stable spacetimes can be made unstable under the presence of certain
nonminimally coupled free scalar fields. It has been shown that this instability may
express itself quantum-mechanically through the amplification of quantum fluctu-
ations and of the vacuum energy density of those fields. This effect of vacuum
dominance induced by gravity illustrates the important role that quantum effects in
curved spacetimes may have.

The work presented in this Thesis aims at contributing to a deeper understanding
of this effect, along two main lines. First, we clarify the relationship between the
quantum approach to instability and the classical analysis of quasinormal modes.
In particular, we show how quantum fluctuations can be simulated by classical
perturbations of a certain amplitude. Second, we study the stability of nonminimally
coupled fields in the spacetime of spheroidal and rotating thin shells of matter, in
order to characterize how the parameter space of the instability changes when we
drop previously assumed assumptions such as staticity and spherical symmetry of
the background spacetime. The consideration of these aspects is mainly motivated
by the possibility of using observational data of relativistic stars to constrain the field
couplings present in Nature. Possible observational implications of the instability

and its relation to other results in the literature are also discussed.
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Capitulo 1

Introducao

A Relatividade Geral e a Mecanica Quantica sao pilares essenciais para o enten-
dimento que temos hoje das interagoes fundamentais da Natureza. A Relatividade
Geral [135], por um lado, fornece as bases para o modelo padrao atual de astrofisica e
cosmologia. Essa teoria, que descreve a gravitagao em termos da influéncia reciproca
entre campos de matéria e a geometria do espago-tempo, passou por todos os testes
experimentais ja divisados, que incluem a observacao da deflexao da luz por corpos
massivos, o efeito Shapiro de dilatacao temporal, o avanco do periélio de Mercurio,
o amortecimento do movimento de sistemas binarios devido a emissao de ondas
gravitacionais, etc. [143]. Por outro lado, a Mecanica Quantica (e sua extensao re-
lativistica, a Teoria Quantica de Campos) é o cerne do Modelo Padrao da fisica de
particulas, que unifica a descricao das interagoes eletromagnética, fraca e forte, e
cuja concordancia com dados experimentais chega, em certas medidas (como a da
constante de estrutura fina), até oito algarismos significativos [34, 65].

A Relatividade Geral (RG) e a Mecanica Quantica (MQ) nasceram quase si-
multaneamente, ha aproximadamente um século, e em pouco tempo teve inicio a
busca por uma teoria de gravitagao quantica, que as unificasse em um mesmo ar-
cabougo tedrico. Mas quais sao as evidéncias de que a natureza do campo gravita-
cional é mesmo quantica? Ha diversos argumentos sugestivos, porém inconclusivos,
que apontam nessa dire¢ao*. Além disso, a existéncia de teoremas de singulari-
dade em RG cléassica — mostrando que singularidades aparecem genericamente em
solugoes cosmologicas ou de colapso gravitacional — é geralmente tida como um
indicativo de que a teoria tenha um dominio de validade restrito. Porém, uma vez
que a escala de gravitagao quantica, dada, por exemplo, pela energia de Planck,

Ep = (he/G)Y? = 101 TeV (onde ¢ é a velocidade da luz no vécuo, G é a constante

*Exemplos sdo os argumentos de Eppley e Hannah [47] e Page e Geiker [109], que indicam que
(certas) teorias com um campo gravitacional cldssico e matéria quantica seriam inconsistentes. Ver

também a Ref. [26] e referéncias af.



de Newton e h, a constante de Planck reduzida), é muitas ordens de magnitude
superior a dos fenomenos mais energéticos a que temos acesso, obter evidéncias
observacionais da quantizacao do campo gravitacional é uma tarefa extremamente
dificil’. Ainda assim, a busca por uma teoria unificada que incorporasse a gravitacao
em seu formalismo se estabeleceu, ja ha muitas décadas, como um dos principais
desafios da Fisica Tedrica. A gravitacao parece resistir a quantizagao por meio das
técnicas que se provaram bem sucedidas no caso das demais interagoes fundamentais,
e, embora os formalismos de gravitagao quantica hoje existentes tenham gerado um
grande corpo de conhecimento, pode-se dizer que ainda hoje nao existe uma teoria
completa, convincente e consistente de gravitagao quantica.

Portanto, levando em conta que (i) a teoria de gravitagao quantica deve promover
uma mudanca profunda das nogoes classicas de espaco-tempo, que (ii) as candida-
tas que temos hoje sao teorias altamente complexas, mas cujas implicagoes fisicas
ainda sao pouco compreendidas, e que (iii) dados experimentais ou observacionais
que possam guiar os esforgos tedricos ainda sao extremamente escassos, torna-se de
grande importancia a busca por efeitos solidos de gravitacao quantica a baixas ener-
gias (E < Ep), que possam ajudar na construgao dos conceitos essenciais a teoria

mais fundamental.

Teoria Quantica de Campos em Espagos Curvos

Hé algumas linhas de pesquisa nessa direcao, entre as quais se destaca o programa
de Teoria Quantica de Campos em Espacos Curvos (TQCEC) [19, 58, 136]*. A
TQCEC consiste no estudo de campos quanticos que se propagam em um espago-
tempo classico de fundo, sendo adequada a anélise de situagdes em que é relevante
a natureza quantica dos campos, mas nao a da gravitagdo. O regime estudado
pela TQCEC deve estar presente como um limite da teoria de gravitagao quantica,

seja ela qual for, e ao estuda-lo podemos, até certo ponto, obter informagoes sobre

TPor exemplo, raios césmicos podem ter energia de até ~ 10° TeV, enquanto que o maior colisor
de particulas ja construido é capaz de promover colisdes com energia de até ~ 1 TeV. Correcoes de
gravitacao quantica, em geral proporcionais a poténcias de E/Ep (onde E é a escala de energia do
processo em consideragao) sdo, portanto, fortemente suprimidas. Ainda assim, pode ser possivel
obter informagoes observacionais sobre efeitos de gravitacao quantica, devido a existéncia de fatores
de amplificagdo para essas corregdes em certos sistemas. Ver, e.g., a Ref. [4] e referéncias ai para

possibilidades promissoras em fenomenologia de gravitacao quantica.
fQOutra linha de investigacdo particularmente interessante é a aplicacao do formalismo de teoria

de campos efetiva & gravitagdo quantica [24]. Esse formalismo, capaz de lidar com Lagrangeanas
nao renormalizdveis, permite o calculo de correcoes quanticas a contribuicao dominante vinda da
RG (ver, por exemplo, [24, 64, 20]). Claramente, essa descri¢ao efetiva se torna invalida quando a

energia dos processos considerados é da ordem da escala de Planck.



caracteristicas da teoria fundamental subjacente.

Mais especificamente, a TQCEC visa combinar principios basicos de Relativi-
dade Geral e Teoria Quantica de Campos em um formalismo matemaéatico consis-
tente. Entre os principios fundamentais da RG, estao a descrigao do espago-tempo
(M, g) em termos de uma variedade diferencidvel M dotada de uma métrica g com
assinatura Lorentziana, sendo a métrica um campo dinamico cuja evolugao é de-
terminada por meio das equacoes de Einstein. Entre os principios basicos de TQC
estao a descricao dos campos como operadores satisfazendo certas relagoes de co-
mutacgao, e cujos valores esperados em certos estados determinam os observaveis
da teoria. Porém, a construcao usual de TQC estd intimamente atrelada as pro-
priedades e simetrias do espago-tempo de Minkowski, e seus conceitos precisam ser
generalizados para que possa ser definida em um espago-tempo curvo arbitrario.
Em particular, as nogoes de “vacuo” e “particulas”, que tém grande importancia
nas aplicagoes usuais de TQC, como o calculo de amplitudes de espalhamento, nao
estao disponiveis em espagos-tempos genéricos. De fato, a nao universalidade do
conceito de “particula” pode ser percebida ja no espaco-tempo de Minkowski. Por
exemplo, se um campo esta no estado de vacuo do espago-tempo de Minkowski, um
observador inercial naturalmente nao medird nenhuma particula; porém, um obser-
vador uniformemente acelerado se sentird imerso num banho térmico de particulas,
com temperatura proporcional a sua aceleragao. Este é o efeito Unruh [132]. Porém,
vale ressaltar que ambos os observadores estarao de acordo sobre as probabilidades
de medirem qualquer observavel de campo, e que a discordancia sobre o contetido
de particulas apenas aponta para a inadequagao desse conceito em geral (embora
possa certamente ser 1til em situagoes especificas). Em espagos curvos genéricos, ha
mais um agravante, pois em geral nao existe uma escolha natural para o espaco de
Hilbert no qual os operadores devem atuar?, o que implica que nao hé um estado de
vacuo privilegiado. Assim, o formalismo de TQCEC deve ter um carater mais abs-
trato, e pode ser construido (para campos livres e interagentes) de forma bastante
autoconsistente e geral, por meio, por exemplo, de uma abordagem “algébrica” em
que o ingrediente essencial é a estrutura algébrica dos operadores, e a escolha de
estados é um passo secundério (ver [136, 76] e referéncias af).

Dentre os efeitos importantes em TQCEC, vale destacar um com consequéncias

observacionais, que aparece em cosmologia: na presenca de inflagdo (expansao ex-

$Isso porque existem infinitas representacdes, sem equivaléncia unitdria, das relacdes de co-
mutagao, e, na auséncia de simetrias, nao existe critério para privilegiar uma delas como “natural”
em detrimento das demais. No espago-tempo de Minkowski, uma representacao privilegiada existe
com base na exigéncia adicional de que a representagio tenha um estado (o “vdcuo”) invariante

por transformagoes de Poincaré.



ponencial do fator de escala do universo), as flutuagoes quanticas de campos no uni-
verso primitivo podem gerar perturbacoes aleatorias que seriam responsaveis pela
formagao de estrutura no universo e gerariam as flutuacoes de temperatura do es-
pectro de radiagao césmica de fundo [103]. Porém, sem divida, o efeito mais para-
digmético descoberto no contexto de TQCEC é o efeito Hawking [70] (ver também
a Ref. [133]). Seguindo o formalismo desenvolvido em trabalhos pioneiros de Parker
[111, 112], Hawking considerou um campo livre, inicialmente no estado de vacuo,
se propagando em um espaco-tempo que descreve o colapso gravitacional para um
buraco negro de Schwarzschild. O resultado do célculo do niimero esperado de
particulas no infinito, no futuro assintético, corresponde a emissao de um corpo ne-
gro com temperatura Ty = hr/2mckp, onde k é a gravidade superficial (k = ¢!/4GM
para um buraco negro de Schwarzschild com massa M) e kp é a constante de Boltz-
mann. O fato de que é possivel associar uma temperatura e, consequentemente,
uma entropia a buracos negros permite uma analogia impressionante entre as leis
da mecanica de buracos negros e as leis usuais da termodinamica [137]. Além disso,
o fato de que buracos negros “emitem” radiacao e, consequentemente, evaporam em
um tempo finito, tem implicagoes (como a “perda de coeréncia quantica”) que ainda

hoje sao alvo de intenso debate.

Efeito de dominancia do vacuo induzida pela gravitagao

Dentro do contexto de TQCEC, foi proposto, em 2010, um mecanismo (para
“despertar o vacuo”) que evidencia o importante papel que podem ter efeitos quanti-
cos em espagos-tempos curvos, como o de estrelas relativisticas [95, 93]. Os autores
estudaram a dinamica de campos escalares livres ndo minimamente acoplados?,
e mostraram que certas evolugoes espaco-temporais podem forcar a densidade de
energia do vacuo de tais campos a sofrer um crescimento exponencial, tornando-se
dominante em relagao as componentes classicas de matéria. Nesse caso, o sistema
é inerentemente instavel e deve evoluir para uma nova configuragao de equilibrio,
conforme ditado pelas flutuagoes quanticas do campo. Esse efeito de dominancia do
vacuo induzida pela gravitagao, discutido de forma bastante geral na Ref. [95], foi
analisado na Ref. [93] no caso particular em que o espago-tempo de fundo descreve
a formacgao de uma estrela relativistica.

Campos escalares nao minimamente acoplados surgem em diversos modelos feno-
menolégicos, como modelos cosmoldgicos de inflagao (ver, por exemplo, as Refs. [120,

48, 18]), ou em certas classes de teorias tensor-escalar [37], que sdo generalizagoes

Y0u seja, com um termo proporcional a ¢ R®? na acdo que o descreve, onde £ € Re R é o

escalar de curvatura.



Evolugio das

Mutuagtes de

Figura 1.1: Ilustragao do “efeito do despertar do vacuo” na formagao de estrelas
relativisticas: um campo inicialmente no estado de vacuo pode experimentar um
crescimento exponencial de suas flutuacoes quanticas, induzido por certas evolucoes

espaco-temporais.

da RG frequentemente usadas para parametrizar possiveis desvios do comporta-
mento previsto por ela. Campos fundamentais desse tipo nao sao ingredientes do
Modelo Padrao da fisica de particulas, mas poderiam compor o “setor escuro” do
universo, o qual domina a sua composicao energética. A instabilidade de certas con-
figuragoes desses campos em ambientes astrofisicos levanta, entao, a possibilidade
interessante de se usar observacoes astronomicas para buscar indicios da existéncia
de tais campos na Natureza, ou, alternativamente, descarté-los, limitando as regioes
fisicamente viaveis do espago de parametros das teorias que os empregam. Para isso,
¢ importante, em particular, um entendimento detalhado do espaco de parametros
da instabilidade. Tendo isso em vista, e a fim de generalizar resultados anteriores,
nesta Tese investigamos como esse espago de parametros é alterado quando hipéteses
como estaticidade e simetria esférica do espaco-tempo de fundo sao relaxadas. O
entendimento desses aspectos é importante para uma determinacao mais precisa de
que campos seriam instaveis no espaco-tempo de estrelas realistas.

Uma vez identificada a instabilidade de vacuo de um certo campo, surge a questao
sobre de que forma o equilibrio é reestabelecido. Embora algumas caracteristicas do
estado final da instabilidade tenham sido exploradas — como o fato de que ela deve
genericamente levar a criacao de particulas quando um novo estado de equilibrio é
alcangado [87] — uma andlise autoconsistente do seu desenvolvimento por meio das
equagoes semiclassicas de Einstein ainda esta em aberto. No entanto, mesmo quando

as sementes da instabilidade sao as flutuacoes quanticas do campo, é concebivel que



o estado final do sistema possa conter uma configuragao essencialmente classica, em
que as grandezas relevantes sejam muito maiores do que a escala quantica. Nesta
Tese, discutimos alguns aspectos da relagao entre o tratamento quantico e classico
da instabilidade. Em particular, comparamos o acionamento da instabilidade por
sementes classicas e quanticas, mostrando como flutuacoes quanticas podem ser si-
muladas por perturbacoes classicas com uma amplitude adequada. Esse resultado
sugere que, se houver diferencas no estado final da instabilidade devido a natureza
quantica ou cléssica das sementes iniciais, elas se deverao a evolugao nao linear
do sistema. Neste trabalho, também revisamos os resultados relevantes existen-
tes na literatura sobre o desenvolvimento classico da instabilidade de campos nao
minimamente acoplados. Dentro da andlise classica, um possivel estado final da
instabilidade seria uma configuracao em que o campo, inicialmente com amplitude
arbitrariamente pequena, assume um perfil nao trivial — um fenéomeno conhecido
como “escalarizacdo espontanea” [38]. Tal transigdo ocorreria no caso em que o
acoplamento & entre o campo e o escalar de curvatura é negativo, conforme indicado
por andlises de balanco energético [119, 110] e investigagdes numéricas em teorias
tensor-escalar [107]. Contudo, para valores positivos de £, as configuragdes escalari-
zadas seriam energeticamente desfavorecidas [110] e o estado final da instabilidade
poderia ser, por exemplo, um colapso gravitacional prematuro. Aqui, discutimos a
relevancia desses resultados para os vinculos atuais sobre campos nao minimamente
acoplados, bem como perspectivas futuras de se observar ou descartar campos nessa

classe com base em observagoes astrofisicas.

1.1 Organizagao da Tese

Esta Tese esta organizada da seguinte forma.

No Cap. 2, apresentamos os conceitos fundamentais de Relatividade Geral e Te-
oria Quantica de Campos em Espacgos Curvos que formarao a base para a discussao
subsequente. Em particular, analisamos o procedimento de quantizagao canonica
em espacos-tempos assintoticamente estéaticos, e apresentaremos os fundamentos do
mecanismo do “despertar do véacuo”, ou de dominancia do vacuo induzida pela
gravitacao [95]. Além disso, ilustramos esse efeito no espago-tempo de estrelas re-
lativisticas estéticas e com simetria esférica, revisando os resultados da Ref. [93].
O caso particular de campos escalares minimamente acoplados é discutido em mais
detalhes e mostramos por que tais campos devem ser estaveis em espagos-tempos
estacionarios gerais.

Para aprofundarmos o nosso entendimento sobre o efeito do despertar do vacuo,

voltamos nossa atengao, no Cap. 3, para a andlise cldssica de estabilidade no con-



texto de astrofisica relativistica. Estaremos a principio interessados na estabilidade
dinamica de uma configuracao de equilibrio com respeito a perturbacoes lineares:
uma configuragao sera dita dinamicamente estavel se todas as grandezas fisicas asso-
ciadas a perturbacoes lineares das quantidades de equilibrio permanecerem limitadas
no tempo. Claramente, a descricao classica de instabilidade requer que se assuma a
existéncia de pequenas perturbagoes, capazes de forcar que o sistema abandone sua
configuracao inicial de equilibrio. Por outro lado, mesmo no “mais vazio” dos esta-
dos, a Mecanica Quantica impoe a existéncia de flutuacoes inevitaveis proporcionais
a h. No Cap. 3, mostraremos que o “efeito do despertar do vacuo” pode ser visto
como a manifestagao quantica da instabilidade de certos sistemas (em particular, de
campos nao-minimamente acoplados em ambientes astrofisicos), em que as préprias
flutuagoes quanticas do campo sao as sementes da instabilidade. Esse Capitulo se
baseia essencialmente na Ref. [102].

Com o intuito de investigar como o espaco de parametros da instabilidade se
altera quando simetrias impostas anteriormente sao relaxadas, estudamos, no Cap. 4,
a estabilidade de campos nao minimamente acoplados em espagos-tempos estaticos,
mas sem simetria esférica; ao passo que, no Cap. 5, focamos em espacos-tempos
com rotacao. Por simplicidade matematica, usaremos como prototipo de objetos
compactos esferoidais e com rotagdo o modelo de cascas finas de matéria (ver o
Apéndice C para o formalismo geral). Esses modelos serao suficientes a fim de
obtermos resultados interessantes sobre o efeito de desvios da simetria esférica e da
estaticidade sobre o espaco de parametros da instabilidade, além de permitirem um
tratamento essencialmente analitico do problema. Nos Caps. 4 e 5 apresentamos os
resultados obtidos nas Refs. [94] e [101], respectivamente.

Por fim, no Cap. 6, revisamos os principais resultados classicos e quanticos acerca
do estado final da instabilidade e discutimos as implicacoes dos dados astronémicos
atuais sobre a existéncia (ou nao) de campos minimamente acoplados na Natureza.

O Cap. 7 é dedicado a conclusoes e comentarios finais.

Notacgao
Nesta Tese, adotamos unidades naturais, em que ¢ = G = 1. Além disso,
tomaremos h = 1 exceto quando quisermos deixar explicita a natureza quantica dos

resultados. A notacgao tensorial e as convengoes geométricas adotadas aqui seguem
as Refs. [135, 114].



Capitulo 2

Teoria Quantica de Campos em Espacos Curvos e

o Efeito do Despertar do Vacuo

A construgao da teoria quantica de campos em espagos-tempos curvos (TQCEC)
teve inicio no fim da década de 60 [111, 112] e, desde entdo, foi estabelecido um for-
malismo rigoroso, consistente e geral para descrever a dinamica de campos quanticos
em espagos-tempos cldssicos [19, 58, 136] (ver também a Ref. [76] e referéncias af).
Embora o formalismo de TQCEC possua um dominio de validade restrito, que é
ditado pela escala em que a natureza quantica da gravitacao nao pode mais ser ig-
norada, ele pode ser aplicado a descricao de diversos fenomenos de interesse. Neste
Capitulo, vamos introduzir algumas ferramentas essenciais da teoria quantica de
campos livres em espacos curvos, além de apresentar e ilustrar o “efeito do desper-
tar do vacuo” [95, 93].

Consideracoes gerais sobre os campos de interesse, sobre a geometria espago-
temporal, sobre o procedimento de quantizagao e sobre o tratamento da retroagao
do campo sobre o espaco-tempo sao feitas na Sec. 2.1. Uma vez que, nesta Tese,
os espacos-tempos de fundo de interesse sao predominantemente configuracoes as-
trofisicas estaticas ou estaciondrias, apresentaremos, na Sec. 2.2, mais detalhes so-
bre o formalismo de quantizagao em espagos-tempos (assintoticamente) estéticos, de
forma a incorporar a possivel existéncia de modos instaveis. Mais tarde, no Cap. 5,
voltaremos a considerar o caso de espacos-tempos estacionarios, mas nao estaticos.
Na Sec. 2.3, revisaremos como a instabilidade de certos campos no espago-tempo de
estrelas relativisticas se manifesta quanticamente como um efeito de dominancia do
vacuo induzida pela gravitagao [95, 93]. Daremos especial atencao a determinagao
do espaco de parametros que caracteriza a instabilidade dadas certas hipoteses so-
bre o espaco-tempo de fundo, reproduzindo resultados da Ref. [93]. Em Capitulos
posteriores, examinaremos como esse espaco de parametros € alterado quando algu-
mas das hipoteses subjacentes sao relaxadas. Alguns comentarios gerais concluem e

resumem o Capitulo. O material deste Capitulo é essencialmente de revisao, com a



excecao da porgao final da Sec. 2.3 sobre a estabilidade de campos minimamente aco-
plados, cujos resultados foram parcialmente publicados no Apéndice da Ref. [102],

mas que, por consisténcia logica, optamos por apresentar aqui.

2.1 Consideracoes gerais

2.1.1 Sobre os campos e o espago-tempo

Em um espago-tempo (M, g), vamos supor a existéncia de um campo escalar real

livre @, cuja dinamica é descrita pelo funcional de agao
1
Se[®] = / d*zLo[gu, ] = -5 / d*z/=g(V, PV P + m’®* + (RD?),  (2.1)
M M

onde g = det(g,,), a integragdo é sobre toda a variedade M, m = mg/h é um
parametro relacionado & massa (mg) do campo e £ € R determina o acoplamento
entre o campo e o escalar de curvatura R. A equacao de campo que decorre da

variacao da Eq. (2.1) com respeito a ® é a equagao de Klein-Gordon
(-O0+m*+ER)D =0, (2.2)

onde ¢ = V,V+d = (—g)~1/20,[(—g)"?¢"*9,®]. A partir da densidade Lagrangi-

ana Lg, podemos definir o tensor de energia-momento do campo:

2 5(V_9£<I>>
T® = =(1-2 OV, D D% — 26D ,P
o = om ( 5)vu V., @+ ER, OV, V
45
2

[v OVPD + (m* 4 ER)D?] g (2.3)

A Eq. (2.1) representa um bom funcional de agdo em espagos curvos uma vez que é
covariante e tende ao limite correto quando a métrica torna-se plana. Em particular,
se £ = 0, dizemos que o campo escalar ¢ minimamente acoplado a gravitacao. Por
outro lado, se m = 0, o valor £ = 1/6 também d& origem a uma agao notavel por suas
simetrias: nesse caso, as Eqgs. (2.1) e (2.2) exibem invariancia conforme, ou seja, se
®(z) é uma solucao da equacao de campo em um espaco-tempo com métrica g, (),
entao Q(z)~1®(x) é solugao da equagio de campo em um espago-tempo com métrica
Q(x)%g,,(z). A propriedade de invariancia conforme também é compartilhada pelas
equagoes de Maxwell, de forma que um campo escalar com acoplamento conforme
é capaz de simular algumas propriedades do campo eletromagnético. O caso geral
de campos escalares nao minimamente acoplados (£ # 0) surge em diversos modelos
fenomenoldgicos, por exemplo, em modelos inflacionérios [120, 48, 18] ou em teorias

tensor-escalar (ver Apéndice A). De um ponto de vista mais fundamental, em teorias



com campos interagentes, um contra-termo proporcional a R®? necessariamente
precisa ser introduzido na acao como consequéncia da renormalizacao de tais teorias
[23], motivando assim o estudo da agao (2.1).

Para garantir que a dinamica gerada pela Eq. (2.2) tenha uma formulagao bem
posta como um problema de valor inicial, ou seja, que exista uma solucao unica
da Eq. (2.2) dadas condigbes iniciais sobre certas superficies tridimensionais tipo-
espago, ¢ necessario que o espaco-tempo tenha boas propriedades causais, em parti-
cular, que seja globalmente hiperbdlico [71, 135]. Um espago-tempo temporalmente
orientado é dito globalmente hiperbdlico se possui uma superficie de Cauchy, ¥; ou
seja, uma superficie tridimensional tipo-espago com a propriedade que, se v : R — M
é qualquer curva causal inextensivel, entao 7 intercepta X apenas uma vez. Qual-
quer espacgo-tempo globalmente hiperbdlico €, topologicamente, um produto direto
M =3 xR, de forma que admite uma foliacao em superficies de Cauchy 3, sendo
t um parametro real. Seja n* o vetor unitario normal a cada hipersuperficie na
foliagio: n* = —NV*t, onde N(z) = (—=V,tV#t)~1/2 é a fungio lapso. Note que n*
é normalizado e tipo-tempo, n#n, = —1, e aponta “para o futuro” (para o sentido
de t crescente): n*V,t = N~! > 0. Podemos entdo definir a métrica induzida sobre
> como

huu = 9w + NNy,

de forma que h*, atua como um operador de projecao, levando vetores arbitrarios
em vetores puramente tipo-espaco. Pode ser conveniente empregar um sistema de
coordenadas {t,z'} (i = 1,2,3) tal que n*V , 2’ = 0, pois a métrica, nessas coorde-

nadas, assume a forma
ds® = —N?dt* + hy;(v)dz'dx’.

A partir da agao (2.1), podemos definir a densidade de momento Il canonica-

mente conjugada a & como

_ 8Se  OLe
) = 560 ~ 50,9)

= V=99""V,® = Vhn'V ,®, (2.4)

onde h = det(h,,). O espago de fase M da teoria cldssica é dado pelo conjunto de
pares de fungoes suaves ®(x) e II(z) definidas em %;,*. Pode-se mostrar [71] que, em
um espago-tempo globalmente hiperbdlico, para qualquer par (fy, f1) € 9N, existe

uma solugao unica ¢ da Eq. (2.2) tal que

D[, = fo, s, = fi.

*E necesséario também que as fungoes que compoem o espago de fase decaiam suficientemente

répido no infinito espacial para que estruturas como a Eq. (2.5) sejam bem definidas.
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Além disso, ¢ tem uma dependéncia causal da fonte, ou seja, seu valor em um ponto
x nao muda se fy e/ou f; sdo alteradas fora da intersegao de %, com o passado causal
de z.

Por fim, é importante notar que podemos definir uma funcao real bilinear €2

COo1mo

Q((I)l, (I)Q) = / dgx\/gn“(q)gvu@l — (I)lvH(I)Q), (25)

)3
onde ®1,P5 € G e & denota o espago de solugoes da Eq. (2.2) obtidas a partir de
valores iniciais em 9. A fungao ) é conservada para solugoes da Eq. (2.2), ou seja,
seu valor independe da superficie de Cauchy onde é avaliadal. A forma Q pode
ser estendida, por linearidade, a solugoes complexas da Eq. (2.2), e a partir dela

definimos o “produto interno” de Klein-Gordon como

(q)l, (I)Q)KG = —ZQ( T, @2) = —Z/ d%\/%ﬂ“(@gvufbf — (DTVN(I)Q), (26)
¢
onde ®,, P, € G°. Esse produto interno independe da superficie de Cauchy onde é

calculado e tem todas as propriedades de um produto escalar, exceto a de positivi-
dade definida.

2.1.2 Sobre o procedimento de quantizacao

O ponto chave na construcao de uma teoria quantica a partir de uma teoria des-
crevendo um sistema cldssico é a escolha do espaco de Hilbert de estados, §, e de
operadores auto-adjuntos fa : § — § que correspondam aos observaveis classicos
fundamentais. Essa escolha é guiada pela relacao entre parénteses de Poisson —
que equipam o espaco de observaveis classicos com uma estrutura algébrica — e

comutadores — que cumprem a mesma funcio para observaveis quanticost:
[f. 9] = in{ [, g}.

No espago-tempo de Minkowski, o procedimento de quantizacao segue os seguin-

tes passos. Primeiramente, separamos o espaco de solucoes complexas da equacgao

TPara campos complexos (carregados), a existéncia dessa “carga” independente do tempo se
deve a existéncia de uma corrente de Noether conservada, resultante da simetria da acao por

transformagoes de fase globais.
fEm geral, os operadores relacionados aos observiveis fundamentais da teoria nio sdo limitados,

o que introduz dificuldades na interpretacéo das relagdes de comutagao [117]. Isso pode ser evitado
utilizando os operadores unitarios (limitados) obtidos pela exponenciagdo dos operadores auto-
adjuntos fundamentais. As relagoes de comutacao sdo entao equivalentes as relagoes de Weyl [136].
Essa e outras sutilezas mateméticas envolvendo o procedimento de quantizagao nao serao, porém,

essenciais para os propositos desta Tese.
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de Klein-Gordon, &%, em dois subespacos, H e H, de solucoes de frequéncia posi-
tiva e negativa, respectivamente. E possivel verificar que o produto interno (2.6) é
positivo definido em H, de forma que, depois de completarmos H na norma definida
por (,)xa, H constitui um espaco de Hilbert sobre C (o mesmo ocorre para H com
relagdo ao produto interno —(,)x¢g). Além disso, temos que, para todo f € H e
geEH, (f,i)ka =0, e que & = H @ H, ou seja, qualquer solucao complexa da
Eq. (2.2) pode ser escrita como uma combinacao de modos de frequéncia (e norma)
positiva e negativa. O espaco de Hilbert de estados é entao definido como o espaco
de Fock
Ss(H)=CoHO(HOH)P(HRIsHRsH) D ...,

onde ®4 denota o produto tensorial simétrico. Ou seja, um vetor do espaco de Fock
tem a forma U = (c,M @ G ) onde c € C, v € H, @ = 9, @, 1y =
1/2(1)1 @ g + 1y @), para 9,1 € H, e assim sucessivamente. Na construcao do
operador de campo (i>, utilizaremos operadores de aniquilacao e criacao, definidos

respectivamente como
a(F)V = (1, v ke, V21 - @ V3@ ), (2.7)
a'(0)W = (0, co, V20 @, v, V30 @, v?, ) (2.8)

Aqui, 7,0 € H (7 € H é o complexo conjugado de 7) e a notacdo 7 - ™ representa
a aplicacao do produto interno de Klein-Gordon entre 7 e a primeira parcela de cada
produto tensorial implicito em ¥™: por exemplo, para ¥ = 1 ®, 1, 7 - PP =
1/2[(7, Y1) kabe + (T,102) ka1 ]. A partir das expressoes (2.7) e (2.8), deduz-se que

[a(7),a(0)] = [a'(r),a'(0)] =0,  [a(7),a'(0)] = (1,0)xel. (2.9)

O “estado de vacuo” ¥, (também denotado por |0)) é definido pela propriedade
a(T)¥y = 0 para todo 7 € H, e corresponde ao vetor normalizado (¢, 0,0, ...). Agora,

seja {u,(z)} uma base ortonormal de H, tal que
(uoa ua’)KG = h6(07 OJ))

onde §(o,0’) representa uma funcao § de Dirac generalizada’. Entdo, o conjunto

{u, (), U, (x)} é uma base sobre G e o operador ® pode ser escrito formalmente¥

50u seja, f(a) = [du(B)f(B)d(a,B) para qualquer funcdo f, onde du(c) é alguma medida no
espacgo de indices, que pode conter tanto uma soma sobre valores discretos quanto uma integral
sobre valores continuos.

INa verdade, ® deve ser interpretado como uma distribuicao que toma valores em operadores.
O fato de que & deve ser entendido no sentido distribucional e, portanto, nao possui valor bem
definido em um ponto z, se expressa na Eq. (2.10) como uma integral (ou soma) nao convergente
do lado direito da igualdade. Ainda assim, a expressdo é formalmente correta e frequentemente

util.
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B(z) — / dp(0) o (2)y + i1y (2)d1], (2.10)

onde a, = a(i,), al = a'(u,) e du(c) é uma medida sobre o espaco de indices o.
Note que estamos utilizando (aqui e em praticamente toda a Tese) a “representagao
de Heisenberg”, em que o estado do campo independe do tempo e sao os observaveis
que evoluem. A expansao (2.10), junto com as relagoes (2.9), sdo compativeis com

as relagoes canonicas de comutacao para ¢ e II:

[(i)(tv X)v (i)(tv X,)]Et :[ﬂ(t’ X)v ﬂ(tv X,)]Et =0,
(B (t, %), Fi(t, x|, —ihi0%(x,X'). (2.11)

t

Em Mecanica Quantica, a algebra definida pelas relagoes de comutacao entre ¢
e p (os operadores associados a coordenadas generalizadas e momentos conjugados)
tem uma representacao irredutivel unica a menos de equivaléncia unitaria. Isso é
garantido pelo teorema de Stone-von Newmann (ver, e.g., a Ref. [124]), e significa
que, para quaisquer duas representagoes das relagoes de comutagao, (F, fa) e (¥, f&),
existe um operador unitario U : § — §' tal que U~} ]‘ZU = fa, 0 que garante que
diferentes representacoes dao origem a teorias fisicamente equivalentes. Porém, um
ingrediente essencial para esse resultado é que o espaco de fase da teoria classica te-
nha dimensao finita. Em teorias de campos, por outro lado, em geral representacoes
distintas das relagoes de comutacao nao serao unitariamente equivalentes.

Por exemplo, na descricao acima da quantizacao no espaco-tempo de Minkowski,
a principio poderiamos escolher como o espaco de Hilbert H qualquer subespaco
de &% tal que (i) 6 = H @ H, (ii) com (,)ge positivo definido em H e (iii)
(f,9)ka = 0 para todo f € H e g € H. Diferentes escolhas de H em geral dao
origem a representacoes nao unitariamente equivalentes das relagoes de comutagao
(2.11). No entanto, no espago-tempo de Minkowski, existe um critério extra, oriundo
da invariancia da teoria classica por translacoes temporais, que dé origem a uma
representacao “privilegiada”, na qual H é escolhido como o subespaco de solucoes
complexas da equacao de Klein-Gordon que tém frequéncia positiva com relacao ao
tempo de Minkowski. O estado de vacuo dessa representacao tem a propriedade
adicional de ser o estado fundamental do Hamiltoniano.

Porém, em espacos curvos arbitrarios, a auséncia de simetrias que permitam pri-
vilegiar uma representacao em detrimento das demais impede que o procedimento
de quantizagao em Minkowski possa ser consistentemente adaptado e empregado.
Ainda assim, a quantizacao de um campo escalar ®, obedecendo a Eq. (2.2) em um
espago-tempo globalmente hiperbdlico, pode ser feita de forma consistente e geral por

meio, por exemplo, de uma abordagem “algébrica” [136, 63]. A estratégia empregada
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é partir da definicao de uma algebra apropriada de observaveis quanticos, que incor-
pore as propriedades fisicas relevantes e propriedades algébricas como as relagoes de
comutacao. S6 entao se definem os estados, como funcionais que atuam na algebra
de observaveis, e que podem ser interpretados como responsaveis por determinar
os “valores esperados” dos observaveis. Dessa forma, o formalismo algébrico per-
mite tratar em pé de igualdade todos os estados, inclusive aqueles que decorrem
de construgoes distintas e sem equivaléncia unitaria da teoria, e oferece uma for-
mulacao satisfatoria da teoria quantica de campos em espacgos-tempos globalmente
hiperbdlicos gerais. Contudo, em alguns espacos-tempos de interesse, podemos abrir
mao do formalismo geral em prol da adaptagao das técnicas usuais de quantizagao
no espaco-tempo de Minkowski. Esse é o caso, por exemplo, de espagos-tempos

(assintoticamente) estaticos ou estaciondrios, que discutiremos na Sec. 2.2.

2.1.3 Sobre o operador tensor de energia-momento e as equacgoes se-

miclassicas de Einstein

Além do operador campo, <i>, outro observavel de particular interesse é obtido a
partir do tensor de energia-momento a ele associado. Classicamente, sabemos que
a matéria se acopla ao campo gravitacional por meio de seu tensor de energia-
momento. Para campos de matéria descritos por uma agao Sy, definimos T77, =
—(2/4/=9)0S, /09" [para um campo escalar real, Ty, é dado na Eq. (2.3)]. A agao
total do sistema ¢é dada por Sgy + S,., onde Sgy é a acao de Einstein-Hilbert,

Senlg] = L

= d*z/—gR 2.12
167T/M v g ( )

que descreve a dinamica do campo gravitacional. Ao impormos que a acao total
Sen + S seja estacionaria com respeito a pequenas perturbacoes da métrica, obte-
mos as equagoes de Einstein,

G, =8rT,), (2.13)

p
onde G, é o tensor de Einstein. Portanto, o tensor de energia-momento da matéria
surge como a fonte do campo gravitacional.

Embora nossa discussao até agora sobre a teoria quantica de campos em espagos-
tempos curvos tenha assumido tacitamente uma geometria espago-temporal fixa,
¢ de se esperar que o campo quantico retroaja sobre o espago-tempo, e que isso
ocorra via seu tensor de energia-momento. Portanto, em analogia com a abordagem
semiclassica em Eletrodinamica — em que o campo eletromagnético classico gerado

por fontes quanticas é descrito pela equagao semicldssica de Maxwell, V*F,, =
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—47(j,) — definimos as equagoes semicldssicas de Einstein como
G =8m(T2), (2.14)

onde o valor esperado do tensor de energia-momento do campo no estado de interesse
aparece como um termo de fonte para o campo gravitacional cléssico. Essas equagoes
devem ser aproximadamente validas enquanto o raio de curvatura do espaco-tempo
for muito maior que o comprimento de Planck, enquanto as flutuagoes da geometria
espago-temporal em torno de seu valor “médio” forem despreziveis e se as flutuacoes
do tensor de energia-momento no estado de interesse forem muito menores que seu
valor médio <Tfy> [53, 86, 6]. Do ponto de vista mais fundamental, a Eq. (2.14) surge,
por exemplo, a partir dos seguintes procedimentos: (i) expandindo uma métrica e
um campo escalar quanticos ao redor do espaco-tempo de Minkowski e calculando
as equacoes de movimento para a métrica, mantendo apenas diagramas de nivel de
arvore para os gravitons e diagramas de até 1 loop para o campo escalar (ver, por
exemplo, a Ref. [80]); (ii) considerando a interagdo da gravitacdo com N campos
escalares desacoplados em uma teoria quantica e tomando o limite N — oo [68];
(iii) por meio de manipulages formais da equagao de Wheeler-DeWitt no regime
adequado [82]; entre outros.

O observével quéantico T,

pode, em principio, ser obtido pela substituicao formal
de ® pelo operador de campo P. Porém, como notamos na discussao da Eq. (2.10),
o operador quantico de campo deve ser entendido no sentido distribucional. Conse-

~ . ~d
quentemente, a expressao obtida para T,

pelo procedimento acima é apenas formal,
ja que é quadratica no campo e sabemos que operagoes nao lineares em distribuigoes,
como produtos, nao tém sentido matematico bem definido. Essa dificuldade na
definicao de Tf; se traduz em resultados divergentes para o cdlcuo ingénuo de va-
lores esperados do tensor de energia-momento [19]. De fato, essas dificuldades no
calculo de <T§,> aparecem ja na construcao usual da teoria quantica de campos em
Minkowski: substituindo a expansao em modos (2.10) na Eq. (2.3), obtemos uma
contribuicao divergente vinda da soma das energias de vacuo da colecao infinita de
osciladores harmonicos que compoem o campo. Uma vez que em fisica nao gra-
vitacional o valor absoluto da energia nao é uma quantidade mensuravel (apenas
diferengas de energia o sao), em espagos-tempos planos esse problema é facilmente
contornado pela prescricao de ordenamento normal, que efetivamente corresponde
a tomar (O|Tfy|0> = 0. Porém, esse procedimento nao pode ser generalizado direta-
mente para espagos-tempos curvos, uma vez que o valor absoluto da energia passa
entao a ser mensuravel, j4 que afeta o espaco-tempo. Procedimentos de renorma-
lizagao mais elaborados precisam entao ser adotados (ver as Refs. [44, 19, 136] para

discussoes gerais e, e.g., [23, 75, 5, 99] para aplicagoes especificas). Em 1977, Wald
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mostrou [134] (ver também a Ref. [136]) que procedimentos de renormalizagao que
satisfazem um certo conjunto de axiomas gerais dao origem a um valor de <Tfj,>, em
estados “fisicos”, que é tinico a menos de termos que dependem localmente da geo-
metria de fundo e podem ser absorvidos em constantes como a constante de Newton
e a constante cosmoldgica. Porém, embora em principio (T,‘i> possa ser calculado,
o cédlculo da retroagao do campo sobre o espago-tempo por meio da Eq. (2.14) se
depara com diversas sutilezas e dificuldades adicionais [136, 51] e a evolucao auto-
consistente das equagoes semiclassicas de Einstein e da equagao de campo persiste

como um tema amplamente em aberto.

2.2 Teoria Quantica de Campos em espagos-tempos estaticos

Nesta Secao, analisaremos com um pouco mais de detalhes o procedimento de quan-
tizagao em espacos-tempos estaticos, de forma a incorporar a possivel existéncia de
modos instaveis. Antes, porém, vamos revisar algumas nocoes basicas sobre estati-
cidade.

Um espago-tempo globalmente hiperbdlico (M, g) é dito estaciondrio se possui
um campo de Killing tipo-tempo &, que, por definicao, obedece £L¢g,, = 0, ou,
equivalentemente,

V. + V&, = 0. (2.15)

O campo de Killing £* é, portanto, o gerador da isometria que representa a simetria
do espago-tempo por translagoes temporais. Em particular, em um espaco-tempo
estaciondrio coberto por um sistema de coordenadas z = (t,z") tal que &* = 4f,
as componentes métricas independem da coordenada t: 0;g,, = 0. Se, além disso,
existe uma hipersuperficie > que é ortogonal as érbitas da isometria gerada por &,
entao o espago-tempo é dito estdatico. Pelo teorema de Frobenius, isso é equivalente
a exigir que &* satisfaga £, V, £, = 0 (ver Apéndice B de [135]). No sistema de coor-
denadas definido acima, essa condi¢ao implica go; = 0, sendo equivalente, também,
a exigéncia de invariancia por inversao temporal (t — —t). O elemento de linha de

um espago-tempo estatico pode, portanto, ser escrito na forma
ds® = N?(—dt* + ~;;(7)dz'dx?), (2.16)

onde N = N(Z) > 0, h;; = N*7;; é a métrica espacial tridimensional induzida em %
e Z = (2!, 2% 23). Um espaco-tempo (M, g) é dito estaciondrio/estdtico no passado
se ele possui uma superficie de Cauchy > cujo passado ¢é isométrico ao passado de
uma superficie de Cauchy >’ em algum espago-tempo estaciondrio/estatico (M’ g’).
Critérios semelhantes definem espagos-tempos estaciondrios/estdticos no futuro e

espagos-tempos assintoticamente estacionarios ou estéticos (no passado ou futuro).
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Neste Capitulo, estamos interessados em investigar a manifestacao quantica da
instabilidade de campos descritos pela Eq. (2.1) em certos espagos-tempos estéticos,
como aquele que descreve uma estrela sem rotacao em equilibrio. No entanto, nao
é fisico supor que um espaco-tempo que induz a instabilidade de um campo da
Natureza possa ser bem descrito por uma métrica globalmente estatica. De fato, é
mais razoéavel considerar que o espago-tempo evolui de (i) uma configuragao inicial
que nao desperta a instabilidade do campo, para (ii) uma que a desperta. Em
particular, podemos assumir que as configuragoes (i) e (ii) sao estéticas, pelo menos
assintoticamente; por exemplo, assumir que uma estrela em equilibrio se forma a
partir do colapso gravitacional de uma nuvem de gés, que, no passado assintético, é
bem descrita por uma métrica aproximadamente plana. E claro que a configuracao
(ii), que assumimos que desperta a instabilidade de um campo fisico, tampouco
pode permanecer estatica: o campo deve forga-la a evoluir para um novo estado de
equilibrio onde o sistema como um todo seja estavel. Na maior parte desta Tese,
porém, focaremos na descricao da instabilidade, sem levar em conta a retroacao do
campo sobre o espago-tempo. Comentarios a respeito desse tltimo aspecto sao feitos
no Cap. 6.

Em um espago-tempo que, no passado (possivelmente assintético), é estético e
nao induz instabilidade em nenhum campo, a construcao da teoria quantica pode
ser feita por meio do mapeamento de elementos construidos no espago-tempo glo-
balmente estatico (M’, g:w) isométrico aquela regiao. Em particular, pode-se cons-
truir o espago de estados do campo, Fs(Hin), de forma andloga ao procedimento
em espacos planos descrito na Sec. 2.1. Essa construgao é privilegiada no sentido
descrito na Sec. 2.1 e, na regiao estatica, tem uma interpretacao natural em termos
de particulas. Porém, veremos que algumas dificuldades se apresentam ao tentar-
mos empregar o mesmo procedimento de quantizacao para definir o espago de Fock
Ss(Hout) na regiao do futuro em que o espago-tempo é estatico mas induz a insta-
bilidade dos campos. Ai, a interpretacao em termos de particulas nao mais estara
disponivel, e a principio nao haverd um critério 6bvio para privilegiar uma das cons-
trucoes possiveis. Embora seja possivel construir mais rigorosamente uma teoria
quantica de campos instéveis em espagos-tempos (globalmente) estaticos! [92], essa
questao nao sera tao importante para os nossos propositos: aqui, o estado do campo

serd definido no passado assintético como um vetor em §4(Hi,), e estaremos in-

Um problema semelhante surge na quantizacio de campos carregados sujeitos a um potencial
eletrostatico independente do tempo. Se o potencial é suficientemente forte, haverd modos instéveis,
conforme descoberto em 1940 por Shiff, Snyder e Weinberg [121] (sendo chamado, assim, de “efeito
SSW?”). A quantizacao desses modos, nesse contexto, é descrita por Schoer e Swieca na Ref. [123]
e por Schroer na Ref. [122]. Ver também o Apéndice da Ref. [58].
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teressados na evolucao dos valores esperados dos observaveis quanticos quando a
instabilidade ¢ acionada. Vamos, agora, tornar mais concreta essa discussao.

Seja um campo escalar governado pela agdo (2.1) e definido em um espago-
tempo estatico, com métrica (2.16). Como estamos interessados em espagos-tempos
astrofisicos, vamos assumir também que a métrica (2.16) é assintoticamente plana,
ou seja, que no infinito espacial as componentes métricas se aproximam das de Min-
kowski em algum sistema de coordenadas. A equagao de Klein-Gordon, Eq. (2.2),

pode ser reescrita da forma

Pd

— 57 = [—A + Vig(2)] @, (2.17)

onde ® = N®, A é o operador de Laplace associado a Vi Af = %8i(ﬁ7ij8jf),

com v = det(;;), e o potencial efetivo é dado por
Vear(Z) = NTTAN + N?(m? + €R). (2.18)

A Eq. (2.17) pode ser resolvida por separacao de varidveis, o que nos motiva a

estudar solugoes com a forma
lio (1, T) = Fq(T)e ™", (2.19)

onde F,,(Z) satisfaz
[—A + Veg(Z)] Floo (£) = w? Fluo () (2.20)

e o indice o rotula solugoes distintas da Eq. (2.20). Note que as solugdes iy, (t, 7)
obedecem £, (t, ) = —iwi,(t, T) e sua forma é motivada, portanto, pela presenca
do campo de Killing &~.

A Eq. (2.20) é uma equagao de autovalor para o operador —A + Vog(¥), que
é hermitiano em L?(%;, V/7dZ), o conjunto de fungdes complexas de quadrado in-
tegravel com relacao a medida ,/ydZ. Portanto, seus autovalores sao reais, w? € R.

2

No entanto, nao necessariamente w® > 0 e um espectro negativo é em principio

possivel se o potencial (2.18) for suficientemente negativo. Além disso, autovetores

com autovalores distintos (w? # w') sdo ortogonais, pois, usando a Eq. (2.20), temos

(W? —w?) /E dZ\/AF (B)Fyo (T) = 0. (2.21)

A ortogonalidade dos autovetores F,,(Z) e uma escolha natural de normalizagao sao

contemplados pela formula

/E 47T (F) oo (&) = [0, ) + 80, —)]5(, o).

18



Para solugoes u,, (t, Z) = N~ 4,,(t, ¥) da Eq. (2.2), podemos calcular o produto

interno de Klein-Gordon, Eq. (2.6), e obtemos:
(Usors Ui ) ¢ = €@ ™M w* + [0 (w, ") + 6(w, —w)]d(a, o).
Consequentemente,

(Uoors Unror ) kG = 2w (w,w')0(0,0"), se w é real,

(Uors o) kG = =210, 0(0,0"),  sew =i (W' =iQ) é imaginaria,

onde levamos em conta que o espectro de “frequéncias imaginarias” é discreto. Ve-
mos, portanto, que modos de frequéncia real sao ortogonais entre si com relacao ao
produto interno de Klein-Gordon e possuem norma nao nula (para w # 0), com sinal
determinado pelo sinal de w. Além disso, sao ortogonais aos modos de “frequéncia
imaginaria”. Por outro lado, modos de “frequéncia imaginaria” w = if) tém norma
(de Klein-Gordon) nula e proje¢ao nao nula sobre modos com “frequéncia” w' = —ifQ.

De forma alternativa, podemos definir

(+) B FL e—zwt

Foo(@), o) = ()" 2.99
(e 20 N (@) (Z), w (v$))", (2.22)

wo wo

para w > 0, e

i1Bs ( LU —is —Qt+ias *
+ _ | het(e t+e ) - (-) ( (+>>
W, = Foo(Z), wq, = (wy, | 2.23

o 4Q sin(2a, ) N (Z) o (7) @ ( )

para w = i€, 2 > 0 e a, € (0,7/4]. Nos referiremos aos modos exponencialmente
crescentes ng) como taquionicos, por estarem associados a presenca de uma “massa
efetiva negativa” no potencial Vg, emprestando um termo frequentemente usado
em cosmologia (ver, e.g., a Ref. [49]). Note que os modos taquionicos (2.23) nao
sao mais autoestados de frequéncia com respeito a iL¢ e representam uma classe de
solugbes parametrizadas pelas constantes a, e 3,. Em particular, em [93, 95], foram
tomados 5, = 0 e o, = m/12. Para os modos definidos nas Eqs. (2.22) e (2.23),

obtemos

(v o'd) Jka = £h d(w,w)d(o, "),

(wéi), wéﬁ,)Kc = +h daad(o,d’),
(), wéﬂ,) ke = (W), wS,F;,) ke = 0. (2.24)

Portanto, o conjunto {vffg),w&?} e seu complexo conjugado, {vfj;),wf;y)}, for-
mam uma base ortonormal para o espago de solugoes complexas da Eq. (2.17). Além

disso, o produto interno de Klein-Gordon ¢é positivo definido no espaco gerado por
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{Uf;), wﬁj,)}. Assim, analogamente a Eq. (2.10), escrevemos formalmente o operador

campo na forma**
=3, / dpp(w)[buov S (x) + b0 ()] + Y learwiy) (x) + ehywl,) (x)], (2.25)
o LAY

onde [du(w) pode representar tanto uma integral sobre um espectro continuo de
frequéncias (se w > m) quanto uma soma sobre valores discretos (se w < m) [29].

As relagoes de comutagao (2.11) para o campo se traduzem em

[bue, b1, ] = 0(w,w)d(0,0"),  [éaw, Ehyyi] = daard(a, o) (2.26)

e demais comutadores nulos [ver Eq. (2.9)], uma vez que os modos obedecem a
Eq. (2.24). O estado de “vdcuo” |0) ¢ definido como aquele que satisfaz b, |0) =
¢ao|0) = 0 para todos os valores de w, Q) e 0.

Note, porém, que para cada escolha de (o, f,) na Eq. (2.23), obtemos uma cons-
trucao distinta do espaco de estados do campo e, em particular, uma redefinicao do
“estado de vacuo”. Por outro lado, na auséncia de modos taquionicos, a repre-
sentacao obtida pelo procedimento acima é fisicamente privilegiada, no sentido que
o estado de vécuo |0) é o estado fundamental do Hamiltoniano. Para que isso fique
explicito e para ganharmos uma intui¢ao maior sobre o significado da quantizacao de
modos taquidnicos, vamos considerar, seguindo a Ref. [87], o operador Hamiltoniano

construido a partir da quantidade cléssica

H= [ dsn*¢'T,, (2.27)

p
onde d¥ = d®*zvh = d3xN3ﬁ, n* = N~165 é o campo vetorial unitdrio ortogonal
a Yy, & = 68 é campo de Killing tipo-tempo e Tfy ¢ o tensor de energia-momento

definido na Eq. (2.3). Note que, em um espago-tempo estaciondrio,
V(6 Tg") =0, (2.28)

o que decorre da conservagao local do tensor de energia-momento, V, 75" = 0, ¢ da
Eq. (2.15). Integrando a Eq. (2.28) em um volume delimitado por duas superficies
de Cauchy %, e X, e utilizando o teorema de Gauss [114], concluimos que a
quantidade H na Eq. (2.27) é conservada (ou seja, nao depende da escolha de ¥;),

podendo ser interpretada como a energia total do sistema.

**Ver o Apéndice da Ref. [58] para a quantizagdo de modos de norma (e frequéncia) nula, que

nao foram incluidos nessa expressao.
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Considere entao a expressao obtida a partir de Eq. (2.27) pela substitui¢ao formal

de ® na Eq. (2.3) por d. Utilizando a expressio (2.25) para o campo, obtemos:

R e N / dp() By () + Y Ho, (2.29)
2t o 0,0
onde | .
() = b (B b + burbl,) = (@;Jz;wa ¥ 5) (2.30)
(§]
Ho, = —m [Cos(Qozg) (éggé}w + é}zgégg> + %P7 ¢, Can + e‘ziﬁ”é}zgégg )

(2.31)
Vemos que o operador ﬁo(w) corresponde a expressao usual para o Hamiltoniano
de uma colecao de osciladores harmonicos, associados aos graus de liberdade do
campo [19]. Em particular, na auséncia de modos taquidnicos, o estado de vécuo
|0) definido por b,,|0) = 0 é o estado fundamental do Hamiltoniano H. Note que a
contribuicao de ]:L,(w) para a energia de vacuo, (]:I ), ¢ divergente, devido a soma de
modos com energia arbitrariamente alta (“divergéncia ultravioleta”), e sé se torna
finita apés o procedimento de renormalizacao (veja o final da Sec. 2.1).
Para interpretarmos melhor o significado de ﬁgg, vamos assumir, por simplici-

dade, o caso a, = m/12 e 5, = 0 e definir os operadores “posi¢ao” e “momento”

dos = 1/ % (6}20 + éga> L Pao =iy g (é}w - éQ,,> , (2.32)

onde C' = 2 — /3. Note que do, € Pao satisfazem relacoes candnicas de comutacao:

Ccomo

(G0 Poror] = thdaad,e € demais comutadores nulos. Em termos dessas quantidades,

a Eq. (2.31) fica
- 1

HQO’ = 5 (ﬁ?la - QQqu)o_) ) (233)

e Hoy pode ser interpretado como o Hamiltoniano de um “oscilador harmoénico inver-
tido” [13]. Contrariamente ao operador H, (w), que d& uma contribui¢ao positivo-
definida para o valor esperado do Hamiltoniano independentemente do estado do
campo, o operador Hq, dé uma contribuicao negativa para alguns estados. Em

particular, para estados |¥) satisfazendo ¢l éo,|¥) = n|¥), n € N, temos [87]
(O|Hop| W) = —V/3(1/2 +n)Q < 0,

que pode ser arbitrariamente negativo para valores suficientemente grandes de n, o

que reflete o fato de que o operador Hgq, é ilimitado inferiormente. Portanto, na
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presenca de modos taquionicos, o Hamiltoniano nao possui um estado fundamental
(que merecidamente possa ser chamado de vécuo), embora o valor 0 faga parte do
espectro (continuo) de energia.

Os operadores o, € Po, na Eq. (2.32) sdo o ponto de partida para o procedimento
de quantizacdo proposto em [123, 122] (ver também o Apéndice de [58]): os autores
sugerem considerar como o espaco de Hilbert da teoria o produto tensorial do espaco
de Fock §,(H.) (onde H, € &F é o espago gerado pelos modos estdveis vffg)) com
um espaco apropriado de fungoes onde os operadores (o, € Po, atuem. Porém,
como discutido no comeco desta Secao, em toda esta Tese estaremos interessados
em espagos-tempos que evoluem de (i) uma configuracdo na qual ndo hd modos
taquidnicos do campo, para (ii) outra em que eles estao presentes. Sendo assim, o
estado do campo pode ser definido na fase estavel e a evolucao dos valores esperados
dos observaveis de campo pode ser calculada, durante a fase instavel, utilizando a
expressao (2.10). Em particular, se o campo estd no estado de vacuo definido em
(i), entéao o valor esperado de seu tensor de energia-momento sofrerd um aumento
exponencial na fase instével (ii). Este “despertar do vacuo” é o que ilustramos agora

em uma configuracao espago-temporal especifica.

2.3 Despertando o vacuo em estrelas relativisticas

Para ilustrarmos como a gravitagao pode induzir a dominancia do vacuo de um
campo livre sobre as componentes cldssicas de matéria, vamos considerar, seguindo
as Refs. [95, 93] um espago-tempo cuja geometria satisfaz as seguintes condigoes:
e —dt? 4 di?, no passado, (2.34)
—eZ=0 2 4 220 dr? 4 12(dh? + sin? Odp?), o futuro.
Ou seja, a métrica é plana no passado assintético e estatica e esfericamente simétrica
no futuro assintético. Além disso, vamos assumir que o espago-tempo é assintotica-
mente plano e que nao possui singularidades de nenhum tipo, e tampouco horizonte
de eventos ou de Cauchy. Em particular, supomos que =Z(r) e A(r) sao fungoes
contfnuas e limitadas, com Z(r) "% r2, Z(r) "=5° 0 e igualmente para A(r). A
métrica (2.34) pode representar, por exemplo, a situagdo em que matéria inici-
almente difusa colapsa gravitacionalmente para formar uma estrela esfericamente
simétrica e estatica de acordo com a Relatividade Geral (por exemplo, uma estrela
de néutrons). Nesta Secao, analisaremos esse cendrio. Para isso, assumiremos que a
matéria que compoe a estrela final é bem descrita por um fluido perfeito, com tensor
de energia-momento

Ty = putty + p(guw + uuuy), (2.35)
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onde u* é o campo vetorial unitario que representa a quadrivelocidade dos elementos
de fluido: u* = e =34 no interior da estrela. As funcdes p(r) e p(r) sdo, respec-
tivamente, a densidade de energia e a pressao do fluido medidas em seu referencial
de repouso. Por meio das equacoes de Einstein, podemos determinar as compo-
nentes métricas =(r) e A(r) que caracterizam a geometria gerada por (2.35) [135]:

denotando por R, o raio da estrela, temos que, para r < Ry,

= _m)+An) g (1 _ 27”_(7”)) - (2.36)

dr — rlr=2m(r)]

,
onde .,
m(r) = 47r/ p(r')rdr’, (2.37)
0
e, para r > R,,
¢20) — 2N — | _ 90/, (2.38)

onde M = m(R;) é a massa total da estrela. Além disso, as equagoes de Einstein
fornecem uma relacao adicional, conhecida como equacao de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff (TOV), que é necessaria para o equilibrio hidrodindmico do fluido:

d_p:_( )m(r)+47rrp

p T —2am] (2.39)

Para a caracterizacao completa do espago-tempo de uma estrela esfericamente simé-
trica e estdtica, é necessario ainda fornecer a forma funcional de p(r), ou, alterna-
tivamente, uma equacao de estado, por exemplo com forma p = p(p), que descreva
a matéria que compoe o fluido. Neste Capitulo, empregaremos dois perfis de densi-
dade, seguindo a Ref. [93]:

p(r)=pc e  p(r)=p(l—r*/R2). (2.40)

O primeiro corresponde a suposi¢ao de densidade uniforme, ou fluido incompressivel,
que da origem ao modelo mais simples, embora pouco realista, para objetos com-
pactos. Nesse caso, a métrica pode ser obtida analiticamente [135]. O segundo cor-
responde a um perfil parabdlico de densidade, que ainda possibilita uma expressao
analitica para a métrica [130], e é vantajoso por aproximar equagoes de estado mais
realistas [89]. Para uma revisao sobre os vinculos atuais e perspectivas futuras sobre
a equagao de estado de estrelas de néutrons, ver, por exemplo, a Ref. [88].

No espago-tempo descrito pela Eq. (2.34), introduzimos um campo escalar ®
obedecendo a Eq. (2.2) e seguimos o procedimento de quantizagao descrito nas Segoes

anteriores. Em particular, o operador campo ® pode ser escrito como

d = / Phlagut” (@) + alul (@), (2.41)
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onde {ul(;)} é uma base de solugoes ortonormais da Eq. (2.2) e que, no passado

assintético, tém a forma

(), passado h i) 9.42
up (@) 167r3w,;€ ’ (2:42)

com k € R3 e wp =V k2 4+ m2. Note que a relacao de ortonormalizacao de ul%i)
com relacao ao produto interno de Klein-Gordon pode ser verificada no passado
assintotico, e é preservada ao longo da evolugdo. As relagoes de comutagao (2.11)
se traduzem em relacoes de comutagao canonicas para os operadores de aniquilacao
e criacdo ag e d% [ver Eq. (2.9)]. Daqui em diante assumiremos que o campo se
encontra no estado de vacuo |0;,), definido por az|0in) = 0 para todo k. Esse é
o estado para o qual observadores estaticos no passado assintotico nao atribuem
nenhum conteudo de particulas.

De forma alternativa, o operador campo também pode ser expandido como

+
Z i Wlﬂvz(vlL )+ bwlu wlu )]+ Z Cﬂluwmu C}zz“wéz;@» (2.43)

Qlp

em termos de uma segunda base {USEL, ws(i)t} de solugoes ortonormais da Eq. (2.2),

R + g R
formada por modos oscilatérios U;U)L que, no futuro assintético, tém a forma

uturo h —1 w - i
) fut N, it ¥ Z<T)Ym(9,90)7 o) = (U(H) : w >0, (244)
T

wly 20 wlp wlp

el . dicional d d ca (+) .
e, possivelmente, por um conjunto adicional de modos taquionicos Wy, ,» CUJoO com-

portamento no futuro assintético é dado por

uturo h —1 — ] *
w&ﬁ futu /ﬁ (eR4-in/12 | o~tin/12) %;(7“)}/[“(07@), wg& _ (w&%) Q>0
(2.45)
Aqui, l e N, pe {—-1,—1+1,...,l} e Y}, (0, ) correspondem a harmonicos esféricos,

normalizados da seguinte forma:

2 ™
/ dgp/ df sin 0Y,,,(0, 0)Y;7(0, ) = 0wy
0 0

Além disso, as fungoes (1) e Yo (r) satisfazem

(-2 + V0)) vetlr)] = 0l (o) (2.46)
(~ VA0 varb)] =~ ) (2.47)
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respectivamente, onde a coordenada auxiliar z € [0, +00) é definida como

x(r)z/ eAT=E) gyt (2.48)
0

e o potencial efetivo é dado por

=( - I(1+1) e2EN /d= dA
) _ 2= 2 _
Vi (r) =e (m +ER+ = ) +— (=) (2.49)

Para uma estrela formada de fluido perfeito, podemos usar a a Eq. (2.36) e a relacao
R = —8nT =8n(p—3p), onde T'=T,,,g" é o traco do tensor de energia-momento,
para reescrever o potencial efetivo como
= | ~ l l + 1 1 8
VY (r) = e [m2 + % + <§ 6) R+ ?(P - P)} : (2.50)

onde p = 3m(r)/(4mr®). A condigao (2.24) de ortonormalizagiao dos modos (2.44) e
(2.45) implica que

400
/ Azl Ve = 6(w — @) (2.51)
0
e
+oo
/ dzpan = dogr, (2.52)
0
a0 passo que, exigindo regularidade dos modos normais na origem, temos
¢wl [T(I)] |m:0 - 07 (253)
Yau[r(x)]e=0 = 0. (2.54)

Vale notar que, uma vez que ambos os conjuntos {ul(;i)} e {USEZL, w&j} sao com-
pletos, podemos expandir
+) o) (=)
= 30 Y00 ) + Y (0 ) Bogil) (255
v "% Qlp
e semelhantemente para u]%_); essas expressoes constituem as chamadas transforma-

¢oes de Bogoliubov [19]. Pode-se verificar diretamente que os coeficientes que apare-

+) o+ -+
cem na Eq. (2.55) s@o dados por O = (u]% ),U;ll)Kg, Btk = —(u](2 ), v;ll)Kg,
i = (u’(;) w&rlz) KG € Boyui = (u](; ) ws(;z) kx¢- Entao, igualando as expressoes
(2.41) e (2.43) e fazendo uso da Eq. (2.55), obtemos que
bwlu - /dgl€ (Q;ZM;E&E - BZ;Z#;E&%) (2'56)

A 3
CQ[M:/d

* ~ * AT
i — ﬁmmg%). (2.57)

ol
VRS
o
=

=
B
B
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Na auséncia de modos taquionicos, podemos definir o estado |0yy) como aquele
que satisfaz by, |O0ow) = 0 para todos os valores de w, | e pu: esse é o estado de

vacuo para observadores estaciondrios no futuro assintético. O fato de que em geral
os modos ul(_;r) nao podem ser expressos apenas como uma combinacao de USL,

1(; L na expansao [cf. Eq. (2.55)], d4 origem ao fendmeno

de “criacao de particulas” em espacos-tempos nao globalmente estacionarios: o es-

sendo

necessario incluir os modos v

tado |0,), associado & auséncia de particulas no passado assintético, difere em geral

do estado |0yyt), sendo visto por um observador estaciondrio no futuro assintético

~

como repleto de particulas. De fato, o valor esperado do operador Ny, = B;mbwl“

no estado |0;,), que expressa o valor esperado do numero de particulas associadas
)

=i, 1esse estado, ¢ dado por

aos modos v

<Oin|Nwlu‘Oin> :/dSE‘ﬁwlu;E‘27 (258)

e ¢ nao nulo sempre que f_, i # 0.

Por outro lado, a existéncia de modos taquionicos implica que em geral os modos

s +) o~ ~ : L +
oscilatorios ul(; ) ndo poderdio ser escritos apenas como uma composicao de U;li,

R . + ~
sendo necessério incluir os modos wé)z;i na expansao [cf. Eq. (2.55)]. Isso se traduz

em um crescimento exponencial das flutuagoes de vacuo no futuro assintético:

R Bt €2 [ hgo(r
Oin (1)2 0in fu%m = @20

)) 14+ O(e=), (2.59)

onde —0? ¢ o menor autovalor negativo do operador —d?/dx? + ‘Q(ff;)(r), € é uma

constante positiva e k é uma constante tipicamente de ordem 1 que depende das

projecoes (u](;i), w%é) kG, € cujo valor exato depende dos detalhes da transicao entre

as duas fases estaticas. Na Eq. (2.59), levamos em conta que o menor autovalor
negativo do operador —d?/dz?* + Ve(flf)(r) é obtido quando [ = p = 0, uma vez que a
barreira centrifuga da uma contribuicao positivo definida para o potencial efetivo.
Esse aumento exponencial das flutuagoes de vacuo também se expressa como um
crescimento ilimitado da energia de vacuo armazenada no campo e do valor esperado

das demais componentes do tensor de energia-momento do campo. Em particular,

temos
~d\ futuro ;2 (1 - 45) A 62(E_A) d(¢QO/T) ? ~ =
<T00> ~ <®2> { 2 QQ a %UQO/T‘ ( dr > - (m2 * SR)62
2% | = 2" d= d(ao/T) —et

e expressoes semelhantes para as demais componentes de T:LI’V (veja a Ref. [95] para
o valor assintético de <Tfy> no caso mais geral em que o espago-tempo é confor-

malmente estatico no futuro assintético). A Eq. (2.60), junto com a Eq. (2.59),
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implicam que a energia de vacuo armazenada no campo deve sobrepujar qualquer
componente classica de energia em uma escala de tempo determinada por 7!, Pela
Eq. (2.47), temos que essa escala de tempo é da ordem do inverso da raiz quadrada
do poco de potencial, Q7' ~ |Ve(f?)|*1/2, que, por sua vez, ¢ da ordem do raio da
estrela, ~ R,. Tomando um raio tipico de 10km para uma estrela de néutrons,
temos, portanto, Q' ~ 10~%s. Portanto, assim que esse crescimento exponencial
das flutuagoes de véacuo é disparado, a aproximacao de um espago-tempo fixo no
qual o campo é quantizado deixa de ser véalida e o conteido energético do préprio
campo precisa ser levado em conta na determinacao da evolucao espaco-temporal
subsequente, por meio das equagbes semiclassicas de Einstein, Eq. (2.14). Vale no-
tar que apesar do crescimento irrestrito de (Tfy), essa quantidade é covariantemente
conservada: V,(T4") = 0. Consequentemente, a energia total do vécuo, (H) [veja
a Eq. (2.29)], é conservada: a energia cresce positivamente em algumas regioes es-
paciais e negativamente em outras, de forma que o valor total é mantido constante.
Vale ressaltar também que essa instabilidade quantica, que se traduz em um cresci-
mento exponencial de (Tfy), ¢ um efeito de baixas energias, e nao se relaciona com
as divergéncias que afetam o cédlculo de <T fy) em geral (de fato, jd assumimos aqui
a expressao renormalizada para o tensor de energia-momento do campo).

Por fim, é interessante que, embora o espaco de Fock de estados na presenca de
modos taquionicos nao possua uma interpretacao natural em termos de particulas
(cf. Sec. 2.2), ainda assim é possivel investigar a fase instdvel por meio do uso
de detectores de particulas, como feito na Ref. [87]. Detectores de particulas sao
comumente descritos por meio de um modelo devido a Unruh [132] (ver também
a Ref. [19]), em que o detector, com tempo préprio 7 e linha de mundo z#(7),
interage com o campo por meio de uma Lagrangeana de interacio em(r)®[xz(7)],
onde € é uma constante de acoplamento pequena e m(7) é o operador associado
ao momento de monopolo do detector. Na Ref. [87], os autores consideraram um
detector estético de dois niveis, descritos por autoestados de energia |Ey) e |E), tais
que Hy|E') = F'|E') e E > Ey. O detector, inicialmente no estado fundamental
|Eo), ¢é ligado quando o campo entra na fase instdvel (onde convenciona-se 7 = 0).
Entao, pode-se calcular, a nivel de arvore, a probabilidade de excitacao do detector

como fun¢ao do intervalo de tempo préprio T em que ele fica ligado [19]:
Pexc = 62|<E|m(0)|EO>|2]:(AE)7 (261)

onde AE = E— Ey, m(7) = 071 (0)e~"07 ¢ onde a fungio de resposta do detector

¢é dada por

F(AE) = /O ir /O A e BB 0 B Ble()][0n).  (2.62)
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Na auséncia de modos taquionicos, o crescimento da funcao de resposta em 7' nunca é
mais rapido que uma funcao linear em T'. Por outro lado, quando modos taquionicos

estao presentes, temos que [87]

N exp (2T Qe =ra)) 37
'F<AE) ~ 87TQ[AE2 + QZG—QE(Td)] d k

2

o ¢Qo(rd)e—m/12 B 674@%0(“) (im/12
Qk Q- ’
d d

k

onde (rq, 04, q) determina a posicao espacial do detector. Portanto, se desconside-
ramos efeitos de retroacao do campo sobre o espago-tempo, vemos que detectores de
particulas sao copiosamente excitados quando o campo atravessa uma fase instavel,
como visto a partir do crescimento exponencial de sua funcao de resposta. Natu-
ralmente, cada excitacao do detector deve estar acompanhada pela diminuicao da

energia armazenada no campo.

2.3.1 Espago de parametros da instabilidade

No restante desta Secao, estaremos interessados em investigar mais detalhadamente
a regiao de parametros que caracteriza a o efeito de dominancia do vacuo descrito
acima. Note que a existéncia de “estados ligados” do operador —d?/dx? +Ve(flf)(r), ou
solugbes regulares e normalizéveis da Eq. (2.47), é a marca caracteristica desse efeito
(ou, de forma mais geral, da instabilidade de campos escalares no espago-tempo de
estrelas relativisticas, como discutiremos em mais detalhes no Cap. 3). Tais estados
ligados aparecem quando o potencial efetivo se torna suficientemente negativo, o
que pode ser obtido para escolhas apropriadas de £&. Em particular, devemos ter
m? < |ER| = 87|¢T| ~ 8x|ép|, onde T = g"*T,, é o trago do tensor de energia
momento da matéria, cuja ordem de grandeza é dada pela densidade de energia p
da matéria que compoe a estrela. Em unidades convencionais, essa condicao equivale

a
m3c?/h? N (mec?)? /(107 HeV)?

&> 8tGp/c2 ~  p/(10Yg/cm3)

Levando em conta que estrelas relativisticas como estrelas de néutrons tém densidade

(2.63)

tipica de p ~ 10" — 10'"g/cm? [88], vemos que campos com acoplamento [£] ~ 1
(como é o caso do acoplamento conforme) somente seriam instéveis no espago-tempo
dessas estrelas se possuissem massa extremamente pequena. Um campo como o
Higgs, com mgc® =~ 125GeV [35, 11], apenas seria instdvel no espago-tempo de
estrelas relativisticas se possuisse um acoplamento |¢| ~ 10, o que parece estar
excluido pelas observagoes no LHC [10]. Vale notar que, embora em geral corregoes
quanticas possam conferir uma massa relativamente grande a campos escalares (ver,
por exemplo, [77]) existem mecanismos capazes de suprimir esses efeitos, permitindo

a existéncia de campos escalares leves “naturais” (ver, por exemplo, [74, 45, 9]). No
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que se segue, em geral suporemos m = 0, mas um valor nao nulo para a massa pode
facilmente ser acomodado nos calculos.

A fim de determinarmos para que configuracoes estelares um campo com aco-
plamento £ com o escalar de curvatura é instavel, é necessario que examinemos a
existéncia de solugdes da Eq. (2.47) satisfazendo as Eqs. (2.54) e (2.52), que ga-
rantem que os modos obtidos a partir delas sejam regulares e normalizados [veja a
Eq. (2.45)]. Note, a partir da Eq. (2.50), que, fora da estrela, o potencial efetivo é

positivo definido, uma vez que R = p = 0:

VO () = &= (l(l +1) N QM)  wr> R (2,64

r2 r3

Porém, para certas configuragoes estelares e valores de &, o pogo potencial no interior
da estrela pode ser suficientemente negativo de modo a comportar a existéncia de
estados ligados. Na Fig. 2.1, exibimos o potencial efetivo em funcao da razao entre

a coordenada radial r e o raio da estrela, para os perfis de densidade mostrados na
Eq. (2.40).

F — ] 10k
0.00 \ 0.10

-0.05F 0.05
= ~0.10 = e
NNy 5 0.00
S -0.15 =

020 -0.05¢

-0.25F ] -0.10+

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
1/Rs 1/R;
(a) Perfil de densidade uniforme (b) Perfil parabdlico de densidade

Figura 2.1: Potencial efetivo em fungao da razao r/Rs para estrelas com razao
massa-raio M /R = 0.3 e perfil de densidade (a) uniforme ou (b) parabdlico. Curvas
em azul, magenta e amarelo correspondem, respectivamente, a £ = 0, —2 e —4. Para

r > R, as curvas coincidem.

Vamos entao descrever brevemente nossa estratégia para encontrar estados liga-
dos da Eq. (2.47). Note que para m = 0, Ve(flf) =X e a Eq. (2.47) admite solugoes

. L. 7—00 r—00
com os comportamentos assintéticos g (r) o< e onde usamos que x(r) o< .
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Claramente, a condi¢ao (2.52) exclui solugoes assintoticamente divergentes, e fica-

mos com a condicao de fronteira

Yau(r) & e, (2.65)
que, juntamente com a Eq. (2.54), determina as condigdes de contorno relevantes.
A estratégia é, entao, a seguinte: fixados valores de [, {2 e os parametros que carac-
terizam a estrela, (i) evoluimos numericamente a Eq. (2.47) no interior da estrela,
sujeita as condigoes de fronteira 1g;(0) = 0 e Yo (Rs) = 1; (ii) evoluimos nume-
ricamente a Eq. (2.47) no exterior da estrela, sujeita as condigoes g (Rs) = 1 e
dipoy /dr =5 —Qapey(r), que equivale & Eq. (2.65), e (iii) calculamos a diferenca

lim (d%’ _ ) : (2.66)
Rs—e

e—0 \ dr dr
como uma fungao de &, procurando pelo valor de &, quando possivel, para que essa

Rs+e

diferenga se anule. A normalizacao segundo a Eq. (2.52) pode ser fixada a posteriori
e nao ¢ diretamente relevante. O resultado da busca numérica seguindo esses passos
¢ mostrado na Fig. 2.2. As regioes cinzas caracterizam a instabilidade: um ponto
(€, M/ Rs) nessas regioes representa a existéncia de (pelo menos) um estado ligado do
operador —d?/dz*+ V¥ com algum autovalor —Q? [cf. Eq. (2.47)]. Em particular, as
fronteiras dessas regides correspondem a estados marginalmente ligados, com §2 ~ 0
Tt

Nos quadros (a) e (b) da Fig. 2.2, vemos um comportamento qualitativo se-
melhante*. Campos com & $ —2 e £ > 1/6 sdo instdveis no espaco-tempo de
estrelas com certas razoes massa-raio. A equacao de estado, ou o perfil de den-
sidade assumido, nao modifica consideravelmente esses valores criticos. Por outro
lado, a equagao de estado é crucial na determinagao da massa maxima suportada
em cada modelo, ou seja, acima da qual as estrelas ja seriam instdaveis em RG por
perturbagoes radiais. Isso se manifesta na Fig. 2.2 por meio da diferenga na escala

do eixo vertical entre os quadros (a) e (b).

fDe fato, em geral, quando o potencial efetivo é parametrizado suavemente por uma varidvel
real, como é o caso de £ na Eq. (2.50), a transigdo da estabilidade para a instabilidade se d4 via

um modo de frequéncia nula [56].
HComo discutiremos no Cap. 6, o espaco de parametros da instabilidade de campos nao mi-

nimamente acoplados serd o mesmo em que o fenémeno de “escalarizacdo espontanea” acontece.
A influéncia de diferentes equagoes de estado para esse fendmeno foi analisada, por exemplo, nas
Refs. [119, 107, 110]. Ver, por exemplo, a Fig. 1 da Ref. [110], para o caso de uma equagao de

estado politrépica.
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Figura 2.2: Diagrama mostrando os valores da razao M/R, de objetos compac-
tos com (a) densidade uniforme e (b) perfil parabdlico de densidade, em cujo
espago-tempo campos com acoplamento & com o escalar de curvatura sao instaveis
(regides em cinza). A linha vertical tracejada indica o acoplamento conforme,
¢ = 1/6. As regides pretas, que correspondem a (a) M/Rs; > 4/9 ou (b)
M/R, Z 0.3862, indicam regides em que nao existem solugoes classicas de equilibrio,
uma vez que a pressao central necessaria para sustentar o corpo torna-se infinita para
esses valores. Esses diagramas reproduzem os encontrados na Ref. [93] (ver também
[66] para o caso de densidade uniforme em teorias tensor-escalar). Um diagrama se-

melhante para uma equagao de estado politrépica pode ser encontrado na Ref. [110].

Implicacoes da instabilidade de campos escalares nao minimamente aco-
plados

Uma implicacao interessante da instabilidade de campos nao minimamente aco-
plados no espaco-tempo de estrelas relativisticas é a possibilidade de, a principio,
colocarmos vinculos sobre os valores de £ permitidos com base em observacoes as-
trofisicas. De fato, a Fig. 2.2 sugere que a observacao de uma estrela com uma certa
razdo M /R, e equagao de estado conhecida, permitiria descartar toda uma faixa
de acoplamentos. Por exemplo, se um perfil parabdlico de densidade for uma boa
aproximacao para a equacao de estado de estrelas de néutrons, a observacao de uma
estrela com M /R, ~ 0.2 descartaria a existéncia, na Natureza, de campos escalares
nao massivos com acoplamento ¢ < —2.21, pois, se tais campos existissem, suas
flutuagoes quanticas inevitavelmente desestabilizariam a estrela! Vale ressaltar que

aqui estamos considerando estrelas esféricas e estaticas. Na auséncia dessas sime-
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trias, o espaco de parametros da instabilidade pode se alterar e, a principio, isso
precisaria ser levado em conta no contato com dados observacionais. O efeito no
espago de parametros da auséncia de simetria esférica e na presenca de rotagao sera
discutido nos Caps. 4 e 5.

Por outro lado, vimos que, assim que a instabilidade é disparada, em fragoes de
segundo a densidade de vacuo do campo pode se tornar comparavel a densidade
da propria estrela, e a aproximacao empregada aqui, de campos evoluindo em um
espaco-tempo de fundo fixo, precisa ser abandonada. Assim, é mandatorio conside-
rarmos os efeitos de retroacao do campo sobre o espaco-tempo e investigarmos os
mecanismos de re-estabilizacao possiveis, antes de fazermos contato com observacoes
astrofisicas. Embora tal andlise, do ponto de vista quantico, se depare com muitas
dificuldades conceituais e técnicas [veja as observagoes no fim da Sec. 2.1], veremos
no Cap. 6 que muitas informacoes podem ser obtidas a partir de uma anélise pura-

mente cldssica.

Campo minimamente acoplado

Da Fig. 2.2, vemos que o vacuo de campos nao minimamente acoplados é instavel
no espago-tempo de estrelas relativisticas para um grande intervalo de constantes de
acoplamento £ e parametros que descrevem a estrela. No entanto, vemos também
que, para os dois valores mais naturais de &, o acoplamento minimo, & = 0, e
o acoplamento conforme, £ = 1/6, o campo é estavel. No Cap. 4, veremos um
exemplo concreto de espaco-tempo no qual campos com acoplamento conforme sao
instaveis. Por outro lado, argumentos gerais indicam que campos minimamente
acoplados em espagos-tempos estacionarios sao sempre estaveis. O restante desta
Secao sera dedicado a discussao desse ponto, seguindo a Ref. [102]. Primeiramente,
vamos justificar essa afirmacdo no caso estéatico, mostrando que a Eq. (2.47) com
¢ = 0 nao possui solugdes satisfazendo ambas as condigoes (2.54) e (2.65). Para isso,
basta analisar o caso [ = 0 e m = 0, pois, ao zerarmos os termos positivos e*=m? e
I(I +1)/7* no potencial efetivo (2.49), aumentamos a chance de encontrar estados

ligados. Portanto, vamos buscar solucoes normalizaveis de

= Phoo/da® + Vi|_ va0 = — Q0. (2.67)
onde VO = (e2EN /p) (dZ/dr — dA/dr) com
¢Qo’x=0 - Oa (268)

o que ¢ exigido pela Eq. (2.54). Além disso, o fato de que V;(f?)]g:o ¢ regular na
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origem implica que diqg/dz|,—o = const # 0. Por conveniéncia, vamos escolher
dibo/d]pmo = C explE — Allomo, (2.69)

onde C' é uma constante nao nula que é fixada pela Eq. (2.52). As Egs. (2.68) e
(2.69) determinam unicamente uma solugao da Eq. (2.67). Por outro lado, vemos,
da Eq. (2.48), que f(x) = Cr(z) satisfaz (i) a mesma equacao diferencial que o,
Eq. (2.67), contanto que Q = 0: —d*f/dz* + Vc(f?) . f =0, e (ii) condigdes seme-
lhantes as Egs. (2.68) e (2.69), ou seja, f(x)],—0 = Ogg df /dz|p—o = C exp[Z — Al|p=0-
Agora, uma vez que f(x) = Cr(x) é uma fungdo monotonicamente crescente de
x [ver a Eq. (2.48)], concluimos imediatamente que a Eq. (2.67) com © = 0 nao
possui solugoes satisfazendo a Eq. (2.65). Como o fator Q2 na Eq. (2.67) apenas
aumenta o valor de d*1gg/dx?, chegamos & mesma conclusio para 2 # 0. Isso
implica que campos escalares minimamente acoplados em espacos-tempos estaticos,
esféricos e assintoticamente planos (sem horizontes ou singularidades) nao possuem
modos instaveis.

No caso de espagos-tempos estacionarios, um argumento geral que implica a
estabilidade de campos minimamente acoplados também pode ser feito. Para isso,
lembramos inicialmente que, em espagos-tempos estaciondrios, a quantidade (2.27)
¢é conservada. Na presenca de instabilidade, para que haja conservagao da energia
(2.27), a quantidade pp = Tfyn%" deve crescer positivamente em alguns pontos das
secoes espaciais e negativamente em outros. Portanto, a condi¢ao pg > 0 — também
chamada de “condicao de energia fraca” — de que a densidade de energia do campo
seja positivo definida, é suficiente para a garantir a estabilidade do campo. Vamos
mostrar que, em particular, essa condicao é satisfeita para campos minimamente
acoplados. No caso £ =0, a Eq. (2.3) fica

1
T = Vu@V,® = Sgu (V,0V 0 + %)

Notemos, primeiro, que (i) Ty n* é tipo tempo:

(T ) (TE'ny) = — [(n"V,@)*m*®* + (V,BVP D + m’®?)?] < 0.

’ . . (D .7
Além disso, (ii) Ty, n* aponta para o passado, ji que

v

1 1.
Tontn’ = 5(n“v,fp)2 + §m2CI>2 + WV, 0V, > 0,
onde usamos que g,, = hy, — n,n,. Por fim, temos que Tfyn“{” > 0, o que é
consequéncia de (i), (ii) e do fato de que £” é tipo-tempo e aponta para o futuro.
Assim, para campos minimamente acoplados, ps > 0, o que implica que tais campos

sao estaveis em espacos-tempos estacionarios.
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Capitulo 3

Instabilidade Quantica versus Instabilidade

Classica

No Cap. 2, vimos que certas evolucoes espaco-temporais podem provocar um au-
mento exponencial das flutuacoes de vacuo de campos escalares dotados de um
acoplamento adequado com o escalar de curvatura. Como consequéncia, a densi-
dade de energia de vacuo de tais campos, definidos, por exemplo, no espago-tempo
de certas estrelas relativisticas, se tornaria comparavel a densidade nuclear em al-
guns milissegundos. Esse efeito ilustra como as flutuacoes quanticas do campo, que
em geral sao despreziveis por carregarem o “h” proprio do mundo quantico, podem
desempenhar um papel importante em certas situagoes.

Neste Capitulo, vamos estudar a contrapartida classica do efeito quantico dis-
cutido no Cap. 2. Classicamente, uma certa configuracao de equilibrio é dita dina-
micamente instavel se alguma grandeza fisica associada a perturbagoes lineares das
quantidades de equilibrio cresce sem limites no tempo. Muitas vezes é tutil focar-
mos no estudo de uma classe particular, mas bastante geral, de perturbacoes, cuja
dependéncia temporal é exp(—iwt), w € C, e que obedecem condi¢oes de contorno
adequadas. A existéncia de tais modos “quasinormais” com &(w) > 0 implica a
instabilidade do sistema*.

Em particular, na Ref. [66] (ver também a Ref. [67]), a estabilidade do espago-
tempo de estrelas relativisticas em certas teorias tensor-escalar foi estudada, e a
existéncia de modos quasinormais instaveis foi identificada para um grande inter-
valo de parametros da teoria (analogamente a Fig. 2.2). As caracteristicas essenciais
da instabilidade cléssica aparecem ainda em trabalhos anteriores, notavelmente na
Ref. [54]. Neste Capitulo, o nosso principal objetivo é estabelecer de forma precisa

a relacao entre as descrigoes classica e quantica da instabilidade. Claramente, a des-

*Claramente a estabilidade dinamica por perturbagoes lineares implica estabilidade modal, mas
o contrario nao é valido, uma vez que a ultima nao exclui, por exemplo, perturbagoes que cresgam
linearmente no tempo (ver, por exemplo, a discussdo na Ref. [60]).
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crigao classica requer que se assuma a existéncia de pequenas perturbacoes, capazes
de forcar que o sistema abandone sua configuragao inicial de equilibrio, ao passo que,
em Mecanica Quantica, as proprias flutuagoes do vacuo podem desempenhar esse pa-
pel. Portanto, em nossa analise, daremos énfase especial para o papel das condicoes
iniciais no tratamento classico. Em resumo, na Sec. 3.1, analisaremos a evolugao
de pequenas perturbacoes classicas do campo em um espaco-tempo esfericamente
simétrico e estatico, por meio do estudo de seu espectro de modos quasinormais,
obtido a partir do formalismo de transformadas de Laplace. Esse formalismo, usado
frequentemente no estudo da evolugdo de perturbagoes estaveis [90, 106, 105, 83],
¢ adaptado aqui para o caso instavel, por permitir um tratamento conveniente das
condigoes iniciais. Na Sec. 3.2, discutiremos as semelhancas e diferengas entre as des-
crigoes quantica e classica da instabilidade e mostraremos como flutuagoes quanticas
podem ser simuladas por perturbacoes classicas com uma certa amplitude, propor-
cional a vh. Este Capitulo se baseia essencialmente no artigo [102], publicado na
secao de Brief Reports da revista Physical Review D; aqui, porém, estendemos o

material de revisao, alguns passos intermediarios e as discussoes fisicas relevantes.

3.1 Analise classica da estabilidade linear de campos esca-

lares em espacos curvos

Seja um espago-tempo esfericamente simétrico e estatico, como o de uma estrela

relativistica sem rotacao e em equilibrio, descrito pelo elemento de linha
ds? = —e=0dt? + 2 dr? 4 12 (dh? 4 sin® Odp?), (3.1)

onde Z(r) e A(r) sdo fungdes continuas e limitadas, com Z(r) 2, Z(r) "= 0e
igualmente para A(r). A métrica (3.1) deve ser solugao das equagdes de Einstein,

G = 81T, (3.2)

iz

para alguma distribuicao de matéria, descrita pela acao S,, e pelo tensor de energia-
momento 777 = —(2/1/=g)05, /59" .

Vamos entao perturbar o sistema introduzindo um campo escalar livre sem massa
®, governado pela agdo S dada na Eq. (2.1), com m = 0. Impondo que a agao
total Sgu + S+ Se, com Sgy definida na Eq. (2.12), seja estaciondria por pequenas

perturbagoes dg,, com respeito a métrica, obtemos as novas equacoes de campo

Gy = 87 (T} + Tjj,), (3.3)
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onde Tfy ¢ dado por

Ty, = (1—-2)V, 0V, 0+ R, P° — 260V, V,
+ (26 — 1/2)[V,®V*® + ERD?| g, (3.4)

A Eq. (3.3), junto com a equagao dinamica para o campo P,
(=VIV, +ER)D =0, (3.5)

e as equagoes dinamicas para os campos de matéria, governam a evolucao do sistema
como um todo.

Note que assumimos que a configuracao de campo nulo, ® = 0, é uma solucao
de equilibrio do conjunto das equagoes de campo, com a métrica dada na Eq. (3.1).
Nesta Secao, estaremos interessados em analisar a evolucao de perturbacoes lineares
dessa configuracao classica de campo nulo. Ou seja, vamos definir

Gw =90 +9%), @ =dg + P,

onde @) = 0 e ®(;) é pequeno no sentido que acarreta uma perturbagao gf}J pe-

T 0

quena com respeito a métrica de fundo, g,(w) , dada na Eq. (3.1). Uma vez que
T/fj depende quadraticamente de ®, concluimos que, se nos restringimos ao regime
de perturbagoes lineares, descartando termos de segunda ordem nas perturbacoes,

entao g,, = g,(fl),) é solucao da Eq. (3.3), ao passo que @1y evolui de acordo com

(—=V'V, + ER)Dy =0, (3.6)

. L ~ ) : i 0
onde as quantidades geométricas sao construidas a partir da métrica g,(w) . Espera-se

que a aproximacao linear seja valida enquanto g,(},,) for pequena com relacao a g,g,],).

Vamos postular, portanto, que, em algum instante, digamos ¢t = 0, um “agente
externo” retira o campo ®(¢,x) de seu estado inicial de equilibrio, fornecendo uma
perturbagao inicial, determinada pelos valores de ®(1)(t,x) e 0;®(1)(¢,x) em t = 0.
Por simplicidade, vamos supor que ®1)(t,x) e 9,®(1)(t,x) tenham suporte compacto
como funcgoes de x em ¢t = 0. Essa hipdtese serd empregada em todo o Capitulo por
facilitar alguns cédlculos e discussoes, mas poderia ser substituida pela suposicao de
um decaimento suficientemente rapido no infinito espacial.

Devido a simetria esférica do espago-tempo de fundo, descrito pela Eq. (3.1),

podemos decompor ®(;) como

0o l

(p(l)(t? T, 0, 90) = Z Z MY}M(Q 90)7 (37)

=0 pu=-I
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onde x;,(t,7) obedece
xn(t, ) = Ixu(t, ) + Vi (M)xa(t, ) = 0, (3.8)

com z definida na Eq. (2.48) e

Vip (r) = = <£R+ dChs 1)) + G (dE dA> : (3.9)

1]

r? r dr  dr
As condicoes iniciais sao dadas pela especificagao de x;,(t,7) e Opxiu(t,r) em t =
0. Vale notar que a propriedade de propagacao causal de sinais apresentada por
equagoes hiperbdlicas como a Eq. (3.6), junto com a hip6tese de condigbes iniciais
de suporte compacto, implicam que xy,(t,r) continua sendo de suporte compacto

como fungao de r para todo ¢ finito (ver Fig. 3.1).

tA

’ ; >
x(D) x(r) X

Figura 3.1: Ilustragao do suporte da funcao x;, (¢, 7).

Transformada de Laplace e solucao pelo método de funcoes de Green

A fim de lidarmos de forma mais eficaz com as condicoes iniciais e estabelecermos
uma ligacao clara entre as analises quantica e classica, ¢ conveniente empregarmos o
formalismo de transformadas de Laplace, adaptando por exemplo o tratamento da
Ref. [106] para o nosso caso.

A transformada de Laplace (TL) de x;,(t,r) com relagdo a coordenada temporal

t é definida como
—+00
Xip(s,r) = / e " xuu(t, r)dt, seC, (3.10)
0

em um dominio R(s) > v em que xy,(s,r) é analitica. Aqui, 7 é escolhido de forma
que |xiu(t, )] < Me set > ty, para alguns valores de to, M € RT (ver Apéndice B).
Das Egs. (3.8) e (3.10), segue que Xy,(s,r) obedece

— 32 Xau(s,7) + [+ Vg (M) X5, 1) = Tia(s,m), (3.11)
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onde a funcao
Tip(s,7) = [sxuu(t, r) + Orxan(t, 7))o (3.12)

¢é determinada pelas condigoes iniciais. A hipdtese de condigoes iniciais de suporte
compacto implica que Z;,(s,r) = 0 para r > ¢ = const. A vantagem do forma-
lismo de TL ¢é justamente a inclusao natural das condigoes iniciais na descricao do
problema, por meio da Eq. (3.11).

Antes de prosseguirmos para resolver a Eq. (3.11), é importante notar que, devido
a xiu(t,r) ser de suporte compacto como funcao de r (ver Fig. 3.1), temos, pela

Eq. (3.10), que, para valores suficientemente grandes de r (tais que x(r) —z(¢) > tg),

—+00
1X1(5,7)| < / e Me=&=tqy (3.13)

Calculando a integral na Eq. (3.13) e tomando o limite, concluimos que

lim x.(s,7) = 0. (3.14)

r—-+00

Portanto, o fato de xy,,(¢, ) ser de suporte compacto como fungéo de r (ou, de forma
mais geral, decair rapidamente no infinito espacial), implica que sua TL, xy,(s,7),
vai a zero quando r — +o00. A forma detalhada de x;,(s,r) dependerd, é claro, da

resolucao da Eq. (3.11). Uma solugao geral dessa equagao pode ser escrita como

+0o0
Xiu(s,7) = Gi(s; ') Lip(s, r')da, (3.15)
0

onde " = r(2’) e a fun¢do de Green G,(s;r, ') satisfaz
— G (s;r, 1) + [ + VR (M)]Gu(s; ') = 6(z — 2). (3.16)
Seguindo um procedimento padrao [69], escrevemos a fun¢ao de Green como

GZ(S;T, Tl) = fl_(877ﬂ<)fl+<s7r>)7 (317)

1
Wi(s)
onde fli(s7 1) sao solugoes linearmente independentes da equagdo homogénea

— PfE(s,r) + (s + Ve(flf))fli(s, r) = 0. (3.18)
Além disso, r« = min(r,r’), r~ = max(r,r’) e o Wronskiano W,(s) é definido como

Wi(s) = fl+(3a )0 f; (8,7) — fl_(S,T)fol+(8,7“). (3.19)

E fécil verificar que a expressio (3.17) satisfaz a Eq. (3.16) e que o Wronskiano

(3.19) independe de x. Vale também apontar que G,(s;r, ') nao é afetada pela
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multiplicagao de fli(s,r) por qualquer constante nao nula, uma vez que, se f;" —
Af e fi — Bf, entao W, — ABW,, e a fungao de Green permanece inalterada.

As Egs. (3.16) e (3.17), por si 86, nado determinam unicamente a fungao de Green
relevante ao problema e, para que ela seja completamente especificada, devemos
impor condigdes de contorno adequadas a f;"(s, r). Para tanto, note que a Eq. (3.14),

combinada com as Egs. (3.15) e (3.17), requerem

S (5,7 lrsgoe ~ €7 (3.20)

para v > 0. Além disso, a condigao de que ®(;) seja regular na origem se traduz na

exigéncia de que xy,(t,r)|,—0 = 0 e, portanto,
fl_(svr)|r=0 = 0. (3.21)

A Eq. (3.17), junto com as Egs. (3.20) e (3.21) determinam completamente a fungao
de Green relevante. Vale notar que, para |s| grande, a fungao de Green se comporta
como

Gy(s;r, ") ~ e™**> ginh(sz.)/s, (3.22)

onde fizemos uso das Egs. (3.20) e (3.21). Essa propriedade serd 1til posteriormente.
Com o conhecimento da fun¢ao de Green Gy(s;r,r’) e das condigoes iniciais da-

das por Z,,,(s, ) [ver a Eq. (3.12)], a fungao xy,(s,r) é determinada pela Eq. (3.15).

Transformada inversa de Laplace
Uma vez calculada a transformada x;,(s,7), a fungdo x;,(t,r) é recuperada por

meio da transformada inversa de Laplace (ver Apéndice B):

1 K+100 B
Xiu(t,r) = —/ eStXlu(s,r)ds, (3.23)

27 J,—ino
onde K > 7, e Xiu(s,7) é dada na Eq. (3.15). Entao, ®() é imediatamente obtida,
pela Eq. (3.7).
Note que, por construgao, o lado esquerdo da Eq. (3.23) é nulo se t < 0. De fato,
podemos mostrar que isso ¢ consistente com a integral do lado direito. Para isso,
fechamos o contorno de integracao com um semicirculo a direita da linha R(s) = &,

e notamos que a funcao x;,(s,r) € analitica no interior do semicirculo. Entao, temos

1 K-+100 . 1 /2 0 . .
= _— "X ds = - lim T TR Te r)edo.
i oY = g T [T e

K—100

(3.24)
Por outro lado, da Eq. (3.15), junto com as Eqgs. (3.12) e (3.22), podemos mostrar
que
lim ¥, (Te™,r) = 0.

T—o0
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Figura 3.2: A estrutura de singularidades de x;,(s, ) no plano s € C e o contorno de
integragao escolhido para calcularmos x;,(t,r) (¢t > 0) sao exibidos. Na origem, hd
uma singularidade logaritmica, e o corte de ramificacao correspondente foi colocado
no eixo real negativo. Os polos de x;,(s,r) s@o representados pictoricamente pelos
simbolos x. Nosso maior interesse é naqueles com sqg > 0, que estao associados com

a presenca de instabilidade.

Portanto, pelo Lema de Jordan', concluimos que I = 0 para t < 0.

Para ¢t > 0, é conveniente estender o dominio de x;, (s, ) para o semiplano $(s) <
7, a fim de usarmos o teorema de residuos para calcular a Eq. (3.23). A extensao de
Xiu(s,7) para o restante do plano complexo pode apresentar singularidades, incluindo
polos que codificam a presencga de instabilidade. As singularidades de x;,(s,7) na
regiao $(s) < v vém da funcao de Green G(s;r, '), uma vez que Z;,(s,r) é uma
fungao holomorfica de s € C [veja a Eq. (3.15)]. Por sua vez, as singularidades
de G(s;r,7") podem advir tanto de singularidades de fi(s,r) quanto de zeros do
Wronskiano [veja a Eq. (3.17)].

Existe uma literatura extensa a respeito das propriedades analiticas das solucoes
da Eq. (3.18) com s € C. Tais propriedades dependem da estrutura global do po-
tencial efetivo Ve(flf) e das condigoes de contorno satisfeitas pelas solugoes de interesse

(para uma discussao rigorosa e detalhada a esse respeito, ver a Ref. [104]). Pode-se

tLema de Jordan [69]: Se limg_ o f(Re®) = 0 uniformemente no intervalo |§] < /2, entdo, se
a >0,

w/2 ) ;
lim R/ F(Re®YemaBe" 4p = 0,

R—o0 771_/2
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mostrar que: se f é uma solucao de uma equacao diferencial ordinaria que contém
uma fungao analitica de um parametro k, e se f é definida por meio de condigoes
de contorno independentes de k, entdo f é uma funcao analitica de k [113, 104].
Portanto, a fungao f; (s,r) é uma fungao analitica de s [ver Egs. (3.18) e (3.21)].
Por outro lado, as propriedades analiticas de f;"(s,r) dependem essencialmente do
comportamento assintético do potencial efetivo (3.9). Conforme discutiremos em
mais detalhes abaixo, para o potencial efetivo associado com objetos compactos,
f;7(s,r) possuird uma singularidade logaritmica em s = 0 [104, 31]. Além disso, os
zeros do Wronskiano, W(sy) = 0, dao origem a polos de X, (s,7) em s = so. Para
esses valores de s, f; (so,7) e f;"(s0,7) sdo fungoes linearmente dependentes e, sem
perda de generalidade, podemos tomar f;"(so,7) = fi(so,7). A Fig. 3.2 ilustra as
singularidades de x;,(s, ) no plano s € C.

Conhecendo as singularidades da funcao de Green, podemos entao calcular a
Eq. (3.23) para t > 0 por meio do teorema de residuos com o contorno de integracao
exibido na Fig. 3.2:

K+100
/ e Xiu(s,7)ds = 2mi Z Res[e* x1u(s,7)] — / e Xiu(s,m)ds. (3.25)

—ico polos L1T1LT2 Lo

Entao, usando a Eq. (3.25) na Eq. (3.23), obtemos

1
Xiu(t,r) = cu(80)€e™ fi(so, 7 ——,/ e X (s, r)ds, 3.26
lu( ) 1;105 m( 0) l( 0 ) 27i AP\ LTals lu( ) ( )
onde N
1 o
au(so) = Ji(s0,7")Z1,(s0,7")d". (3.27)

AW, /ds|s=s, Jo
No procedimento acima, nés decompusemos a integral original em uma soma de
residuos, uma integral (em L) que circunda o corte de ramificagao e integrais de
linha (T'; 2, L1 2) em que tomamos o limite |s| — co. Observa-se que cada um desses
diferentes termos contribui maximalmente para o sinal em um intervalo temporal
especifico; portanto, podemos atribuir uma interpretacao fisica particular a cada
um deles, como discutiremos brevemente abaixo. O procedimento acima, além de
facilitar os calculos, é interessante por permitir analisar separadamente essas con-

tribuigoes.

e Integral em I'; e I's: A contribuicao nos quartos de circulo I'; e I'y, quando
|s| — oo, em geral nao se anula. Fisicamente, a integral nesses trechos estd
relacionada com a propagacao direta da perturbacao ao observador, contri-

buindo para o sinal inicial [32, 105]. Para vermos que esse é o caso, note que,
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para |s| — oo (R(s) < 0) e supondo x > ', temos

d o /
/ e Xupu(s,7)ds N/ _S/ da Xm0 )Ilu<577’/>‘
I'y2 Ii2 s Jo

Portanto, a contribuicao desse termo é importante apenas para t < x + ', se

anulando em seguida.

Vale notar também que, na auséncia de um potencial espalhador, a Eq. (3.8)
tem como solucao x4 (t — ) + x_(f + x), ou seja, uma perturbacao inicial se
propaga ao longo do cone de luz. Nesse caso, a funcao de Green é regular
em todo o plano s € C e é a integral no semicirculo formado por I'y e I's que
descreve a propagagao do sinal ao observador, o que estd de acordo com a
interpretagdo acima no caso de um potencial nao nulo (ver também as Figs.

3.3 ¢ 3.4).

Integral em L: Como afirmamos anteriormente, uma singularidade logaritmi-
ca de f;"(s,r) em s = 0 ¢ caracteristica na presenga de potenciais efetivos as-
sociados a objetos compactos. De fato, as propriedades analiticas de f;"(s,r),
que é definida pelas Egs. (3.18) e (3.20), dependem essencialmente do compor-
tamento assintético do potencial efetivo. Se, para x — 0o, o potencial efetivo
[(l+1)/2? onde [ € N, entao

f{ (s,7) nao apresenta singularidades [104]. Se, além do termo centrifugo,

. , () z—o0
preserva apenas a barrelra Centrlfuga, V;ﬁc ~

o potencial Ve(flf) possui uma componente adicional que decai suficientemente
rapido assintoticamente, o mesmo é verdadet. Porém, se Ve(f? possui um termo
adicional que vai a zero polinomialmente quando x — oo, entao haverd uma
singularidade logaritmica em s = 0. Esse é o caso do potencial efetivo associ-
ado a objetos compactos esfericamente simétricos, uma vez que, fora do corpo

massivo, a métrica espaco-temporal é a de Schwarzschild e o potencial é dado
pela Eq. (2.64).

A integral que circunda o corte de ramificacao contribui para o sinal inicial e
também estd relacionada a cauda que caracteriza o sinal que alcanca o obser-
vador em tempos tardios (na auséncia de instabilidade). Para uma discussao

detalhada a respeito dessa componente, ver as Refs. [30, 31] para o caso de po-

tComo mostrado na Ref. [104], se V& = 1(1 + 1)/2% + V(2) ¢ V " e, fF(s,r) possuira

polos na semirreta s < 0. Se V() vai a zero mais rapido que qualquer exponencial, entdo fﬁ'(s, T)

é analitica como fungao de s € C.
$Para campos massivos, a condigdo de contorno (3.20) é substituida por f;'(s, )50 ~

exp(—v/'s? +m?z) e a singularidade logaritmica em s = 0 é substituida por dois pontos de ra-

mificacdo em s = +m (ver, por exemplo, a Ref. [85]).
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tenciais gerais e [90, 28] (e referéncias ai contidas) para o caso do espago-tempo
de Schwarzchild (ver também as Figs. 3.3 e 3.4).

t A

|
y X X
Figura 3.3: Diagrama espaco-temporal ilustrando heuristicamente as diferentes con-
tribui¢oes para a funcdo de Green na auséncia de instabilidade [31]. A perturbagao
inicial esta centrada em y e vemos sua evolugao até o observador, localizado em x. A
acao do potencial efetivo € ilustrada pelos multiplos espalhamentos. As linhas azuis
representam a propagacao direta, sem espalhamento pelo potencial: parte da onda
vai diretamente ao observador e parte é refletida na origem e chega ao ponto de ob-
servagao em um tempo posterior (essa é uma contribuicao preferencial das integrais
em I'; e I'y). As linhas verdes correspondem a miltiplas reflexdes no potencial, e
estao associadas aos modos quasinormais do sistema. As linhas vermelhas indicam
o espalhamento da onda pela cauda do potencial, e estao associadas a integral ao

longo do corte de ramificagao.

e Integral em L; e Ly: As contribuicoes em L; e Ly aparecem como con-
sequéncia da existéncia de polos com R(sp) > 0, e se anulam, como vemos
da seguinte forma. Inserindo as Egs. (3.12) e (3.22) na Eq. (3.15), e supondo

x > 2/, ficamos com

A, o + T < i e

—ax

/ sinh[(a + ¢T")2"]x1, (0, ") da’
0

T T

?

/ sinh[(a + ¢T)2"|0x1,,(0, r')]dz’
0
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onde 0 < a < k. No limite T' = J(s) — £o0, 0 segundo termo vai para zero
com 1/|T'|, e o primeiro termo se anula como resultado das rédpidas oscilagoes do
integrando nesse limite. O mesmo raciocinio se aplica para x < z’. Portanto,

temos que
st ~ d < Kt ~ T— 00
e (s, 7)ds| < we™ max{ [Tuu(s, )|} 0
Ly !

e semelhantemente para Lo.

e Polos com R(sy) < 0: Polos com R(sg) < 0 estao associados a modos qua-
sinormaisY estdveis, que oscilam e decrescem exponencialmente no tempo
(para revisdes sobre modos quasinormais de sistemas gravitacionais, ver as
Refs. [83, 105, 16]). Usualmente, modos quasinormais sao definidos como

solucdes com condicao de contorno ~ e (=)

para r — 400, ou seja, So-
mente ondas saindo do dominio em estudo, e “frequéncia complexa”, w € C.
Aqui, chamaremos genericamente de modos quasinormais as contribuicoes as-
sociadas a polos da funcao de Green. Polos com $(sy) < 0 sempre apare-
cem em pares complexo-conjugados, s — R(sg) = iS(sg) (ver Fig. 3.2), o
que é uma decorréncia da hipdtese de um campo real. Note também que,
apesar do comportamento assintético exibido por f;*(sg,7) na Eq. (3.20) para
R(s0) <0, xuu(t, ) serd bem comportada no infinito espacial devido & hipétese

de condicdes iniciais de suporte compactol.

Na Fig. 3.3, mostramos uma ilustracao heuristica da interpretacao fisica das
diferentes contribuicoes para a funcao de Green, na auséncia de instabilidade. Na
Fig. 3.4, mostramos o resultado da evolu¢ao numérica da Eq. (3.8) para um certo

potencial, para o qual nao ha instabilidade.

YAssim como sistemas fechados (como uma corda com extremidades fixas) possuem modos
naturais de vibracao, os modos normais do sistema, sistemas abertos possuem modos caracteristicos
de oscilagao, mas cuja amplitude descresce no tempo como resultado da dissipacao das perturbagoes
para o infinito. Tais modos sao ditos “quasinormais” por serem descritos por frequéncias complexas,
cuja parte real descreve a oscilacao e a parte imaginaria, o amortecimento do modo. Para um
modelo mecanico que ilustra bem a natureza dos modos quasinormais, ver a Ref. [84]. Modos
quasinormais de sistemas gravitacionais sao extremamente estudados, uma vez que suas frequéncias
caracteristicas dependem essencialmente das propriedades do potencial espalhador e sua observagao
(por exemplo, no sinal de ondas gravitacionais) pode fornecer informagdes importantes sobre o
espago-tempo de fundo. Infelizmente, estd fora do escopo desta Tese uma revisao abrangente sobre
essa rica literatura.

'Ver a Ref. [81] para uma prova formal de que, no espago-tempo de Schwarzschild, qualquer per-
turbagao permanece limitada apesar do comportamento dos modos quasinormais correspondentes

no infinito espacial.
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Figura 3.4: Ilustracao da dependéncia temporal de (&) X1, (%, Tobs) € (b) | X1 (t, Tobs)|
na auséncia de instabilidade, para um potencial ficticio. Aqui, evoluimos nume-
ricamente a Eq. (3.8) para um potencial efetivo que, se © > z., simula o de
Schwarzschild, V. = (1 + 1)/2% + log(z)/2® e que, se x < x, ¢ dado por [31]:
Ve(flf) =211+ 1)/(z* + %) + 2log[(x + z.)/2]/(x® + 2¥). Em t = 0, impomos as
condigoes iniciais x;,(0,2) = 0 e 9;x1,(0, ) = exp|—(x — x0)*/n?]. Especificamente,
tomamos [ = 1, x., = 50, assumimos a perturbagao inicial centrada em xq = 100,
com largura n = 20, e representamos o sinal observado em z,,s = 500 como func¢ao
do tempo. Em (a), vemos dois picos maiores, correpondentes ao sinal que se pro-
paga diretamente ao ponto de observacao e aquele que é refletido e invertido na
origem, chegando ao observador depois de um tempo 2x,. Em (b), representa-
mos | X1, (¢, Tobs)| em escala logaritmica, em funcao de t, e fica clara a oscilacao e o
decaimento exponencial caracteristicos dos modos quasinormais do sistema. Para
tempos muito avancados, o sinal é caracterizado por uma cauda polinomial. Ver,
por exemplo, a Ref. [8] para um estudo numérico da evolugao de perturbagoes no
espago-tempo de Schwarzschild, que esclarece o papel das diferentes contribuicoes
da funcao de Green.
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e Polos com R(sy) > 0: Finalmente, chegamos aos polos com R(sg) > 0, associ-
ados a modos quasinormais instaveis, que impoem um crescimento exponencial
no tempo a xy,(t,7). A presenca desses modos caracteriza a instabilidade do
sistema, e sua contribuigdo oblitera as demais na Eq. (3.26), de modo que,

para t suficientemente grande,

Xip(t, ) ~ clu(Eg)egotfl(Eo, )1+ O(e”)], (3.28)

onde € é uma constante positiva e denotamos por Sy o polo com maior valor
de R(sp). A parte radial de x;,(t,7) é determinada por fi(so,r), que satisfaz
a Eq. (3.18) e condigdes de contorno (3.20) e (3.21). Com essas condigoes de
contorno, o operador —d? /dz? +Ve(flf)(a:) ¢ Hermitiano, e concluimos que modos

quasinormais instaveis possuem (sg) = 0 (ver a Fig. 3.2).

Inserindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.7), ficamos com

+oo edot 50,7
Oy~ — { 0 Fo(3o, ™)L oo (50, 7' )da’ e fO(: )

onde langamos mao do fato de que o modo com maior valor de R(sg) estd associado

1+0E ),  (3.29)

aos numeros quanticos [ = g = 0. Como ja discutimos antes, isso ocorre pois a
barreira centrifuga, [(I +1)/r%, d4 uma contribuigao positivo-definida para o poten-
cial efetivo, de modo que, quando [ = 0, o potencial efetivo é mais “profundo” e
acomoda estados ligados com maior valor de s3. Além disso, na Eq. (3.29), usamos
que dW;/ds|s—s, = —25¢ e que podemos impor a condi¢do de normalizagao
+o0
fi(50,m)dx = 1, (3.30)
0

uma vez que fli(s,r) podem ser reescalonadas arbitrariamente. A expressao para
a derivada do Wronskiano pode ser obtida pela adaptacao de um argumento na
Ref. [32] para polos reais positivos: primeiramente, usamos as Egs. (3.18) e (3.30)

para escrever

X—o00
1= lim I (80,7) f; (s, 7)dx
S$—50 0
+ —(a _ (s +
— hII} [fl (Sar)axfl (SO7T)2 f172(307r)axfl (Svlr‘)]r:07 (331)
S$—S0 Se — SO

onde ja levamos em conta que o limite superior da integragao se anula, como podemos
ver usando 9, f;" (s,7) &~ —sf," (s, r) para X suficientemente grande [ver a Eq. (3.20)]

e o fato de que fi(30,7) = f;=(50,7) g} Entao, fazendo a mudanca 5y — s no
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numerador da Eq. (3.31) para identificd-lo com o Wronskiano e usando a regra de
L’Hospital, obtemos dW,/ds|s=s, = —250.

Portanto, vimos que a instabilidade do campo é caracterizada pela existéncia de
solugoes da Eq. (3.18) com s > 0 e satisfazendo ambas as condigées de fronteira
(3.20) e (3.21). Tais modos quasinormais instaveis podem ser vistos como polos da
funcao de Green (3.17) associados a zeros do Wronskiano. A Eq. (3.29) entao mostra
como uma perturbagao inicial — definida pelo termo (3.12) — evolui na presenga
de instabilidade.

Para referéncia posterior, note que

—+00

2
q)%l) ~ |: f0<§0> 7”/)100(50, T/)dl’/:|
0

g0t [fo(SOaT)r[lJr@(eﬁt)]_ (3.32)

16753 r

3.2 Relagao entre o tratamento classico e quantico da ins-
tabilidade

No Cap. 2, vimos que a presenca de instabilidade é caracterizada pela existéncia de
solugbes da Eq. (2.47) com condi¢ao de contorno (2.54) na origem e normalizadas
de acordo com a Eq. (2.52), a qual impoe a condigao de contorno adicional (2.65).
Esse é exatamente o mesmo critério encontrado na andlise classica, se identificarmos
wai(r) e fi(so,r) para = s, 0 que é possivel j& que satisfazem a mesma equagao
diferencial [ver Egs. (2.47) e (3.18)] com condigbes de contorno idénticas e norma-
lizagoes compativeis. Portanto, as condi¢oes que caracterizam a instabilidade sao
as mesmas quantica ou classicamente, e a principal diferenca estda na manifestacao
da instabilidade.

De fato, no tratamento quantico do Cap. 2, o campo foi definido em um estado
de vacuo adequado™, de forma que (Oin|<i>|01n> = 0. Vimos que a instabilidade se
manifesta por meio do crescimento exponencial das flutuagoes de vacuo, ou seja, de
(01| ®2]0:,), conforme ditado pela Eq. (2.59). Por outro lado, no contexto cldssico,
precisamos postular que, em um certo instante, digamos ¢t = 0, um agente externo
retira o campo ®(t,x) de seu estado inicial de equilibrio, ®(¢,x) = 0. A perturbagao
®(1) entao evolui de acordo com a Eq. (3.29). Portanto, classicamente a evolugao
do campo escalar depende da escolha das condicoes iniciais, enquanto que, no caso
quantico, a instabilidade é acionada por flutuacoes de vacuo que dependem essenci-
almente da escolha do estado quantico do campo.

Vale notar que, na abordagem quantica, tanto solugoes exponencialmente cres-

centes quanto solugoes exponencialmente decrescentes aparecem na expansao do

**No Cap. 2, assumimos o estado de vécuo |0i,), o estado sem conteido de particulas para

observadores estacionarios no passado assintotico.
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campo [ver as Egs. (2.43) e (2.45)], ao passo que na anélise cldssica apenas mo-
dos exponencialmente crescentes entram na expansao de ®(qy. Isso ocorre uma vez
que no caso quantico os modos normais sao obtidos em um espago-tempo de fundo
estatico, enquanto que no caso cldssico essa simetria é quebrada pela escolha de um
instante particular, ¢ = 0, para se comecar a evolucao. E claro que essa diferenca
nos tratamentos escolhidos nao muda a conclusao final sobre a instabilidade.

A fim de compararmos os observéveis (0;,|®2|0;,) e ®7,,, notemos primeiro que

eles diferem apenas por um fator multiplicativo:

2

i) N I
Jo(30,7")Zoo(50,7")dx"| (3.33)
0

(040 D2(01) "~ 2hK3,

onde fica claro o papel das condigoes iniciais na evolugao classica [representadas
por Zoo(S0,7)] e da escolha do estado do campo na abordagem quéantica (que esté
codificada no fator k).

Vamos entao supor o espago-tempo de uma estrela relativistica com raio r = R,

e vamos escolher condicoes iniciais tipicas, como

Xoo(@ T)\t:o = A@(Rs - 7”), atho(?f, T)‘t:o =0,

onde notamos que a amplitude A da perturbagao inicial tem dimensodes de distancia
em unidades em que ¢ = G = 1 [ver, por exemplo, a Eq. (3.7)]. Nesse caso, a
Eq. (3.33) se torna

2

@2 AZ* z(Rs)
) %0 / Fol5o. r')dm’] . (3.34)
0

(0|B2]05)  2hK

Finalmente, usando (i) a Eq. (3.30), (ii) o fato de que fy(So,7) ~ 1/R§/2, ja que
fo(80,7) d& uma contribuigao desprezivel para a Eq. (3.30) se r 2 Rs ~ x(Ry), e

(iii) R;2 ~ |VP| ~ 52, podemos escrever a Eq. (3.34) como

ey A

—_— ~ —. 3.35
<Oin|q)2|0in> 2h ( )

A condigao (iii) vem da Eq. (3.18), se exigimos que ]Ve(flf)| seja a0 menos da ordem de
R_? para tornar o potencial “fundo” o suficiente para acomodar estados ligados. Por
outro lado, assumindo a existéncia de estados ligados, o valor de 53 a eles associado
¢ tipicamente da ordem de ]Ve(é)\

A Eq. (3.35) mostra como o fator i pode ser introduzido em ®(;y por uma
escolha adequada da magnitude da amplitude inicial como |A| ~ A'/2. Portanto,

perturbacdes cléssicas com |A| ~ /2 de certa forma simulam flutuacdes quanticas.
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Conforme discutiremos em mais detalhes no Cap. 6, no tratamento classico,
logo que a instabilidade é acionada, a aproximagao linear implicita na Eq. (3.6)
deixa de ser valida e faz-se necesséario evoluir o sistema completo das equagoes de
Einstein, Eq. (3.3), e equacdes de campo (3.5). Porém, se |A| ~ kY2 um tratamento
quantico da evolucao do campo parece mais apropriado. Nesse caso, temos que, se
as flutuages do tensor de energia-momento forem “razoavelmente” pequenas [86],

o espago-tempo responderd de acordo com as equagoes semicléssicas de Einstein:
G = 8m(0|7,,,10). (3.36)

Como ja observamos anterioremente, a evolucao do sistema quantico com base nas
Egs. (3.5) e (3.36) é uma tarefa altamente nado trivial. Contudo, para sistemas
instaveis, é razoavel supor que, quando as flutuagoes de vacuo se tornam grandes o
suficiente, elas devem de alguma forma “colapsar” em perturbagoes cléssicas (ver,
por exemplo, a Ref. [20]), em um processo andlogo a formagao das anisotropias
da radiacao césmica de fundo a partir de flutuagoes de vdcuo primordiais [115].
Depois disso, a evolucao do sistema sera bem descrita pelas equacoes classicas de
movimento. No Cap. 6, voltaremos a discutir essas questoes ligadas ao estado final da
instabilidade, apontando algumas das sutilezas conceituais envolvidas na transicao

entre os regimes quantico e classico.
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Capitulo 4

Despertando o vacuo no espacgo-tempo de cascas

esferoidais

Nos Capitulos anteriores, estudamos quantica e classicamente a estabilidade linear
de campos escalares nao minimamente acoplados em certos espacos-tempos curvos
como o de estrelas relativisticas. Em particular, vimos no Cap. 2 que, a principio,
a instabilidade experimentada por certas classes de campos poderia ser usada jun-
tamente com dados astrofisicos para obtermos informagoes sobre a existéncia (ou
inexisténcia) de tais campos na Natureza. Portanto, ¢ interessante sabermos como o
espago de parametros que caracteriza a instabilidade (ver Fig. 2.2 ou Refs. [93, 110])
é alterado quando hipdteses sobre o modelo estelar, como simetria esférica e estati-
cidade, sao relaxadas. Este serda o objeto de estudo deste e do préximo Capitulo.

Neste Capitulo, nosso objetivo é estudar a estabilidade de campos escalares nao
minimamente acoplados no espago-tempo de objetos compactos estaticos, mas sem
simetria esférica. Em geral, estrelas relativisticas estdticas sao bem descritas por
um fluido perfeito com alguma equacao de estado, e tais modelos necessariamente
tém simetria esférica®. Ainda assim, pequenos desvios da hipétese de fluido perfeito
e de simetria esférica podem estar presentes em estrelas relativisticas. Por exemplo,
estrelas de néutrons devem apresentar uma crosta sélida com alguma elasticidade,
que pode lhes conferir uma pequena elipticidade (ver, e.g., as Refs. [33, 91] para
limites tedricos e observacionais a esse respeito). Além disso, para sistemas com
rotagao ou nao isolados, desvios da simetria esférica em geral estao presentes e,
em um regime de densidades e pressoes menores, sistemas astrofisicos estaticos sem
simetria esférica sao abundantes.

Portanto, certamente o estudo de objetos compactos sem simetria esférica tem

interesse fisico; por outro lado, a sua descricao em Relatividade Geral se depara com

*Que fluidos perfeitos autogravitantes estaticos tém simetria esférica foi provado dentro da
teoria Newtoniana e é uma conjectura muito plausivel em Relatividade Geral [96, 14, 97], embora

nao tenha sido provada com toda a generalidade possivel.
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algumas dificuldades e sutilezas. Métricas estaticas sem simetria esférica podem ser
construidas em Relatividade Geral levando-se em conta, por exemplo, a elastici-
dade da matéria [7] ou por meio da juncao de uma solugao de vacuo conhecida das
equagoes de Einstein (ver, e.g., a Ref. [116]) com uma solugdo interior adequada
(ver, e.g., a Ref. [72]). No entanto, o problema da construgao de tais solugdes é, por
si s6, complexo. Portanto, optaremos por adotar aqui um modelo paradigmético
e matematicamente mais simples de objetos compactos nao esféricos: o de cascas
finas. Como discutido no Apéndice C, cascas finas sdo obtidas a partir da juncao
de duas solugoes das equagoes de Einstein ao longo de uma fronteira limitada. O
modelo de cascas esferoidais estaticas apresentado na Sec. 4.1 nos permitira explorar
as consequéncias de desvios da simetria esférica sobre o espaco de parametros da ins-
tabilidade, ao mesmo tempo em que evita as complicacoes envolvidas, por exemplo,
na escolha de uma métrica interior apropriada para objetos compactos nao esféricos.
Este Capitulo estd organizado da seguinte forma. Na Sec. 4.1, seguimos em
grande parte a Ref. [100] e apresentamos as propriedades gerais do espago-tempo
da casca, enfatizando as hipéteses que entram na construcao da classe de espacos-
tempos em que estaremos interessados. Na Sec. 4.2, que contém os resultados princi-
pais deste Capitulo, analisamos a estabilidade de campos escalares nao minimamente
acoplados nesses espacos-tempos e investigamos como o espago de parametros da ins-
tabilidade muda na medida em que nos afastamos do limite esférico. A Sec. 4.3 é
dedicada a discussoes finais. Em particular, motivados pelo fato de que campos
com acoplamento conforme sao instaveis no espago-tempo de certas cascas esféricas,
comentamos brevemente sobre a estabilidade do campo eletromagnético em espacos-
tempos estaticos e esféricos. Além disso, discutimos alguns aspectos do crescimento
exponencial da densidade de energia do vacuo, no contexto de cascas esféricas.

Este Capitulo se baseia essencialmente na Ref. [94], publicada na revista Physical
Review D.

4.1 Cascas esferoidais estaticas

Para construirmos um modelo de cascas estaticas nao esféricas, precisamos combinar
duas solugoes de vacuo das equagoes de Einstein com essas propriedades, seguindo
o procedimento descrito no Apéndice C. Para os nossos propositos, serd suficiente
relaxarmos a condicao de simetria esférica, mantendo, porém, a de simetria axial.
A métrica mais geral estatica e com simetria axial de vacuo pode ser escrita como
[129]

ds? = —ePdt? + 2V (dp? + dz?) + pPe P dp?, (4.1)
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onde A = A(p, z) e v = v(p, z) satisfazem
0 10
op> 022 pOp

(@) 3)]

ov O O\

Vamos denotar por V* e V™ as por¢oes do espago-tempo no exterior e no interior

0, (4.2)

da casca, respectivamente, e vamos supor que sao descritas pelo elemento de linha
(4.1) e cobertas por coordenadas (t,p, z,¢) e (t,p,2,%). Vamos denotar por S a
fronteira tridimensional tipo tempo entre V¥ e V™, que corresponde ao tubo de
mundo da casca. Note que, usando as simetrias do espago-tempo, podemos escolher
as coordenadas temporal e angular em S de forma que t = t e = . Assim,
denotaremos as coordenadas internas simplesmente por (t, p, z, ).

Vamos entao, seguindo a Ref. [100], fazer algumas hip6teses simplificadoras a fim
de obtermos uma classe de cascas descrita por um nimero minimo de parametros,
mas suficientemente rica para os nossos propositos. Primeiramente, vamos assumir

que a superficie § de juncao das métricas é uma superficie de A = constante:
Ap, 2)|ls = A(p, 2)|s = Ao = const, (4.5)

onde a primeira igualdade é consequéncia da condi¢ao de continuidade das métricas
induzidas (ver o Apéndice C) se notamos que S deve ser descrita por vinculos do tipo
fi(p,z)=0e f_(p,z) = 0. A escolha (4.5) introduz uma simplificagao significativa
na construcao do espago-tempo, uma vez que faz com que a regiao YV~ seja plana,

com elemento de linha

d82 _ _62/\0dt2 + 6—2/\0 (dﬁ2 + d22 + ﬁ2dgp2) (46)

Isso pode ser visto da seguinte forma. Primeiro, notemos que A(p, z) é uma solugao
da equagao de Laplace (4.2). Portanto, levando em conta a Eq. (4.5) e a propriedade
de funcgoes harmoénicas de nao possuirem méaximos ou minimos locais, segue que
A = )¢ em todo V™. Por outro lado, das Egs. (4.3) e (4.4), vemos que, se A(p, Z) é
constante em V~, v(p, Z) também o é. Uma vez que v(p, Z) deve se anular sobre o

eixo de simetrial, concluimos que v(p, z) = 0 em V= e o elemento de linha (4.1) se

fA condigdo v(0,z) = 0 é uma consequéncia da condicdo conhecida como elementary flatness,
segundo a qual para todo circulo infinitesimal tipo espago, a razao entre a circunferéncia e o raio
deve ser igual a 2r. Em particular, se tomamos um circulo infinitesimal com z e ¢ constantes
no espago-tempo descrito pela Eq. (4.1), essa razao é dada por fo% dgpdpe‘A/f(fp e’~dp, que, no
limite dp — 0, se reduz a 27 quando v(0, z) = 0.
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reduz a (4.6) no interior de S.

A fim de analisarmos a métrica em V' e impormos algumas simplificagoes adi-
cionais, é conveniente realizar a mudanca de coordenadas {p, z} — {z,y} definida
por

p=a(z® — 1)1/2(1 — y2)1/2, 2 = axy,

onde z € [1,00), y € [-1,1], e a = const > 0. Em termos das coordenadas = e y a

Eq. (4.2) é escrita como

ao passo que as Egs. (4.3) e (4.4) se tornam

v 1—y? ) N\’ NS 5 ONOA
5= ol -1 (5) —e-) ()~ - DT @

x2_y2

o 2r—11| O\ oA\ ONON|
L s T —D (=) —y(1 =) [ 22 2r(z? —1)=—=—|. (4.
dy a2 —y? o >(8x> " y)<8y) el >313(9y 4

A solugao mais geral da Eq. (4.7) que é regular em y = %1 (o eixo de simetria) e

bem comportada quando = — oo (infinito espacial) é dada por
A=Y "A;Q;(z)P(y), A; = const, (4.10)
=0

onde P;j(z) e Q;(z) sao as fungodes associadas de Legendre de ordem zero, de primeiro
e segundo tipos, respectivamente [1]. Por simplicidade, vamos nos restringir a classe
particular de cascas esferoidais obtidas ao impormos A; = 0 para j = 1,2,... na

Eq. (4.10). Como resultado, temos

1
Ao Dprtt (4.11)
2 -1
onde f = —Ay > 0 desempenhara o papel de um parametro geométrico ligado a

forma da casca. A soluc@o correspondente para v(x,y) pode ser obtida diretamente
das Egs. (4.8) e (4.9):
pr. ot -1
=—In )
2 % — 2

Além disso, as Eqgs. (4.5) e (4.11) implicam que a hipersuperficie S é determinada

, (4.12)

pelo vinculo
x = xg = const > 1. (4.13)

Vale notar que a condi¢ao (4.5) combinada com a escolha A} = Ay = ... =0

reduz a gama de formas e distribuicoes de energia-momento das cascas consideradas
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aqui (ver, por exemplo, a Ref. [116] para espagos-tempos mais gerais). Ainda assim,
essa classe de cascas esferoidais, estudada na Ref. [100], é suficientemente geral para
0S N0SS0S propositos.

Combinando esses resultados, a métrica em V' pode ser escrita como

B B 2 B2 2 2
r—1 r+1 ¢ —1 dx dy
d2:_ dt2 2 2 .2
*+ (:U—l—l) ta r—1 x? —y? (2" =y) x2—1+1—y2

T B
+ad (m - D (2 — 1)(1 — y?)d?. (4.14)

Note que, se f = 1, a Eq. (4.14) se reduz ao elemento de linha de Schwarzschild: por
meio da transformagdo x = r/M — 1 e y = cosf e tomando a = M, recuperamos o
elemento de linha nas coordenadas de Schwarzschild. A condigao z > 1 corresponde
a restricao r > 2M.

Por outro lado, em V', a métrica (4.6) pode ser reescrita da seguinte forma:

—1\* 1\”°
42 :_(xo ) a1+ (‘UO_*J (di* 4+ 72d0® + 7 sin® 0dp®) ,  (4.15)

Ty —
onde usamos que A\g = —(3/2)In[(zo + 1)/(zo — 1)] e fizemos, para conveniéncia

posterior, a mudanca de coordenadas {p, z} — {7, 0} tal que
p=arsinf, Zz=arcosb.

Condigao de juncgao: continuidade da métrica induzida

Para que a métrica construida a partir da uniao de glfy, Eq. (4.14), e g,
Eq. (4.15), possa ser uma solu¢do das equagoes de Einstein, devemos impor a
condicao de jungao descrita no Apéndice C: as métricas induzidas em S a partir de
VT e V™ devem ser iguais. E conveniente cobrir a hipersuperficie S com coordena-
das (* = (t,y,¥), a = 0,2,3, uma vez que S é determinada por x = zy = const.
A condigao de juncao estabelece, entao, uma relagao entre as coordenadas internas
7,0, e a coordenada y em S.

Chamando 7|s = f(y) e cosf|s = g(y), temos

it = (2 e (2 [ (r0r + 029 )y

zo+ 1 zo— 1 —9(y)?
+ f(y)*(1 - g(y)Z)dsOZ} :

Portanto, igualando essa expressao com

B B 2 B s 2 9
-1 1 —1 —
dsi|$:_<‘”0 ) dt’ + a’ (Iﬁ ) <"’32° 2) <x0 yQ)dyz
o+ 1 xo—1 x5 —y 1—y

1 B8
+a2(x°+ ) (22 = 1)(1 — )

110—1
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obtemos as condicoes

2 _ o2\ 71/2
fly) = [( o _1);(1y)2y )] (4.16)

1—g(y)?
onde “’ 7 =d/dy. A fungao g(y) é obtida pela integracdo numérica da Eq. (4.17)

/ 22 2 — 1 v
FOEZID) — gy + (1 - o))" [(—1) —?f] S

a partir da condigao de contorno ¢(0) = 0, que é adotada por ser compativel com a
solugao ¢g(y) = y quando = 1. Entao, f(y) pode ser obtida diretamente a partir

da Eq. (4.16). Na Fig. 4.1, ilustramos o comportamento dessas fungoes.

2.0
1.0
1.5+ 0.5
B<1
= ~
Z 1.0 EN
= B>1 % 00
B£>1
0.5¢ 1 _0.5-
0.5 p<l
0.0 ‘ : -1.0 s s
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
y y

(a) (b)

Figura 4.1: Fungoes (a) f(y) e (b) ¢g(y) como fungao de y para 2o = 1.5 e § = 0.5
(azul), 1 (magenta) e 1.4 (amarelo).

Note, da Eq. (4.17), que, para garantirmos que g(y) seja real, devemos impor

2 Bg%—1
x5 —1
( 20 2) —y* > 0.
Ty —Y

Para 0 < < 1 essa desigualdade é sempre verificada (note que —1 <y < 1l e

xog > 1). Porém, para § > 1, ela é satisfeita para todos os valores de y apenas se

Ja vimos que o caso = 1 corresponde ao limite esférico. Como veremos em seguida,
os valores 0 < § < 1 e 8 > 1 corresponderao a configuragoes prolatas e oblatas,
respectivamente. Entdo, veremos que a condi¢ao (4.18), que é necessiria para a
juncgao das métricas em S, coloca um limite sobre o quao oblatas as cascas descritas

por este modelo poderao ser.
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4.1.1 Propriedades geométricas da casca

Para evidenciarmos a dependéncia da forma da casca sobre os parametros [ e xg,

calculamos a razao

Lequatorial o (1 — 1/1}3)(1_62)/2
Lmeridional 2F1(1/2, (52 — 1)/271’x62>’

n= (4.19)
onde Lieridional € Lequatorial 520, respectivamente, o comprimento préprio meridional
(¢ = const) e o comprimento préprio equatorial (y = 0) da casca, descrita por
x = xo, e calculados em alguma segao t = const. Na Eq. (4.19), 2 F(a, b, ¢; z) denota
a funcao hipergeométrica [1]. Como fica claro na Fig. 4.2, as cascas aqui descritas
serao prolatas (0 < n < 1), esféricas (n = 1) e oblatas (n > 1) para 0 < < 1,
B =1ef > 1, respectivamente. A restrigao (4.18) implica que o maior valor de n
obtido para o caso oblato (5 > 1) é dado por
Nmax = lim 1 = e/ I(1/4) ~ 1.3, (4.20)
ro=p—00
onde I,(z) é a funcao de Bessel modificada de primeira especie. Esse limite, é claro,
nao deve ser visto como uma restricao geral a cascas oblatas arbitrarias, mas sim
como uma consequéncia das hipéteses do modelo particular que adotamos aqui [ver
a discussao abaixo da Eq. (4.13)]. Observe que nao existe uma restrigao semelhante
para cascas prolatas, uma vez que n, dado na Eq. (4.19), pode assumir valores
(positivos) arbitrariamente pequenos.
E conveniente também calcularmos neste ponto outra propriedade geométrica
das secoes t = const de §: sua area propria, como funcao de 5 e xg. Um calculo
direto mostra que

1 B 1 (ﬁ2+1)/2 1 2_1 3 1
A = dmala? <_+) (1_ _2) R (_ F1 _-_2). (421)

zo— 1 x3 27 2 7272k

Vale ressaltar algumas propriedades da quantidade A. Primeiramente, notemos que,
para um certo valor de (3, a area prépria é minima no limite xo — 1 e aumenta em
fungao de xy. Por exemplo, se 8 =1, A = 4rM?(xy + 1)?, onde usamos que a = M
no caso esférico, como veremos na proxima secao. Portanto, o limite inferior da area
de cascas esféricas é dado por A 3 16r M 2 que corresponde ao limite em que o
raio da casca tende ao raio de Schwarzschild. Ja no caso prolato, 0 < 8 < 1, temos
A3 0: o limite xo — 1 corresponde a uma vara infinitamente longa e fina, com
area propria nula. Por sua vez, no caso oblato, a restrigao (4.18) implica que o valor
minimo da drea das cascas oblatas consideradas aqui é obtido quando zy = 3 (o0

limite 2o — 1 ndo pode ser tomado nesse caso).
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Figura 4.2: A razao n = Lequatorial/ Lmeridional, £q. (4.19), é representada como funcao
de (B para cascas localizadas em diferentes valores de xy = const. Para 0 < g < 1,
B =1ep > 1, temos cascas prolatas (0 < n < 1), esféricas (n = 1) e oblatas
(n > 1), respectivamente. O valor maximo de n, ny.x ~ 1.3, corresponde a uma
casca oblata obtida no limite z = o =  — 00, em cujo caso o diametro equatorial
é cerca de duas vezes maior que o polar. Cascas com n — 0 correspondem a varas

infinitamente finas e longas, obtidas para 0 < 8 < 1 e no limite x = xg — 1.

Por completeza, vamos verificar também o comportamento de A quando fixamos
um certo valor de n, pois usaremos essa informacao na construcao dos graficos na
Sec. 4.2.2. Sen=1,n<1en > 1, o valor minimo da area serd respectivamente
A/16mM?* =1, A/16rM? < 1 e A/16mrM? > 1 [onde fizemos uso da relagao M = fa,
Eq. (4.31) abaixo]. Por exemplo, para n = 0.25, n = 0.5, n = 0.75 e n = 0.85,
temos, respectivamente, Ay, /167M? &~ 0.877,0.971,0.996,0.999. Para n = 1.18,
Apin /167 M? ~ 1.151. Paran = ng > 1 fixo, h4 ainda um limite méximo para a 4rea
das cascas possiveis: se invertemos a Eq. (4.19) para obter xzg(ng, ), entao a area
A, como funcao de S satura em um valor maximo quando 8 — oco. Para n = 1.18,
por exemplo, Apa/16mM? ~ 1.534.

4.1.2 Tensor de energia-momento e propriedades fisicas

Uma vez estabelecidas as métricas no interior e no exterior de S, Egs. (4.15) e

(4.14), o tensor de energia-momento da casca também ¢é determinado, como descrito
no Apéndice C:
" = S%eters(0), (4.22)
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onde ¢ é a distancia propria ao longo de geodésicas que interceptam S ortogonal-
mente (de modo que £ < 0, ¢ = 0 e £ > 0 dentro, sobre e fora de S, respectivamente),
et = 0zt /(" sdo as componentes dos vetores coordenados 0/0¢* definidos em S
(com {z#} sendo um sistema de coordenadas suave cobrindo uma vizinhanga de S)
e

S = —i(AKab — hAK) (4.23)

8T
é o tensor de energia-momento superficial da casca. Aqui, K, €é a curvatura

extrinseca, K = K;3h®, e AA = AT — A~ denota a descontinuidade de uma quan-
tidade A através de S. Portanto, a quantidade essencial que determina o tensor de
energia-momento da casca ¢ a descontinuidade do tensor de curvatura extrinseca, o

qual é dado por K;i = Vynlfef“ef”, onde n* é o campo vetorial unitdrio normal a

casca.
Em particular, em VT, temos ed” = ed? = ej® = 1 e e/# = 0 nos demais casos,
além de 52 (512
) _
e o1 0,1,0,0 4.24
m-a(25)(255) oo (424

Portanto, em V*, as componentes nao nulas do tensor de curvatura extrinseca sao

2
K+0 _ 1 Ty — 1 B/2 {L'(2) _ y2 (B%-1)/2 ﬁ
0 a \zo+1 3 —1 3 —1
2_
e 1 (w1 B/2 22 — 2 (6°-1)/2 7052 — 3 . zo(1 — 2)
2 a\zo+1 3 —1 3 —1 —y? )’
2_
K+3:1 xo—l B/2 x%_yQ (B%-1)/2 Q?O_/B
3 a \ro+1 23 —1 x3—1
Por outro lado, em V™, temos e, = e3° =1, e5' = f'(y), 57 = —¢'(y)//1 — 9(y)?

e e " = 0 nos demais casos, além de

A A L) L 1) A Jw
w=(Gh) (artmr) oy o) 0

Portanto, em V™, as componentes nao nulas do tensor de curvatura extrinseca sao
2 2-1)/2
2o — 1 B/ 22 — 2 (B==1)/ 1+y2(1_62) 1
xo+ 1 3 —1 g —y* ) H(y)

2o — 1 B/2 m%_y2 (8%-1)/2 H(y)
zo+ 1 z3—1 3 =1

_ 1/2
I . x%—l 1/2 x%—l g1 9

o8

K% =

QIR Q|

K% =

onde definimos




De posse dessas relagoes, um calculo direto entao leva a (ver também a Ref. [100])

815 = A(y)[B(y) + Cly) — 28(x5 — v*), (4.26)
8mS% = A(y)C(y), (4.27)
87S% = A(y)B(y), (4.28)
onde B xo —1)" L/ x B/2 x% 2 (B2-1)/2
=g an) GE1)
B(y) = p*x (1—y) Uy) " (x5 — B**) (a5 — 1) + wo(2g — 1),
Cly) = (25— y*)wo — U(y)],

2_ 1/2
22— 1\ Y2 2 -1\
Uy = =2 0 — 2 . 4.29
) (1—y2) (»’L‘%—yz) / (4.29)

As propriedades fisicas da matéria que constitui a casca sao descritas pelas
Egs. (4.26)-(4.28). Em particular, a partir do tensor de energia-momento da casca,

podemos calcular sua massa gravitacional, dada por [135]

1
M =2 / (T“V - §g“VT> £ds,, (4.30)
p3M

onde £” = (9/0t)” é um campo vetorial tipo tempo global, a integral é feita em uma
superficie de Cauchy ¥; com t = const e dX, = n,d¥ onde n* é o campo vetorial
unitario ortogonal a ¥; e que aponta para o futuro. Usando a Eq. (4.22) combinada
com as Egs. (4.26)-(4.28), obtemos

M = Ba. (4.31)

Além disso, podemos verificar para que parametros zg e 5 a matéria que compoe a
casca possui propriedades fisicas “razoaveis”. Essa nocao é codificada em condi¢oes
de energia [135, 114], que expressam boas propriedades da matéria cldssica. Em
particular, a condicao de energia fraca é que T, u*u” > 0 para qualquer vetor tipo
tempo u* que aponta para o futuro, ou seja, a densidade de energia medida por
qualquer observador deve ser nao negativa. A condicdo de energia forte exige que
(T, — %T g )utu” > 0 para qualquer u* unitario tipo tempo que aponta para o
futuro. Por fim, a condicdo de energia dominante exige que, para todo u* tipo
tempo, direcionado para o futuro, —7),,u* deve ser um vetor tipo tempo ou tipo
luz que aponta para o futuro: uma vez que =7, u" é a densidade de momento da
matéria como medida por um observador com velocidade u*, essa condi¢ao expressa

a exigéncia de que a matéria se mova em linhas de mundo tipo tempo ou tipo luz.
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As condigoes de energia acima podem também ser formuladas em termos dos
autovalores de S, [135, 114]. Para isso, é 1til definirmos vetores é% que formam

uma base ortonormal em S, no sentido que
sa sb
hdbeaeﬁ - ,’70457

onde 7,5 = diag(—1,1,1). A densidade de energia superficial e as pressoes principais
sao definidas como autovalores com respeito a essa base: 0 = Sabéﬁég, P2 = Sapésel,
p3 = Suelés. A condicio de energia fraca entdao implica que 0 > 0 e o +p; > 0
(i = 2,3), a condigao de energia forte é equivalente a 0 +py +p3 > 0e o+ p; >0
(i = 2,3), e a condigao de energia dominante implica ¢ > |p;| (i = 2, 3).

Pode-se verificar que as condigoes de energia fraca e forte sao sempre satisfeitas
pelo tensor de energia-momento (4.22). Em relacio a condi¢ao de energia dominante,

ela sera satisfeita se

2Bxy > —1—1—52—1—31’3—:{:52(xg—1)1’ﬁ2/2—23:3752(1:?)—1)’32/2, para 0 < f <1 (4.32)

xo > (13/12)3, para > 1. (4.33)

Isso é ilustrado na Fig. 4.3. Nela, fica claro que a matéria que compoe essa classe
de cascas possui propriedades fisicas razoaveis para um intervalo significativo de

parametros.

4.2 Quantizacao do campo e analise de estabilidade

No espago-tempo descrito na Sec. 4.1, vamos considerar um campo escalar nao

minimamente acoplado e sem massa ®, satisfazendo a equacao de Klein-Gordon
-V, VD +ERD =0, (4.34)

onde R é o escalar de curvatura e £ é um parametro adimensional.
Seguindo o procedimento de quantizacao canonica, expandimos o operador cam-

po na forma
P = / dO(n)|ayu, + atu),

onde ¢ é uma medida definida no conjunto de nimeros quanticos 7, e u, e u, sao
modos normais satisfazendo a Eq. (4.34), e de norma positiva e negativa, respecti-
vamente, com respeito ao produto interno de Klein-Gordon, Eq. (2.6). Entao, os

operadores de aniquilacao, a,, e criagao, &;f?, satisfazem as relacoes de comutacao
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Figura 4.3: A regiao cinza claro corresponde aos valores de (3, r¢) que nao satisfazem
a condicao de energia dominante, enquanto a regiao cinza escuro ¢ excluida pelo
vinculo (4.18). A regiao branca corresponde a cascas que satisfazem as condigoes de

energia fraca, forte e dominante.

usuais: [da, ah) = 8(c, 8), [da, ag] = 0, e 0 estado de vécuo |0) é definido exigindo-se
que a,|0) = 0 para todo 7.
Uma vez que nosso espago-tempo é estatico e axialmente simétrico, é natural

buscarmos por modos (de norma positiva) com a forma
un(ta )Z? 90) = TJ@)FUM()Z)eimpv (435)

onde ¥ = (7,0) e X = (z,y) dentro e fora de S, respectivamente, ;. € Z é o niimero
quantico azimutal e o = const. Usando a Eq. (4.35) na Eq. (4.34), vemos que T, (%)

obedece P
ﬁTa +oT, =0, (4.36)

ao passo que F,,(x) satisfaz

2

1 (xo - 1>2B F&(f?a,:) + 1 Dp(sin 60y) — ”—] F, =oF,, (4.37)

~ T ~ . ~ .
a? \xg+1 72 72sin 0 72sin26 | o Na

a?

1 [z—1\% (22 — yz)'BQ_l 9
Ca? (:c n 1) { (22 —1)% 1 [la” =12

+ 0, [(1=9y)0,]} — = 1’;(1 7 } F} =oF}. (4.38)
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Aqui, inclufmos os rétulos “—" e “4” em F;, a fim de denotarmos solucoes validas
dentro e fora da casca, respectivamente.

As solugoes da Eq. (4.36) terao as seguintes formas:

T,(t) — T,(t) x exp(—iwt), w >0, (4.39)

parac =w?>0e
T,(t) — To(t) oc eM7m/12 4 = tHin/12 () 5 ), (4.40)
para 0 = —Q? < 0, onde a Eq. (4.40) expressa uma das possiveis combinagoes que

garantem que u, com o < 0 seja um modo de norma positiva [ver a Eq. (2.23) e a
discussao em seu entorno]. A Eq. (4.39) estd conectada com os modos oscilatérios
usuais, ao passo que a Eq. (4.40) estd associada com modos taquidnicos, responsaveis
pelo crescimento exponencial das flutuagoes quanticas do campo, como vimos no
Cap. 2. A exigéncia de que tais modos sejam normalizaveis determina os possiveis
valores negativos de o (caso existam) e, portanto, a existéncia (ou inexisténcia) de
instabilidade. Essa exigéncia, associada a Eq. (4.38), implica que o comportamento

assintdtico de F,, com o = —Q? < 0 é dado por
F;u(x, y) — Fgu(x, Y) 5 exp(—Qaz). (4.41)

Agora, vamos analisar as Eqs. (4.37) e (4.38) em mais detalhes. Devido a
Eq. (4.22), temos que
R = —81T = —2AK)(().

Entéo, vemos, da Eq. (4.34), que F,, deve ser continua em S,

FG’?L( )‘3 —F;u(x,yﬂs, (442)

e que a derivada primeira de Fy, ao longo da direcao ortogonal a casca deve ser

descontinua:

A(dFg,/dl) = Ev(y) Fouls- (4.43)
Aqui, 7(y) = —2AK, e lembramos que AK = 4m(SY% + 5% + S%). Usando as
Egs. (4.26)-(4.28), obtemos

2

8 821
()__2 xo—1\2 (2 —vy*\ 2= [B%x0— B+
="\ 1 x% 3 —1

4l — 3?) (1 )> _ U } , (4.44)

22—y Uy 3 —1

—_
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onde U(y) foi definido na Eq. (4.29). A Eq. (4.43) pode ser expressa de uma forma

mais conveniente:

du OFy, di OF;,  d9oF;,
<@ Oz ) s (@ oF  dl 99 ) 8_67(y)Fau|Sa (4.45)
onde 2
Bl 1 fre 1V a0 .
dl|g  a\zo+1 3 —1 ’ :
dr|_ D(y)g'(y) (4.47)
s /1T—g(y)?
e
db D(y)f ()
=l = T 4.48
dl|s—  fly)? (4.48)
com 6/2 1/2
1 (zg—1 () R A C7) e
Dly) = + . 4.49
W) a <l’o + 1> [1 —g9(w)?  f(y)? (4.49)

As expressoes (4.46)-(4.48) sao obtidas a partir do vetor normal a S, dado por
n = dl = n;dz’, o que implica que da'y /dl = nli [ver Egs. (4.24) e (4.25)].

No que segue, vamos buscar determinar os parametros £ que permitem a existén-
cia de modos taquionicos para uma certa configuracao esferoidal, determinada pe-
los valores de xg, § e M. Para esse propodsito, devemos buscar solugoes regulares
FZ,(X) com o < 0, satisfazendo as Eqs. (4.37) e (4.38) dentro e fora da casca, res-
pectivamente, além de respeitar as Eqs. (4.42) e (4.43) sobre a casca e possuir o

comportamento assintético dado na Eq. (4.41).

4.2.1 Cascas esféricas

Vamos comecar com uma investigacao das condicoes necessarias para que o campo
seja instavel no espaco-tempo de cascas esféricas. Esse caso sera interessante por si
s6, permitindo um tratamento analitico completo, e sera usado para ilustrar varios
pontos interessantes no restante do trabalho. Além disso, o caso esférico servird
para verificarmos os programas usados para tratarmos cascas axialmente simétricas
mais gerais em seguida.

Primeiramente, notemos da Eq. (4.31) que a = M para § = 1. Entao, usando
as definigoes x = r/M — 1 e y = cosf na Eq. (4.14) e definindo 29 = R/M — 1 na

Eq. (4.15), podemos escrever os elementos de linha em V* e V= como

ds? = —(1 —2M/r)dt* + (1 — 2M/r) " dr® + r*(d6® + sin® 0dp?) (4.50)

ds* = —(1 — 2M/R)dt* + (1 — 2M /R) ' M?(di* + #d6? 4 7 sin® Odp?),  (4.51)
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respectivamente. Devido a simetria esférica do espago-tempo, podemos identificar
nao sé t e v, mas também 6 dentro e fora de S.
Em termos das coordenadas internas e externas, o lugar geométrico da casca é

dado respectivamente por
i=(1-2M/R)Y*R/M e r=R.

A fim de definirmos uma coordenada radial continua em S, introduzimos
r_=M7/(1-2M/R)Y? r. =r

com relacao as quais a casca é descrita por r+ = R.

Solugoes gerais das Eqgs. (4.37) e (4.38) podem ser colocadas na forma

FE(re,0) = f: MF“( 0) (4.52)
o T+, = alu Ti 1 COS s .
1=0
onde a;, = const e P/(cos #) sao funcoes associadas de Legendre de primeira espécie,
graul =0,1,2... eordem yu = —I,—l+1,...,[l. Por conveniéncia, vamos definir as
coordenadas

x-=r_/(1-2M/R)Y? X, =ry+2Mnfr,/(2M) - 1]+ D,

onde a constante D é escolhida de forma que x_ e y. sejam iguais sobre a casca. Em

termos das coordenadas x4, as fungoes wffl satisfazem equagoes tipo-Schrodinger:

— YL/ + Vi s = 0 (4.53)

Ccom
v — (1 —2M/R)I(1+ 1) /2, (4.54)
Ve = (1= 2M/r )11+ 1) /r2 +2M/r3]. (4.55)

A descontinuidade do potencial ao longo da casca (excluindo a parte proporcional
a distribuigao delta) é AV = 2M (1 — 2M/R)/R3. Note que Ve(flf’i) sdo positivo
definidos. Ainda assim, a existéncia de modos taquionicos é possivel devido ao
potencial singular sobre a casca [0 que estd codificado na Eq. (4.43)]: dependendo
dos valores de R/M, & e [, o potencial efetivo serd suficientemente negativo para que
haja solugoes normalizaveis da Eq. (4.53) para o < 0.

A existéncia de modos taquionicos do campo depende, portanto, da existéncia
de solugdes &, da Eq. (4.53) com 0 = —0Q? < 0. A condigdo de regularidade dos
modos normais implica que
liIEO o =0T, (4.56)

X—
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onde assumimos que a funcao vai para zero com valores positivos: isso é possivel uma
vez que o produto interno de Klein-Gordon fixa a normalizacao dos modos a menos
de uma fase multiplicativa arbitraria (que pode ser convenientemente escolhida).

Usando a Eq. (4.53) com a Eq. (4.56), concluimos que

0 < thgy(r-)ls = vy (re)ls, (4.57)

onde a igualdade é consequéncia da Eq. (4.42).
Por outro lado, a Eq. (4.43) implica que a primeira derivada das fungoes radiais

Y&, serd descontinua em S:

[ ( - 2M>1/2 AW (r)/re) (g (r-) /r_)] )
S

R dry dr_

¢ oM\ 2 3M oM\ (o)
_2§<1_?) (2—?—2<1—?) T

Portanto, o valor de did;/dx |s serd uma funcao dos parametros do campo e da

(4.58)

S

casca. Agora, note da Eq. (4.53) que
by 2 0= Py, /dxt 2 0;

portanto, concluimos que ou 1}, muda de sinal uma tnica vez, divergindo nega-
tivamente no infinito espacial, ou permanece sempre positiva. Modos taquionicos
estarao associados com o caso em que wgl > (), com a exigéncia adicional que
lim b, =07, (4.59)
X+—100
Segue, entao, da Eq. (4.53), que, para uma certa configuragao de casca, existird, no

maximo, um modo taquionico para cada valor de .

A fim de determinarmos para que configuracoes das cascas o campo é instavel, no-

tamos primeiro que sempre existe um valor suficientemente negativo de 0 = —Q2 < 0
tal que
li &= : 4.
X+£Iioo Ve = +00 (4.60)
Entao, se
lim o = —o0, 4.61
i (461)

é certo que existira algum 2 € (0, 2y) para o qual a condicao (4.59) é satisfeita. Se,
por outro lado, a condi¢ao (4.61) nao for verificada, nao havera modos instaveis do

campo.
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As solugoes da Eq. (4.53) com € = 0 satisfazendo a Eq. (4.56) podem ser escritas
como

Yolr-) = Ar TR A >0, (4.62)
Vi (ry) = BiP(ry /M — Dy + CQ(ry /M — 1)ry, (4.63)

onde A;, B, e C; sao constantes. Em seguida, impondo as condigoes (4.57) e (4.58)
sobre a casca, obtemos

B, ¢R o M
A (Y i E Y | 4.64
Ao M(R + R)n( R) (4.64)

By [(1+48)(Mxo/R — /T = 2M/R) — 2M&/RQi(o)

A (IM/R) [P(20)Qi-1(w0) — Pr—1(0)Qi(70)]
(IM/R)Q;-1 (o)

+ TR [Ril0)Qis(20) — Poa(0) @iz o)
paral =0 el > 1, respectivamente, e
Cl o 1 — (Bl/Al)Pl(ﬁo) (466)

Zz B Qi(o)

para | > 0, onde lembramos que, no caso esférico, o = R/M — 1. Entao, usando

que
”152 Qu(ry/M — )ry ~ 1 (4.67)
”15200 Pry/M —1D)ry ~ 't (4.68)

vemos das Egs. (4.63) e (4.61) que a condigao necessaria para a existéncia de modos
taquionicos com um certo 2 > 0 é que B;/A; < 0. (B;/A; = 0 corresponde ao caso de
modos “marginalmente” ligados, caracterizados pelo nimero quantico 2 = 0.) Isso
estabelece uma relagao entre o parametro £ do campo e a razao massa-raio, M/R,
da casca. Nas Figs. 4.4 e 4.5, mostramos, respectivamente, a regiao de parametros
em que modos taquionicos com [ = 0 e [ = 1 existem. Uma vez que o potencial
efetivo Ve(flf’i) ¢ menor quanto mais baixo for o valor de [, a existéncia de um modo
taquionico com [ = [y implica a existéncia de modos taquionicos com [ =0, ...,lp—1.
Isso é verificado no caso particular das Figs. 4.4 e 4.5: a regiao de instabilidade para
[ = 1 estda contida naquela para [ = 0. Claramente, a existéncia de um unico
modo instavel do campo é suficiente para induzir o crescimento exponencial das
suas flutuagoes quanticas.

Vale notar que, no espaco-tempo de cascas esféricas suficientemente compac-

tas (ou seja, para M/R Z 0.4995), campos escalares com acoplamento conforme,
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¢ = 1/6, s@o instaveis, como mostrado nas Figs. 4.4 e 4.5. Contudo, nessas mes-
mas figuras, pode-se ver que, para essas cascas, a condi¢ao de energia dominante,
Eq. (4.33), é violada.

G
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Figura 4.4: As regites preta e cinza escuro mostram os parametros para os quais um
campo com acoplamento & é instavel no espaco-tempo de uma casca esférica com
razao massa-raio M /R (ou seja, em que By/Ay < 0). A magnitude da densidade de
energia de vacuo da casca cresce positivamente e negativamente nas regioes preta
e cinza escuro, respectivamente (ver a discussao na Sec. 4.3). A faixa cinza claro é
excluida porque nao existem solucoes estaticas de cascas com R < 2M, ao passo que
a regiao cinza translicido abarca configuracoes que violam a condi¢ao de energia
dominante. A porcao destacada do grafico mostra que, para cascas suficientemente
compactas, campos com acoplamento conforme, £ = 1/6 (linha tracejada vertical),
sao instaveis, embora a matéria que constitui tais cascas viole a condigao de energia

dominante.

4.2.2 Cascas oblatas e prolatas

Vamos agora tratar os casos de cascas esferoidais prolatas (0 < f < 1) e oblatas
(8 > 1), focando nossa atencao nas fronteiras que delimitam as regides de instabi-
lidade. Essas fronteiras estao associadas com a presenga de modos marginalmente
instaveis, com 2 = 0. Além disso, seguindo o raciocinio do caso esférico, no qual os

modos com | = 0 (e consequentemente p = 0) sao aqueles que mais facilmente se tor-
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Figura 4.5: As regides escuras mostram os parametros do campo e da casca para
os quais existem modos taquionicos com [ = 1. As regides cinzas tém o mesmo
significado que na Fig. 4.4. Note que a regiao de instabilidade para modos com

[ =1 estd contida naquela dos modos com [ = 0.

nam instaveis, também no caso esferoidal vamos buscar por modos marginalmente
instaveis (2 =0 =0 =0) com pu = 0.
Entéao, as solugoes das Eqs. (4.37) e (4.38) que sao regulares e correspondem a

modos normalizdveis sao

Foo =Y Aii* Py(cos ) (4.69)
l

Fyy =Y CiQu(x)Pi(y). (4.70)

Em seguida, inserimos as Eqs. (4.69) e (4.70) na condigao de continuidade (4.42),

o que nos permite determinar os coeficientes C; em termos de A;:

20+1

Cr = 2@1/ iUo

L / dyPu(y) f () Pilo(y)) (4.71)

onde lembramos que f(y) e g(y) sao definidas pelas Eqgs. (4.16) e (4.17), respectiva-
mente, e onde usamos a condi¢cao de ortonormalidade dos polinomios de Legendre,

1
2
P.(y)P, = ——O0nm- 4.72
| PPty = 5 (@72
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Agora, vamos impor a condi¢ao (4.43), que determina o salto da primeira deri-
vada de Fy, em S. E conveniente notar que, levando em conta as Eqs. (4.69), (4.70)
e (4.71), a Eq. (4.43) pode ser escrita como

> AGIy) =
l

para uma funcao G;(y) intrincada mas conhecida. Expandindo G,(y) em termos de

polinomios de Legendre, a Eq. (4.43) pode ser escrita como
Z Z Aikw Pu(y) = 0, (4.73)
v

onde ky = (I' +1/2) (k' W ) 4 kll, + kl(l?,’)) com

K = [ e ] / dyPo(9)£(4) Pila(), (4.74)
k) = —/1 dyPr(y { L {lf { } Pg(y)]
_ % [j—ﬂ (9 Play)] + Pl_l[g@)]}} (475)

by = —¢ / dy P (y {—1 1'V(y)f(y)le[g(y)]- (4.76)

Lembramos que v(y), dz/dl|s, di/dl|s e df/dl|s sdo dados, respectivamente, nas
Eqgs. (4.44), (4.46), (4.47) e (4.48). Entao, usando a propriedade de ortogonalidade

dos polinoémios de Legendre, Eq. (4.73), ficamos com
> Ak = 0. (4.77)
!

Vamos considerar, entao, os coeficientes k;r como elementos de uma matriz .
No caso esférico, IC é diagonal: k; = ¢;0;r, com g; sendo constantes que dependem
dos parametros da casca, M /R, e do campo, £,[. As fronteiras que delimitam as
regioes de instabilidade para cada [ sao obtidas resolvendo g, = 0 para £ como
funcao de M/R. Na auséncia de simetria esférica, as fronteiras que delimitam as
configuracoes instaveis sao obtidas, de forma semelhante, ao zerarmos os autovalores

de K. Essa condicao implica em resolvermos a equacao caracteristica

det K = 0. (4.78)
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Figura 4.6: Diagrama mostrando como aproximacgoes com valores de N sucessiva-
mente maiores convergem para as fronteiras que de fato delimitam as regices de
instabilidade do campo. Aqui, consideramos uma casca prolata com n = 0.25. Con-
figuragoes instaveis sao aquelas a esquerda das curvas do lado esquerdo e a direita
das curvas do lado direito. Note que, no regime 167 M?/A < 1, a aproximacao com
N = 0 j& é muito satisfatéria, contrariamente ao que ocorre quando 16w M?/A ~ 1.

Para N = 8, apenas alguns pontos foram obtidos devido ao custo computacional.

Essa condigao fard com que a Eq. (4.77) admita uma solu¢ao nao trivial para os
coeficientes A;. Lembramos que, eventualmente, todos os modos devem ser norma-
lizados, o que fixa a liberdade restante na determinacao de A;.

Para fins computacionais, vamos truncar a matriz (infinita) I, impondo que
0 <[,I'!’ < N para um valor suficientemente grande de V. Isso se justifica uma vez
que os elementos de matriz kj gradualmente tendem a zero na medida em que os
valores de [ ou I’ aumentam. Fixados os valores dos parametros 5 e o, a Eq. (4.78)
serd satisfeita para N + 1 valores de &, o que corresponde, no caso esférico, ao fato
de que, para um certo valor de M /R, modos taquionicos com diferentes valores de
[ =0,...,N ficam instéveis para valores diferentes de £ (ver as Figs. 4.4 ¢ 4.5). Uma
vez que estamos interessados nas fronteiras que abarcam as regioes de parametros
em que algum modo taquionico estd presente, vamos buscar as solucoes para &
da Eq. (4.78) que levam a maior regiao instavel possivel. (No caso esférico, isso

corresponde as fronteiras das regioes escuras mostradas na Fig. 4.4, associada com
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Figura 4.7: Diagrama mostrando as fronteiras que delimitam as regioes de instabi-
lidade para cascas prolatas com n = 0.25, 0.5 e 0.75. O caso esférico é representado
para servir de base para a comparacao. A linha vertical tracejada indica o aco-
plamento conforme, ¢ = 1/6. Configuragoes que admitem modos taquionicos sao

aquelas a esquerda das curvas da esquerda e a direita daquelas do lado direito.

[ = 0.) Para desvios relativamente pequenos do caso esférico, uma aproximacao
ja bastante razoavel é obtida se tomamos N = 0. Ao aumentarmos o valor de
N, introduzimos correcoes a essa primeira aproximagao. Tais corregoes sao mais
relevantes para grandes desvios da esfericidade (ver a Fig. 4.6 para o caso de uma
casca consideravelmente prolata).

Nas Figs. 4.7 e 4.8, nés mostramos os resultados obtidos para algumas cascas
prolatas e oblatas, respectivamente, assumindo N = 6. Por clareza, nés optamos
por caracterizar as cascas pela razao n entre seu comprimento préprio equatorial
e meridional [ver a Eq. (4.19)] e por sua area prépria A [ver a Eq. (4.21)], uma
vez que eles tém uma interpretacao fisica mais imediata do que os parametros g
e . A Fig. 4.7 mostra que as curvas que delimitam as regioes de instabilidade
para cascas prolatas diferem significativamente do caso esférico, especialmente para
configuragoes mais compactas, 16mM?/A ~ 1. Em contraste com o caso esférico,
em que nao existe configuragao de equilibrio para 16mM?/A > 1, no caso prolato
a quantidade 16mM?/A pode assumir valores arbitrariamente altos para valores

suficientemente pequenos de n [ver Sec. 4.1.1]. A Fig. 4.8 mostra os resultados
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Figura 4.8: Diagrama mostrando as fronteiras que limitam as regioes de instabilidade
para uma casca esferoidal com n = 1/0.85 =~ 1.18. Os casos prolato com n = 0.85 e
esférico, n = 1, sao também representados para servirem de base para a comparagao
(mas restritos ao dominio do caso oblato, que é indicado pelas linhas pontilhadas
horizontais). A linha vertical tracejada indica o acoplamento conforme, & = 1/6.
Configuragoes que admitem modos taquionicos sao aquelas a esquerda das curvas
da esquerda e a direita daquelas do lado direito.

para o caso oblato. Lembramos, da Sec. 4.1.1, que o desvio maximo da esfericidade
permitido por essa classe de solugdes é limitado devido ao vinculo (4.18): > 1 =
xg > [, levando a 1 < n < 1.3. Essa restricio também se reflete nos valores
permitidos para 16w M? /A [ver discussao abaixo da Eq. (4.21)]. As regioes excluidas
da Fig. 4.8 vém desse vinculo aplicado ao caso oblato considerado no gréfico (para
o qual 1.151 $ A/167M? 5 1.534). Dessa figura, vemos também que a casca oblata
com n = 1/0.85 ~ 1.18 permite uma regido maior de instabilidade do que o caso

prolato com n = 0.85 (no dominio de existéncia da casca oblata).

4.3 Discussoes finais

Neste Capitulo, nés analisamos a estabilidade de campos escalares nao minimamente
acoplados (e sem massa) no espago-tempo de certas cascas esferoidais, com o intuito

de investigar como ela é afetada por desvios da simetria esférica do espaco-tempo
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de fundo. Em particular, a Fig. 4.7 mostra que para cascas prolatas compactas,
ou seja, com 16mM?/A =~ 1, a estabilidade do campo se torna mais sensivel a
desvios da esfericidade. A Fig. 4.8 mostra que cascas oblatas com n = ngy parecem
mais eficientes para disparar a instabilidade do campo do que cascas prolatas com
n = 1/77,0

O caso particular de cascas esféricas também foi analisado em detalhes, pois nesse
caso podemos obter uma expressao analitica simples para as regioes de parametros
para os quais o campo é instavel. Em particular, vimos que campos com acoplamento
conforme, £ = 1/6, podem ser instaveis no espago-tempo de cascas esféricas suficien-
temente compactas (ver Figs. 4.4 e 4.5), diferentemente do que ocorre para estrelas
relativisticas (ver Sec. 2.3). Isso poderia sugerir que o campo eletromagnético, que
também possui a propriedade de invariancia conforme, também fosse instavel em
certos espagos-tempos. Porém, podemos verificar que esse nao ¢ o caso. Em um

espago-tempo com simetria esférica, descrito pelo elemento de linha geral
ds? = —eZ=0dt? 1+ 220 dr? 4 12(d6? + sin® 0dp?),

os graus de liberdade fisicos do potencial eletromagnético A, dependem essencial-
mente de solucoes da equagao

2

_ dd_X2¢l + eQE(T)l(lr;Ql)q/)l = oy, (4.79)
onde dy = A== dr (ver, e.g., as Refs. [140, 36, 21]). Uma vez que o potencial
efetivo e2=M[(1 4+ 1)/r? é positivo definido, a Eq. (4.79) ndo possuird solucdes com
o < 0, e concluimos que perturbacoes do campo eletromagnético sao sempre estaveis
em espagos-tempos estaticos e com simetria esférica.

Por fim, vamos fazer alguns comentarios no contexto do efeito do despertar do
vacuo, ou seja, da manifestagdo quantica da instabilidade. Em particular, vamos
investigar o crescimento exponencial da densidade de energia de vacuo devido a
presenca de modos taquionicos. Primeiro, lembramos que, embora a densidade de
energia de vacuo seja uma funcao nao trivial que varia ponto a ponto no espago-
tempo, a energia de vacuo total é conservada no tempo [ver a Eq. (2.60) e a discussao
que a acompanhal. Entao, vamos supor que uma casca esferoidal evolui de (i) uma
configuragao estatica inicial caracterizada por (o, 8, M);, tais que a Eq. (4.34) ad-
mite apenas modos oscilatérios no tempo, para (ii) uma nova configuragao estética
caracterizada por (xg, 5, M) tais que a Eq. (4.34) admite também modos ta-
quibnicos. E vamos assumir que o campo se encontra originalmente, em (i), em seu
estado de vécuo, que denotamos por |0,). Uma vez que os modos oscilatérios em (i)

evoluirdo para modos oscilatérios e taquidnicos em (ii), a densidade de energia do
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véacuo, (T2) = (0|T2]0;,) crescerd exponencialmente. Aplicando a Eq. (2.60) (ver
a Ref. [95] para expressoes mais gerais) para o caso particular de cascas esféricas,

obtemos as seguintes contribuicoes dominantes para a densidade de energia de vacuo:

~

(T50) = (T50)O(=0) + (T55)O(£) + (Tuos, (4.80)

onde lembramos que /¢ é a distancia prépria ao longo de geodésicas que interceptam S
ortogonalmente e O(f) é a funcéo degrau de Heaviside. Aqui, (Tig), (155), e (Too)s
sao as contribuicoes do vacuo para a densidade de energia dentro, fora e sobre a

casca, respectivamente, com

) 0 (1 200 (1) R FT gy

<T()+()> N @emt (1_ QM) d '(1—45) Ti <1_ QM) d(¢go/r+)2

8r r2 ry ) dry 40 Ty dry
EM
+ﬁ( S /)] (4.82)

. _ 1/2 1/2
(Tohs ~ 5™ (1—%> %{(1_4@ [%—Hz (1_%) ] +%}

L Waylr)/re)?
Q

5(0), (4.83)

onde k é uma constante positiva de ordem 1, que esta relacionada com a decom-
posicao dos modos “in” [em (i)] em termos dos modos “out” [em (ii)], Q denota o
maior valor de €2, selecionado do conjunto de todas as solugoes taquionicas, e recu-
peramos o fi. Analisando o fator que multiplica a distribui¢ao delta na Eq. (4.83),
podemos verificar se a contribui¢cao da energia de vacuo para a densidade de energia
é positiva ou negativa na casca. Isso estd ilustrado na Fig. 4.4: a regiao preta e
a cinza escuro estao associadas, respectivamente, com configuragoes para as quais
<T00>3 cresce positivamente e negativamente. De forma semelhante, concluimos da
Eq. (4.81) que a energia de vacuo total dentro das cascas esféricas é positiva, nula
e negativa para £ < 1/4, £ =1/4 e £ > 1/4, respectivamente.

Como discutiremos em mais detalhes no Cap. 6, uma vez disparada a insta-
bilidade, o campo escalar e o espaco-tempo de fundo devem evoluir para alguma
configuracao final estdvel, sem modos taquionicos. A evolucao de sistemas com

simetria axial mas nao esférica poderia levar a aspectos novos interessantes.
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Capitulo 5

Despertando o vacuo no espacgo-tempo de cascas

com rotacao

No Cap. 4, estudamos a estabilidade de campos escalares nao minimamente aco-
plados no espaco-tempo de cascas esferoidais estaticas. Nosso intuito era investigar
como o espaco de parametros que define configuragoes instaveis se modifica como
fungao da elipticidade da casca (ver as Figs. 4.8 e 4.7). Neste Capitulo, nosso obje-
tivo é complementar aquela analise, estudando como a instabilidade de tais campos
no espago-tempo de objetos compactos é afetada quando o objeto adquire alguma
rotacao. Vale notar que rotagao é uma propriedade ubiqua e frequentemente impor-
tante de objetos compactos astrofisicos como estrelas de néutrons, cuja frequéncia
angular pode ultrapassar os 700 Hz [73].

Comecaremos, na Sec. 5.1, discutindo alguns aspectos da quantizacao canonica
de campos escalares nao minimamente acoplados em um espago-tempo que é apro-
ximadamente plano no passado assintotico e estacionario e axialmente simétrico
no futuro. Estaremos interessados no caso em que o campo possui modos instaveis
no futuro assintotico, generalizando, assim, para a situacao estacionaria, os aspectos
bésicos da construgao feita na Sec. 2.2, na qual tratamos o caso estatico. Na Sec. 5.2,
apresentamos um argumento simples e geral que mostra que o espago de parametros
que caracteriza a instabilidade nao é modificado em primeira ordem no momento
angular do objeto compacto. Entao, investigamos desvios de segunda ordem em
um modelo especifico, tomando uma classe de cascas com pequena rotagao como a
fonte do campo gravitacional. As propriedades gerais do espaco-tempo da casca sao
apresentadas na Sec. 5.3. Ao considerarmos o espago-tempo de cascas finas, introdu-
zimos simplificacoes consideraveis, que possibilitam um tratamento analitico quase
completo do problema. Na Sec. 5.4, chegamos a nossos principais resultados acerca
da estabilidade de campos escalares nao minimamente acoplados no espago-tempo
de cascas com rotacao. A Sec. 5.5 é dedicada a alguns comentarios finais.

Este Capitulo se baseia essencialmente na Ref. [101], que estd sendo preparada

75



para publicacao.

5.1 Consideragoes gerais sobre a quantizacao do campo em

espacos-tempos estacionarios

Nesta secao, vamos retomar a discussao da Sec. 2.2 sobre a quantizacao canonica
em espagos-tempos estaticos, generalizando-a para o caso estacionério. Especifica-
mente, vamos considerar um espago-tempo que é aproximadamente plano no pas-
sado assintotico e estaciondrio e axialmente simétrico no futuro, correspondendo a
formagao de um objeto compacto com rotacao a partir de matéria originalmente
difusa. Em particular, vamos assumir que no futuro o espago-tempo é bem descrito

pelo elemento de linha [57]
d52 = goodtQ + 2903dtd<,0 + 933d<,02 + g11(dx1)2 + 922(d$2)2, (51)

onde as componentes g, = ¢, (2", %) sdo suaves na origem e continuas em todo
o seu dominio, (0;)* é um campo de Killing tipo tempo e (J,)* é um campo de
Killing tipo espago com curvas integrais fechadas, que comuta com (J)* [27]. Além
disso, vamos supor que o espaco-tempo como um todo é assintoticamente plano e
nao possui horizontes de eventos ou de Cauchy.

Nesse espaco-tempo de fundo, vamos considerar a equacao de Klein-Gordon
(=VIV, +ER)D =0, (5.2)

descrevendo a dinamica de um campo escalar real sem massa e nao minimamente
acoplado com a gravitacao @, onde £ € R e R é o escalar de curvatura.
Por um momento, vamos restringir nossa atencao a porcao do espaco-tempo

descrita pela métrica (5.1) e considerar solugoes da Eq. (5.2) com a seguinte forma:
Pom(t, 2", 2%, ) = €T F (2, 27), (5:3)

que é compativel com as simetrias espago-temporais. Aqui, w e C,me Z e F,, =

F, (2!, 2%) satisfaz a equagao diferencial

1 0 OF . m w? + m2go0/ 933 + 2wmgos/ gss )
— | "%/~ + — &R ) F,, =0,
/—q OxP (g I o ) < —goo + 933/ 933 . (5.4)
5.4

com p,q € {1,2} e g = det(g,). Uma vez que assumimos que a métrica (5.1) é

assintoticamente plana, o comportamento de F,,,,(x!, %) no infinito espacial é dado

por

ei)\wr

Foum(r,0) =33 "~ Noyma P (cos 0) (5.5)

A=%I=|m|

;
r
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onde escolhemos coordenadas {z!, ?} que se reduzem assintoticamente a coordena-
das esféricas {r,0}. As constantes N, sdo determinadas pela condigao de regula-
ridade no eixo de simetria, a menos de um fator global.

Para (w) # 0, apenas solugoes F,,, com
AS(w) > 0 (5.6)

serao fisicamente aceitdveis a fim de que os modos (5.3) sejam bem comportados

no infinito espacial. Isso restringe os valores aceitaveis de w aqueles para os quais

Noim+ = 0 (no caso em que ¥(w) < 0) ou Nypm— = 0 (no caso em que I(w) > 0):
> 6i)\wr
Fon(r,0) =33 " Nuima P (cos 6 : 5.7
505 3 NP 0s0) (5.7

com ¥(w) > 0. Vale notar que a Eq. (5.4) nos permite escrever a seguinte igualdade

(a menos de uma constante multiplicativa arbitraria):
Fr (21, 2%) = F (2t 27). (5.8)

Aqui, estamos interessados no caso em que modos instaveis com a forma (5.3)
existem. Esses modos estao presentes sempre que a Eq. (5.4) admite solugoes regu-
lares com (w) > 0 e satisfazendo a Eq. (5.7). Como vimos no Cap. 3 no caso de
espacos-tempos estaticos, a existéncia de tais modos instaveis implica classicamente
que uma perturbacao linear genérica da configuracao de equilibrio ® = 0 cresce
exponencialmente no tempo. Essa amplificacao ilimitada de perturbacoes cldssicas
aponta para a inadequagao da aproximacao de campo-teste, em que o campo evolui
em um espaco-tempo fixo, e implica que a interagao nao linear entre o campo escalar
e o campo gravitacional precisa ser levada em conta.

Por outro lado, mesmo na auséncia de perturbacoes classicas, a Mecanica Quanti-
ca fornece um mecanismo natural por meio do qual a instabilidade pode manifestar-
se: por meio da amplificacao das flutuacoes quanticas do campo e, consequente-
mente, da sua energia de vacuo (ver as Refs. [93, 95] e o Cap. 2). De fato, no Cap. 3,
noés argumentamos que, se a amplitude média inicial do campo é muito maior que
V'h, a descricdo cléssica da instabilidade é adequada; porém, se é da ordem de v/,
entao um tratamento quantico deve ser empregado. No restante desta secao, vamos
discutir alguns aspectos da quantizacao do campo na presenca de modos instaveis,

generalizando parte da discussao da Sec. 2.2 para o caso estacionario®.

*Ver, por exemplo, as Refs. [131, 52, 98] para o procedimento de quantizagdo em alguns espagos-
tempos estaciondrios nos quais o campo é estével. Ver também o Apéndice da Ref. [58], e referéncias
al, para a quantizagdo de um campo escalar em um potencial eletrostatico, cuja descricao é seme-
lhante em muitos aspectos ao que apresentaremos aqui.
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Como discutimos no Cap. 2, no procedimento de quantizacao canonica, o campo
e seu momento canonicamente conjugado sao promovidos a operadores satisfazendo
relagdes de comutacao usuais [cf. Eq. (2.11)]. O operador campo pode ser expandido

formalmente em termos de um conjunto de modos ortonormais [cf. Eq. (2.10)]:

? = / () agul? + alul ), (5.9)
onde du(o) é uma medida no conjunto de nimeros quanticos o. Os modos uSt e

us) = (uf,+))* sao solugoes da Eq. (5.2) com norma positiva e negativa, respectiva-

mente, com relagao ao produto interno de Klein-Gordon [cf. Eq. (2.6)]:

), D) ke = £6(0,0") o (WH,uP)ke =0. (5.10)
Os operadores a, e al satisfazem [a,, dl,] = §(0,0’) e zero para os demais comuta-

dores. O véacuo |0) associado a essa representacao é definido por meio da condigao
a;|0) = 0 para todo o.

Como argumentamos no Cap. 2, embora a quantizacao ao longo dessas linhas
nao seja adequada em espagos-tempos gerais, ela é apropriada, em particular, para o
Nnosso caso, em que o espago-tempo é estaciondrio no passado assintético. Portanto,
aqui, vamos assumir que o estado do campo é o vacuo |0;,) definido com respeito
a uma base {ul(;i)} de modos que se comportam como ondas planas no passado

assintético (onde o espago-tempo é plano):
ul? PR (167 K|) V2 explFi(k]t - k- 7)), K € R, (5.11)

onde (t,Z) sao coordenadas Cartesianas usuais. Portanto, |0;,) tem a interpretacao
fisica de ser o estado sem contetudo de particulas de acordo com observadores estati-
cos no passado.

Vamos agora construir um outro conjunto de modos ortonormais definidos por
seu comportamento no futuro assintotico. Para esse propdsito, note primeiramente
que, contrariamente ao caso estatico, na Eq. (5.4), o quadrado das frequéncias w
nao aparece como autovalor de um operador hermitiano [cf. Eq. (2.20) e a discussao
abaixo|. Por essa razao, as solugoes dessa equagao nao serao ortogonais no sentido
usual [cf. Eq. (2.21)], mas satisfardo uma relacao diferente. De fato, da Eq. (5.4),

segue diretamente que:

0 OF* 0 OF,,
Pq, [ , wm ) Pq. [ o F* wm
oxP (g gum ol ) oxP (g 9 om o4 )

:—'N_29 (W' — W) (W + W = 2mQ)F, Fom. (5.12)
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onde definimos N = N(z!,22) = (—goo + 923/933)/% e Q = Q(2',2%) = —go3/933-
Podemos entdo integrar os dois lados da Eq. (5.12) em z! e z*:

(W —w") /da:ldx2—'N_2‘q(w* +w' = 2m)F Fom = C, (5.13)
com

C = [ detde? [0, =G FarnuF) = Oyl G0y
r—00

= / d0g'' /=g (FymO F . — F* 0. Fm)
0

r=0
0=m

)

0=0

+ / dT’g22\/ —g (Fw/magF:m — ijang/m)
0

onde utilizamos coordenadas esféricas para tornar o calculo mais direto. Entao, as-
sumindo que F,, seja regular no eixo de simetria (incluindo a origem) e levando em
conta que o determinante métrico se anula nesse eixo, C' passa a depender unica-
mente do comportamento de F,,, no infinito espacial:

C=1lim | dig''/—g(Fum0,.Er, — F O0.Fm).

r—00 0

Agora, usando o fato de que o espago-tempo é assintoticamente plano e a Eq. (5.5),
podemos mostrar que C' = 0 para todo w,w’ € C — R, e que C = 0 (no sentido

distribucional) se w’ # w, para w,w’ € R. Portanto, para w’ # w*, temos
/dmldJJQ—']V_Qg(w* +w' = 2mQ)F}, Fom = 0. (5.14)

A Eq. (5.14) exibe uma relagao de ortogonalidade ponderada entre solugoes com
w' # w* e condigdes de contorno adequadas.
Portanto, fazendo uso da Eq. (5.5) e escolhendo adequadamente a normalizacao

das fungoes F,,, (2!, 2%), podemos exigir que, para w,w’ € R,

/d:plda:Q—‘N_Qg(w +w = 2mO)F} Flym = 2w0(w — w'). (5.15)

Por outro lado, para w,w’ € C — R, podemos normalizar as funcoes F,,(z!, 2?) de
acordo com [cf. Eq. (5.8)]

/dxldxz—'N_zg(w +w' = 2m) F o Form = 2wW00 - (5.16)

Agora, podemos construir um conjunto de solugoes ortonormais da Eq. (5.2)
por meio da especificagao de seu comportamento no futuro assintético. Esse con-

junto pode, em principio, conter tanto modos oscilatérios (3(w) = 0) quanto modos
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taquionicos ($(w) > 0). Modos oscilatérios de norma positiva obedecem

e—iwt—l—im(p
(+) fuft\l_l/ro

1,2

com w > 0, e F,,, normalizada de acordo com a Eq. (5.15), ao passo que modos

taquionicos de norma positiva satisfazem

w(_;z fuﬁ\liro SGC(O[ o 6)1/2 [(87‘{'&})_1/2€_iwt+im@6iame(fL’1, J]2)

+ (87rw*)’1/2e”""*t“m“’ewF;jm(a;l,xQ)} , (5.18)

com (w) > 0 e F,,, normalizada de acordo com a Eq. (5.16) (e onde assumimos
que, para z = 1€, com —7 < ¢ < T, \/z = /1€%/?). Paraa = -3 = 1/6, a
Eq. (5.18) corresponde a forma (2.45) para o caso estatico, em que a frequéncia w
¢ puramente imaginéria. Pode-se verificar que o conjunto {vfﬁrz, wﬁ(ﬁz} caracterizado
pelas formas assintéticas (5.17) e (5.18) é ortonormal, de acordo com a Eq. (5.10).
Além disso, suporemos que esse conjunto de modos forma uma base para a expansao
do campo'.

Como vimos no Cap. 2, a existéncia de modos taquionicos implica que ao menos
alguns dos modos (5.11) passardo por uma fase de crescimento exponencial e, con-
sequentemente, para o campo no estado de vacuo |0y,), o valor esperado de P2 serd

exponencialmente amplificado no tempo:

hx

47|

(0l 9%0) " e B P[4 O ™)
(embora (04, |®]05) = 0). Aqui,  ~ 1 codifica informacdes sobre a transicao para a
fase instavel, e é uma constante positiva, Fg7 é a solugao normalizada da Eq. (5.4)
com maior valor de (@) (obtido para um certo valor de m = m) e aqui recuperamos
o h, que haviamos tomado como 1. Como discutimos no Cap. 2, essa amplificacao
das flutuacoes de vacuo leva a um aumento exponencial do valor esperado do tensor
de energia-momento do campo [cf. Eq. (2.60) e discussao abaixo|, que deve entao
ser levado em conta na andlise da evolucao subsequente do sistema, por meio das
equagoes semiclassicas de Einstein, Eq. (2.14).

No restante deste Capitulo, focaremos em procurar por solucoes com a forma
(5.3), e com ¥(w) > 0, que sejam regulares na origem e bem comportadas no infinito

espacial [cf. Eq. (5.7) com A = +]. Modos taquidnicos normalizados, Eq. (5.18),

fNo caso estaciondrio, uma vez que a Eq. (5.4) ndo determina um problema de autovalor para
um operador hermitiano, ndo podemos usar, como no caso estatico tratado na Sec. 2.2, o teorema
espectral, o que torna muito menos direta a prova da completeza do conjunto de modos aqui
considerado.
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podem ser construidos a partir dessas solucoes, bastando ajustar a normalizacao de
acordo com a Eq. (5.16). Nosso principal objetivo serd entender como o intervalo de

acoplamentos £ para os quais modos instaveis existem se altera devido a rotagao.

5.2 Desvios de primeira ordem do regime estatico

A partir de agora, vamos focar no regime de pequenas rotacoes, ou seja, J/M? < 1,
onde M e J sdo a massa e 0 momento angular do objeto compacto (calculados, por
exemplo, pelas formulas de Komar). Assumiremos que as componentes métricas
na Eq. (5.1) sdo fungdes suaves de J/M?, de modo que faga sentido realizarmos
um tratamento perturbativo das correcoes devidas a rotacao. Nesta se¢ao, vamos
argumentar que, a fim de obtermos resultados nao triviais sobre o efeito da rotagao
na analise da estabilidade do campo, precisaremos ir além de desvios de primeira
ordem em J/M?.

Fisicamente, é claro que a instabilidade do campo nao pode depender do sentido
da rotacao. Matematicamente, isso pode ser visto da seguinte forma. Primeira-
mente, notemos que a inversao do sentido de rotacao, J — —J, equivale a inversao
temporal, t — —t. Isso implica, da Eq. (5.1), que go3(—J/M?) = —go3(J/M?), ou
seja, goz ¢ uma funcao impar de J, ao passo que as demais componentes métricas,
bem como o escalar de curvatura R, sao pares. Entao, para cada solugao regu-
lar FS) da Eq. (5.4) satisfazendo as Egs. (5.7) e (5.6), existird uma solugao
correspondente:

F&—IM) F£%LJ,M,...)7

w—m
onde acrescentamos o indice (&, J, M, ...) para rotular explicitamente todos os para-
metros do campo e do objeto compacto de que F,,,, depende. Uma vez que modos
com todos os valores de m entram na expansao do campo, concluimos que sempre
que houver instabilidade para uma configuragao (£, J, M, . ..), o mesmo serd verdade

para a configuracao (£, —J, M,...). Em particular
So(J, M,...) =& (=T, M, ...),

onde & = &(J, M, ...) é o valor de & que marca o aparecimento de (quaisquer)
modos taquionicos, como funcao dos parametros do objeto compacto. Assim, efeitos
devidos a rotagao serao de ordem par em J/M? e, para estudd-los, precisamos, ao
menos, considerar correcoes de segunda ordem em J/M?.

Muito menos intuitivo é o fato de que

50; m7§(w)(*]7 M: . . ) = 60; m7§(w)(_<]7 M: .. -)7
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onde &o; m,3(w) = &0; m,s(w) (S M, ...) é o valor de £ que marca o aparecimento de um
modo taquiénico com numeros quanticos m e (w) (aqui, omitimos R(w), uma vez

que ¢ irrelevante na analise da instabilidade). O fato de que &, m,S(w) € uma fungao

F&MM) 6 uma solucdo regular da Eq. (5.4)

satisfazendo as Eqgs. (5.7) e (5.6), o mesmo vale para FfifinM)

par de J/M? decorre do fato de que, se

, Ullla vez que

FOS%LJ,M,)* o F(gaJ’Mw-) X F(gv_Jva'“)‘

—w*—m —w*m

Da discussao acima, concluimos que as correcoes devidas a rotacao para & e
&0; m,3(w) Sa0 de ordem par no parametro J/M 2. Isso ficard explicito nos resultados
da Sec. 5.4. Portanto, no que segue, exploraremos como a rotacao influencia o
espago de parametros da instabilidade em segunda ordem no parametro J/M?, no
caso particular do espaco-tempo de cascas finas com rotacao, que descrevemos a

Seguir.

5.3 Cascas finas com rotacgao

A métrica de Kerr, dada em coordenadas de Boyer-Lindquist por

2Mr dr?
ds? = — [1— ———— ) qt? 2 4+ a%cos’ 6 dp?
° ( r2+a200529) + (" 4 a”cos™) r2—2M7“—|—a2+
4aMrsin? 6 2Mra?sin® 0
— ——dtd 2 2 ) sin?0dy? 5.19
72 + a? cos? 6 (p+(r ta +7“2%—@200529) S (5.19)

além de ser a unica solucao de vacuo das equacoes de Einstein descrevendo buracos
negros estacionarios, pode também aproximar o campo gravitacional fora de um
corpo axialmente simétrico com massa M e momento angular J = aM. Em par-
ticular, na Ref. [42] uma casca fina com rotagao foi considerada como fonte para a
métrica de Kerr, e a juncao das solucoes interna e externa foi feita explicitamente
até terceira ordem no parametro de rotacao. A principio, a solucao interior obtida
por esse procedimento nao é plana, mas existe uma escolha apropriada do formato
da casca para a qual a métrica no interior do tubo de mundo da casca é plana
até segunda ordem em a/M. Nesta segdo, vamos descrever em algum detalhe esse
caso particular de um interior plano combinado com um campo exterior de Kerr até
O(a*/M?). Esse modelo serd suficiente como um protétipo de objeto compacto com
rotacao para a discussao seguinte.

Portanto, vamos considerar um espaco-tempo estacionario e axialmente simétrico
descrevendo uma casca fina de matéria com rotagao. Assumiremos que a regiao do
espago-tempo interna a casca, que denotaremos por V~, ¢é plana, com elemento de
linha

ds® = —dr? + dp* + p*(d©? + sin® Od¢?), (5.20)
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ao passo que a porcao do espaco-tempo externa & casca, denotada por V7T, serd

descrita pela métrica de Kerr, Eq. (5.19), expandida até segunda ordem em a/M:

2M 2 daM
als%r =— {1 - — <1 8 os? 6’)} dt* — aT sin? §dtde

r 72

2., 22 a’r? dr? 2, 2 2 2
+ (7" + a”cos” 0 — 7"2—2]\/[7“) YV + (r° + a“ cos” 0)db
2M
+ {7”2 + a® (1 + —— sin® 9)} sin? Odp?. (5.21)
r

Essa aproximacao é valida enquanto o erro correspondente for pequeno, ou seja,

kerr aprox kerr 4 3 :
G’ — 9" < g5 0 que € satisfeito se

a® < M* e  r>2M. (5.22)

Seguindo a notacao do Cap. 4, o indice “—” (“+”) serd usado para indicarmos a
restrigao de certas quantidades a porgao do espago-tempo interior (exterior) ao tubo
de mundo da casca, que denotaremos por S.

Como mostrado no Apéndice C para o caso geral, a unido das métricas (5.20) e
(5.21) sera uma solugao das equagoes de Einstein associada a um tensor de energia
momento singular em S contanto que as métricas induzidas interna e externamente
em S, denotadas por hy, coincidam. Na Ref. [42] mostrou-se que isso é possivel se

S ¢ determinada por
2F2

R2

rls =rs(0) =R [1 — L cos? 9} : (5.23)

onde R = const > 0 é a coordenada radial no equador da casca e

F=./1-2M/R. (5.24)

Uma vez que a Eq. (5.21) vale apenas no regime ditado pelas condigdes (5.22), é
necessario ao menos que R > 2M.

E conveniente cobrir S com coordenadas ¢*=(t,0,¢), a =0,2,3, uma vez que
a casca estd em uma superficie r = rg(f) [cf. Eq. (5.23)]. Entdo, a condigao de
continuidade das métricas induzidas nos permite relacionar as coordenadas em V'~

com (%, da seguinte forma:

rls= At pls=ps(6). Ols=0s6). ds=o-0  (5.25)
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onde

A=F (1 + %) , (5.26)
ps(@) =R [1 + 2a_R22 (1 + % — 3 cos® 9>} , (5.27)
Os(0) =0 + QG_I; <1 + %) sin 6 cos 0, (5.28)

Q= 2?{‘;\4. (5.29)

Para observadores com momento angular nulo?, a casca aqui descrita serd um

esferoide ligeiramente oblato, uma vez que, em uma se¢ao t = const de S,

Lequatorial 3@2
—=14+-—=2>1 .
Lmeridional T 4R2 - (5 30)

onde Lequatorial € Lmeridional $80 08 comprimentos préprios equatorial ( = 7/2) e
meridional (¢ = const) da casca, respectivamente. Outras classes de observadores
estacionarios atribuirao uma elipticidade diferente a casca.

Como vimos no Cap. 4 e no Apéndice C, uma vez que a métrica dentro e fora

de S é determinada, também fixamos o tensor de energia-momento da casca como
T = S%eler§(1), (5.31)

onde ¢ é a distancia propria ao longo de geodésicas que interceptam S ortogonal-
mente (tal que ¢ < 0, £ = 0, e £ > 0 dentro, sobre e fora de S, respectivamente),
el = 0zt /0(* sao as componentes dos vetores coordenados 0/0¢* = (0, 0y, 0,)

definidos em S e

1
S% = ——(AK® — hAK)
8T
¢é o tensor de energia-momento superficial da casca, obtido a partir da descontinui-

dade em S do tensor de curvatura extrinseca, dado por K (ﬁ = Vynieff“ef”, onde

n* é o campo vetorial unitdario normal a S.
Em V7, temos e, = A [cf. Eq. (5.26)], e;' = 3a%sin20/2R, e;? = 1 +
a?cos20(1 + 2M/R)/2R?, e5® = —Q [cf. Eq. (5.29)], e32 = 1 e e;* = 0 nos de-

mais casos, além de
- 0,1 30 20,0
n, = - .
N 1, —5p sin20,

fObservadores com momento angular nulo sdo aqueles cuja quadrivelocidade u* obedece L =
upt = 0, ou seja, u* = N71(1,0,0,Q), onde N = (—goo + 925/933)"% ¢ Q = —go3/gss. A

secao espacial associada a esses observadores, ou seja, a se¢ao ortogonal a sua quadrivelocidade, é

determinada por t = const.
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Por outro lado, em V* temos ef” = ef? = e5® = 1 e ¢* = 0 nos demais casos, além

1 a? 2M a? a’
+ 2 ——F?%si
n“ F [1"‘@ <1+?) cos“ 0 — 2R2F2:| (071, RF Sln20,0> .

Com isso, podemos calcular o tensor de energia-momento superficial da casca. As

componentes nao nulas sao dadas por

oF 2 o M 2M
e L D
ST =R TR R3( TR R)
302 SME M M?
2 (2F-2 - — 2 32
R3( TR T oFR FR?)COS & (5.32)
F M 1 1 oM M\  3a MF
2 2
8, _E+W_E+ﬁ(1_ﬁ+ R _RF3)+2R3 (“F—?)“’S &
(5.33)
ogs F M 1 @ (o 1 5 M MF M M
™ “RTFR2 R R %F 2 R "R " FRZ 2RF3

a2 (9 9F 2M S5MF 2M? )
L _ — 0 34
TR (2 > FR _ oR FR?)COS ’ (5:34)
aM 1 3Ma .
8mS,° = &7 (2 + F) : 85,0 = = sin? 4. (5.35)

Um resultado que sera particularmente ttil na proxima secao é

oF M 2 o oM M\ 3 3MF
AK = — 4+ -—— -4 (F-2+"— - — |+ (2—-2F - — 2.
R ' FR? R+R3( TR 2RF3)+R3( QR)COSQ
(5.36)

Pode-se verificar, do tensor de energia-momento acima, que a massa gravitacional
e o momento angular da casca sao de fato iguais a M e alM, respectivamente.
Outras propriedades fisicas podem ser mais prontamente estudadas por meio dos
autovalores de Sy,. Para esse propdsito, vamos definir vetores €2 que formam uma

base ortonormal em S, ou seja,
~a sb
hav€a€s = Nap;

onde 7,5 = diag(—1,1,1). A densidade e as pressoes superficiais sdo entao autova-

lores com respeito a essa base, e podem ser calculadas, levando a

_g ~asb S 0 SO3S3O 5.37

0 = Dap€p€y = —oy + (533)(0) _ (500)(0)’ ( ' )

po = Suthéh = 5,7 (5:3%)
5,25,

Do = Sués = 5, + ogr V3 (5:39)

(S5%)(@ = (5,")©"
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Figura 5.1: As regioes hachuradas indicam valores de M /R que s@o excluidos pelas
condigoes de energia fraca, forte ou dominante, em termos do parametro de rotagao
a/M. As condigoes de energia fraca, forte e dominante nao sao satisfeitas, respecti-
vamente, na regiao 1, na uniao das regioes 1 e 2 e na uniao das regioes 1 e 3. Quando
a = 0, obtemos o limite estatico, em cujo caso a condi¢ao de energia dominante é
violada para M /R > 0.48. A regiao abaixo da linha tracejada corresponde a valores
de M/R para os quais o erro em se aproximar a Eq. (5.19) pela Eq. (5.21) é inferior
a 10%.

onde introduzimos o indice “(0)”em alguns termos para indicar que apenas contri-
buigoes de ordem zero em a/M precisam ser levadas em conta para mantermos a
aproximacao consistente até segunda ordem. Essa analise também nos permite obter

a velocidade angular da casca como medida por observadores estaticos no infinito:
Qeaen = 6/6) = dp/dt = (1 +2F)(1 — F)~(1 4 3F)

onde Q foi definida na Eq. (5.29), e vemos que, nessa aproximagao, a casca gira
rigidamente.

As condicoes de energia cldssica podem ser explicitamente formuladas em termos
dos autovalores (5.37)-(5.39), como discutido no final da Sec. 4.1.2. A regiao branca
na Fig. 5.1 mostra os valores de M /R para os quais as condigoes de energia fraca,
forte e dominante sdo satisfeitas, como func¢ao de a/M. A regido abaixo da linha

tracejada indica valores de M /R para os quais a condigao

(g™ — g ) [gre™ < 0.1 (5.40)
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¢ satisfeita. Na anélise subsequente, vamos considerar apenas cascas com M/R

abaixo dessa linha tracejada.

5.4 Desvios de segunda ordem do regime estatico no modelo

de cascas finas

Agora, estamos em posicao de investigar a influéncia da rotacao sobre o espaco
de parametros no qual campos escalares nao minimamente acoplados sao instaveis.
Para isso, tomaremos como modelo de objeto compacto com rotagao as cascas finas
descritas na Sec. 5.3 e faremos uma busca por solugoes instéveis da Eq. (5.2) nesse
espago-tempo.

Sejam @~ e &1 solugoes de V,VFP* = (0 em V™~ e VT, respectivamente. Elas
poderao ser combinadas para compor uma solucao da Eq. (5.2) em todo o espago-

tempo se forem continuas em S,
O (1,p,0, ¢)|S = (I>+(t,r,9,g0)‘5 (5.41)
e se sua derivada na direcao ortogonal a casca for descontinua, de modo que
A(dP/dl)|s = —26 AKD|g, (5.42)
o que segue da Eq. (5.2) se notamos [cf. Eq. (5.31)] que
R = —8rT = —2AK{§({),

onde AK é dado na Eq. (5.36). As Eqgs. (5.41) e (5.42), junto com condigdes de
contorno adequadas sobre ®*, determinam unicamente a solucao correspondente da
Eq. (5.2).

Em V™, solugdes com a forma (5.3) podem ser escritas como

B (1,0,0,0) = D Nogre™™ "Xt (0) Yo (6, 0), (5.43)
I=|m/|
onde w' € C, m' € Z, Y,,,(©, ¢) sdo harmonicos esféricos, N_,, . s@o constantes

complexas arbitrarias e . (p) satisfaz a equagao de Bessel esférica,
Py Ao
2 0" Xw'l +2p Xw'l

202 11+ D1 =0 5.44
7 15 " = Dl =0, (5.44)

P

com a condi¢ao adicional de regularidade na origem, de modo que, para w' # 0,
Xwi1(p) < Ji(W'p). A somatéria foi incluida na Eq. (5.43) uma vez que o espago-
tempo nao é esfericamente simétrico e, como veremos abaixo, a condigao (5.41)

misturara valores diferentes de {.
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Em V7, escrevemos analogamente

o

Of(tr,0,0) = Y NJe 0 (1) Suim (cos 6), (5.45)

I=[m|

onde w € Cem € Z. Aqui, S n(cosf) sdo harmonicos esferoidais, que satisfazem

1 d S sim 2
— (sin@ l ) <Azm+a2w cos® ) — m2 )Swlm =0,

sin 6 dO db sin” 0

onde Ay, s@o constantes de separagao. A expansao de Ay, e S,um(y) em poténcias

do parametro adimensional aw tem os seguintes termos dominantes [50]:

(21% + 21 — 2m? — 1)a*w?
20— D)2 1 3)

ANy =1(1+1) — + O(a'w?),

m 2 2 (I+m—1)(l+m)
Sum(y) = FI"(y) + a’w [_ 2020+ 1)(20 — 1)2

(=—m+D(-m+2)_, »
2(20 + 1)(2 + 3)2 Bm(y)} + O(a*w?).

Py (y)

As fungoes radiais ¥, (1) obedecem a equagao diferencial (até segunda ordem em
a/M)

2(12 dQ@lem 2 a2 dwwlm
= z 1— =
f<f+ 7‘2) dr? +r(f+r2)< 7’> dr
2 9Ma? daM 202 A I+ 1)a?
+[w2(1+%+ a)— ¢ wm+mf (’mf (+4)a ):|1/lem:07

73 73 r 72 r
(5.46)

onde f = f(r) =1—2M/r. Uma vez que estamos buscando solu¢oes normalizdveis

com J(w) > 0, Yym(r) deve ter o seguinte comportamento assintético [cf. Eq. (5.7)]:

r +oo 6
Yt () " —. (5.47)
A condicao de continuidade, Eq. (5.41), entdo leva a
m' =m, (5.48)
w—-mQ 1 2Mma  2wa*M?

S NSt (cos O)uinlrs(0)]) = 3 Ny, P cos Os(0)xunlps (@), (5.50)

1>|m| [>|m/|
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onde lembramos que F = /f(R) [cf. Eq. (5.24)] e que r5(0), ps(0) e Os(0) sdo dados
nas Eqgs. (5.23), (5.27) e (5.28), respectivamente. A Eq. (5.48) é uma consequéncia
da simetria axial do espago-tempo, ao passo que a Eq. (5.49) relaciona as energias
atribuidas a um certo modo por um observador inercial em V= com tempo préprio 7
e por um observador estdtico no infinito espacial: w e w’ diferem nao apenas devido
ao redshift (desvio para o vermelho), mas também devido ao acoplamento entre a
rotacao e o momento angular do modo.

A Eq. (5.50) pode ser usada para expressarmos os coeficientes th—lm em termos
de N_,,..

série de Taylor ao redor de p = R e r = R, respectivamente:

Para tanto, ¢ 1til expandir as fungdes x..[ps(0)] € Yuim[rs(f)] em uma

a’ 2M 2 dXSJO%( )
Xew1[ps(0)]=xw(R) + 3R <1 +-g —3cos 9> b | (5.51)
2 (0)
Yuim[15(0)] = Yt (R) — %FQ cos? 6 dl/}%m(r) (5.52)
r
R

Além disso, é conveniente fixarmos x,(R) =1 e ¥m(R) = 1, o que pode ser feito
sem perda de generalidade, uma vez que a arbitrariedade na normalizagao de ®_, .
e N7

im»> 08 quais podem ser

e ®F  fica totalmente codificada na escolha de N_,,

ajustados de forma que a Eq. (5.16) seja satisfeita. Em seguida, escrevemos

N0, @

N, w'lm ’lm M2 w'lm>

(5.53)

Para a = 0, a Eq. (5.50) impoe que NTO = N~ O

_l’_
e semelhantemente para N, wlm wlm

wlm*
Assim, até O(a?/M?), podemos escrever
2

N+

wlm

_ a
== Nw’lm + Wgw’lm;

[ > |m]. (5.54)
Inserindo a Eq. (5.54) e as Egs. (5.51) e (5.52) na Eq. (5.50), e em seguida multi-
plicando a Eq. (5.50) por PJ*(cosf) e integrando em 6, nés obtemos, apds algumas

manipulacoes algébricas,

Ju'tm = N, ©

w'lm

o1+ N2 + NG gy as H(l = [m| = 2), (5.55)

onde H(z) ¢ a fungao degrau de Heaviside,

M? (M 24+1—-3m? \ dx'(p)
)

Q] =

R \R (20+3)(20—-1 dp |
MZ2F2 /212 +92] — 1 — 2m2 ¢wlm< )
R\ @+3)@2-1) g

CME (P41 3m? L, 2M
2R2 \ (20 +3)(20 — 1) R /)’
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M Am DI +m A2\ [ 143 1+2M
2= R (20 + 3)(20 + 5) 2R R

WQR i F ¢(Ol+2 (T) 3 dX H_g) (p)

41+ 6 dr o 2 dp . ’

M2 (l=-m—=1)(—m)\ [l—2 2M
0‘3_?( 2= 1)(2—3) ) { 2R <1+ R )
PR, W] 3 Ay () ]

F
+ 2 dp
Vale ressaltar, na Eq. (5.55), o acoplamento entre indices multipolares [ e [ + 2 que

4l —2 dr
R

aparece em O(a?/M?) devido & auséncia de simetria esférica. Desvios mais gerais
da simetria esférica, como aqueles considerados no Cap. 4, podem dar origem a um
acoplamento mais intrincado entre esses indices.

A condicao de descontinuidade das derivadas, Eq. (5.42), pode ser escrita mais

explicitamente como

dr|  dvgim(r) df| dS,im(cos@)
Z wlm [ T Swlm(cos 9) df T¢wlm(ﬁ5)
I >|m| TS
dp de’l (p) m doO d.le (COS @)
> N,,m[ | Ereos + | TG et
1 >|m ps s
= “26AK Y Nxun(ps) B (cosOs). (5.56)

I >Im|

onde omitimos a dependéncia de varios termos em 6 e onde

dr a’F 2M a’ dp
Tl =F— 2 (1422 ) cos?o i)
dl | 2R? ( TR )COS TORE w7
do a?F e 302
ar |, RS sin 26, ar |, 2R351n 0

sao componentes do campo vetorial unitario normal a S. E possivel manipular a
Eq. (5.56) a fim de obtermos uma expressao mais esclarecedora. Para isso, usa-
mos as Eqgs. (5.54) e (5.55), bem como expansoes em Taylor de dx..(p)/dply=ps €
AYim (1) /dr|,—4 ao redor de p = R e r = R [analogamente as Egs. (5.51) e (5.52)].
Entao, multiplicando a Eq. (5.56) por P)*(cos#) e integrando em 6, podemos escre-

ver a equacéo resultante no seguinte formato:

60 wim T 51 ’lm L+ 52 mt B3N (?) 2)mH(l —|m| - 2)] =0, [=]|m|,
(5.57)
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onde Bj-, j € {0,1,2,3}, sdo coeficientes que dependem, a principio, de todos os
parametros que caracterizam o modo e o espago-tempo, exceto a. Suas formas
explicitas sao muito extensas, e escreveremos apenas quando se tornarem necessarias.

Em ordem zero no parametro de rotacao, a Eq. (5.57) se reduz a

BO ’lm

que d4 origem a uma solugao nao trivial para ®_, = [cf. Eq. (5.43)] se

By =0 (5.58)

para algum [ = [y > |m|. Nesse caso, Nt # 0 ¢é fixado pela normalizacao de

©) _

w'lm

’lm

Klein-Gordon, ao passo que N _,, = 0 para [ # ly, ou seja,

N™ 0) _

w'lm — ’lom

Ollo- (5.59)
A condicao (5.58) pode ser escrita como

(0) aa w lo
¢ ( =+ = R) ( " R) , (5.60)

onde usamos & = £ 4 ;}—225(2), até segunda ordem. Assim, a Eq. (5.60) nos dé o

0
dr

R

valor de £ que o campo deve ter a fim de que modos instaveis com ntimeros quanticos
W (= w/F), lp e m existam no espago-tempo de uma casca esférica estatica com
razao massa-raio M/R.

Em segunda ordem em a/M, a Eq. (5.57) se reduz a
BON i+ BNt + BNy + BNy H (= [ =2) =0, 1> . (5.61)

Para |m| <1 # ly, a Eq. (5.61) pode ser resolvida para N_, ),

w'lm*

@ o (B plo+?
Nw’lm - N w'lom ( 5”0 2 + ZO+2 5l l0+2) (562)

0

As Eqgs. (5.59) e (5.62) determinam completamente N_,,  na Eq. (5.53) (com N, ,Em)n
fixado pela normalizagao). Por outro lado, para | = ly > |m|, a Eq. (5.61) leva a
condicao

o —, (5.63)

que pode ser resolvida para €3 em termos dos parametros do espaco-tempo e do

modo. Porém, é mais conveniente escrevermos a expressao
2

1 a
P+ it =0, (5.64)
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que decorre da Eq. (5.57), com as Egs. (5.59) e (5.62), e é equivalente ao conjunto
das Egs. (5.58) e (5.63). Explicitamente, a Eq. (5.64) pode ser expressa como
£<4F 2M 4) [ a® ARF* —4ARF3 + 4MF* — M a* 202 + 2]y — 1 — 2m?

RTFRR R)| "2R2 RFIF M —2RP 2R? (2l +3)(2h 1)

12RF — 12RF? — OMF? o (% Bl 3m? ) X\,
9RF2 + M — 2RF R\R ™ @h+3)2h-1)) dp
B a? (1 QM) I2+1—3m? ] _ AvYuigm dX w1,
2R? R/ (2l +3)(2 —1) dr |g dp |g
_aQ_F{12_2l8+2l0—1—2m2(1 2M)+_1 A5,
R 2(2l + 3)(2lp — 1) R) 2P ar |

a?F3 212 4 2ly — 1 — 2m? dQ%IOm
R (2[0 + 3)(2[0 - 1) dr?

0)
g _ E 1 4+ — 2M dXUJ/lO
R R R ) dp

Cl_2 % B l% + 1y — 3m? d2X£%0

B a® 1§ +1y—3m?
2R% (21y — 1)(2ly + 3)

, (5.65)

R

e é a férmula central para a nossa anélise. E interessante notar que os coeficientes
aa, ag, P2 e P3, que codificam o acoplamento de diferentes valore de [ nas Egs. (5.55)
e (5.57), nao sao diretamente relevantes para a Eq. (5.65).

Escrevendo w = wg + iwy, entdo, para cada conjunto {wy,ly, m, M/R,a/M} de
parametros, a Eq. (5.65) é uma equagao complexa, cuja parte imaginaria pode ser
resolvida para wg e cuja parte real pode ser resolvida para . Entao, para cada valor
fixo de ly > |m|, £ é o acoplamento do campo que marca o aparecimento de termos
instaveis (“modos parciais”) na soma da Eq. (5.43) com nimeros quanticos w’ e m,
e com N_, ~dado na Eq. (5.53), com (5.59) e (5.62) [o termo correspondente em V'
¢ determinado a partir da Eq. (5.45), junto com as Egs. (5.54) e (5.55)]. O proce-
dimento acima para se calcular £ depende do conhecimento da fun¢ao ¥, (r), que
calculamos numericamente, por meio da integracao da Eq. (5.46) sujeita a condigao
de contorno (5.47) e normalizagdo ¥,,,(R) = 1. Note que a fun¢do ¥, (r) assim
obtida pode, a principio, conter todas as poténcias de a/M.

Na Fig. 5.2, o método delineado acima foi empregado para obtermos os valores
de £ e M /R para os quais um modo parcial com Iy = m = 0 é instavel (0 < w; < 0.4)
no espago-tempo de uma casca com rotacao, com a/M = 0.2. Note, da Fig. 5.2,
que as fronteiras externas das regides instaveis (curvas pretas) sdo numericamente
consistentes com w; = wr = 0, 0 que é compativel com o resultado geral [56] de
que a transicao da estabilidade para a instabilidade ocorre pode meio de modos de
frequéncia nula. Portanto, vamos agora focar nas fronteiras das regides instaveis,

caracterizadas por w = 0, em cujo caso podemos obter analiticamente a aproximagao
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M/R

Figura 5.2: Diagrama mostrando as regides no espago de parametros (£, M/R) nas
quais a instabilidade é disparada quando a/M = 0.2. As curvas pretas sao caracte-
rizadas por w; &~ 0 e fornecem as fronteiras das regides instaveis. As curvas cinzas
internas sao caracterizadas por valores de w; que aumentam em passos de 0.04 até
wr = 0.4. Aqui, tomamos lp = m = 0. A faixa escura exclui valores de M/R
para os quais o critério (5.40) ndo é satisfeito, e a linha vertical tracejada indica o

acoplamento conforme, £ = 1/6.

de segunda ordem para as fungoes implicitas na Eq. (5.65). Portanto, escrevemos,

até segunda ordem,

2
a

xet(P) = X)X (o). (5.60)

onde wj = —mQ /F é o valor da frequéncia w’ quando w =0 e

) a )
Youn (1) = Yoy (1) + Wd)Olm(r)' (5.67)
O limite estatico, a = 0, é direto [cf. Eqs. (5.44) e (5.46)]:
!

(0) p (0) Qu(r/M —1)
)y P _ 5.68
Xwol(p) Rl’ wOlm(r) QZ(R/M . 1>7 ( )

onde @Q;(x) é a funcdo de Legendre de segunda espécie. Inserindo as Eqgs. (5.66) e

(5.67), bem como a Eq. (5.68), nas Egs. (5.44) e (5.46), vemos que as fungoes X(Q) (p

!
wpl
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M/R

Figura 5.3: Curvas caracterizando a transicao da estabilidade para a instabilidade
de modos parciais com lp = 0elyp =1 (m = 0em = £1). A rotagdo ¢é fixada
em a/M = 0.2. Configuragoes instaveis sao aquelas a esquerda das curvas do lado
esquerdo e a direita das curvas do lado direito. Curvas com o mesmo valor de [y e
valores opostos de m s@o degeneradas. O gréfico estd restrito ao intervalo de M/R
no qual o critério (5.40) é vélido. A linha vertical tracejada indica o acoplamento

conforme, £ = 1/6.

2 P - D . .
e wélfn('r) satisfarao equacoes diferenciais inomogéneas, que podem ser resolvidas por
métodos usuais, como o método da variagdo dos parametros (ver, por exemplo, a

Ref. [69]). Em particular, obtemos

dXwyl 1 4a?M?*m?
dp |¢ R ROF2(3+20) (5.69)
(§]
doim | 1 d
dr |, QuR/M—1) g /M = 1) .
a2C, dP/(r/M —1) P(R/M —1) dQ,(r/M —1)
+ M2Q,(R/M —1) { dr r QuR/M —1) dr ,J ’

(5.70)
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onde

ar= [~ waarppn -1 [ FHEAED] o Ger/M -],
1

dt?

1 —

M/R

a/M=0 ]
---a/M=0.1| |
—-—-a/M=0.2
--=-a/M=0.3

Figura 5.4: Diagrama mostrando as fronteiras (w = 0, Iy = 0) das regides no espago
de parametros (£, M/R) em que o campo ¢ instavel para a/M = 0.1,0.2, ¢ 0.3. O
caso estatico, a = 0, é mostrado como base para a comparacao. A linha vertical
tracejada indica o acoplamento conforme, £ = 1/6. Configuragoes que comportam
modos taquionicos sao aquelas a esquerda das curvas do lado esquerdo e a direita
das curvas do lado direito. As curvas estdo restritas ao intervalo de M /R no qual o

critério (5.40) é valido.

Portanto, inserindo as Eqs. (5.68), (5.69) e (5.70) na Eq. (5.65), obtemos uma
expressao analitica [exceto pela integral na Eq. (5.71)], que pode ser resolvida di-
retamente para &, resultando nas fronteiras das regioes no espago de parametros
em que modos parciais do campo sao instaveis. A Fig. 5.3 representa essas curvas
limitrofes para a/M = 0.2 e diferentes valores de [y e m. Claramente, as regides
instaveis para modos parciais com [p = m = 0 englobam aquelas para multipolos
mais altos.

Na Fig. 5.4, as fronteiras (w = 0, Iy = 0) que determinam as regides no espaco de

parametros em que o campo ¢ instavel sao representadas para diferentes valores de
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Figura 5.5: Diferenca & — £ entre os valores de & que descrevem as fronteiras das
regioes instdaveis para uma casca com rotagao e uma configuracao estatica com a
mesma razao de massa por raio equatorial, como fungao de M/R. Aqui, [y =m =0
ea/M =0.1,0.2 ¢ 0.3.

a/M. A Fig. 5.5 ilustra um intervalo de valores de M /R que néo é claramente visivel
na Fig. 5.4. Na Fig. 5.5, representamos a diferenca ¢ — ¢(©) como funcao de M/R,
onde £ e ¢ sdo dados nas Egs. (5.60) e (5.65), respectivamente. Das Figs. 5.4 e
5.5, concluimos que o efeito da rotacao é transladar as fronteiras de instabilidade
para a direita, de forma que a regiao instavel para valores negativos de £ aumenta
e aquela para valores positivos de & diminui. O efeito absoluto, contudo, acaba
sendo relativamente pequeno, como poderiamos esperar por ser esta uma corregao
de segunda ordem.

Finalmente, a Fig. 5.6 mostra o valor de ¢ — ¢ como funcdo de M/R para
a/M =0.3,1lg =3em=0,%1,£2 e £3. Diferentemente do caso com Iy = 0, vemos
que, para multipolos mais altos, o valor de & — &) nio é sempre positivo. Aqui e na
Fig. 5.3 fica claro que a inversao do sentido da rotagao (descrita por a — —a ou por
m — —m) nao tem efeito algum sobre o espago de parametros da instabilidade, o que
é uma consequeéncia direta do resultado geral discutido na Sec. 5.2. Ainda hd, porém,
um acoplamento entre a rotagao do objeto e o momento angular do campo em ordens
superiores; esse acoplamento, que aparece, por exemplo, no termo proporcional a
a’m? na Eq. (5.46), quebra a degenerescéncia em m que é caracteristica do regime

estatico.
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0.0 . . . . 0.1 . . . . 0.2 . . . . 0.3
M/R

Figura 5.6: Diferenca & — £ entre os valores de & que descrevem as fronteiras das
regioes instdaveis para uma casca com rotagao e uma configuracao estatica com a
mesma razao de massa por raio equatorial, como fungao de M/R. Aqui, a/M = 0.3,
lp=3em=0,%£1,£2 e 3.

5.5 Discussoes finais

Em resumo, neste Capitulo vimos que campos escalares nao minimamente acoplados
podem ser instaveis no espaco-tempo de objetos compactos com rotacao para um
grande intervalo de acoplamentos do campo e parametros descrevendo o espago-
tempo. A instabilidade se manifesta mais naturalmente em uma andlise quantica,
uma vez que, nesse caso, as proprias flutuagoes de vacuo do campo podem cumprir
o papel de sementes para a fase instavel (ver a Sec. 5.1).

Em Relatividade Geral, a rotacao se expressa de forma mais evidente por meio
do arrasto de referenciais, ou seja, pelo seu acoplamento em primeira ordem com o
momento angular de campos ou particulas teste (no caso de um campo, com seu
numero quantico azimutal). Porém, na Sec. 5.2, nés argumentamos que o espaco de
parametros que caracteriza a instabilidade de campos escalares nao minimamente
acoplados no espaco-tempo de um objeto compacto nao é afetado em primeira or-
dem no parametro de rotagao. Entao, estudamos efeitos de segunda ordem nesse
parametro em um espaco-tempo especifico. Para isso, usamos como protoétipo de sis-
tema com rotacao o espaco-tempo de cascas finas descrito na Sec. 5.3. Esse modelo
nos permite realizar um calculo essencialmente analitico, que tem como principal

resultado a Eq. (5.65), que é ilustrada nas Figs. 5.2 - 5.6. Em particular, observa-
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mos que as regioes do espaco de parametros em que um modo parcial com um certo
valor de [y ¢é instavel sao invariantes por m — —m mas nao degeneradas em m, como
vemos nas Figs. 5.3 e 5.6. A Fig. 5.3 também mostra que a instabilidade é desenca-
deada preferencialmente por modos parciais com [y = 0. Nossa andlise sugere que o
efeito geral de pequenas rotagoes é aumentar o espaco de parametros para valores
negativos de ¢ e diminuir aquele para valores positivos de &, como indicado nas Figs.
5.4 eb.5.

Vale notar que, uma vez que corpos com rotacao em geral sao oblatos, os resul-
tados aqui obtidos também estao associados ao formato da casca. No entanto, uma
comparagao clara entre uma casca com rotacao (definida pelos valores de a/M e
R/M) e uma casca estatica com mesma elipticidade nao é tao direta, uma vez que,
no caso com rotagao, observadores estaciondrios com diferentes velocidades angu-
lares em geral atribuirao elipticidades diferentes ao mesmo objeto. E interessante
também fazermos um breve comentdario sobre a relacao entre nossos resultados a
respeito da instabilidade linear de campos nao minimamente acoplados no espaco-
tempo de corpos com rotacao e o efeito nao linear conhecido como “escalarizagao
espontanea” [38], que descreveremos em mais detalhes no Cap. 6. Por agora, nota-
mos apenas que nossos resultados estao de acordo com um trabalho recente [46], que
mostrou numericamente que estrelas de néutrons “escalarizadas” com alta rotacao
existem para um intervalo maior de acoplamentos negativos do que no caso estatico.
Na Ref. [110], argumentou-se que as fronteiras das regioes de parametros que carac-
terizam o tipo de instabilidade linear estudada aqui também delimitam as regides em
que o efeito de escalarizacao espontanea acontece. Embora o argumento tenha sido
feito para sistemas com simetria esférica, o mesmo raciocinio parece ser aplicavel ao
caso estacionario. Portanto, o comportamento observado nas Figs. 5.4 e 5.5 parece

estar de acordo com as conclusoes do calculo numérico desenvolvido na Ref. [46].
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Capitulo 6

Sobre o estado final da instabilidade

Nos Capitulos anteriores, que constituem o cerne deste trabalho, focamos no estudo
da instabilidade linear de campos nao minimamente acoplados no espago-tempo de
objetos compactos, e nas manifestagoes quantica e classica da instabilidade. Dentro
da aproximacao linear que empregamos, estd a suposicao de que a contribuicao do
campo para o tensor de energia-momento que gera a geometria espago-temporal
é desprezivel e, consequentemente, que o campo evolui em um espaco-tempo fixo.
Contudo, ¢ claro que tal aproximagao é valida apenas até os momentos iniciais
apos o acionamento da instabilidade, devendo ser abandonada tao logo o tensor
de energia-momento do campo (ou, na abordagem quéantica, o valor esperado do
operador correspondente) se torne comparavel as contribui¢oes devidas ao objeto
compacto. Assim, para obtermos informagcoes sobre o estado final da instabilidade,
é necessario evoluirmos conjuntamente o campo e o espago-tempo, levando em conta
o acoplamento nao linear entre eles.

O estudo da forma como, uma vez acionada a instabilidade, o sistema evolui
para uma nova configuracao de equilibrio, estd, em muitos aspectos, além do es-
copo deste trabalho. No entanto, neste Capitulo, vamos tecer alguns comentarios
sobre esse problema, levando em conta resultados chave existentes na literatura
e apontando as questoes interessantes que, no nosso entender, ainda estejam em
aberto nesse contexto. Comegaremos, na Sec. 6.1, com alguns comentarios sobre
o estado final da instabilidade dentro da andlise quantica. Embora a evolucao do
sistema por meio das equagoes semiclassicas de Einstein seja ainda um problema
em aberto, veremos que algumas informagoes sobre propriedades do estado final
da instabilidade podem ser obtidas mesmo dentro da aproximacao linear [87]. Por
outro lado, é razoavel que, uma vez que as flutuagoes do vacuo se tornem sufici-
entemente grandes, elas de alguma forma “colapsem” em perturbacoes classicas —
em um processo analogo a formacgao das anisotropias da radiagao césmica de fundo

a partir de flutuagdes primordiais do vacuo [115] — e que, entdo, a evolu¢ao por
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meio das equacoes classicas seja adequada. Alguns comentarios sobre a transicao
do regime quantico para o classico serao feitos na Sec. 6.1.2, extrapolando para o
caso de interesse algumas conclusoes obtidas na andlise do modelo simples de um
oscilador harmoénico invertido [61]. Na Sec. 6.2, abordaremos o problema da re-
troacao do campo sobre o espaco-tempo do ponto de vista puramente classico. Em
particular, discutiremos o efeito de escalarizacao espontanea, comentando sobre al-
guns resultados importantes na literatura a esse respeito. Como a quase totalidade
desses resultados foi obtida no contexto de teorias tensor-escalar, nos reportaremos
frequentemente ao Apéndice A para féormulas e conceitos relevantes. Por fim, na
Sec. 6.3, comentaremos sobre a possibilidade de se usar dados astrofisicos para se
obter informagoes sobre a existéncia/inexisténcia de campos minimamente acopla-
dos na Natureza, apresentando vinculos existentes na literatura e comentando sobre

perspectivas interessantes nesse contexto.

6.1 Comentarios sobre a evolucao quantica

Como vimos no Cap. 2, a instabilidade linear de campos quanticos em certos espagos-
tempos manifesta-se, mesmo quando o campo estd em seu estado de vacuo, por meio
de um crescimento exponencial das flutuagdes quanticas [cf. Eq. (2.59)] e do valor
esperado do tensor de energia-momento do campo nesse estado [cf. Eq. (2.60)]. No
caso do espaco-tempo de estrelas relativisticas, o tempo caracteristico da instabili-
dade ¢ da ordem de Q7' ~ 107%s, de forma que, apés um intervalo de tempo dessa
ordem, a aproximacao linear para os campos precisa ser abandonada e efeitos de
retroagao do campo sobre o espago-tempo devem ser considerados.

Como discutido na Sec. 2.1.3, é natural postularmos a equacao semiclassica
G =8m(T7), (6.1)

para descrever, como uma primeira aproximagcao, a retroacao de campos quanticos
sobre o espago-tempo (cldssico). Essa equacao é justificada por diferentes apro-
ximagdes (ver discuss@o na Sec. 2.1.3), embora seu dominio de aplicabilidade nao
seja completamente conhecido. Portanto, o problema de interesse é a resolucao
do sistema formado pela equacao de Klein-Gordon [cf. Eq. (2.2)] para um campo
quantico e a equacao

G = 8T + 8n(T77), (6.2)
onde Tﬁ}j‘ss ¢ o tensor de energia-momento das componentes cléssicas de matéria
e energia que existem no espago-tempo. Embora a investigacao desse problema
fuja ao escopo desta Tese, vale ressaltar brevemente alguns pontos aqui. Primei-

ramente, lembramos que o procedimento de quantizacao delineado na Sec. 2.2, que
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tem como base a escolha de um espago de Hilbert de estados especifico, a principio
nao é adequado para espacos-tempos desprovidos de alguma simetria temporal e,
nesse caso, outras formulagoes, como a abordagem algébrica, podem ser mais tteis.
Vale também notar que, em geral, o célculo da retroacao de campos quanticos so-
bre o espago-tempo ¢é feito perturbativamente (ver a Ref. [51] para um exemplo)
e se depara com dificuldades vindas, principalmente, da existéncia de solugoes pa-
tologicas e presumivelmente espurias dessas equagoes. Tais solugoes surgem uma
vez que o valor esperado renormalizado do tensor de energia-momento, que entra na
Eq. (6.1), contém em geral quantidades geométricas com derivadas de ordem supe-
rior a 2. Note, porém, que, na presenca de instabilidade, o valor esperado do tensor
de energia-momento do campo ¢ dominado por modos instaveis de baixa energia
[ver, por exemplo, a Eq. (2.60), com a Eq. (2.59)], o que introduz simplifica¢oes no
calculo de corregoes para a métrica devidas ao crescimento exponencial de <T£/> e, de
certa forma, parece aproximéa-lo do cédlculo classico. De qualquer forma, o problema
da obtencao de previsoes sobre o estado final da instabilidade segundo a abordagem
semicléssica, e se estas difeririam das previsoes classicas correspondentes, ainda esta

em aberto.

6.1.1 Criacao de particulas devido a instabilidade taquionica

Ainda assim, mesmo sem a evolucao das equacOes semiclassicas, é possivel ob-
termos informagoes interessantes sobre caracteristicas do estado final da instabi-
lidade. Em particular, na Ref. [87], mostrou-se que pelo menos parte das flutuagoes
quanticas amplificadas durante a fase instavel eventualmente darao origem a criagao
de particulas, na medida em que o sistema recupera o equilibrio. Aqui, descrevere-
mos as ideias principais por tras desse resultado.

O ponto de partida para a andlise apresentada na Ref. [87] é o reconhecimento
de que a retroacao do campo sobre o espacgo-tempo deve necessariamente levar a
uma nova configuracao de equilibrio do sistema. Assim, pode-se supor, como na
Sec. 2.3, que o espago-tempo é plano no passado assintético (regiao A) e evolui para
uma configuracao estdtica em que o campo é instével (regiao B). Entao, suporemos
que mecanismos de retroagao entram em cena, reconduzindo o sistema para uma
nova configuragao estética (regido C) na qual o campo escalar é estdavel. Ou seja, a

métrica espago-temporal pode ser escrita como

—dt* + di? (A)
ds* ~ § N2, (—dt? + b} dzidz?) (B) (6.3)
NZ (—dt? + b daida?)  (C)
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onde Nijy = Njy(Z) > 0, J € {B,C} sao funcdes suaves, hg;.]) = hl(;])(f) e, por
simplicidade, a mesma notacao é usada para as coordenadas nas trés regioes de in-
teresse. Uma vez que a regiao C é estatica, podemos investigar qual é o conteido de
particulas do campo escalar medido por observadores estaticos nessa regiao. De fato,
vimos na Sec. 2.3 que, mesmo na auséncia de instabilidade (ou seja, da regiao B), o
estado |0;,), associado ao vacuo natural na regiao A, em geral serd percebido como
repleto de particulas por um observador estatico em C [cf. Eq. (2.58) e discussao pre-
cedente]. Essa criacao de particulas devida & mudanga na geometria de fundo torna-
se, porém, desprezivel no regime adiabatico, em que a geometria espago-temporal
muda de forma suficientemente lenta [19]. Porém, como veremos, a presenga de uma
regiao intermedidria B entre A e C em que o campo ¢ instavel amplifica o nimero
de particulas criadas e é relevante mesmo no regime adiabatico. Fisicamente, essa
produgao copiosa de particulas quando o sistema sai da fase instavel é devida ao
fato de que as flutuagoes do vacuo |0y,), apds serem exponencialmente amplificadas
durante a fase B, nao poderao, em geral, ser acomodadas como meras flutuacoes do
vacuo |0yy) da regido C.

Para estimar o nimero esperado de particulas criadas, foi analisado, na Ref. [87],
0 caso particular em que o espaco-tempo é simétrico por reflexao temporal com
respeito a uma superficie de Cauchy X, na regiao B. Nesse caso, supoe-se que a
regiao C é plana, com elemento de linha igual ao de A. Modos normais em A e C

entao tém a forma

u® ) (16m%wg) 2 explFi(wyt — k- 7)),
v © (167%w) V2 explFi(wet — K - 7).

Vamos denotar por t; a coordenada temporal no inicio da fase instavel B, que tem
)

duragao 7. Entao, similarmente a Eq. (2.58), temos que o nimero esperado de

particulas criadas com nimero quantico k', logo que o sistema sai da regiao instével,

é dado por

«mmmmz/fﬂ@y%+ﬂ@wm%+ﬂakg (6.4)

k

O célculo do produto interno na Eq. (6.4) é simplificado devido a hipétese de que
o espago-tempo ¢ simétrico por inversao temporal com respeito a X, uma vez que
isso implica, em particular, que
g 7 B ) -
up (to, @) = v (b + ¢, 7).

Entao, pode-se calcular [87], para T2 suficientemente grande,

(Oin| N7 [O1n) ~ GQQT/CZ?’H ol (6.5)
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I —m/6 _ B Voo - — (af . — Be -ei™/6)3"
Ckk' B 1[((1@1#;56 " Bﬂlu;k)aﬂlu;—k’ (aﬁlu;E Bﬂlu;k e )Bﬁlu;fic'/]’
onde ag, = = (ul" w(—H) e Bay,. i = —(u(f) wi) ke sio as projecdes dos modos
Qlusk BT Qlu KG Qlus;k k0 T Qlu KG Projeg

=+ cA . o~ . ~ .
u](;. ) sobre 0 modo taquidnico, na regiao B, com maior valor de Q(= ). Assim,

vemos, da Eq. (6.5), que o nimero esperado de particulas criadas no final da fase
instavel é proporcional a exp(2QT). Ele depende essencialmente, portanto, da razao
T /7y entre o tempo T de duracio da fase instavel e o tempo 79 = Q™! caracteristico
da instabilidade; essa razao codifica o quanto as flutuagoes do vacuo |0;,) sdo am-

plificadas durante a fase instavel*.

6.1.2 Transicao quantico-classico

Agora, vamos nos concentrar novamente na fase instavel e analisar de que forma flu-
tuagoes do vacuo suficientemente grandes podem ser entendidas classicamente. Boa
parte da intuicao apresentada aqui foi obtida ao longo das ultimas décadas no con-
texto de modelos cosmoldgicos de inflacao e, em particular, em estudos sobre como
flutuagoes quanticas amplificadas durante a fase inflacionaria podem dar origem a
perturbacoes de densidade responsaveis pela formacao de estruturas no Universo
(ver, e.g., Ref. [115]). Um modelo simples utilizado nesse contexto para exemplificar
alguns conceitos é o de um oscilador harménico quéantico invertido [61, 2, 13]. Da
mesma forma que, em muitos aspectos, uma teoria de campos é analoga a teoria
descrevendo uma colecao de osciladores harmonicos acoplados, a presenca de mo-
dos instdveis do campo estaria associada a osciladores harmonicos invertidos (ver
a Eq. (2.33) e discussao subsequente). Portanto, aqui vamos revisitar, seguindo
a Ref. [61], como se dd a transi¢do do regime quantico para o regime cldssico no
modelo particular de um oscilador harmoénico invertido. Muitas das principais ca-
racteristicas desse modelo podem ser esperadas no caso da instabilidade quantica
investigada no Cap. 2.
Seja o Hamiltoniano

ot ot
om 2 2 a'), (6.6)

que descreve a evolucao dinamica de uma particula quantica com massa m em um

potencial de oscilador harmonico invertido, com constante de mola k. Na Eq. (6.6),

&_mwA_F@'A dT_mwAiA
=\ on \ It =V oon \IT )

*Ver a Sec. V B da Ref. [87] para um modelo idealizado que ilustra concretamente essa discussao.

definimos
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onde w? = k/m.

Vamos adotar a representacao de Schrodinger e supor que a fungao de onda
inicial da particula é uma gaussiana centrada em ¢ = 0 e com variancia h/mw, que
estd associada ao estado |0) tal que a|0) = 0 (ou seja, o estado de vacuo do oscilador
harmoénico nao invertido correspondente). Para ¢ > 0, o estado da particula é dado
por

T (t)) = e~ /M0) = exp [g(a%—?w - H.c.)] 10), (6.7)

onde r = wt e ¢ = —m/4. O operador de evolugao na Eq. (6.7) tem a forma de um

operador de “compressao” (squeezing), com parametros caracteristicos r e ¢ [138].

O significado fisico desse operador sera visto adiante e é ilustrado na Fig. 6.1. Em

situagdes mais complexas, como no contexto cosmoldgico [115] ou para o operador

Hq, na Eq. (2.31), os parametros r e ¢ podem ser fungoes mais gerais do tempo.
A funcao de onda ¥(q,t) = (q|¥(t)) obedece

» a_w B h2 a2¢ k’(]Z
or T om 0q? 2

e é dada por [61]

exp [— (sech(2wt) — i tanh(2wt)) e ]

202

(g, t) =
(ma?)1/4( cosh(wt) + i sinh(wt)) 2
t—00 2 A — L(wt4in/4) Zq2 q2 —2wt
~ (@) e 2 exp 2—02 — ge s (68)
onde definimos a?> = h/mw e ressaltamos o comportamento da fungao de onda

para wt > 1, que é o limite de interesse aqui. Podemos entao calcular algumas

quantidades de interesse. Em particular, temos (¢) =0 e

oo 2
. 0o 7 o,
@ = | dalota.nP e (69

o0

ou seja, a funcao de onda da particula é uma gaussiana cuja variancia aumenta expo-
nencialmente no tempo. O mesmo comportamento é observado para a distribuicao
de momento. Vale ressaltar a semelhanga entre o crescimento exponencial de {G?) e
de (?) nas Eqs. (6.9) e (2.59), respectivamente.

Uma das formas de caracterizarmos a transicao do regime quantico para o re-
gime classico é por meio de propriedades da func¢ao de Wigner correspondente. A
transformada de Wigner [141] da fungao de onda (g, t) é definida como

o0

Wt q,p) = % / e (q + y/2, )0 (q — y/2,t)dy. (6.10)

—00
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A partir da fungao de Wigner W (t, g, p), a distribuigao de probabilidade de ¢ é obtida
como uma distribuigdo marginal em p e vice-versa. Porém, em geral W (¢, g, p) nao
pode ser interpretada como uma distribuicao de probabilidade conjunta de ¢ e p
uma vez que nao ¢ positivo definida. De fato, entende-se que a existéncia de regioes
em que a funcao de Wigner é negativa esteja intimamente ligada a propriedades
intrinsecamente quanticas do sistema; por exemplo, emaranhamento (ver, e.g., a
Ref. [139] e referéncias ai para uma discussao tedrica e a Ref. [43] para um exemplo
experimental a esse respeito).

Usando a Eq. (6.8), podemos calcular, para t = 0,

1
W(0,q,p) = —e 7/ ema/a" (6.11)
hm
e, para wt > 1,
1 hq 2 i a2 2¢>
W(t,q,p) ~ 7o P [— (p— E) ¢’ tﬁ exp | =3¢ ) (6.12)

A Fig. 6.1 ilustra a funcdo de Wigner para wt = 0 e wt = 3 no espago de fase do
sistema. Note que, nesse regime, W(t,q,p) > 0, o que torna possivel interpretéd-la
como uma distribuicao de probabilidade classica conjunta sobre posicoes e momen-
tos’. Por outro lado, uma prescricio para obtermos o limite cldssico de uma teoria
¢ tomarmos o limite formal & — 0 (ver a Ref. [139] e referéncias ai). No nosso
caso, isso significa que as distancias de interesse obedecem ¢* > a? = h/mw. Para
wt > 1, temos

o [21 242
W(t,q,p) "~ \/;56‘” exp {—a—%e‘w} 6(p — gvVmk), (6.13)

onde usamos a Eq. (6.12) e a representacao da distribuigao delta lim,_, 2\}7; e~ @ 4e —

d(z). A Eq. (6.13) implica que, para wt > 1 e no limite em que as distancias
relevantes sao muito maiores que \/m, o momento da particula é bem definido
(p= q\/ﬂ) e sua posi¢ao obedece uma distribuicao classica de probabilidade. Note
que o momento p = gv'mk é o mesmo que teria uma particula cldssica inicialmente
em repouso que rolasse do topo do potencial até o ponto ¢q. A trajetoria obedecida

pela particula pode ser parametrizada da seguinte forma:

q(t) = goe™, (6.14)

TO fato de que, em algum regime, a funcio de Wigner pode ser vista como uma distribuicdo de

probabilidade conjunta sobre posi¢oes e momentos significa que o sistema quantico em questao pode
ser descrito por uma teoria cldssica probabilistica. E uma questao de terminologia, entao, dizer que
esse sistema estd em um estado classico ou nao, uma vez que vérias caracteristicas fundamentais da
Mecénica Quéantica ndo podem ser acessadas por uma teoria cldssica probabilistica (por exemplo,
violacao das desigualdades de Bell [15]).
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Figura 6.1: Distribuicao de quasi-probabilidade determinada pela fungao de Wigner
para (a) wt = 0, quando o estado da particula é descrito por uma fungao de onda
gaussiana centrada na origem e com variancia a*> = i/mw e para (b) r = wt = 3,
quando o estado da particula é um estado comprimido (squeezed). Aqui, fica claro
que o efeito do operador de evolucao temporal é comprimir o estado ao longo do
eixo ¢ = p. Isso reflete o fato de que, na teoria classica com Hamiltoniano (6.6),
o valor de p + g cresce exponencialmente no tempo, ao passo que o valor de p — ¢

decresce exponencialmente [2].

onde usamos que p = ¢gvVmk e que dg/dt = p/m. Por outro lado, a constante ¢
é uma variavel aleatéria, que obedece uma distribuicao de probabilidade gaussiana
[cf. Eq. (6.13)]:

ﬁ . 2 1 2q8/a2'

P(Qo):P(Q)qu— Ta

De forma alternativa, escrevendo gy = +a exp(—wt), temos que
q(t) = £ae <),

onde a distribui¢ao de probabilidade para 7 é dada por (ver a Fig. 6.2)

2
= 2\/;;6—“” exp(—2e27). (6.15)
m

Portanto, pode-se interpretar a variavel aleatéria gy como estabelecendo um tempo

dqo

P(r) = 2P(a) | "2

caracteristico 7, de origem quantica, mas obtido a partir de uma distribuicao classica
de probabilidade, que determina uma defasagem temporal para que a particula
comece a rolar do topo do potencial.

Para a instabilidade quantica investigada no Cap. 2, é razoavel que conclusoes

semelhantes se apliquem, tendo em vista a semelhanca do operador Hamiltoniano

106



wT

Figura 6.2: Distribui¢do de probabilidade P(7) dada na Eq. (6.15).

(2.33) com o modelo de osciladores harménicos invertidos descrito aqui. Em par-
ticular, para Qt > 1 (onde Q7' ~ R, é o tempo caracteristico da instabilidade),
espera-se, analogamente a Eq. (6.14), que o campo ® possa ser evoluido determinis-
ticamente a partir de uma amplitude inicial @, obtida a partir de uma distribuicao
classica de probabilidade. E claro que ainda permanece a questao, ligada ao pro-
blema fundamental da medida em Mecanica Quantica, de como a Natureza seleciona,
a partir dessa distribuigdo de probabilidade, o valor especifico de gy (ou ®g) que é

inferido classicamente.

6.2 Comentarios sobre a evolucao classica

Na Secao anterior, argumentamos, com base no modelo de oscilador harmoénico
invertido [61], que, para um tempo t = 75 > 271, ou seja, muito maior que o
tempo caracteristico da instabilidade, e quando as distancias relevantes sao muito
maiores que /h/mw, as flutuagoes quanticas do campo devem se comportar como
perturbacoes cldssicas, seguindo trajetorias bem definidas no espaco de fase. A
amplitude do campo em ¢t = 7y seria determinada a partir de uma distribuicao
probabilistica (classica), que emerge do tratamento quantico do sistema. Portanto,
a partir de um certo momento, as equacoes classicas devem ser adequadas para
estudarmos o desenvolvimento da instabilidade e seu estado final. Ou seja, devemos

resolver o sistema acoplado de equacoes nao lineares dado por

G = 87T, + 87T, (6.16)
(=V,. V" +m* 4+ ER)® = 0, (6.17)
VAT =0, (6.18)
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com condicoes iniciais apropriadas, onde T ;}’V ¢ o tensor de energia-momento do
campo, Eq. (2.3), e T}, € o tensor de energia-momento das demais componentes de
matéria, que obedece a equagao de conservagao (6.18). Antes de comentarmos sobre
alguns resultados existentes na literatura em que a evolugao numeérica do sistema de
equagoes (6.16)-(6.18) é realizada, é interessante discutirmos de que forma algumas
informagoes importantes sobre o estado final da instabilidade podem ser obtidas por
meio da andlise das solugoes de equilibrio desse sistema.

Para isso, considere uma configuragado de equilibrio C' = {g,,,¢v™" & = 0}
do sistema de equagdes (6.16)-(6.18), que descreve, por exemplo, o espago-tempo
de uma estrela relativistica descrita por campos de matéria ™. Vamos supor
que, para uma estrela com mesma composigao, o sistema (6.16)-(6.18) possua outra
solugao de equilibrio C' = {g;,,,¥™*, @'}, com um perfil ndo trivial para o campo
escalar (ver a Fig. 6.3 para um exemplo). Nesse caso, se a configuracao C' for
instavel por pequenas perturbacoes do campo escalar e se a configuracao C’ for
estavel e energeticamente favoravel, é natural supor que o sistema evolua de C
para (') irradiando a diferenga de energia entre as duas configuragoes na forma de
ondas gravitacionais e do campo ®. Esse fendmeno, conhecido como “escalarizagao
espontanea”¥, foi descoberto em 1993 no contexto de teorias tensor-escalar (TTE)
[38] e promoveu novo impeto no estudo de tais teorias [39, 66, 107, 41, 67, 119] (ver
também trabalhos mais recentes como [3, 118, 126, 55, 46, 12], para citar apenas
alguns).

Nesse contexto, vale ressaltar alguns pontos. Primeiramente, é interessante no-
tarmos que o espaco de parametros para o qual a configuracao de campo nulo
(C) é linearmente instével (ver Fig. 2.2) é o mesmo em que existem solugoes de
equilibrio “escalarizadas” (C’), ou seja, com um perfil nao trivial para o campo
escalar. Isso foi notado inicialmente na Ref. [66] para uma certa TTE e mostrado
numericamente para o caso de campos nao minimamente acoplados na Ref. [110]. A
razao matematica dessa coincidéncia pode ser vista da seguinte forma [110]. Vimos,
nos Capitulos anteriores, que as fronteiras que demarcam as regioes no espaco de
parametros em que o campo € linearmente instavel correspondem a presenca de mo-
dos de frequéncia nula, w = 0. Esses modos sao efetivamente solucoes estaticas da
Eq. (6.17) para um espago-tempo fixo. Por outro lado, as fronteiras das regides em
existem configuracoes de equilibrio “escalarizadas” estao associadas a uma ampli-
tude arbitrariamente pequena do campo, ¢ =~ 0, de forma que a contribuicao de Tfy

na Eq. (6.16) ¢ desprezivel. Portanto, buscar solugoes de equilibrio do sistema de

tO nome “escalarizacido espontanea” foi dado devido & analogia com o fenémeno de magne-
tizacao espontanea, no qual materiais ferromagnéticos abaixo da temperatura de Curie adquirem

uma magnetiza¢ao nao nula mesmo na auséncia de um campo magnético externo [39].
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Figura 6.3: Exemplo de configuracao de equilibrio com perfil nao trivial do campo
escalar (“escalarizacao espontanea”). Aqui, construimos uma solugao de equilibrio
com simetria esférica para o sistema de equagoes (6.16)-(6.18), considerando uma
estrela com densidade constante, p ~ 7.4puuc (Puue = 1.66x 107 kg m ™) e um campo
escalar com acoplamento £ = —12. Em (a), mostramos o perfil do campo escalar e,
em (b), os coeficientes métricos —gog € g11, como funcao de r. Os pequenos pontos
mostram a localizagdo da superficie da estrela (Rs; ~ 10.5 km). A massa total do
sistema é Mapyr ~ 0.44Mq, (GMapas/Rc* ~ 0.12). Aqui, integramos as equagoes da
forma descrita na Ref. [119] (note que é necessério aplicar a transformagao & — —&/2
as equagoes mostradas nessa referéncia por consisténcia com as convengoes adotadas
aqui). Como mostrado, por exemplo, na Ref. [110], o espago de parametros para
o qual configuragoes “escalarizadas” de equilibrio existem é o mesmo em que a

configuracao com campo nulo é instavel.

equagoes (6.16)-(6.18) se reduz a buscar uma solugao estética para o campo obede-
cendo a Eq. (6.17) em um espago-tempo fixo. Assim, as equagoes a serem resolvidas
sao as mesmas e as mesmas condigoes de contorno — regularidade e decaimento
assintotico — se aplicam nos dois casos.

Portanto, se um campo com acoplamento £ é linearmente instavel no espaco-
tempo de uma estrela relativistica com razao massa-raio M /R, podemos esperar
que existam outras configuracoes de equilibrio para a mesma estrela, mas em que
o campo possua um perfil ndo trivial. Assim, o préximo passo é sabermos se a

configuracao escalarizada é energeticamente favoravel a configuracao com ® ~ 0 ou
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nao. Para isso, pode-se analisar a energia de ligacao do sistema, definida como
Ey,=m—M,

onde m é a massa barionica da estrela e M é a massa total do sistema. Com essa
defini¢ao, configuragoes com FEj, > 0 sao gravitacionalmente ligadas e, para m fixa, a
configuracao com maior energia de ligagao é energeticamente favorecida. Anélises ao
longo dessas linhas foram feitas, por exemplo, nas Refs. [119, 107, 110]. A concluséao
a que se chega é que, para £ < 0 e m fixo, tem-se que E, > 0 ¢ Ey|cr > Eplc,
ou seja, a configuragao escalarizada é energeticamente favoravel aquela com & = 0.
Por outro lado, para £ > 0, mostrou-se que, quando E, > 0, Ey|c < Ep|c, ou seja,
a configuracao escalarizada é energeticamente desfavoravel com relagao aquela com
d ~ 0 [110].

Portanto, analises de balanco energético indicam que, para £ < 0, o provavel
estado final da instabilidade é uma configuracao com perfil nao trivial para o campo
escalar. Essa conjectura é apoiada por trabalhos em que o sistema de equagoes
(6.16)-(6.18) foi de fato evoluido numericamente. Em particular, na Ref. [107], a
transicao dinamica para uma configuragao escalarizada foi estudada numericamente
pela primeira vez. O autor considerou uma configuragao inicial instavel com campo
® =~ 0 e acompanhou a evolugao do sistema: as fortes flutuacgoes sofridas pelo raio
e densidade central da estrela até a restituicao do equilibrio, e o aumento do valor
(absoluto) central do campo escalar, que desenvolve um perfil ndo trivial. Mostrou-
se que existem duas configuragoes escalarizadas (associadas a ® e —®), que sao
estaveis, e que o campo instavel evolui para uma delas. A diferenca de energia entre
a configuracao inicial e final é irradiada como ondas gravitacionais: a maior parte
¢ irradiada rapidamente nos estagios iniciais da evolugao, quando o campo escalar
evolui para seu novo valor, e o restante é irradiado posteriormente por oscilacoes
quasinormais da estrela e do campo escalar. Embora, nesse estudo, tenha-se assu-
mido um espaco-tempo estatico com um perfil de campo ® = 0 instavel, a situagao
fisica que o inspira é a de uma estrela relativistica que acreta matéria, tornando-
se progressivamente mais compacta, até o momento em que adentra a regiao em
que o perfil de campo ® = 0 é instavel. Estudos semelhantes também foram feitos
no contexto de estrelas de bésons [3]. Um outro cendrio, bastante natural, explo-
rado recentemente [12] é o da fusao de estrelas de néutrons. Embora a formulagao
numérica nesse caso seja bastante diferente, a intuicao fisica é semelhante: quando
separadas, as estrelas nao sao suficientemente compactas para que a configuragao
trivial do campo seja instavel; porém, na medida em que se aproximam, o sistema
pode se tornar suficientemente compacto para que o perfil trivial do campo se torne

instavel e a evolugao para uma configuracao escalarizada é entao observada.
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Por outro lado, analises de balanco energético indicam que, para & > 0, a confi-
guragao escalarizada é energeticamente desfavorecida, o que sugere um estado final
diferente para a instabilidade; por exemplo, um colapso gravitacional prematuro ou
uma explosao em que a estrela libere matéria e torne-se menos compacta, de modo
que a configuragao de campo nulo volte a ser estavel. No entanto, nao existem, até
o presente, resultados numéricos da evolucao do sistema nesse caso, o que o torna

um problema interessante em aberto.

6.3 Vinculos sobre campos nao minimamente acoplados com

base em dados astrofisicos

A instabilidade de campos nao minimamente acoplados (pouco massivos ou sem
massa) em ambientes astrofisicos e a possibilidade de reestabiliza¢ao do sistema por
meio do efeito de escalarizacao espontanea abrem perspectivas interessantes para
a obtencao de informacgoes sobre a existéncia ou inexisténcia de tais campos na
Natureza com base em observacoes astrofisicas. De fato, como discutimos no fim
do Apéndice A, observacoes e experimentos no regime de campo gravitacional fraco
sao incapazes de colocar vinculos sobre a existéncia de campos nao minimamente
acoplados. No entanto, isso passa a ser possivel no regime de campo gravitacional
forted. Nesta Secdo, discutiremos brevemente os vinculos existentes e perspectivas
a esse respeito.

Pouco tempo depois da descoberta do mecanismo de escalarizacao espontanea em
TTE [38], as consequéncias observacionais desse esfeito passaram a ser investigadas.
Em particular, na Ref. [39], foram analisadas as implicagoes da escalarizagdo em
sistemas binarios contendo pulsares: mostrou-se que o momento de inércia do pulsar
sofreria uma variacao temporal causada pelo perfil nao trivial de campo escalar ao
redor do companheiro, e que essa variagao teria um efeito observavel no periodo do
sinal do pulsar. Os vinculos no espago de parametros de TTE gerais (parametrizadas
pelos valores de o e 5y discutidos no Apéndice A) continuam a melhorar e restringir
ainda mais fortemente o espago de teorias vidveis [55].

Em particular, no caso de campos nao minimamente acoplados sem massa, para

§Para teorias tensor-escalar gerais, experimentos e observacoes no regime de campo fraco sao
capazes apenas de colocar vinculos sobre o pardmetro oy = a(ypg), que é identicamente nulo no
caso de campos nao minimamente acoplados. Por outro lado, a instabilidade que surge no regime
de campo forte, bem como o fenémeno de escalarizacao espontanea, dependem basicamente do

parametro By = do/d|p=y,, que é inacessivel ao regime de campo fraco (cf. Sec. A.2).
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os quais ag = 0 e By = 2¢, os vinculos existentes implicam que valores de
£ < bexe ™ —24 (6.19)

estao exclufdos por medidas do perfodo de pulsares¥ [39, 55]. Para —2.4 ~ £ <
€ <& ~ —2.17, o efeito de escalarizagao ainda pode ocorrer para certos sistemas
[67], e novas observagoes do periodo de pulsares podem colocar vinculos nessa faixa
de acoplamentos. E importante notar que os valores exato de & € &, dependem da
equagao de estado atribuida a estrela [41]. Além disso, o valor de & pode aumentar
se o sistema em questdo tiver uma rapida rotagao [46] (ver também discussao no
final do Cap. 5).

Para ¢, < € < 0, a configuracao de campo escalar nulo é estavel e a existéncia
de campos com tais acoplamentos nao pode ser testada por meio dos mecanismos
descritos aqui. Por outro lado, vimos que campos com acoplamento & > 0 podem
ser instaveis no espaco-tempo de certos objetos compactos e que, nesse caso, a confi-
guracao escalarizada é energeticamente desfavorecida com relacao aquela de campo
nulo. Embora o estudo numérico do estado final da instabilidade para & > 0 seja um
problema interessante a ser explorado, é razoavel supor que, nesse caso, a estrela
colapse ou expulse matéria de forma a tornar-se menos compacta e sair da regiao
de instabilidade. Portanto, a principio, a observacao de estrelas de néutrons com
equagao de estado conhecida e razao massa-raio suficientemente grande para dis-
parar a instabilidade de campos com certos acoplamentos £ > 0 permitiria colocar
vinculos importantes sobre a existéncia de campos escalares com tais acoplamentos.
No entanto, ainda hoje existe uma grande incerteza sobre a equacao de estado de
estrelas de néutrons [88] e sobre a melhor forma de inferir o raio dessas estrelas
a partir de observagoes astrofisicas [128]. Para diferentes modelos de equagao de
estado, o valor maximo permitido da razao massa-raio em geral se encontra entre
0.2 e 0.3 [59, 88], 0 que é consistente com as inferéncias para o valor dessa quan-
tidade a partir das observagoes existentes [128, 108, 62]. Por exemplo, a massa e
o raio da estrela de néutrons no sistema binario 4U 1820-30 sao estimados como
M/Mg =1.5840.06 ¢ R = 9.1+ 0.4 km [62], de forma que GM/Rc* = 0.26 & 0.02.

Além de um conhecimento relativamente preciso sobre razoes massa-raio de estrelas

IE interessante notar que, para TTE mais gerais, em que ag # 0, outros limites podem ser
impostos com base em experimentos de campo gravitacional fraco e vinculos sobre a emissao de
ondas escalares em sistemas bindrios contendo pulsares (ver a Fig. 7 da Ref. [55] para limites
recentes). De fato, um dos desvios mais marcantes de TTE com relacdo a Relatividade Geral
é a possibilidade de emissao de ondas escalares. Isso contribui, em particular, para a variagao
observada do periodo orbital de pulsares e também seria perceptivel em experimentos de ondas
gravitacionais [41].
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bastante compactas, para colocarmos vinculos significativos sobre £ > 0, é também
preciso um bom entendimento da equacao de estado desses objetos, uma vez que,
como vimos na Fig. 2.2, a escala do eixo vertical é bastante modificada em funcao da
equagao de estado adequada. Uma anélise cuidadosa desses aspectos é uma questao
bastante interessante em aberto, e que muito se beneficiara da melhoria das técnicas
observacionais e do entendimento tedrico dos processos astrofisicos associados a es-

trelas de néutrons.
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Capitulo 7

Conclusoes

O trabalho desenvolvido nesta Tese se insere, a meu ver, dentro de dois grandes
programas. O primeiro, descrito com mais detalhes no Cap. 1, se refere a busca por
fenomenos de gravitacao quantica de baixas energias, dentro do programa de Teoria
Quantica de Campos em Espacos Curvos, com o intuito de colaborar para o enten-
dimento dos fundamentos de gravitacao quantica. O segundo diz respeito ao estudo
da fenomenologia de modelos e teorias que, em um certo limite, sao indistinguiveis
dos modelos-padrao, na tentativa de explorar regimes em que os desvios entre eles
passem a ser observaveis. De fato, na area de Gravitagao e Cosmologia, por exem-
plo, contamos atualmente com uma grande abundancia de dados observacionais que
vao desde a nossa vizinhanca, no sistema solar, até as largas escalas cosmoldgicas,
tornando possiveis os mais variados testes das teorias e modelos existentes.

Em particular, nesta Tese, estudamos certos aspectos da fenomenologia da classe
de campos escalares definida pela acao (2.1) em espagos-tempos astrofisicos. No re-
gime de gravitagao fraca, nao é possivel discernir a presenca de tais campos se sua
amplitude é arbitrariamente pequena. No entanto, para campos gravitacionais mais
intensos, como no espago-tempo de estrelas relativisticas, essa configuracao de campo
nulo é instavel. O que se mostrou nas Refs. [95, 93], que motivaram a maior parte
deste trabalho, é que, mesmo na auseéncia de perturbacoes classicas, a instabilidade
se manifesta por meio da amplificacao das flutuacoes quanticas do campo. Nesse
caso, a evolugao subsequente do sistema ¢é ditada pelas leis quanticas, pelo menos
até o momento em que o sistema perca coeréncia e emerja no regime cléssico (cf.
Sec. 6.1.2). A primeira parte do trabalho desta Tese, descrita no Cap. 3, consistiu
em realizar uma analise comparativa entre a descricao quantica da instabilidade e
a abordagem cléssica, via modos quasinormais. Vimos que as condigoes que carac-
terizam a instabilidade sao as mesmas quantica ou classicamente. Por outro lado,
contrariamente a analise cldssica, que requer a presenca de perturbacoes inicias para

que a instabilidade se manifeste, as flutuacoes de vacuo sao sementes naturais para a
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fase instavel. Para que o sistema possa ser tratado classicamente, a amplitude média
das perturbacoes iniciais deve ser muito maior que \/7_i, caso contrario, o tratamento
quantico é mais adequado.

A segunda parte desta Tese, descrita nos Caps. 4 e 5, consistiu em explorar o
espaco de parametros que caracteriza a instabilidade de campos nao minimamente
acoplados sem massa, no espago-tempo de cascas esferoidais e com rotagao. O mo-
delo de cascas finas de matéria foi utilizado como protétipo de objeto compacto por
sua maior simplicidade matematica: de fato, especialmente no Cap. 5, foi possivel
obter uma expressao essencialmente analitica para o desvio da fronteira das regioes
instaveis devido a rotagao. Como discutimos no Cap. 6, o espaco de parametros da
instabilidade é o mesmo do fenomeno de escalarizacao espontanea, o que torna os
resultados dos Caps. 4 e 5 relevantes também para o estudo desse fenomeno. Em
particular, no Cap. 4, fomos capazes de explorar o espaco de parametros da insta-
bilidade no espago-tempo de objetos bastante prolatos (com razao de até n = 0.25
entre seu comprimento préprio equatorial e meridional, cf. Fig. 4.7). Por outro
lado, a classe de cascas estudadas nesse Capitulo necessariamente tém n < 1.3 e os
resultados para cascas oblatas nos permitem considerar apenas parte do espaco de
parametros de interesse (cf. Fig. 4.8). No Cap. 5, generalizamos o estudo do “efeito
do despertar do vacuo” para o caso estacionario e, para o modelo de cascas com
rotacao investigado, concluimos que, até O(a?/M?), o efeito da rotagdao é aumentar
o espago de parametros para £ < 0 e diminuir aquele para & > 0 (cf. Figs. 5.4 e
5.5), de acordo com resultados recentes sobre escalarizacdo espontanea em teorias
tensor-escalar [46].

Entre as questoes interessantes que estao em aberto, se destacam, a meu ver, as
seguintes: (i) o estudo do desenvolvimento da instabilidade com base nas equagoes
semiclassicas e um entendimento mais detalhado da “classicalizacao” do sistema,
(ii) a evolu¢do numérica das equagoes cldssicas de movimento para determinar o
estado final da instabilidade para £ > 0, (iii) a investigacao de formas em que os
dados observacionais existentes hoje e prometidos por experimentos futuros possam
ser usados para colocar melhores vinculos sobre os campos existentes na Natureza,
especialmente para & > 0.

Em suma, a busca por efeitos quanticos em espacgos curvos é importante nao
sO por permitir insights sobre certos fundamentos de gravitacao quantica a baixas
energias, mas também pode ter efeitos observaveis mensuraveis, contribuindo para

testes de teorias e modelos.
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Apéndice A

Teorias Tensor-Escalar

Teorias Tensor-Escalar (TTE) s@o extensoes da Relatividade Geral, em que a gra-
vitacao ¢ mediada nao sé por um campo de spin 2, mas também por um ou mais
campos escalares adicionais. Dentre as TTE, a teoria de Brans-Dicke [22] é a mais
simples e bem conhecida, mas a classe abrange diversas outras teorias de interesse
[37, 38] (ver a monografia [78] para uma revisao bibliografica sobre o tema).

Parte da motivacao para o estudo de TTE vem de teorias de gravitagao quantica
como a teoria de cordas, cujo limite de baixas energias contém uma grande quan-
tidade de campos escalares pouco massivos [9]. Além disso, teorias como as TTE
oferecem uma estrutura concreta para se interpretar testes da Relatividade Geral
no regime de campo forte. De fato, no regime de campo fraco, ou pos-newtoniano,
os possiveis desvios da Relatividade Geral podem ser parametrizados de uma forma
geral e independente da teoria fundamental subjacente [142]. Contudo, no regime
de campo forte, nao existe uma parametrizagdo completamente geral dos desvios
da RG, e frequentemente é til explorar as consequéncias observacionais de teorias
especificas [143].

Aqui, exporemos as definicoes basicas de TTE, sua formulagao geral e nas re-
presentacoes de Einstein e de Jordan. Comentaremos também sobre os vinculos
colocados sobre TTE no regime de campo fraco (os vinculos no regime de campo
forte sdo descritos no Cap. 6). Como veremos, as TTE abarcam o caso de um campo
escalar livre ndo minimamente acoplado com a gravitagao, Eq. (2.1), como um caso
particular, o que torna muitos dos estudos feitos nesse contexto relevantes para o

nosso problema.
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A.1 Definicoes basicas e diferentes representacoes

A acao fundamental que descreve Teorias Tensor-Escalar com apenas um campo

escalar extra é dada por

1

5= 167G

[ 5V AR = 2B(0)g" V5V = V()] + 50 [0, 0*(2)g)

(A1)
O primeiro termo na Eq. (A.1) é agao gravitacional, que conta com um termo cinético
para a métrica, ponderado por uma fungao arbitraria do campo ¢, além de um termo
cinético e um potencial para o campo escalar ¢. O segundo termo consiste na agao
que descreve os campos de matéria, denotados coletivamente por W, e que se acoplam
com a combina¢ao a?(¢)g,.-

A escolha das funcgoes A, B,V e a, em principio, determinaria uma teoria es-
pecifica dentro da classe descrita pela Eq. (A.1). Porém, existe alguma redundéancia
na forma como escrevemos a Eq. (A.1), uma vez que algumas das fungdes A, B,V e a
podem ser escolhidas sem perda de generalidade, ou seja, sem determinar uma teoria
especifica dentro da classe. Para mostrarmos isso, notemos que a a¢ao (A.1) é formal-
mente invariante por transformagoes conformes arbitrarias, da forma g,, = Q?(¢) g,
*. Essa propriedade nos permite igualar uma das funcoes A, B,V ou a a uma cons-
tante nao nula, por meio de uma escolha adequada de (). Além disso, podemos
também redefinir o campo escalar a vontade, ¢ — f(y), o que nos permite igualar
outra dessas funcoes a uma constante. Essa arbitrariedade é analoga a liberdade
de calibre ou a liberdade de escolha de um sistema de coordenadas, e, ao fixa-la,
escolhemos uma representa¢do particular, e ndo uma teoria especifica (para uma

discussdo sobre essa arbitrariedade na escolha da representagao, ver a Ref. [127]).

A.1.1 Representagoes de Einstein e Jordan

Duas representacoes sao de particular interesse, as assim chamadas representacoes
de Einstein e Jordan.
A representacao de Einstein é obtida se escolhemos A = B = 1, em cujo caso a

acao fica

1

S =—-—
167

d'e/=g[R = 29"V .oV 0 = V()] + SV, a*(0) guv]- (A.2)

*Vale notar que, se gy, — G = 92(@)9,“,, entdo /—g — =g = Q*/—¢ e o escalar de
curvatura se transforma como [135]

R— R=0Q72R-6Q3¢""V,V,A.
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Observe que, nessa representagao, os campos de matéria nao se acoplam diretamente
& métrica g,,, mas & combina¢io a*(¢)g,,. As equagoes de campo sdo obtidas a
partir da agao (A.2) exigindo que ela seja estaciondria por pequenas variagoes da

métrica e do campo escalar, e sao dadas por

1
G —2V,0V09 + 9™ V0V + QV(sO)gW = 81w, (A.3)

¢ 1
gV, Vo — ZV’(sO) = —4ra(9)T, (A.4)

onde o tensor de energia-momento é dado por

2 5[, a*(¢)gpo]
vV —3g (ng, 7

na representagao de Einstein, T' = g, T*", e definimos V'(p) = dV (¢)/dp ¢

T =

alp) = dlr;—c:o(@)‘ (A.5)

Por outro lado, a representagao de Jordan é obtida escolhendo v = 0 e A(yp) = .

Na forma mais comumente encontrada na literatura (ver, por exemplo, [142]), temos

1 - ~ ~
S=— [ duv/=5 {ch - %é’“’vmvyaﬁ — V(@) + SV, gw),  (A6)

onde g,, e ¢ podem ser obtidos a partir dos campos g, e ¢ da representacao de
Einstein por meio de uma transformacao conforme da métrica e da redefinicao do
campo escalar. O caso particular da teoria de Brans-Dicke é obtido para w(¢) =
wpp = const, sendo que no limite wpp — 00 (ou a(p) = ag — 0 na representagao
de Einstein), a teoria se torna indistinguivel da Relatividade Geral.

Uma vez que, na representacao de Jordan, os campos de matéria se acoplam di-
retamente a métrica, esta possui uma interpretacao fisica mais direta que a métrica
correspondente na representagao de Einstein. Por outro lado, as equagoes de campo
na representacao de Jordan sao significativamente mais complicadas, e para muitas
aplicacoes, a representacao de Einstein é mais conveniente. Para maiores discussoes

a esse respeito, ver as Refs. [127, 37, 142].

Relagao com a agao (2.1):

Note que a Eq. (2.1) trata-se de um caso particular da Eq. (A.1), em que tomamos

Alp) =1-8np?,  B(p)=4r,  V(p)=8mm’p’,  a(p)=1
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com ¢ = . E 1til reescrever essa agao na representagao de Einstein (ver a Sec. VI
da Ref. [39]). Denotando por g,(f:) e ¢ a métrica e o campo escalar na representagao

de Einstein, vemos que a agao (A.2) corresponde a Eq. (2.1) para

gW QQ(QD)gw, com 92(<I>) =1 — 8méd?, (A7)
_ V1= 8mE(1 - 66)?

P =p(®), comdp =2v/m——— SrEd? o, (A.8)

V(p) = 8mm’®?, (A.9)

a*(¢) = Q72(®) = (1 — 87ED?) . (A.10)

A Eq. (A.8) pode ser integrada para obtermos ¢ = ¢(®). Nota-se que, para & — 0,
© — o = 2/7P + O(P?), onde py é uma constante, as vezes chamada valor de
vacuo ou cosmoldgico, a qual o campo tende assintoticamente, ou seja, longe do
sistema gravitacional considerado. Notamos também que, no caso de um campo
com acoplamento nao minimo, a fungdo a(¢) na Eq. (A.5) e sua primeira derivada
sao dadas por:

1 — 87éd?

a(p) =

(1 — sme(l — 66)32)2
(A.11)

4y/mEP da(p) _
V1 —8mE(1 — 6£)P2

com ap = a(pg) =0 e fy = B(po) = 2£.

Portanto, a agao (2.1), que descreve a dinamica de um campo escalar livre nao
minimamente acoplado com o escalar de curvatura, é equivalente a Teoria Tensor-
Escalar descrita acima. Assim, ao menos no nivel classico, tratar o campo escalar
como uma componente da matéria ou como um mediador do campo gravitacional é

uma questao apenas de interpretagao (ver a discussao em [127]).

A.2 Vinculos no regime de campo fraco

No regime de campo fraco, caracterizado por velocidades muito menores que a velo-
cidade da luz e campos gravitacionais pouco intensos, como ocorre no sistema solar,
uma ferramenta muito 1til para se comparar teorias gravitacionais e observagoes é o
formalismo pés-newtoniano parametrizado [142]. Esse formalismo descreve desvios
das predi¢oes da RG perturbativamente (em uma expansao em 1/¢?) por meio de
um conjunto de parametros fenomenolégicos.

No caso particular de TTE, em primeira ordem poés-newtoniana, desvios da RG
sao proporcionais a dois parametros, que estao relacionados com os valores de oy =
a(po) e o = da/dp|y,—y, (na representacao de Einstein) [37]:

203 5 1 Boa
1+a2’ C2(1+ad)?

7=

(A.12)
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Em segunda ordem pds-newtoniana, entram outros dois novos parametros [40]*:

Booss Brag

Clrar e

et (A.13)

onde () = d*a/d¢?|p—,. Pode-se mostrar que os pardmetros pés-newtonianos que
caracterizam desvios da RG s@o todos proporcionais a poténcias de «a [40]. Portanto,
testes da RG no sistema solar, como a medida do efeito Shapiro de atraso temporal
pelo experimento Cassini [17], podem apenas colocar vinculos sobre combinagoes
de parametros envolvendo «y e, para || suficientemente pequeno, esses testes sao

satisfeitos independentemente dos demais parametros. Por exemplo, o vinculo [17]

7=—(21+£23)x107°

tem como consequeéncia o limite

|| < 0.005

(ver também [25]). Em particular, testes de campo fraco nao sao capazes de colocar
vinculos sobre o valor do acoplamento & entre o campo e o escalar de curvatura
no modelo descrito pela agao (2.1). A situagao é diferente, porém, no regime de
campo forte, onde efeitos nao perturbativos podem estar presentes [38, 119]. Nesse
caso, observacoes de propriedades de sistemas bindrios contendo pulsares podem
efetivamente descartar muitos valores desse acoplamento [39, 55]. No Cap. 6, dis-
cutimos os vinculos existentes e a relacao entre o efeito nao perturbativo chamado
“escalarizacao espontanea” [39, 119] e a instabilidade de campos nao minimamente

acoplados em espagos-tempos astrofisicos, que é o tema desta Tese.
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Apéndice B

Transformada de Laplace

Neste Apéndice, revisamos brevemente, seguindo a Ref. [125], a defini¢ao da Trans-
formada de Laplace (TL) e suas condigbes de existéncia, além de justificarmos a

expressao para a Transformada Inversa de Laplace (TIL) usada no Cap. 3.

B.1 Definicao e condicoes de existéncia para a TL

Vamos supor que uma funcao f(t) seja definida para todo ¢, 0 < t < oo. Sua TL é
dada por

f(s) = /000 e " f(t)dt. (B.1)

A existéncia da TL depende da existéncia do limite
T
lim lim e f(t)dt. (B.2)

e—0T—o0 €

Para a existéncia da integral acima, é suficiente que f(t) seja integravel em todo

intervalo € <t < T. Vamos entao examinar os limites. Na vizinhanca de t = 0 e

E)

para s fixo, e~*! é absolutamente limitada e o comportamento da integral no limite

€ — 0 é essencialmente o mesmo de
T
1im/ ft)dt. (B.3)
e—0 ¢

Além disso, se, quando t — oo, f(t) cresce menos rapidamente que ¢?* para alguma

constante real v, entao podemos encontrar um valor £y tal que, para t > tg,
If(t)| < M (B.4)

para algum M constante. Assim, se T > T" > ty,

/ " e S f(t)dt

/

T//
<M el =Rt g, (B.5)

T/
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Contanto que R(s) > 7, a integral acima pode ser tdo pequena quanto queiramos
tomando 7" suficientemente grande. Assim, é suficiente para a existéncia de f (s)

que:
1. f(t) seja integravel em todo intervalo finito [t1, 5], onde 0 < t; <ty < 00,
2. o limite (B.3) exista para T fixo,
3. existam ty, M e v tais que |e " f(t)| < M se t > .

A TL é entao definida como Eq. (B.1) para R(s) > 7.

B.2 Transformada inversa

A defini¢ao da Transformada Inversa de Laplace (TIL) pode ser justificada a partir
da definigdo da Transformada Inversa de Fourier. Se G(w) é a transformada de

Fourier da fungao F'(t) (continua por partes e absolutamente integravel), entao

T

F(t) = % jlgrolo e G(w)dw (B.6)
Gw) = /_OO e R (t)dt. (B.7)

Em geral, assume-se que w é uma varidvel real; porém, se |F(t)| ~ O(e~**) quando
t — ooe|F(t)] ~ O(’) quando t — —o0, a, 3 > 0, a integral (B.7) continua a
convergir se

—0 < Q(w) < a.

Entao, podemos substituir a Eq. (B.6) por

1 T—ik )

F(t) = o Th_I)rolo o e“'G(w)dw, (B.8)
onde k é qualquer nimero real tal que —a < kK < . Substituindo w = —is, tomando
F(t) = f(t)O(t), onde O(t) é a funcao de Heaviside, e escrevendo G(—is) = f(s), a
Eq. (B.8) fica

1 k4T 5
f(#)O(t) = — lim e f(s)ds. (B.9)
27TZ T—o00 k—iT
Uma vez que f(t)O(t) é identicamente nula para ¢ < 0, podemos tomar § — oo e
ficamos apenas com a condicao Kk > —a, que se traduz, a luz do item 3 da Sec. B.1,
em k > 7. Portanto, o contorno de integracao no plano s € C que é usado no célculo

da TIL é uma linha vertical a direita das singularidades de f(s).
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Apéndice C

Formalismo de cascas finas em Relatividade Geral

Neste Apéndice, vamos apresentar as nogoes basicas do formalismo de cascas finas
em Relatividade Geral, que sao usadas nos Caps. 4 e 5.

Primeiramente, vamos lembrar que uma hipersuperficie S, coberta por coor-
denadas y“, é caracterizada por dois tensores principais. A métrica induzida na
superficie é definida como hy, = g, |s eley, onde et = da# /Oy® sao as coordenadas
dos vetores 0/0y® definidos em S*. Além do tensor h,,, que expressa as propri-
edades “intrinsecas” da superficie, serd importante definirmos o tensor de curva-
tura extrinseca K,;, que caracteriza como S esta imersa no espago-tempo: temos
K, = V,yn,eley, onde n* é o campo vetorial unitdrio normal a hipersuperficie.

Aqui, vamos estudar o caso em que uma hipersuperficie tipo tempo S divide o
“w

espacgo-tempo em duas regides, V~ e V', cobertas por coordenadas z” e zf e com
métricas g,, e g, respectivamente. Seguindo a Ref. [114]", vamos mostrar quais as
condicoes que devem ser satisfeitas pelas métricas para que a uniao delas seja uma
solucao das equacoes de Einstein. Como veremos, se as curvaturas extrinsecas K,
e K, de S em V™ e V' nao coincidirem, essa hipersupeficie poderd ser interpretada
como o tubo de mundo de uma casca fina de matéria, com tensor de energia-momento
singular.

Antes de apresentarmos as condicoes de junc¢ao, vamos introduzir algumas hipote-
ses e construcoes auxiliares que serao uteis em seguida. Em particular, vamos supor
que as mesmas coordenadas podem ser definidas em ambos os lados de S, e denota-
las por y®. Vamos também supor que podemos definir um sistema de coordenadas
continuo {z*}, em principio distinto de {z/;}, em uma vizinhanga aberta de S.

Entao, construimos uma congruéncia de geodésicas (tipo espago) que intercepta S

*Note que ds®|s = guu|s dztdz” = (gu|s etel) dy*dy® = hap dy®dy®, o que motiva a definigio
de hab~
fVer também a Ref. [79] e as referéncias af para os trabalhos pioneiros sobre o formalismo de

cascas finas.

123



ortogonalmente e denotamos por ¢ a distancia prépria ao longo dessas geodésicas, de
formaque /=0em S, ¢ <0em V™ el >0em VT. Por construgao, o deslocamento
a partir de S ao longo de uma das geodésicas é dado por dz* = n*dl, onde n* é o

vetor unitdrio normal a S, que aponta de V= para V*. Além disso,
n, = oL, (C.1)

de forma que n*n, = 1.

Primeira condicao de juncao: continuidade da métrica induzida

Primeiramente, escrevemos a métrica g,,, no sistema de coordenadas {z*} como

onde ©({) é a distribuicdo de Heaviside e as métricas gi, sa0 expressas NO Sis-
tema de coordenadas {z*}. Nosso objetivo é verificar sob que condigoes a métrica
(C.2) poderia ser obtida como uma soluc¢ao das equagoes de Einstein. Para isso, as
quantidades geométricas como os simbolos de Christoffel e tensores de curvatura,
construidos a partir de (C.2), devem estar bem definidos no sentido distribucional.
Porém, lembrando que dO(¢)/dl = §(¢) e usando a Eq. (C.1), encontramos

DG = @(6)@,;];, + O(=0)0p9,, + 6(O)1pAgus,

onde definimos AA = A(VT)|s— A(V7)|s. Logo, os simbolos de Christoffel conterao
termos proporcionais a O(¢)d(¢), que nao estao definidos como distribui¢oes. Para
eliminarmos esses termos problematicos, devemos impor que a métrica seja continua
ao longo de S, ou seja, Ag,, = 0. Essa condicao vale apenas no sistema de coorde-
nadas {z#}, mas pode ser transformada em uma condi¢ao independente do sistema
de coordenadas se notamos que Ae# = A(dz#/0y*) = 0 (j& que z* sdo continuas
e y* sao as mesmas em VF) e, assim, 0 = (Ag,,)eley = A(guetey). Portanto,
obtemos a condicao

Ahg =0, (C.3)

ou seja, a métrica induzida deve ser a mesma nos dois lados de S. A Eq. (C.3) é

também chamada de primeira condicao de juncao.

Segunda condicao de jungao e tensor de energia-momento superficial
O préximo passo é, entao, o calculo do tensor de Riemann. Com a condicao
(C.3), temos que I, = O(L)T'1L + O(=L)I'F e que

0,10, = O(0)9, T} + O(—0)d,T £ + 6({)n, AT,

pv
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Portanto, o tensor de Riemann é dado por

RZVO‘ = @(K)RZVPU + @<_€)R;15)o' + 5<€>A21/07 (C4>
com
APy =, AT —n AT . (C.5)

Assim, vemos que o tensor de Riemann estd bem definido como uma distribuicao.
Ele possui, porém, uma componente singular, que pode ser interpretada por meio
das equacoes de Einstein como devida a presenca de uma casca fina de matéria em
S. Para vermos isso, notamos que a Eq. (C.4) nos permite escrever o tensor de

Einstein como

1
Gy = 001G, + O(~)G, +3(6) (A~ 5004

onde A, = A7, e A= All. Escrevendo para o tensor de energia-momento
Ty = OO)T,, + (=0T, + 6(£)S,,

vemos que podemos identificar 875, = A,, — g, A/2. Portanto, os termos singu-
lares dos tensores de curvatura podem ser interpretados como devido a presenca de
uma casca fina de matéria em S com tensor de energia-momento superficial S, .
Por fim, é 1til reescrever o tensor Sy, de uma forma mais conveniente. Para
isso, notemos, primeiro, que, uma vez que a métrica g,, ¢ uma funcao continua das
coordenadas x*, sua derivada na direcao tangencial a & também deve ser continua.
Portanto, temos que, se a derivada da métrica for descontinua, ela o deve ser ao

longo da direcao ortogonal a S, ou seja,

A(DpGu) = Ky,

para um certo campo tensorial simétrico x,,. Podemos entao reescrever a expressao

(C.5) em termos de Ky,

1
p — (kP _ P _ p p
A;wa - Q(Hanunl/ ’iynuna I{uon ny + /f/ﬂ/n na)a

e obtemos prontamente as contragoes A, = Af , e A = Al. Portanto, temos que
_ p Py _ _ PO _
1678, = Kpunny, + Kpnny, — knyny, — K — (Kpenn’ — K) g, (C.6)

onde k = kf. Note que S,,n” = 0: o tensor S, é tangente a S. Portanto, podemos
escrevé-lo como

py . Qab_p v
St = 5%eley
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com
v o v cd v
Sap = —Kuehe] — (Kpenn® — K)hgy, = —Keley + %k, elel b,
onde usamos que g = h®ele¥ + nin".

Por outro lado, temos que

1
A(Vyn,) = —n,Al'Y, = 5(/@”, — Kpun)vnf — Kpm,n’.

Logo, podemos calcular a descontinuidade do tensor de curvatura extrinseca, que é

dada por
1
AKqgp = A(Vunu)egez = §/€#V€Z€Z.
Com isso, é direto percebermos que
1
Sap = —— (AKwp — hap AK) . (C.7)

8

Portanto, a segunda condicao de juncao, que garante que a colagem das métricas
seja suave, ¢ que AK,, = 0, ou seja, a curvatura extrinseca deve ser a mesma de
ambos os lados da superficie S. Por outro lado, AK,, # 0 corresponde a presenca

de uma casca fina em S, com tensor de energia-momento
TE = 5(0)S™etey, (C.8)

onde S, ¢ dado na Eq. (C.7).

Nos Caps. 4 e 5, usamos os conceitos acima na construcao de modelos de cascas
esferoidais e com rotacao, nos quais assumimos que as métricas gff,, sao solucoes das
equacoes de Einstein no vacuo. Para mais exemplos e detalhes sobre o formalismo
de cascas finas em RG, ver a Ref. [114].
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