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Resumo

Campos escalares, além de possibilitarem uma descrição efetiva de interações

mais complexas, surgem como extensões interessantes da Relatividade Geral, can-

didatos para matéria escura ou como peças-chave em modelos cosmológicos. Sua

fenomenologia é rica e pode, a prinćıpio, ser acessada por meio de experimentos e

observações. Em particular, configurações astrof́ısicas que seriam estáveis de acordo

com a Relatividade Geral podem se tornar instáveis devido à presença, na Natureza,

de certos campos escalares não minimamente acoplados com a gravitação. Recen-

temente, mostrou-se que essa instabilidade pode se manifestar quanticamente por

meio da amplificação das flutuações quânticas do campo e da densidade de energia

de vácuo. Esse efeito de dominância do vácuo induzida pela gravitação evidencia o

importante papel que podem ter efeitos quânticos em espaços-tempos curvos.

O trabalho apresentado nesta Tese tem como objetivo contribuir para um maior

entendimento desse efeito, em duas frentes principais. Primeiramente, buscamos

esclarecer a relação entre a descrição quântica da instabilidade e a análise clássica

dos modos quasinormais do sistema. Em particular, mostramos como flutuações

quânticas podem ser simuladas por perturbações clássicas com uma amplitude ade-

quada. Em segundo lugar, estudamos a estabilidade de campos não minimamente

acoplados no espaço-tempo de cascas finas esferoidais e com rotação. O obje-

tivo principal desse estudo é caracterizar, em modelos simples, como o espaço de

parâmetros da instabilidade se altera quando relaxamos hipóteses assumidas an-

teriormente, como estaticidade e simetria esférica do espaço-tempo de fundo. A

consideração desses aspectos é motivada principalmente pela possibilidade de se co-

locar v́ınculos sobre os acoplamentos permitidos na Natureza com base em dados

observacionais de estrelas relativ́ısticas. Essas posśıveis implicações observacionais

da instabilidade e sua relação com outros resultados na literatura também são dis-

cutidas neste trabalho.

Palavras Chaves: teoria quântica de campos; instabilidade; campos escalares não

minimamente acoplados.

Áreas do conhecimento: Teoria de Campos; Gravitação e Cosmologia.
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Abstract

Besides serving as effective models for more complex interactions, scalar fields

also arise as interesting extensions of General Relativity, candidates for dark mat-

ter or key ingredients in cosmological models. Their phenomenology is rich and

may, in principle, be tested by experiments and observations. In particular, general-

relativistic stable spacetimes can be made unstable under the presence of certain

nonminimally coupled free scalar fields. It has been shown that this instability may

express itself quantum-mechanically through the amplification of quantum fluctu-

ations and of the vacuum energy density of those fields. This effect of vacuum

dominance induced by gravity illustrates the important role that quantum effects in

curved spacetimes may have.

The work presented in this Thesis aims at contributing to a deeper understanding

of this effect, along two main lines. First, we clarify the relationship between the

quantum approach to instability and the classical analysis of quasinormal modes.

In particular, we show how quantum fluctuations can be simulated by classical

perturbations of a certain amplitude. Second, we study the stability of nonminimally

coupled fields in the spacetime of spheroidal and rotating thin shells of matter, in

order to characterize how the parameter space of the instability changes when we

drop previously assumed assumptions such as staticity and spherical symmetry of

the background spacetime. The consideration of these aspects is mainly motivated

by the possibility of using observational data of relativistic stars to constrain the field

couplings present in Nature. Possible observational implications of the instability

and its relation to other results in the literature are also discussed.
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semiclássicas de Einstein . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14
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Caṕıtulo 1

Introdução

A Relatividade Geral e a Mecânica Quântica são pilares essenciais para o enten-

dimento que temos hoje das interações fundamentais da Natureza. A Relatividade

Geral [135], por um lado, fornece as bases para o modelo padrão atual de astrof́ısica e

cosmologia. Essa teoria, que descreve a gravitação em termos da influência rećıproca

entre campos de matéria e a geometria do espaço-tempo, passou por todos os testes

experimentais já divisados, que incluem a observação da deflexão da luz por corpos

massivos, o efeito Shapiro de dilatação temporal, o avanço do periélio de Mercúrio,

o amortecimento do movimento de sistemas binários devido à emissão de ondas

gravitacionais, etc. [143]. Por outro lado, a Mecânica Quântica (e sua extensão re-

lativ́ıstica, a Teoria Quântica de Campos) é o cerne do Modelo Padrão da f́ısica de

part́ıculas, que unifica a descrição das interações eletromagnética, fraca e forte, e

cuja concordância com dados experimentais chega, em certas medidas (como a da

constante de estrutura fina), até oito algarismos significativos [34, 65].

A Relatividade Geral (RG) e a Mecânica Quântica (MQ) nasceram quase si-

multaneamente, há aproximadamente um século, e em pouco tempo teve ińıcio a

busca por uma teoria de gravitação quântica, que as unificasse em um mesmo ar-

cabouço teórico. Mas quais são as evidências de que a natureza do campo gravita-

cional é mesmo quântica? Há diversos argumentos sugestivos, porém inconclusivos,

que apontam nessa direção∗. Além disso, a existência de teoremas de singulari-

dade em RG clássica — mostrando que singularidades aparecem genericamente em

soluções cosmológicas ou de colapso gravitacional — é geralmente tida como um

indicativo de que a teoria tenha um domı́nio de validade restrito. Porém, uma vez

que a escala de gravitação quântica, dada, por exemplo, pela energia de Planck,

EP ≡ (�c/G)1/2 ≈ 1016 TeV (onde c é a velocidade da luz no vácuo, G é a constante

∗Exemplos são os argumentos de Eppley e Hannah [47] e Page e Geiker [109], que indicam que

(certas) teorias com um campo gravitacional clássico e matéria quântica seriam inconsistentes. Ver

também a Ref. [26] e referências áı.
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de Newton e �, a constante de Planck reduzida), é muitas ordens de magnitude

superior à dos fenômenos mais energéticos a que temos acesso, obter evidências

observacionais da quantização do campo gravitacional é uma tarefa extremamente

dif́ıcil†. Ainda assim, a busca por uma teoria unificada que incorporasse a gravitação

em seu formalismo se estabeleceu, já há muitas décadas, como um dos principais

desafios da F́ısica Teórica. A gravitação parece resistir à quantização por meio das

técnicas que se provaram bem sucedidas no caso das demais interações fundamentais,

e, embora os formalismos de gravitação quântica hoje existentes tenham gerado um

grande corpo de conhecimento, pode-se dizer que ainda hoje não existe uma teoria

completa, convincente e consistente de gravitação quântica.

Portanto, levando em conta que (i) a teoria de gravitação quântica deve promover

uma mudança profunda das noções clássicas de espaço-tempo, que (ii) as candida-

tas que temos hoje são teorias altamente complexas, mas cujas implicações f́ısicas

ainda são pouco compreendidas, e que (iii) dados experimentais ou observacionais

que possam guiar os esforços teóricos ainda são extremamente escassos, torna-se de

grande importância a busca por efeitos sólidos de gravitação quântica a baixas ener-

gias (E � EP ), que possam ajudar na construção dos conceitos essenciais à teoria

mais fundamental.

Teoria Quântica de Campos em Espaços Curvos

Há algumas linhas de pesquisa nessa direção, entre as quais se destaca o programa

de Teoria Quântica de Campos em Espaços Curvos (TQCEC) [19, 58, 136]‡. A

TQCEC consiste no estudo de campos quânticos que se propagam em um espaço-

tempo clássico de fundo, sendo adequada à análise de situações em que é relevante

a natureza quântica dos campos, mas não a da gravitação. O regime estudado

pela TQCEC deve estar presente como um limite da teoria de gravitação quântica,

seja ela qual for, e ao estudá-lo podemos, até certo ponto, obter informações sobre

†Por exemplo, raios cósmicos podem ter energia de até ∼ 106 TeV, enquanto que o maior colisor

de part́ıculas já constrúıdo é capaz de promover colisões com energia de até ∼ 1 TeV. Correções de

gravitação quântica, em geral proporcionais a potências de E/EP (onde E é a escala de energia do

processo em consideração) são, portanto, fortemente suprimidas. Ainda assim, pode ser posśıvel

obter informações observacionais sobre efeitos de gravitação quântica, devido à existência de fatores

de amplificação para essas correções em certos sistemas. Ver, e.g., a Ref. [4] e referências áı para

possibilidades promissoras em fenomenologia de gravitação quântica.
‡Outra linha de investigação particularmente interessante é a aplicação do formalismo de teoria

de campos efetiva à gravitação quântica [24]. Esse formalismo, capaz de lidar com Lagrangeanas

não renormalizáveis, permite o cálculo de correções quânticas à contribuição dominante vinda da

RG (ver, por exemplo, [24, 64, 20]). Claramente, essa descrição efetiva se torna inválida quando a

energia dos processos considerados é da ordem da escala de Planck.
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caracteŕısticas da teoria fundamental subjacente.

Mais especificamente, a TQCEC visa combinar prinćıpios básicos de Relativi-

dade Geral e Teoria Quântica de Campos em um formalismo matemático consis-

tente. Entre os prinćıpios fundamentais da RG, estão a descrição do espaço-tempo

(M,g) em termos de uma variedade diferenciávelM dotada de uma métrica g com

assinatura Lorentziana, sendo a métrica um campo dinâmico cuja evolução é de-

terminada por meio das equações de Einstein. Entre os prinćıpios básicos de TQC

estão a descrição dos campos como operadores satisfazendo certas relações de co-

mutação, e cujos valores esperados em certos estados determinam os observáveis

da teoria. Porém, a construção usual de TQC está intimamente atrelada às pro-

priedades e simetrias do espaço-tempo de Minkowski, e seus conceitos precisam ser

generalizados para que possa ser definida em um espaço-tempo curvo arbitrário.

Em particular, as noções de “vácuo” e “part́ıculas”, que têm grande importância

nas aplicações usuais de TQC, como o cálculo de amplitudes de espalhamento, não

estão dispońıveis em espaços-tempos genéricos. De fato, a não universalidade do

conceito de “part́ıcula” pode ser percebida já no espaço-tempo de Minkowski. Por

exemplo, se um campo está no estado de vácuo do espaço-tempo de Minkowski, um

observador inercial naturalmente não medirá nenhuma part́ıcula; porém, um obser-

vador uniformemente acelerado se sentirá imerso num banho térmico de part́ıculas,

com temperatura proporcional à sua aceleração. Este é o efeito Unruh [132]. Porém,

vale ressaltar que ambos os observadores estarão de acordo sobre as probabilidades

de medirem qualquer observável de campo, e que a discordância sobre o conteúdo

de part́ıculas apenas aponta para a inadequação desse conceito em geral (embora

possa certamente ser útil em situações espećıficas). Em espaços curvos genéricos, há

mais um agravante, pois em geral não existe uma escolha natural para o espaço de

Hilbert no qual os operadores devem atuar§, o que implica que não há um estado de

vácuo privilegiado. Assim, o formalismo de TQCEC deve ter um caráter mais abs-

trato, e pode ser constrúıdo (para campos livres e interagentes) de forma bastante

autoconsistente e geral, por meio, por exemplo, de uma abordagem “algébrica” em

que o ingrediente essencial é a estrutura algébrica dos operadores, e a escolha de

estados é um passo secundário (ver [136, 76] e referências áı).

Dentre os efeitos importantes em TQCEC, vale destacar um com consequências

observacionais, que aparece em cosmologia: na presença de inflação (expansão ex-

§Isso porque existem infinitas representações, sem equivalência unitária, das relações de co-

mutação, e, na ausência de simetrias, não existe critério para privilegiar uma delas como “natural”

em detrimento das demais. No espaço-tempo de Minkowski, uma representação privilegiada existe

com base na exigência adicional de que a representação tenha um estado (o “vácuo”) invariante

por transformações de Poincaré.
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ponencial do fator de escala do universo), as flutuações quânticas de campos no uni-

verso primitivo podem gerar perturbações aleatórias que seriam responsáveis pela

formação de estrutura no universo e gerariam as flutuações de temperatura do es-

pectro de radiação cósmica de fundo [103]. Porém, sem dúvida, o efeito mais para-

digmático descoberto no contexto de TQCEC é o efeito Hawking [70] (ver também

a Ref. [133]). Seguindo o formalismo desenvolvido em trabalhos pioneiros de Parker

[111, 112], Hawking considerou um campo livre, inicialmente no estado de vácuo,

se propagando em um espaço-tempo que descreve o colapso gravitacional para um

buraco negro de Schwarzschild. O resultado do cálculo do número esperado de

part́ıculas no infinito, no futuro assintótico, corresponde à emissão de um corpo ne-

gro com temperatura TH = �κ/2πckB, onde κ é a gravidade superficial (κ = c4/4GM

para um buraco negro de Schwarzschild com massa M) e kB é a constante de Boltz-

mann. O fato de que é posśıvel associar uma temperatura e, consequentemente,

uma entropia a buracos negros permite uma analogia impressionante entre as leis

da mecânica de buracos negros e as leis usuais da termodinâmica [137]. Além disso,

o fato de que buracos negros “emitem” radiação e, consequentemente, evaporam em

um tempo finito, tem implicações (como a “perda de coerência quântica”) que ainda

hoje são alvo de intenso debate.

Efeito de dominância do vácuo induzida pela gravitação

Dentro do contexto de TQCEC, foi proposto, em 2010, um mecanismo (para

“despertar o vácuo”) que evidencia o importante papel que podem ter efeitos quânti-

cos em espaços-tempos curvos, como o de estrelas relativ́ısticas [95, 93]. Os autores

estudaram a dinâmica de campos escalares livres não minimamente acoplados¶,

e mostraram que certas evoluções espaço-temporais podem forçar a densidade de

energia do vácuo de tais campos a sofrer um crescimento exponencial, tornando-se

dominante em relação às componentes clássicas de matéria. Nesse caso, o sistema

é inerentemente instável e deve evoluir para uma nova configuração de equiĺıbrio,

conforme ditado pelas flutuações quânticas do campo. Esse efeito de dominância do

vácuo induzida pela gravitação, discutido de forma bastante geral na Ref. [95], foi

analisado na Ref. [93] no caso particular em que o espaço-tempo de fundo descreve

a formação de uma estrela relativ́ıstica.

Campos escalares não minimamente acoplados surgem em diversos modelos feno-

menológicos, como modelos cosmológicos de inflação (ver, por exemplo, as Refs. [120,

48, 18]), ou em certas classes de teorias tensor-escalar [37], que são generalizações

¶Ou seja, com um termo proporcional a ξRΦ2 na ação que o descreve, onde ξ ∈ � e R é o

escalar de curvatura.
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Figura 1.1: Ilustração do “efeito do despertar do vácuo” na formação de estrelas

relativ́ısticas: um campo inicialmente no estado de vácuo pode experimentar um

crescimento exponencial de suas flutuações quânticas, induzido por certas evoluções

espaço-temporais.

da RG frequentemente usadas para parametrizar posśıveis desvios do comporta-

mento previsto por ela. Campos fundamentais desse tipo não são ingredientes do

Modelo Padrão da f́ısica de part́ıculas, mas poderiam compor o “setor escuro” do

universo, o qual domina a sua composição energética. A instabilidade de certas con-

figurações desses campos em ambientes astrof́ısicos levanta, então, a possibilidade

interessante de se usar observações astronômicas para buscar ind́ıcios da existência

de tais campos na Natureza, ou, alternativamente, descartá-los, limitando as regiões

fisicamente viáveis do espaço de parâmetros das teorias que os empregam. Para isso,

é importante, em particular, um entendimento detalhado do espaço de parâmetros

da instabilidade. Tendo isso em vista, e a fim de generalizar resultados anteriores,

nesta Tese investigamos como esse espaço de parâmetros é alterado quando hipóteses

como estaticidade e simetria esférica do espaço-tempo de fundo são relaxadas. O

entendimento desses aspectos é importante para uma determinação mais precisa de

que campos seriam instáveis no espaço-tempo de estrelas realistas.

Uma vez identificada a instabilidade de vácuo de um certo campo, surge a questão

sobre de que forma o equiĺıbrio é reestabelecido. Embora algumas caracteŕısticas do

estado final da instabilidade tenham sido exploradas — como o fato de que ela deve

genericamente levar à criação de part́ıculas quando um novo estado de equiĺıbrio é

alcançado [87] — uma análise autoconsistente do seu desenvolvimento por meio das

equações semiclássicas de Einstein ainda está em aberto. No entanto, mesmo quando

as sementes da instabilidade são as flutuações quânticas do campo, é conceb́ıvel que
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o estado final do sistema possa conter uma configuração essencialmente clássica, em

que as grandezas relevantes sejam muito maiores do que a escala quântica. Nesta

Tese, discutimos alguns aspectos da relação entre o tratamento quântico e clássico

da instabilidade. Em particular, comparamos o acionamento da instabilidade por

sementes clássicas e quânticas, mostrando como flutuações quânticas podem ser si-

muladas por perturbações clássicas com uma amplitude adequada. Esse resultado

sugere que, se houver diferenças no estado final da instabilidade devido à natureza

quântica ou clássica das sementes iniciais, elas se deverão à evolução não linear

do sistema. Neste trabalho, também revisamos os resultados relevantes existen-

tes na literatura sobre o desenvolvimento clássico da instabilidade de campos não

minimamente acoplados. Dentro da análise clássica, um posśıvel estado final da

instabilidade seria uma configuração em que o campo, inicialmente com amplitude

arbitrariamente pequena, assume um perfil não trivial — um fenômeno conhecido

como “escalarização espontânea” [38]. Tal transição ocorreria no caso em que o

acoplamento ξ entre o campo e o escalar de curvatura é negativo, conforme indicado

por análises de balanço energético [119, 110] e investigações numéricas em teorias

tensor-escalar [107]. Contudo, para valores positivos de ξ, as configurações escalari-

zadas seriam energeticamente desfavorecidas [110] e o estado final da instabilidade

poderia ser, por exemplo, um colapso gravitacional prematuro. Aqui, discutimos a

relevância desses resultados para os v́ınculos atuais sobre campos não minimamente

acoplados, bem como perspectivas futuras de se observar ou descartar campos nessa

classe com base em observações astrof́ısicas.

1.1 Organização da Tese

Esta Tese está organizada da seguinte forma.

No Cap. 2, apresentamos os conceitos fundamentais de Relatividade Geral e Te-

oria Quântica de Campos em Espaços Curvos que formarão a base para a discussão

subsequente. Em particular, analisamos o procedimento de quantização canônica

em espaços-tempos assintoticamente estáticos, e apresentaremos os fundamentos do

mecanismo do “despertar do vácuo”, ou de dominância do vácuo induzida pela

gravitação [95]. Além disso, ilustramos esse efeito no espaço-tempo de estrelas re-

lativ́ısticas estáticas e com simetria esférica, revisando os resultados da Ref. [93].

O caso particular de campos escalares minimamente acoplados é discutido em mais

detalhes e mostramos por que tais campos devem ser estáveis em espaços-tempos

estacionários gerais.

Para aprofundarmos o nosso entendimento sobre o efeito do despertar do vácuo,

voltamos nossa atenção, no Cap. 3, para a análise clássica de estabilidade no con-
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texto de astrof́ısica relativ́ıstica. Estaremos a prinćıpio interessados na estabilidade

dinâmica de uma configuração de equiĺıbrio com respeito a perturbações lineares:

uma configuração será dita dinamicamente estável se todas as grandezas f́ısicas asso-

ciadas a perturbações lineares das quantidades de equiĺıbrio permanecerem limitadas

no tempo. Claramente, a descrição clássica de instabilidade requer que se assuma a

existência de pequenas perturbações, capazes de forçar que o sistema abandone sua

configuração inicial de equiĺıbrio. Por outro lado, mesmo no “mais vazio” dos esta-

dos, a Mecânica Quântica impõe a existência de flutuações inevitáveis proporcionais

a �. No Cap. 3, mostraremos que o “efeito do despertar do vácuo” pode ser visto

como a manifestação quântica da instabilidade de certos sistemas (em particular, de

campos não-minimamente acoplados em ambientes astrof́ısicos), em que as próprias

flutuações quânticas do campo são as sementes da instabilidade. Esse Caṕıtulo se

baseia essencialmente na Ref. [102].

Com o intuito de investigar como o espaço de parâmetros da instabilidade se

altera quando simetrias impostas anteriormente são relaxadas, estudamos, no Cap. 4,

a estabilidade de campos não minimamente acoplados em espaços-tempos estáticos,

mas sem simetria esférica; ao passo que, no Cap. 5, focamos em espaços-tempos

com rotação. Por simplicidade matemática, usaremos como protótipo de objetos

compactos esferoidais e com rotação o modelo de cascas finas de matéria (ver o

Apêndice C para o formalismo geral). Esses modelos serão suficientes a fim de

obtermos resultados interessantes sobre o efeito de desvios da simetria esférica e da

estaticidade sobre o espaço de parâmetros da instabilidade, além de permitirem um

tratamento essencialmente anaĺıtico do problema. Nos Caps. 4 e 5 apresentamos os

resultados obtidos nas Refs. [94] e [101], respectivamente.

Por fim, no Cap. 6, revisamos os principais resultados clássicos e quânticos acerca

do estado final da instabilidade e discutimos as implicações dos dados astronômicos

atuais sobre a existência (ou não) de campos minimamente acoplados na Natureza.

O Cap. 7 é dedicado a conclusões e comentários finais.

Notação

Nesta Tese, adotamos unidades naturais, em que c = G = 1. Além disso,

tomaremos � = 1 exceto quando quisermos deixar expĺıcita a natureza quântica dos

resultados. A notação tensorial e as convenções geométricas adotadas aqui seguem

as Refs. [135, 114].
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Caṕıtulo 2

Teoria Quântica de Campos em Espaços Curvos e

o Efeito do Despertar do Vácuo

A construção da teoria quântica de campos em espaços-tempos curvos (TQCEC)

teve ińıcio no fim da década de 60 [111, 112] e, desde então, foi estabelecido um for-

malismo rigoroso, consistente e geral para descrever a dinâmica de campos quânticos

em espaços-tempos clássicos [19, 58, 136] (ver também a Ref. [76] e referências áı).

Embora o formalismo de TQCEC possua um domı́nio de validade restrito, que é

ditado pela escala em que a natureza quântica da gravitação não pode mais ser ig-

norada, ele pode ser aplicado à descrição de diversos fenômenos de interesse. Neste

Caṕıtulo, vamos introduzir algumas ferramentas essenciais da teoria quântica de

campos livres em espaços curvos, além de apresentar e ilustrar o “efeito do desper-

tar do vácuo” [95, 93].

Considerações gerais sobre os campos de interesse, sobre a geometria espaço-

temporal, sobre o procedimento de quantização e sobre o tratamento da retroação

do campo sobre o espaço-tempo são feitas na Sec. 2.1. Uma vez que, nesta Tese,

os espaços-tempos de fundo de interesse são predominantemente configurações as-

trof́ısicas estáticas ou estacionárias, apresentaremos, na Sec. 2.2, mais detalhes so-

bre o formalismo de quantização em espaços-tempos (assintoticamente) estáticos, de

forma a incorporar a posśıvel existência de modos instáveis. Mais tarde, no Cap. 5,

voltaremos a considerar o caso de espaços-tempos estacionários, mas não estáticos.

Na Sec. 2.3, revisaremos como a instabilidade de certos campos no espaço-tempo de

estrelas relativ́ısticas se manifesta quanticamente como um efeito de dominância do

vácuo induzida pela gravitação [95, 93]. Daremos especial atenção à determinação

do espaço de parâmetros que caracteriza a instabilidade dadas certas hipóteses so-

bre o espaço-tempo de fundo, reproduzindo resultados da Ref. [93]. Em Caṕıtulos

posteriores, examinaremos como esse espaço de parâmetros é alterado quando algu-

mas das hipóteses subjacentes são relaxadas. Alguns comentários gerais concluem e

resumem o Caṕıtulo. O material deste Caṕıtulo é essencialmente de revisão, com a
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exceção da porção final da Sec. 2.3 sobre a estabilidade de campos minimamente aco-

plados, cujos resultados foram parcialmente publicados no Apêndice da Ref. [102],

mas que, por consistência lógica, optamos por apresentar aqui.

2.1 Considerações gerais

2.1.1 Sobre os campos e o espaço-tempo

Em um espaço-tempo (M,g), vamos supor a existência de um campo escalar real

livre Φ, cuja dinâmica é descrita pelo funcional de ação

SΦ[Φ] =

∫
M
d4xLΦ[gμν ,Φ] = −1

2

∫
M
d4x
√−g(∇μΦ∇μΦ + m̃2Φ2 + ξRΦ2), (2.1)

onde g ≡ det(gμν), a integração é sobre toda a variedade M, m̃ = mΦ/� é um

parâmetro relacionado à massa (mΦ) do campo e ξ ∈ � determina o acoplamento

entre o campo e o escalar de curvatura R. A equação de campo que decorre da

variação da Eq. (2.1) com respeito a Φ é a equação de Klein-Gordon

(−�+ m̃2 + ξR)Φ = 0, (2.2)

onde �Φ = ∇μ∇μΦ = (−g)−1/2∂μ[(−g)1/2gμν∂νΦ]. A partir da densidade Lagrangi-

ana LΦ, podemos definir o tensor de energia-momento do campo:

TΦ
μν ≡

2√−g
δ(
√−gLΦ)

δgμν
= (1− 2ξ)∇μΦ∇νΦ + ξRμνΦ

2 − 2ξΦ∇μ∇νΦ

+
4ξ − 1

2

[∇ρΦ∇ρΦ + (m̃2 + ξR)Φ2
]
gμν . (2.3)

A Eq. (2.1) representa um bom funcional de ação em espaços curvos uma vez que é

covariante e tende ao limite correto quando a métrica torna-se plana. Em particular,

se ξ = 0, dizemos que o campo escalar é minimamente acoplado à gravitação. Por

outro lado, se m̃ = 0, o valor ξ = 1/6 também dá origem a uma ação notável por suas

simetrias: nesse caso, as Eqs. (2.1) e (2.2) exibem invariância conforme, ou seja, se

Φ(x) é uma solução da equação de campo em um espaço-tempo com métrica gμν(x),

então Ω(x)−1Φ(x) é solução da equação de campo em um espaço-tempo com métrica

Ω(x)2gμν(x). A propriedade de invariância conforme também é compartilhada pelas

equações de Maxwell, de forma que um campo escalar com acoplamento conforme

é capaz de simular algumas propriedades do campo eletromagnético. O caso geral

de campos escalares não minimamente acoplados (ξ 	= 0) surge em diversos modelos

fenomenológicos, por exemplo, em modelos inflacionários [120, 48, 18] ou em teorias

tensor-escalar (ver Apêndice A). De um ponto de vista mais fundamental, em teorias
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com campos interagentes, um contra-termo proporcional a RΦ2 necessariamente

precisa ser introduzido na ação como consequência da renormalização de tais teorias

[23], motivando assim o estudo da ação (2.1).

Para garantir que a dinâmica gerada pela Eq. (2.2) tenha uma formulação bem

posta como um problema de valor inicial, ou seja, que exista uma solução única

da Eq. (2.2) dadas condições iniciais sobre certas superf́ıcies tridimensionais tipo-

espaço, é necessário que o espaço-tempo tenha boas propriedades causais, em parti-

cular, que seja globalmente hiperbólico [71, 135]. Um espaço-tempo temporalmente

orientado é dito globalmente hiperbólico se possui uma superf́ıcie de Cauchy, Σ; ou

seja, uma superf́ıcie tridimensional tipo-espaço com a propriedade que, se γ : �→M
é qualquer curva causal inextenśıvel, então γ intercepta Σ apenas uma vez. Qual-

quer espaço-tempo globalmente hiperbólico é, topologicamente, um produto direto

M∼= Σ× �, de forma que admite uma foliação em superf́ıcies de Cauchy Σt, sendo

t um parâmetro real. Seja nμ o vetor unitário normal a cada hipersuperf́ıcie na

foliação: nμ ≡ −N∇μt, onde N(x) ≡ (−∇μt∇μt)−1/2 é a função lapso. Note que nμ

é normalizado e tipo-tempo, nμnμ = −1, e aponta “para o futuro” (para o sentido

de t crescente): nμ∇μt = N−1 > 0. Podemos então definir a métrica induzida sobre

Σt como

hμν = gμν + nμnν ,

de forma que hμν atua como um operador de projeção, levando vetores arbitrários

em vetores puramente tipo-espaço. Pode ser conveniente empregar um sistema de

coordenadas {t, xi} (i = 1, 2, 3) tal que nμ∇μx
i = 0, pois a métrica, nessas coorde-

nadas, assume a forma

ds2 = −N2dt2 + hij(x)dx
idxj.

A partir da ação (2.1), podemos definir a densidade de momento Π canonica-

mente conjugada a Φ como

Π(x) ≡ δSΦ

δ(∂tΦ)
=

∂LΦ

∂(∂tΦ)
=
√−gg0μ∇μΦ =

√
hnμ∇μΦ, (2.4)

onde h ≡ det(hμν). O espaço de fase M da teoria clássica é dado pelo conjunto de

pares de funções suaves Φ(x) e Π(x) definidas em Σt0
∗. Pode-se mostrar [71] que, em

um espaço-tempo globalmente hiperbólico, para qualquer par (f0, f1) ∈ M, existe

uma solução única Φ da Eq. (2.2) tal que

Φ|Σt0
= f0, Π|Σt0

= f1.

∗É necessário também que as funções que compõem o espaço de fase decaiam suficientemente

rápido no infinito espacial para que estruturas como a Eq. (2.5) sejam bem definidas.
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Além disso, Φ tem uma dependência causal da fonte, ou seja, seu valor em um ponto

x não muda se f0 e/ou f1 são alteradas fora da interseção de Σt0 com o passado causal

de x.

Por fim, é importante notar que podemos definir uma função real bilinear Ω

como

Ω(Φ1,Φ2) =

∫
Σt

d3x
√
hnμ(Φ2∇μΦ1 − Φ1∇μΦ2), (2.5)

onde Φ1,Φ2 ∈ S e S denota o espaço de soluções da Eq. (2.2) obtidas a partir de

valores iniciais em M. A função Ω é conservada para soluções da Eq. (2.2), ou seja,

seu valor independe da superf́ıcie de Cauchy onde é avaliada†. A forma Ω pode

ser estendida, por linearidade, a soluções complexas da Eq. (2.2), e a partir dela

definimos o “produto interno” de Klein-Gordon como

(Φ1,Φ2)KG ≡ −iΩ(Φ∗1,Φ2) = −i
∫
Σt

d3x
√
hnμ(Φ2∇μΦ

∗
1 − Φ∗1∇μΦ2), (2.6)

onde Φ1,Φ2 ∈ S�. Esse produto interno independe da superf́ıcie de Cauchy onde é

calculado e tem todas as propriedades de um produto escalar, exceto a de positivi-

dade definida.

2.1.2 Sobre o procedimento de quantização

O ponto chave na construção de uma teoria quântica a partir de uma teoria des-

crevendo um sistema clássico é a escolha do espaço de Hilbert de estados, F, e de

operadores auto-adjuntos f̂α : F → F que correspondam aos observáveis clássicos

fundamentais. Essa escolha é guiada pela relação entre parênteses de Poisson —

que equipam o espaço de observáveis clássicos com uma estrutura algébrica — e

comutadores — que cumprem a mesma função para observáveis quânticos‡:

[f̂ , ĝ] = i�{f̂, g}.

No espaço-tempo de Minkowski, o procedimento de quantização segue os seguin-

tes passos. Primeiramente, separamos o espaço de soluções complexas da equação

†Para campos complexos (carregados), a existência dessa “carga” independente do tempo se

deve à existência de uma corrente de Noether conservada, resultante da simetria da ação por

transformações de fase globais.
‡Em geral, os operadores relacionados aos observáveis fundamentais da teoria não são limitados,

o que introduz dificuldades na interpretação das relações de comutação [117]. Isso pode ser evitado

utilizando os operadores unitários (limitados) obtidos pela exponenciação dos operadores auto-

adjuntos fundamentais. As relações de comutação são então equivalentes às relações de Weyl [136].

Essa e outras sutilezas matemáticas envolvendo o procedimento de quantização não serão, porém,

essenciais para os propósitos desta Tese.
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de Klein-Gordon, S�, em dois subespaços, H e H̄, de soluções de frequência posi-

tiva e negativa, respectivamente. É posśıvel verificar que o produto interno (2.6) é

positivo definido em H, de forma que, depois de completarmos H na norma definida

por (, )KG, H constitui um espaço de Hilbert sobre � (o mesmo ocorre para H̄ com

relação ao produto interno −(, )KG). Além disso, temos que, para todo f ∈ H e

ḡ ∈ H̄, (f, ḡ)KG = 0, e que S� = H ⊕ H̄, ou seja, qualquer solução complexa da

Eq. (2.2) pode ser escrita como uma combinação de modos de frequência (e norma)

positiva e negativa. O espaço de Hilbert de estados é então definido como o espaço

de Fock

Fs(H) ≡ �⊕H⊕ (H⊗s H)⊕ (H⊗s H⊗s H)⊕ ...,

onde ⊗s denota o produto tensorial simétrico. Ou seja, um vetor do espaço de Fock

tem a forma Ψ = (c, ψ(1), ψ(2), ψ(3), ...) onde c ∈ �, ψ(1) ∈ H, ψ(2) = ψ1 ⊗s ψ2 =

1/2(ψ1⊗ψ2 +ψ2⊗ψ1), para ψ1, ψ2 ∈ H, e assim sucessivamente. Na construção do

operador de campo Φ̂, utilizaremos operadores de aniquilação e criação, definidos

respectivamente como

â(τ̄)Ψ ≡ ((τ, ψ(1))KG,
√
2τ · ψ(2),

√
3τ · ψ(3), ...), (2.7)

â†(σ)Ψ ≡ (0, cσ,
√
2σ ⊗s ψ

(1),
√
3σ ⊗s ψ

(2), ...). (2.8)

Aqui, τ, σ ∈ H (τ̄ ∈ H̄ é o complexo conjugado de τ) e a notação τ ·ψ(n) representa

a aplicação do produto interno de Klein-Gordon entre τ e a primeira parcela de cada

produto tensorial impĺıcito em ψ(n): por exemplo, para ψ(2) = ψ1 ⊗s ψ2, τ · ψ(2) =

1/2[(τ, ψ1)KGψ2 + (τ, ψ2)KGψ1]. A partir das expressões (2.7) e (2.8), deduz-se que

[â(τ̄), â(σ̄)] = [â†(τ), â†(σ)] = 0, [â(τ̄), â†(σ)] = (τ, σ)KG1̂. (2.9)

O “estado de vácuo” Ψ0 (também denotado por |0〉) é definido pela propriedade

â(τ̄)Ψ0 = 0 para todo τ ∈ H, e corresponde ao vetor normalizado (c, 0, 0, ...). Agora,

seja {uσ(x)} uma base ortonormal de H, tal que

(uσ, uσ′)KG = �δ(σ, σ′),

onde δ(σ, σ′) representa uma função δ de Dirac generalizada§. Então, o conjunto

{uσ(x), ūσ(x)} é uma base sobre S� e o operador Φ̂ pode ser escrito formalmente¶

§Ou seja, f(α) =
∫
dμ(β)f(β)δ(α, β) para qualquer função f , onde dμ(α) é alguma medida no

espaço de ı́ndices, que pode conter tanto uma soma sobre valores discretos quanto uma integral

sobre valores cont́ınuos.
¶Na verdade, Φ̂ deve ser interpretado como uma distribuição que toma valores em operadores.

O fato de que Φ̂ deve ser entendido no sentido distribucional e, portanto, não possui valor bem

definido em um ponto x, se expressa na Eq. (2.10) como uma integral (ou soma) não convergente

do lado direito da igualdade. Ainda assim, a expressão é formalmente correta e frequentemente

útil.
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como

Φ̂(x) =

∫
dμ(σ)[uσ(x)âσ + ūσ(x)â

†
σ], (2.10)

onde âσ ≡ â(ūσ), â
†
σ ≡ â†(uσ) e dμ(σ) é uma medida sobre o espaço de ı́ndices σ.

Note que estamos utilizando (aqui e em praticamente toda a Tese) a “representação

de Heisenberg”, em que o estado do campo independe do tempo e são os observáveis

que evoluem. A expansão (2.10), junto com as relações (2.9), são compat́ıveis com

as relações canônicas de comutação para Φ̂ e Π̂:

[Φ̂(t,x), Φ̂(t,x′)]Σt =[Π̂(t,x), Π̂(t,x′)]Σt = 0,

[Φ̂(t,x), Π̂(t,x′)]Σt =i�δ
3(x,x′). (2.11)

Em Mecânica Quântica, a álgebra definida pelas relações de comutação entre q̂

e p̂ (os operadores associados a coordenadas generalizadas e momentos conjugados)

tem uma representação irredut́ıvel única a menos de equivalência unitária. Isso é

garantido pelo teorema de Stone-von Newmann (ver, e.g., a Ref. [124]), e significa

que, para quaisquer duas representações das relações de comutação, (F, f̂α) e (F
′, f̂ ′α),

existe um operador unitário U : F → F′ tal que U−1f̂ ′αU = f̂α, o que garante que

diferentes representações dão origem a teorias fisicamente equivalentes. Porém, um

ingrediente essencial para esse resultado é que o espaço de fase da teoria clássica te-

nha dimensão finita. Em teorias de campos, por outro lado, em geral representações

distintas das relações de comutação não serão unitariamente equivalentes.

Por exemplo, na descrição acima da quantização no espaço-tempo de Minkowski,

a prinćıpio podeŕıamos escolher como o espaço de Hilbert H qualquer subespaço

de S� tal que (i) S� = H ⊕ H̄, (ii) com (, )KG positivo definido em H e (iii)

(f, ḡ)KG = 0 para todo f ∈ H e ḡ ∈ H̄. Diferentes escolhas de H em geral dão

origem a representações não unitariamente equivalentes das relações de comutação

(2.11). No entanto, no espaço-tempo de Minkowski, existe um critério extra, oriundo

da invariância da teoria clássica por translações temporais, que dá origem a uma

representação “privilegiada”, na qual H é escolhido como o subespaço de soluções

complexas da equação de Klein-Gordon que têm frequência positiva com relação ao

tempo de Minkowski. O estado de vácuo dessa representação tem a propriedade

adicional de ser o estado fundamental do Hamiltoniano.

Porém, em espaços curvos arbitrários, a ausência de simetrias que permitam pri-

vilegiar uma representação em detrimento das demais impede que o procedimento

de quantização em Minkowski possa ser consistentemente adaptado e empregado.

Ainda assim, a quantização de um campo escalar Φ, obedecendo a Eq. (2.2) em um

espaço-tempo globalmente hiperbólico, pode ser feita de forma consistente e geral por

meio, por exemplo, de uma abordagem “algébrica” [136, 63]. A estratégia empregada

13



é partir da definição de uma álgebra apropriada de observáveis quânticos, que incor-

pore as propriedades f́ısicas relevantes e propriedades algébricas como as relações de

comutação. Só então se definem os estados, como funcionais que atuam na álgebra

de observáveis, e que podem ser interpretados como responsáveis por determinar

os “valores esperados” dos observáveis. Dessa forma, o formalismo algébrico per-

mite tratar em pé de igualdade todos os estados, inclusive aqueles que decorrem

de construções distintas e sem equivalência unitária da teoria, e oferece uma for-

mulação satisfatória da teoria quântica de campos em espaços-tempos globalmente

hiperbólicos gerais. Contudo, em alguns espaços-tempos de interesse, podemos abrir

mão do formalismo geral em prol da adaptação das técnicas usuais de quantização

no espaço-tempo de Minkowski. Esse é o caso, por exemplo, de espaços-tempos

(assintoticamente) estáticos ou estacionários, que discutiremos na Sec. 2.2.

2.1.3 Sobre o operador tensor de energia-momento e as equações se-

miclássicas de Einstein

Além do operador campo, Φ̂, outro observável de particular interesse é obtido a

partir do tensor de energia-momento a ele associado. Classicamente, sabemos que

a matéria se acopla ao campo gravitacional por meio de seu tensor de energia-

momento. Para campos de matéria descritos por uma ação Sm, definimos Tm
μν =

−(2/√−g)δSm/δg
μν [para um campo escalar real, TΦ

μν é dado na Eq. (2.3)]. A ação

total do sistema é dada por SEH + Sm, onde SEH é a ação de Einstein-Hilbert,

SEH[g] ≡ 1

16π

∫
M
d4x
√−gR, (2.12)

que descreve a dinâmica do campo gravitacional. Ao impormos que a ação total

SEH + Sm seja estacionária com respeito a pequenas perturbações da métrica, obte-

mos as equações de Einstein,

Gμν = 8πTm
μν , (2.13)

onde Gμν é o tensor de Einstein. Portanto, o tensor de energia-momento da matéria

surge como a fonte do campo gravitacional.

Embora nossa discussão até agora sobre a teoria quântica de campos em espaços-

tempos curvos tenha assumido tacitamente uma geometria espaço-temporal fixa,

é de se esperar que o campo quântico retroaja sobre o espaço-tempo, e que isso

ocorra via seu tensor de energia-momento. Portanto, em analogia com a abordagem

semiclássica em Eletrodinâmica — em que o campo eletromagnético clássico gerado

por fontes quânticas é descrito pela equação semiclássica de Maxwell, ∇μFμν =
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−4π〈ĵν〉 — definimos as equações semiclássicas de Einstein como

Gμν = 8π〈T̂Φ
μν〉, (2.14)

onde o valor esperado do tensor de energia-momento do campo no estado de interesse

aparece como um termo de fonte para o campo gravitacional clássico. Essas equações

devem ser aproximadamente válidas enquanto o raio de curvatura do espaço-tempo

for muito maior que o comprimento de Planck, enquanto as flutuações da geometria

espaço-temporal em torno de seu valor “médio” forem despreźıveis e se as flutuações

do tensor de energia-momento no estado de interesse forem muito menores que seu

valor médio 〈T̂Φ
μν〉 [53, 86, 6]. Do ponto de vista mais fundamental, a Eq. (2.14) surge,

por exemplo, a partir dos seguintes procedimentos: (i) expandindo uma métrica e

um campo escalar quânticos ao redor do espaço-tempo de Minkowski e calculando

as equações de movimento para a métrica, mantendo apenas diagramas de ńıvel de

árvore para os grávitons e diagramas de até 1 loop para o campo escalar (ver, por

exemplo, a Ref. [80]); (ii) considerando a interação da gravitação com N campos

escalares desacoplados em uma teoria quântica e tomando o limite N → ∞ [68];

(iii) por meio de manipulações formais da equação de Wheeler-DeWitt no regime

adequado [82]; entre outros.

O observável quântico T̂Φ
μν pode, em prinćıpio, ser obtido pela substituição formal

de Φ pelo operador de campo Φ̂. Porém, como notamos na discussão da Eq. (2.10),

o operador quântico de campo deve ser entendido no sentido distribucional. Conse-

quentemente, a expressão obtida para T̂Φ
μν pelo procedimento acima é apenas formal,

já que é quadrática no campo e sabemos que operações não lineares em distribuições,

como produtos, não têm sentido matemático bem definido. Essa dificuldade na

definição de T̂Φ
μν se traduz em resultados divergentes para o cálcuo ingênuo de va-

lores esperados do tensor de energia-momento [19]. De fato, essas dificuldades no

cálculo de 〈T̂Φ
μν〉 aparecem já na construção usual da teoria quântica de campos em

Minkowski: substituindo a expansão em modos (2.10) na Eq. (2.3), obtemos uma

contribuição divergente vinda da soma das energias de vácuo da coleção infinita de

osciladores harmônicos que compõem o campo. Uma vez que em f́ısica não gra-

vitacional o valor absoluto da energia não é uma quantidade mensurável (apenas

diferenças de energia o são), em espaços-tempos planos esse problema é facilmente

contornado pela prescrição de ordenamento normal, que efetivamente corresponde

a tomar 〈0|T̂Φ
μν |0〉 = 0. Porém, esse procedimento não pode ser generalizado direta-

mente para espaços-tempos curvos, uma vez que o valor absoluto da energia passa

então a ser mensurável, já que afeta o espaço-tempo. Procedimentos de renorma-

lização mais elaborados precisam então ser adotados (ver as Refs. [44, 19, 136] para

discussões gerais e, e.g., [23, 75, 5, 99] para aplicações espećıficas). Em 1977, Wald
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mostrou [134] (ver também a Ref. [136]) que procedimentos de renormalização que

satisfazem um certo conjunto de axiomas gerais dão origem a um valor de 〈T̂Φ
μν〉, em

estados “f́ısicos”, que é único a menos de termos que dependem localmente da geo-

metria de fundo e podem ser absorvidos em constantes como a constante de Newton

e a constante cosmológica. Porém, embora em prinćıpio 〈T̂Φ
μν〉 possa ser calculado,

o cálculo da retroação do campo sobre o espaço-tempo por meio da Eq. (2.14) se

depara com diversas sutilezas e dificuldades adicionais [136, 51] e a evolução auto-

consistente das equações semiclássicas de Einstein e da equação de campo persiste

como um tema amplamente em aberto.

2.2 Teoria Quântica de Campos em espaços-tempos estáticos

Nesta Seção, analisaremos com um pouco mais de detalhes o procedimento de quan-

tização em espaços-tempos estáticos, de forma a incorporar a posśıvel existência de

modos instáveis. Antes, porém, vamos revisar algumas noções básicas sobre estati-

cidade.

Um espaço-tempo globalmente hiperbólico (M,g) é dito estacionário se possui

um campo de Killing tipo-tempo ξμ, que, por definição, obedece £ξgμν = 0, ou,

equivalentemente,

∇μξν +∇νξμ = 0. (2.15)

O campo de Killing ξμ é, portanto, o gerador da isometria que representa a simetria

do espaço-tempo por translações temporais. Em particular, em um espaço-tempo

estacionário coberto por um sistema de coordenadas x = (t, xi) tal que ξμ = δμ0 ,

as componentes métricas independem da coordenada t: ∂tgμν = 0. Se, além disso,

existe uma hipersuperf́ıcie Σ que é ortogonal às órbitas da isometria gerada por ξμ,

então o espaço-tempo é dito estático. Pelo teorema de Frobenius, isso é equivalente

a exigir que ξμ satisfaça ξ[μ∇νξρ] = 0 (ver Apêndice B de [135]). No sistema de coor-

denadas definido acima, essa condição implica g0i = 0, sendo equivalente, também,

à exigência de invariância por inversão temporal (t→ −t). O elemento de linha de

um espaço-tempo estático pode, portanto, ser escrito na forma

ds2 = N2(−dt2 + γij(�x)dx
idxj), (2.16)

onde N = N(�x) > 0, hij = N2γij é a métrica espacial tridimensional induzida em Σ

e �x ≡ (x1, x2, x3). Um espaço-tempo (M,g) é dito estacionário/estático no passado

se ele possui uma superf́ıcie de Cauchy Σ cujo passado é isométrico ao passado de

uma superf́ıcie de Cauchy Σ′ em algum espaço-tempo estacionário/estático (M′,g′).

Critérios semelhantes definem espaços-tempos estacionários/estáticos no futuro e

espaços-tempos assintoticamente estacionários ou estáticos (no passado ou futuro).
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Neste Caṕıtulo, estamos interessados em investigar a manifestação quântica da

instabilidade de campos descritos pela Eq. (2.1) em certos espaços-tempos estáticos,

como aquele que descreve uma estrela sem rotação em equiĺıbrio. No entanto, não

é f́ısico supor que um espaço-tempo que induz a instabilidade de um campo da

Natureza possa ser bem descrito por uma métrica globalmente estática. De fato, é

mais razoável considerar que o espaço-tempo evolui de (i) uma configuração inicial

que não desperta a instabilidade do campo, para (ii) uma que a desperta. Em

particular, podemos assumir que as configurações (i) e (ii) são estáticas, pelo menos

assintoticamente; por exemplo, assumir que uma estrela em equiĺıbrio se forma a

partir do colapso gravitacional de uma nuvem de gás, que, no passado assintótico, é

bem descrita por uma métrica aproximadamente plana. É claro que a configuração

(ii), que assumimos que desperta a instabilidade de um campo f́ısico, tampouco

pode permanecer estática: o campo deve forçá-la a evoluir para um novo estado de

equiĺıbrio onde o sistema como um todo seja estável. Na maior parte desta Tese,

porém, focaremos na descrição da instabilidade, sem levar em conta a retroação do

campo sobre o espaço-tempo. Comentários a respeito desse último aspecto são feitos

no Cap. 6.

Em um espaço-tempo que, no passado (possivelmente assintótico), é estático e

não induz instabilidade em nenhum campo, a construção da teoria quântica pode

ser feita por meio do mapeamento de elementos constrúıdos no espaço-tempo glo-

balmente estático (M′, g′μν) isométrico àquela região. Em particular, pode-se cons-

truir o espaço de estados do campo, Fs(Hin), de forma análoga ao procedimento

em espaços planos descrito na Sec. 2.1. Essa construção é privilegiada no sentido

descrito na Sec. 2.1 e, na região estática, tem uma interpretação natural em termos

de part́ıculas. Porém, veremos que algumas dificuldades se apresentam ao tentar-

mos empregar o mesmo procedimento de quantização para definir o espaço de Fock

Fs(Hout) na região do futuro em que o espaço-tempo é estático mas induz a insta-

bilidade dos campos. Aı́, a interpretação em termos de part́ıculas não mais estará

dispońıvel, e a prinćıpio não haverá um critério óbvio para privilegiar uma das cons-

truções posśıveis. Embora seja posśıvel construir mais rigorosamente uma teoria

quântica de campos instáveis em espaços-tempos (globalmente) estáticos‖ [92], essa

questão não será tão importante para os nossos propósitos: aqui, o estado do campo

será definido no passado assintótico como um vetor em Fs(Hin), e estaremos in-

‖Um problema semelhante surge na quantização de campos carregados sujeitos a um potencial

eletrostático independente do tempo. Se o potencial é suficientemente forte, haverá modos instáveis,

conforme descoberto em 1940 por Shiff, Snyder e Weinberg [121] (sendo chamado, assim, de “efeito

SSW”). A quantização desses modos, nesse contexto, é descrita por Schoer e Swieca na Ref. [123]

e por Schroer na Ref. [122]. Ver também o Apêndice da Ref. [58].
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teressados na evolução dos valores esperados dos observáveis quânticos quando a

instabilidade é acionada. Vamos, agora, tornar mais concreta essa discussão.

Seja um campo escalar governado pela ação (2.1) e definido em um espaço-

tempo estático, com métrica (2.16). Como estamos interessados em espaços-tempos

astrof́ısicos, vamos assumir também que a métrica (2.16) é assintoticamente plana,

ou seja, que no infinito espacial as componentes métricas se aproximam das de Min-

kowski em algum sistema de coordenadas. A equação de Klein-Gordon, Eq. (2.2),

pode ser reescrita da forma

− ∂2Φ̃

∂t2
= [−Δ+ Veff(�x)]Φ̃, (2.17)

onde Φ̃ ≡ NΦ, Δ é o operador de Laplace associado a γij: Δf ≡ 1√
γ
∂i(
√
γγij∂jf),

com γ ≡ det(γij), e o potencial efetivo é dado por

Veff(�x) = N−1ΔN +N2(m̃2 + ξR). (2.18)

A Eq. (2.17) pode ser resolvida por separação de variáveis, o que nos motiva a

estudar soluções com a forma

ũωσ(t, �x) = Fωσ(�x)e
−iωt, (2.19)

onde Fωσ(�x) satisfaz

[−Δ+ Veff(�x)]Fωσ(�x) = ω2Fωσ(�x) (2.20)

e o ı́ndice σ rotula soluções distintas da Eq. (2.20). Note que as soluções ũωσ(t, �x)

obedecem £ξũσ(t, �x) = −iωũσ(t, �x) e sua forma é motivada, portanto, pela presença

do campo de Killing ξμ.

A Eq. (2.20) é uma equação de autovalor para o operador −Δ + Veff(�x), que

é hermitiano em L2(Σt,
√
γd�x), o conjunto de funções complexas de quadrado in-

tegrável com relação à medida
√
γd�x. Portanto, seus autovalores são reais, ω2 ∈ �.

No entanto, não necessariamente ω2 > 0 e um espectro negativo é em prinćıpio

posśıvel se o potencial (2.18) for suficientemente negativo. Além disso, autovetores

com autovalores distintos (ω2 	= ω′2) são ortogonais, pois, usando a Eq. (2.20), temos

(ω′2 − ω2)

∫
Σt

d�x
√
γF ∗ωσ(�x)Fω′σ′(�x) = 0. (2.21)

A ortogonalidade dos autovetores Fωσ(�x) e uma escolha natural de normalização são

contemplados pela fórmula∫
Σt

d�x
√
γF ∗ωσ(�x)Fω′σ′(�x) = [δ(ω, ω′) + δ(ω,−ω′)]δ(σ, σ′).
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Para soluções uωσ(t, �x) = N−1ũωσ(t, �x) da Eq. (2.2), podemos calcular o produto

interno de Klein-Gordon, Eq. (2.6), e obtemos:

(uωσ, uω′σ′)KG = ei(ω
∗−ω′)t(ω∗ + ω′)[δ(ω, ω′) + δ(ω,−ω′)]δ(σ, σ′).

Consequentemente,

(uωσ, uω′σ′)KG = 2ωδ(ω, ω′)δ(σ, σ′), se ω é real,

(uωσ, uω′σ′)KG = −2iΩδΩ,−Ω′δ(σ, σ′), se ω = iΩ (ω′ = iΩ′) é imaginária,

onde levamos em conta que o espectro de “frequências imaginárias” é discreto. Ve-

mos, portanto, que modos de frequência real são ortogonais entre si com relação ao

produto interno de Klein-Gordon e possuem norma não nula (para ω 	= 0), com sinal

determinado pelo sinal de ω. Além disso, são ortogonais aos modos de “frequência

imaginária”. Por outro lado, modos de “frequência imaginária” ω = iΩ têm norma

(de Klein-Gordon) nula e projeção não nula sobre modos com “frequência” ω′ = −iΩ.
De forma alternativa, podemos definir

v(+)
ωσ =

√
�

2ω

e−iωt

N(�x)
Fωσ(�x), v(−)ωσ =

(
v(+)
ωσ

)∗
, (2.22)

para ω > 0, e

w
(+)
Ωσ =

√
�

4Ω

eiβσ(eΩt−iασ + e−Ωt+iασ)√
sin(2ασ)N(�x)

FΩσ(�x), w
(−)
Ωσ =

(
w

(+)
Ωσ

)∗
, (2.23)

para ω = iΩ, Ω > 0 e ασ ∈ (0, π/4]. Nos referiremos aos modos exponencialmente

crescentes w
(±)
Ωσ como taquiônicos, por estarem associados à presença de uma “massa

efetiva negativa” no potencial Veff, emprestando um termo frequentemente usado

em cosmologia (ver, e.g., a Ref. [49]). Note que os modos taquiônicos (2.23) não

são mais autoestados de frequência com respeito a i£ξ e representam uma classe de

soluções parametrizadas pelas constantes ασ e βσ. Em particular, em [93, 95], foram

tomados βσ = 0 e ασ = π/12. Para os modos definidos nas Eqs. (2.22) e (2.23),

obtemos

(v(±)ωσ , v
(±)
ω′σ′)KG = ±� δ(ω, ω′)δ(σ, σ′),

(w
(±)
Ωσ , w

(±)
Ω′σ′)KG = ±� δΩΩ′δ(σ, σ′),

(v(±)ωσ , w
(±)
Ω′σ′)KG = (v(±)ωσ , w

(∓)
Ω′σ′)KG = 0. (2.24)

Portanto, o conjunto {v(+)
ωσ , w

(+)
ωσ } e seu complexo conjugado, {v(−)ωσ , w

(−)
ωσ }, for-

mam uma base ortonormal para o espaço de soluções complexas da Eq. (2.17). Além

disso, o produto interno de Klein-Gordon é positivo definido no espaço gerado por
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{v(+)
ωσ , w

(+)
ωσ }. Assim, analogamente à Eq. (2.10), escrevemos formalmente o operador

campo na forma∗∗

Φ̂ =
∑
σ

∫
dμ(ω)[b̂ωσv

(+)
ωσ (x) + b̂†ωσv

(−)
ωσ (x)] +

∑
σ,Ω

[ĉΩσw
(+)
Ωσ (x) + ĉ†Ωσw

(−)
Ωσ (x)], (2.25)

onde
∫
dμ(ω) pode representar tanto uma integral sobre um espectro cont́ınuo de

frequências (se ω > m̃) quanto uma soma sobre valores discretos (se ω < m̃) [29].

As relações de comutação (2.11) para o campo se traduzem em

[b̂ωσ, b̂
†
ω′σ′ ] = δ(ω, ω′)δ(σ, σ′), [ĉΩσ, ĉ

†
Ω′σ′ ] = δΩΩ′δ(σ, σ′) (2.26)

e demais comutadores nulos [ver Eq. (2.9)], uma vez que os modos obedecem à

Eq. (2.24). O estado de “vácuo” |0〉 é definido como aquele que satisfaz b̂ωσ|0〉 =
ĉΩσ|0〉 = 0 para todos os valores de ω, Ω e σ.

Note, porém, que para cada escolha de (ασ, βσ) na Eq. (2.23), obtemos uma cons-

trução distinta do espaço de estados do campo e, em particular, uma redefinição do

“estado de vácuo”. Por outro lado, na ausência de modos taquiônicos, a repre-

sentação obtida pelo procedimento acima é fisicamente privilegiada, no sentido que

o estado de vácuo |0〉 é o estado fundamental do Hamiltoniano. Para que isso fique

expĺıcito e para ganharmos uma intuição maior sobre o significado da quantização de

modos taquiônicos, vamos considerar, seguindo a Ref. [87], o operador Hamiltoniano

constrúıdo a partir da quantidade clássica

H ≡
∫
Σt

dΣnμξνTΦ
μν , (2.27)

onde dΣ ≡ d3x
√
h = d3xN3√γ, nμ = N−1δμ0 é o campo vetorial unitário ortogonal

a Σt, ξ
μ = δμ0 é campo de Killing tipo-tempo e TΦ

μν é o tensor de energia-momento

definido na Eq. (2.3). Note que, em um espaço-tempo estacionário,

∇μ(ξνT
μν
Φ ) = 0, (2.28)

o que decorre da conservação local do tensor de energia-momento, ∇μT
μν
Φ = 0, e da

Eq. (2.15). Integrando a Eq. (2.28) em um volume delimitado por duas superf́ıcies

de Cauchy Σt1 e Σt2 , e utilizando o teorema de Gauss [114], conclúımos que a

quantidade H na Eq. (2.27) é conservada (ou seja, não depende da escolha de Σt),

podendo ser interpretada como a energia total do sistema.

∗∗Ver o Apêndice da Ref. [58] para a quantização de modos de norma (e frequência) nula, que

não foram inclúıdos nessa expressão.
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Considere então a expressão obtida a partir de Eq. (2.27) pela substituição formal

de Φ na Eq. (2.3) por Φ̂. Utilizando a expressão (2.25) para o campo, obtemos:

Ĥ =

∫
Σt

dΣN−1T̂00 =
∑
σ

∫
dμ(ω)Ĥσ(ω) +

∑
σ,Ω

ĤΩσ (2.29)

onde

Ĥσ(ω) ≡ 1

2
ω
(
b̂†ωσ b̂ωσ + b̂ωσ b̂

†
ωσ

)
= ω

(
b̂†ωσ b̂ωσ +

1

2

)
(2.30)

e

ĤΩσ ≡ − Ω

2 sin(2ασ)

[
cos(2ασ)

(
ĉΩσ ĉ

†
Ωσ + ĉ†Ωσ ĉΩσ

)
+ e2iβσ ĉΩσ ĉΩσ + e−2iβσ ĉ†Ωσ ĉ

†
Ωσ

]
.

(2.31)

Vemos que o operador Ĥσ(ω) corresponde à expressão usual para o Hamiltoniano

de uma coleção de osciladores harmônicos, associados aos graus de liberdade do

campo [19]. Em particular, na ausência de modos taquiônicos, o estado de vácuo

|0〉 definido por b̂ωσ|0〉 = 0 é o estado fundamental do Hamiltoniano Ĥ. Note que a

contribuição de Ĥσ(ω) para a energia de vácuo, 〈Ĥ〉, é divergente, devido à soma de

modos com energia arbitrariamente alta (“divergência ultravioleta”), e só se torna

finita após o procedimento de renormalização (veja o final da Sec. 2.1).

Para interpretarmos melhor o significado de ĤΩσ, vamos assumir, por simplici-

dade, o caso ασ = π/12 e βσ = 0 e definir os operadores “posição” e “momento”

como

q̂Ωσ ≡
√

�

2ΩC

(
ĉ†Ωσ + ĉΩσ

)
, p̂Ωσ ≡ i

√
�ΩC

2

(
ĉ†Ωσ − ĉΩσ

)
, (2.32)

onde C ≡ 2−√3. Note que q̂Ωσ e p̂Ωσ satisfazem relações canônicas de comutação:

[q̂Ωσ, p̂Ω′σ′ ] = i�δΩΩ′δσσ′ e demais comutadores nulos. Em termos dessas quantidades,

a Eq. (2.31) fica

ĤΩσ =
1

2

(
p̂2Ωσ − Ω2q̂2Ωσ

)
, (2.33)

e ĤΩσ pode ser interpretado como o Hamiltoniano de um “oscilador harmônico inver-

tido” [13]. Contrariamente ao operador Ĥσ(ω), que dá uma contribuição positivo-

definida para o valor esperado do Hamiltoniano independentemente do estado do

campo, o operador ĤΩσ dá uma contribuição negativa para alguns estados. Em

particular, para estados |Ψ〉 satisfazendo ĉ†Ωσ ĉΩσ|Ψ〉 = n|Ψ〉, n ∈ �, temos [87]

〈Φ|ĤΩσ|Ψ〉 = −
√
3(1/2 + n)Ω < 0,

que pode ser arbitrariamente negativo para valores suficientemente grandes de n, o

que reflete o fato de que o operador ĤΩσ é ilimitado inferiormente. Portanto, na
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presença de modos taquiônicos, o Hamiltoniano não possui um estado fundamental

(que merecidamente possa ser chamado de vácuo), embora o valor 0 faça parte do

espectro (cont́ınuo) de energia.

Os operadores q̂Ωσ e p̂Ωσ na Eq. (2.32) são o ponto de partida para o procedimento

de quantização proposto em [123, 122] (ver também o Apêndice de [58]): os autores

sugerem considerar como o espaço de Hilbert da teoria o produto tensorial do espaço

de Fock Fs(He) (onde He ∈ S� é o espaço gerado pelos modos estáveis v
(+)
ωσ ) com

um espaço apropriado de funções onde os operadores q̂Ωσ e p̂Ωσ atuem. Porém,

como discutido no começo desta Seção, em toda esta Tese estaremos interessados

em espaços-tempos que evoluem de (i) uma configuração na qual não há modos

taquiônicos do campo, para (ii) outra em que eles estão presentes. Sendo assim, o

estado do campo pode ser definido na fase estável e a evolução dos valores esperados

dos observáveis de campo pode ser calculada, durante a fase instável, utilizando a

expressão (2.10). Em particular, se o campo está no estado de vácuo definido em

(i), então o valor esperado de seu tensor de energia-momento sofrerá um aumento

exponencial na fase instável (ii). Este “despertar do vácuo” é o que ilustramos agora

em uma configuração espaço-temporal espećıfica.

2.3 Despertando o vácuo em estrelas relativ́ısticas

Para ilustrarmos como a gravitação pode induzir a dominância do vácuo de um

campo livre sobre as componentes clássicas de matéria, vamos considerar, seguindo

as Refs. [95, 93] um espaço-tempo cuja geometria satisfaz as seguintes condições:

ds2 ∼
⎧⎨⎩−dt2 + d�x2, no passado,

−e2Ξ(r)dt2 + e2Λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), no futuro.
(2.34)

Ou seja, a métrica é plana no passado assintótico e estática e esfericamente simétrica

no futuro assintótico. Além disso, vamos assumir que o espaço-tempo é assintotica-

mente plano e que não possui singularidades de nenhum tipo, e tampouco horizonte

de eventos ou de Cauchy. Em particular, supomos que Ξ(r) e Λ(r) são funções

cont́ınuas e limitadas, com Ξ(r)
r∼0∼ r2, Ξ(r)

r→∞→ 0 e igualmente para Λ(r). A

métrica (2.34) pode representar, por exemplo, a situação em que matéria inici-

almente difusa colapsa gravitacionalmente para formar uma estrela esfericamente

simétrica e estática de acordo com a Relatividade Geral (por exemplo, uma estrela

de nêutrons). Nesta Seção, analisaremos esse cenário. Para isso, assumiremos que a

matéria que compõe a estrela final é bem descrita por um fluido perfeito, com tensor

de energia-momento

Tμν = ρuμuν + p(gμν + uμuν), (2.35)
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onde uμ é o campo vetorial unitário que representa a quadrivelocidade dos elementos

de fluido: uμ = e−Ξ(r)δμ0 no interior da estrela. As funções ρ(r) e p(r) são, respec-

tivamente, a densidade de energia e a pressão do fluido medidas em seu referencial

de repouso. Por meio das equações de Einstein, podemos determinar as compo-

nentes métricas Ξ(r) e Λ(r) que caracterizam a geometria gerada por (2.35) [135]:

denotando por Rs o raio da estrela, temos que, para r ≤ Rs,

dΞ

dr
=
m(r) + 4πr3p(r)

r[r − 2m(r)]
, e2Λ(r) =

(
1− 2m(r)

r

)−1
, (2.36)

onde

m(r) ≡ 4π

∫ r

0

ρ(r′)r′2dr′, (2.37)

e, para r ≥ Rs,

e2Ξ(r) = e−2Λ(r) = 1− 2M/r, (2.38)

onde M = m(Rs) é a massa total da estrela. Além disso, as equações de Einstein

fornecem uma relação adicional, conhecida como equação de Tolman-Oppenheimer-

Volkoff (TOV), que é necessária para o equiĺıbrio hidrodinâmico do fluido:

dp

dr
= −(p+ ρ)

m(r) + 4πr3p

r[r − 2m(r)]
. (2.39)

Para a caracterização completa do espaço-tempo de uma estrela esfericamente simé-

trica e estática, é necessário ainda fornecer a forma funcional de ρ(r), ou, alterna-

tivamente, uma equação de estado, por exemplo com forma p = p(ρ), que descreva

a matéria que compõe o fluido. Neste Caṕıtulo, empregaremos dois perfis de densi-

dade, seguindo a Ref. [93]:

ρ(r) = ρc e ρ(r) = ρc(1− r2/R2
s). (2.40)

O primeiro corresponde à suposição de densidade uniforme, ou fluido incompresśıvel,

que dá origem ao modelo mais simples, embora pouco realista, para objetos com-

pactos. Nesse caso, a métrica pode ser obtida analiticamente [135]. O segundo cor-

responde a um perfil parabólico de densidade, que ainda possibilita uma expressão

anaĺıtica para a métrica [130], e é vantajoso por aproximar equações de estado mais

realistas [89]. Para uma revisão sobre os v́ınculos atuais e perspectivas futuras sobre

a equação de estado de estrelas de nêutrons, ver, por exemplo, a Ref. [88].

No espaço-tempo descrito pela Eq. (2.34), introduzimos um campo escalar Φ

obedecendo a Eq. (2.2) e seguimos o procedimento de quantização descrito nas Seções

anteriores. Em particular, o operador campo Φ̂ pode ser escrito como

Φ̂ =

∫
d3k[â
ku

(+)

k

(x) + â†
ku
(−)

k

(x)], (2.41)
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onde {u(±)
k
} é uma base de soluções ortonormais da Eq. (2.2) e que, no passado

assintótico, têm a forma

u
(±)

k

(x)
passado∼

√
�

16π3ω
k
e∓i(ω�k

t−
k·
x), (2.42)

com �k ∈ �
3 e ω
k ≡

√
�k2 + m̃2. Note que a relação de ortonormalização de u

(±)

k

com relação ao produto interno de Klein-Gordon pode ser verificada no passado

assintótico, e é preservada ao longo da evolução. As relações de comutação (2.11)

se traduzem em relações de comutação canônicas para os operadores de aniquilação

e criação â
k e â†
k [ver Eq. (2.9)]. Daqui em diante assumiremos que o campo se

encontra no estado de vácuo |0in〉, definido por â
k|0in〉 = 0 para todo �k. Esse é

o estado para o qual observadores estáticos no passado assintótico não atribuem

nenhum conteúdo de part́ıculas.

De forma alternativa, o operador campo também pode ser expandido como

Φ̂ =
∑
lμ

∑∫
�

[b̂�lμv
(+)
�lμ(x) + b̂†�lμv

(−)
�lμ(x)] +

∑
Ωlμ

[ĉΩlμw
(+)
Ωlμ(x) + ĉ†Ωlμw

(−)
Ωlμ(x)], (2.43)

em termos de uma segunda base {v(±)�lμ, w
(±)
Ωlμ} de soluções ortonormais da Eq. (2.2),

formada por modos oscilatórios v
(±)
�lμ que, no futuro assintótico, têm a forma

v
(+)
�lμ

futuro∼
√

�

2�
e−i�tψ�l(r)

r
Ylμ(θ, ϕ), v

(−)
�lμ =

(
v
(+)
�lμ

)∗
, � > 0, (2.44)

e, possivelmente, por um conjunto adicional de modos taquiônicos w
(±)
Ωlμ, cujo com-

portamento no futuro assintótico é dado por

w
(+)
Ωlμ

futuro∼
√

�

2Ω

(
eΩt−iπ/12 + e−Ωt+iπ/12

) ψΩl(r)

r
Ylμ(θ, ϕ), w

(+)
Ωlμ =

(
w

(+)
Ωlμ

)∗
, Ω > 0.

(2.45)

Aqui, l ∈ �, μ ∈ {−l,−l+1, . . . , l} e Ylμ(θ, ϕ) correspondem a harmônicos esféricos,

normalizados da seguinte forma:∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

dθ sin θYlμ(θ, ϕ)Y
∗
l′μ′(θ, ϕ) = δll′δμμ′ .

Além disso, as funções ψ�l(r) e ψΩl(r) satisfazem(
− d2

dx2
+ V

(l)
eff (r)

)
ψ�l[r(x)] = �2ψ�l[r(x)] (2.46)

e (
− d2

dx2
+ V

(l)
eff (r)

)
ψΩl[r(x)] = −Ω2ψΩl[r(x)], (2.47)
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respectivamente, onde a coordenada auxiliar x ∈ [0,+∞) é definida como

x(r) ≡
∫ r

0

eΛ(r
′)−Ξ(r′)dr′ (2.48)

e o potencial efetivo é dado por

V
(l)
eff (r) = e2Ξ

(
m̃2 + ξR +

l(l + 1)

r2

)
+
e2(Ξ−Λ)

r

(
dΞ

dr
− dΛ

dr

)
. (2.49)

Para uma estrela formada de fluido perfeito, podemos usar a a Eq. (2.36) e a relação

R = −8πT = 8π(ρ− 3p), onde T ≡ Tμνg
μν é o traço do tensor de energia-momento,

para reescrever o potencial efetivo como

V
(l)
eff (r) = e2Ξ

[
m̃2 +

l(l + 1)

r2
+

(
ξ − 1

6

)
R +

8π

3
(ρ̄− ρ)

]
, (2.50)

onde ρ̄ ≡ 3m(r)/(4πr3). A condição (2.24) de ortonormalização dos modos (2.44) e

(2.45) implica que ∫ +∞

0

dxψ∗�lψ�′l = δ(� −�′) (2.51)

e ∫ +∞

0

dxψ∗ΩlψΩ′l = δΩΩ′ , (2.52)

ao passo que, exigindo regularidade dos modos normais na origem, temos

ψ�l[r(x)]|x=0 = 0, (2.53)

ψΩl[r(x)]x=0 = 0. (2.54)

Vale notar que, uma vez que ambos os conjuntos {u(±)
k
} e {v(±)�lμ, w

(±)
Ωlμ} são com-

pletos, podemos expandir

u
(+)

k

=
∑
lμ

∑∫
�

(α∗
�lμ;
k

v
(+)
�lμ − β�lμ;
kv

(−)
�lμ) +

∑
Ωlμ

(α∗
Ωlμ;
k

w
(+)
Ωlμ − βΩlμ;
kw

(−)
Ωlμ) (2.55)

e semelhantemente para u
(−)

k

; essas expressões constituem as chamadas transforma-

ções de Bogoliubov [19]. Pode-se verificar diretamente que os coeficientes que apare-

cem na Eq. (2.55) são dados por α�lμ;
k = (u
(+)

k
, v

(+)
�lμ)KG, β�lμ;
k = −(u(−)
k

, v
(+)
�lμ)KG,

αΩlμ;
k = (u
(+)

k
, w

(+)
Ωlμ)KG e βΩlμ;
k = −(u(−)
k

, w
(+)
Ωlμ)KG. Então, igualando as expressões

(2.41) e (2.43) e fazendo uso da Eq. (2.55), obtemos que

b̂�lμ =

∫
d3�k

(
α∗
�lμ;
k

â
k − β∗
�lμ;
k

â†
k

)
(2.56)

ĉΩlμ =

∫
d3�k

(
α∗
Ωlμ;
k

â
k − β∗
Ωlμ;
k

â†
k

)
. (2.57)
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Na ausência de modos taquiônicos, podemos definir o estado |0out〉 como aquele

que satisfaz b̂�lμ|0out〉 = 0 para todos os valores de �, l e μ: esse é o estado de

vácuo para observadores estacionários no futuro assintótico. O fato de que em geral

os modos u
(+)

k

não podem ser expressos apenas como uma combinação de v
(+)
�lμ, sendo

necessário incluir os modos v
(−)
�lμ na expansão [cf. Eq. (2.55)], dá origem ao fenômeno

de “criação de part́ıculas” em espaços-tempos não globalmente estacionários: o es-

tado |0in〉, associado à ausência de part́ıculas no passado assintótico, difere em geral

do estado |0out〉, sendo visto por um observador estacionário no futuro assintótico

como repleto de part́ıculas. De fato, o valor esperado do operador N�lμ = b̂†�lμb̂�lμ

no estado |0in〉, que expressa o valor esperado do número de part́ıculas associadas

aos modos v
(+)
�lμ nesse estado, é dado por

〈0in|N�lμ|0in〉 =
∫
d3�k|β�lμ;
k|2, (2.58)

e é não nulo sempre que β�lμ;
k 	= 0.

Por outro lado, a existência de modos taquiônicos implica que em geral os modos

oscilatórios u
(±)

k

não poderão ser escritos apenas como uma composição de v
(±)
�lμ,

sendo necessário incluir os modos w
(±)
Ωlμ na expansão [cf. Eq. (2.55)]. Isso se traduz

em um crescimento exponencial das flutuações de vácuo no futuro assintótico:

〈0in|Φ̂2|0in〉 futuro∼ �κ e2Ω̄t

8πΩ̄

(
ψΩ̄0(r)

r

)2

[1 +O(e−εt)], (2.59)

onde −Ω̄2 é o menor autovalor negativo do operador −d2/dx2 + V
(l)
eff (r), ε é uma

constante positiva e κ é uma constante tipicamente de ordem 1 que depende das

projeções (u
(±)

k
, w

(±)
Ω̄00

)KG, e cujo valor exato depende dos detalhes da transição entre

as duas fases estáticas. Na Eq. (2.59), levamos em conta que o menor autovalor

negativo do operador −d2/dx2 + V
(l)
eff (r) é obtido quando l = μ = 0, uma vez que a

barreira centŕıfuga dá uma contribuição positivo definida para o potencial efetivo.

Esse aumento exponencial das flutuações de vácuo também se expressa como um

crescimento ilimitado da energia de vácuo armazenada no campo e do valor esperado

das demais componentes do tensor de energia-momento do campo. Em particular,

temos

〈T̂Φ
00〉 futuro∼ 〈Φ̂2〉

{
(1− 4ξ)

2

[
Ω̄2 − e2(Ξ−Λ)

ψΩ̄0/r

(
d(ψΩ̄0/r)

dr

)2

+ (m̃2 + ξR)e2Ξ

]

+ξe2Ξ
[
�Ξ +

2e2Λ

ψΩ̄0/r

dΞ

dr

d(ψΩ̄0/r)

dr

]}
[1 +O(e−εt)] (2.60)

e expressões semelhantes para as demais componentes de T̂Φ
μν (veja a Ref. [95] para

o valor assintótico de 〈T̂Φ
μν〉 no caso mais geral em que o espaço-tempo é confor-

malmente estático no futuro assintótico). A Eq. (2.60), junto com a Eq. (2.59),
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implicam que a energia de vácuo armazenada no campo deve sobrepujar qualquer

componente clássica de energia em uma escala de tempo determinada por Ω̄−1. Pela

Eq. (2.47), temos que essa escala de tempo é da ordem do inverso da raiz quadrada

do poço de potencial, Ω̄−1 ∼ |V (0)
eff |−1/2, que, por sua vez, é da ordem do raio da

estrela, ∼ Rs. Tomando um raio t́ıpico de 10km para uma estrela de nêutrons,

temos, portanto, Ω̄−1 ∼ 10−4s. Portanto, assim que esse crescimento exponencial

das flutuações de vácuo é disparado, a aproximação de um espaço-tempo fixo no

qual o campo é quantizado deixa de ser válida e o conteúdo energético do próprio

campo precisa ser levado em conta na determinação da evolução espaço-temporal

subsequente, por meio das equações semiclássicas de Einstein, Eq. (2.14). Vale no-

tar que apesar do crescimento irrestrito de 〈T̂Φ
μν〉, essa quantidade é covariantemente

conservada: ∇μ〈T̂ μν
Φ 〉 = 0. Consequentemente, a energia total do vácuo, 〈Ĥ〉 [veja

a Eq. (2.29)], é conservada: a energia cresce positivamente em algumas regiões es-

paciais e negativamente em outras, de forma que o valor total é mantido constante.

Vale ressaltar também que essa instabilidade quântica, que se traduz em um cresci-

mento exponencial de 〈T̂Φ
μν〉, é um efeito de baixas energias, e não se relaciona com

as divergências que afetam o cálculo de 〈T̂Φ
μν〉 em geral (de fato, já assumimos aqui

a expressão renormalizada para o tensor de energia-momento do campo).

Por fim, é interessante que, embora o espaço de Fock de estados na presença de

modos taquiônicos não possua uma interpretação natural em termos de part́ıculas

(cf. Sec. 2.2), ainda assim é posśıvel investigar a fase instável por meio do uso

de detectores de part́ıculas, como feito na Ref. [87]. Detectores de part́ıculas são

comumente descritos por meio de um modelo devido a Unruh [132] (ver também

a Ref. [19]), em que o detector, com tempo próprio τ e linha de mundo xμ(τ),

interage com o campo por meio de uma Lagrangeana de interação εm̂(τ)Φ̂[x(τ)],

onde ε é uma constante de acoplamento pequena e m̂(τ) é o operador associado

ao momento de monopolo do detector. Na Ref. [87], os autores consideraram um

detector estático de dois ńıveis, descritos por autoestados de energia |E0〉 e |E〉, tais
que H0|E ′〉 = E ′|E ′〉 e E > E0. O detector, inicialmente no estado fundamental

|E0〉, é ligado quando o campo entra na fase instável (onde convenciona-se τ = 0).

Então, pode-se calcular, a ńıvel de árvore, a probabilidade de excitação do detector

como função do intervalo de tempo próprio T em que ele fica ligado [19]:

Pexc = ε2|〈E|m̂(0)|E0〉|2F(ΔE), (2.61)

onde ΔE ≡ E−E0, m̂(τ) = eiH0τm̂(0)e−iH0τ e onde a função de resposta do detector

é dada por

F(ΔE) =
∫ T

0

dτ

∫ T

0

dτ ′e−iΔE(τ−τ ′)〈0in|Φ̂[x(τ)]Φ̂[x(τ ′)]|0in〉. (2.62)

27



Na ausência de modos taquiônicos, o crescimento da função de resposta em T nunca é

mais rápido que uma função linear em T . Por outro lado, quando modos taquiônicos

estão presentes, temos que [87]

F(ΔE) ≈ exp(2T Ω̄e−Ξ(rd))
8πΩ̄[ΔE2 + Ω̄2e−2Ξ(rd)]

∫
d3�k

∣∣∣∣α∗Ω̄
kψΩ̄0(rd)

rd
e−iπ/12 − βΩ̄
k

ψ∗̄
Ω0
(rd)

rd
eiπ/12

∣∣∣∣2 ,
onde (rd, θd, ϕd) determina a posição espacial do detector. Portanto, se desconside-

ramos efeitos de retroação do campo sobre o espaço-tempo, vemos que detectores de

part́ıculas são copiosamente excitados quando o campo atravessa uma fase instável,

como visto a partir do crescimento exponencial de sua função de resposta. Natu-

ralmente, cada excitação do detector deve estar acompanhada pela diminuição da

energia armazenada no campo.

2.3.1 Espaço de parâmetros da instabilidade

No restante desta Seção, estaremos interessados em investigar mais detalhadamente

a região de parâmetros que caracteriza a o efeito de dominância do vácuo descrito

acima. Note que a existência de “estados ligados” do operador −d2/dx2+V (l)
eff (r), ou

soluções regulares e normalizáveis da Eq. (2.47), é a marca caracteŕıstica desse efeito

(ou, de forma mais geral, da instabilidade de campos escalares no espaço-tempo de

estrelas relativ́ısticas, como discutiremos em mais detalhes no Cap. 3). Tais estados

ligados aparecem quando o potencial efetivo se torna suficientemente negativo, o

que pode ser obtido para escolhas apropriadas de ξ. Em particular, devemos ter

m̃2 � |ξR| = 8π|ξT | ∼ 8π|ξρ|, onde T = gμνTμν é o traço do tensor de energia

momento da matéria, cuja ordem de grandeza é dada pela densidade de energia ρ

da matéria que compõe a estrela. Em unidades convencionais, essa condição equivale

a

|ξ| � m2
Φc

2/�2

8πGρ/c2
≈ (mΦc

2)2/(10−11eV)2

ρ/(1014g/cm3)
. (2.63)

Levando em conta que estrelas relativ́ısticas como estrelas de nêutrons têm densidade

t́ıpica de ρ ∼ 1014 − 1017g/cm3 [88], vemos que campos com acoplamento |ξ| ∼ 1

(como é o caso do acoplamento conforme) somente seriam instáveis no espaço-tempo

dessas estrelas se possúıssem massa extremamente pequena. Um campo como o

Higgs, com mΦc
2 ≈ 125GeV [35, 11], apenas seria instável no espaço-tempo de

estrelas relativ́ısticas se possúısse um acoplamento |ξ| ∼ 1044, o que parece estar

exclúıdo pelas observações no LHC [10]. Vale notar que, embora em geral correções

quânticas possam conferir uma massa relativamente grande a campos escalares (ver,

por exemplo, [77]) existem mecanismos capazes de suprimir esses efeitos, permitindo

a existência de campos escalares leves “naturais” (ver, por exemplo, [74, 45, 9]). No
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que se segue, em geral suporemos m̃ = 0, mas um valor não nulo para a massa pode

facilmente ser acomodado nos cálculos.

A fim de determinarmos para que configurações estelares um campo com aco-

plamento ξ com o escalar de curvatura é instável, é necessário que examinemos a

existência de soluções da Eq. (2.47) satisfazendo as Eqs. (2.54) e (2.52), que ga-

rantem que os modos obtidos a partir delas sejam regulares e normalizados [veja a

Eq. (2.45)]. Note, a partir da Eq. (2.50), que, fora da estrela, o potencial efetivo é

positivo definido, uma vez que R = ρ = 0:

V
(l)
eff (r) = e2Ξ

(
l(l + 1)

r2
+

2M

r3

)
, se r ≥ Rs. (2.64)

Porém, para certas configurações estelares e valores de ξ, o poço potencial no interior

da estrela pode ser suficientemente negativo de modo a comportar a existência de

estados ligados. Na Fig. 2.1, exibimos o potencial efetivo em função da razão entre

a coordenada radial r e o raio da estrela, para os perfis de densidade mostrados na

Eq. (2.40).
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Figura 2.1: Potencial efetivo em função da razão r/Rs para estrelas com razão

massa-raioM/Rs = 0.3 e perfil de densidade (a) uniforme ou (b) parabólico. Curvas

em azul, magenta e amarelo correspondem, respectivamente, a ξ = 0,−2 e −4. Para
r > Rs, as curvas coincidem.

Vamos então descrever brevemente nossa estratégia para encontrar estados liga-

dos da Eq. (2.47). Note que para m̃ = 0, V
(l)
eff

r→∞−→ 0 e a Eq. (2.47) admite soluções

com os comportamentos assintóticos ψΩl(r)
r→∞∝ e±Ωr, onde usamos que x(r)

r→∞∝ r.
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Claramente, a condição (2.52) exclui soluções assintoticamente divergentes, e fica-

mos com a condição de fronteira

ψΩl(r)
r→∞∝ e−Ωr, (2.65)

que, juntamente com a Eq. (2.54), determina as condições de contorno relevantes.

A estratégia é, então, a seguinte: fixados valores de l, Ω e os parâmetros que carac-

terizam a estrela, (i) evolúımos numericamente a Eq. (2.47) no interior da estrela,

sujeita às condições de fronteira ψΩl(0) = 0 e ψΩl(Rs) = 1; (ii) evolúımos nume-

ricamente a Eq. (2.47) no exterior da estrela, sujeita às condições ψΩl(Rs) = 1 e

dψΩl/dr
r→∞−→ −ΩψΩl(r), que equivale à Eq. (2.65), e (iii) calculamos a diferença

lim
ε→0

(
dψΩl

dr

∣∣∣∣
Rs+ε

− dψΩl

dr

∣∣∣∣
Rs−ε

)
, (2.66)

como uma função de ξ, procurando pelo valor de ξ, quando posśıvel, para que essa

diferença se anule. A normalização segundo a Eq. (2.52) pode ser fixada a posteriori

e não é diretamente relevante. O resultado da busca numérica seguindo esses passos

é mostrado na Fig. 2.2. As regiões cinzas caracterizam a instabilidade: um ponto

(ξ,M/Rs) nessas regiões representa a existência de (pelo menos) um estado ligado do

operador −d2/dx2+V (l)
eff com algum autovalor −Ω2 [cf. Eq. (2.47)]. Em particular, as

fronteiras dessas regiões correspondem a estados marginalmente ligados, com Ω ≈ 0
††.

Nos quadros (a) e (b) da Fig. 2.2, vemos um comportamento qualitativo se-

melhante‡‡. Campos com ξ � −2 e ξ > 1/6 são instáveis no espaço-tempo de

estrelas com certas razões massa-raio. A equação de estado, ou o perfil de den-

sidade assumido, não modifica consideravelmente esses valores cŕıticos. Por outro

lado, a equação de estado é crucial na determinação da massa máxima suportada

em cada modelo, ou seja, acima da qual as estrelas já seriam instáveis em RG por

perturbações radiais. Isso se manifesta na Fig. 2.2 por meio da diferença na escala

do eixo vertical entre os quadros (a) e (b).

††De fato, em geral, quando o potencial efetivo é parametrizado suavemente por uma variável

real, como é o caso de ξ na Eq. (2.50), a transição da estabilidade para a instabilidade se dá via

um modo de frequência nula [56].
‡‡Como discutiremos no Cap. 6, o espaço de parâmetros da instabilidade de campos não mi-

nimamente acoplados será o mesmo em que o fenômeno de “escalarização espontânea” acontece.

A influência de diferentes equações de estado para esse fenômeno foi analisada, por exemplo, nas

Refs. [119, 107, 110]. Ver, por exemplo, a Fig. 1 da Ref. [110], para o caso de uma equação de

estado politrópica.
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(a) (b)

Figura 2.2: Diagrama mostrando os valores da razão M/Rs de objetos compac-

tos com (a) densidade uniforme e (b) perfil parabólico de densidade, em cujo

espaço-tempo campos com acoplamento ξ com o escalar de curvatura são instáveis

(regiões em cinza). A linha vertical tracejada indica o acoplamento conforme,

ξ = 1/6. As regiões pretas, que correspondem a (a) M/Rs ≥ 4/9 ou (b)

M/Rs � 0.3862, indicam regiões em que não existem soluções clássicas de equiĺıbrio,

uma vez que a pressão central necessária para sustentar o corpo torna-se infinita para

esses valores. Esses diagramas reproduzem os encontrados na Ref. [93] (ver também

[66] para o caso de densidade uniforme em teorias tensor-escalar). Um diagrama se-

melhante para uma equação de estado politrópica pode ser encontrado na Ref. [110].

Implicações da instabilidade de campos escalares não minimamente aco-

plados

Uma implicação interessante da instabilidade de campos não minimamente aco-

plados no espaço-tempo de estrelas relativ́ısticas é a possibilidade de, a prinćıpio,

colocarmos v́ınculos sobre os valores de ξ permitidos com base em observações as-

trof́ısicas. De fato, a Fig. 2.2 sugere que a observação de uma estrela com uma certa

razão M/Rs, e equação de estado conhecida, permitiria descartar toda uma faixa

de acoplamentos. Por exemplo, se um perfil parabólico de densidade for uma boa

aproximação para a equação de estado de estrelas de nêutrons, a observação de uma

estrela com M/Rs ≈ 0.2 descartaria a existência, na Natureza, de campos escalares

não massivos com acoplamento ξ � −2.21, pois, se tais campos existissem, suas

flutuações quânticas inevitavelmente desestabilizariam a estrela! Vale ressaltar que

aqui estamos considerando estrelas esféricas e estáticas. Na ausência dessas sime-
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trias, o espaço de parâmetros da instabilidade pode se alterar e, a prinćıpio, isso

precisaria ser levado em conta no contato com dados observacionais. O efeito no

espaço de parâmetros da ausência de simetria esférica e na presença de rotação será

discutido nos Caps. 4 e 5.

Por outro lado, vimos que, assim que a instabilidade é disparada, em frações de

segundo a densidade de vácuo do campo pode se tornar comparável à densidade

da própria estrela, e a aproximação empregada aqui, de campos evoluindo em um

espaço-tempo de fundo fixo, precisa ser abandonada. Assim, é mandatório conside-

rarmos os efeitos de retroação do campo sobre o espaço-tempo e investigarmos os

mecanismos de re-estabilização posśıveis, antes de fazermos contato com observações

astrof́ısicas. Embora tal análise, do ponto de vista quântico, se depare com muitas

dificuldades conceituais e técnicas [veja as observações no fim da Sec. 2.1], veremos

no Cap. 6 que muitas informações podem ser obtidas a partir de uma análise pura-

mente clássica.

Campo minimamente acoplado

Da Fig. 2.2, vemos que o vácuo de campos não minimamente acoplados é instável

no espaço-tempo de estrelas relativ́ısticas para um grande intervalo de constantes de

acoplamento ξ e parâmetros que descrevem a estrela. No entanto, vemos também

que, para os dois valores mais naturais de ξ, o acoplamento mı́nimo, ξ = 0, e

o acoplamento conforme, ξ = 1/6, o campo é estável. No Cap. 4, veremos um

exemplo concreto de espaço-tempo no qual campos com acoplamento conforme são

instáveis. Por outro lado, argumentos gerais indicam que campos minimamente

acoplados em espaços-tempos estacionários são sempre estáveis. O restante desta

Seção será dedicado à discussão desse ponto, seguindo a Ref. [102]. Primeiramente,

vamos justificar essa afirmação no caso estático, mostrando que a Eq. (2.47) com

ξ = 0 não possui soluções satisfazendo ambas as condições (2.54) e (2.65). Para isso,

basta analisar o caso l = 0 e m̃ = 0, pois, ao zerarmos os termos positivos e2Ξm̃2 e

l(l + 1)/r2 no potencial efetivo (2.49), aumentamos a chance de encontrar estados

ligados. Portanto, vamos buscar soluções normalizáveis de

− d2ψΩ0/dx
2 + V

(0)
eff

∣∣∣
ξ=0

ψΩ0 = −Ω2ψΩ0, (2.67)

onde V
(0)
eff

∣∣∣
ξ=0

= (e2(Ξ−Λ)/r) (dΞ/dr − dΛ/dr) com

ψΩ0|x=0 = 0, (2.68)

o que é exigido pela Eq. (2.54). Além disso, o fato de que V
(0)
eff |ξ=0 é regular na
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origem implica que dψΩ0/dx|x=0 = const 	= 0. Por conveniência, vamos escolher

dψΩ0/dx|x=0 = C exp[Ξ− Λ]|x=0, (2.69)

onde C é uma constante não nula que é fixada pela Eq. (2.52). As Eqs. (2.68) e

(2.69) determinam unicamente uma solução da Eq. (2.67). Por outro lado, vemos,

da Eq. (2.48), que f(x) ≡ Cr(x) satisfaz (i) a mesma equação diferencial que ψΩ0,

Eq. (2.67), contanto que Ω = 0: −d2f/dx2 + V
(0)
eff

∣∣∣
ξ=0

f = 0, e (ii) condições seme-

lhantes às Eqs. (2.68) e (2.69), ou seja, f(x)|x=0 = 0 e df/dx|x=0 = C exp[Ξ−Λ]|x=0.

Agora, uma vez que f(x) = Cr(x) é uma função monotonicamente crescente de

x [ver a Eq. (2.48)], conclúımos imediatamente que a Eq. (2.67) com Ω = 0 não

possui soluções satisfazendo a Eq. (2.65). Como o fator Ω2 na Eq. (2.67) apenas

aumenta o valor de d2ψΩ0/dx
2, chegamos à mesma conclusão para Ω 	= 0. Isso

implica que campos escalares minimamente acoplados em espaços-tempos estáticos,

esféricos e assintoticamente planos (sem horizontes ou singularidades) não possuem

modos instáveis.

No caso de espaços-tempos estacionários, um argumento geral que implica a

estabilidade de campos minimamente acoplados também pode ser feito. Para isso,

lembramos inicialmente que, em espaços-tempos estacionários, a quantidade (2.27)

é conservada. Na presença de instabilidade, para que haja conservação da energia

(2.27), a quantidade ρΦ ≡ TΦ
μνn

μξν deve crescer positivamente em alguns pontos das

seções espaciais e negativamente em outros. Portanto, a condição ρΦ > 0 — também

chamada de “condição de energia fraca” — de que a densidade de energia do campo

seja positivo definida, é suficiente para a garantir a estabilidade do campo. Vamos

mostrar que, em particular, essa condição é satisfeita para campos minimamente

acoplados. No caso ξ = 0, a Eq. (2.3) fica

TΦ
μν = ∇μΦ∇νΦ− 1

2
gμν

(∇ρΦ∇ρΦ + m̃2Φ2
)
.

Notemos, primeiro, que (i) TΦ
μνn

μ é tipo tempo:

(TΦ
μνn

μ)(T ρν
Φ nρ) = −

[
(nμ∇μΦ)

2m̃2Φ2 + (∇ρΦ∇ρΦ + m̃2Φ2)2
]
< 0.

Além disso, (ii) TΦ
μνn

μ aponta para o passado, já que

TΦ
μνn

μnν =
1

2
(nμ∇μΦ)

2 +
1

2
m̃2Φ2 + hμν∇μΦ∇νΦ > 0,

onde usamos que gμν = hμν − nμnν . Por fim, temos que TΦ
μνn

μξν > 0, o que é

consequência de (i), (ii) e do fato de que ξν é tipo-tempo e aponta para o futuro.

Assim, para campos minimamente acoplados, ρΦ > 0, o que implica que tais campos

são estáveis em espaços-tempos estacionários.
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Caṕıtulo 3

Instabilidade Quântica versus Instabilidade

Clássica

No Cap. 2, vimos que certas evoluções espaço-temporais podem provocar um au-

mento exponencial das flutuações de vácuo de campos escalares dotados de um

acoplamento adequado com o escalar de curvatura. Como consequência, a densi-

dade de energia de vácuo de tais campos, definidos, por exemplo, no espaço-tempo

de certas estrelas relativ́ısticas, se tornaria comparável à densidade nuclear em al-

guns milissegundos. Esse efeito ilustra como as flutuações quânticas do campo, que

em geral são despreźıveis por carregarem o “�” próprio do mundo quântico, podem

desempenhar um papel importante em certas situações.

Neste Caṕıtulo, vamos estudar a contrapartida clássica do efeito quântico dis-

cutido no Cap. 2. Classicamente, uma certa configuração de equiĺıbrio é dita dina-

micamente instável se alguma grandeza f́ısica associada a perturbações lineares das

quantidades de equiĺıbrio cresce sem limites no tempo. Muitas vezes é útil focar-

mos no estudo de uma classe particular, mas bastante geral, de perturbações, cuja

dependência temporal é exp(−iωt), ω ∈ �, e que obedecem condições de contorno

adequadas. A existência de tais modos “quasinormais” com �(ω) > 0 implica a

instabilidade do sistema∗.

Em particular, na Ref. [66] (ver também a Ref. [67]), a estabilidade do espaço-

tempo de estrelas relativ́ısticas em certas teorias tensor-escalar foi estudada, e a

existência de modos quasinormais instáveis foi identificada para um grande inter-

valo de parâmetros da teoria (analogamente à Fig. 2.2). As caracteŕısticas essenciais

da instabilidade clássica aparecem ainda em trabalhos anteriores, notavelmente na

Ref. [54]. Neste Caṕıtulo, o nosso principal objetivo é estabelecer de forma precisa

a relação entre as descrições clássica e quântica da instabilidade. Claramente, a des-

∗Claramente a estabilidade dinâmica por perturbações lineares implica estabilidade modal, mas

o contrário não é válido, uma vez que a última não exclui, por exemplo, perturbações que cresçam

linearmente no tempo (ver, por exemplo, a discussão na Ref. [60]).
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crição clássica requer que se assuma a existência de pequenas perturbações, capazes

de forçar que o sistema abandone sua configuração inicial de equiĺıbrio, ao passo que,

em Mecânica Quântica, as próprias flutuações do vácuo podem desempenhar esse pa-

pel. Portanto, em nossa análise, daremos ênfase especial para o papel das condições

iniciais no tratamento clássico. Em resumo, na Sec. 3.1, analisaremos a evolução

de pequenas perturbações clássicas do campo em um espaço-tempo esfericamente

simétrico e estático, por meio do estudo de seu espectro de modos quasinormais,

obtido a partir do formalismo de transformadas de Laplace. Esse formalismo, usado

frequentemente no estudo da evolução de perturbações estáveis [90, 106, 105, 83],

é adaptado aqui para o caso instável, por permitir um tratamento conveniente das

condições iniciais. Na Sec. 3.2, discutiremos as semelhanças e diferenças entre as des-

crições quântica e clássica da instabilidade e mostraremos como flutuações quânticas

podem ser simuladas por perturbações clássicas com uma certa amplitude, propor-

cional a
√
�. Este Caṕıtulo se baseia essencialmente no artigo [102], publicado na

seção de Brief Reports da revista Physical Review D ; aqui, porém, estendemos o

material de revisão, alguns passos intermediários e as discussões f́ısicas relevantes.

3.1 Análise clássica da estabilidade linear de campos esca-

lares em espaços curvos

Seja um espaço-tempo esfericamente simétrico e estático, como o de uma estrela

relativ́ıstica sem rotação e em equiĺıbrio, descrito pelo elemento de linha

ds2 = −e2Ξ(r)dt2 + e2Λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2), (3.1)

onde Ξ(r) e Λ(r) são funções cont́ınuas e limitadas, com Ξ(r)
r∼0∼ r2, Ξ(r)

r→∞→ 0 e

igualmente para Λ(r). A métrica (3.1) deve ser solução das equações de Einstein,

Gμν = 8πTm
μν , (3.2)

para alguma distribuição de matéria, descrita pela ação Sm e pelo tensor de energia-

momento Tm
μν = −(2/√−g)δSm/δg

μν .

Vamos então perturbar o sistema introduzindo um campo escalar livre sem massa

Φ, governado pela ação SΦ dada na Eq. (2.1), com m̃ = 0. Impondo que a ação

total SEH+Sm+SΦ, com SEH definida na Eq. (2.12), seja estacionária por pequenas

perturbações δgμν com respeito à métrica, obtemos as novas equações de campo

Gμν = 8π(Tm
μν + TΦ

μν), (3.3)

35



onde TΦ
μν é dado por

TΦ
μν = (1− 2ξ)∇μΦ∇νΦ + ξRμνΦ

2 − 2ξΦ∇μ∇νΦ

+ (2ξ − 1/2)[∇ρΦ∇ρΦ + ξRΦ2] gμν . (3.4)

A Eq. (3.3), junto com a equação dinâmica para o campo Φ,

(−∇μ∇μ + ξR)Φ = 0, (3.5)

e as equações dinâmicas para os campos de matéria, governam a evolução do sistema

como um todo.

Note que assumimos que a configuração de campo nulo, Φ = 0, é uma solução

de equiĺıbrio do conjunto das equações de campo, com a métrica dada na Eq. (3.1).

Nesta Seção, estaremos interessados em analisar a evolução de perturbações lineares

dessa configuração clássica de campo nulo. Ou seja, vamos definir

gμν ≡ g(0)μν + g(1)μν , Φ ≡ Φ(0) + Φ(1),

onde Φ(0) = 0 e Φ(1) é pequeno no sentido que acarreta uma perturbação g
(1)
μν pe-

quena com respeito à métrica de fundo, g
(0)
μν , dada na Eq. (3.1). Uma vez que

TΦ
μν depende quadraticamente de Φ, conclúımos que, se nos restringimos ao regime

de perturbações lineares, descartando termos de segunda ordem nas perturbações,

então gμν = g
(0)
μν é solução da Eq. (3.3), ao passo que Φ(1) evolui de acordo com

(−∇μ∇μ + ξR)Φ(1) = 0, (3.6)

onde as quantidades geométricas são constrúıdas a partir da métrica g
(0)
μν . Espera-se

que a aproximação linear seja válida enquanto g
(1)
μν for pequena com relação a g

(0)
μν .

Vamos postular, portanto, que, em algum instante, digamos t = 0, um “agente

externo” retira o campo Φ(t,x) de seu estado inicial de equiĺıbrio, fornecendo uma

perturbação inicial, determinada pelos valores de Φ(1)(t,x) e ∂tΦ(1)(t,x) em t = 0.

Por simplicidade, vamos supor que Φ(1)(t,x) e ∂tΦ(1)(t,x) tenham suporte compacto

como funções de x em t = 0. Essa hipótese será empregada em todo o Caṕıtulo por

facilitar alguns cálculos e discussões, mas poderia ser substitúıda pela suposição de

um decaimento suficientemente rápido no infinito espacial.

Devido à simetria esférica do espaço-tempo de fundo, descrito pela Eq. (3.1),

podemos decompor Φ(1) como

Φ(1)(t, r, θ, ϕ) =
∞∑
l=0

l∑
μ=−l

χlμ(t, r)

r
Ylμ(θ, ϕ), (3.7)
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onde χlμ(t, r) obedece

∂2t χlμ(t, r)− ∂2xχlμ(t, r) + V
(l)
eff (r)χlμ(t, r) = 0, (3.8)

com x definida na Eq. (2.48) e

V
(l)
eff (r) = e2Ξ

(
ξR +

l(l + 1)

r2

)
+
e2(Ξ−Λ)

r

(
dΞ

dr
− dΛ

dr

)
. (3.9)

As condições iniciais são dadas pela especificação de χlμ(t, r) e ∂tχlμ(t, r) em t =

0. Vale notar que a propriedade de propagação causal de sinais apresentada por

equações hiperbólicas como a Eq. (3.6), junto com a hipótese de condições iniciais

de suporte compacto, implicam que χlμ(t, r) continua sendo de suporte compacto

como função de r para todo t finito (ver Fig. 3.1).

�������� �

�

Figura 3.1: Ilustração do suporte da função χlμ(t, r).

Transformada de Laplace e solução pelo método de funções de Green

A fim de lidarmos de forma mais eficaz com as condições iniciais e estabelecermos

uma ligação clara entre as análises quântica e clássica, é conveniente empregarmos o

formalismo de transformadas de Laplace, adaptando por exemplo o tratamento da

Ref. [106] para o nosso caso.

A transformada de Laplace (TL) de χlμ(t, r) com relação à coordenada temporal

t é definida como

χ̃lμ(s, r) ≡
∫ +∞

0

e−stχlμ(t, r)dt, s ∈ �, (3.10)

em um domı́nio �(s) > γ em que χ̃lμ(s, r) é anaĺıtica. Aqui, γ é escolhido de forma

que |χlμ(t, r)| ≤Meγt se t > t0, para alguns valores de t0,M ∈ �+ (ver Apêndice B).

Das Eqs. (3.8) e (3.10), segue que χ̃lμ(s, r) obedece

− ∂2xχ̃lμ(s, r) + [s2 + V
(l)
eff (r)] χ̃lμ(s, r) = I lμ(s, r), (3.11)
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onde a função

I lμ(s, r) ≡ [sχlμ(t, r) + ∂tχlμ(t, r)]t=0 (3.12)

é determinada pelas condições iniciais. A hipótese de condições iniciais de suporte

compacto implica que I lμ(s, r) = 0 para r > � = const. A vantagem do forma-

lismo de TL é justamente a inclusão natural das condições iniciais na descrição do

problema, por meio da Eq. (3.11).

Antes de prosseguirmos para resolver a Eq. (3.11), é importante notar que, devido

a χlμ(t, r) ser de suporte compacto como função de r (ver Fig. 3.1), temos, pela

Eq. (3.10), que, para valores suficientemente grandes de r (tais que x(r)−x(�) > t0),

|χ̃lμ(s, r)| ≤
∫ +∞

x(r)−x(�)
Me−(
(s)−γ)tdt. (3.13)

Calculando a integral na Eq. (3.13) e tomando o limite, conclúımos que

lim
r→+∞

χ̃lμ(s, r) = 0. (3.14)

Portanto, o fato de χlμ(t, r) ser de suporte compacto como função de r (ou, de forma

mais geral, decair rapidamente no infinito espacial), implica que sua TL, χ̃lμ(s, r),

vai a zero quando r → +∞. A forma detalhada de χ̃lμ(s, r) dependerá, é claro, da

resolução da Eq. (3.11). Uma solução geral dessa equação pode ser escrita como

χ̃lμ(s, r) =

∫ +∞

0

Gl(s; r, r
′)I lμ(s, r

′)dx′, (3.15)

onde r′ ≡ r(x′) e a função de Green Gl(s; r, r
′) satisfaz

− ∂2xGl(s; r, r
′) + [s2 + V

(l)
eff (r)]Gl(s; r, r

′) = δ(x− x′). (3.16)

Seguindo um procedimento padrão [69], escrevemos a função de Green como

Gl(s; r, r
′) =

1

Wl(s)
f−l (s, r<)f

+
l (s, r>), (3.17)

onde f±l (s, r) são soluções linearmente independentes da equação homogênea

− ∂2xf
±
l (s, r) + (s2 + V

(l)
eff )f±l (s, r) = 0. (3.18)

Além disso, r< ≡ min(r, r′), r> ≡ max(r, r′) e o Wronskiano Wl(s) é definido como

Wl(s) ≡ f+
l (s, r)∂xf

−
l (s, r)− f−l (s, r)∂xf

+
l (s, r). (3.19)

É fácil verificar que a expressão (3.17) satisfaz a Eq. (3.16) e que o Wronskiano

(3.19) independe de x. Vale também apontar que Gl(s; r, r
′) não é afetada pela
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multiplicação de f±l (s, r) por qualquer constante não nula, uma vez que, se f+
l →

Af+
l e f−l → Bf−l , então Wl → ABWl, e a função de Green permanece inalterada.

As Eqs. (3.16) e (3.17), por si só, não determinam unicamente a função de Green

relevante ao problema e, para que ela seja completamente especificada, devemos

impor condições de contorno adequadas a f±l (s, r). Para tanto, note que a Eq. (3.14),

combinada com as Eqs. (3.15) e (3.17), requerem

f+
l (s, r)|r→+∞ ∼ e−sx (3.20)

para γ ≥ 0. Além disso, a condição de que Φ(1) seja regular na origem se traduz na

exigência de que χlμ(t, r)|r=0 = 0 e, portanto,

f−l (s, r)|r=0 = 0. (3.21)

A Eq. (3.17), junto com as Eqs. (3.20) e (3.21) determinam completamente a função

de Green relevante. Vale notar que, para |s| grande, a função de Green se comporta

como

Gl(s; r, r
′) ∼ e−sx> sinh(sx<)/s, (3.22)

onde fizemos uso das Eqs. (3.20) e (3.21). Essa propriedade será útil posteriormente.

Com o conhecimento da função de Green Gl(s; r, r
′) e das condições iniciais da-

das por Ilμ(s, r) [ver a Eq. (3.12)], a função χ̃lμ(s, r) é determinada pela Eq. (3.15).

Transformada inversa de Laplace

Uma vez calculada a transformada χ̃lμ(s, r), a função χlμ(t, r) é recuperada por

meio da transformada inversa de Laplace (ver Apêndice B):

χlμ(t, r) =
1

2πi

∫ κ+i∞

κ−i∞
estχ̃lμ(s, r)ds, (3.23)

onde κ > γ, e χ̃lμ(s, r) é dada na Eq. (3.15). Então, Φ(1) é imediatamente obtida

pela Eq. (3.7).

Note que, por construção, o lado esquerdo da Eq. (3.23) é nulo se t < 0. De fato,

podemos mostrar que isso é consistente com a integral do lado direito. Para isso,

fechamos o contorno de integração com um semićırculo à direita da linha �(s) = κ,

e notamos que a função χ̃lμ(s, r) é anaĺıtica no interior do semićırculo. Então, temos

I ≡ 1

2πi

∫ κ+i∞

κ−i∞
estχ̃lμ(s, r)ds =

1

2π
lim
T→∞

T

∫ π/2

−π/2
e(γ+Teiθ)tχ̃lμ(γ + Teiθ, r)eiθdθ.

(3.24)

Por outro lado, da Eq. (3.15), junto com as Eqs. (3.12) e (3.22), podemos mostrar

que

lim
T→∞

χ̃lμ(Te
iθ, r) = 0.
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Figura 3.2: A estrutura de singularidades de χ̃lμ(s, r) no plano s ∈ � e o contorno de

integração escolhido para calcularmos χlμ(t, r) (t > 0) são exibidos. Na origem, há

uma singularidade logaŕıtmica, e o corte de ramificação correspondente foi colocado

no eixo real negativo. Os polos de χ̃lμ(s, r) são representados pictoricamente pelos

śımbolos ×. Nosso maior interesse é naqueles com s0 > 0, que estão associados com

a presença de instabilidade.

Portanto, pelo Lema de Jordan†, conclúımos que I = 0 para t < 0.

Para t > 0, é conveniente estender o domı́nio de χ̃lμ(s, r) para o semiplano �(s) ≤
γ, a fim de usarmos o teorema de reśıduos para calcular a Eq. (3.23). A extensão de

χ̃lμ(s, r) para o restante do plano complexo pode apresentar singularidades, incluindo

polos que codificam a presença de instabilidade. As singularidades de χ̃lμ(s, r) na

região �(s) ≤ γ vêm da função de Green Gl(s; r, r
′), uma vez que I lμ(s, r) é uma

função holomórfica de s ∈ � [veja a Eq. (3.15)]. Por sua vez, as singularidades

de Gl(s; r, r
′) podem advir tanto de singularidades de f±l (s, r) quanto de zeros do

Wronskiano [veja a Eq. (3.17)].

Existe uma literatura extensa a respeito das propriedades anaĺıticas das soluções

da Eq. (3.18) com s ∈ �. Tais propriedades dependem da estrutura global do po-

tencial efetivo V
(l)
eff e das condições de contorno satisfeitas pelas soluções de interesse

(para uma discussão rigorosa e detalhada a esse respeito, ver a Ref. [104]). Pode-se

†Lema de Jordan [69]: Se limR→∞ f(Reiθ) = 0 uniformemente no intervalo |θ| ≤ π/2, então, se

a > 0,

lim
R→∞

R

∫ π/2

−π/2

f(Reiθ)e−aReiθdθ = 0.
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mostrar que: se f é uma solução de uma equação diferencial ordinária que contém

uma função anaĺıtica de um parâmetro k, e se f é definida por meio de condições

de contorno independentes de k, então f é uma função anaĺıtica de k [113, 104].

Portanto, a função f−l (s, r) é uma função anaĺıtica de s [ver Eqs. (3.18) e (3.21)].

Por outro lado, as propriedades anaĺıticas de f+
l (s, r) dependem essencialmente do

comportamento assintótico do potencial efetivo (3.9). Conforme discutiremos em

mais detalhes abaixo, para o potencial efetivo associado com objetos compactos,

f+
l (s, r) possuirá uma singularidade logaŕıtmica em s = 0 [104, 31]. Além disso, os

zeros do Wronskiano, Wl(s0) = 0, dão origem a polos de χ̃lμ(s, r) em s = s0. Para

esses valores de s, f−l (s0, r) e f
+
l (s0, r) são funções linearmente dependentes e, sem

perda de generalidade, podemos tomar f±l (s0, r) ≡ fl(s0, r). A Fig. 3.2 ilustra as

singularidades de χ̃lμ(s, r) no plano s ∈ �.
Conhecendo as singularidades da função de Green, podemos então calcular a

Eq. (3.23) para t > 0 por meio do teorema de reśıduos com o contorno de integração

exibido na Fig. 3.2:∫ κ+i∞

κ−i∞
estχ̃lμ(s, r)ds = 2πi

∑
polos

Res[estχ̃lμ(s, r)]−
∫
L1Γ1LΓ2L2

estχ̃lμ(s, r)ds. (3.25)

Então, usando a Eq. (3.25) na Eq. (3.23), obtemos

χlμ(t, r) =
∑
polos

clμ(s0)e
s0tfl(s0, r)− 1

2πi

∫
L1Γ1LΓ2L2

estχ̃lμ(s, r)ds, (3.26)

onde

clμ(s0) ≡ 1

dWl/ds|s=s0

∫ +∞

0

fl(s0, r
′)I lμ(s0, r

′)dx′. (3.27)

No procedimento acima, nós decompusemos a integral original em uma soma de

reśıduos, uma integral (em L) que circunda o corte de ramificação e integrais de

linha (Γ1,2, L1,2) em que tomamos o limite |s| → ∞. Observa-se que cada um desses

diferentes termos contribui maximalmente para o sinal em um intervalo temporal

espećıfico; portanto, podemos atribuir uma interpretação f́ısica particular a cada

um deles, como discutiremos brevemente abaixo. O procedimento acima, além de

facilitar os cálculos, é interessante por permitir analisar separadamente essas con-

tribuições.

• Integral em Γ1 e Γ2: A contribuição nos quartos de ćırculo Γ1 e Γ2, quando

|s| → ∞, em geral não se anula. Fisicamente, a integral nesses trechos está

relacionada com a propagação direta da perturbação ao observador, contri-

buindo para o sinal inicial [32, 105]. Para vermos que esse é o caso, note que,
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para |s| → ∞ (�(s) < 0) e supondo x > x′, temos∫
Γ1,2

estχ̃lμ(s, r)ds ∼
∫
Γ1,2

ds

s

∫ ∞

0

dx′es(t−x−x
′)Ilμ(s, r′).

Portanto, a contribuição desse termo é importante apenas para t < x+ x′, se

anulando em seguida.

Vale notar também que, na ausência de um potencial espalhador, a Eq. (3.8)

tem como solução χ+(t − x) + χ−(t + x), ou seja, uma perturbação inicial se

propaga ao longo do cone de luz. Nesse caso, a função de Green é regular

em todo o plano s ∈ � e é a integral no semićırculo formado por Γ1 e Γ2 que

descreve a propagação do sinal ao observador, o que está de acordo com a

interpretação acima no caso de um potencial não nulo (ver também as Figs.

3.3 e 3.4).

• Integral em L: Como afirmamos anteriormente, uma singularidade logaŕıtmi-

ca de f+
l (s, r) em s = 0 é caracteŕıstica na presença de potenciais efetivos as-

sociados a objetos compactos. De fato, as propriedades anaĺıticas de f+
l (s, r),

que é definida pelas Eqs. (3.18) e (3.20), dependem essencialmente do compor-

tamento assintótico do potencial efetivo. Se, para x→∞, o potencial efetivo

preserva apenas a barreira centŕıfuga, V
(l)
eff

x→∞∼ l(l + 1)/x2, onde l ∈ �, então
f+
l (s, r) não apresenta singularidades [104]. Se, além do termo centŕıfugo,

o potencial V
(l)
eff possui uma componente adicional que decai suficientemente

rápido assintoticamente, o mesmo é verdade‡. Porém, se V
(l)
eff possui um termo

adicional que vai a zero polinomialmente quando x → ∞, então haverá uma

singularidade logaŕıtmica em s = 0§. Esse é o caso do potencial efetivo associ-

ado a objetos compactos esfericamente simétricos, uma vez que, fora do corpo

massivo, a métrica espaço-temporal é a de Schwarzschild e o potencial é dado

pela Eq. (2.64).

A integral que circunda o corte de ramificação contribui para o sinal inicial e

também está relacionada à cauda que caracteriza o sinal que alcança o obser-

vador em tempos tardios (na ausência de instabilidade). Para uma discussão

detalhada a respeito dessa componente, ver as Refs. [30, 31] para o caso de po-

‡Como mostrado na Ref. [104], se V
(l)
eff = l(l + 1)/x2 + V̄ (x) e V̄

x→∞∝ e−λx, f+
l (s, r) possuirá

polos na semirreta s < 0. Se V̄ (x) vai a zero mais rápido que qualquer exponencial, então f+
l (s, r)

é anaĺıtica como função de s ∈ �.
§Para campos massivos, a condição de contorno (3.20) é substitúıda por f+

l (s, r)|r→∞ ∼
exp(−√s2 + m̃2 x) e a singularidade logaŕıtmica em s = 0 é substitúıda por dois pontos de ra-

mificação em s = ±m (ver, por exemplo, a Ref. [85]).
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tenciais gerais e [90, 28] (e referências áı contidas) para o caso do espaço-tempo

de Schwarzchild (ver também as Figs. 3.3 e 3.4).

�

�� �

Figura 3.3: Diagrama espaço-temporal ilustrando heuristicamente as diferentes con-

tribuições para a função de Green na ausência de instabilidade [31]. A perturbação

inicial está centrada em y e vemos sua evolução até o observador, localizado em x. A

ação do potencial efetivo é ilustrada pelos múltiplos espalhamentos. As linhas azuis

representam a propagação direta, sem espalhamento pelo potencial: parte da onda

vai diretamente ao observador e parte é refletida na origem e chega ao ponto de ob-

servação em um tempo posterior (essa é uma contribuição preferencial das integrais

em Γ1 e Γ2). As linhas verdes correspondem a múltiplas reflexões no potencial, e

estão associadas aos modos quasinormais do sistema. As linhas vermelhas indicam

o espalhamento da onda pela cauda do potencial, e estão associadas à integral ao

longo do corte de ramificação.

• Integral em L1 e L2: As contribuições em L1 e L2 aparecem como con-

sequência da existência de polos com �(s0) > 0, e se anulam, como vemos

da seguinte forma. Inserindo as Eqs. (3.12) e (3.22) na Eq. (3.15), e supondo

x > x′, ficamos com

lim
T→±∞

|χ̃lμ(a+ iT, r)| ≤ lim
T→±∞

e−ax
∣∣∣∣∫ ∞

0

sinh[(a+ iT )x′]χlμ(0, r
′)dx′

∣∣∣∣
+ lim

T→±∞
e−ax

|T |
∣∣∣∣∫ ∞

0

sinh[(a+ iT )x′]∂tχlμ(0, r
′)]dx′

∣∣∣∣ ,
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onde 0 ≤ a ≤ κ. No limite T ≡ �(s) → ±∞, o segundo termo vai para zero

com 1/|T |, e o primeiro termo se anula como resultado das rápidas oscilações do

integrando nesse limite. O mesmo racioćınio se aplica para x < x′. Portanto,

temos que ∣∣∣∣∫
L1

estχ̃lμ(s, r)ds

∣∣∣∣ ≤ κeκt max
L1

{|χ̃lμ(s, r)|} T→∞→ 0

e semelhantemente para L2.

• Polos com �(s0) < 0: Polos com �(s0) < 0 estão associados a modos qua-

sinormais¶ estáveis, que oscilam e decrescem exponencialmente no tempo

(para revisões sobre modos quasinormais de sistemas gravitacionais, ver as

Refs. [83, 105, 16]). Usualmente, modos quasinormais são definidos como

soluções com condição de contorno ∼ e−iω(t−x) para x → +∞, ou seja, so-

mente ondas saindo do domı́nio em estudo, e “frequência complexa”, ω ∈ �.
Aqui, chamaremos genericamente de modos quasinormais as contribuições as-

sociadas a polos da função de Green. Polos com �(s0) < 0 sempre apare-

cem em pares complexo-conjugados, s0 → �(s0) ± i�(s0) (ver Fig. 3.2), o

que é uma decorrência da hipótese de um campo real. Note também que,

apesar do comportamento assintótico exibido por f+
l (s0, r) na Eq. (3.20) para

�(s0) < 0, χlμ(t, r) será bem comportada no infinito espacial devido à hipótese

de condições iniciais de suporte compacto‖.

Na Fig. 3.3, mostramos uma ilustração heuŕıstica da interpretação f́ısica das

diferentes contribuições para a função de Green, na ausência de instabilidade. Na

Fig. 3.4, mostramos o resultado da evolução numérica da Eq. (3.8) para um certo

potencial, para o qual não há instabilidade.

¶Assim como sistemas fechados (como uma corda com extremidades fixas) possuem modos

naturais de vibração, osmodos normais do sistema, sistemas abertos possuem modos caracteŕısticos

de oscilação, mas cuja amplitude descresce no tempo como resultado da dissipação das perturbações

para o infinito. Tais modos são ditos “quasinormais” por serem descritos por frequências complexas,

cuja parte real descreve a oscilação e a parte imaginária, o amortecimento do modo. Para um

modelo mecânico que ilustra bem a natureza dos modos quasinormais, ver a Ref. [84]. Modos

quasinormais de sistemas gravitacionais são extremamente estudados, uma vez que suas frequências

caracteŕısticas dependem essencialmente das propriedades do potencial espalhador e sua observação

(por exemplo, no sinal de ondas gravitacionais) pode fornecer informações importantes sobre o

espaço-tempo de fundo. Infelizmente, está fora do escopo desta Tese uma revisão abrangente sobre

essa rica literatura.
‖Ver a Ref. [81] para uma prova formal de que, no espaço-tempo de Schwarzschild, qualquer per-

turbação permanece limitada apesar do comportamento dos modos quasinormais correspondentes

no infinito espacial.
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Figura 3.4: Ilustração da dependência temporal de (a) χlμ(t, xobs) e (b) |χlμ(t, xobs)|
na ausência de instabilidade, para um potencial fict́ıcio. Aqui, evolúımos nume-

ricamente a Eq. (3.8) para um potencial efetivo que, se x > xc, simula o de

Schwarzschild, V
(l)
eff = l(l + 1)/x2 + log(x)/x3 e que, se x ≤ xc, é dado por [31]:

V
(l)
eff = 2l(l + 1)/(x2 + x2c) + 2 log[(x + xc)/2]/(x

3 + x3c). Em t = 0, impomos as

condições iniciais χlμ(0, x) = 0 e ∂tχlμ(0, x) = exp[−(x− x0)2/η2]. Especificamente,

tomamos l = 1, xc = 50, assumimos a perturbação inicial centrada em x0 = 100,

com largura η = 20, e representamos o sinal observado em xobs = 500 como função

do tempo. Em (a), vemos dois picos maiores, correpondentes ao sinal que se pro-

paga diretamente ao ponto de observação e àquele que é refletido e invertido na

origem, chegando ao observador depois de um tempo 2x0. Em (b), representa-

mos |χlμ(t, xobs)| em escala logaŕıtmica, em função de t, e fica clara a oscilação e o

decaimento exponencial caracteŕısticos dos modos quasinormais do sistema. Para

tempos muito avançados, o sinal é caracterizado por uma cauda polinomial. Ver,

por exemplo, a Ref. [8] para um estudo numérico da evolução de perturbações no

espaço-tempo de Schwarzschild, que esclarece o papel das diferentes contribuições

da função de Green.
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• Polos com �(s0) > 0: Finalmente, chegamos aos polos com �(s0) > 0, associ-

ados a modos quasinormais instáveis, que impõem um crescimento exponencial

no tempo a χlμ(t, r). A presença desses modos caracteriza a instabilidade do

sistema, e sua contribuição oblitera as demais na Eq. (3.26), de modo que,

para t suficientemente grande,

χlμ(t, r) ∼ clμ(s̄0)e
s̄0tfl(s̄0, r)[1 +O(e−εt)], (3.28)

onde ε é uma constante positiva e denotamos por s̄0 o polo com maior valor

de �(s0). A parte radial de χlμ(t, r) é determinada por fl(s0, r), que satisfaz

a Eq. (3.18) e condições de contorno (3.20) e (3.21). Com essas condições de

contorno, o operador −d2/dx2+V (l)
eff (x) é Hermitiano, e conclúımos que modos

quasinormais instáveis possuem �(s0) = 0 (ver a Fig. 3.2).

Inserindo a Eq. (3.28) na Eq. (3.7), ficamos com

Φ(1) ∼ −
[∫ +∞

0

f0(s̄0, r
′)I 00(s̄0, r

′)dx′
]

es̄0t

4
√
πs̄0

f0(s̄0, r)

r
[1 +O(e−εt)], (3.29)

onde lançamos mão do fato de que o modo com maior valor de �(s0) está associado

aos números quânticos l = μ = 0. Como já discutimos antes, isso ocorre pois a

barreira centŕıfuga, l(l+1)/r2, dá uma contribuição positivo-definida para o poten-

cial efetivo, de modo que, quando l = 0, o potencial efetivo é mais “profundo” e

acomoda estados ligados com maior valor de s20. Além disso, na Eq. (3.29), usamos

que dWl/ds|s=s̄0 = −2s̄0 e que podemos impor a condição de normalização∫ +∞

0

f 2
l (s̄0, r)dx = 1, (3.30)

uma vez que f±l (s, r) podem ser reescalonadas arbitrariamente. A expressão para

a derivada do Wronskiano pode ser obtida pela adaptação de um argumento na

Ref. [32] para polos reais positivos: primeiramente, usamos as Eqs. (3.18) e (3.30)

para escrever

1 = lim
s→s̄0

∫ X→∞

0

f−l (s̄0, r)f
+
l (s, r)dx

= lim
s→s̄0

[f+
l (s, r)∂xf

−
l (s̄0, r)− f−l (s̄0, r)∂xf

+
l (s, r)]r=0

s2 − s̄20
, (3.31)

onde já levamos em conta que o limite superior da integração se anula, como podemos

ver usando ∂xf
+
l (s, r) ≈ −sf+

l (s, r) para X suficientemente grande [ver a Eq. (3.20)]

e o fato de que fl(s̄0, r) = f±l (s̄0, r)
X→+∞−→ 0. Então, fazendo a mudança s̄0 → s no
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numerador da Eq. (3.31) para identificá-lo com o Wronskiano e usando a regra de

L’Hospital, obtemos dWl/ds|s=s̄0 = −2s̄0.
Portanto, vimos que a instabilidade do campo é caracterizada pela existência de

soluções da Eq. (3.18) com s > 0 e satisfazendo ambas as condições de fronteira

(3.20) e (3.21). Tais modos quasinormais instáveis podem ser vistos como polos da

função de Green (3.17) associados a zeros do Wronskiano. A Eq. (3.29) então mostra

como uma perturbação inicial — definida pelo termo (3.12) — evolui na presença

de instabilidade.

Para referência posterior, note que

Φ2
(1) ∼

[∫ +∞

0

f0(s̄0, r
′)I 00(s̄0, r

′)dx′
]2

e2s̄0t

16πs̄20

[
f0(s̄0, r)

r

]2
[1 +O(e−εt)]. (3.32)

3.2 Relação entre o tratamento clássico e quântico da ins-

tabilidade

No Cap. 2, vimos que a presença de instabilidade é caracterizada pela existência de

soluções da Eq. (2.47) com condição de contorno (2.54) na origem e normalizadas

de acordo com a Eq. (2.52), a qual impõe a condição de contorno adicional (2.65).

Esse é exatamente o mesmo critério encontrado na análise clássica, se identificarmos

ψΩl(r) e fl(s0, r) para Ω = s0, o que é posśıvel já que satisfazem a mesma equação

diferencial [ver Eqs. (2.47) e (3.18)] com condições de contorno idênticas e norma-

lizações compat́ıveis. Portanto, as condições que caracterizam a instabilidade são

as mesmas quântica ou classicamente, e a principal diferença está na manifestação

da instabilidade.

De fato, no tratamento quântico do Cap. 2, o campo foi definido em um estado

de vácuo adequado∗∗, de forma que 〈0in|Φ̂|0in〉 = 0. Vimos que a instabilidade se

manifesta por meio do crescimento exponencial das flutuações de vácuo, ou seja, de

〈0in|Φ̂2|0in〉, conforme ditado pela Eq. (2.59). Por outro lado, no contexto clássico,

precisamos postular que, em um certo instante, digamos t = 0, um agente externo

retira o campo Φ(t,x) de seu estado inicial de equiĺıbrio, Φ(t,x) = 0. A perturbação

Φ(1) então evolui de acordo com a Eq. (3.29). Portanto, classicamente a evolução

do campo escalar depende da escolha das condições iniciais, enquanto que, no caso

quântico, a instabilidade é acionada por flutuações de vácuo que dependem essenci-

almente da escolha do estado quântico do campo.

Vale notar que, na abordagem quântica, tanto soluções exponencialmente cres-

centes quanto soluções exponencialmente decrescentes aparecem na expansão do

∗∗No Cap. 2, assumimos o estado de vácuo |0in〉, o estado sem conteúdo de part́ıculas para

observadores estacionários no passado assintótico.
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campo Φ̂ [ver as Eqs. (2.43) e (2.45)], ao passo que na análise clássica apenas mo-

dos exponencialmente crescentes entram na expansão de Φ(1). Isso ocorre uma vez

que no caso quântico os modos normais são obtidos em um espaço-tempo de fundo

estático, enquanto que no caso clássico essa simetria é quebrada pela escolha de um

instante particular, t = 0, para se começar a evolução. É claro que essa diferença

nos tratamentos escolhidos não muda a conclusão final sobre a instabilidade.

A fim de compararmos os observáveis 〈0in|Φ̂2|0in〉 e Φ2
(1), notemos primeiro que

eles diferem apenas por um fator multiplicativo:

Φ2
(1)

〈0in|Φ̂2|0in〉
=

1

2�κs̄0

[∫ +∞

0

f0(s̄0, r
′)I 00(s̄0, r

′)dx′
]2
, (3.33)

onde fica claro o papel das condições iniciais na evolução clássica [representadas

por I 00(s̄0, r)] e da escolha do estado do campo na abordagem quântica (que está

codificada no fator κ).

Vamos então supor o espaço-tempo de uma estrela relativ́ıstica com raio r = Rs

e vamos escolher condições iniciais t́ıpicas, como

χ00(t, r)|t=0 = AΘ(Rs − r), ∂tχ00(t, r)|t=0 = 0,

onde notamos que a amplitude A da perturbação inicial tem dimensões de distância

em unidades em que c = G = 1 [ver, por exemplo, a Eq. (3.7)]. Nesse caso, a

Eq. (3.33) se torna

Φ2
(1)

〈0in|Φ̂2|0in〉
=
A2s̄0
2�κ

[∫ x(Rs)

0

f0(s̄0, r
′)dx′

]2

. (3.34)

Finalmente, usando (i) a Eq. (3.30), (ii) o fato de que f0(s̄0, r) ∼ 1/R
1/2
s , já que

f0(s̄0, r) dá uma contribuição despreźıvel para a Eq. (3.30) se r � Rs ∼ x(Rs), e

(iii) R−2s ∼ |V (l)
eff | ∼ s̄20, podemos escrever a Eq. (3.34) como

Φ2
(1)

〈0in|Φ̂2|0in〉
∼ A2

2�
. (3.35)

A condição (iii) vem da Eq. (3.18), se exigimos que |V (l)
eff | seja ao menos da ordem de

R−2s para tornar o potencial “fundo” o suficiente para acomodar estados ligados. Por

outro lado, assumindo a existência de estados ligados, o valor de s̄20 a eles associado

é tipicamente da ordem de |V (l)
eff |.

A Eq. (3.35) mostra como o fator � pode ser introduzido em Φ(1) por uma

escolha adequada da magnitude da amplitude inicial como |A| ∼ �
1/2. Portanto,

perturbações clássicas com |A| ∼ �
1/2 de certa forma simulam flutuações quânticas.
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Conforme discutiremos em mais detalhes no Cap. 6, no tratamento clássico,

logo que a instabilidade é acionada, a aproximação linear impĺıcita na Eq. (3.6)

deixa de ser válida e faz-se necessário evoluir o sistema completo das equações de

Einstein, Eq. (3.3), e equações de campo (3.5). Porém, se |A| ∼ �
1/2, um tratamento

quântico da evolução do campo parece mais apropriado. Nesse caso, temos que, se

as flutuações do tensor de energia-momento forem “razoavelmente” pequenas [86],

o espaço-tempo responderá de acordo com as equações semiclássicas de Einstein:

Gμν = 8π〈0|T̂μν |0〉. (3.36)

Como já observamos anterioremente, a evolução do sistema quântico com base nas

Eqs. (3.5) e (3.36) é uma tarefa altamente não trivial. Contudo, para sistemas

instáveis, é razoável supor que, quando as flutuações de vácuo se tornam grandes o

suficiente, elas devem de alguma forma “colapsar” em perturbações clássicas (ver,

por exemplo, a Ref. [20]), em um processo análogo à formação das anisotropias

da radiação cósmica de fundo a partir de flutuações de vácuo primordiais [115].

Depois disso, a evolução do sistema será bem descrita pelas equações clássicas de

movimento. No Cap. 6, voltaremos a discutir essas questões ligadas ao estado final da

instabilidade, apontando algumas das sutilezas conceituais envolvidas na transição

entre os regimes quântico e clássico.
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Caṕıtulo 4

Despertando o vácuo no espaço-tempo de cascas

esferoidais

Nos Caṕıtulos anteriores, estudamos quântica e classicamente a estabilidade linear

de campos escalares não minimamente acoplados em certos espaços-tempos curvos

como o de estrelas relativ́ısticas. Em particular, vimos no Cap. 2 que, a prinćıpio,

a instabilidade experimentada por certas classes de campos poderia ser usada jun-

tamente com dados astrof́ısicos para obtermos informações sobre a existência (ou

inexistência) de tais campos na Natureza. Portanto, é interessante sabermos como o

espaço de parâmetros que caracteriza a instabilidade (ver Fig. 2.2 ou Refs. [93, 110])

é alterado quando hipóteses sobre o modelo estelar, como simetria esférica e estati-

cidade, são relaxadas. Este será o objeto de estudo deste e do próximo Caṕıtulo.

Neste Caṕıtulo, nosso objetivo é estudar a estabilidade de campos escalares não

minimamente acoplados no espaço-tempo de objetos compactos estáticos, mas sem

simetria esférica. Em geral, estrelas relativ́ısticas estáticas são bem descritas por

um fluido perfeito com alguma equação de estado, e tais modelos necessariamente

têm simetria esférica∗. Ainda assim, pequenos desvios da hipótese de fluido perfeito

e de simetria esférica podem estar presentes em estrelas relativ́ısticas. Por exemplo,

estrelas de nêutrons devem apresentar uma crosta sólida com alguma elasticidade,

que pode lhes conferir uma pequena elipticidade (ver, e.g., as Refs. [33, 91] para

limites teóricos e observacionais a esse respeito). Além disso, para sistemas com

rotação ou não isolados, desvios da simetria esférica em geral estão presentes e,

em um regime de densidades e pressões menores, sistemas astrof́ısicos estáticos sem

simetria esférica são abundantes.

Portanto, certamente o estudo de objetos compactos sem simetria esférica tem

interesse f́ısico; por outro lado, a sua descrição em Relatividade Geral se depara com

∗Que fluidos perfeitos autogravitantes estáticos têm simetria esférica foi provado dentro da

teoria Newtoniana e é uma conjectura muito plauśıvel em Relatividade Geral [96, 14, 97], embora

não tenha sido provada com toda a generalidade posśıvel.
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algumas dificuldades e sutilezas. Métricas estáticas sem simetria esférica podem ser

constrúıdas em Relatividade Geral levando-se em conta, por exemplo, a elastici-

dade da matéria [7] ou por meio da junção de uma solução de vácuo conhecida das

equações de Einstein (ver, e.g., a Ref. [116]) com uma solução interior adequada

(ver, e.g., a Ref. [72]). No entanto, o problema da construção de tais soluções é, por

si só, complexo. Portanto, optaremos por adotar aqui um modelo paradigmático

e matematicamente mais simples de objetos compactos não esféricos: o de cascas

finas. Como discutido no Apêndice C, cascas finas são obtidas a partir da junção

de duas soluções das equações de Einstein ao longo de uma fronteira limitada. O

modelo de cascas esferoidais estáticas apresentado na Sec. 4.1 nos permitirá explorar

as consequências de desvios da simetria esférica sobre o espaço de parâmetros da ins-

tabilidade, ao mesmo tempo em que evita as complicações envolvidas, por exemplo,

na escolha de uma métrica interior apropriada para objetos compactos não esféricos.

Este Caṕıtulo está organizado da seguinte forma. Na Sec. 4.1, seguimos em

grande parte a Ref. [100] e apresentamos as propriedades gerais do espaço-tempo

da casca, enfatizando as hipóteses que entram na construção da classe de espaços-

tempos em que estaremos interessados. Na Sec. 4.2, que contém os resultados princi-

pais deste Caṕıtulo, analisamos a estabilidade de campos escalares não minimamente

acoplados nesses espaços-tempos e investigamos como o espaço de parâmetros da ins-

tabilidade muda na medida em que nos afastamos do limite esférico. A Sec. 4.3 é

dedicada a discussões finais. Em particular, motivados pelo fato de que campos

com acoplamento conforme são instáveis no espaço-tempo de certas cascas esféricas,

comentamos brevemente sobre a estabilidade do campo eletromagnético em espaços-

tempos estáticos e esféricos. Além disso, discutimos alguns aspectos do crescimento

exponencial da densidade de energia do vácuo, no contexto de cascas esféricas.

Este Caṕıtulo se baseia essencialmente na Ref. [94], publicada na revista Physical

Review D.

4.1 Cascas esferoidais estáticas

Para construirmos um modelo de cascas estáticas não esféricas, precisamos combinar

duas soluções de vácuo das equações de Einstein com essas propriedades, seguindo

o procedimento descrito no Apêndice C. Para os nossos propósitos, será suficiente

relaxarmos a condição de simetria esférica, mantendo, porém, a de simetria axial.

A métrica mais geral estática e com simetria axial de vácuo pode ser escrita como

[129]

ds2 = −e2λdt2 + e2(ν−λ)(dρ2 + dz2) + ρ2e−2λdϕ2, (4.1)
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onde λ = λ(ρ, z) e ν = ν(ρ, z) satisfazem

∂2λ

∂ρ2
+
∂2λ

∂z2
+

1

ρ

∂λ

∂ρ
= 0, (4.2)

∂ν

∂ρ
= ρ

[(
∂λ

∂ρ

)2

−
(
∂λ

∂z

)2
]
, (4.3)

e
∂ν

∂z
= 2ρ

∂λ

∂ρ

∂λ

∂z
. (4.4)

Vamos denotar por V+ e V− as porções do espaço-tempo no exterior e no interior

da casca, respectivamente, e vamos supor que são descritas pelo elemento de linha

(4.1) e cobertas por coordenadas (t, ρ, z, ϕ) e (t̄, ρ̄, z̄, ϕ̄). Vamos denotar por S a

fronteira tridimensional tipo tempo entre V+ e V−, que corresponde ao tubo de

mundo da casca. Note que, usando as simetrias do espaço-tempo, podemos escolher

as coordenadas temporal e angular em S de forma que t̄ = t e ϕ̄ = ϕ. Assim,

denotaremos as coordenadas internas simplesmente por (t, ρ̄, z̄, ϕ).

Vamos então, seguindo a Ref. [100], fazer algumas hipóteses simplificadoras a fim

de obtermos uma classe de cascas descrita por um número mı́nimo de parâmetros,

mas suficientemente rica para os nossos propósitos. Primeiramente, vamos assumir

que a superf́ıcie S de junção das métricas é uma superf́ıcie de λ = constante:

λ(ρ, z)|S = λ(ρ̄, z̄)|S = λ0 = const, (4.5)

onde a primeira igualdade é consequência da condição de continuidade das métricas

induzidas (ver o Apêndice C) se notamos que S deve ser descrita por v́ınculos do tipo

f+(ρ, z) = 0 e f−(ρ̄, z̄) = 0. A escolha (4.5) introduz uma simplificação significativa

na construção do espaço-tempo, uma vez que faz com que a região V− seja plana,

com elemento de linha

ds2− = −e2λ0dt2 + e−2λ0(dρ̄2 + dz̄2 + ρ̄2dϕ2). (4.6)

Isso pode ser visto da seguinte forma. Primeiro, notemos que λ(ρ̄, z̄) é uma solução

da equação de Laplace (4.2). Portanto, levando em conta a Eq. (4.5) e a propriedade

de funções harmônicas de não possúırem máximos ou mı́nimos locais, segue que

λ = λ0 em todo V−. Por outro lado, das Eqs. (4.3) e (4.4), vemos que, se λ(ρ̄, z̄) é

constante em V−, ν(ρ̄, z̄) também o é. Uma vez que ν(ρ̄, z̄) deve se anular sobre o

eixo de simetria†, conclúımos que ν(ρ̄, z̄) = 0 em V− e o elemento de linha (4.1) se

†A condição ν(0, z) = 0 é uma consequência da condição conhecida como elementary flatness,

segundo a qual para todo ćırculo infinitesimal tipo espaço, a razão entre a circunferência e o raio

deve ser igual a 2π. Em particular, se tomamos um ćırculo infinitesimal com z e t constantes

no espaço-tempo descrito pela Eq. (4.1), essa razão é dada por
∫ 2π

0
dϕδρe−λ/

∫ δρ

0
eν−λdρ, que, no

limite δρ→ 0, se reduz a 2π quando ν(0, z) = 0.
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reduz a (4.6) no interior de S.
A fim de analisarmos a métrica em V+ e impormos algumas simplificações adi-

cionais, é conveniente realizar a mudança de coordenadas {ρ, z} → {x, y} definida

por

ρ ≡ a(x2 − 1)1/2(1− y2)1/2, z ≡ axy,

onde x ∈ [1,∞), y ∈ [−1, 1], e a = const > 0. Em termos das coordenadas x e y a

Eq. (4.2) é escrita como

∂

∂x

[
(x2 − 1)

∂λ

∂x

]
+

∂

∂y

[
(1− y2)

∂λ

∂y

]
= 0, (4.7)

ao passo que as Eqs. (4.3) e (4.4) se tornam

∂ν

∂x
=

1− y2

x2 − y2

[
x(x2 − 1)

(
∂λ

∂x

)2

− x(1− y2)

(
∂λ

∂y

)2

− 2y(x2 − 1)
∂λ

∂x

∂λ

∂y

]
, (4.8)

∂ν

∂y
=

x2 − 1

x2 − y2

[
y(x2 − 1)

(
∂λ

∂x

)2

− y(1− y2)

(
∂λ

∂y

)2

+ 2x(x2 − 1)
∂λ

∂x

∂λ

∂y

]
. (4.9)

A solução mais geral da Eq. (4.7) que é regular em y = ±1 (o eixo de simetria) e

bem comportada quando x→∞ (infinito espacial) é dada por

λ =
∞∑
j=0

AjQj(x)Pj(y), Aj = const, (4.10)

onde Pj(z) e Qj(z) são as funções associadas de Legendre de ordem zero, de primeiro

e segundo tipos, respectivamente [1]. Por simplicidade, vamos nos restringir à classe

particular de cascas esferoidais obtidas ao impormos Aj = 0 para j = 1, 2, . . . na

Eq. (4.10). Como resultado, temos

λ = −β
2
ln
x+ 1

x− 1
, (4.11)

onde β = −A0 > 0 desempenhará o papel de um parâmetro geométrico ligado à

forma da casca. A solução correspondente para ν(x, y) pode ser obtida diretamente

das Eqs. (4.8) e (4.9):

ν =
β2

2
ln

x2 − 1

x2 − y2
. (4.12)

Além disso, as Eqs. (4.5) e (4.11) implicam que a hipersuperf́ıcie S é determinada

pelo v́ınculo

x = x0 = const > 1. (4.13)

Vale notar que a condição (4.5) combinada com a escolha A1 = A2 = . . . = 0

reduz a gama de formas e distribuições de energia-momento das cascas consideradas
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aqui (ver, por exemplo, a Ref. [116] para espaços-tempos mais gerais). Ainda assim,

essa classe de cascas esferoidais, estudada na Ref. [100], é suficientemente geral para

os nossos propósitos.

Combinando esses resultados, a métrica em V+ pode ser escrita como

ds2+ = −
(
x− 1

x+ 1

)β

dt2 + a2
(
x+ 1

x− 1

)β (
x2 − 1

x2 − y2

)β2

(x2 − y2)

(
dx2

x2 − 1
+

dy2

1− y2

)
+ a2

(
x+ 1

x− 1

)β

(x2 − 1)(1− y2)dϕ2. (4.14)

Note que, se β = 1, a Eq. (4.14) se reduz ao elemento de linha de Schwarzschild: por

meio da transformação x = r/M − 1 e y = cos θ e tomando a = M , recuperamos o

elemento de linha nas coordenadas de Schwarzschild. A condição x > 1 corresponde

à restrição r > 2M .

Por outro lado, em V−, a métrica (4.6) pode ser reescrita da seguinte forma:

ds2− = −
(
x0 − 1

x0 + 1

)β

dt2 + a2
(
x0 + 1

x0 − 1

)β (
dr̃2 + r̃2dθ2 + r̃2 sin2 θdϕ2

)
, (4.15)

onde usamos que λ0 = −(β/2) ln[(x0 + 1)/(x0 − 1)] e fizemos, para conveniência

posterior, a mudança de coordenadas {ρ̄, z̄} → {r̃, θ} tal que

ρ̄ ≡ ar̃ sin θ, z̄ ≡ ar̃ cos θ.

Condição de junção: continuidade da métrica induzida

Para que a métrica constrúıda a partir da união de g+μν , Eq. (4.14), e g−μν ,

Eq. (4.15), possa ser uma solução das equações de Einstein, devemos impor a

condição de junção descrita no Apêndice C: as métricas induzidas em S a partir de

V+ e V− devem ser iguais. É conveniente cobrir a hipersuperf́ıcie S com coordena-

das ζa = (t, y, ϕ), a = 0, 2, 3, uma vez que S é determinada por x = x0 = const.

A condição de junção estabelece, então, uma relação entre as coordenadas internas

r̃, θ, e a coordenada y em S.
Chamando r̃|S = f(y) e cos θ|S = g(y), temos

ds2−|S = −
(
x0 − 1

x0 + 1

)β

dt2 + a2
(
x0 + 1

x0 − 1

)β [(
f ′(y)2 + f(y)2

g′(y)2

1− g(y)2

)
dy2

+ f(y)2(1− g(y)2)dϕ2
]
.

Portanto, igualando essa expressão com

ds2+|S = −
(
x0 − 1

x0 + 1

)β

dt2 + a2
(
x0 + 1

x0 − 1

)β (
x20 − 1

x20 − y2

)β2 (
x20 − y2

1− y2

)
dy2

+ a2
(
x0 + 1

x0 − 1

)β

(x20 − 1)(1− y2)dϕ2,
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obtemos as condições

f(y) =

[
(x20 − 1)(1− y2)

1− g(y)2

]1/2
(4.16)

e

g′(y)(1− y2)

1− g(y)2
= g(y)y + (1− g(y)2)1/2

[(
x20 − 1

x20 − y2

)β2−1
− y2

]1/2

, (4.17)

onde “ ′ ” ≡ d/dy. A função g(y) é obtida pela integração numérica da Eq. (4.17)

a partir da condição de contorno g(0) = 0, que é adotada por ser compat́ıvel com a

solução g(y) = y quando β = 1. Então, f(y) pode ser obtida diretamente a partir

da Eq. (4.16). Na Fig. 4.1, ilustramos o comportamento dessas funções.
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Β > 1
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Figura 4.1: Funções (a) f(y) e (b) g(y) como função de y para x0 = 1.5 e β = 0.5

(azul), 1 (magenta) e 1.4 (amarelo).

Note, da Eq. (4.17), que, para garantirmos que g(y) seja real, devemos impor(
x20 − 1

x20 − y2

)β2−1
− y2 ≥ 0.

Para 0 < β ≤ 1 essa desigualdade é sempre verificada (note que −1 ≤ y ≤ 1 e

x0 > 1). Porém, para β > 1, ela é satisfeita para todos os valores de y apenas se

x0 ≥ β. (4.18)

Já vimos que o caso β = 1 corresponde ao limite esférico. Como veremos em seguida,

os valores 0 < β < 1 e β > 1 corresponderão a configurações prolatas e oblatas,

respectivamente. Então, veremos que a condição (4.18), que é necessária para a

junção das métricas em S, coloca um limite sobre o quão oblatas as cascas descritas

por este modelo poderão ser.

55



4.1.1 Propriedades geométricas da casca

Para evidenciarmos a dependência da forma da casca sobre os parâmetros β e x0,

calculamos a razão

n ≡ Lequatorial

Lmeridional

=
(1− 1/x20)

(1−β2)/2

2F1(1/2, (β2 − 1)/2, 1; x−20 )
, (4.19)

onde Lmeridional e Lequatorial são, respectivamente, o comprimento próprio meridional

(ϕ = const) e o comprimento próprio equatorial (y = 0) da casca, descrita por

x = x0, e calculados em alguma seção t = const. Na Eq. (4.19), 2F1(a, b, c; z) denota

a função hipergeométrica [1]. Como fica claro na Fig. 4.2, as cascas aqui descritas

serão prolatas (0 < n < 1), esféricas (n = 1) e oblatas (n > 1) para 0 < β < 1,

β = 1 e β > 1, respectivamente. A restrição (4.18) implica que o maior valor de n

obtido para o caso oblato (β > 1) é dado por

nmax ≡ lim
x0=β→∞

n = e1/4/I0(1/4) ≈ 1.3, (4.20)

onde Iν(z) é a função de Bessel modificada de primeira especie. Esse limite, é claro,

não deve ser visto como uma restrição geral a cascas oblatas arbitrárias, mas sim

como uma consequência das hipóteses do modelo particular que adotamos aqui [ver

a discussão abaixo da Eq. (4.13)]. Observe que não existe uma restrição semelhante

para cascas prolatas, uma vez que n, dado na Eq. (4.19), pode assumir valores

(positivos) arbitrariamente pequenos.

É conveniente também calcularmos neste ponto outra propriedade geométrica

das seções t = const de S: sua área própria, como função de β e x0. Um cálculo

direto mostra que

A = 4πx20a
2

(
x0 + 1

x0 − 1

)β (
1− 1

x20

)(β2+1)/2

2F1

(
1

2
,
β2 − 1

2
,
3

2
;
1

x20

)
. (4.21)

Vale ressaltar algumas propriedades da quantidade A. Primeiramente, notemos que,

para um certo valor de β, a área própria é mı́nima no limite x0 → 1 e aumenta em

função de x0. Por exemplo, se β = 1, A = 4πM2(x0 + 1)2, onde usamos que a =M

no caso esférico, como veremos na próxima seção. Portanto, o limite inferior da área

de cascas esféricas é dado por A
x0→1→ 16πM2, que corresponde ao limite em que o

raio da casca tende ao raio de Schwarzschild. Já no caso prolato, 0 < β < 1, temos

A
x0→1→ 0: o limite x0 → 1 corresponde a uma vara infinitamente longa e fina, com

área própria nula. Por sua vez, no caso oblato, a restrição (4.18) implica que o valor

mı́nimo da área das cascas oblatas consideradas aqui é obtido quando x0 = β (o

limite x0 → 1 não pode ser tomado nesse caso).
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Figura 4.2: A razão n ≡ Lequatorial/Lmeridional, Eq. (4.19), é representada como função

de β para cascas localizadas em diferentes valores de x0 = const. Para 0 < β < 1,

β = 1 e β > 1, temos cascas prolatas (0 < n < 1), esféricas (n = 1) e oblatas

(n > 1), respectivamente. O valor máximo de n, nmax ≈ 1.3, corresponde a uma

casca oblata obtida no limite x = x0 = β →∞, em cujo caso o diâmetro equatorial

é cerca de duas vezes maior que o polar. Cascas com n → 0 correspondem a varas

infinitamente finas e longas, obtidas para 0 < β < 1 e no limite x = x0 → 1.

Por completeza, vamos verificar também o comportamento de A quando fixamos

um certo valor de n, pois usaremos essa informação na construção dos gráficos na

Sec. 4.2.2. Se n = 1, n < 1 e n > 1, o valor mı́nimo da área será respectivamente

A/16πM2 = 1, A/16πM2 < 1 e A/16πM2 > 1 [onde fizemos uso da relaçãoM = βa,

Eq. (4.31) abaixo]. Por exemplo, para n = 0.25, n = 0.5, n = 0.75 e n = 0.85,

temos, respectivamente, Amin/16πM
2 ≈ 0.877, 0.971, 0.996, 0.999. Para n = 1.18,

Amin/16πM
2 ≈ 1.151. Para n = n0 > 1 fixo, há ainda um limite máximo para a área

das cascas posśıveis: se invertemos a Eq. (4.19) para obter x0(n0, β), então a área

A, como função de β satura em um valor máximo quando β → ∞. Para n = 1.18,

por exemplo, Amax/16πM
2 ≈ 1.534.

4.1.2 Tensor de energia-momento e propriedades f́ısicas

Uma vez estabelecidas as métricas no interior e no exterior de S, Eqs. (4.15) e

(4.14), o tensor de energia-momento da casca também é determinado, como descrito

no Apêndice C:

T μν = Sabeμae
ν
b δ(�), (4.22)
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onde � é a distância própria ao longo de geodésicas que interceptam S ortogonal-

mente (de modo que � < 0, � = 0 e � > 0 dentro, sobre e fora de S, respectivamente),

eμa ≡ ∂xμ/∂ζa são as componentes dos vetores coordenados ∂/∂ζa definidos em S
(com {xμ} sendo um sistema de coordenadas suave cobrindo uma vizinhança de S)
e

Sab = − 1

8π
(ΔKab − habΔK) (4.23)

é o tensor de energia-momento superficial da casca. Aqui, Kab é a curvatura

extŕınseca, K ≡ Kabh
ab, e ΔA = A+ − A− denota a descontinuidade de uma quan-

tidade A através de S. Portanto, a quantidade essencial que determina o tensor de

energia-momento da casca é a descontinuidade do tensor de curvatura extŕınseca, o

qual é dado por K±
ab = ∇νn

±
μ e
±μ
a e±νb , onde nμ é o campo vetorial unitário normal à

casca.

Em particular, em V+, temos e+0
0 = e+2

2 = e+3
3 = 1 e e+μ

a = 0 nos demais casos,

além de

n+
μ = a

(
x0 + 1

x0 − 1

)β/2(
x20 − 1

x20 − y2

)(β2−1)/2
(0, 1, 0, 0). (4.24)

Portanto, em V+, as componentes não nulas do tensor de curvatura extŕınseca são

K+0
0 =

1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2
β

x20 − 1
,

K+2
2 =

1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2(
x0β

2 − β

x20 − 1
+
x0(1− β2)

x20 − y2

)
,

K+3
3 =

1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2
x0 − β

x20 − 1
.

Por outro lado, em V−, temos e−00 = e−33 = 1, e−12 = f ′(y), e−22 = −g′(y)/√1− g(y)2

e e−μa = 0 nos demais casos, além de

n−μ = a

(
x0 + 1

x0 − 1

)β/2(
g′(y)2

1− g(y)2
+
f ′(y)2

f(y)2

)−1/2(
0,

g′(y)√
1− g(y)2

, f ′(y), 0

)
. (4.25)

Portanto, em V−, as componentes não nulas do tensor de curvatura extŕınseca são

K−2
2 =

1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2(
1 +

y2(1− β2)

x20 − y2

)
1

H(y)
,

K−3
3 =

1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2
H(y)

x20 − 1
,

onde definimos

H(y) ≡
(
x20 − 1

1− y2

)1/2
[(

x20 − 1

x20 − y2

)β2−1
− y2

]1/2

.
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De posse dessas relações, um cálculo direto então leva a (ver também a Ref. [100])

8πS0
0 = A(y)[B(y) + C(y)− 2β(x20 − y2)], (4.26)

8πS2
2 = A(y)C(y), (4.27)

8πS3
3 = A(y)B(y), (4.28)

onde

A(y) ≡ (x20 − 1)−1

a(x20 − y2)

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2
,

B(y) ≡ β2x0(1− y2)− U(y)−1(x20 − β2y2)(x20 − 1) + x0(x
2
0 − 1),

C(y) ≡ (x20 − y2)[x0 − U(y)],

e

U(y) ≡
(
x20 − 1

1− y2

)1/2
[(

x20 − 1

x20 − y2

)β2−1
− y2

]1/2

. (4.29)

As propriedades f́ısicas da matéria que constitui a casca são descritas pelas

Eqs. (4.26)-(4.28). Em particular, a partir do tensor de energia-momento da casca,

podemos calcular sua massa gravitacional, dada por [135]

M = 2

∫
Σt

(
T μ

ν −
1

2
gμνT

)
ξνdΣμ, (4.30)

onde ξν ≡ (∂/∂t)ν é um campo vetorial tipo tempo global, a integral é feita em uma

superf́ıcie de Cauchy Σt com t = const e dΣμ ≡ n̄μdΣ onde n̄μ é o campo vetorial

unitário ortogonal a Σt e que aponta para o futuro. Usando a Eq. (4.22) combinada

com as Eqs. (4.26)-(4.28), obtemos

M = βa. (4.31)

Além disso, podemos verificar para que parâmetros x0 e β a matéria que compõe a

casca possui propriedades f́ısicas “razoáveis”. Essa noção é codificada em condições

de energia [135, 114], que expressam boas propriedades da matéria clássica. Em

particular, a condição de energia fraca é que Tμνu
μuν ≥ 0 para qualquer vetor tipo

tempo uμ que aponta para o futuro, ou seja, a densidade de energia medida por

qualquer observador deve ser não negativa. A condição de energia forte exige que

(Tμν − 1
2
Tgμν)u

μuν ≥ 0 para qualquer uμ unitário tipo tempo que aponta para o

futuro. Por fim, a condição de energia dominante exige que, para todo uμ tipo

tempo, direcionado para o futuro, −Tμνuμ deve ser um vetor tipo tempo ou tipo

luz que aponta para o futuro: uma vez que −Tμνuμ é a densidade de momento da

matéria como medida por um observador com velocidade uμ, essa condição expressa

a exigência de que a matéria se mova em linhas de mundo tipo tempo ou tipo luz.
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As condições de energia acima podem também ser formuladas em termos dos

autovalores de Sab [135, 114]. Para isso, é útil definirmos vetores êaα que formam

uma base ortonormal em S, no sentido que

habê
a
αê

b
β = ηαβ,

onde ηαβ = diag(−1, 1, 1). A densidade de energia superficial e as pressões principais

são definidas como autovalores com respeito a essa base: σ = Sabê
a
0ê

b
0, p2 = Sabê

a
2ê

b
2,

p3 = Sabê
a
3ê

b
3. A condição de energia fraca então implica que σ ≥ 0 e σ + pi ≥ 0

(i = 2, 3), a condição de energia forte é equivalente a σ + p2 + p3 ≥ 0 e σ + pi ≥ 0

(i = 2, 3), e a condição de energia dominante implica σ ≥ |pi| (i = 2, 3).

Pode-se verificar que as condições de energia fraca e forte são sempre satisfeitas

pelo tensor de energia-momento (4.22). Em relação à condição de energia dominante,

ela será satisfeita se

2βx0 ≥ −1+β2+3x20−xβ
2

0 (x20−1)1−β
2/2−2x2−β

2

0 (x20−1)β
2/2, para 0 < β < 1 (4.32)

e

x0 ≥ (13/12)β, para β > 1. (4.33)

Isso é ilustrado na Fig. 4.3. Nela, fica claro que a matéria que compõe essa classe

de cascas possui propriedades f́ısicas razoáveis para um intervalo significativo de

parâmetros.

4.2 Quantização do campo e análise de estabilidade

No espaço-tempo descrito na Sec. 4.1, vamos considerar um campo escalar não

minimamente acoplado e sem massa Φ, satisfazendo a equação de Klein-Gordon

−∇μ∇μΦ + ξRΦ = 0, (4.34)

onde R é o escalar de curvatura e ξ é um parâmetro adimensional.

Seguindo o procedimento de quantização canônica, expandimos o operador cam-

po na forma

Φ̂ =

∫
dϑ(η)[âηuη + â†ηu

∗
η],

onde ϑ é uma medida definida no conjunto de números quânticos η, e uη e u∗η são

modos normais satisfazendo a Eq. (4.34), e de norma positiva e negativa, respecti-

vamente, com respeito ao produto interno de Klein-Gordon, Eq. (2.6). Então, os

operadores de aniquilação, âη, e criação, â†η, satisfazem as relações de comutação
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Figura 4.3: A região cinza claro corresponde aos valores de (β, x0) que não satisfazem

a condição de energia dominante, enquanto a região cinza escuro é exclúıda pelo

v́ınculo (4.18). A região branca corresponde a cascas que satisfazem as condições de

energia fraca, forte e dominante.

usuais: [âα, â
†
β] = δ(α, β), [âα, âβ] = 0, e o estado de vácuo |0〉 é definido exigindo-se

que âη|0〉 = 0 para todo η.

Uma vez que nosso espaço-tempo é estático e axialmente simétrico, é natural

buscarmos por modos (de norma positiva) com a forma

uη(t, �χ, ϕ) = Tσ(t)Fσμ(�χ)e
iμϕ, (4.35)

onde �χ = (r̃, θ) e �χ = (x, y) dentro e fora de S, respectivamente, μ ∈ � é o número

quântico azimutal e σ = const. Usando a Eq. (4.35) na Eq. (4.34), vemos que Tσ(t)

obedece
d2

dt2
Tσ + σTσ = 0, (4.36)

ao passo que Fσμ(χ) satisfaz

− 1

a2

(
x0 − 1

x0 + 1

)2β [
1

r̃2
∂r̃(r̃

2∂r̃) +
1

r̃2 sin θ
∂θ(sin θ∂θ)− μ2

r̃2 sin2 θ

]
F−σμ = σF−σμ (4.37)

e

− 1

a2

(
x− 1

x+ 1

)2β
{
(x2 − y2)β

2−1

(x2 − 1)β2

{
∂x
[
(x2 − 1)∂x

]
+ ∂y

[
(1− y2)∂y

]}− μ2

(x2 − 1)(1− y2)

}
F+
σμ = σF+

σμ. (4.38)
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Aqui, inclúımos os rótulos “−” e “+” em Fσμ a fim de denotarmos soluções válidas

dentro e fora da casca, respectivamente.

As soluções da Eq. (4.36) terão as seguintes formas:

Tσ(t)→ Tω(t) ∝ exp(−iωt), ω > 0, (4.39)

para σ ≡ ω2 > 0 e

Tσ(t)→ TΩ(t) ∝ eΩt−iπ/12 + e−Ωt+iπ/12, Ω > 0, (4.40)

para σ ≡ −Ω2 < 0, onde a Eq. (4.40) expressa uma das posśıveis combinações que

garantem que uσ com σ < 0 seja um modo de norma positiva [ver a Eq. (2.23) e a

discussão em seu entorno]. A Eq. (4.39) está conectada com os modos oscilatórios

usuais, ao passo que a Eq. (4.40) está associada com modos taquiônicos, responsáveis

pelo crescimento exponencial das flutuações quânticas do campo, como vimos no

Cap. 2. A exigência de que tais modos sejam normalizáveis determina os posśıveis

valores negativos de σ (caso existam) e, portanto, a existência (ou inexistência) de

instabilidade. Essa exigência, associada à Eq. (4.38), implica que o comportamento

assintótico de Fσμ com σ ≡ −Ω2 < 0 é dado por

F+
σμ(x, y)→ F+

Ωμ(x, y)
x→∞∝ exp(−Ωax). (4.41)

Agora, vamos analisar as Eqs. (4.37) e (4.38) em mais detalhes. Devido à

Eq. (4.22), temos que

R = −8πT = −2ΔKδ(�).
Então, vemos, da Eq. (4.34), que Fσμ deve ser cont́ınua em S,

F−σμ(r̃, θ)|S = F+
σμ(x, y)|S , (4.42)

e que a derivada primeira de Fσμ ao longo da direção ortogonal à casca deve ser

descont́ınua:

Δ(dFσμ/d�) = ξγ(y)Fσμ|S . (4.43)

Aqui, γ(y) ≡ −2ΔK, e lembramos que ΔK = 4π(S0
0 + S2

2 + S3
3). Usando as

Eqs. (4.26)-(4.28), obtemos

γ(y) = −2

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β
2
(
x20 − y2

x20 − 1

)β2−1
2

[
β2x0 − β + x0

x20 − 1

+
x0(1− β2)

x20 − y2
− 1

U(y)

(
1− y2(β2 − 1)

x20 − y2

)
− U(y)

x20 − 1

]
, (4.44)
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onde U(y) foi definido na Eq. (4.29). A Eq. (4.43) pode ser expressa de uma forma

mais conveniente:(
dx

d�

∂F+
σμ

∂x

)∣∣∣∣
S
−
(
dr̃

d�

∂F−σμ
∂r̃

+
dθ

d�

∂F−σμ
∂θ

)∣∣∣∣
S
= ξγ(y)Fσμ|S , (4.45)

onde
dx

d�

∣∣∣∣
S
=

1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2(
x20 − y2

x20 − 1

)(β2−1)/2
, (4.46)

dr̃

d�

∣∣∣∣
S
=

D(y)g′(y)√
1− g(y)2

, (4.47)

e
dθ

d�

∣∣∣∣
S
=
D(y)f ′(y)
f(y)2

, (4.48)

com

D(y) ≡ 1

a

(
x0 − 1

x0 + 1

)β/2 [
g′(y)2

1− g(y)2
+
f ′(y)2

f(y)2

]−1/2
. (4.49)

As expressões (4.46)-(4.48) são obtidas a partir do vetor normal a S, dado por

n = d� = n±μ dx
μ
±, o que implica que dxμ±/d� = nμ

± [ver Eqs. (4.24) e (4.25)].

No que segue, vamos buscar determinar os parâmetros ξ que permitem a existên-

cia de modos taquiônicos para uma certa configuração esferoidal, determinada pe-

los valores de x0, β e M . Para esse propósito, devemos buscar soluções regulares

F±σμ(�χ) com σ < 0, satisfazendo as Eqs. (4.37) e (4.38) dentro e fora da casca, res-

pectivamente, além de respeitar as Eqs. (4.42) e (4.43) sobre a casca e possuir o

comportamento assintótico dado na Eq. (4.41).

4.2.1 Cascas esféricas

Vamos começar com uma investigação das condições necessárias para que o campo

seja instável no espaço-tempo de cascas esféricas. Esse caso será interessante por si

só, permitindo um tratamento anaĺıtico completo, e será usado para ilustrar vários

pontos interessantes no restante do trabalho. Além disso, o caso esférico servirá

para verificarmos os programas usados para tratarmos cascas axialmente simétricas

mais gerais em seguida.

Primeiramente, notemos da Eq. (4.31) que a = M para β = 1. Então, usando

as definições x ≡ r/M − 1 e y ≡ cos θ na Eq. (4.14) e definindo x0 ≡ R/M − 1 na

Eq. (4.15), podemos escrever os elementos de linha em V+ e V− como

ds2+ = −(1− 2M/r)dt2 + (1− 2M/r)−1dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2) (4.50)

e

ds2− = −(1− 2M/R)dt2 + (1− 2M/R)−1M2(dr̃2 + r̃2dθ2 + r̃2 sin2 θdϕ2), (4.51)
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respectivamente. Devido à simetria esférica do espaço-tempo, podemos identificar

não só t e ϕ, mas também θ dentro e fora de S.
Em termos das coordenadas internas e externas, o lugar geométrico da casca é

dado respectivamente por

r̃ = (1− 2M/R)1/2R/M e r = R.

A fim de definirmos uma coordenada radial cont́ınua em S, introduzimos

r− ≡Mr̃/(1− 2M/R)1/2, r+ ≡ r

com relação às quais a casca é descrita por r± = R.

Soluções gerais das Eqs. (4.37) e (4.38) podem ser colocadas na forma

F±σμ(r±, θ) =
∞∑
l=0

alμ
ψ±σl(r±)
r±

P μ
l (cos θ), (4.52)

onde alμ = const e P μ
l (cos θ) são funções associadas de Legendre de primeira espécie,

grau l = 0, 1, 2 . . . e ordem μ = −l,−l+ 1, . . . , l. Por conveniência, vamos definir as

coordenadas

χ− ≡ r−/(1− 2M/R)1/2, χ+ ≡ r+ + 2M ln[r+/(2M)− 1] +D,

onde a constante D é escolhida de forma que χ− e χ+ sejam iguais sobre a casca. Em

termos das coordenadas χ±, as funções ψ±σl satisfazem equações tipo-Schrödinger:

− d2ψ±σl/dχ
2
± + V

(l,±)
eff ψ±σl = σψ±σl (4.53)

com

V
(l,−)
eff = (1− 2M/R)l(l + 1)/r2−, (4.54)

V
(l,+)
eff = (1− 2M/r+)[l(l + 1)/r2+ + 2M/r3+]. (4.55)

A descontinuidade do potencial ao longo da casca (excluindo a parte proporcional

à distribuição delta) é ΔVeff = 2M(1 − 2M/R)/R3. Note que V
(l,±)
eff são positivo

definidos. Ainda assim, a existência de modos taquiônicos é posśıvel devido ao

potencial singular sobre a casca [o que está codificado na Eq. (4.43)]: dependendo

dos valores de R/M, ξ e l, o potencial efetivo será suficientemente negativo para que

haja soluções normalizáveis da Eq. (4.53) para σ < 0.

A existência de modos taquiônicos do campo depende, portanto, da existência

de soluções ψ±Ωl da Eq. (4.53) com σ = −Ω2 < 0. A condição de regularidade dos

modos normais implica que

lim
χ−→0

ψ−Ωl = 0+, (4.56)

64



onde assumimos que a função vai para zero com valores positivos: isso é posśıvel uma

vez que o produto interno de Klein-Gordon fixa a normalização dos modos a menos

de uma fase multiplicativa arbitrária (que pode ser convenientemente escolhida).

Usando a Eq. (4.53) com a Eq. (4.56), conclúımos que

0 < ψ−Ωl(r−)|S = ψ+
Ωl(r+)|S , (4.57)

onde a igualdade é consequência da Eq. (4.42).

Por outro lado, a Eq. (4.43) implica que a primeira derivada das funções radiais

ψ±Ωl será descont́ınua em S:[(
1− 2M

R

)1/2
d(ψ+

Ωl(r+)/r+)

dr+
− d(ψ−Ωl(r−)/r−)

dr−

]
S
=

− 2
ξ

R

(
1− 2M

R

)−1/2(
2− 3M

R
− 2

(
1− 2M

R

)1/2
)
ψ−Ωl(r−)
r−

∣∣∣∣
S
. (4.58)

Portanto, o valor de dψ+
Ωl/dχ+|S será uma função dos parâmetros do campo e da

casca. Agora, note da Eq. (4.53) que

ψ±Ωl ≷ 0⇒ d2ψ±Ωl/dχ
2
± ≷ 0;

portanto, conclúımos que ou ψ+
Ωl muda de sinal uma única vez, divergindo nega-

tivamente no infinito espacial, ou permanece sempre positiva. Modos taquiônicos

estarão associados com o caso em que ψ±Ωl > 0, com a exigência adicional que

lim
χ+→+∞

ψ+
Ωl = 0+. (4.59)

Segue, então, da Eq. (4.53), que, para uma certa configuração de casca, existirá, no

máximo, um modo taquiônico para cada valor de l.

A fim de determinarmos para que configurações das cascas o campo é instável, no-

tamos primeiro que sempre existe um valor suficientemente negativo de σ = −Ω2
0 < 0

tal que

lim
χ+→+∞

ψ+
Ω0l

= +∞. (4.60)

Então, se

lim
χ+→+∞

ψ+
0l = −∞, (4.61)

é certo que existirá algum Ω ∈ (0,Ω0) para o qual a condição (4.59) é satisfeita. Se,

por outro lado, a condição (4.61) não for verificada, não haverá modos instáveis do

campo.
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As soluções da Eq. (4.53) com Ω = 0 satisfazendo a Eq. (4.56) podem ser escritas

como

ψ−0l(r−) = Alr−l+1/Rl, Al > 0, (4.62)

ψ+
0l(r+) = BlPl(r+/M − 1)r+ + ClQl(r+/M − 1)r+, (4.63)

onde Al, Bl e Cl são constantes. Em seguida, impondo as condições (4.57) e (4.58)

sobre a casca, obtemos

B0

A0

= 1− ξR

M

(
3M

R
− 2 + 2

√
1− 2M

R

)
ln

(
1− 2M

R

)
(4.64)

e

Bl

Al

=− [(l + 4ξ)(Mx0/R−
√

1− 2M/R)− 2Mξ/R]Ql(x0)

(lM/R) [Pl(x0)Ql−1(x0)− Pl−1(x0)Ql(x0)]

+
(lM/R)Ql−1(x0)

(lM/R) [Pl(x0)Ql−1(x0)− Pl−1(x0)Ql(x0)]
(4.65)

para l = 0 e l ≥ 1, respectivamente, e

Cl

Al

=
1− (Bl/Al)Pl(x0)

Ql(x0)
(4.66)

para l ≥ 0, onde lembramos que, no caso esférico, x0 = R/M − 1. Então, usando

que

lim
r+→+∞

Ql(r+/M − 1)r+ ∼ r−l+ , (4.67)

lim
r+→+∞

Pl(r+/M − 1)r+ ∼ rl+1
+ , (4.68)

vemos das Eqs. (4.63) e (4.61) que a condição necessária para a existência de modos

taquiônicos com um certo Ω > 0 é que Bl/Al < 0. (Bl/Al = 0 corresponde ao caso de

modos “marginalmente” ligados, caracterizados pelo número quântico Ω = 0.) Isso

estabelece uma relação entre o parâmetro ξ do campo e a razão massa-raio, M/R,

da casca. Nas Figs. 4.4 e 4.5, mostramos, respectivamente, a região de parâmetros

em que modos taquiônicos com l = 0 e l = 1 existem. Uma vez que o potencial

efetivo V
(l,±)
eff é menor quanto mais baixo for o valor de l, a existência de um modo

taquiônico com l = l0 implica a existência de modos taquiônicos com l = 0, . . . , l0−1.

Isso é verificado no caso particular das Figs. 4.4 e 4.5: a região de instabilidade para

l = 1 está contida naquela para l = 0. Claramente, a existência de um único

modo instável do campo é suficiente para induzir o crescimento exponencial das

suas flutuações quânticas.

Vale notar que, no espaço-tempo de cascas esféricas suficientemente compac-

tas (ou seja, para M/R � 0.4995), campos escalares com acoplamento conforme,
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ξ = 1/6, são instáveis, como mostrado nas Figs. 4.4 e 4.5. Contudo, nessas mes-

mas figuras, pode-se ver que, para essas cascas, a condição de energia dominante,

Eq. (4.33), é violada.

Figura 4.4: As regiões preta e cinza escuro mostram os parâmetros para os quais um

campo com acoplamento ξ é instável no espaço-tempo de uma casca esférica com

razão massa-raio M/R (ou seja, em que B0/A0 < 0). A magnitude da densidade de

energia de vácuo da casca cresce positivamente e negativamente nas regiões preta

e cinza escuro, respectivamente (ver a discussão na Sec. 4.3). A faixa cinza claro é

exclúıda porque não existem soluções estáticas de cascas com R ≤ 2M , ao passo que

a região cinza translúcido abarca configurações que violam a condição de energia

dominante. A porção destacada do gráfico mostra que, para cascas suficientemente

compactas, campos com acoplamento conforme, ξ = 1/6 (linha tracejada vertical),

são instáveis, embora a matéria que constitui tais cascas viole a condição de energia

dominante.

4.2.2 Cascas oblatas e prolatas

Vamos agora tratar os casos de cascas esferoidais prolatas (0 < β < 1) e oblatas

(β > 1), focando nossa atenção nas fronteiras que delimitam as regiões de instabi-

lidade. Essas fronteiras estão associadas com a presença de modos marginalmente

instáveis, com Ω = 0. Além disso, seguindo o racioćınio do caso esférico, no qual os

modos com l = 0 (e consequentemente μ = 0) são aqueles que mais facilmente se tor-
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Figura 4.5: As regiões escuras mostram os parâmetros do campo e da casca para

os quais existem modos taquiônicos com l = 1. As regiões cinzas têm o mesmo

significado que na Fig. 4.4. Note que a região de instabilidade para modos com

l = 1 está contida naquela dos modos com l = 0.

nam instáveis, também no caso esferoidal vamos buscar por modos marginalmente

instáveis (Ω = 0⇒ σ = 0) com μ = 0.

Então, as soluções das Eqs. (4.37) e (4.38) que são regulares e correspondem a

modos normalizáveis são

F−00 =
∑
l

Alr̃
lPl(cos θ) (4.69)

e

F+
00 =

∑
l

ClQl(x)Pl(y). (4.70)

Em seguida, inserimos as Eqs. (4.69) e (4.70) na condição de continuidade (4.42),

o que nos permite determinar os coeficientes Cl em termos de Al:

Cl′ =
2l′ + 1

2Ql′(x0)

∑
l

Al

∫ 1

−1
dyPl′(y)f(y)

lPl[g(y)], (4.71)

onde lembramos que f(y) e g(y) são definidas pelas Eqs. (4.16) e (4.17), respectiva-

mente, e onde usamos a condição de ortonormalidade dos polinômios de Legendre,∫ 1

−1
Pn(y)Pm(y)dy =

2

2n+ 1
δnm. (4.72)
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Agora, vamos impor a condição (4.43), que determina o salto da primeira deri-

vada de Fσμ em S. É conveniente notar que, levando em conta as Eqs. (4.69), (4.70)

e (4.71), a Eq. (4.43) pode ser escrita como∑
l

AlGl(y) = 0

para uma função Gl(y) intrincada mas conhecida. Expandindo Gl(y) em termos de

polinômios de Legendre, a Eq. (4.43) pode ser escrita como∑
l

∑
l′
Alkll′Pl′(y) = 0, (4.73)

onde kll′ ≡ (l′ + 1/2)(k
(1)
ll′ + k

(2)
ll′ + k

(3)
ll′ ) com

k
(1)
ll′ =

[
1

Ql′(x)

dQl′(x)

dx

]
x=x0

∫ 1

−1
dyPl′(y)f(y)

lPl[g(y)], (4.74)

k
(2)
ll′ = −

∫ 1

−1
dyPl′(y)

[
dx

d�

]−1
S

{
lf(y)l−1

[
dr̃

d�

]
S
Pl[g(y)]

− lf(y)l√
1− g(y)2

[
dθ

d�

]
S
{−g(y)Pl[g(y)] + Pl−1[g(y)]}

}
(4.75)

e

k
(3)
ll′ = −ξ

∫ 1

−1
dyPl′(y)

[
dx

d�

]−1
S
γ(y)f(y)lPl[g(y)]. (4.76)

Lembramos que γ(y), dx/d�|S , dr̃/d�|S e dθ/d�|S são dados, respectivamente, nas

Eqs. (4.44), (4.46), (4.47) e (4.48). Então, usando a propriedade de ortogonalidade

dos polinômios de Legendre, Eq. (4.73), ficamos com∑
l

Alkll′ = 0. (4.77)

Vamos considerar, então, os coeficientes kll′ como elementos de uma matriz K.
No caso esférico, K é diagonal: kll′ = glδll′ , com gl sendo constantes que dependem

dos parâmetros da casca, M/R, e do campo, ξ, l. As fronteiras que delimitam as

regiões de instabilidade para cada l são obtidas resolvendo gl = 0 para ξ como

função de M/R. Na ausência de simetria esférica, as fronteiras que delimitam as

configurações instáveis são obtidas, de forma semelhante, ao zerarmos os autovalores

de K. Essa condição implica em resolvermos a equação caracteŕıstica

detK = 0. (4.78)
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Figura 4.6: Diagrama mostrando como aproximações com valores de N sucessiva-

mente maiores convergem para as fronteiras que de fato delimitam as regiões de

instabilidade do campo. Aqui, consideramos uma casca prolata com n = 0.25. Con-

figurações instáveis são aquelas à esquerda das curvas do lado esquerdo e à direita

das curvas do lado direito. Note que, no regime 16πM2/A� 1, a aproximação com

N = 0 já é muito satisfatória, contrariamente ao que ocorre quando 16πM2/A ≈ 1.

Para N = 8, apenas alguns pontos foram obtidos devido ao custo computacional.

Essa condição fará com que a Eq. (4.77) admita uma solução não trivial para os

coeficientes Al. Lembramos que, eventualmente, todos os modos devem ser norma-

lizados, o que fixa a liberdade restante na determinação de Al.

Para fins computacionais, vamos truncar a matriz (infinita) K, impondo que

0 ≤ l, l′ ≤ N para um valor suficientemente grande de N . Isso se justifica uma vez

que os elementos de matriz kll′ gradualmente tendem a zero na medida em que os

valores de l ou l′ aumentam. Fixados os valores dos parâmetros β e x0, a Eq. (4.78)

será satisfeita para N + 1 valores de ξ, o que corresponde, no caso esférico, ao fato

de que, para um certo valor de M/R, modos taquiônicos com diferentes valores de

l = 0, . . . , N ficam instáveis para valores diferentes de ξ (ver as Figs. 4.4 e 4.5). Uma

vez que estamos interessados nas fronteiras que abarcam as regiões de parâmetros

em que algum modo taquiônico está presente, vamos buscar as soluções para ξ

da Eq. (4.78) que levam à maior região instável posśıvel. (No caso esférico, isso

corresponde às fronteiras das regiões escuras mostradas na Fig. 4.4, associada com
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Figura 4.7: Diagrama mostrando as fronteiras que delimitam as regiões de instabi-

lidade para cascas prolatas com n = 0.25, 0.5 e 0.75. O caso esférico é representado

para servir de base para a comparação. A linha vertical tracejada indica o aco-

plamento conforme, ξ = 1/6. Configurações que admitem modos taquiônicos são

aquelas à esquerda das curvas da esquerda e à direita daquelas do lado direito.

l = 0.) Para desvios relativamente pequenos do caso esférico, uma aproximação

já bastante razoável é obtida se tomamos N = 0. Ao aumentarmos o valor de

N , introduzimos correções a essa primeira aproximação. Tais correções são mais

relevantes para grandes desvios da esfericidade (ver a Fig. 4.6 para o caso de uma

casca consideravelmente prolata).

Nas Figs. 4.7 e 4.8, nós mostramos os resultados obtidos para algumas cascas

prolatas e oblatas, respectivamente, assumindo N = 6. Por clareza, nós optamos

por caracterizar as cascas pela razão n entre seu comprimento próprio equatorial

e meridional [ver a Eq. (4.19)] e por sua área própria A [ver a Eq. (4.21)], uma

vez que eles têm uma interpretação f́ısica mais imediata do que os parâmetros x0

e β. A Fig. 4.7 mostra que as curvas que delimitam as regiões de instabilidade

para cascas prolatas diferem significativamente do caso esférico, especialmente para

configurações mais compactas, 16πM2/A ≈ 1. Em contraste com o caso esférico,

em que não existe configuração de equiĺıbrio para 16πM2/A ≥ 1, no caso prolato

a quantidade 16πM2/A pode assumir valores arbitrariamente altos para valores

suficientemente pequenos de n [ver Sec. 4.1.1]. A Fig. 4.8 mostra os resultados
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Figura 4.8: Diagrama mostrando as fronteiras que limitam as regiões de instabilidade

para uma casca esferoidal com n = 1/0.85 ≈ 1.18. Os casos prolato com n = 0.85 e

esférico, n = 1, são também representados para servirem de base para a comparação

(mas restritos ao domı́nio do caso oblato, que é indicado pelas linhas pontilhadas

horizontais). A linha vertical tracejada indica o acoplamento conforme, ξ = 1/6.

Configurações que admitem modos taquiônicos são aquelas à esquerda das curvas

da esquerda e à direita daquelas do lado direito.

para o caso oblato. Lembramos, da Sec. 4.1.1, que o desvio máximo da esfericidade

permitido por essa classe de soluções é limitado devido ao v́ınculo (4.18): β > 1⇒
x0 > β, levando a 1 < n � 1.3. Essa restrição também se reflete nos valores

permitidos para 16πM2/A [ver discussão abaixo da Eq. (4.21)]. As regiões exclúıdas

da Fig. 4.8 vêm desse v́ınculo aplicado ao caso oblato considerado no gráfico (para

o qual 1.151 � A/16πM2 � 1.534). Dessa figura, vemos também que a casca oblata

com n = 1/0.85 ≈ 1.18 permite uma região maior de instabilidade do que o caso

prolato com n = 0.85 (no domı́nio de existência da casca oblata).

4.3 Discussões finais

Neste Caṕıtulo, nós analisamos a estabilidade de campos escalares não minimamente

acoplados (e sem massa) no espaço-tempo de certas cascas esferoidais, com o intuito

de investigar como ela é afetada por desvios da simetria esférica do espaço-tempo
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de fundo. Em particular, a Fig. 4.7 mostra que para cascas prolatas compactas,

ou seja, com 16πM2/A ≈ 1, a estabilidade do campo se torna mais senśıvel a

desvios da esfericidade. A Fig. 4.8 mostra que cascas oblatas com n = n0 parecem

mais eficientes para disparar a instabilidade do campo do que cascas prolatas com

n = 1/n0.

O caso particular de cascas esféricas também foi analisado em detalhes, pois nesse

caso podemos obter uma expressão anaĺıtica simples para as regiões de parâmetros

para os quais o campo é instável. Em particular, vimos que campos com acoplamento

conforme, ξ = 1/6, podem ser instáveis no espaço-tempo de cascas esféricas suficien-

temente compactas (ver Figs. 4.4 e 4.5), diferentemente do que ocorre para estrelas

relativ́ısticas (ver Sec. 2.3). Isso poderia sugerir que o campo eletromagnético, que

também possui a propriedade de invariância conforme, também fosse instável em

certos espaços-tempos. Porém, podemos verificar que esse não é o caso. Em um

espaço-tempo com simetria esférica, descrito pelo elemento de linha geral

ds2 = −e2Ξ(r)dt2 + e2Λ(r)dr2 + r2(dθ2 + sin2 θdϕ2),

os graus de liberdade f́ısicos do potencial eletromagnético Aμ dependem essencial-

mente de soluções da equação

− d2

dχ2
ψl + e2Ξ(r)

l(l + 1)

r2
ψl = σψl, (4.79)

onde dχ = eΛ(r)−Ξ(r)dr (ver, e.g., as Refs. [140, 36, 21]). Uma vez que o potencial

efetivo e2Ξ(r)l(l + 1)/r2 é positivo definido, a Eq. (4.79) não possuirá soluções com

σ < 0, e conclúımos que perturbações do campo eletromagnético são sempre estáveis

em espaços-tempos estáticos e com simetria esférica.

Por fim, vamos fazer alguns comentários no contexto do efeito do despertar do

vácuo, ou seja, da manifestação quântica da instabilidade. Em particular, vamos

investigar o crescimento exponencial da densidade de energia de vácuo devido à

presença de modos taquiônicos. Primeiro, lembramos que, embora a densidade de

energia de vácuo seja uma função não trivial que varia ponto a ponto no espaço-

tempo, a energia de vácuo total é conservada no tempo [ver a Eq. (2.60) e a discussão

que a acompanha]. Então, vamos supor que uma casca esferoidal evolui de (i) uma

configuração estática inicial caracterizada por (x0, β,M)in tais que a Eq. (4.34) ad-

mite apenas modos oscilatórios no tempo, para (ii) uma nova configuração estática

caracterizada por (x0, β,M)out tais que a Eq. (4.34) admite também modos ta-

quiônicos. E vamos assumir que o campo se encontra originalmente, em (i), em seu

estado de vácuo, que denotamos por |0in〉. Uma vez que os modos oscilatórios em (i)

evoluirão para modos oscilatórios e taquiônicos em (ii), a densidade de energia do
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vácuo, 〈T̂Φ
00〉 ≡ 〈0in|T̂Φ

00|0in〉 crescerá exponencialmente. Aplicando a Eq. (2.60) (ver

a Ref. [95] para expressões mais gerais) para o caso particular de cascas esféricas,

obtemos as seguintes contribuições dominantes para a densidade de energia de vácuo:

〈T̂Φ
00〉 = 〈T̂−00〉Θ(−�) + 〈T̂+

00〉Θ(�) + 〈T̂00〉S , (4.80)

onde lembramos que � é a distância própria ao longo de geodésicas que interceptam S
ortogonalmente e Θ(�) é a função degrau de Heaviside. Aqui, 〈T̂−00〉, 〈T̂+

00〉, e 〈T̂00〉S
são as contribuições do vácuo para a densidade de energia dentro, fora e sobre a

casca, respectivamente, com

〈T̂−00〉 ∼
�κ

8π

e2Ω̄t

r2−

(
1− 2M

R

)
d

dr−

[(
1− 4ξ

4Ω̄

)
r2−
d(ψ−

Ω̄0
(r−)/r−)2

dr−

]
, (4.81)

〈T̂+
00〉 ∼

�κ

8π

e2Ω̄t

r2+

(
1− 2M

r+

)
d

dr+

[(
1− 4ξ

4Ω̄

)
r2+

(
1− 2M

r+

)
d(ψ+

Ω̄0
/r+)

2

dr+

+
ξM

Ω̄
(ψ+

Ω̄0
(r+)/r+)

2

]
, (4.82)

〈T̂00〉S ∼ �κ

8π
e2Ω̄t

(
1− 2M

R

)1/2
ξ

R

{
(1− 4ξ)

[
3M

R
− 2 + 2

(
1− 2M

R

)1/2
]
+
M

R

}

× (ψ+
Ω̄0
(r+)/r+)

2

Ω̄
δ(�), (4.83)

onde κ é uma constante positiva de ordem 1, que está relacionada com a decom-

posição dos modos “in” [em (i)] em termos dos modos “out” [em (ii)], Ω̄ denota o

maior valor de Ω, selecionado do conjunto de todas as soluções taquiônicas, e recu-

peramos o �. Analisando o fator que multiplica a distribuição delta na Eq. (4.83),

podemos verificar se a contribuição da energia de vácuo para a densidade de energia

é positiva ou negativa na casca. Isso está ilustrado na Fig. 4.4: a região preta e

a cinza escuro estão associadas, respectivamente, com configurações para as quais

〈T̂00〉S cresce positivamente e negativamente. De forma semelhante, conclúımos da

Eq. (4.81) que a energia de vácuo total dentro das cascas esféricas é positiva, nula

e negativa para ξ < 1/4, ξ = 1/4 e ξ > 1/4, respectivamente.

Como discutiremos em mais detalhes no Cap. 6, uma vez disparada a insta-

bilidade, o campo escalar e o espaço-tempo de fundo devem evoluir para alguma

configuração final estável, sem modos taquiônicos. A evolução de sistemas com

simetria axial mas não esférica poderia levar a aspectos novos interessantes.
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Caṕıtulo 5

Despertando o vácuo no espaço-tempo de cascas

com rotação

No Cap. 4, estudamos a estabilidade de campos escalares não minimamente aco-

plados no espaço-tempo de cascas esferoidais estáticas. Nosso intuito era investigar

como o espaço de parâmetros que define configurações instáveis se modifica como

função da elipticidade da casca (ver as Figs. 4.8 e 4.7). Neste Caṕıtulo, nosso obje-

tivo é complementar aquela análise, estudando como a instabilidade de tais campos

no espaço-tempo de objetos compactos é afetada quando o objeto adquire alguma

rotação. Vale notar que rotação é uma propriedade ub́ıqua e frequentemente impor-

tante de objetos compactos astrof́ısicos como estrelas de nêutrons, cuja frequência

angular pode ultrapassar os 700 Hz [73].

Começaremos, na Sec. 5.1, discutindo alguns aspectos da quantização canônica

de campos escalares não minimamente acoplados em um espaço-tempo que é apro-

ximadamente plano no passado assintótico e estacionário e axialmente simétrico

no futuro. Estaremos interessados no caso em que o campo possui modos instáveis

no futuro assintótico, generalizando, assim, para a situação estacionária, os aspectos

básicos da construção feita na Sec. 2.2, na qual tratamos o caso estático. Na Sec. 5.2,

apresentamos um argumento simples e geral que mostra que o espaço de parâmetros

que caracteriza a instabilidade não é modificado em primeira ordem no momento

angular do objeto compacto. Então, investigamos desvios de segunda ordem em

um modelo espećıfico, tomando uma classe de cascas com pequena rotação como a

fonte do campo gravitacional. As propriedades gerais do espaço-tempo da casca são

apresentadas na Sec. 5.3. Ao considerarmos o espaço-tempo de cascas finas, introdu-

zimos simplificações consideráveis, que possibilitam um tratamento anaĺıtico quase

completo do problema. Na Sec. 5.4, chegamos a nossos principais resultados acerca

da estabilidade de campos escalares não minimamente acoplados no espaço-tempo

de cascas com rotação. A Sec. 5.5 é dedicada a alguns comentários finais.

Este Caṕıtulo se baseia essencialmente na Ref. [101], que está sendo preparada
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para publicação.

5.1 Considerações gerais sobre a quantização do campo em

espaços-tempos estacionários

Nesta seção, vamos retomar a discussão da Sec. 2.2 sobre a quantização canônica

em espaços-tempos estáticos, generalizando-a para o caso estacionário. Especifica-

mente, vamos considerar um espaço-tempo que é aproximadamente plano no pas-

sado assintótico e estacionário e axialmente simétrico no futuro, correspondendo à

formação de um objeto compacto com rotação a partir de matéria originalmente

difusa. Em particular, vamos assumir que no futuro o espaço-tempo é bem descrito

pelo elemento de linha [57]

ds2 = g00dt
2 + 2g03dtdϕ+ g33dϕ

2 + g11(dx
1)2 + g22(dx

2)2, (5.1)

onde as componentes gμν = gμν(x
1, x2) são suaves na origem e cont́ınuas em todo

o seu domı́nio, (∂t)
μ é um campo de Killing tipo tempo e (∂ϕ)

μ é um campo de

Killing tipo espaço com curvas integrais fechadas, que comuta com (∂t)
μ [27]. Além

disso, vamos supor que o espaço-tempo como um todo é assintoticamente plano e

não possui horizontes de eventos ou de Cauchy.

Nesse espaço-tempo de fundo, vamos considerar a equação de Klein-Gordon

(−∇μ∇μ + ξR)Φ = 0, (5.2)

descrevendo a dinâmica de um campo escalar real sem massa e não minimamente

acoplado com a gravitação Φ, onde ξ ∈ � e R é o escalar de curvatura.

Por um momento, vamos restringir nossa atenção à porção do espaço-tempo

descrita pela métrica (5.1) e considerar soluções da Eq. (5.2) com a seguinte forma:

Φωm(t, x
1, x2, ϕ) = e−iωt+imϕFωm(x

1, x2), (5.3)

que é compat́ıvel com as simetrias espaço-temporais. Aqui, ω ∈ �, m ∈ � e Fωm =

Fωm(x
1, x2) satisfaz a equação diferencial

1√−g
∂

∂xp

(
gpq
√−g∂Fωm

∂xq

)
+

(
ω2 +m2g00/g33 + 2ωmg03/g33

−g00 + g203/g33
− ξR

)
Fωm = 0,

(5.4)

com p, q ∈ {1, 2} e g ≡ det(gμν). Uma vez que assumimos que a métrica (5.1) é

assintoticamente plana, o comportamento de Fωm(x
1, x2) no infinito espacial é dado

por

Fωm(r, θ)
r→∞−→

∑
λ=±

∞∑
l=|m|

NωlmλP
m
l (cos θ)

eiλωr

r
, (5.5)
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onde escolhemos coordenadas {x1, x2} que se reduzem assintoticamente a coordena-

das esféricas {r, θ}. As constantes Nωlmλ são determinadas pela condição de regula-

ridade no eixo de simetria, a menos de um fator global.

Para �(ω) 	= 0, apenas soluções Fωm com

λ�(ω) > 0 (5.6)

serão fisicamente aceitáveis a fim de que os modos (5.3) sejam bem comportados

no infinito espacial. Isso restringe os valores aceitáveis de ω àqueles para os quais

Nωlm+ = 0 (no caso em que �(ω) < 0) ou Nωlm− = 0 (no caso em que �(ω) > 0):

Fωm(r, θ)
r→∞−→

∞∑
l=|m|

NωlmλP
m
l (cos θ)

eiλωr

r
, (5.7)

com �(ω) > 0. Vale notar que a Eq. (5.4) nos permite escrever a seguinte igualdade

(a menos de uma constante multiplicativa arbitrária):

F ∗ωm(x
1, x2) = Fω∗m(x

1, x2). (5.8)

Aqui, estamos interessados no caso em que modos instáveis com a forma (5.3)

existem. Esses modos estão presentes sempre que a Eq. (5.4) admite soluções regu-

lares com �(ω) > 0 e satisfazendo a Eq. (5.7). Como vimos no Cap. 3 no caso de

espaços-tempos estáticos, a existência de tais modos instáveis implica classicamente

que uma perturbação linear genérica da configuração de equiĺıbrio Φ = 0 cresce

exponencialmente no tempo. Essa amplificação ilimitada de perturbações clássicas

aponta para a inadequação da aproximação de campo-teste, em que o campo evolui

em um espaço-tempo fixo, e implica que a interação não linear entre o campo escalar

e o campo gravitacional precisa ser levada em conta.

Por outro lado, mesmo na ausência de perturbações clássicas, a Mecânica Quânti-

ca fornece um mecanismo natural por meio do qual a instabilidade pode manifestar-

se: por meio da amplificação das flutuações quânticas do campo e, consequente-

mente, da sua energia de vácuo (ver as Refs. [93, 95] e o Cap. 2). De fato, no Cap. 3,

nós argumentamos que, se a amplitude média inicial do campo é muito maior que√
�, a descrição clássica da instabilidade é adequada; porém, se é da ordem de

√
�,

então um tratamento quântico deve ser empregado. No restante desta seção, vamos

discutir alguns aspectos da quantização do campo na presença de modos instáveis,

generalizando parte da discussão da Sec. 2.2 para o caso estacionário∗.
∗Ver, por exemplo, as Refs. [131, 52, 98] para o procedimento de quantização em alguns espaços-

tempos estacionários nos quais o campo é estável. Ver também o Apêndice da Ref. [58], e referências

áı, para a quantização de um campo escalar em um potencial eletrostático, cuja descrição é seme-

lhante em muitos aspectos ao que apresentaremos aqui.
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Como discutimos no Cap. 2, no procedimento de quantização canônica, o campo

e seu momento canonicamente conjugado são promovidos a operadores satisfazendo

relações de comutação usuais [cf. Eq. (2.11)]. O operador campo pode ser expandido

formalmente em termos de um conjunto de modos ortonormais [cf. Eq. (2.10)]:

Φ̂ =

∫
dμ(σ)[âσu

(+)
σ + â†σu

(−)
σ ], (5.9)

onde dμ(σ) é uma medida no conjunto de números quânticos σ. Os modos u
(+)
σ e

u
(−)
σ = (u

(+)
σ )∗ são soluções da Eq. (5.2) com norma positiva e negativa, respectiva-

mente, com relação ao produto interno de Klein-Gordon [cf. Eq. (2.6)]:

(u(±)σ , u
(±)
σ′ )KG = ±δ(σ, σ′) e (u(±)σ , u

(∓)
σ′ )KG = 0. (5.10)

Os operadores âσ e â†σ satisfazem [âσ, â
†
σ′ ] = δ(σ, σ′) e zero para os demais comuta-

dores. O vácuo |0〉 associado a essa representação é definido por meio da condição

âσ|0〉 = 0 para todo σ.

Como argumentamos no Cap. 2, embora a quantização ao longo dessas linhas

não seja adequada em espaços-tempos gerais, ela é apropriada, em particular, para o

nosso caso, em que o espaço-tempo é estacionário no passado assintótico. Portanto,

aqui, vamos assumir que o estado do campo é o vácuo |0in〉 definido com respeito

a uma base {u(±)
k
} de modos que se comportam como ondas planas no passado

assintótico (onde o espaço-tempo é plano):

u
(±)

k

passado∼ (16π3|�k|)−1/2 exp[∓i(|�k|t− �k · �x)], �k ∈ �3, (5.11)

onde (t, �x) são coordenadas Cartesianas usuais. Portanto, |0in〉 tem a interpretação

f́ısica de ser o estado sem conteúdo de part́ıculas de acordo com observadores estáti-

cos no passado.

Vamos agora construir um outro conjunto de modos ortonormais definidos por

seu comportamento no futuro assintótico. Para esse propósito, note primeiramente

que, contrariamente ao caso estático, na Eq. (5.4), o quadrado das frequências ω

não aparece como autovalor de um operador hermitiano [cf. Eq. (2.20) e a discussão

abaixo]. Por essa razão, as soluções dessa equação não serão ortogonais no sentido

usual [cf. Eq. (2.21)], mas satisfarão uma relação diferente. De fato, da Eq. (5.4),

segue diretamente que:

∂

∂xp

(
gpq
√−gFω′m

∂F ∗ωm
∂xq

)
− ∂

∂xp

(
gpq
√−gF ∗ωm

∂Fω′m

∂xq

)
=

√−g
N2

(ω′ − ω∗)(ω∗ + ω′ − 2mΩ)F ∗ωmFω′m. (5.12)
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onde definimos N = N(x1, x2) ≡ (−g00 + g203/g33)
1/2 e Ω = Ω(x1, x2) ≡ −g03/g33.

Podemos então integrar os dois lados da Eq. (5.12) em x1 e x2:

(ω′ − ω∗)
∫
dx1dx2

√−g
N2

(ω∗ + ω′ − 2mΩ)F ∗ωmFω′m = C, (5.13)

com

C ≡
∫
dx1dx2

[
∂p(g

pq
√−gFω′m∂qF

∗
ωm)− ∂p(g

pq
√−gF ∗ωm∂qFω′m)

]
=

∫ π

0

dθg11
√−g (Fω′m∂rF

∗
ωm − F ∗ωm∂rFω′m)

∣∣∣∣r→∞
r=0

+

∫ ∞

0

drg22
√−g (Fω′m∂θF

∗
ωm − F ∗ωm∂θFω′m)

∣∣∣∣θ=π

θ=0

,

onde utilizamos coordenadas esféricas para tornar o cálculo mais direto. Então, as-

sumindo que Fωm seja regular no eixo de simetria (incluindo a origem) e levando em

conta que o determinante métrico se anula nesse eixo, C passa a depender unica-

mente do comportamento de Fωm no infinito espacial:

C = lim
r→∞

∫ π

0

dθg11
√−g (Fω′m∂rF

∗
ωm − F ∗ωm∂rFω′m).

Agora, usando o fato de que o espaço-tempo é assintoticamente plano e a Eq. (5.5),

podemos mostrar que C = 0 para todo ω, ω′ ∈ � − �, e que C = 0 (no sentido

distribucional) se ω′ 	= ω, para ω, ω′ ∈ �. Portanto, para ω′ 	= ω∗, temos∫
dx1dx2

√−g
N2

(ω∗ + ω′ − 2mΩ)F ∗ωmFω′m = 0. (5.14)

A Eq. (5.14) exibe uma relação de ortogonalidade ponderada entre soluções com

ω′ 	= ω∗ e condições de contorno adequadas.

Portanto, fazendo uso da Eq. (5.5) e escolhendo adequadamente a normalização

das funções Fωm(x
1, x2), podemos exigir que, para ω, ω′ ∈ �,∫

dx1dx2
√−g
N2

(ω + ω′ − 2mΩ)F ∗ωmFω′m = 2ωδ(ω − ω′). (5.15)

Por outro lado, para ω, ω′ ∈ � − �, podemos normalizar as funções Fωm(x
1, x2) de

acordo com [cf. Eq. (5.8)]∫
dx1dx2

√−g
N2

(ω + ω′ − 2mΩ)FωmFω′m = 2ωδωω′ . (5.16)

Agora, podemos construir um conjunto de soluções ortonormais da Eq. (5.2)

por meio da especificação de seu comportamento no futuro assintótico. Esse con-

junto pode, em prinćıpio, conter tanto modos oscilatórios (�(ω) = 0) quanto modos

79



taquiônicos (�(ω) > 0). Modos oscilatórios de norma positiva obedecem

v(+)
ωm

futuro∼ e−iωt+imϕ

(4πω)1/2
Fωm(x

1, x2), (5.17)

com ω > 0, e Fωm normalizada de acordo com a Eq. (5.15), ao passo que modos

taquiônicos de norma positiva satisfazem

w(+)
ωm

futuro∼ sec(α− β)1/2
[
(8πω)−1/2e−iωt+imϕeiαFωm(x

1, x2)

+ (8πω∗)−1/2e−iω
∗t+imϕeiβF ∗ωm(x

1, x2)
]
, (5.18)

com �(ω) > 0 e Fωm normalizada de acordo com a Eq. (5.16) (e onde assumimos

que, para z = reiφ, com −π < φ ≤ π,
√
z =

√
reiφ/2). Para α = −β = π/6, a

Eq. (5.18) corresponde à forma (2.45) para o caso estático, em que a frequência ω

é puramente imaginária. Pode-se verificar que o conjunto {v(±)ωm , w
(±)
ωm} caracterizado

pelas formas assintóticas (5.17) e (5.18) é ortonormal, de acordo com a Eq. (5.10).

Além disso, suporemos que esse conjunto de modos forma uma base para a expansão

do campo†.

Como vimos no Cap. 2, a existência de modos taquiônicos implica que ao menos

alguns dos modos (5.11) passarão por uma fase de crescimento exponencial e, con-

sequentemente, para o campo no estado de vácuo |0in〉, o valor esperado de Φ̂2 será

exponencialmente amplificado no tempo:

〈0in|Φ̂2|0in〉 futuro∼ �κ

4π|ω̄|e
2�(ω̄)t|Fω̄m̄|2[1 +O(e−εt)]

(embora 〈0in|Φ̂|0in〉 = 0). Aqui, κ ∼ 1 codifica informações sobre a transição para a

fase instável, ε é uma constante positiva, Fω̄m̄+ é a solução normalizada da Eq. (5.4)

com maior valor de �(ω̄) (obtido para um certo valor dem = m̄) e aqui recuperamos

o �, que hav́ıamos tomado como 1. Como discutimos no Cap. 2, essa amplificação

das flutuações de vácuo leva a um aumento exponencial do valor esperado do tensor

de energia-momento do campo [cf. Eq. (2.60) e discussão abaixo], que deve então

ser levado em conta na análise da evolução subsequente do sistema, por meio das

equações semiclássicas de Einstein, Eq. (2.14).

No restante deste Caṕıtulo, focaremos em procurar por soluções com a forma

(5.3), e com �(ω) > 0, que sejam regulares na origem e bem comportadas no infinito

espacial [cf. Eq. (5.7) com λ = +]. Modos taquiônicos normalizados, Eq. (5.18),

†No caso estacionário, uma vez que a Eq. (5.4) não determina um problema de autovalor para

um operador hermitiano, não podemos usar, como no caso estático tratado na Sec. 2.2, o teorema

espectral, o que torna muito menos direta a prova da completeza do conjunto de modos aqui

considerado.
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podem ser constrúıdos a partir dessas soluções, bastando ajustar a normalização de

acordo com a Eq. (5.16). Nosso principal objetivo será entender como o intervalo de

acoplamentos ξ para os quais modos instáveis existem se altera devido à rotação.

5.2 Desvios de primeira ordem do regime estático

A partir de agora, vamos focar no regime de pequenas rotações, ou seja, J/M2 � 1,

onde M e J são a massa e o momento angular do objeto compacto (calculados, por

exemplo, pelas fórmulas de Komar). Assumiremos que as componentes métricas

na Eq. (5.1) são funções suaves de J/M2, de modo que faça sentido realizarmos

um tratamento perturbativo das correções devidas à rotação. Nesta seção, vamos

argumentar que, a fim de obtermos resultados não triviais sobre o efeito da rotação

na análise da estabilidade do campo, precisaremos ir além de desvios de primeira

ordem em J/M2.

Fisicamente, é claro que a instabilidade do campo não pode depender do sentido

da rotação. Matematicamente, isso pode ser visto da seguinte forma. Primeira-

mente, notemos que a inversão do sentido de rotação, J → −J , equivale à inversão

temporal, t → −t. Isso implica, da Eq. (5.1), que g03(−J/M2) = −g03(J/M2), ou

seja, g03 é uma função ı́mpar de J , ao passo que as demais componentes métricas,

bem como o escalar de curvatura R, são pares. Então, para cada solução regu-

lar F
(ξ,J,M,...)
ωm da Eq. (5.4) satisfazendo as Eqs. (5.7) e (5.6), existirá uma solução

correspondente:

F
(ξ,−J,M,...)
ω−m ∝ F (ξ,J,M,...)

ωm ,

onde acrescentamos o ı́ndice (ξ, J,M, . . .) para rotular explicitamente todos os parâ-

metros do campo e do objeto compacto de que Fωm depende. Uma vez que modos

com todos os valores de m entram na expansão do campo, conclúımos que sempre

que houver instabilidade para uma configuração (ξ, J,M, . . .), o mesmo será verdade

para a configuração (ξ,−J,M, . . .). Em particular

ξ0(J,M, . . .) = ξ0(−J,M, . . .),

onde ξ0 = ξ0(J,M, . . .) é o valor de ξ que marca o aparecimento de (quaisquer)

modos taquiônicos, como função dos parâmetros do objeto compacto. Assim, efeitos

devidos à rotação serão de ordem par em J/M2 e, para estudá-los, precisamos, ao

menos, considerar correções de segunda ordem em J/M2.

Muito menos intuitivo é o fato de que

ξ0; m,�(ω)(J,M, . . .) = ξ0; m,�(ω)(−J,M, . . .),
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onde ξ0; m,�(ω) = ξ0; m,�(ω)(J,M, . . .) é o valor de ξ que marca o aparecimento de um

modo taquiônico com números quânticos m e �(ω) (aqui, omitimos �(ω), uma vez

que é irrelevante na análise da instabilidade). O fato de que ξ0; m,�(ω) é uma função

par de J/M2 decorre do fato de que, se F
(ξ,J,M,...)
ωm é uma solução regular da Eq. (5.4)

satisfazendo as Eqs. (5.7) e (5.6), o mesmo vale para F
(ξ,−J,M,...)
−ω∗,m , uma vez que

F (ξ,J,M,...)
ωm

∗ ∝ F
(ξ,J,M,...)
−ω∗−m ∝ F

(ξ,−J,M,...)
−ω∗m .

Da discussão acima, conclúımos que as correções devidas à rotação para ξ0 e

ξ0; m,�(ω) são de ordem par no parâmetro J/M2. Isso ficará expĺıcito nos resultados

da Sec. 5.4. Portanto, no que segue, exploraremos como a rotação influencia o

espaço de parâmetros da instabilidade em segunda ordem no parâmetro J/M2, no

caso particular do espaço-tempo de cascas finas com rotação, que descrevemos a

seguir.

5.3 Cascas finas com rotação

A métrica de Kerr, dada em coordenadas de Boyer-Lindquist por

ds2 = −
(
1− 2Mr

r2 + a2 cos2 θ

)
dt2 + (r2 + a2 cos2 θ)

(
dr2

r2 − 2Mr + a2
+ dθ2

)
− 4aMr sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ
dtdϕ+

(
r2 + a2 +

2Mra2 sin2 θ

r2 + a2 cos2 θ

)
sin2 θdϕ2, (5.19)

além de ser a única solução de vácuo das equações de Einstein descrevendo buracos

negros estacionários, pode também aproximar o campo gravitacional fora de um

corpo axialmente simétrico com massa M e momento angular J = aM . Em par-

ticular, na Ref. [42] uma casca fina com rotação foi considerada como fonte para a

métrica de Kerr, e a junção das soluções interna e externa foi feita explicitamente

até terceira ordem no parâmetro de rotação. A prinćıpio, a solução interior obtida

por esse procedimento não é plana, mas existe uma escolha apropriada do formato

da casca para a qual a métrica no interior do tubo de mundo da casca é plana

até segunda ordem em a/M . Nesta seção, vamos descrever em algum detalhe esse

caso particular de um interior plano combinado com um campo exterior de Kerr até

O(a2/M2). Esse modelo será suficiente como um protótipo de objeto compacto com

rotação para a discussão seguinte.

Portanto, vamos considerar um espaço-tempo estacionário e axialmente simétrico

descrevendo uma casca fina de matéria com rotação. Assumiremos que a região do

espaço-tempo interna à casca, que denotaremos por V−, é plana, com elemento de

linha

ds2− = −dτ 2 + dρ2 + ρ2(dΘ2 + sin2 Θdφ2), (5.20)
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ao passo que a porção do espaço-tempo externa à casca, denotada por V+, será

descrita pela métrica de Kerr, Eq. (5.19), expandida até segunda ordem em a/M :

ds2+ = −
[
1− 2M

r

(
1− a2

r2
cos2 θ

)]
dt2 − 4aM

r
sin2 θdtdϕ

+

(
r2 + a2 cos2 θ − a2r2

r2 − 2Mr

)
dr2

r2 − 2Mr
+ (r2 + a2 cos2 θ)dθ2

+

[
r2 + a2

(
1 +

2M

r
sin2 θ

)]
sin2 θdϕ2. (5.21)

Essa aproximação é válida enquanto o erro correspondente for pequeno, ou seja,

gkerrμν − gaproxμν � gkerrμν , o que é satisfeito se

a2 �M2 e r � 2M. (5.22)

Seguindo a notação do Cap. 4, o ı́ndice “−” (“+”) será usado para indicarmos a

restrição de certas quantidades à porção do espaço-tempo interior (exterior) ao tubo

de mundo da casca, que denotaremos por S.
Como mostrado no Apêndice C para o caso geral, a união das métricas (5.20) e

(5.21) será uma solução das equações de Einstein associada a um tensor de energia

momento singular em S contanto que as métricas induzidas interna e externamente

em S, denotadas por hab, coincidam. Na Ref. [42] mostrou-se que isso é posśıvel se

S é determinada por

r|S = rS(θ) ≡ R

[
1− a2F2

R2
cos2 θ

]
, (5.23)

onde R = const > 0 é a coordenada radial no equador da casca e

F ≡
√
1− 2M/R. (5.24)

Uma vez que a Eq. (5.21) vale apenas no regime ditado pelas condições (5.22), é

necessário ao menos que R > 2M .

É conveniente cobrir S com coordenadas ζa = (t, θ, ϕ), a = 0, 2, 3, uma vez que

a casca está em uma superf́ıcie r = rS(θ) [cf. Eq. (5.23)]. Então, a condição de

continuidade das métricas induzidas nos permite relacionar as coordenadas em V−
com ζa, da seguinte forma:

τ |S = At, ρ|S = ρS(θ), Θ|S = ΘS(θ), φ|S = ϕ− Ω̃t, (5.25)
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onde

A ≡ F

(
1 +

2a2M2

R4F2

)
, (5.26)

ρS(θ) ≡ R

[
1 +

a2

2R2

(
1 +

2M

R
− 3 cos2 θ

)]
, (5.27)

ΘS(θ) ≡ θ +
a2

2R2

(
1 +

2M

R

)
sin θ cos θ, (5.28)

Ω̃ ≡ 2aM

R3
. (5.29)

Para observadores com momento angular nulo‡, a casca aqui descrita será um

esferoide ligeiramente oblato, uma vez que, em uma seção t = const de S,
Lequatorial

Lmeridional

= 1 +
3a2

4R2
≥ 1, (5.30)

onde Lequatorial e Lmeridional são os comprimentos próprios equatorial (θ = π/2) e

meridional (ϕ = const) da casca, respectivamente. Outras classes de observadores

estacionários atribuirão uma elipticidade diferente à casca.

Como vimos no Cap. 4 e no Apêndice C, uma vez que a métrica dentro e fora

de S é determinada, também fixamos o tensor de energia-momento da casca como

T μν = Sabeμae
ν
b δ(�), (5.31)

onde � é a distância própria ao longo de geodésicas que interceptam S ortogonal-

mente (tal que � < 0, � = 0, e � > 0 dentro, sobre e fora de S, respectivamente),

eμa ≡ ∂xμ/∂ζa são as componentes dos vetores coordenados ∂/∂ζa = (∂t, ∂θ, ∂ϕ)

definidos em S e

Sab = − 1

8π
(ΔKab − habΔK)

é o tensor de energia-momento superficial da casca, obtido a partir da descontinui-

dade em S do tensor de curvatura extŕınseca, dado por K±
ab = ∇νn

±
μ e
±μ
a e±νb , onde

nμ é o campo vetorial unitário normal a S.
Em V−, temos e−00 = A [cf. Eq. (5.26)], e−12 = 3a2 sin 2θ/2R, e−22 = 1 +

a2 cos 2θ(1 + 2M/R)/2R2, e−30 = −Ω̃ [cf. Eq. (5.29)], e−33 = 1 e e−μa = 0 nos de-

mais casos, além de

n−μ =

(
0, 1,−3a2

2R
sin 2θ, 0

)
.

‡Observadores com momento angular nulo são aqueles cuja quadrivelocidade uμ obedece L =

uμϕ
μ = 0, ou seja, uμ = N−1(1, 0, 0,Ω), onde N ≡ (−g00 + g203/g33)

1/2 e Ω ≡ −g03/g33. A

seção espacial associada a esses observadores, ou seja, a seção ortogonal à sua quadrivelocidade, é

determinada por t = const.
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Por outro lado, em V+ temos e+0
0 = e+2

2 = e+3
3 = 1 e e+μ

a = 0 nos demais casos, além

de

n+
μ =

1

F

[
1 +

a2

2R2

(
1 +

2M

R

)
cos2 θ − a2

2R2F2

](
0, 1,−a

2

R
F2 sin 2θ, 0

)
.

Com isso, podemos calcular o tensor de energia-momento superficial da casca. As

componentes não nulas são dadas por

8πS 0
0 =

2F

R
− 2

R
− a2

R3

(
2− 2F+

M

FR
− 2M

R

)
− 3a2

R3

(
2F− 2 +

3MF

2R
− M

2FR
− M2

FR2

)
cos2 θ, (5.32)

8πS 2
2 =

F

R
+

M

FR2
− 1

R
+

a2

2R3

(
1− 1

F
+

2M

R
− M

RF3

)
+

3a2

2R3

(
1− F− MF

R

)
cos2 θ,

(5.33)

8πS 3
3 =

F

R
+

M

FR2
− 1

R
+
a2

R3

(
2F+

1

2F
− 5

2
+
M

R
+
MF

R
+

2M2

FR2
− M

2RF3

)
+
a2

R3

(
9

2
− 9F

2
− 2M

FR
− 5MF

2R
− 2M2

FR2

)
cos2 θ, (5.34)

8πS 3
0 = −aM

R4

(
2 +

1

F

)
, 8πS 0

3 =
3Ma

FR2
sin2 θ. (5.35)

Um resultado que será particularmente útil na próxima seção é

ΔK =
2F

R
+

M

FR2
− 2

R
+
a2

R3

(
2F− 2 +

2M

R
− M

2RF3

)
+

3a2

R3

(
2− 2F− 3MF

2R

)
cos2 θ.

(5.36)

Pode-se verificar, do tensor de energia-momento acima, que a massa gravitacional

e o momento angular da casca são de fato iguais a M e aM , respectivamente.

Outras propriedades f́ısicas podem ser mais prontamente estudadas por meio dos

autovalores de Sab. Para esse propósito, vamos definir vetores êaα que formam uma

base ortonormal em S, ou seja,

habê
a
αê

b
β = ηαβ,

onde ηαβ = diag(−1, 1, 1). A densidade e as pressões superficiais são então autova-

lores com respeito a essa base, e podem ser calculadas, levando a

σ = Sabê
a
0ê

b
0 = −S 0

0 +
S 3
0 S

0
3

(S 3
3 )(0) − (S 0

0 )(0)
, (5.37)

pθ = Sabê
a
2ê

b
2 = S 2

2 , (5.38)

pϕ = Sabê
a
3ê

b
3 = S 3

3 +
S 3
0 S

0
3

(S 3
3 )(0) − (S 0

0 )(0)
, (5.39)
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Figura 5.1: As regiões hachuradas indicam valores de M/R que são exclúıdos pelas

condições de energia fraca, forte ou dominante, em termos do parâmetro de rotação

a/M . As condições de energia fraca, forte e dominante não são satisfeitas, respecti-

vamente, na região 1, na união das regiões 1 e 2 e na união das regiões 1 e 3. Quando

a = 0, obtemos o limite estático, em cujo caso a condição de energia dominante é

violada para M/R > 0.48. A região abaixo da linha tracejada corresponde a valores

de M/R para os quais o erro em se aproximar a Eq. (5.19) pela Eq. (5.21) é inferior

a 10%.

onde introduzimos o ı́ndice “(0)”em alguns termos para indicar que apenas contri-

buições de ordem zero em a/M precisam ser levadas em conta para mantermos a

aproximação consistente até segunda ordem. Essa análise também nos permite obter

a velocidade angular da casca como medida por observadores estáticos no infinito:

Ωcasca = ê30/ê
0
0 = dϕ/dt = Ω̃(1 + 2F)(1− F)−1(1 + 3F)−1

onde Ω̃ foi definida na Eq. (5.29), e vemos que, nessa aproximação, a casca gira

rigidamente.

As condições de energia clássica podem ser explicitamente formuladas em termos

dos autovalores (5.37)-(5.39), como discutido no final da Sec. 4.1.2. A região branca

na Fig. 5.1 mostra os valores de M/R para os quais as condições de energia fraca,

forte e dominante são satisfeitas, como função de a/M . A região abaixo da linha

tracejada indica valores de M/R para os quais a condição

(gkerrμν − gaproxμν )/gkerrμν < 0.1 (5.40)
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é satisfeita. Na análise subsequente, vamos considerar apenas cascas com M/R

abaixo dessa linha tracejada.

5.4 Desvios de segunda ordem do regime estático no modelo

de cascas finas

Agora, estamos em posição de investigar a influência da rotação sobre o espaço

de parâmetros no qual campos escalares não minimamente acoplados são instáveis.

Para isso, tomaremos como modelo de objeto compacto com rotação as cascas finas

descritas na Sec. 5.3 e faremos uma busca por soluções instáveis da Eq. (5.2) nesse

espaço-tempo.

Sejam Φ− e Φ+ soluções de ∇μ∇μΦ± = 0 em V− e V+, respectivamente. Elas

poderão ser combinadas para compor uma solução da Eq. (5.2) em todo o espaço-

tempo se forem cont́ınuas em S,

Φ−(τ, ρ,Θ, φ)
∣∣
S = Φ+(t, r, θ, ϕ)

∣∣
S (5.41)

e se sua derivada na direção ortogonal à casca for descont́ınua, de modo que

Δ(dΦ/d�)|S = −2ξ ΔKΦ|S , (5.42)

o que segue da Eq. (5.2) se notamos [cf. Eq. (5.31)] que

R = −8πT = −2ΔKδ(�),

onde ΔK é dado na Eq. (5.36). As Eqs. (5.41) e (5.42), junto com condições de

contorno adequadas sobre Φ±, determinam unicamente a solução correspondente da

Eq. (5.2).

Em V−, soluções com a forma (5.3) podem ser escritas como

Φ−ω′m′(τ, ρ,Θ, φ) =
∞∑

l=|m′|
N−

ω′lm′e
−iω′τχω′l(ρ)Ylm′(Θ, φ), (5.43)

onde ω′ ∈ �, m′ ∈ �, Ylm′(Θ, φ) são harmônicos esféricos, N−
ω′lm′ são constantes

complexas arbitrárias e χω′l(ρ) satisfaz a equação de Bessel esférica,

ρ2
d2χω′l

dρ2
+ 2ρ

dχω′l

dρ
+ [ω′2ρ2 − l(l + 1)]χω′l = 0, (5.44)

com a condição adicional de regularidade na origem, de modo que, para ω′ 	= 0,

χω′l(ρ) ∝ jl(ω
′ρ). A somatória foi inclúıda na Eq. (5.43) uma vez que o espaço-

tempo não é esfericamente simétrico e, como veremos abaixo, a condição (5.41)

misturará valores diferentes de l.
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Em V+, escrevemos analogamente

Φ+
ωm(t, r, θ, ϕ) =

∞∑
l=|m|

N+
ωlme

−iωt+imϕψωlm(r)Sωlm(cos θ), (5.45)

onde ω ∈ � e m ∈ �. Aqui, Sωlm(cos θ) são harmônicos esferoidais, que satisfazem

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dSωlm

dθ

)
+

(
Λlm + a2ω2 cos2 θ − m2

sin2 θ

)
Sωlm = 0,

onde Λlm são constantes de separação. A expansão de Λlm e Sωlm(y) em potências

do parâmetro adimensional aω tem os seguintes termos dominantes [50]:

Λlm = l(l + 1)− (2l2 + 2l − 2m2 − 1)a2ω2

(2l − 1)(2l + 3)
+O(a4ω4),

Sωlm(y) = Pm
l (y) + a2ω2

[
−(l +m− 1)(l +m)

2(2l + 1)(2l − 1)2
Pm
l−2(y)

+
(l −m+ 1)(l −m+ 2)

2(2l + 1)(2l + 3)2
Pm
l+2(y)

]
+O(a4ω4).

As funções radiais ψωlm(r) obedecem a equação diferencial (até segunda ordem em

a/M)

f

(
f +

2a2

r2

)
d2ψωlm

dr2
+

2

r

(
f +

a2

r2

)(
1− M

r

)
dψωlm

dr

+

[
ω2

(
1 +

a2

r2
+

2Ma2

r3

)
− 4aMωm

r3
+
m2a2

r4
−
(
Λlmf

r2
+
l(l + 1)a2

r4

)]
ψωlm = 0,

(5.46)

onde f = f(r) ≡ 1− 2M/r. Uma vez que estamos buscando soluções normalizáveis

com �(ω) > 0, ψωlm(r) deve ter o seguinte comportamento assintótico [cf. Eq. (5.7)]:

ψωlm(r)
r→+∞∝ eiωr

r
. (5.47)

A condição de continuidade, Eq. (5.41), então leva a

m′ = m, (5.48)

ω′ =
ω −mΩ̃

A
=

1

F

(
ω − 2Mma

R3
− 2ωa2M2

R4F2

)
, (5.49)

e ∑
l≥|m|

N+
ωlmSωlm(cos θ)ψωlm[rS(θ)] =

∑
l≥|m|

N−
ω′lmP

m
l [cosΘS(θ)]χω′l[ρS(θ)], (5.50)
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onde lembramos que F =
√
f(R) [cf. Eq. (5.24)] e que rS(θ), ρS(θ) e ΘS(θ) são dados

nas Eqs. (5.23), (5.27) e (5.28), respectivamente. A Eq. (5.48) é uma consequência

da simetria axial do espaço-tempo, ao passo que a Eq. (5.49) relaciona as energias

atribúıdas a um certo modo por um observador inercial em V− com tempo próprio τ

e por um observador estático no infinito espacial: ω e ω′ diferem não apenas devido

ao redshift (desvio para o vermelho), mas também devido ao acoplamento entre a

rotação e o momento angular do modo.

A Eq. (5.50) pode ser usada para expressarmos os coeficientes N+
ωlm em termos

de N−
ω′lm. Para tanto, é útil expandir as funções χω′l[ρS(θ)] e ψωlm[rS(θ)] em uma

série de Taylor ao redor de ρ = R e r = R, respectivamente:

χω′l[ρS(θ)]=χω′l(R) +
a2

2R

(
1 +

2M

R
− 3 cos2 θ

)
dχ

(0)
ω′l(ρ)

dρ

∣∣∣∣∣
R

, (5.51)

ψωlm[rS(θ)] = ψωlm(R)− a2

R
F2 cos2 θ

dψ
(0)
ωlm(r)

dr

∣∣∣∣∣
R

. (5.52)

Além disso, é conveniente fixarmos χω′l(R) = 1 e ψωlm(R) = 1, o que pode ser feito

sem perda de generalidade, uma vez que a arbitrariedade na normalização de Φ−ω′m

e Φ+
ωm fica totalmente codificada na escolha de N−

ω′lm e N+
ωlm, os quais podem ser

ajustados de forma que a Eq. (5.16) seja satisfeita. Em seguida, escrevemos

N−
ω′lm = N

−(0)
ω′lm +

a2

M2
N
−(2)
ω′lm, (5.53)

e semelhantemente para N+
ωlm. Para a = 0, a Eq. (5.50) impõe que N

+(0)
ωlm = N

−(0)
ω′lm.

Assim, até O(a2/M2), podemos escrever

N+
ωlm = N−

ω′lm +
a2

M2
gω′lm, l ≥ |m|. (5.54)

Inserindo a Eq. (5.54) e as Eqs. (5.51) e (5.52) na Eq. (5.50), e em seguida multi-

plicando a Eq. (5.50) por Pm
l′ (cos θ) e integrando em θ, nós obtemos, após algumas

manipulações algébricas,

gω′lm = N
−(0)
ω′lmα1 +N

−(0)
ω′(l+2)mα2 +N

−(0)
ω′(l−2)mα3 H(l − |m| − 2), (5.55)

onde H(x) é a função degrau de Heaviside,

α1 =
M2

R

(
M

R
− l2 + l − 3m2

(2l + 3)(2l − 1)

)
dχ

(0)
ω′l(ρ)

dρ

∣∣∣∣∣
R

+
M2F2

R

(
2l2 + 2l − 1− 2m2

(2l + 3)(2l − 1)

)
dψ

(0)
ωlm(r)

dr

∣∣∣∣∣
R

− M2

2R2

(
l2 + l − 3m2

(2l + 3)(2l − 1)

)(
1 +

2M

R

)
,
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α2 =
M2

R

(
(l +m+ 1)(l +m+ 2)

(2l + 3)(2l + 5)

)[
− l + 3

2R

(
1 +

2M

R

)
ω2R

4l + 6
+ F2

dψ
(0)
ω(l+2)m(r)

dr

∣∣∣∣∣
R

− 3

2

dχ
(0)
ω′(l+2)(ρ)

dρ

∣∣∣∣∣
R

]
,

e

α3 =
M2

R

(
(l −m− 1)(l −m)

(2l − 1)(2l − 3)

)[
l − 2

2R

(
1 +

2M

R

)
− ω2R

4l − 2
+ F2

dψ
(0)
ω(l−2)m(r)

dr

∣∣∣∣∣
R

− 3

2

dχ
(0)
ω′(l−2)(ρ)

dρ

∣∣∣∣∣
R

]
.

Vale ressaltar, na Eq. (5.55), o acoplamento entre ı́ndices multipolares l e l± 2 que

aparece em O(a2/M2) devido à ausência de simetria esférica. Desvios mais gerais

da simetria esférica, como aqueles considerados no Cap. 4, podem dar origem a um

acoplamento mais intrincado entre esses ı́ndices.

A condição de descontinuidade das derivadas, Eq. (5.42), pode ser escrita mais

explicitamente como∑
l ≥|m|

N+
ωlm

[
dr

d�

∣∣∣∣
S

dψωlm(r)

dr

∣∣∣∣
rS

Sωlm(cos θ) +
dθ

d�

∣∣∣∣
S

dSωlm(cos θ)

dθ
ψωlm(rS)

]

−
∑

l ≥|m|
N−

ω′lm

[
dρ

d�

∣∣∣∣
S

dχω′l(ρ)

dρ

∣∣∣∣
ρS

Pm
l (cosΘS) +

dΘ

d�

∣∣∣∣∣
S

dPm
l (cosΘ)

dΘ

∣∣∣∣
ΘS

χω′l(ρS)
]

= −2ξΔK
∑

l ≥|m|
N−

ω′lmχω′l(ρS)Pm
l (cosΘS), (5.56)

onde omitimos a dependência de vários termos em θ e onde

dr

d�

∣∣∣∣
S
= F− a2F

2R2

(
1 +

2M

R

)
cos2 θ +

a2

2R2F
,

dρ

d�

∣∣∣∣
S
= 1,

dθ

d�

∣∣∣∣
S
= −a

2F

R3
sin 2θ,

dΘ

d�

∣∣∣∣
S
= − 3a2

2R3
sin 2θ

são componentes do campo vetorial unitário normal a S. É posśıvel manipular a

Eq. (5.56) a fim de obtermos uma expressão mais esclarecedora. Para isso, usa-

mos as Eqs. (5.54) e (5.55), bem como expansões em Taylor de dχω′l(ρ)/dρ|ρ=ρS e

dψωlm(r)/dr|r=rS ao redor de ρ = R e r = R [analogamente às Eqs. (5.51) e (5.52)].

Então, multiplicando a Eq. (5.56) por Pm
l′ (cos θ) e integrando em θ, podemos escre-

ver a equação resultante no seguinte formato:

βl
0N

−
ω′lm +

a2

M2

[
βl
1N

−(0)
ω′lm + βl

2N
−(0)
ω′(l+2)m + βl

3N
−(0)
ω′(l−2)mH(l − |m| − 2)

]
= 0, l ≥ |m|,

(5.57)
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onde βl
j, j ∈ {0, 1, 2, 3}, são coeficientes que dependem, a prinćıpio, de todos os

parâmetros que caracterizam o modo e o espaço-tempo, exceto a. Suas formas

expĺıcitas são muito extensas, e escreveremos apenas quando se tornarem necessárias.

Em ordem zero no parâmetro de rotação, a Eq. (5.57) se reduz a

βl
0N

−(0)
ω′lm = 0,

que dá origem a uma solução não trivial para Φ−ω′m [cf. Eq. (5.43)] se

βl0
0 = 0 (5.58)

para algum l = l0 ≥ |m|. Nesse caso, N
−(0)
ω′l0m 	= 0 é fixado pela normalização de

Klein-Gordon, ao passo que N
−(0)
ω′lm = 0 para l 	= l0, ou seja,

N
−(0)
ω′lm = N

−(0)
ω′l0m δl l0 . (5.59)

A condição (5.58) pode ser escrita como

ξ(0) =

(
4F

R
+

2M

FR2
− 4

R

)−1( dχ
(0)
ω′l0
dρ

∣∣∣∣∣
R

− F
dψ

(0)
ωl0m

dr

∣∣∣∣∣
R

)
, (5.60)

onde usamos ξ = ξ(0) + a2

M2 ξ
(2), até segunda ordem. Assim, a Eq. (5.60) nos dá o

valor de ξ que o campo deve ter a fim de que modos instáveis com números quânticos

ω′ (= ω/F ), l0 e m existam no espaço-tempo de uma casca esférica estática com

razão massa-raio M/R.

Em segunda ordem em a/M , a Eq. (5.57) se reduz a

βl
0N

−(2)
ω′lm+βl

1N
−(0)
ω′lm+βl

2N
−(0)
ω′(l+2)m+βl

3N
−(0)
ω′(l−2)mH(l−|m|−2) = 0, l ≥ |m|. (5.61)

Para |m| ≤ l 	= l0, a Eq. (5.61) pode ser resolvida para N
−(2)
ω′lm:

N
−(2)
ω′lm = −N−(0)

ω′l0m

(
βl0−2
2

βl0−2
0

δl l0−2 +
βl0+2
3

βl0+2
0

δl l0+2

)
. (5.62)

As Eqs. (5.59) e (5.62) determinam completamente N−
ω′lm na Eq. (5.53) (com N

−(0)
ω′l0m

fixado pela normalização). Por outro lado, para l = l0 ≥ |m|, a Eq. (5.61) leva à

condição

βl0
1 = 0, (5.63)

que pode ser resolvida para ξ(2) em termos dos parâmetros do espaço-tempo e do

modo. Porém, é mais conveniente escrevermos a expressão

βl0
0 +

a2

M2
βl0
1 = 0, (5.64)
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que decorre da Eq. (5.57), com as Eqs. (5.59) e (5.62), e é equivalente ao conjunto

das Eqs. (5.58) e (5.63). Explicitamente, a Eq. (5.64) pode ser expressa como

ξ

(
4F

R
+

2M

FR2
− 4

R

)[
1 +

a2

2R2

4RF4 − 4RF3 + 4MF3 −M

2RF4 +MF2 − 2RF3
+

a2

2R2

2l20 + 2l0 − 1− 2m2

(2l0 + 3)(2l0 − 1)

× 12RF− 12RF2 − 9MF2

2RF2 +M − 2RF
+
a2

R

(
M

R
− l20 + l0 − 3m2

(2l0 + 3)(2l0 − 1)

)
dχ

(0)
ω′l0
dρ

∣∣∣∣∣
R

− a2

2R2

(
1 +

2M

R

)
l20 + l0 − 3m2

(2l0 + 3)(2l0 − 1)

]
= −F dψωl0m

dr

∣∣∣∣
R

+
dχω′l0

dρ

∣∣∣∣
R

− a2F

R2

[
α1R

2 − 2l20 + 2l0 − 1− 2m2

2(2l0 + 3)(2l0 − 1)

(
1 +

2M

R

)
+

1

2F2

]
dψ

(0)
ωl0m

dr

∣∣∣∣∣
R

+
a2F3

R

2l20 + 2l0 − 1− 2m2

(2l0 + 3)(2l0 − 1)

d2ψ
(0)
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+
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dρ

∣∣∣∣∣
R

]
, (5.65)

e é a fórmula central para a nossa análise. É interessante notar que os coeficientes

α2, α3, β2 e β3, que codificam o acoplamento de diferentes valore de l nas Eqs. (5.55)

e (5.57), não são diretamente relevantes para a Eq. (5.65).

Escrevendo ω = ωR + iωI , então, para cada conjunto {ωI , l0,m,M/R, a/M} de

parâmetros, a Eq. (5.65) é uma equação complexa, cuja parte imaginária pode ser

resolvida para ωR e cuja parte real pode ser resolvida para ξ. Então, para cada valor

fixo de l0 ≥ |m|, ξ é o acoplamento do campo que marca o aparecimento de termos

instáveis (“modos parciais”) na soma da Eq. (5.43) com números quânticos ω′ e m,

e com N−
ω′lm dado na Eq. (5.53), com (5.59) e (5.62) [o termo correspondente em V+

é determinado a partir da Eq. (5.45), junto com as Eqs. (5.54) e (5.55)]. O proce-

dimento acima para se calcular ξ depende do conhecimento da função ψωlm(r), que

calculamos numericamente, por meio da integração da Eq. (5.46) sujeita à condição

de contorno (5.47) e normalização ψωlm(R) = 1. Note que a função ψωlm(r) assim

obtida pode, a prinćıpio, conter todas as potências de a/M .

Na Fig. 5.2, o método delineado acima foi empregado para obtermos os valores

de ξ eM/R para os quais um modo parcial com l0 = m = 0 é instável (0 < ωI ≤ 0.4)

no espaço-tempo de uma casca com rotação, com a/M = 0.2. Note, da Fig. 5.2,

que as fronteiras externas das regiões instáveis (curvas pretas) são numericamente

consistentes com ωI = ωR = 0, o que é compat́ıvel com o resultado geral [56] de

que a transição da estabilidade para a instabilidade ocorre pode meio de modos de

frequência nula. Portanto, vamos agora focar nas fronteiras das regiões instáveis,

caracterizadas por ω = 0, em cujo caso podemos obter analiticamente a aproximação
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Figura 5.2: Diagrama mostrando as regiões no espaço de parâmetros (ξ,M/R) nas

quais a instabilidade é disparada quando a/M = 0.2. As curvas pretas são caracte-

rizadas por ωI ≈ 0 e fornecem as fronteiras das regiões instáveis. As curvas cinzas

internas são caracterizadas por valores de ωI que aumentam em passos de 0.04 até

ωI = 0.4. Aqui, tomamos l0 = m = 0. A faixa escura exclui valores de M/R

para os quais o critério (5.40) não é satisfeito, e a linha vertical tracejada indica o

acoplamento conforme, ξ = 1/6.

de segunda ordem para as funções impĺıcitas na Eq. (5.65). Portanto, escrevemos,

até segunda ordem,

χω′
0l
(ρ) = χ

(0)

ω′
0l
(ρ) +

a2

M2
χ
(2)

ω′
0l
(ρ), (5.66)

onde ω′0 ≡ −mΩ̃/F é o valor da frequência ω′ quando ω = 0 e

ψ0lm(r) = ψ
(0)
0lm(r) +

a2

M2
ψ

(2)
0lm(r). (5.67)

O limite estático, a = 0, é direto [cf. Eqs. (5.44) e (5.46)]:

χ
(0)

ω′
0l
(ρ) =

ρl

Rl
, ψ

(0)
0lm(r) =

Ql(r/M − 1)

Ql(R/M − 1)
, (5.68)

onde Ql(x) é a função de Legendre de segunda espécie. Inserindo as Eqs. (5.66) e

(5.67), bem como a Eq. (5.68), nas Eqs. (5.44) e (5.46), vemos que as funções χ
(2)

ω′
0l
(ρ)
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Figura 5.3: Curvas caracterizando a transição da estabilidade para a instabilidade

de modos parciais com l0 = 0 e l0 = 1 (m = 0 e m = ±1). A rotação é fixada

em a/M = 0.2. Configurações instáveis são aquelas à esquerda das curvas do lado

esquerdo e à direita das curvas do lado direito. Curvas com o mesmo valor de l0 e

valores opostos de m são degeneradas. O gráfico está restrito ao intervalo de M/R

no qual o critério (5.40) é válido. A linha vertical tracejada indica o acoplamento

conforme, ξ = 1/6.

e ψ
(2)
0lm(r) satisfarão equações diferenciais inomogêneas, que podem ser resolvidas por

métodos usuais, como o método da variação dos parâmetros (ver, por exemplo, a

Ref. [69]). Em particular, obtemos

dχω′
0l

dρ

∣∣∣∣
R

=
l

R
− 4a2M2m2

R5F2(3 + 2l)
(5.69)

e

dψ0lm

dr

∣∣∣∣
R

=
1

Ql(R/M − 1)

d

dr
Ql(r/M − 1)

∣∣∣∣
R

+
a2Cl

M2Ql(R/M − 1)

[
dPl(r/M − 1)

dr

∣∣∣∣
R

− Pl(R/M − 1)

Ql(R/M − 1)

dQl(r/M − 1)

dr

∣∣∣∣
R

]
,

(5.70)
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onde

Cl ≡
∫ ∞

1

dxQl(xR/M − 1)

[
M

R

d2Ql(tR/M − 1)

dt2

∣∣∣∣
t=x

+
m2

x2R/M − 2x
Ql(xR/M − 1)

]
.

(5.71)

Figura 5.4: Diagrama mostrando as fronteiras (ω = 0, l0 = 0) das regiões no espaço

de parâmetros (ξ,M/R) em que o campo é instável para a/M = 0.1, 0.2, e 0.3. O

caso estático, a = 0, é mostrado como base para a comparação. A linha vertical

tracejada indica o acoplamento conforme, ξ = 1/6. Configurações que comportam

modos taquiônicos são aquelas à esquerda das curvas do lado esquerdo e à direita

das curvas do lado direito. As curvas estão restritas ao intervalo de M/R no qual o

critério (5.40) é válido.

Portanto, inserindo as Eqs. (5.68), (5.69) e (5.70) na Eq. (5.65), obtemos uma

expressão anaĺıtica [exceto pela integral na Eq. (5.71)], que pode ser resolvida di-

retamente para ξ, resultando nas fronteiras das regiões no espaço de parâmetros

em que modos parciais do campo são instáveis. A Fig. 5.3 representa essas curvas

limı́trofes para a/M = 0.2 e diferentes valores de l0 e m. Claramente, as regiões

instáveis para modos parciais com l0 = m = 0 englobam aquelas para multipolos

mais altos.

Na Fig. 5.4, as fronteiras (ω = 0, l0 = 0) que determinam as regiões no espaço de

parâmetros em que o campo é instável são representadas para diferentes valores de
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Figura 5.5: Diferença ξ − ξ(0) entre os valores de ξ que descrevem as fronteiras das

regiões instáveis para uma casca com rotação e uma configuração estática com a

mesma razão de massa por raio equatorial, como função de M/R. Aqui, l0 = m = 0

e a/M = 0.1, 0.2 e 0.3.

a/M . A Fig. 5.5 ilustra um intervalo de valores deM/R que não é claramente viśıvel

na Fig. 5.4. Na Fig. 5.5, representamos a diferença ξ − ξ(0) como função de M/R,

onde ξ(0) e ξ são dados nas Eqs. (5.60) e (5.65), respectivamente. Das Figs. 5.4 e

5.5, conclúımos que o efeito da rotação é transladar as fronteiras de instabilidade

para a direita, de forma que a região instável para valores negativos de ξ aumenta

e aquela para valores positivos de ξ diminui. O efeito absoluto, contudo, acaba

sendo relativamente pequeno, como podeŕıamos esperar por ser esta uma correção

de segunda ordem.

Finalmente, a Fig. 5.6 mostra o valor de ξ − ξ(0) como função de M/R para

a/M = 0.3, l0 = 3 e m = 0,±1,±2 e ±3. Diferentemente do caso com l0 = 0, vemos

que, para multipolos mais altos, o valor de ξ− ξ(0) não é sempre positivo. Aqui e na

Fig. 5.3 fica claro que a inversão do sentido da rotação (descrita por a→ −a ou por

m→ −m) não tem efeito algum sobre o espaço de parâmetros da instabilidade, o que

é uma consequência direta do resultado geral discutido na Sec. 5.2. Ainda há, porém,

um acoplamento entre a rotação do objeto e o momento angular do campo em ordens

superiores; esse acoplamento, que aparece, por exemplo, no termo proporcional a

a2m2 na Eq. (5.46), quebra a degenerescência em m que é caracteŕıstica do regime

estático.
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Figura 5.6: Diferença ξ − ξ(0) entre os valores de ξ que descrevem as fronteiras das

regiões instáveis para uma casca com rotação e uma configuração estática com a

mesma razão de massa por raio equatorial, como função de M/R. Aqui, a/M = 0.3,

l0 = 3 e m = 0,±1,±2 e ±3.

5.5 Discussões finais

Em resumo, neste Caṕıtulo vimos que campos escalares não minimamente acoplados

podem ser instáveis no espaço-tempo de objetos compactos com rotação para um

grande intervalo de acoplamentos do campo e parâmetros descrevendo o espaço-

tempo. A instabilidade se manifesta mais naturalmente em uma análise quântica,

uma vez que, nesse caso, as próprias flutuações de vácuo do campo podem cumprir

o papel de sementes para a fase instável (ver a Sec. 5.1).

Em Relatividade Geral, a rotação se expressa de forma mais evidente por meio

do arrasto de referenciais, ou seja, pelo seu acoplamento em primeira ordem com o

momento angular de campos ou part́ıculas teste (no caso de um campo, com seu

número quântico azimutal). Porém, na Sec. 5.2, nós argumentamos que o espaço de

parâmetros que caracteriza a instabilidade de campos escalares não minimamente

acoplados no espaço-tempo de um objeto compacto não é afetado em primeira or-

dem no parâmetro de rotação. Então, estudamos efeitos de segunda ordem nesse

parâmetro em um espaço-tempo espećıfico. Para isso, usamos como protótipo de sis-

tema com rotação o espaço-tempo de cascas finas descrito na Sec. 5.3. Esse modelo

nos permite realizar um cálculo essencialmente anaĺıtico, que tem como principal

resultado a Eq. (5.65), que é ilustrada nas Figs. 5.2 - 5.6. Em particular, observa-
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mos que as regiões do espaço de parâmetros em que um modo parcial com um certo

valor de l0 é instável são invariantes por m→ −m mas não degeneradas em m, como

vemos nas Figs. 5.3 e 5.6. A Fig. 5.3 também mostra que a instabilidade é desenca-

deada preferencialmente por modos parciais com l0 = 0. Nossa análise sugere que o

efeito geral de pequenas rotações é aumentar o espaço de parâmetros para valores

negativos de ξ e diminuir aquele para valores positivos de ξ, como indicado nas Figs.

5.4 e 5.5.

Vale notar que, uma vez que corpos com rotação em geral são oblatos, os resul-

tados aqui obtidos também estão associados ao formato da casca. No entanto, uma

comparação clara entre uma casca com rotação (definida pelos valores de a/M e

R/M) e uma casca estática com mesma elipticidade não é tão direta, uma vez que,

no caso com rotação, observadores estacionários com diferentes velocidades angu-

lares em geral atribuirão elipticidades diferentes ao mesmo objeto. É interessante

também fazermos um breve comentário sobre a relação entre nossos resultados a

respeito da instabilidade linear de campos não minimamente acoplados no espaço-

tempo de corpos com rotação e o efeito não linear conhecido como “escalarização

espontânea” [38], que descreveremos em mais detalhes no Cap. 6. Por agora, nota-

mos apenas que nossos resultados estão de acordo com um trabalho recente [46], que

mostrou numericamente que estrelas de nêutrons “escalarizadas” com alta rotação

existem para um intervalo maior de acoplamentos negativos do que no caso estático.

Na Ref. [110], argumentou-se que as fronteiras das regiões de parâmetros que carac-

terizam o tipo de instabilidade linear estudada aqui também delimitam as regiões em

que o efeito de escalarização espontânea acontece. Embora o argumento tenha sido

feito para sistemas com simetria esférica, o mesmo racioćınio parece ser aplicável ao

caso estacionário. Portanto, o comportamento observado nas Figs. 5.4 e 5.5 parece

estar de acordo com as conclusões do cálculo numérico desenvolvido na Ref. [46].
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Caṕıtulo 6

Sobre o estado final da instabilidade

Nos Caṕıtulos anteriores, que constituem o cerne deste trabalho, focamos no estudo

da instabilidade linear de campos não minimamente acoplados no espaço-tempo de

objetos compactos, e nas manifestações quântica e clássica da instabilidade. Dentro

da aproximação linear que empregamos, está a suposição de que a contribuição do

campo para o tensor de energia-momento que gera a geometria espaço-temporal

é despreźıvel e, consequentemente, que o campo evolui em um espaço-tempo fixo.

Contudo, é claro que tal aproximação é válida apenas até os momentos iniciais

após o acionamento da instabilidade, devendo ser abandonada tão logo o tensor

de energia-momento do campo (ou, na abordagem quântica, o valor esperado do

operador correspondente) se torne comparável às contribuições devidas ao objeto

compacto. Assim, para obtermos informações sobre o estado final da instabilidade,

é necessário evoluirmos conjuntamente o campo e o espaço-tempo, levando em conta

o acoplamento não linear entre eles.

O estudo da forma como, uma vez acionada a instabilidade, o sistema evolui

para uma nova configuração de equiĺıbrio, está, em muitos aspectos, além do es-

copo deste trabalho. No entanto, neste Caṕıtulo, vamos tecer alguns comentários

sobre esse problema, levando em conta resultados chave existentes na literatura

e apontando as questões interessantes que, no nosso entender, ainda estejam em

aberto nesse contexto. Começaremos, na Sec. 6.1, com alguns comentários sobre

o estado final da instabilidade dentro da análise quântica. Embora a evolução do

sistema por meio das equações semiclássicas de Einstein seja ainda um problema

em aberto, veremos que algumas informações sobre propriedades do estado final

da instabilidade podem ser obtidas mesmo dentro da aproximação linear [87]. Por

outro lado, é razoável que, uma vez que as flutuações do vácuo se tornem sufici-

entemente grandes, elas de alguma forma “colapsem” em perturbações clássicas —

em um processo análogo à formação das anisotropias da radiação cósmica de fundo

a partir de flutuações primordiais do vácuo [115] — e que, então, a evolução por
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meio das equações clássicas seja adequada. Alguns comentários sobre a transição

do regime quântico para o clássico serão feitos na Sec. 6.1.2, extrapolando para o

caso de interesse algumas conclusões obtidas na análise do modelo simples de um

oscilador harmônico invertido [61]. Na Sec. 6.2, abordaremos o problema da re-

troação do campo sobre o espaço-tempo do ponto de vista puramente clássico. Em

particular, discutiremos o efeito de escalarização espontânea, comentando sobre al-

guns resultados importantes na literatura a esse respeito. Como a quase totalidade

desses resultados foi obtida no contexto de teorias tensor-escalar, nos reportaremos

frequentemente ao Apêndice A para fórmulas e conceitos relevantes. Por fim, na

Sec. 6.3, comentaremos sobre a possibilidade de se usar dados astrof́ısicos para se

obter informações sobre a existência/inexistência de campos minimamente acopla-

dos na Natureza, apresentando v́ınculos existentes na literatura e comentando sobre

perspectivas interessantes nesse contexto.

6.1 Comentários sobre a evolução quântica

Como vimos no Cap. 2, a instabilidade linear de campos quânticos em certos espaços-

tempos manifesta-se, mesmo quando o campo está em seu estado de vácuo, por meio

de um crescimento exponencial das flutuações quânticas [cf. Eq. (2.59)] e do valor

esperado do tensor de energia-momento do campo nesse estado [cf. Eq. (2.60)]. No

caso do espaço-tempo de estrelas relativ́ısticas, o tempo caracteŕıstico da instabili-

dade é da ordem de Ω̄−1 ∼ 10−4s, de forma que, após um intervalo de tempo dessa

ordem, a aproximação linear para os campos precisa ser abandonada e efeitos de

retroação do campo sobre o espaço-tempo devem ser considerados.

Como discutido na Sec. 2.1.3, é natural postularmos a equação semiclássica

Gμν = 8π〈T̂Φ
μν〉, (6.1)

para descrever, como uma primeira aproximação, a retroação de campos quânticos

sobre o espaço-tempo (clássico). Essa equação é justificada por diferentes apro-

ximações (ver discussão na Sec. 2.1.3), embora seu domı́nio de aplicabilidade não

seja completamente conhecido. Portanto, o problema de interesse é a resolução

do sistema formado pela equação de Klein-Gordon [cf. Eq. (2.2)] para um campo

quântico e a equação

Gμν = 8πT class
μν + 8π〈T̂Φ

μν〉, (6.2)

onde T class
μν é o tensor de energia-momento das componentes clássicas de matéria

e energia que existem no espaço-tempo. Embora a investigação desse problema

fuja ao escopo desta Tese, vale ressaltar brevemente alguns pontos aqui. Primei-

ramente, lembramos que o procedimento de quantização delineado na Sec. 2.2, que
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tem como base a escolha de um espaço de Hilbert de estados espećıfico, a prinćıpio

não é adequado para espaços-tempos desprovidos de alguma simetria temporal e,

nesse caso, outras formulações, como a abordagem algébrica, podem ser mais úteis.

Vale também notar que, em geral, o cálculo da retroação de campos quânticos so-

bre o espaço-tempo é feito perturbativamente (ver a Ref. [51] para um exemplo)

e se depara com dificuldades vindas, principalmente, da existência de soluções pa-

tológicas e presumivelmente espúrias dessas equações. Tais soluções surgem uma

vez que o valor esperado renormalizado do tensor de energia-momento, que entra na

Eq. (6.1), contém em geral quantidades geométricas com derivadas de ordem supe-

rior a 2. Note, porém, que, na presença de instabilidade, o valor esperado do tensor

de energia-momento do campo é dominado por modos instáveis de baixa energia

[ver, por exemplo, a Eq. (2.60), com a Eq. (2.59)], o que introduz simplificações no

cálculo de correções para a métrica devidas ao crescimento exponencial de 〈T̂Φ
μν〉 e, de

certa forma, parece aproximá-lo do cálculo clássico. De qualquer forma, o problema

da obtenção de previsões sobre o estado final da instabilidade segundo a abordagem

semiclássica, e se estas difeririam das previsões clássicas correspondentes, ainda está

em aberto.

6.1.1 Criação de part́ıculas devido à instabilidade taquiônica

Ainda assim, mesmo sem a evolução das equações semiclássicas, é posśıvel ob-

termos informações interessantes sobre caracteŕısticas do estado final da instabi-

lidade. Em particular, na Ref. [87], mostrou-se que pelo menos parte das flutuações

quânticas amplificadas durante a fase instável eventualmente darão origem a criação

de part́ıculas, na medida em que o sistema recupera o equiĺıbrio. Aqui, descrevere-

mos as ideias principais por trás desse resultado.

O ponto de partida para a análise apresentada na Ref. [87] é o reconhecimento

de que a retroação do campo sobre o espaço-tempo deve necessariamente levar a

uma nova configuração de equiĺıbrio do sistema. Assim, pode-se supor, como na

Sec. 2.3, que o espaço-tempo é plano no passado assintótico (região A) e evolui para

uma configuração estática em que o campo é instável (região B). Então, suporemos

que mecanismos de retroação entram em cena, reconduzindo o sistema para uma

nova configuração estática (região C) na qual o campo escalar é estável. Ou seja, a

métrica espaço-temporal pode ser escrita como

ds2 ∼

⎧⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎩
−dt2 + d�x2 (A)

N2
(B)(−dt2 + h

(B)
ij dxidxj) (B)

N2
(C)(−dt2 + h

(C)
ij dxidxj) (C)

(6.3)
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onde N(J) ≡ N(J)(�x) > 0, J ∈ {B,C} são funções suaves, h
(J)
ij ≡ h

(J)
ij (�x) e, por

simplicidade, a mesma notação é usada para as coordenadas nas três regiões de in-

teresse. Uma vez que a região C é estática, podemos investigar qual é o conteúdo de

part́ıculas do campo escalar medido por observadores estáticos nessa região. De fato,

vimos na Sec. 2.3 que, mesmo na ausência de instabilidade (ou seja, da região B), o

estado |0in〉, associado ao vácuo natural na região A, em geral será percebido como

repleto de part́ıculas por um observador estático em C [cf. Eq. (2.58) e discussão pre-

cedente]. Essa criação de part́ıculas devida à mudança na geometria de fundo torna-

se, porém, despreźıvel no regime adiabático, em que a geometria espaço-temporal

muda de forma suficientemente lenta [19]. Porém, como veremos, a presença de uma

região intermediária B entre A e C em que o campo é instável amplifica o número

de part́ıculas criadas e é relevante mesmo no regime adiabático. Fisicamente, essa

produção copiosa de part́ıculas quando o sistema sai da fase instável é devida ao

fato de que as flutuações do vácuo |0in〉, após serem exponencialmente amplificadas

durante a fase B, não poderão, em geral, ser acomodadas como meras flutuações do

vácuo |0out〉 da região C.

Para estimar o número esperado de part́ıculas criadas, foi analisado, na Ref. [87],

o caso particular em que o espaço-tempo é simétrico por reflexão temporal com

respeito a uma superf́ıcie de Cauchy ΣtS na região B. Nesse caso, supõe-se que a

região C é plana, com elemento de linha igual ao de A. Modos normais em A e C

então têm a forma

u
(±)

k

(A)
= (16π3ω
k)

−1/2 exp[∓i(ω
kt− �k · �x)],
ν
(±)

k

(C)
= (16π3ω
k)

−1/2 exp[∓i(ω
kt− �k · �x)].
Vamos denotar por t0 a coordenada temporal no ińıcio da fase instável B, que tem

duração T . Então, similarmente à Eq. (2.58), temos que o número esperado de

part́ıculas criadas com número quântico �k′, logo que o sistema sai da região instável,

é dado por

〈0in|N
k′ |0in〉 =
∫
d3�k

∣∣∣(ν(−)
k′
(t0 + T, �x), u

(+)

k

(t0 + T, �x)
)
KG

∣∣∣2. (6.4)

O cálculo do produto interno na Eq. (6.4) é simplificado devido à hipótese de que

o espaço-tempo é simétrico por inversão temporal com respeito a ΣtS , uma vez que

isso implica, em particular, que

u
(+)

k

(t0, �x)
(B)
= ν

(−)

−k (t0 + t, �x).

Então, pode-se calcular [87], para T Ω̄ suficientemente grande,

〈0in|N
k′ |0in〉 ∼ e2Ω̄T

∫
d3�k|ζ
k
k′ |2, (6.5)
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com

ζ
k
k′ = i[(α∗
Ω̄lμ;
k

e−iπ/6 − βΩ̄lμ;
k)αΩ̄lμ;−
k′ − (α∗
Ω̄lμ;
k

− βΩ̄lμ;
k e
iπ/6)β∗

Ω̄lμ;−
k′ ],

onde αΩ̄lμ;
k = (u
(+)

k
, w

(+)

Ω̄lμ
)KG e βΩ̄lμ;
k = −(u(−)
k

, w
(+)

Ω̄lμ
)KG são as projeções dos modos

u
(±)

k

sobre o modo taquiônico, na região B, com maior valor de Ω(= Ω̄). Assim,

vemos, da Eq. (6.5), que o número esperado de part́ıculas criadas no final da fase

instável é proporcional a exp(2Ω̄T ). Ele depende essencialmente, portanto, da razão

T/τ0 entre o tempo T de duração da fase instável e o tempo τ0 ≡ Ω̄−1 caracteŕıstico

da instabilidade; essa razão codifica o quanto as flutuações do vácuo |0in〉 são am-

plificadas durante a fase instável∗.

6.1.2 Transição quântico-clássico

Agora, vamos nos concentrar novamente na fase instável e analisar de que forma flu-

tuações do vácuo suficientemente grandes podem ser entendidas classicamente. Boa

parte da intuição apresentada aqui foi obtida ao longo das últimas décadas no con-

texto de modelos cosmológicos de inflação e, em particular, em estudos sobre como

flutuações quânticas amplificadas durante a fase inflacionária podem dar origem a

perturbações de densidade responsáveis pela formação de estruturas no Universo

(ver, e.g., Ref. [115]). Um modelo simples utilizado nesse contexto para exemplificar

alguns conceitos é o de um oscilador harmônico quântico invertido [61, 2, 13]. Da

mesma forma que, em muitos aspectos, uma teoria de campos é análoga à teoria

descrevendo uma coleção de osciladores harmônicos acoplados, a presença de mo-

dos instáveis do campo estaria associada a osciladores harmônicos invertidos (ver

a Eq. (2.33) e discussão subsequente). Portanto, aqui vamos revisitar, seguindo

a Ref. [61], como se dá a transição do regime quântico para o regime clássico no

modelo particular de um oscilador harmônico invertido. Muitas das principais ca-

racteŕısticas desse modelo podem ser esperadas no caso da instabilidade quântica

investigada no Cap. 2.

Seja o Hamiltoniano

Ĥ =
p̂2

2m
− kq̂2

2
= −�ω

2
(ââ+ â†â†), (6.6)

que descreve a evolução dinâmica de uma part́ıcula quântica com massa m em um

potencial de oscilador harmônico invertido, com constante de mola k. Na Eq. (6.6),

definimos

â ≡
√
mω

2�

(
q̂ +

i

mω
p̂

)
, â† ≡

√
mω

2�

(
q̂ − i

mω
p̂

)
,

∗Ver a Sec. V B da Ref. [87] para um modelo idealizado que ilustra concretamente essa discussão.
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onde ω2 ≡ k/m.

Vamos adotar a representação de Schrödinger e supor que a função de onda

inicial da part́ıcula é uma gaussiana centrada em q = 0 e com variância �/mω, que

está associada ao estado |0〉 tal que â|0〉 = 0 (ou seja, o estado de vácuo do oscilador

harmônico não invertido correspondente). Para t > 0, o estado da part́ıcula é dado

por

|Ψ(t)〉 = e−iĤt/�|0〉 = exp
[r
2
(â2e−2iφ −H.c.)

]
|0〉, (6.7)

onde r = ωt e φ = −π/4. O operador de evolução na Eq. (6.7) tem a forma de um

operador de “compressão” (squeezing), com parâmetros caracteŕısticos r e φ [138].

O significado f́ısico desse operador será visto adiante e é ilustrado na Fig. 6.1. Em

situações mais complexas, como no contexto cosmológico [115] ou para o operador

ĤΩσ na Eq. (2.31), os parâmetros r e φ podem ser funções mais gerais do tempo.

A função de onda ψ(q, t) = 〈q|Ψ(t)〉 obedece

i�
∂ψ

∂t
= − �

2

2m

∂2ψ

∂q2
− kq2

2
ψ

e é dada por [61]

ψ(q, t) =
exp

[
−(sech(2ωt)− i tanh(2ωt)

)
q2

2a2

]
(πa2)1/4

(
cosh(ωt) + i sinh(ωt)

)1/2
t→∞∼

(
2

πa2

)1/4

e−
1
2
(ωt+iπ/4) exp

[
iq2

2a2
− q2

a2
e−2ωt

]
, (6.8)

onde definimos a2 = �/mω e ressaltamos o comportamento da função de onda

para ωt � 1, que é o limite de interesse aqui. Podemos então calcular algumas

quantidades de interesse. Em particular, temos 〈q̂〉 = 0 e

〈q̂2〉 =
∫ ∞

−∞
dq q2|ψ(q, t)|2 t→∞∼ a2

4
e2ωt, (6.9)

ou seja, a função de onda da part́ıcula é uma gaussiana cuja variância aumenta expo-

nencialmente no tempo. O mesmo comportamento é observado para a distribuição

de momento. Vale ressaltar a semelhança entre o crescimento exponencial de 〈q̂2〉 e
de 〈Φ̂2〉 nas Eqs. (6.9) e (2.59), respectivamente.

Uma das formas de caracterizarmos a transição do regime quântico para o re-

gime clássico é por meio de propriedades da função de Wigner correspondente. A

transformada de Wigner [141] da função de onda ψ(q, t) é definida como

W (t, q, p) =
1

2π�

∫ ∞

−∞
eipy/�ψ∗(q + y/2, t)ψ(q − y/2, t)dy. (6.10)
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A partir da função de WignerW (t, q, p), a distribuição de probabilidade de q é obtida

como uma distribuição marginal em p e vice-versa. Porém, em geral W (t, q, p) não

pode ser interpretada como uma distribuição de probabilidade conjunta de q e p

uma vez que não é positivo definida. De fato, entende-se que a existência de regiões

em que a função de Wigner é negativa esteja intimamente ligada a propriedades

intrinsecamente quânticas do sistema; por exemplo, emaranhamento (ver, e.g., a

Ref. [139] e referências áı para uma discussão teórica e a Ref. [43] para um exemplo

experimental a esse respeito).

Usando a Eq. (6.8), podemos calcular, para t = 0,

W (0, q, p) =
1

�π
e−a

2p2/�2e−q
2/a2 (6.11)

e, para ωt� 1,

W (t, q, p) ∼ 1

�π
exp

[
−
(
p− �q

a2

)2

e2ωt
a2

2�2

]
exp

[
−2q2

a2
e−2ωt

]
. (6.12)

A Fig. 6.1 ilustra a função de Wigner para ωt = 0 e ωt = 3 no espaço de fase do

sistema. Note que, nesse regime, W (t, q, p) > 0, o que torna posśıvel interpretá-la

como uma distribuição de probabilidade clássica conjunta sobre posições e momen-

tos†. Por outro lado, uma prescrição para obtermos o limite clássico de uma teoria

é tomarmos o limite formal � → 0 (ver a Ref. [139] e referências áı). No nosso

caso, isso significa que as distâncias de interesse obedecem q2 � a2 = �/mω. Para

ωt� 1, temos

W (t, q, p)
�→0∼

√
2

π

1

a
e−ωt exp

[
−2q2

a2
e−2ωt

]
δ(p− q

√
mk), (6.13)

onde usamos a Eq. (6.12) e a representação da distribuição delta limε→0
1

2
√
πε
e−x

2/4ε =

δ(x). A Eq. (6.13) implica que, para ωt � 1 e no limite em que as distâncias

relevantes são muito maiores que
√
�/mω, o momento da part́ıcula é bem definido

(p = q
√
mk) e sua posição obedece uma distribuição clássica de probabilidade. Note

que o momento p = q
√
mk é o mesmo que teria uma part́ıcula clássica inicialmente

em repouso que rolasse do topo do potencial até o ponto q. A trajetória obedecida

pela part́ıcula pode ser parametrizada da seguinte forma:

q(t) = q0e
ωt, (6.14)

†O fato de que, em algum regime, a função de Wigner pode ser vista como uma distribuição de

probabilidade conjunta sobre posições e momentos significa que o sistema quântico em questão pode

ser descrito por uma teoria clássica probabiĺıstica. É uma questão de terminologia, então, dizer que

esse sistema está em um estado clássico ou não, uma vez que várias caracteŕısticas fundamentais da

Mecânica Quântica não podem ser acessadas por uma teoria clássica probabiĺıstica (por exemplo,

violação das desigualdades de Bell [15]).
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Figura 6.1: Distribuição de quasi-probabilidade determinada pela função de Wigner

para (a) ωt = 0, quando o estado da part́ıcula é descrito por uma função de onda

gaussiana centrada na origem e com variância a2 = �/mω e para (b) r = ωt = 3,

quando o estado da part́ıcula é um estado comprimido (squeezed). Aqui, fica claro

que o efeito do operador de evolução temporal é comprimir o estado ao longo do

eixo q = p. Isso reflete o fato de que, na teoria clássica com Hamiltoniano (6.6),

o valor de p + q cresce exponencialmente no tempo, ao passo que o valor de p − q

decresce exponencialmente [2].

onde usamos que p = q
√
mk e que dq/dt = p/m. Por outro lado, a constante q0

é uma variável aleatória, que obedece uma distribuição de probabilidade gaussiana

[cf. Eq. (6.13)]:

P (q0) = P (q)
dq

dq0
=

√
2

π

1

a
e−2q

2
0/a

2

.

De forma alternativa, escrevendo q0 = ±a exp(−ωτ), temos que

q(t) = ±ae−ω(t−τ),
onde a distribuição de probabilidade para τ é dada por (ver a Fig. 6.2)

P (τ) = 2P (q0)

∣∣∣∣dq0dτ
∣∣∣∣ = 2

√
2

π
ωe−ωτ exp(−2e−2ωτ ). (6.15)

Portanto, pode-se interpretar a variável aleatória q0 como estabelecendo um tempo

caracteŕıstico τ , de origem quântica, mas obtido a partir de uma distribuição clássica

de probabilidade, que determina uma defasagem temporal para que a part́ıcula

comece a rolar do topo do potencial.

Para a instabilidade quântica investigada no Cap. 2, é razoável que conclusões

semelhantes se apliquem, tendo em vista a semelhança do operador Hamiltoniano
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Figura 6.2: Distribuição de probabilidade P (τ) dada na Eq. (6.15).

(2.33) com o modelo de osciladores harmônicos invertidos descrito aqui. Em par-

ticular, para Ωt � 1 (onde Ω−1 ∼ Rs é o tempo caracteŕıstico da instabilidade),

espera-se, analogamente à Eq. (6.14), que o campo Φ possa ser evolúıdo determinis-

ticamente a partir de uma amplitude inicial Φ0, obtida a partir de uma distribuição

clássica de probabilidade. É claro que ainda permanece a questão, ligada ao pro-

blema fundamental da medida emMecânica Quântica, de como a Natureza seleciona,

a partir dessa distribuição de probabilidade, o valor espećıfico de q0 (ou Φ0) que é

inferido classicamente.

6.2 Comentários sobre a evolução clássica

Na Seção anterior, argumentamos, com base no modelo de oscilador harmônico

invertido [61], que, para um tempo t = τ0 � Ω−1, ou seja, muito maior que o

tempo caracteŕıstico da instabilidade, e quando as distâncias relevantes são muito

maiores que
√

�/mω, as flutuações quânticas do campo devem se comportar como

perturbações clássicas, seguindo trajetórias bem definidas no espaço de fase. A

amplitude do campo em t = τ0 seria determinada a partir de uma distribuição

probabiĺıstica (clássica), que emerge do tratamento quântico do sistema. Portanto,

a partir de um certo momento, as equações clássicas devem ser adequadas para

estudarmos o desenvolvimento da instabilidade e seu estado final. Ou seja, devemos

resolver o sistema acoplado de equações não lineares dado por

Gμν = 8πTm
μν + 8πTΦ

μν , (6.16)

(−∇μ∇μ + m̃2 + ξR)Φ = 0, (6.17)

∇μTm
μν = 0, (6.18)
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com condições iniciais apropriadas, onde TΦ
μν é o tensor de energia-momento do

campo, Eq. (2.3), e Tm
μν é o tensor de energia-momento das demais componentes de

matéria, que obedece a equação de conservação (6.18). Antes de comentarmos sobre

alguns resultados existentes na literatura em que a evolução numérica do sistema de

equações (6.16)-(6.18) é realizada, é interessante discutirmos de que forma algumas

informações importantes sobre o estado final da instabilidade podem ser obtidas por

meio da análise das soluções de equiĺıbrio desse sistema.

Para isso, considere uma configuração de equiĺıbrio C = {gμν , ψmat,Φ = 0}
do sistema de equações (6.16)-(6.18), que descreve, por exemplo, o espaço-tempo

de uma estrela relativ́ıstica descrita por campos de matéria ψmat. Vamos supor

que, para uma estrela com mesma composição, o sistema (6.16)-(6.18) possua outra

solução de equiĺıbrio C ′ = {g′μν , ψmat,Φ′}, com um perfil não trivial para o campo

escalar (ver a Fig. 6.3 para um exemplo). Nesse caso, se a configuração C for

instável por pequenas perturbações do campo escalar e se a configuração C ′ for

estável e energeticamente favorável, é natural supor que o sistema evolua de C

para C ′, irradiando a diferença de energia entre as duas configurações na forma de

ondas gravitacionais e do campo Φ. Esse fenômeno, conhecido como “escalarização

espontânea”‡, foi descoberto em 1993 no contexto de teorias tensor-escalar (TTE)

[38] e promoveu novo ı́mpeto no estudo de tais teorias [39, 66, 107, 41, 67, 119] (ver

também trabalhos mais recentes como [3, 118, 126, 55, 46, 12], para citar apenas

alguns).

Nesse contexto, vale ressaltar alguns pontos. Primeiramente, é interessante no-

tarmos que o espaço de parâmetros para o qual a configuração de campo nulo

(C) é linearmente instável (ver Fig. 2.2) é o mesmo em que existem soluções de

equiĺıbrio “escalarizadas” (C ′), ou seja, com um perfil não trivial para o campo

escalar. Isso foi notado inicialmente na Ref. [66] para uma certa TTE e mostrado

numericamente para o caso de campos não minimamente acoplados na Ref. [110]. A

razão matemática dessa coincidência pode ser vista da seguinte forma [110]. Vimos,

nos Caṕıtulos anteriores, que as fronteiras que demarcam as regiões no espaço de

parâmetros em que o campo é linearmente instável correspondem à presença de mo-

dos de frequência nula, ω = 0. Esses modos são efetivamente soluções estáticas da

Eq. (6.17) para um espaço-tempo fixo. Por outro lado, as fronteiras das regiões em

existem configurações de equiĺıbrio “escalarizadas” estão associadas a uma ampli-

tude arbitrariamente pequena do campo, Φ ≈ 0, de forma que a contribuição de TΦ
μν

na Eq. (6.16) é despreźıvel. Portanto, buscar soluções de equiĺıbrio do sistema de

‡O nome “escalarização espontânea” foi dado devido à analogia com o fenômeno de magne-

tização espontânea, no qual materiais ferromagnéticos abaixo da temperatura de Curie adquirem

uma magnetização não nula mesmo na ausência de um campo magnético externo [39].
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Figura 6.3: Exemplo de configuração de equiĺıbrio com perfil não trivial do campo

escalar (“escalarização espontânea”). Aqui, constrúımos uma solução de equiĺıbrio

com simetria esférica para o sistema de equações (6.16)-(6.18), considerando uma

estrela com densidade constante, ρ ∼ 7.4ρnuc (ρnuc = 1.66×1017 kg m−3) e um campo

escalar com acoplamento ξ = −12. Em (a), mostramos o perfil do campo escalar e,

em (b), os coeficientes métricos −g00 e g11, como função de r. Os pequenos pontos

mostram a localização da superf́ıcie da estrela (Rs ∼ 10.5 km). A massa total do

sistema éMADM ∼ 0.44M
 (GMADM/Rc
2 ∼ 0.12). Aqui, integramos as equações da

forma descrita na Ref. [119] (note que é necessário aplicar a transformação ξ → −ξ/2
às equações mostradas nessa referência por consistência com as convenções adotadas

aqui). Como mostrado, por exemplo, na Ref. [110], o espaço de parâmetros para

o qual configurações “escalarizadas” de equiĺıbrio existem é o mesmo em que a

configuração com campo nulo é instável.

equações (6.16)-(6.18) se reduz a buscar uma solução estática para o campo obede-

cendo a Eq. (6.17) em um espaço-tempo fixo. Assim, as equações a serem resolvidas

são as mesmas e as mesmas condições de contorno — regularidade e decaimento

assintótico — se aplicam nos dois casos.

Portanto, se um campo com acoplamento ξ é linearmente instável no espaço-

tempo de uma estrela relativ́ıstica com razão massa-raio M/Rs, podemos esperar

que existam outras configurações de equiĺıbrio para a mesma estrela, mas em que

o campo possua um perfil não trivial. Assim, o próximo passo é sabermos se a

configuração escalarizada é energeticamente favorável à configuração com Φ ≈ 0 ou
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não. Para isso, pode-se analisar a energia de ligação do sistema, definida como

Eb ≡ m̄−M,

onde m̄ é a massa bariônica da estrela e M é a massa total do sistema. Com essa

definição, configurações com Eb > 0 são gravitacionalmente ligadas e, para m̄ fixa, a

configuração com maior energia de ligação é energeticamente favorecida. Análises ao

longo dessas linhas foram feitas, por exemplo, nas Refs. [119, 107, 110]. A conclusão

a que se chega é que, para ξ < 0 e m̄ fixo, tem-se que Eb > 0 e Eb|C′ > Eb|C ,
ou seja, a configuração escalarizada é energeticamente favorável àquela com Φ = 0.

Por outro lado, para ξ > 0, mostrou-se que, quando Eb > 0, Eb|C′ < Eb|C , ou seja,

a configuração escalarizada é energeticamente desfavorável com relação àquela com

Φ ≈ 0 [110].

Portanto, análises de balanço energético indicam que, para ξ < 0, o provável

estado final da instabilidade é uma configuração com perfil não trivial para o campo

escalar. Essa conjectura é apoiada por trabalhos em que o sistema de equações

(6.16)-(6.18) foi de fato evolúıdo numericamente. Em particular, na Ref. [107], a

transição dinâmica para uma configuração escalarizada foi estudada numericamente

pela primeira vez. O autor considerou uma configuração inicial instável com campo

Φ ≈ 0 e acompanhou a evolução do sistema: as fortes flutuações sofridas pelo raio

e densidade central da estrela até a restituição do equiĺıbrio, e o aumento do valor

(absoluto) central do campo escalar, que desenvolve um perfil não trivial. Mostrou-

se que existem duas configurações escalarizadas (associadas a Φ e −Φ), que são

estáveis, e que o campo instável evolui para uma delas. A diferença de energia entre

a configuração inicial e final é irradiada como ondas gravitacionais: a maior parte

é irradiada rapidamente nos estágios iniciais da evolução, quando o campo escalar

evolui para seu novo valor, e o restante é irradiado posteriormente por oscilações

quasinormais da estrela e do campo escalar. Embora, nesse estudo, tenha-se assu-

mido um espaço-tempo estático com um perfil de campo Φ = 0 instável, a situação

f́ısica que o inspira é a de uma estrela relativ́ıstica que acreta matéria, tornando-

se progressivamente mais compacta, até o momento em que adentra a região em

que o perfil de campo Φ = 0 é instável. Estudos semelhantes também foram feitos

no contexto de estrelas de bósons [3]. Um outro cenário, bastante natural, explo-

rado recentemente [12] é o da fusão de estrelas de nêutrons. Embora a formulação

numérica nesse caso seja bastante diferente, a intuição f́ısica é semelhante: quando

separadas, as estrelas não são suficientemente compactas para que a configuração

trivial do campo seja instável; porém, na medida em que se aproximam, o sistema

pode se tornar suficientemente compacto para que o perfil trivial do campo se torne

instável e a evolução para uma configuração escalarizada é então observada.
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Por outro lado, análises de balanço energético indicam que, para ξ > 0, a confi-

guração escalarizada é energeticamente desfavorecida, o que sugere um estado final

diferente para a instabilidade; por exemplo, um colapso gravitacional prematuro ou

uma explosão em que a estrela libere matéria e torne-se menos compacta, de modo

que a configuração de campo nulo volte a ser estável. No entanto, não existem, até

o presente, resultados numéricos da evolução do sistema nesse caso, o que o torna

um problema interessante em aberto.

6.3 Vı́nculos sobre campos não minimamente acoplados com

base em dados astrof́ısicos

A instabilidade de campos não minimamente acoplados (pouco massivos ou sem

massa) em ambientes astrof́ısicos e a possibilidade de reestabilização do sistema por

meio do efeito de escalarização espontânea abrem perspectivas interessantes para

a obtenção de informações sobre a existência ou inexistência de tais campos na

Natureza com base em observações astrof́ısicas. De fato, como discutimos no fim

do Apêndice A, observações e experimentos no regime de campo gravitacional fraco

são incapazes de colocar v́ınculos sobre a existência de campos não minimamente

acoplados. No entanto, isso passa a ser posśıvel no regime de campo gravitacional

forte§. Nesta Seção, discutiremos brevemente os v́ınculos existentes e perspectivas

a esse respeito.

Pouco tempo depois da descoberta do mecanismo de escalarização espontânea em

TTE [38], as consequências observacionais desse esfeito passaram a ser investigadas.

Em particular, na Ref. [39], foram analisadas as implicações da escalarização em

sistemas binários contendo pulsares: mostrou-se que o momento de inércia do pulsar

sofreria uma variação temporal causada pelo perfil não trivial de campo escalar ao

redor do companheiro, e que essa variação teria um efeito observável no peŕıodo do

sinal do pulsar. Os v́ınculos no espaço de parâmetros de TTE gerais (parametrizadas

pelos valores de α0 e β0 discutidos no Apêndice A) continuam a melhorar e restringir

ainda mais fortemente o espaço de teorias viáveis [55].

Em particular, no caso de campos não minimamente acoplados sem massa, para

§Para teorias tensor-escalar gerais, experimentos e observações no regime de campo fraco são

capazes apenas de colocar v́ınculos sobre o parâmetro α0 ≡ α(ϕ0), que é identicamente nulo no

caso de campos não minimamente acoplados. Por outro lado, a instabilidade que surge no regime

de campo forte, bem como o fenômeno de escalarização espontânea, dependem basicamente do

parâmetro β0 ≡ dα/dϕ|ϕ=ϕ0 , que é inacesśıvel ao regime de campo fraco (cf. Sec. A.2).
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os quais α0 = 0 e β0 = 2ξ, os v́ınculos existentes implicam que valores de

ξ < ξexc ≈ −2.4 (6.19)

estão exclúıdos por medidas do peŕıodo de pulsares¶ [39, 55]. Para −2.4 ≈ ξexc <

ξ < ξc ≈ −2.17, o efeito de escalarização ainda pode ocorrer para certos sistemas

[67], e novas observações do peŕıodo de pulsares podem colocar v́ınculos nessa faixa

de acoplamentos. É importante notar que os valores exato de ξexc e ξc dependem da

equação de estado atribúıda à estrela [41]. Além disso, o valor de ξc pode aumentar

se o sistema em questão tiver uma rápida rotação [46] (ver também discussão no

final do Cap. 5).

Para ξc < ξ ≤ 0, a configuração de campo escalar nulo é estável e a existência

de campos com tais acoplamentos não pode ser testada por meio dos mecanismos

descritos aqui. Por outro lado, vimos que campos com acoplamento ξ > 0 podem

ser instáveis no espaço-tempo de certos objetos compactos e que, nesse caso, a confi-

guração escalarizada é energeticamente desfavorecida com relação àquela de campo

nulo. Embora o estudo numérico do estado final da instabilidade para ξ > 0 seja um

problema interessante a ser explorado, é razoável supor que, nesse caso, a estrela

colapse ou expulse matéria de forma a tornar-se menos compacta e sair da região

de instabilidade. Portanto, a prinćıpio, a observação de estrelas de nêutrons com

equação de estado conhecida e razão massa-raio suficientemente grande para dis-

parar a instabilidade de campos com certos acoplamentos ξ > 0 permitiria colocar

v́ınculos importantes sobre a existência de campos escalares com tais acoplamentos.

No entanto, ainda hoje existe uma grande incerteza sobre a equação de estado de

estrelas de nêutrons [88] e sobre a melhor forma de inferir o raio dessas estrelas

a partir de observações astrof́ısicas [128]. Para diferentes modelos de equação de

estado, o valor máximo permitido da razão massa-raio em geral se encontra entre

0.2 e 0.3 [59, 88], o que é consistente com as inferências para o valor dessa quan-

tidade a partir das observações existentes [128, 108, 62]. Por exemplo, a massa e

o raio da estrela de nêutrons no sistema binário 4U 1820-30 são estimados como

M/M
 = 1.58± 0.06 e R = 9.1± 0.4 km [62], de forma que GM/Rc2 = 0.26± 0.02.

Além de um conhecimento relativamente preciso sobre razões massa-raio de estrelas

¶É interessante notar que, para TTE mais gerais, em que α0 	= 0, outros limites podem ser

impostos com base em experimentos de campo gravitacional fraco e v́ınculos sobre a emissão de

ondas escalares em sistemas binários contendo pulsares (ver a Fig. 7 da Ref. [55] para limites

recentes). De fato, um dos desvios mais marcantes de TTE com relação à Relatividade Geral

é a possibilidade de emissão de ondas escalares. Isso contribui, em particular, para a variação

observada do peŕıodo orbital de pulsares e também seria percept́ıvel em experimentos de ondas

gravitacionais [41].
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bastante compactas, para colocarmos v́ınculos significativos sobre ξ > 0, é também

preciso um bom entendimento da equação de estado desses objetos, uma vez que,

como vimos na Fig. 2.2, a escala do eixo vertical é bastante modificada em função da

equação de estado adequada. Uma análise cuidadosa desses aspectos é uma questão

bastante interessante em aberto, e que muito se beneficiará da melhoria das técnicas

observacionais e do entendimento teórico dos processos astrof́ısicos associados a es-

trelas de nêutrons.
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Caṕıtulo 7

Conclusões

O trabalho desenvolvido nesta Tese se insere, a meu ver, dentro de dois grandes

programas. O primeiro, descrito com mais detalhes no Cap. 1, se refere à busca por

fenômenos de gravitação quântica de baixas energias, dentro do programa de Teoria

Quântica de Campos em Espaços Curvos, com o intuito de colaborar para o enten-

dimento dos fundamentos de gravitação quântica. O segundo diz respeito ao estudo

da fenomenologia de modelos e teorias que, em um certo limite, são indistingúıveis

dos modelos-padrão, na tentativa de explorar regimes em que os desvios entre eles

passem a ser observáveis. De fato, na área de Gravitação e Cosmologia, por exem-

plo, contamos atualmente com uma grande abundância de dados observacionais que

vão desde a nossa vizinhança, no sistema solar, até as largas escalas cosmológicas,

tornando posśıveis os mais variados testes das teorias e modelos existentes.

Em particular, nesta Tese, estudamos certos aspectos da fenomenologia da classe

de campos escalares definida pela ação (2.1) em espaços-tempos astrof́ısicos. No re-

gime de gravitação fraca, não é posśıvel discernir a presença de tais campos se sua

amplitude é arbitrariamente pequena. No entanto, para campos gravitacionais mais

intensos, como no espaço-tempo de estrelas relativ́ısticas, essa configuração de campo

nulo é instável. O que se mostrou nas Refs. [95, 93], que motivaram a maior parte

deste trabalho, é que, mesmo na ausência de perturbações clássicas, a instabilidade

se manifesta por meio da amplificação das flutuações quânticas do campo. Nesse

caso, a evolução subsequente do sistema é ditada pelas leis quânticas, pelo menos

até o momento em que o sistema perca coerência e emerja no regime clássico (cf.

Sec. 6.1.2). A primeira parte do trabalho desta Tese, descrita no Cap. 3, consistiu

em realizar uma análise comparativa entre a descrição quântica da instabilidade e

a abordagem clássica, via modos quasinormais. Vimos que as condições que carac-

terizam a instabilidade são as mesmas quântica ou classicamente. Por outro lado,

contrariamente à análise clássica, que requer a presença de perturbações inicias para

que a instabilidade se manifeste, as flutuações de vácuo são sementes naturais para a
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fase instável. Para que o sistema possa ser tratado classicamente, a amplitude média

das perturbações iniciais deve ser muito maior que
√
�, caso contrário, o tratamento

quântico é mais adequado.

A segunda parte desta Tese, descrita nos Caps. 4 e 5, consistiu em explorar o

espaço de parâmetros que caracteriza a instabilidade de campos não minimamente

acoplados sem massa, no espaço-tempo de cascas esferoidais e com rotação. O mo-

delo de cascas finas de matéria foi utilizado como protótipo de objeto compacto por

sua maior simplicidade matemática: de fato, especialmente no Cap. 5, foi posśıvel

obter uma expressão essencialmente anaĺıtica para o desvio da fronteira das regiões

instáveis devido à rotação. Como discutimos no Cap. 6, o espaço de parâmetros da

instabilidade é o mesmo do fenômeno de escalarização espontânea, o que torna os

resultados dos Caps. 4 e 5 relevantes também para o estudo desse fenômeno. Em

particular, no Cap. 4, fomos capazes de explorar o espaço de parâmetros da insta-

bilidade no espaço-tempo de objetos bastante prolatos (com razão de até n = 0.25

entre seu comprimento próprio equatorial e meridional, cf. Fig. 4.7). Por outro

lado, a classe de cascas estudadas nesse Caṕıtulo necessariamente têm n � 1.3 e os

resultados para cascas oblatas nos permitem considerar apenas parte do espaço de

parâmetros de interesse (cf. Fig. 4.8). No Cap. 5, generalizamos o estudo do “efeito

do despertar do vácuo” para o caso estacionário e, para o modelo de cascas com

rotação investigado, conclúımos que, até O(a2/M2), o efeito da rotação é aumentar

o espaço de parâmetros para ξ < 0 e diminuir aquele para ξ > 0 (cf. Figs. 5.4 e

5.5), de acordo com resultados recentes sobre escalarização espontânea em teorias

tensor-escalar [46].

Entre as questões interessantes que estão em aberto, se destacam, a meu ver, as

seguintes: (i) o estudo do desenvolvimento da instabilidade com base nas equações

semiclássicas e um entendimento mais detalhado da “classicalização” do sistema,

(ii) a evolução numérica das equações clássicas de movimento para determinar o

estado final da instabilidade para ξ > 0, (iii) a investigação de formas em que os

dados observacionais existentes hoje e prometidos por experimentos futuros possam

ser usados para colocar melhores v́ınculos sobre os campos existentes na Natureza,

especialmente para ξ > 0.

Em suma, a busca por efeitos quânticos em espaços curvos é importante não

só por permitir insights sobre certos fundamentos de gravitação quântica a baixas

energias, mas também pode ter efeitos observáveis mensuráveis, contribuindo para

testes de teorias e modelos.
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Apêndice A

Teorias Tensor-Escalar

Teorias Tensor-Escalar (TTE) são extensões da Relatividade Geral, em que a gra-

vitação é mediada não só por um campo de spin 2, mas também por um ou mais

campos escalares adicionais. Dentre as TTE, a teoria de Brans-Dicke [22] é a mais

simples e bem conhecida, mas a classe abrange diversas outras teorias de interesse

[37, 38] (ver a monografia [78] para uma revisão bibliográfica sobre o tema).

Parte da motivação para o estudo de TTE vem de teorias de gravitação quântica

como a teoria de cordas, cujo limite de baixas energias contém uma grande quan-

tidade de campos escalares pouco massivos [9]. Além disso, teorias como as TTE

oferecem uma estrutura concreta para se interpretar testes da Relatividade Geral

no regime de campo forte. De fato, no regime de campo fraco, ou pós-newtoniano,

os posśıveis desvios da Relatividade Geral podem ser parametrizados de uma forma

geral e independente da teoria fundamental subjacente [142]. Contudo, no regime

de campo forte, não existe uma parametrização completamente geral dos desvios

da RG, e frequentemente é útil explorar as consequências observacionais de teorias

espećıficas [143].

Aqui, exporemos as definições básicas de TTE, sua formulação geral e nas re-

presentações de Einstein e de Jordan. Comentaremos também sobre os v́ınculos

colocados sobre TTE no regime de campo fraco (os v́ınculos no regime de campo

forte são descritos no Cap. 6). Como veremos, as TTE abarcam o caso de um campo

escalar livre não minimamente acoplado com a gravitação, Eq. (2.1), como um caso

particular, o que torna muitos dos estudos feitos nesse contexto relevantes para o

nosso problema.
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A.1 Definições básicas e diferentes representações

A ação fundamental que descreve Teorias Tensor-Escalar com apenas um campo

escalar extra é dada por

S =
1

16πG

∫
d4x
√−g [A(ϕ)R− 2B(ϕ)gμν∇μϕ∇νϕ− V (ϕ)] + Sm[Ψ, a

2(ϕ)gμν ].

(A.1)

O primeiro termo na Eq. (A.1) é ação gravitacional, que conta com um termo cinético

para a métrica, ponderado por uma função arbitrária do campo ϕ, além de um termo

cinético e um potencial para o campo escalar ϕ. O segundo termo consiste na ação

que descreve os campos de matéria, denotados coletivamente por Ψ, e que se acoplam

com a combinação a2(ϕ)gμν .

A escolha das funções A,B, V e a, em prinćıpio, determinaria uma teoria es-

pećıfica dentro da classe descrita pela Eq. (A.1). Porém, existe alguma redundância

na forma como escrevemos a Eq. (A.1), uma vez que algumas das funções A,B, V e a

podem ser escolhidas sem perda de generalidade, ou seja, sem determinar uma teoria

espećıfica dentro da classe. Para mostrarmos isso, notemos que a ação (A.1) é formal-

mente invariante por transformações conformes arbitrárias, da forma g̃μν = Ω2(ϕ)gμν
∗. Essa propriedade nos permite igualar uma das funções A,B, V ou a a uma cons-

tante não nula, por meio de uma escolha adequada de Ω(ϕ). Além disso, podemos

também redefinir o campo escalar à vontade, ϕ → f(ϕ), o que nos permite igualar

outra dessas funções a uma constante. Essa arbitrariedade é análoga à liberdade

de calibre ou à liberdade de escolha de um sistema de coordenadas, e, ao fixá-la,

escolhemos uma representação particular, e não uma teoria espećıfica (para uma

discussão sobre essa arbitrariedade na escolha da representação, ver a Ref. [127]).

A.1.1 Representações de Einstein e Jordan

Duas representações são de particular interesse, as assim chamadas representações

de Einstein e Jordan.

A representação de Einstein é obtida se escolhemos A = B = 1, em cujo caso a

ação fica

S =
1

16π

∫
d4x
√−g [R− 2gμν∇μϕ∇νϕ− V (ϕ)] + Sm[Ψ, a

2(ϕ)gμν ]. (A.2)

∗Vale notar que, se gμν → g̃μν = Ω2(ϕ)gμν , então
√−g → √−g̃ = Ω4√−g e o escalar de

curvatura se transforma como [135]

R→ R̃ = Ω−2R− 6Ω−3gμν∇μ∇νΩ.
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Observe que, nessa representação, os campos de matéria não se acoplam diretamente

à métrica gμν , mas à combinação a2(ϕ)gμν . As equações de campo são obtidas a

partir da ação (A.2) exigindo que ela seja estacionária por pequenas variações da

métrica e do campo escalar, e são dadas por

Gμν − 2∇μϕ∇νϕ+ gμνg
ρσ∇ρϕ∇σϕ+

1

2
V (ϕ)gμν = 8πTμν , (A.3)

e

gμν∇μ∇νϕ− 1

4
V ′(ϕ) = −4πα(φ)T, (A.4)

onde o tensor de energia-momento é dado por

T μν =
2√−g

δSm[Ψ, a
2(ϕ)gρσ]

δgμν
,

na representação de Einstein, T ≡ gμνT
μν , e definimos V ′(ϕ) = dV (ϕ)/dϕ e

α(ϕ) ≡ d ln a(ϕ)

dϕ
. (A.5)

Por outro lado, a representação de Jordan é obtida escolhendo α = 0 e A(ϕ) = ϕ.

Na forma mais comumente encontrada na literatura (ver, por exemplo, [142]), temos

S =
1

16π

∫
d4x

√
−g̃

[
φR̃− ω(φ)

φ
g̃μν∇̃μφ∇̃νφ− V (φ)

]
+ Sm[Ψ, g̃μν ], (A.6)

onde g̃μν e φ podem ser obtidos a partir dos campos gμν e ϕ da representação de

Einstein por meio de uma transformação conforme da métrica e da redefinição do

campo escalar. O caso particular da teoria de Brans-Dicke é obtido para ω(φ) =

ωBD = const, sendo que no limite ωBD → ∞ (ou α(ϕ) = α0 → 0 na representação

de Einstein), a teoria se torna indistingúıvel da Relatividade Geral.

Uma vez que, na representação de Jordan, os campos de matéria se acoplam di-

retamente à métrica, esta possui uma interpretação f́ısica mais direta que a métrica

correspondente na representação de Einstein. Por outro lado, as equações de campo

na representação de Jordan são significativamente mais complicadas, e para muitas

aplicações, a representação de Einstein é mais conveniente. Para maiores discussões

a esse respeito, ver as Refs. [127, 37, 142].

Relação com a ação (2.1):

Note que a Eq. (2.1) trata-se de um caso particular da Eq. (A.1), em que tomamos

A(ϕ) = 1− 8πξϕ2, B(ϕ) = 4π, V (ϕ) = 8πm̃2ϕ2, a(ϕ) = 1
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com Φ = ϕ. É útil reescrever essa ação na representação de Einstein (ver a Sec. VI

da Ref. [39]). Denotando por g
(E)
μν e ϕ a métrica e o campo escalar na representação

de Einstein, vemos que a ação (A.2) corresponde à Eq. (2.1) para

g(E)
μν = Ω2(Φ)gμν , com Ω2(Φ) = 1− 8πξΦ2, (A.7)

ϕ = ϕ(Φ), com dϕ = 2
√
π

√
1− 8πξ(1− 6ξ)Φ2

1− 8πξΦ2
dΦ, (A.8)

V (ϕ) = 8πm̃2Φ2, (A.9)

a2(ϕ) = Ω−2(Φ) = (1− 8πξΦ2)−1. (A.10)

A Eq. (A.8) pode ser integrada para obtermos ϕ = ϕ(Φ). Nota-se que, para Φ→ 0,

ϕ − ϕ0 = 2
√
πΦ + O(Φ3), onde ϕ0 é uma constante, às vezes chamada valor de

vácuo ou cosmológico, à qual o campo tende assintoticamente, ou seja, longe do

sistema gravitacional considerado. Notamos também que, no caso de um campo

com acoplamento não mı́nimo, a função α(ϕ) na Eq. (A.5) e sua primeira derivada

são dadas por:

α(ϕ) =
4
√
πξΦ√

1− 8πξ(1− 6ξ)Φ2
, β(ϕ) ≡ dα(ϕ)

dϕ
= 2ξ

1− 8πξΦ2

(1− 8πξ(1− 6ξ)Φ2)2
,

(A.11)

com α0 ≡ α(ϕ0) = 0 e β0 ≡ β(ϕ0) = 2ξ.

Portanto, a ação (2.1), que descreve a dinâmica de um campo escalar livre não

minimamente acoplado com o escalar de curvatura, é equivalente à Teoria Tensor-

Escalar descrita acima. Assim, ao menos no ńıvel clássico, tratar o campo escalar

como uma componente da matéria ou como um mediador do campo gravitacional é

uma questão apenas de interpretação (ver a discussão em [127]).

A.2 Vı́nculos no regime de campo fraco

No regime de campo fraco, caracterizado por velocidades muito menores que a velo-

cidade da luz e campos gravitacionais pouco intensos, como ocorre no sistema solar,

uma ferramenta muito útil para se comparar teorias gravitacionais e observações é o

formalismo pós-newtoniano parametrizado [142]. Esse formalismo descreve desvios

das predições da RG perturbativamente (em uma expansão em 1/c2) por meio de

um conjunto de parâmetros fenomenológicos.

No caso particular de TTE, em primeira ordem pós-newtoniana, desvios da RG

são proporcionais a dois parâmetros, que estão relacionados com os valores de α0 ≡
α(ϕ0) e β0 ≡ dα/dϕ|ϕ=ϕ0 (na representação de Einstein) [37]:

γ̄ = − 2α2
0

1 + α2
0

, β̄ =
1

2

β0α
2
0

(1 + α2
0)

2
. (A.12)
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Em segunda ordem pós-newtoniana, entram outros dois novos parâmetros [40]*:

ε =
β′0α

3
0

(1 + α2
0)

3
, ζ =

β2
0α

2
0

(1 + α2
0)

3
, (A.13)

onde β′0 ≡ d2α/dϕ2|ϕ=ϕ0 . Pode-se mostrar que os parâmetros pós-newtonianos que

caracterizam desvios da RG são todos proporcionais a potências de α0 [40]. Portanto,

testes da RG no sistema solar, como a medida do efeito Shapiro de atraso temporal

pelo experimento Cassini [17], podem apenas colocar v́ınculos sobre combinações

de parâmetros envolvendo α0 e, para |α0| suficientemente pequeno, esses testes são

satisfeitos independentemente dos demais parâmetros. Por exemplo, o v́ınculo [17]

γ̄ = −(2.1± 2.3)× 10−5

tem como consequência o limite

|α0| < 0.005

(ver também [25]). Em particular, testes de campo fraco não são capazes de colocar

v́ınculos sobre o valor do acoplamento ξ entre o campo e o escalar de curvatura

no modelo descrito pela ação (2.1). A situação é diferente, porém, no regime de

campo forte, onde efeitos não perturbativos podem estar presentes [38, 119]. Nesse

caso, observações de propriedades de sistemas binários contendo pulsares podem

efetivamente descartar muitos valores desse acoplamento [39, 55]. No Cap. 6, dis-

cutimos os v́ınculos existentes e a relação entre o efeito não perturbativo chamado

“escalarização espontânea” [39, 119] e a instabilidade de campos não minimamente

acoplados em espaços-tempos astrof́ısicos, que é o tema desta Tese.
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Apêndice B

Transformada de Laplace

Neste Apêndice, revisamos brevemente, seguindo a Ref. [125], a definição da Trans-

formada de Laplace (TL) e suas condições de existência, além de justificarmos a

expressão para a Transformada Inversa de Laplace (TIL) usada no Cap. 3.

B.1 Definição e condições de existência para a TL

Vamos supor que uma função f(t) seja definida para todo t, 0 < t < ∞. Sua TL é

dada por

f̃(s) =

∫ ∞

0

e−stf(t)dt. (B.1)

A existência da TL depende da existência do limite

lim
ε→0

lim
T→∞

∫ T

ε

e−stf(t)dt. (B.2)

Para a existência da integral acima, é suficiente que f(t) seja integrável em todo

intervalo ε ≤ t ≤ T . Vamos então examinar os limites. Na vizinhança de t = 0 e

para s fixo, e−st é absolutamente limitada e o comportamento da integral no limite

ε→ 0 é essencialmente o mesmo de

lim
ε→0

∫ T

ε

f(t)dt. (B.3)

Além disso, se, quando t→∞, f(t) cresce menos rapidamente que eγt para alguma

constante real γ, então podemos encontrar um valor t0 tal que, para t > t0,

|f(t)| < Meγt (B.4)

para algum M constante. Assim, se T ′′ > T ′ > t0,∣∣∣∣∣
∫ T ′′

T ′
e−stf(t)dt

∣∣∣∣∣ < M

∫ T ′′

T ′
e[γ−
(s)]tdt. (B.5)
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Contanto que �(s) > γ, a integral acima pode ser tão pequena quanto queiramos

tomando T ′ suficientemente grande. Assim, é suficiente para a existência de f̃(s)

que:

1. f(t) seja integrável em todo intervalo finito [t1, t2], onde 0 < t1 < t2 <∞,

2. o limite (B.3) exista para T fixo,

3. existam t0, M e γ tais que |e−γtf(t)| < M se t > t0.

A TL é então definida como Eq. (B.1) para �(s) > γ.

B.2 Transformada inversa

A definição da Transformada Inversa de Laplace (TIL) pode ser justificada a partir

da definição da Transformada Inversa de Fourier. Se G(ω) é a transformada de

Fourier da função F (t) (cont́ınua por partes e absolutamente integrável), então

F (t) =
1

2π
lim
T→∞

∫ T

−T
eiωtG(ω)dω (B.6)

e

G(ω) =

∫ ∞

−∞
e−iωtF (t)dt. (B.7)

Em geral, assume-se que ω é uma variável real; porém, se |F (t)| ∼ O(e−αt) quando

t → ∞ e |F (t)| ∼ O(eβt) quando t → −∞, α, β > 0, a integral (B.7) continua a

convergir se

−β < �(ω) < α.

Então, podemos substituir a Eq. (B.6) por

F (t) =
1

2π
lim
T→∞

∫ T−iκ

−T−iκ
eiωtG(ω)dω, (B.8)

onde κ é qualquer número real tal que −α < κ < β. Substituindo ω = −is, tomando

F (t) = f(t)Θ(t), onde Θ(t) é a função de Heaviside, e escrevendo G(−is) = f̃(s), a

Eq. (B.8) fica

f(t)Θ(t) =
1

2πi
lim
T→∞

∫ κ+iT

κ−iT
estf̃(s)ds. (B.9)

Uma vez que f(t)Θ(t) é identicamente nula para t < 0, podemos tomar β → ∞ e

ficamos apenas com a condição κ > −α, que se traduz, à luz do item 3 da Sec. B.1,

em κ > γ. Portanto, o contorno de integração no plano s ∈ � que é usado no cálculo

da TIL é uma linha vertical à direita das singularidades de f(s).
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Apêndice C

Formalismo de cascas finas em Relatividade Geral

Neste Apêndice, vamos apresentar as noções básicas do formalismo de cascas finas

em Relatividade Geral, que são usadas nos Caps. 4 e 5.

Primeiramente, vamos lembrar que uma hipersuperf́ıcie S, coberta por coor-

denadas ya, é caracterizada por dois tensores principais. A métrica induzida na

superf́ıcie é definida como hab = gμν |S eμaeνb , onde eμa ≡ ∂xμ/∂ya são as coordenadas

dos vetores ∂/∂ya definidos em S∗. Além do tensor hab, que expressa as propri-

edades “intŕınsecas” da superf́ıcie, será importante definirmos o tensor de curva-

tura extŕınseca Kab, que caracteriza como S está imersa no espaço-tempo: temos

Kab ≡ ∇νnμe
μ
ae

ν
b , onde n

μ é o campo vetorial unitário normal à hipersuperf́ıcie.

Aqui, vamos estudar o caso em que uma hipersuperf́ıcie tipo tempo S divide o

espaço-tempo em duas regiões, V− e V+, cobertas por coordenadas xμ− e xμ+ e com

métricas g−μν e g+μν , respectivamente. Seguindo a Ref. [114]†, vamos mostrar quais as

condições que devem ser satisfeitas pelas métricas para que a união delas seja uma

solução das equações de Einstein. Como veremos, se as curvaturas extŕınsecas K−
ab

e K+
ab de S em V− e V+ não coincidirem, essa hipersupef́ıcie poderá ser interpretada

como o tubo de mundo de uma casca fina de matéria, com tensor de energia-momento

singular.

Antes de apresentarmos as condições de junção, vamos introduzir algumas hipóte-

ses e construções auxiliares que serão úteis em seguida. Em particular, vamos supor

que as mesmas coordenadas podem ser definidas em ambos os lados de S, e denotá-
las por ya. Vamos também supor que podemos definir um sistema de coordenadas

cont́ınuo {xμ}, em prinćıpio distinto de {xμ±}, em uma vizinhança aberta de S.
Então, constrúımos uma congruência de geodésicas (tipo espaço) que intercepta S

∗Note que ds2|S = gμν |S dxμdxν = (gμν |S eμae
ν
b ) dy

adyb = hab dy
adyb, o que motiva a definição

de hab.
†Ver também a Ref. [79] e as referências áı para os trabalhos pioneiros sobre o formalismo de

cascas finas.
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ortogonalmente e denotamos por � a distância própria ao longo dessas geodésicas, de

forma que � = 0 em S, � < 0 em V− e � > 0 em V+. Por construção, o deslocamento

a partir de S ao longo de uma das geodésicas é dado por dxμ = nμd�, onde nμ é o

vetor unitário normal a S, que aponta de V− para V+. Além disso,

nμ = ∂μ�, (C.1)

de forma que nμnμ = 1.

Primeira condição de junção: continuidade da métrica induzida

Primeiramente, escrevemos a métrica gμν no sistema de coordenadas {xμ} como

gμν = Θ(�)g+μν +Θ(−�)g−μν , (C.2)

onde Θ(�) é a distribuição de Heaviside e as métricas g±μν são expressas no sis-

tema de coordenadas {xμ}. Nosso objetivo é verificar sob que condições a métrica

(C.2) poderia ser obtida como uma solução das equações de Einstein. Para isso, as

quantidades geométricas como os śımbolos de Christoffel e tensores de curvatura,

constrúıdos a partir de (C.2), devem estar bem definidos no sentido distribucional.

Porém, lembrando que dΘ(�)/d� = δ(�) e usando a Eq. (C.1), encontramos

∂ρgμν = Θ(�)∂ρg
+
μν +Θ(−�)∂ρg−μν + δ(�)nρΔgμν ,

onde definimos ΔA ≡ A(V+)|S−A(V−)|S . Logo, os śımbolos de Christoffel conterão

termos proporcionais a Θ(�)δ(�), que não estão definidos como distribuições. Para

eliminarmos esses termos problemáticos, devemos impor que a métrica seja cont́ınua

ao longo de S, ou seja, Δgμν = 0. Essa condição vale apenas no sistema de coorde-

nadas {xμ}, mas pode ser transformada em uma condição independente do sistema

de coordenadas se notamos que Δeμa = Δ(∂xμ/∂ya) = 0 (já que xμ são cont́ınuas

e ya são as mesmas em V±) e, assim, 0 = (Δgμν)e
μ
ae

ν
b = Δ(gμνe

μ
ae

ν
b ). Portanto,

obtemos a condição

Δhab = 0, (C.3)

ou seja, a métrica induzida deve ser a mesma nos dois lados de S. A Eq. (C.3) é

também chamada de primeira condição de junção.

Segunda condição de junção e tensor de energia-momento superficial

O próximo passo é, então, o cálculo do tensor de Riemann. Com a condição

(C.3), temos que Γρ
μν = Θ(�)Γ+ρ

μν +Θ(−�)Γ−ρμν e que

∂σΓ
ρ
μν = Θ(�)∂σΓ

+ρ
μν +Θ(−�)∂σΓ−ρμν + δ(�)nσΔΓρ

μν .
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Portanto, o tensor de Riemann é dado por

Rρ
μνσ = Θ(�)R+ρ

μνσ +Θ(−�)R−ρμνσ + δ(�)Aρ
μνσ, (C.4)

com

Aρ
μνσ = nνΔΓρ

μσ − nσΔΓρ
μν . (C.5)

Assim, vemos que o tensor de Riemann está bem definido como uma distribuição.

Ele possui, porém, uma componente singular, que pode ser interpretada por meio

das equações de Einstein como devida à presença de uma casca fina de matéria em

S. Para vermos isso, notamos que a Eq. (C.4) nos permite escrever o tensor de

Einstein como

Gμν = Θ(�)G+
μν +Θ(−�)G−μν + δ(�)

(
Aμν − 1

2
gμνA

)
,

onde Aμν ≡ Aρ
μρν e A ≡ Aμ

μ. Escrevendo para o tensor de energia-momento

Tμν = Θ(�)T+
μν +Θ(−�)T−μν + δ(�)Sμν ,

vemos que podemos identificar 8πSμν = Aμν − gμνA/2. Portanto, os termos singu-

lares dos tensores de curvatura podem ser interpretados como devido à presença de

uma casca fina de matéria em S com tensor de energia-momento superficial Sμν .

Por fim, é útil reescrever o tensor Sμν de uma forma mais conveniente. Para

isso, notemos, primeiro, que, uma vez que a métrica gμν é uma função cont́ınua das

coordenadas xμ, sua derivada na direção tangencial a S também deve ser cont́ınua.

Portanto, temos que, se a derivada da métrica for descont́ınua, ela o deve ser ao

longo da direção ortogonal a S, ou seja,

Δ(∂ρgμν) = κμνnρ,

para um certo campo tensorial simétrico κμν . Podemos então reescrever a expressão

(C.5) em termos de κμν :

Aρ
μνσ =

1

2
(κρσnμnν − κρνnμnσ − κμσn

ρnν + κμνn
ρnσ),

e obtemos prontamente as contrações Aμν ≡ Aρ
μρν e A ≡ Aμ

μ. Portanto, temos que

16πSμν = κρμn
ρnν + κρνn

ρnμ − κnμnν − κμν − (κρσn
ρnσ − κ)gμν , (C.6)

onde κ ≡ κμμ. Note que Sμνn
ν = 0: o tensor Sμν é tangente a S. Portanto, podemos

escrevê-lo como

Sμν = Sabeμae
ν
b
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com

Sab = −κμνeμaeνb − (κρσn
ρnσ − κ)hab = −κμνeμaeνb + hcdκμνe

μ
c e

ν
dhab,

onde usamos que gμν = habeμae
ν
b + nμnν .

Por outro lado, temos que

Δ(∇νnμ) = −nρΔΓρ
μν =

1

2
(κμν − κρμn)νn

ρ − κρνnμn
ρ.

Logo, podemos calcular a descontinuidade do tensor de curvatura extŕınseca, que é

dada por

ΔKab = Δ(∇νnμ)e
μ
ae

ν
b =

1

2
κμνe

μ
ae

ν
b .

Com isso, é direto percebermos que

Sab = − 1

8π
(ΔKab − habΔK) . (C.7)

Portanto, a segunda condição de junção, que garante que a colagem das métricas

seja suave, é que ΔKab = 0, ou seja, a curvatura extŕınseca deve ser a mesma de

ambos os lados da superf́ıcie S. Por outro lado, ΔKab 	= 0 corresponde à presença

de uma casca fina em S, com tensor de energia-momento

T μν
S = δ(�)Sabeμae

ν
b , (C.8)

onde Sab é dado na Eq. (C.7).

Nos Caps. 4 e 5, usamos os conceitos acima na construção de modelos de cascas

esferoidais e com rotação, nos quais assumimos que as métricas g±μν são soluções das

equações de Einstein no vácuo. Para mais exemplos e detalhes sobre o formalismo

de cascas finas em RG, ver a Ref. [114].
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[34] P. Cladé, E. de Mirandes, M. Cadoret et al. Determination of the Fine Struc-

ture Constant Based on Bloch Oscillations of Ultracold Atoms in a Vertical

Optical Lattice. Phys. Rev. Lett. 96, 033001, (2006).

[35] CMS Collaboration. Observation of a new boson at a mass of 125 GeV with

the CMS experiment at the LHC. Phys. Lett. B 716, 30–61, (2012).

[36] L. C. B. Crispino, A. Higuchi e G. E. A. Matsas. Quantization of the elec-

tromagnetic field outside static black holes and its application to low-energy

phenomena. Phys. Rev. D 63, 124008, (2001).
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