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Resumo

AMBIEL, J. H. K., Implementa¢ao do método totalmente acoplado para a resolucdo de
sistemas hidromecanicos em um programa de Elementos Finitos em MatLab, Faculdade de
Engenharia de Bauru, UNESP - Universidade Estadual Paulista, 2018, 97 p., Dissertacao
(Mestrado).

Materiais porosos constituem uma grande gama de materiais que podem ser encon-
trados na natureza ou em forma artificial. Rochas reservatoério é um exemplo importante
desse tipo de material, sendo o estudo delas a motivagao principal desse trabalho. O estudo
de rochas reservatorio, de onde sao extraidos gases e petréleo, consiste em um problema
fisico no qual os sistemas mecanico e hidraulico sao acoplados. O acoplamento ocorre pois
as deformagdes (no sistema mecéanico) influenciam as pressao (no sistema hidraulico), que
por sua vez influenciam as tensoes (sistema mecanico). As equagdes governantes do sis-
tema mecanico sao mostradas e as do hidraulico deduzidas. Para a resolugao do problema,
o Método dos Elementos Finitos (MEF) foi utilizado para ambos os sistemas fisicos, logo,
as equacgoes governantes sao apresentadas em sua forma fraca e, entao, aproximada pelo
MEF. Numericamente, o acoplamento pode ser tratado de diferentes maneiras, seja con-
siderando um dos sistemas de maneira bem pobre tal como férmulas empiricas simplistas,
seja considerado os sistemas de maneira individual, ou entao de maneira completa. Essa
ultima maneira de considerar um acoplamento, o acoplamento total, é formulada, pro-
gramada e testada nesse trabalho. Para validar a implementagao, dois problemas foram
analisados: Problema de Terzaghi e Problema Mandel, ambos com solucao analitica co-
nhecidas. Os resultados obtidos numericamente comparados aos analiticos indicam que o
método totalmente acoplado foi bem implementado, tanto em 2D quanto em 3D. Nesse
trabalho também é mostrada a oscilacao numérica que ha em problemas de acoplamento

hidromecanico e uma das formas de ameniza-la.

Palavras-chave: poroelasticidade, materiais porosos, acoplamento hidromecanico, método

dos elementos finitos, oscilagao numeérica.



Abstract

AMBIEL, J. H. K., Implementation of the fully coupled method to solve hydromechanical
systems in a Finite Element Method program in MatLab, Engineering College of Bauru,
UNESP - Sao Paulo State University, 2016, 97 p., Dissertation (Master’s degree).

Porous materials constitute a wide range of materials that can be found in nature and
artificially. Reservoir rock is an important example of this kind of material, which is the
main motivation of this work. The study of reservoir rocks, from which gases and oil
are extracted, consists of a physical problem in which mechanical and hydraulic systems
are coupled. The coupling occurs because the deformations (in the mechanical system)
influence the pressure (in the hydraulic system), which in turn influence the stresses (me-
chanical system). The governing equations of the mechanical system are shown and those
of the hydraulic system are deduced. To solve the problem, the Finite Element Method
(FEM) is used for both physical systems, so the governing equations are presented in their
weak form and then approximated according to the FEM. Numerically, the coupling can
be handled in different ways, either by considering one of the systems in a very poor way
by using simplistic empirical formulas, by considering the systems individually, or in a
complete manner. The latter one, the fully-coupled treatment, is formulated, program-
med and tested in this work. To validate the implementation, two problems has been
analyzed: Terzaghi Problem and Mandel Problem, both with known analytical solutions.
The comparison between the results obtained numerically and analytically indicates that
the fully coupled method has been well implemented in both 2D and 3D cases. The nu-
merical oscillation existing in hydrmechanical coupled problems is also shown and one of

the ways to minimize it is presented.

Keywords: poroelasticity, porous materials, hydromechanical coupling, finite element

method, numerical oscillation.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 Fluxo de fluido através de meios porosos

1.1.1 Meios porosos

Varios materiais sao considerados porosos, alguns exemplos sao os solos, areias, rochas
de todos os tipos, concreto, ceramicas, espumas sintéticas, paes, pulmoes e rins. Sejam
eles naturais, artificiais ou bioldgicos, todos possuem algo em comum: sao compostos por
uma fracao do dominio total sélida, chamada de matriz sélida, e a outra fragao do material
é espago vazio, chamado de poros (BEAR; BACHMAT, 2012). No entanto, essa definigao
também poderia classificar um material metélico como poroso, ja que possui microfissuras
em seu dominio. Logo, uma melhor definigdo de material poroso é dado por Bear (1972):
o material nao s6 deve possuir uma matriz solida e espacos vazios, esses espagos vazios,
ou poros, devem estar interconectados de modo a criar caminhos que ligam os contornos
do dominio (seja de maneira regular ou randomica).

Tendo sido introduzida a ideia de um meio poroso, agora discute-se o contetido dentro
dos poros. Nesses espacos vazios interconectados, podem haver uma ou mais fases fluidas,
sendo ela gasosas ou liquidas. No caso de uma areia no deserto, por exemplo, os vazios
sao preenchidos por uma composicao de gases, que é o ar. Ja no caso de uma areia em
regioes litoraneas, os vazios podem ser preenchidos por dgua e/ou ar. Para esclarecer,
uma fase fluida é uma porcao homogénea quimicamente, que é fisicamente separada das
outras porgoes por meio de uma interface (camada que delimita a separagao entre as fases
ou a fase e o sdlido) (BEAR; BACHMAT, 2012).

Visto a complexidade geometria que um meio poroso possa vir apresentar, fica dificil
ou até impossivel de descrever de maneira exata a geometria das faces internas do sélido
que delimita os vazios em um material poroso. FEsse obstaculo obriga as abordagens
tedricas a enxergarem o material poroso nao de uma maneira tao detalhada, mas de
maneira mais simplificada. Portanto foi adotada uma abordagem de natureza estatistica

(BEAR, 1972), onde o comportamento do material é caracterizado pela média do mesmo,



ou seja, uma caracterizacao macroscopica do meio. Logo, introduz-se a ideia do Volume
Elementar Representativo, porcao minima do material que permite sua caracterizagao.
A ideia dessa porcao representativa do material é melhor abordada na secao 2.1. Essa
abordagem estatistica permite tratar o problema através dos métodos da mecanica do
continuo (LEWIS; SCHREFLER, 1998).

No caso mais especifico desse trabalho, o material poroso em questao é um solo ou uma
rocha. O grande exemplo pratico de aplicacao do estudo desses materiais porosos, que
inclusive é a motivagao desse trabalho, é na engenharia de reservatorios, na exploracao de
pogos de petroleo e gas.

Os reservatoérios de 6leo ou gés sao formacgoes geolégicas porosas que contém, em seus
vazios, além de dgua, ao menos um hidrocarboneto (éleo ou gas) na fases liquida ou gasosa
(BEAR, 1972). Portanto em um mesmo reservatério, é possivel haver trés fases, sendo
duas delas liquida (dgua e 6leo) e uma delas gasosa (gas).

E de extrema importancia o estudo desses reservatorios, pois a exploracao dos recursos
naturais ali confinados pode acarretar grandes mudancas na regiao, gerando instabilidades
e/ou impactos ambientais. A intensa extragao de fluidos, por exemplo, pode acarretar
o adensamento do solo na regiao, o que causa grandes movimentos verticais no solo que
podem danificar propriedades (VERRUIJT, 1969), ou também a alta pressao introduzida
nos pogos devido a inje¢ao de dgua pode causar o fraturamento dos mesmos (HAIMSON;
FAIRHURST et al., 1969) e essas fraturas induzidas podem comprometer a integridade
das rochas adjacentes e alcancar aquiferos vizinhos a regiao da extracao (RAHM, 2011).
Esses sao alguns problemas que justificam o estudo mais aprofundado de reservatorios.

Porém, nao sao apenas os riscos envolvidos na exploracao de reservatérios que jus-
tificam o seu estudo. Ja é bem sabido que as variacoes de pressao, saturagao e tem-
peratura devido a extracao de hidrocarbonetos induz a mudancas no estado de tensoes
do mesmo, ou seja, os efeitos geomecanicos sao importantes no comportamento de al-
guns reservatorios. Para reservatorios pouco consolidados, por exemplo, a mudanga das
tensoes podem causar varios efeitos secundéarios como aumentar a producao, diminuir a
permeabilidade, causar um grande adensamento da superficie e por em risco a integridade
dos equipamentos de exploragdo (LONGUEMARE et al., 2002). Ainda de acordo com
Longuemare et al. (2002), a variagdo das tensées em reservatérios altamente fraturados
ou com grande quantidade de fraturas naturais fazem com que a condutividade nesses
canais aumentem ou diminuam, o que causa uma mudanca no fluxo dos fluidos. Outro
efeito importante na andlise de reservatorios é a sua relacao com as rochas adjacentes.
Em simuladores de reservatoérios convencionais, considera-se o reservatorio em um estado
totalmente confinado (GUTIERREX; LEWIS et al., 1998), no entanto, ainda de acordo
com o autor, a exploragao dos recursos naturais ali presentes pode fazer com que a rocha-
reservatério influencie as condigoes ou o estado das rochas adjacentes e vice-versa, logo

seria importante simular os efeitos geomecanicos das partes no entorno do reservatorio.



Esses efeitos s6 sao possiveis de serem previsto se levar em conta estudos mais detalhados
dos reservatorios.

Para sintetizar, de acordo com Sen e Settari (2005), o comportamento das rochas
no reservatorio estao sujeitos a variagoes do estado de tensoes ao longo da atividade
de exploragao do local. Seu comportamento tem enorme impacto na produgao, no de-
senvolvimento da atividade e na produgdo, como por exemplo (1) no planejamento da
exploragao, (2) na estabilidade e integridade do pogo e (3) no adensamento e nos efeitos
nas regioes adjacentes. Sendo assim, a inclusao dos efeitos geomecanicos nas analises tem

papel crucial na exploragao dos reservatorios.

1.1.2 Poroelasticidade

As pequenas deformacgoes do meio poroso acopladas ao fluxo de fluidos através de seus
vazios interconectados é comumente atribuida a expressao poroelasticidade linear que, de
acordo com Wang (2000), é um termo que foi inicialmente introduzido por Geertsma em
seu artigo de 1966. Essa teoria mobilizou varios pesquisadores durante varios anos, uma
extensa revisao da histéria dessa teoria pode ser encontrada em Boer (1996) e, de acordo
com o autor, os primeiros a desenvolverem uma teoria que leva em conta a influéncia da
pressao dos fluidos nos poros na deformacao de solos foi desenvolvida por Filliinger em
1913 e por Terzaghi em 1923, propondo um modelo de adensamento unidimensional. De
acordo com Lewis e Schrefler (1998), ambos os autores fizeram contribuigdes importantes
para a teoria dos meios porosos entre 1913 e 1934. A teoria foi generalizada para trés
dimensdes em 1936 por Rendulic e foi entdo em 1941 que Biot (1941) apresentou uma
teoria mais consistente em trés dimensoes.

Apoés a teoria ter sido estendida para trés dimensoes por Biot em 1941 de acordo com
Detournay e Cheng (1995), posteriormente o préprio Biot acabou reformulando sua teoria
algumas vezes, em seguida foi melhorada por Verruijt e por Rice e Cleary.

A teoria da poroelasticidade procura ligar um comportamento acoplado entre fluido e

sélido da seguinte maneira:

e A influéncia do sistema hidraulico no mecanico ocorre quando ha uma va-
riacao da poropressao no dominio, o que influencia no estado de tensoes da regiao

estudada.

e A influéncia do sistema mecanico no hidraulico ocorre quando ha uma va-
riacao nas deformacoes do material, o que muda o volume do material poroso, e

entao a sua quantidade de fluido armazenado muda.

A palavra sélido, no contexto desse trabalho, faz referéncia ao esqueleto do material,

ou seja, sua matriz porosa. Os termos poropressao, pressao no fluido ou apenas pressao,



possuem o mesmo significado. Os acoplamentos em ambos os sentidos, ou seja, mecanico-
hidraulico e hidraulico-mecanico, ocorrem de maneira instantanea em situacoes quasi-
estéticas, onde a propagacao de ondas eldsticas podem ser desconsideradas (WANG, 2000).

A forma matematica mais simples de representar o acoplamento entre o sélido e o
fluido no material poroso é por meio de um sistema de equacgoes algébricas lineares. Para
chegar nesse sistema, além de aplicar um método de solucao de equagoes diferenciais
parciais, por exemplo elementos finitos, algumas hipoteses devem ser tomadas: pequenas
deformacgoes, linearidade material, nao variacao da porosidade e da permeabilidade em
relacao a variacao do volume. O grau de acoplamento entre os sistemas depende de alguns
fatores: compressibilidades da matriz sélida, do fluido, dos graos sélidos e dos poros assim
como da porosidade. De acordo com Wang (2000), acoplamentos despreziveis ocorreriam
no caso de fluido altamente compressiveis, como por exemplo gases em variagoes de pressao

nao tao elevadas.

1.2 Solucgoes analiticas

O problema de fluxo de fluido através de um meio poroso, em condicoes quasi-estéticas
e para pequenas deformacgoes é descrito pelo sistema de equacgoes diferenciais parciais a

seguir:

V.o —bVpl+pg=0 -
bvg—‘;+5%+v-q:o Y
sendo o’ o tensor das tensoes efetivas, b o coeficiente de Biot, p as pressoes, I a matriz
identidade, p a densidade do material poroso, g o vetor da gravidade u os deslocamentos
e q o fluxo de Darcy. Essas equagoes sao obtidas a partir das equacoes de equilibrio e de
conservacao de massa, respectivamente.
Por causa da natureza complexa do sistema de equacoes 1.1 em relacao a determinacao
das respostas analiticas, apenas respostas para problemas de geometria e condigoes de
contorno simples foram encontradas. Duas delas sao descritas a seguir e servirao de

benchmark para o codigo a implementado.

e Problema de Terzaghi. Esse problema representa um processo de adensamento
unidimensional. Foi o primeiro problema acoplado entre fluxo e sélido, em condicoes
saturadas, a ter uma solugao analitica. Foi encontrada pelo préprio Terzaghi (TER-
ZAGHI, 1936) levando em conta algumas simplifica¢oes. A solugao analitica desse

problema tem uma resposta bem proxima das experimentais.

e Problema de Mandel. Esse é um problema bidimensional, onde duas placas im-

permeaveis sao apertadas com um solo entre elas. Um fluxo de dgua é entao induzido



a sair pelas laterais. Esse exemplo é também um caso onde pode ser observado com
nitidez o acoplamento entre fluido e sélido. A pressao, apds a aplicagao do carrega-
mento, continua a subir, o que é um efeito inesperado na mecanica dos solos. Esse
efeito é conhecido como o efeito de Mandel-Creyer, que foi observado pela primeira
vez por Gibson (1963).

A solucao analitica de ambos os problemas pode ser encontradas em Coussy (2004).

1.3 Meétodos numéricos

Embora haja solucao analitica para alguns problemas mais simples, os problemas de
poroelasticidade, na pratica, frequentemente possuem geometrias complicadas e heteroge-
neidades nas propriedades dos materiais, o que torna inviavel a obtencao de uma solucao
analitica de problemas de valor inicial (WANG, 2000). Para contornar esse problema, sao
usados métodos numéricos para encontrar a solucao do sistema.

Atualmente, o uso de técnicas numéricas para a simulacao de problemas, nao ape-
nas de poroelasticidade, mas de varias frentes da ciéncia é uma realidade, gracas ao
desenvolvimento de computadores de alta velocidade e capacidade de armazenamento de
informacgoes. Em funcao disso, o desenvolvimento de algoritmos vem ganhando cada vez
mais espaco no meio da pesquisa cientifica e industrial (MALISKA, 2017).

Para cada tipo de equacao, um algoritmo é melhor adaptado que outro. O problema
hidromecanico, por exemplo, é dividido em dois sistemas fisicos diferentes (mecanico e
fluido) e suas equagdes sdo obtidas de maneiras diferentes. A equagdo que modela o
sistema mecanico é obtida a partir do balan¢o da quantidade de movimento (equagao
de equilibrio). J4, a equacgao que modela o sistema hidraulico é a conservacao de massa.
Portanto, nao necessariamente a melhor técnica numérica para resolver um deles é também
a melhor para o outro (MALISKA, 2017). No entanto, isso ndo exclui a possibilidade de
usar uma mesma estratégia numérica para resolver ambos os casos.

Hoje, ha varios métodos numeéricos e variacoes deles, adaptados para cada problema
da ciéncia. No entanto, no presente trabalho, apenas alguns métodos, utilizados para a

resolucao de sistemas mecanicos e hidraulicos, sao brevemente citados.

1.3.1 Meétodos numéricos para o sistema mecanico

Para a resolucao do sistema de equagoes do problema mecanico, na grande maioria
dos casos, o método dos elementos finitos é preferido (ZIENKIEWICZ; SHIOMI, 1984),
(LEWIS; SCHREFLER, 1998), (GUTIERREX; LEWIS et al., 1998), (CHIN et al., 2002),
(DEAN et al., 2006). Porém, ainda assim ha autores que utilizam o método das diferengas
finitas (OSORIO et al., 1997), (STONE et al., 2000) e também o método dos volumes



finitos (DEMIRDZIC; MUZAFERIJA, 1994), (PIZZOL; MALISKA, 2012) para a apro-
ximagao do problema geomecanico.

Embora o método das diferencas finitas e dos volumes finitos tenham se mostrado ca-
pazes de representar os efeitos geomecanicos presentes em sistemas hidromecanicos aco-
plados, o método dos elementos finitos ainda é o mais utilizado. Isso se deve ao fato
dos elementos finitos conseguirem representar geometrias complexas, o que nao € trivial

utilizando os dois outros.

1.3.2 Meétodos numéricos para o sistema hidraulico

Se o método numérico mais utilizado para o sistema mecanico era o método dos ele-
mentos finitos, no caso do sistema hidraulico os outros dois métodos (diferengas finitas e
volumes finitos) s@o tao utilizados quanto. Alguns dos autores que optaram por utilizar os
elementos finitos na aproximacao do problema hidrdulico sao: (VERMEER; VERRUIJT,
1981), (WAN et al., 2003), (WHITE; BORJA, 2008). Alguns autores que escolheram o
método das diferengas finitas foram: (OSORIO et al., 1997), (CHIN et al., 2002), (STONE
et al., 2000); e alguns que escolheram o método dos volumes finitos: (KIM et al., 2009),
(PIZZOL; MALISKA, 2012).

E importante observar, no entanto, que ao utilizar o método dos elementos finitos,
para o tratamento do problema mecanico e hidraulico ao mesmo tempo, um problema
numérico é criado. No caso limite de baixa permeabilidade (principalmente com baixo
incremento de tempo inicial) ou rapido incremento de carregamento, o fluido nos poros
pode impor uma condi¢ao proxima a incompressibilidade na deformacao da matriz sélida
(WHITE; BORJA, 2008), o que pode gerar instabilidades numéricas.

1.3.3 Oscilagoes numéricas no Método dos Elementos Finitos

Instabilidades numéricas e imprecisoes, quando elementos finitos comuns sao utiliza-
dos, podem aparecer logo no inicio da simulagao de problemas de adensamento de solos
(VERMEER; VERRUIJT, 1981). Essa instabilidade, que aparece no contorno drenado,
ocorre quando o fluido e os grao sélidos sao ambos incompressiveis. Em tempos iniciais da
andlise (logo apds o carregamento ter sido aplicado), mesmo em condigdes drenadas, o ma-
terial comporta-se como nao drenado (isso se intensifica a medida que a permeabilidade
diminui), gerando uma condi¢do incompressivel no material, causando a instabilidade
(KIM, 2010).

A estabilidade, nesse caso, pode ser alcancada obedecendo a condi¢ao conhecida como
Ladyzhenskaya-Babuska-Brezzi (LBB). Essa condigao impoe que a interpolagao do campo
dos deslocamentos seja uma ordem maior que a interpolagao do campo das pressoes.

No entanto, mesmo a condicao LBB sendo obedecida, a instabilidade numérica pode

ser observada quando o fluido é compressivel. Aparentemente, para fluidos compressiveis



e em tempos proximos ao inicial, o problema acoplado nao resulta em um problema
incompressivel, logo a condicao LBB nao é necessaria. Essa instabilidade, nesse caso,
é causada pelo salto instantaneo da pressao, o que causa descontinuidade no campo de
pressao na borda drenada (KIM, 2010).

Os autores Vermeer e Verruijt (1981), em seu artigo, mostram que ha critério para um
intervalo de tempo minimo para que essa instabilidade numérica nao ocorra em problemas
de adensamento unidimensionais. Outra forma de superar essa oscilacao seria refinar a
borda drenada do problema (PREISIG; PRéVOST, 2011). De acordo com Li e Wei (2018),
essas oscilagoes no caso de uma anélise transiente de fluxo de calor pode ser eliminada se
a técnica da matriz de massa concentrada (lumped-mass matriz) for utilizada. No caso
da poromecanica a influéncia dessa técnica ainda nao é clara, mas em alguns casos ela

pode diminuir as oscilagoes, como serd mostrado nesse trabalho.

1.4 Acoplamentos

Para intimeros problemas, nao ha mais duvidas sobre a importancia do acoplamento
entre os sistemas, no entanto, historicamente, problemas fisicos acoplados foram conside-
rados extremamente complexos de serem resolvidos numericamente devido aos recursos
computacionais limitados. Na simulacao de reservatorios convencionais, por exemplo, os
efeitos da compactacao da rocha e da variagao da porosidade sao levados em consideracao
de forma indireta, adicionando termos em funcao da pressao. Fazendo tal mudancga, a
equacao do fluxo nos poros torna-se independente do problema mecanico. Outro exemplo,
de acordo com Gai (2004), é a simplificagdo das equagoes geomecanicas 3D para apenas
uma dimensao, ou seja, ao invés das equacoes generalizadas de Biot em 1941, comumente
usam-se as expressoes encontradas por Terzaghi em 1923.

H&a também outras formas de acoplar os sistemas hidrdaulico e mecanico. Geralmente,
elas sao classificadas em quatro diferentes estratégias: totalmente acoplada, interativa-
mente acoplada, explicitamente acoplada e desacoplada (SETTARI; WALTERS, 1999).

Resumidamente, cada uma das estratégias pode ser explicada como abaixo:

1. Totalmente acoplado: As equagoes governantes de fluxo e geomecanica sao resol-
vidas simultaneamente a cada intervalo de tempo, como mostra a figura 1.1. Por se
tratar de um sistema nao linear, a convergéncia da solugao no intervalo de tempo
pode ser alcancada utilizando um método de solucao de equagoes nao lineares, por
exemplo o Método de Newton-Raphson. Varios autores utilizaram essa estratégia
de acoplamento (GUTIERREX; LEWIS et al., 1998), (DEAN et al., 2006), (GAI,
2004), (ALPAK et al., 2015). Esse tipo de acoplamento, para passos de integragao
adequados, possui convergencia quadratica, porém ele requer o desenvolvimento de

um software unificado entre fluxo de fluido e geomecanica e além disso é caro com-



putacionalmente (KIM, 2010).

2. Acoplamento iterativo (Two-Way): Nessa estratégia de acoplamento, os pro-
blemas hidraulico e mecanico sao resolvidos separadamente. O acoplamento é levado
em consideragao no inicio de cada um dos simuladores, que usam as varaveis con-
vergidas que o outro simulador acaba de calcular. Essa troca de informacgoes é feita
até que haja convergéncia das respostas. A figura 1.2 ilustra a ideia sequencial que
acaba de ser tratada para solugao das equagoes. Cada um dos problemas pode ser
nao linear, portanto cada vez que um simulador é chamado deve ser aplicado, por
exemplo, o Método de Newton-Raphson. Esse método costuma ser bastante explo-
rado na area de reservatérios (SETTARI; WALTERS et al., 2001), (MAINGUY;
LONGUEMARE, 2002), (TRAN et al., 2005), (DEAN et al., 2006), pois se con-
vergidos totalmente, apresentam resultados iguais aos do acoplamento total, com a

vantagem de, normalmente, serem menos custosos.

3. Acoplamento parcial iterativo (One- Way): Assim como na estratégia de aco-
plamento iterativo, os problemas hidraulico e mecanico sao resolvidos separada-
mente, porém cada simulador é chamado uma unica vez antes de passar para o
proximo intervalo de tempo. A estratégia de acoplamento parcial iterativa pode ser
considerada, entao, um caso a parte do acoplamento iterativo, onde apenas uma
iteragao ocorre no intervalo de tempo e também pode ser representada pela figura
1.1. Sua desvantagem é em relacao a precisao, principalmente em problemas com
acoplamento forte, porém ela se mostra extremamente atraente em relagao ao tempo
computacional, o que faz com que alguns autores a prefiram (SETTARI; WALTERS,
1999), (MINKOFF et al., 2003), (DEAN et al., 2006), (CLETO, 2016).

4. Desacoplado: Utilizado em larga escala nos simuladores de reservatérios conven-
cionais, essa estratégia de acoplamento é a mais economica computacionalmente,
pois apenas o problema hidraulico é resolvido. Essa estratégia pode levar em consi-
deracao os efeitos geomecanicos, mas de maneira pobre, aproximada e pouco precisa.
Ela foi estudada por alguns autores com o objetivo de mostrar suas limitacoes em
certos casos onde os efeitos geomecanicos sao importantes (MAINGUY; LONGUE-
MARE, 2002), (SAMIER; GENNARO et al., 2007).

1.5 Objetivos

O intuito do presente trabalho é programar o método totalmente acoplado em MatLab,
que servird como base para futuras simulag¢oes do grupo de pesquisa GMCMS (Grupo de
Modelagem Computacional em Mecanica dos Sélidos) da UNESP de Bauru. A fim de
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Figura 1.2: Estratégia acoplada iterativa (Adaptado de (KIM, 2010))
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verificar se o cédigo foi bem implementado, sao usados problemas para os quais a solugao
analitica é conhecida, que no caso sao os problemas de Terzaghi e Mandel.

Além disso, conforme ja comentado, o Método dos Elementos Finitos gera algumas
oscilagoes espurias em certas condicoes. Essas oscilagoes sao mostradas e é verificado que
elas nao comprometem os resultados da simulagao. Também é apresentada uma maneira

de ameniza-las.

1.6 Estrutura da Dissertacao

No capitulo 2 sao introduzidos parametros importantes na caracterizagao dos solos e
rochas. Além disso também sao introduzidos os conceitos de tensao efetiva de Terzaghi e
fluxo de Darcy. Em seguida, as equagoes diferenciais parciais que regem o comportamento
do sistema hidromecanico sao deduzidas.

O capitulo 3 é dedicado a aproximagao do sistema de equagoes encontradas no capitulo
2 para, enfim, poder resolver o problema em um sistema de equagoes algébricas que podem
ser implementadas em qualquer computador. O método escolhido para a aproximagao
das equagoes, tanto para o sistema mecanico quanto para o hidraulico ¢ o Método dos
Elementos Finitos. Logo, é com base nele que sao deduzidas as formas aproximadas das
equacoes.

No capitulo 4 os acoplamentos sao explicados de forma mais aprofundada. Além

disso, também sao apresentadas as vantagens e as desvantagens de cada um deles em



relacao a trés critérios: Precisao, adaptabilidade e eficiéncia computacional. Em seguida
a importancia do método totalmente acoplado é melhor enfatizada para a resolucao dos
sistemas acoplados e entao justificada a sua escolha.

No capitulo 5 é mostrada a comparacao entre os resultados numéricos e os resultados
analiticos para a validacao do cddigo implementado. E também mostrada a oscilacao
numérica espuria que ocorre no método dos elementos finitos sob certas condigoes.

Por fim, no capitulo 6, sao apresentadas as conclusoes do trabalho realizado.
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Capitulo 2

EQUACOES GOVERNANTES

O problema acoplado de fluxo de fluido através de um material poroso ja foi e vem
sendo estudado por varios autores. Iniciou-se com os estudos de Karl von Terzaghi, reco-
nhecido até hoje como o pai da mecanica dos solos. Em suas publicagoes (TERZAGHI,
1923), (TERZAGHI, 1924) o autor apresenta a base da teoria matematica para proble-
mas de consolidacao em uma dimensao, base para o desenvolvimento da mecanica dos
solos (BOER; SCHIFFMAN; GIBSON, 1996). Em seus trabalhos, Terzaghi tomou como
hipotese basica que a deformacao de um solo seria dada exclusivamente pelo rearranjo do
sistema de particulas, logo a compressao dos graos sélidos assim como a compressao do
liquido poderia ser ignorada. Essas consideragoes sao aproximacoes validas para o caso
de solos moles e areias (VERRUIJT, 2013).

Essa teoria foi estendida para trés dimensoes por Biot (1941) e também por Geertsma
et al. (1957). Em seus artigos, Biot e Geersman desenvolvem as equagoes constitutivas de
um meio poroso no caso de um fluxo monofasico e propoem ensaios experimentais para
a obtencao dos coeficientes necessarios de acoplamento. Para fluxos multifasicos, Lewis e
Schrefler (1998) apresentam as equagoes governantes de acoplamento entre o meio poroso
e varias fases do fluido.

Outros autores continuaram pesquisando sobre o assunto, e hoje a teoria da poroe-
lasticidade linear alcancou um estagio onde um consenso geral em relacao as equagoes
bésicas foi alcangado (VERRUIJT, 2008), (COUSSY, 2004).

Esse capitulo tem como objetivo desenvolver as equagoes que regem o comportamento
de um sistema hidromecanico, que consiste na analise de um fluxo de fluido através de
um meio poroso, sendo que as dedugdes sao escritas com base no livro de Verruijt (2013).
Antes, alguns conceitos béasicos sao apresentados para entao partir para a deducao das

equagcoes.
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2.1 Volume elementar representativo

Uma breve explicacao preliminar é necessaria antes de apresentar as equagoes consti-
tutivas, balango de massa e de momento. Na teoria classica do continuo, as equacgoes e
balancos sao sempre obtidas a partir de um volume elementar, e por isso é importante,
antes de mais nada, explicar o que é um volume elementar na poromecanica.

Para representar o comportamento de certo material, sao feitos ensaios de laboratorio
a fim de obter parametros e entao poder prever seu comportamento. No caso de um
solido isotrépico, por exemplo, para conseguir representar seu comportamento mecanico,
devem ser obtidos dois parametros: o Modulo de Elasticidade E e o coeficiente de Poisson
v. No caso de um material poroso isotrépico, além desses dois parametros ja citados, ha
também a porosidade e a permeabilidade (esses parametros sao melhor explicados ainda
nesse capitulo).

No entanto, microscopicamente, todos os materiais possuem pequenas descontinuida-
des e defeitos que influenciam em seu comportamento, logo bastaria fazer uma anélise
a nivel molecular, representando cada molécula desse material, ou no caso de um ma-
terial poroso, representar cada grao solido, para poder entao obter o comportamento
global do material estudado. Mesmo considerando essa possibilidade como sendo possivel
(ainda hoje nao hé técnicas que possibilitem tal detalhamento de um material), embora
a capacidade dos processadores ter aumentado exponencialmente nos iltimos anos, uma
analise numérica de tal material ainda é uma tarefa impossivel devido ao grande ntimero
de equacoes que haveria no sistema. Portanto, ao invés disso, procura-se representar
o comportamento médio do material com base em métodos estatisticos (BEAR, 1972),
possibilitando caracteriza-lo através de uma analise macroscépica.

Para isso, introduz-se o Volume Elementar Representativo (VER) que, na poromecéanica,
¢ um volume de tamanho grande o suficiente em rela¢do as microestruturas (i.e. as di-
mensdes dos poros e dos graos sélidos), porém pequeno suficiente para permitir a repre-
sentagao das heterogeneidades do material (DETOURNAY; CHENG, 1995). A figura 2.1
ilustra a ideia discutida acima, mostrando a razao pela qual o volume elementar nao pode
ser muito pequeno. Nela pode-se observar que se for utilizado um volume elementar muito
pequeno (circulos & direita), as caracteristicas do material variariam em cada regidao. Ao
contrario, nos circulos a esquerda, pode-se adotar caracteristicas médias para o material,
de forma com que mesmo analisando uma outra regiao (dentro de uma zona homogénea),

as mesmas caracteristicas seriam obtidas.
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Figura 2.1: Volume elementar representativo

2.2 Propriedades do fluido e da matriz porosa

2.2.1 Porosidade

Um meio poroso saturado é composto por uma matriz (parte sélida do meio) e por
seus poros, sendo esse ultimo por onde o fluido flui. No entanto, esse fluido pode percorrer
apenas através da rede de poros interconectada. A figura 2.2 ilustra o que seriam os poros
interconectados (parte preenchida pelo fluido).

A matriz é a parte pela qual o fluxo de fluido nao passa, ou seja, é composta tanto
pelos graos solidos quanto pelos poros ocultos. A parte complementar do material poroso
sao os espacos livres conectados que é por onde ocorre o fluxo de fluido.

Porosidade ou porosidade volumétrica, é definida como sendo a relagao entre o volume
de vazios e o volume total do material. Dois diferentes tipos de porosidade podem ser
atribuidas a um meio poroso: porosidade absoluta e porosidade efetiva (BEAR, 1972).

A porosidade absoluta (ou porosidade total) n, é aquela em que o volume dos poros
ocultos também sao considerados, ou seja, a razao entre o volume de vazios V,, do material

sobre seu volume total V', conforme a equacao 2.1.

Volume de vazios V,
= Volume total V. (2.1)

No entanto, na mecanica dos solos é mais vantajoso contabilizar a porosidade por

onde o fluido realmente circula, ou seja, o espaco vazio que esta interconectado dentro do
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Figura 2.2: Representacao da porosidade do material poroso

material poroso. Por isso ha um segundo tipo de porosidade, chamada de porosidade
efetiva n, definida pela razao entre o volume de poros conectados (V). e o volume total

V', conforme mostrada pela equacao 2.2.

_ Volume de poros conectados  (V},)e (2.2)
"= Volume total Vv '

2.2.2 Coeficiente de compressibilidade do fluido

A compressibilidade do fluido é a varia¢ao do volume V' (relacionado & massa especifica
p) do fluido em relagao a variagdo da pressao (BEAR, 1972). Em condigbes isotérmicas

essa relagao é dada por:

1dV ldp
=—=— ou =—— T = constante 2.3
A partir da expressao relacionada a massa especifica da equacao 2.3, pode-se obter a

seguinte relacao:

0= po eB(P—po) (2.4)

sendo py a pressao inicial relacionada a densidade inicial py.
No caso desse trabalho, essa lei é valida para a dgua no estado liquido em condicoes
isotérmicas. Para pequenas variacoes de pressao, pode-se ainda aproximar a equacao 2.4,

com a ajuda da série de Taylor de primeira ordem, por:

p=po[l+B(p—po) (2.5)
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2.2.3 Viscosidade do fluido

A viscosidade dinamica pode ser definida como a resisténcia de um fluido a tensao
cisalhante quando este esta em movimento. Em termos mais simples, viscosidade dinamica
é a forca de atrito entre duas camadas de fluido. Para fluidos Newtonianos, ela pode ser

calculada a partir da seguinte expressao:

ou
Ty = M dy (2.6)
sendo 7, a tensdo de cisalhamento na diregdo x (na horizontal) em um plano com sua
normal em y (na vertical).
A viscosidade dinamica também é funcao da pressao e da temperatura, porém, no

presente trabalho, ela é considerada como uma constante. No caso da dgua a 20°C', a
viscosidade vale 1,003.107?M Pa.s.

2.2.4 Compressibilidade da matriz, dos graos sélidos e dos poros

Em 2.2.2 apenas a compressibilidade do fluido foi apresentada, no entanto, para des-
crever o comportamento de um meio poroso, outras compressibilidades devem ser levadas
em considera¢do. Em seu trabalho, Geertsma et al. (1957) diz que devem ser distinguidos

trés diferentes tipos de compressibilidade:

a) Compressibilidade dos graos sélidos: é a variacdo do volume dos préprios graos

solidos do meio poroso em relagao a variacao das tensoes de tragao ou compressao.

b) Compressibilidade da matriz porosa: é a variagdo do volume do esqueleto, ou seja,
do Volume Elementar Representativo (sem que haja fluido dentro) com a variagao

das tensoes de tracao ou compressao.

¢) Compressibilidade dos poros: é a variagdo do volume de poros no meio poroso em

relacao a variagao das tensoes de tracao ou compressao.

A expressao que relaciona as variagoes de volume descritas acima as variacoes das
tensoes, para condigoes isotérmicas, também podem ser escritas da forma da equacao 2.3:

1 dV; 1 dV,, 1 dV,
: _ = Trm, C =———2L (2.7)

V.do' " V., do’ P V, do’

Cs =

sendo Cs, Cy, e C), os coeficientes de compressibilidade dos graos sélidos, da matriz e dos
poros, respectivamente. Vs, V,, e V,, os volumes dos graos sélidos, da matriz e dos poros,
respectivamente e o a tensao total.

No caso da compressibilidade da matriz sélida, seu valor pode ser obtido a partir do
Médulo de Young do meio poroso. A relagdao entre a compressibilidade e o Mdédulo de

Elasticidade pode ser relacionada da seguinte maneira:
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3(1—2v)
E

sendo £ o Médulo de Elasticidade e v o coeficiente de Poisson.

C, = (2.8)

2.2.5 Relacgoes constitutivas de sistema mecanico isotropico

Na sessao 2.1 foi apresentado o volume elementar representativo que, com base em
métodos estatisticas, permite tirar propriedades médias do meio poroso. Sem essa ferra-
menta nao seria possivel (ou no minimo extremamente complexo) obter o comportamento
mecanico e hidraulico do meio poroso. Portanto, é importante deixar claro que a lei
constitutiva apresentada nesse tépico é para um meio homogéneo, que no caso de um
material poroso pode ser feito com base em um volume elementar representativo. Se-
guindo as notagoes de Olivella e Bosch (2017), é possivel representar a relagao entre as
deformagoes e os deslocamentos em duas dimensoes de um meio poroso isotréopico, para

pequenas deformagoes, da seguinte maneira:

€= %(Vu +VTu) = Viu (2.9)

sendo u o vetor deslocamento, x o vetor de coordenadas materiais, V o operador gradiente
e V?® o operador gradiente simétrico.

Também fica possivel representar a relacdo entre as tensoes e as deformagoes (na
notacao de engenharia, onde as tensoes e deformagoes sao escritas em forma de vetor) de

um meio poroso isotropico, para pequenas deformagoes:

o' =De (2.10)

sendo € as deformagoes infinitesimais do material, o’ as tensoes efetivas (explicadas na
segdo 2.4) e D a matriz constitutiva.
A matriz D para problemas em duas dimensoes (na notagao de engenharia) e no estado

plano de deformacoes pode ser escrita da seguinte forma:

1l—v v 0
E
D= _ 2.11
0+ )1 —20) v 1—-v 0 (2.11)
1—-2v

0 0
B 2

sendo £ o mdodulo de elasticidade e v o coeficiente de Poisson.

Ja, a matriz D para problemas tridimensionais (na notacao de engenharia) pode ser

escrita como:
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l1—v v v 0 0 0
v 1—v v 0 0 0
b E v v 1—-v 0 0 0 (2.12)
= 2.12
— 1—-2
(14+v)(1-2v) 0 0 0 21/ 0 0
1-2v
0 0 0 0
2
O 0 0 0 L -2
i 9

Outra expressao importante é a da deformacgao volumétrica, que expressa quanto o ma-
terial expande ou contrai com a variacao do estado de tensoes. A deformacao volumétrica

se da através da seguinte expressao:

€, = Tr(e€) (2.13)

Ou seja, €, = du/dzx + du/dy + du/0z, sendo u o vetor deslocamento da fase solida.

Isso implica que a deformacao volumétrica também pode ser expressa por:

& =V-u (2.14)

2.3 Fluxo de Darcy

O fluxo de liquidos através de meios porosos é um assunto que comecou com o enge-
nheiro hidraulico francés Henry Darcy, em 1856, com seus estudos sobre purificagao de
agua por meio de filtros de areia. Nesses estudos, Darcy percebeu que ”a vazao através de
um meio poroso é proporcional a area aberta ao fluxo e a carga da agua, e inversamente
proporcional ao comprimento do meio pelo qual o fluido percola”. Essa observacao pode

ser escrita através da seguinte expressao:

onde ¢ representa a vazao de dgua através de um filtro de area transversal A e comprimento
L. K é uma constante de proporcionalidade, chamada de coeficiente de permeabilidade
ou condutividade hidraulica, que é caracteristica do meio poroso e do fluido.

No entanto os avancos nesse campo nao cessaram com ele. Apods a contribuicao de
alguns outros pesquisadores, a Lei do fluxo de Darcy passou a ser escrita da seguinte

forma:

q= —gwp — sg) (2.16)
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onde q é o vetor de fluxo, k o tensor de permeabilidade intrinseca do material (ao contrario
da condutividade hidrdulica, a permeabilidade instrinseca depende apenas das carac-
teristicas do meio), p a viscosidade dinamica do fluido, p; a massa especifica do fluido, g
a gravidade e V o operador gradiente. Generalizando, assim, a férmula de Henry Darcy
(2.15).

Se a gravidade estiver atuando na direcao z, explicitando cada componente da equagao

2.16 e considerando as direcoes principais coincidentes com os eixos, tem-se:

4z

Kg Op Ky Op K, (Op
- = ———; L =— | =+ ; 2.17
Lon W Ly 5, T P19 (2.17)
A matriz de permeabilidade intrinseca é um tensor. Se considerar as direcoes principais
desse tensor alinhadas aos eixos adotados, seus termos correspondem a permeabilidade

em cada diregao:

ke 0 O
w=[0 & 0 (215)
0 0 &,

Caso o meio poroso tenha uma permeabilidade isotrépica, a mesma matriz da equagao

2.18 pode ser escrita como:
1 00
K=rk|[0 1 0 (2.19)
0 01

Outra maneira de representar o fluxo de Darcy, pode ser escrito em funcao das velo-
cidades relativas entre as fases solida (w) e fluida (v) multiplicado pela porosidade, visto
que se trata de um meio poroso (VERRUIJT, 2013):

q=n(v—w) (2.20)

2.4 Tensao efetiva

O principio das tensoes efetivas foi anunciado pela primeira vez por Karl Von Terzaghi
(embora Paul Filliinger tenha publicado em 1913 trabalhos que demonstrem ele ter sido
o primeiro a descobrir as tensoes efetivas, ela é conhecida como descoberta de Terzaghi).
Ele percebeu que ao aplicar uma tensao de tracao ou compressao no solo, a pressao
diminufa ou aumentava praticamente o mesmo valor (WANG, 2000). Esse principio,

também conhecido por tensoes efetivas de Terzaghi, pode ser escrito da seguinte forma:

o=0c —pl (2.21)
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sendo o o tensor de tensoes totais, o’ o tensor de tensoes efetivas, I a matriz identidade e
P & pPressao nos poros. E importante observar a convencao de sinais utilizada é a mesma de
Lewis e Schrefler (1998), ou seja, uma tensao negativa é uma tensao de compressao, para
ficar de acordo com a mecanica dos sélidos. Porém para a pressao, um objeto comprimido
é um objeto sujeito a uma pressao positiva.

No entanto, a equagao 2.21 é apenas uma aproximacao da verdadeira equacao das
tensoes efetivas. Biot (1941) em sua teoria geral da consolidac¢ao chega na expressao geral

das tensoes efetivas:

o =0 —bpl (2.22)

onde b, conhecido como coeficiente de Biot-Willis, é um valor que se encontra entre 0 e
1. A equagao encontrada por Biot nada mais é do que uma extensao daquela encontrada
por Terzaghi. Se for considerado b = 1, a equacao 2.22 reduz-se aquela encontrada por
Terzaghi (2.21).

O coeficiente de Biot-Willis (ou mais comumente conhecido por apenas coeficiente de

Biot) é dado pela seguinte expressao:

Cs
Cn

sendo Cs e (), os coeficientes de compressibilidade dos graos sélidos e da matriz do

b=1-—

(2.23)

material, respectivamente, definidos em 2.2.4. Conforme mostrado, o coeficiente de Biot
pode variar entre 0 e 1. Quando b = 1, pode-se deduzir que C,, >> C§, que ¢é o caso de

solos moles.

2.5 Equacao de equilibrio do sistema hidromecanico

A equacao de equilibrio para um volume elementar representativo saturado sobre

condicoes quase-estaticas pode ser dado pela equacao a seguir:

V.o+pg=0 (2.24)

onde V- () é o operador divergente, o é o tensor de tensoes totais, g é o vetor da gravidade
e p=mnps+(1—n)ps é a densidade do material, sendo n a porosidade, p; a densidade do
fluido e p, a densidade do sélido.

Como mostrado em 2.4, a tensao total pode ser decomposta em uma parcela chamada
de tensao efetiva e outra parcela da pressao do fluido conforme a equacao 2.21. Portanto,

pode-se reescrever a expressao 2.24 da seguinte forma:

V.o —bVpl+pg=0 (2.25)
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2.6 Equacao de conservacao

Um dos principios mais importantes da teoria da consolidacgao é a conservacao da massa
de dois componentes, agua e sélido. Para o equacionamento do problema, é considerado
um VER cujos poros estdao completamente preenchidos por dgua (meio poroso saturado).
Nesse volume, a velocidade média do fluido é denotada pelo vetor v e a do sélido pelo
vetor w. As densidades de cada componente sao denotadas por p; e ps para a agua e
para o sélido, respectivamente. A porosidade do VER é representada por n.

As equacgoes de conservacao de massa do fluido e do sélido sao estabelecidas conside-
rando a variacao da quantidade de massa por unidade de tempo e um fluxo de entrada
e saida do volume representativo que, de acordo com Verruijt (2013), podem ser escritas

da seguinte forma, repectivamente:

3(25,@) +V - (npsv) =0 (2.26)
W + V- ((1—n)psw) =0 (2.27)

A partir da equagao da conservacao de massa do fluido (2.26), pode-se escrever:

pfgt —i—naaitjtpfv (nv) 4+ (nv) - Vpr =0 (2.28)
O segundo termo da equagao acima pode ser escrito da seguinte forma, de acordo com

a equagao 2.3:
a;ff = npfcfgt (2.29)
Note que na equacgao 2.3 derivadas totais sao utilizadas, mas a igualdade acima conti-
nua sendo verdadeira pois o produto entre a velocidade do fluido e o gradiente da pressao
pode ser desprezado, visto que ambos sao pequenos (VERRULJT, 2013). O mesmo pode
ser feito para o quarto termo da equagao 2.28 (o produto da velocidade do fluido pelo
divergente da pressdao também pode ser desprezado). Portanto, levando 2.29 em 2.28

tem-se:

on dp
ot T

Assumindo agora a equagao da conservacao da massa de sélido 2.27, pode-se escrever:

+V - (nv) =0 (2.30)

on dps
PR
pogy T —MGe

De acordo com Verruijt (2013), a variagao da massa especifica do sélido em rela¢ao ao

+psV - [(I=n)w|+[(1 —n)w|-Vp, =0 (2.31)

tempo pode ser escrita como:
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5~ 5 (2.32)

sendo que o, representa a tensao total de compressao (ou tragao) volumétrica Tr(o)/3.

dps _ psCs ( Do,  Op
o 1-n

Assumindo também que a velocidade do s6lido multiplicado pelo divergente da pressao
e das tensoes é desprezivel e substituindo 2.32 em 2.31, tem-se:
on c. ( o, Op

_E_I_ _W_na) +V-[(1—n)w] =0 (2.33)

A derivada da porosidade em relacao ao tempo aparece tanto na equacao 2.30 quanto

na 2.33 que pode ser eliminada se essas equagoes sao somadas, obtendo-se:

dp do,
o S T

No primeiro termo da equacao acima, a velocidade da fase sélida pode ser escrita

V.-w+V-[nv-—w)]+n(C;—Cy) 0 (2.34)

como du/dt. Gragas a propriedade comutativa entre o divergente e a derivada temporal
(OLIVELLA; BOSCH, 2017) e a equagao 2.14:

0e,
ot

O segundo termo pode ser escrito como V -q, que representa o fluxo de Darcy, conforme

V- -w=

(2.35)

ja mostrado pela equagao 2.20.

No ultimo termo da equacao 2.34 a tensao total pode ser escrita como o, = o] —
bp, ver equacao 2.22, e a tensao efetiva volumétrica pode ser relacionada a deformacao
volumétrica o] = €,/Chp,.

Levando-se em conta essas consideragoes, a partir da equacao 2.34, obtém-se:
%Et”JrS%JFV-q:o (2.36)
sendo que b = 1 —C,/C,,, mais conhecido como coeficiente de biot e S = nCy+ (b—n)Cs.

b

2.7 Formas forte e fraca das equacoes governantes

Com o intuito de preparar as equacgoes para serem aproximadas pelo método dos
Elementos Finitos, primeiramente é apresentada a forma forte de ambas as equagoes
governantes do problema de poroelasticidade, a equacao de equilibrio e a de conservagao.
Em seguida, a forma fraca das equagoes, forma na qual é aplicada o método, é também

apresentada.
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2.7.1 Formas forte e fraca da equacao de equilibrio

A equagao diferencial de equilibrio (eq. 2.25) e da equacao de conservagao (eq. 2.36)
junto as condigoes de contorno do problema mecanico e hidraulico é chamada de forma

forte do problema e esta representada a seguir, pela equagao 2.37.

(V-a+pg:0, em )
V-il+Sp+V~S(—Vp+pfg):0, em ()
u=u, em [, (2.37)
p=7, em I')
o-n=t, em Iy
(q-n=g, em I';

onde  é o dominio e n é o vetor normal & superficie I, e ;. @, P, t e P sao os desloca-
mentos, as pressoes e as tensoes e as vazoes prescritas no contorno I', (condigao essencial),
I', (condicao essencial), I'; (condigao natural) e I'; (condi¢ao natural), respectivamente.

A forma fraca das equagoes diferenciais de 2.37, de acordo com (LEWIS; SCHRE-
FLER, 1998), é encontrar u € U" e p € U? tais que

/Vw:adQ:/w-de—l—/w-png, Vw € Uy (2.38)
Q r; Q

e

/ [wa -u+wSp—Vw - (—EVp + Emg)} dQ+/ wLdr = 0, YweUy (2.39)
Q ft 0 r, Pi

sendo
Ut={ulue H' ,u=uem '}
U ={wlwe H ,w=0em I}
(2.40)
U? = {plp € H',p=pem I}
Ul ={wlwe H ,w=0emT,}

sendo que w e w sao fungoes arbitrarias, chamadas de funcao peso.
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Capitulo 3

MODELAGEM NUMERICA DO
PROBLEMA HIDROMECANICO

Nesse capitulo é feita a aproximagao do problema pelo Método dos Elementos Finitos
(MEF) tanto da equagao de equilibrio quanto da equagao da conservagdo da massa. Em
seguida também é apresentada a forma de resolu¢ao numérica desse problema através do

método iterativo de Newton-Raphson.

3.1 Aproximacao pelo Método dos Elementos Finitos

No presente trabalho, ha dois sistemas de equagoes a serem aproximados pelo MEF. O
primeiro é o problema mecanico, cujo comportamento ¢ regido pelo sistema de equagoes
diferenciais mostrado em 2.25. O segundo é o problema hidraulico, regido pela equacao

diferencial mostrada em 2.36.

3.1.1 Aproximacao do problema mecanico pelo MEF

Para a aproximacao pelo MEF do sistema mecanico, ja serao consideradas as notagoes
de engenharia em acordo com (LEWIS; SCHREFLER, 1998). Os vetores dessa notacao
sao explicitados no Anexo A 7, tanto para duas quanto para trés dimensoes. Portanto, a

equacao de equilibrio (2.24) é agora escrita da seguinte forma:

Lo+ pg =0 (3.1)

onde g = {0 g}  oug = {0 0 g} é o vetor gravidade em duas e trés dimensdes,
respectivamente, e p = npy + (1 —n)p, é a densidade do material, sendo n a porosidade,
ps a densidade do fluido e p, a densidade do sélido. L' é o operador equivalente ao
divergente, mas se adaptando aos vetores de tensao e deformagao (3.1).

Na equagao 3.1, a tensao total, o, é escrita da seguinte forma:
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o=o0 —bmp (3.2)

onde ao invés da matriz identidade I, como em 2.22; nessa notagao o vetor m aparece.
Vale notar que na equagao constitutiva (2.10), em que as tensoes sao relacionadas as
deformagoes, a matriz tangente D, de acordo com a equacgao 2.11 ou 2.12 para os casos
bi e tridimensionais, respectivamente, continua sendo a mesma.
A relacao entre as deformagoes e os deslocamentos, como na equagao 2.9, pode ser

escrita como:

e=Lu (3.3)

Também pode-se dizer que a deformagao volumétrica (2.14), fica da seguinte forma:

¢, =m’e=m’Lu (3.4)

Tendo sido introduzida a notacao de engenharia para o problema mecanico, o sistema
de equacgoes do problema pode ser apresentado, em sua forma fraca, a partir da equacao

2.38 da seguinte maneira:

/(Lw)TcrdQ:/wadF—i—/prng, Vaw (3.5)
Q T, Q

A fim de aproximar e equacgao 3.5 por elementos finitos, sao aproximados, primei-
ramente, os deslocamentos, a funcao peso, as deformagoes, as pressoes e as tensoes. A
forma explicita de cada uma dessas expressoes é dada no Anexo A 7, tanto para os elemen-
tos triangulares lineares utilizados em 2D, quanto para os elementos tetraédricos lineares
utilizados em 3D.

O campo de deslocamentos pode ser aproximado, em elementos finitos, a partir de tal

formulagao:

u(z,y) =~ u(z,y) = Ni(z,y)d®, (x,y) € Q°
w(z,y) = w(z,y) = N (z,y)we, (z,y) € Q°

sendo que N (z,y) é a funcao de forma do elemento, explicitada no Anexo A 7.
Tendo o campo de deslocamento aproximado dentro do elemento, também é possivel
encontrar o campo de deformagoes no mesmo e, de acordo com a equagao 3.3, pode ser

escrito como:

€(r,y) = Lu“(z,y) = LN} (z,y)d° = B} (z,y)d* (3.7)

sendo que B{(z,y), a derivada da matriz de forma que também depende do elemento
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utilizado e também é explicitada no Anexo A 7.

Da mesma forma, com o auxilio da equacgao 3.6, tem-se que (Lw)? é escrito como:

(Lw)" = (LN (z, ) w)" = w” (LN} (z,y))" = w" B(z,y)" (3.8)

Da mesma maneira que o campo de deslocamentos, o campo de pressao pode ser
aproximado por elementos finitos a partir dos valores nodais da presao de acordo com a

seguinte expressao:

p(x,y) = p(z,y) = Ny(z,y)p° (v,y) € Q° (3.9)

sendo que N;(a:,y) é a matriz da funcao de forma para as pressoes, que depende do
elemento utilizado e é explicitada no Anexo A 7.

Tendo a forma aproximada do campo de deformacoes e de pressao dentro do elemento,
pode-se deduzir facilmente a expressao aproximada para o campo de tensoes totais em seu
interior, que é a soma entre as tensoes efetivas de Terzaghi e de uma parcela da pressao.
Com o auxilio das equacoes 2.10 e 3.7, a tensao efetiva, em sua forma aproximada, pode

ser escrita como:

o “(z,y) = De“(z,y) = DB (z,y)d* (3.10)

Para o termo da pressao na tensao total, em 3.2, a partir da equacao 3.9, tem-se que

bmp =bm N} (z,y)p° (3.11)

Apoés terem sido introduzidas as expressoes aproximadas pelo MEF no espaco, agora

fica possivel fazer o tratamento de cada um dos termos da equacao 3.5.

Expressao em elementos finitos da equacao do sistema mecanico

Antes de passar a forma aproximada pelo MEF da forma fraca da equacao de equilibrio
(3.5) é preciso definir as expressoes aproximadas dos deslocamentos, das pressoes e da
funcao peso em sua forma global, pois o equilibrio do problema é feito de forma global e
nao elementar. Para tal, ¢ definida a matriz Aj e A, que sao matrizes que relacionam
os graus de liberdade do elemento com os graus de liberdade no sistema global. Logo, os
deslocamentos, a funcao de forma e as pressoes globais podem ser escritas em funcao das

pressoes elementares da seguinte maneira:
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d° = Ad

T
w®=A‘w ou w =wlAS (3.12)
P = Ap

sendo u®, w°, p® os valores nodais dos deslocamentos, da funcao peso e das pressoes
elementares, respectivamente e u, w, p os valores nodais dos deslocamentos, da funcao
peso e das pressoes globais, respectivamente.

Primeiramente, é aproximado o lado esquerdo da equagao de equilibrio (3.5). Com a
ajuda das equacoes 3.10 e 3.11, 3.8 e 3.12, pode-se reescrever o lado esquerdo, de forma

global, da seguinte forma:

Nel 1
/ (Lw)TodQ = wT BT (D BYd° — bm N, pe) dQ]
Q e=1 L/O°
Nel
— wBDB,dd2— [ w'BbmN; pedQ]
e=1 L/ Qe
Nel
= wAB DB, AiddQ— [ w'A B"bmN; A’ p dQ}
e=1 L/ Qe
Nel Nel
= w? {Z {AZT/W B'D B¢ d AZ} d->)" {AZT/e B:"bm N¢ d) A;] p}
e=1 e=1
(3.13)
sendo n.; o numero total de elementos.
Fazendo-se as seguintes alteragoes:
K¢ = / B'D B¢ dQ
’ (3.14)

Q¢ = /BszmN;dQ

sendo que K° é a matriz de rigidez elementar do sistema mecéanico, enquanto que a matriz
Q° é a matriz elementar que leva em consideracao a influéncia do sistema hidraulico no

mecanico.
Substituindo 3.14 em 3.13, tem-se:
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Nel Nel
/ (L) od = w’ { Y " [ATK A d - ) [ATQAYp (3.15)
Q

e=1 e=1

Finalmente, ao chamar

Nel
K =) [AVK A]]
e=1 (3.16)

el
Q =D [AVQA]
e=1
obtém-se as matrizes em suas formas globais, sendo que K é a matriz de rigidez global do
sistema mecanico, enquanto que a matriz Q ¢ a matriz global que leva em consideragao a
influéncia do sistema hidraulico no mecanico.
Sendo assim, o lado esquerda da forma fraca da equagao de equilibrio aproximada

pelos elementos finitos, pode ser escrita como:

/ (Lw)TdQ = w’ [Kd - Qp] (3.17)
Q

O outro lado da igualdade da forma fraca da equacao de equilibrio (3.5), o lado direito
da equacao, ¢ onde se encontra a influéncia das forcas externas, t representando o carre-
gamento aplicado no contorno e pg representando as forcas por unidade de volume que,
nesse caso, é apenas a forca peso. Para a aproximagao global desses termos, sao utilizadas

as equacoes 3.6 ¢ 3.12.

Nel
wTEdF+/prng = || wTNEtdr + weTNszng]
I Q —1 |/T% Qe

Nel
= > || WA NIl + [ wTA N pgdQ
e=1 | ry Qe

QE

Nel
= w’ {Z [AgT ( Nt dl +
Iy

e=1

N’ pg dQ)

}

(3.18)

Pode-se substituir as expressoes dentro das integrais da seguinte maneira:
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(3.19)

sendo f}. o vetor de forgas associado as condigdes de contorno naturais do elemento e 7, o
vetor de forcas por unidade de volume do elemento.
Substituindo 3.19 em 3.18, tem-se:

Nel

/wTEdF+/prng = w'{ Y ATF (3.20)

Iy Q e—=1

Considerando

Fot = ) ATE (3.21)

obtém-se a seguinte expressao final para o lado direito da igualdade da forma fraca da

equacao de equilibrio:

/wTEdF+/prng = wT[Fimt} (3.22)

I Q
A forma fraca do sistema mecanico (3.5) foi aproximada pelo MEF em duas etapas: o
lado esquerdo da igualdade (3.17) e o lado direito da igualdade (3.22). Igualando ambas

as equacoes, tem-se a seguinte expressao a nivel global:

w? [Kd — Qp] = w? [Ffft}
(3.23)
w” [Kd —Qp-— Fzﬂ — 0
Porém, w” ¢ arbitrario, conforme definido em 3.5, isso implica que:
Kd - Qp =F" (3.24)
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3.1.2 Aproximacao do problema hidraulico pelo MEF

Para a aproximacao do sistema hidraulico pelo MEF, também sao utilizadas as notagoes
de engenharia de acordo com (LEWIS; SCHREFLER, 1998). A deformagcao volumétrica
terd a mesma notacao que vinha sendo aplicada (3.4), logo, a sua derivada com relacao
ao tempo pode ser escrita da seguinte forma:

de,  O(m’Lu) 7. Ou T
ot ot gy T (3:25)

Aplicando o mesmo para a derivada da pressao no tempo, obtém-se:

p _
ot

Jé&, no caso do vetor de fluxos, de acordo com a equacgao 2.16 ele é escrito da seguinte

p (3.26)

forma:

K K
Vea=-V- o (Vp-pg) = -V (VP prg) (3.27)

onde o operador gradiente (V) e o operador divergente (V) tém sua forma explicitada
no Anexo A 7.
Portanto, a forma fraca da equacao da conservacao de massa, a partir da equacao 2.39,

pode ser representada pela seguinte expressao:

/ lwmeLl‘l +wSp — Vw (—EVp + Emg)} dQ) + / wLdr =0 (3.28)
o u Il r, Pf

Expressao em elementos finitos da equagao do sistema hidraulico

A mesma aproximacao dos deslocamentos da equacao 3.6 e das pressoes da equacao 3.9,
tanto a nivel de elemento quanto a nivel global, sao utilizadas, no entanto a aproximagao
da funcao peso é diferente. Ela é interpolada no elemento assim como a interpolacao
da pressao. Aplicando o método de Galerkin, o campo de pressoes e o da fungao peso,

aproximados, em qualquer parte do elemento, podem ser escritos como:

p(z,y) = p(z,y) = Np(z,9)p°,  (z,y) € Q°
(3.29)

w(z,y) = w(r,y) = Ny (r,y)w®, (r,y) € Q°

sendo que N7 (z,y) é a funcio de forma do elemento triangular linear para as pressoes,
que é explicitada no Anexo A 7.

O gradiente de pressoes e o gradiente da funcao de forma, podem ser escritos como:
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Vp(z,y) = VN, p¢ = B} p°
(3.30)
Vuw(z,y) = VN, w® = B, w*

p

sendo que a matriz B, também ¢ explicitada no Anexo A 7.
Portanto, levando-se em consideragao as equacoes 3.25, 3.26 e 3.29 é possivel escrever

a forma fraca da equagao de conservagao da massa (3.28) da seguinte maneira:

Nel
> [ QeweTN;TmeLNidedQJr wINSNE p° dQ

e=1 Qe

+ [ wT(VN)TEVNeped — [ wT(VNTE prgd+ [ wiNT L dr] —0
Q° H Q¢ H re P
(3.31)

Utilizando agora a equacao acima e as expressoes 3.7 e 3.29, obtém-se:

Nel

e eT e 7€ e eT e e
{ [ w N B a0+ [ w NS p e

e=1

(3.32)

+ [ wTBIEB pedn — / wTBIE p gd0+ / w TN L dl“] —0
Q¢ H Q¢ H re Pf

A fim de passar a equacgao para as variaveis globais, define-se novamente suas ex-

pressoes:

d" = Acd
w® = Ajw ou wl = wTAZT
(3.33)
P = Ap
p°=Ap

sendo u®, w®, p¢ e p° os valores nodais dos deslocamentos, da funcao peso, das pressoes
e da derivada das pressoes em relacao ao tempo, respectivamente, definidos no elemento.
E u, w, p e p os valores nodais dos deslocamentos, da funcao peso, das pressoes globais
e da derivada das pressoes em relacao ao tempo, respectivamente, definidos globalmente.

Utilizando as definigoes acima, a equagao 3.32 pode ser reescrita da seguinte forma:

30



Nel
eT'nyel eAe eT'n\yeT e A€y
{ W AN BIAA 0 + | T ATTNGTSNG Afp do

e=1
e € K € e € e K e e e q
+ [ wlATTBIT =B ArpdQ — [ wTATTBI = prgdQ + / wTATTNT = dl'| =0
Q¢ H Q¢ H re Pr
(3.34)

Ao reorganizar a expressao, tem-se

e

Tel
w’ {Z {A;T / N bmTBLdQ AL d + AT / NeTSNEdQAS P

e=1

eT eT K e e el eT B e 4
+AS /EBp L BIdQA D~ A] (/QeBp E,Ofng—/reNp —dr)]}zo

P
(3.35)
Fazendo-se as seguintes alteragoes:
el eT e
Q' = /6Np bmT B¢ dQ
S°= [ NyTSNSdQ
e (3.36)
e TR ne
H :/EBP ;Bp
K q
Fe_/BeT_p g_/NeT_dF
g U p d re U ops

Substituindo 3.36 em 3.35, obtém-se:

Nel
w” {Z (ATQTALd + ATSTALp + ALTHAL p — ALTF| } =0

e=1

Nel Nel Nel Tel

= w? {Z [ATTQTALd + Z [ASTS°AL] p + Z [ASTHCAS] p — Z [ASTF] } =0
e=1 e=1 e=1

(3.37)

e=1

Fazendo-se novas alteracoes
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QT _ Z [A;TQeTAfJ
e=1

Nel

S=) [A;s°A]]

e=1 (3.38)
Nel
H=3) [AHA]]
e=1
Nel
P = Y (A
e=1

e substituindo-as na equagao 3.37, obtém-se:

w |QTd+Sp+Hp - Fy"| =0 (3.39)

Sendo w(z,y) uma funcio arbitréria, seus valores aproximados w’ também sdo ar-

bitrarios, logo a equacao 3.39 pode ser escrita como:

QTd—FSp—f—Hp:F;ﬂ (340)

3.1.3 Integracao numérica dos termos

Conforme mostrado, para a obtencio das matrizes K, Q, F&!, Q”, S, H e F;It, é
necessaria a integracao de alguns termos. Essa integracao é feita mediante a quadratura
de Gauss, integragao numérica muito utilizada no Método dos Elementos Finitos, pois faz
integracao de polinomios com grande eficiéncia e eficacia.

No caso do presente trabalho, onde apenas elementos lineares sao utilizados, em 2D
os triangulos de trés nés e em 3D os tetraédros de quatro nds, apenas um ponto de Gauss
é requerido para a integracao de todas as matrizes, exceto para a matriz S. O nimero de
pontos de Gauss a serem utilizados para a integracao depende do grau do polindmio a ser
integrado. Para polinomios de grau 0 (matrizes K e H) ou de grau 1 (matrizes Q, F&*,
QT e F;‘”t), apenas um ponto de Gauss é suficiente, porém para a matriz S, o polindomio
resultante da multiplicacao de NZT por N7 resulta em um polinémio de segunda ordem,
0 que obrigaria outros dois pontos de Gauss para uma integracao numérica precisa.

Logo, uma estratégia utilizada para contornar a necessidade desses outros pontos de
Gauss, que custaria mais tempo computacional, é condensar todas as componentes da
matriz na diagonal, mais conhecida como matriz de massa concentrada lumped mass
matriz, técnica muito utilizada em dinamica de sélidos, mas que pode ser aplicada nesse
caso. Para entender a forma da matriz concentrada, exemplifica-se com o triangulo linear.

Primeiramente considere a matriz S¢ a nivel elementar:
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e el e
S :/Np SN dQ (3.41)
Qe

Sabendo que o termo S é constante e que N7 é a matriz de forma da pressao no

elemento triangular linear, pode-se escrever:

Ne NeNe NeNg NENS
sc =g / Ng| [N N5 Ng|ae=s / NgN? NSN§ NeNg|dQ  (3.42)
| Ne ¥ | N¢Ne NENE  NENE

Concentrando todos os termos das linhas nas diagonais e fazendo-se algumas operagoes

para simplificacao tem-se que

[ N¢NY + NENS + NeN§ 0 0
S°~ S / 0 NENE + NENE + NENE 0 dQ
“ 0 0 NENE + NENS + NENg
[ N¢ (N + N5 + N§) 0 0
zs/ 0 N§(N¢ + N§ 4 NY) 0 g
I 0 0 N§(N¢ + N§ + NY)
[Ne 0 0]
zS/ 0 N§ 0 |d
“lo o N
1/3 0 0]
~SA| 0 1/3 0 |dQ
0 0 1/3]

(3.43)

sendo A a area do elemento triangular de trés nos.
No caso de um elemento tetraédrico linear, os termos da diagonal da matriz resultante
seria 1/4 do volume total do elemento. Além de melhorar o tempo computacional, essa
técnica também pode ajudar a diminuir as oscilagoes nas bordas drenadas de alguns casos,

conforme ja dito anteriormente.

33



3.1.4 Sistema de equacoes algébricas

O sistema de equagoes que regem o problema hidromecanico (equagoes 2.25 e 2.36)
foram passados para a forma fraca (equacgoes 3.5 e 3.28). Feito isso, foi possivel aproximar
o problema pelo Método dos Elementos Finitos e, enfim, chegar no sistema de equacoes

algébricas equivalente, escrito a seguir:

Kd—-Qp=F (3.44)
T - . exr ’
Q"d+Sp+Hp=F

sendo d e p as varidveis do sistema, K e Q definidos em 3.16, F** definido em 3.22 e Q7
S,He szt definidos em 3.38.

3.2 Resolucao do sistema

3.2.1 Discretizacao das equagoes algébricas no tempo

No sistema de equagoes algébricas encontrado anteriormente (equagao 3.44), aparece
a derivada temporal tanto dos deslocamentos quanto das pressoes. Essas duas derivadas
no tempo sao tratadas usando a formulagao do Método das Diferencas Finitas e podem

Ser expressas por:

d- (d —d—at)
N At
(3.45)
- (P — Pras)
P= At

sendo d e p os deslocamentos e as pressoes do passo atual, d;—a; € p,_a,; 0s deslocamentos
e as pressoes do passo de tempo anterior e At o incremento de tempo de cada passo. Em
casos nao lineares essas derivadas sao tratadas com um equema de integracao implicito
no tempo, ou seja, obtidas através de um método iterativo até a sua convergencia.
Sendo assim, o sistema de equacoes em 3.44 pode ser reescrito, utilizando a discre-

tizagao temporal em diferencas finitas da equacao 3.45, da seguinte forma:

Kd-Qp =F"

QTVd1$ﬂ0}+Sij§JQ}+Hp:F? (3.46)

O que permite escrever:

Kd—Qp=F"

S S
= 4+ D prHp=FT = d ot
Ar G T AP THRP =R T g deart P
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Visto que d;_a; € p;_a; Sa0 os valores das variaveis no passo de tempo anterior, entao
todo o lado direito da equacao é conhecido. Além disso, S/At e H estao multiplicando a

pressao, logo podem ser agrupados. Portanto, pode-se fazer as seguintes alteracoes:

( Q*T Q_T
S At
o5 h (3.48)
Q” S
\F;ewt — Flc;itt + Kt dtht + A_t Pi—at

Substituindo 3.48 em 3.47, obtém-se:

Kd—-Qp=F;"
(3.49)
*T xext
Q'd+Ep=F;

Esse mesmo sistema de equacgoes algébricas, pode ser escrito na forma matricial:

d
p

ext
Fu

*xext
FP

(3.50)

K -Q
Q*T E

Essa é uma forma matricial alternativa de escrever o sistema de equagoes algébricas
do problema hidromecanico. Essa forma permite escrever o sistema apenas em funcao de
dep.

O sistema tratado nesse trabalho, como acaba de ser apresentado na equacao 3.50, é
um sistema de equacoes algébricas lineares, ou seja, nao sao necessarias técnicas iterativas
para a sua resolucao. No entanto esse caso é o mais simples e nem sempre é capaz
de fazer previsoes satisfatorias dos fenomenos analisados. Portanto, para casos onde o
sistema de equagoes algébricas sao nao lineares, o método iterativo de Newton-Raphson

foi programado e é apresentado no Anexo B 8.
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Capitulo 4

ACOPLAMENTOS
HIDROMECANICOS

H& algumas alternativas para a resolucao do sistema de equacoes algébricas que ca-
racterizam o problema hidromecanico, representado pela equagao 3.44. Settari e Walters
(1999) discute em seu artigo os diferentes métodos utilizados para o célculo do sistema
acoplado entre poroelasticidade e fluxo de fluidos. De acordo com os autores, as diferen-
tes estratégias de acoplamento podem ser organizadas em quatro categorias: desacoplado,
totalmente acoplado, acoplamento parcial iterativo e acoplamento iterativo, cada um com
suas vantagens e desvantagens. Tran et al. (2009), em seu artigo, diz que a eficiéncia do

método de acoplamento ¢ classificada de acordo com as seguintes caracteristicas:

e Precisao: Resultados obtidos devem ser precisos e consistentes. As respostas do
problema, usando-se uma malha fina, devem se aproximar da resposta analitica ou

de resultados de referéncia.

e Adaptabilidade: Um bom método de acoplamento deve ser flexivel para a si-
mulagao de diferentes casos, ou seja, sem grandes mudancas no cédigo. Uma boa
adaptabilidade também ajuda na modificacao ou implementagao de novas fungoes

no programa.

e Eficiéncia computacional: Fator extremamente importante principalmente para
casos onde ha grande quantidade de graus de liberdade. Mesmo com o avanco da
tecnologia dos processadores, o tempo computacional ainda é um fator limitante

para muitas andlises.

Cada uma das estratégias de acoplamento possui vantagem em relacao a um item, mas
desvantagem em relacao a outro. Cabe ao analista decidir qual método melhor se encaixa
em suas necessidades para a andlise. A seguir, é explicado, resumidamente, como cada

uma das estratégias de acoplamento funcionam bem como suas vantagens e desvantagens.
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4.1 Estratégias de acoplamento

Antes de explicar o procedimento de cada método, vale relembrar que o sistema aco-
plado pode ser escrito em sua forma matricial da equagao 3.44. Esse sistema é usado de

forma a melhor entender o funcionamento de cada um dos métodos de acoplamento.

4.1.1 Método desacoplado

Esse método ¢é o mais utilizado até hoje pelos programas de simulacao de reservatérios
convencionais (SETTARI; WALTERS, 1999). Nessa estratégia de acoplamento, o sistema
mecanico é desconsiderado ou levado em consideracao através de valores tabelados. De
acordo com Samier et al. (2006), ha duas maneiras que sao as mais utilizadas nos softwares

convencionais:

(A) Compressibilidade constante. Opgao disponivel em todos os simuladores de
reservatério. O acoplamento é levado em consideracao apenas na variacao do volume
dos poros, calculados em funcao da variacao da pressao do fluido. H&a também
simuladores que nem levam em consideracao a alteracao do volume de poros, sendo

escrito como um problema puramente hidraulico.

(B) Pseudo-acoplamento. Nesse acoplamento, a porosidade e até a permeabilidade
sao calculadas pelo simulador através de leis empiricas fornecidas na entrada do
programa. Esse modelo é capaz de mostrar algumas respostas mecanicas, como por
exemplo a compactacao, através de relagoes simples da variacao da porosidade e

permeabilidade.

Em ambos os tipos, o simulador resolve apenas o sistema de equagoes referente ao pro-

blema hidraulico, ou seja, aplicando o método de Newton-Raphson na seguinte expressao:

Sp+Hp = F (4.1)

Caso o simulador considere algum efeito geomecanico, essa influéncia é colocada nos
termos de compressibilidade da matriz H (SETTARI; WALTERS, 1999), pois em al-
guns simuladores consideram que a porosidade e/ou permeabilidade variam em funcao da
pressao.

A Figura 4.1 apresenta o fluxograma que representa o método desacoplado, onde n
corresponde ao intervalo de tempo no qual as variaveis sao calculadas.

Vantagens do Pseudo-acoplamento:

- Método com baixissimo custo computacional, ja que o sistema algébrico a ser resol-

vido é apenas o hidraulico.
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Figura 4.1: Fluxograma para o método desacoplado

- Alta adaptabilidade uma vez que os outros resultados sao obtidos através de formulas

empiricas facilmente programaveis.
Desvantagens do Pseudo-acoplamento:

- Esse método acaba deixando a desejar em relacao a precisao dos resultados, pois
a parte geomecanica do problema acaba tendo seu comportamento representado de

uma maneira muito pobre ou, em alguns casos, nem mesmo representado.

Contudo, o Pseudo-acoplamento é sabiamente utilizado em casos onde o reservatério
nao apresenta grandes heterogeneidades e em casos de pocos convencionais onde as tensoes

nao mudam significativamente (CHIN et al., 2002).

4.1.2 Totalmente acoplado

No outro extremo do acoplamento, encontra-se o método totalmente acoplado, onde as
pressoes e os deslocamentos sao calculadas simultaneamente, com a ajuda de um método
de resolugao de sistemas nao-lineares (por exemplo o método de Newton-Raphson, ex-
plicado em 8), por meio de um tnico sistema de equagoes (3.44). Esse é o método de
acoplamento mais preciso, visto que resolve todas as variaveis ao mesmo tempo. A Figura
4.2 apresenta o fluxograma que representa o método totalmente acoplado.

Vantagens do método totalmente acoplado:
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Figura 4.2: Fluxograma para o método totalmente acoplado (Fully-coupled)

- O esquema de acoplamento nao introduz erros adicionais na solucao, visto que € a

maneira mais exata de se tratar o acoplamento.
Desvantagens do método totalmente acoplado:

- E o método de maior custo computacional entre os quatro, pois o simulador deve
resolver um sistema de equagoes referente ao problema hidraulico e geomecanico ao

mesmo tempo.

- Em relacao a adaptabilidade esse método é o pior dos quatro, principalmente quando
o sistema é altamente nao linear, como por exemplo material elastopldstico e leis
complexas de variagao da porosidade e da permeabilidade, pois todos os termos
devem ser derivados para entrar na matriz Jacobiana. Outro obstaculo é o desen-
volvimento de um simulador que calcula, de maneira acoplada, o sistema de equacoes

do problema hidromecanico.

Por mais que esse método seja o mais custoso computacionalmente, as vezes ele é o
método mais apropriado para uma andlise, sobretudo nos casos onde se tem um sistema
fortemente acoplado. O acoplamento total, por ser o método mais preciso, tem seus

resultados como referéncia para o teste de outros métodos.
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4.1.3 Acoplamento iterativo

A ideia do acoplamento iterativo é resolver o sistema geomecanico e hidraulico sepa-
radamente. Para tal, em um mesmo passo de tempo, as respostas do primeiro simulador
alimentam o segundo, que por sua vez alimenta o primeiro com suas respostas e assim
por diante. Essa troca de informacao é feita até que haja convergéncia das respostas, ou
seja, que o residuo seja significativamente pequeno. Logo, comecando com o simulador
geomecanico, o procedimento para essa estratégia de acoplamento é feito da maneira a

seguir:

Kd' — Qp" ! =F«! (4.2)

sendo p*!

as pressoes da iteragdo anterior (caso seja a primeira iteracdo, utiliza-se a
pressao convergida do passo de tempo anterior p,_A,) e d” os deslocamentos do passo de
tempo atual da iteracao k. Entao obtém-se a solucao pelo método de Newton-Raphson,
por exemplo, até a convergéncia desse sistema de equagoes.

Em seguida, o simulador geomecanico tendo calculado os deslocamentos, passa-se para
o simulador hidraulico. Caso a porosidade e a permeabilidade sejam fungoes dos deslo-
camentos, primeiramente seus valores atualizados sdo computados com base em d¥, e em

seguida resolve-se o sistema:

k E_
QT [(d —A(:t—At)} s l(p AI;tAt)] _I_Hpk:FIe)zt (4.3)

onde a tinica varidvel do problema sao as pressoes da k-ésima iteracao p*. d;_as € P;_a;
ja sao conhecidos (deslocamentos e pressoes convergidas do passo de tempo anterior) e
d” os deslocamentos que acabaram de ser calculados pelo simulador geomecanico. Para
resolver esse sistema, novamente o método de Newton-Raphson, por exemplo, deve ser
utilizado.

Em seguida, tendo as pressoes dessa iteracao, a equagao 4.2 ¢ resolvida novamente.

Esse processo ¢ realizado até que os deslocamentos e as pressoes de duas iteragoes con-
secutivas, d*™, d*, p**!1, p¥, respectivamente, sejam relativamente pequenos (diferentes
métodos para verificar a tolerancia podem ser aplicados).

A Figura 4.3 apresenta o fluxograma que representa o método de acoplamento itera-
tivo.

Vantagens do Acoplamento iterativo:

- O acoplamento fornece resultados precisos do problema. Se convergidos até uma
boa tolerancia, os resultados podem ser tao precisos quanto os do acoplamento
total, com um menor tempo de simulagao, dependendo do acoplamento do problema
(DEAN et al., 2006) (quanto menor o grau de acoplamento do sistema, mais rapido

o acoplamento convergird).

40



A 4

<&

A 4

Sistema
mecanico
Iteragdes
Newton-Raphson
u
A
sim
v 5
C S nao
Anci x nvergéncia?
Convergéncia nao onvergencia
? .
do acoplamento? sim
A <
\ 4
Sistema
hidraulico .
Iteracdes
Newton-Raphson
p A
v N
. nao
Convergéncia?
sim

Figura 4.3: Fluxograma para o acoplamento iterativo

- Relativamente simples de fazer modificagoes e novas implementagoes pois os sistemas

geomecanico e hidraulico sao calculados separadamente.

- Uma das maiores vantagens dessa estratégia de acoplamento é a possibilidade do uso
de dois diferentes softwares para a resolugao do problema, ja que que cada sistema

fisico é resolvido separadamente.
Desvantagens do Acoplamento iterativo:

- Caso o problema seja fortemente acoplado e, dependendo da tolerancia desejada no
residuo, o acoplamento iterativo pode ser até mais custoso que o acoplamento total,

pois varias iteragoes terao que ser feitas até a convergéncia desejada (SETTARI;

WALTERS, 1999).
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Utilizar diferentes softwares para a simulacao do problema hidromecanico tras gran-
des vantagens, hd varios programas muito bem referenciados em cada uma das &reas,
geomecanica e hidraulica, com modelos robustos, sofisticados e com solugao do sistema
algébrico otimizada para cada caso. Além disso, cada problema fisico pode ter a sua
discretizacao do dominio do espago, do tempo e usar diferentes estratégias de resolucao
numérica, por exemplo elementos finitos para calcular os deslocamentos e diferencas finitas

para as pressoes.

4.1.4 Acoplamento parcial iterativo

O método de acoplamento parcial iterativo é considerado como uma estratégia de aco-
plamento fraco, pois as informagoes de um dos simuladores nao afetam o outro simulador
no passo de tempo atual, apenas no préximo passo é que as informacoes sao atualizadas,
criando um atraso da resposta de um dos simuladores em relacao ao outro. A estratégia
de acoplamento explicito pode ser considerada como um caso particular do acoplamento
iterativo, pois em um mesmo passo de tempo, o simulador geomecanico e hidraulico sao
chamados apenas uma vez, enquanto que no acoplamento iterativo esses simuladores sao
chamados até a convergéncia das respostas. Logo, caso o simulador geomecanico seja cal-
culado primeiro, por exemplo, primeiramente encontra-se os deslocamentos com a ajuda,

por exemplo, do método de Newton-Raphson:

Kd - Qp'4 = Fet (4.4)

sendo p'~2* as pressoes do passo de tempo anterior e d as incégnitas.

Em seguinda, passando para o simulador hidraulico, calcula-se a pressao:

Q7 {(d —Ad;—At)} 1S {(p _Ap;m)} Y Hp= F;xt (4.5)
sendo d;—a; € pP;_a; 05 deslocamentos e as pressoes do passo de tempo anterior, d os
deslocamentos calculados nesse passo de tempo pelo simulador geomecanico e p a variavel
a ser calculada através do método de Newton-Raphson, por exemplo.

Como nao hé iteragoes dentro de um mesmo passo de tempo, terminado o calculo das
pressoes, 0 processo recomeca no proximo intervalo de tempo.

A Figura 4.4 apresenta o fluxograma que representa o método de acoplamento parcial
iterativo.

Vantagens do Acoplamento parcial iterativo:

- Esse acoplamento é relativamente rapido. Apesar de haver dois simuladores a serem
resolvidos, eles sao resolvidos separadamente e apenas uma vez a cada passo de

tempo.

42



A 4

Sistema

mecanico
Iteragoes
Newton-Raphson
u r'Y
v -
R nao
Convergéncia?
n=n+ 1 sim
A
A 4
Sistema
hidraulico
Iteragdes
Newton-Raphson
P 5
v -
. nao
Convergéncia?
sim

Figura 4.4: Fluxograma para o acoplamento parcial iterativo

- Assim como o acoplamento iterativo, no acoplamento parcial iterativo as imple-
mentacoes sao relativamente faceis de serem feitas ja que os sistemas geomecanico

e hidraulico sao calculados separadamente.

- Possibilidade de usar dois diferentes programas para a resolucao do problema ja que

cada sistema fisico é resolvido separadamente.
Desvantagens do Acoplamento parcial iterativo:
- O atraso das respostas entre os simuladores pode prejudicar a precisao da resposta.

- Passos pequenos de tempo devem ser usados nessa estratégia de acoplamento para

nao propagar o erro de cada iteragao e gerar resultados excessivamente erroneos.
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Embora haja atraso da resposta entre os simuladores, esse método é preferivel em
certos casos onde as variaveis do problema nao sofrem alteracoes drasticas durante a
simulagao, assim o erro causado pelo atraso das respostas é baixo. No caso de alteragoes
maiores, uma alternativa seria diminuir o passo de tempo, contudo isso acaba afetando o

tempo de processamento do problema.

4.2 Escolha do acoplamento

O método totalmente acoplado é aquele que naturalmente seria escolhido para todos
os tipos de softwares de reservatorios, no entanto ele possui alto custo computacional,
muitas vezes inviabilizando as andlises desejadas. Uma alternativa bastante simples para
contornar essa barreira é o calculo através do método desacoplado. De acordo com Settari
e Walters (1999), os programas de simulacdo de reservatérios convencionais utilizam o
método desacoplado para o cédlculo da producao de dleo e gas, pois sao reservatorios em
que o problema mecanico influencia muito pouco, reduzindo drasticamente o tempo de
simulagao. No entanto, em alguns reservatérios os efeitos geomecanicos nao podem ser
desprezados (GUTIERREX; LEWIS et al., 1998). A necessidade do calculo do sistema
mecanico, mas evitando o custo computacional do método totalmente acoplado, fez com
que os analistas passassem a usar os acoplamentos sequenciais, parcial iterativo e iterativo
(CHIN et al., 2002).

No entanto, para alguns casos de problemas em meios porosos, como por exemplo o
problema de propagacgao de fraturas em meios porosos, o método amplamente utilizado
na literatura é o totalmente acoplado (BORST, 2017), pois trata-se de um problema al-
tamente acoplado em que os métodos sequenciais nao apresentam bons resultados. Ainda
assim vale comentar que, de acordo com Borst (2017), recentemente, algumas aborda-
gens dos métodos sequenciais estao sendo investigadas para desenvolver uma alternativa
possivel, estavel e economica na solugao de problemas onde ha propagacao de fratura em
meios porosos.

Embora nesse trabalho seja considerado um fluxo monofasico e um material elastico,
a realidade é bem mais complexa: fluxo multifasico percolando em um material poroso
com comportamento nao linear, o que gera acoplamentos fortes entre ambos os sistemas,
resultando em uma convergéncia nao linear lenta para casos onde a quantidade de graus
de liberdade é muito grande. De acordo com Dean et al. (2006), a convergéncia do aco-
plamento sequencial iterativo é de primeira ordem. Ja, a solucao de equacgoes nao lineares
resolvidas pelo Método de Newton-Raphson, apresentam convergéncia de segunda-ordem.

Além disso, dado que o presente trabalho visa desenvolver uma ferramenta compu-
tacional em MatLab bésica para futuras encorporacoes, escolhe-se o método totalmente

acoplado como estratégia de acoplamento.
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Capitulo 5

RESULTADOS E DISCUSSOES

O objetivo desse capitulo é verificar se o acoplamento foi bem implementado no Ma-
tLab através de problemas que possuem resposta analitica. Foram analisados dois pro-
blemas de adensamento que sao problemas classicos da Mecanica dos Solos. O primeiro
exemplo consiste em um problema de adensamento unidirecional, conhecido como pro-
blema de Terzaghi. O segundo exemplo trata-se do problema de Mandel, um problema
de adensamento bidimensional, onde o efeito de Mandel-Cryer é possivel ser observado e
é explicado mais adiante.

Conforme ja foi comentado, o Método dos Elementos Finitos utilizando Galerkin
continuo apresenta certa oscilagao indesejada em problemas onde ha fluxo de fluidos.
Esses exemplos também servirao para mostrar essas oscilagoes.

Vale observar que esses exemplos foram feitos meramente para comparacao da resposta
numérica e analitica, sendo assim, os parametros da rocha ou do solo nao foram baseados
em nenhum caso real. Além disso, por mais que os problemas de Terzaghi e Mandel nao
necessitem uma analise tridimensional, o caso 3D foi também simulado mas apenas para

efeito de comparagao de respostas e de validagao do cédigo implementado.

5.1 Problema de Terzaghi bidimensional

Quando uma camada de solo é exposta a um carregamento extra, parte dele é sus-
tentada pelo esqueleto solido da matriz e parte é sustentado pelo fluido nos poros. A
sustentacao da parte sélida induz um aumento das tensoes, por outro lado a sustentacao
do fluido induz um aumento das pressoes. Essa pressurizacao do fluido tende a desapa-
recer com o tempo, a medida que o fluido escoa em direcao a borda drenada. Quanto
menos permeavel é o meio, maior o tempo para a dissipacao dessa pressao extra devido
ao carregamento. Esse processo é o fenomeno do adensamento, mas muito relacionado ao
nome de Terzaghi (BEAR; BACHMAT, 2012).

Nesse caso classico de adensamento, um meio poroso saturado de altura h e de espes-

sura infinita (a largura nao influencia no problema) é sujeito a um carregamento vertical
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em sua face superior, que também é drenada e mantida a pressao zero. As bordas laterais
nao podem se deslocar horizontalmente, ja a borda inferior nao pode se deslocar verti-
calmente. A geometria do problema é ilustrada pela figura 5.1 (a), enquanto que suas
condigoes de contorno pela figura 5.1 (b).

A aplicacao das condicoes de contorno é feita por etapas. Num primeiro momento,
sao inseridas as condigoes de contorno essencial, ou seja, restricao dos deslocamentos e
imposicao da pressao até que o equilibrio seja atingido, isto é, que todo o material esteja
sujeito a pressao nula. Apds atingido o equilibrio, o carregamento vertical é imposto
na face superior. Essas condigoes de contorno em I'y, I's, I's, 'y e  sao explicitadas

posteriormente com mais detalhes.

F r
e 4
h M Q I3
yI—b
I-2

(a) (b)

Figura 5.1: (a) Geometria do problema de Terzaghi e (b) Nomeagao do contorno e do dominio
do problema de Terzaghi em 2D

O problema de Terzaghi é muito utilizado para a verificagao do programa ou do método
numérico implementado, como por exemplo Kim et al. (2009), Pizzol e Maliska (2012),
Ribeiro (2016), pois é um caso onde hd uma resposta analitica. A resposta analitica do
problema de Terzaghi ja tinha sido deduzida por ele proprio, mas em um caso onde as
particulas sélidas e o fluido sdo incompressiveis (VERRULJT, 2013). A solucao foi entao
generalizada para o caso onde o fluido e os graos sélidos sao compressiveis e pode ser
encontrada em Coussy (2004). Antes de mostrar as solugoes analiticas, é mostrada a
forma de algumas variaveis normalizadas, como tempo, pressao e posi¢ao vertical. Essas
variaveis podem ser escritas da seguinte forma, respectivamente:

_ _ p _ zZ
t=r1t ; p_p_o L E=g (5.1)
sendo que 7 é o fator de normalizagao do tempo, py é a pressao inicial e h é a altura da

amostra. As expressoes analiticas para T e pg sao:
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sendo ¢ o carregamento inicial, m, e ¢, o médulo de compressibilidade confinada e o

coeficiente de compactagao, respectivamente, que sao dados pelas expressoes a seguir:

1 K
N ’ C’U:—
K+§G w(S + b>my,)

m, =

(5.3)

sendo K e G os médulos volumétrico eldstico (bulk modulus) e de elasticidade transversal
do material poroso, k e p sao a permeabilidade intrinseca e a viscosidade do meio. Os
modulos K e G podem ser escritos em funcao do moédulo de Young e do coeficiente de
Poisson da seguinte forma:
E E
K = 30-9) e G= 50—7) (5.4)
O modulo volumétrico elastico é também o inverso da compressibilidade da matriz
solida.
Portanto, a expressao analitica da pressao em qualquer ponto da amostra em funcao
do tempo a partir das variaveis normalizadas, definidas na equacao 5.1, pode ser escrita

CO1mo:

5(z,1) = im sin ((% n 1)%5) exp <—(2k + 1)2%215) (5.5)

Conforme ja discutido anteriormente, em 1.3.3, ja é sabido que em casos de adensa-
mento com um fluido incompressivel e o nao cumprimento da condi¢ao LBB, logo no inicio
da andlise, podem gerar oscilagoes puramente numéricas na pressao. Porém, também foi
mostrado por Kim (2010) que mesmo um fluido compressivel poderia gerar esses erros

numéricos na resposta.

5.1.1 Modelo numérico do problema de Terzaghi com fluido

compressivel

Foi utilizado um fluido compressivel, de caracteristicas compativeis as da agua, para
a obtencao das respostas numéricas e analiticas. O valor dos parametros, tanto do fluido
quanto do solo, para o problema hidromecanico sao mostrados na tabela 5.1.

Para a criagao da malha, foram escolhidos elementos triangulares lineares tanto para
os deslocamentos quanto para as pressoes. Embora o problema seja unidimensional e a
malha de elementos finitos nao precise ser bem discretizada na horizontal, ainda assim

optou-se por discretizar razoavelmente bem essa direcao. Ja, na vertical é desejado um
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Tabela 5.1: Parametros do problema de Terzaghi

Parametro Unidade Valor
Moédulo de Young MPa 1x 103
Coeficiente de Poisson — 0,3
Porosidade — 0,3

Coeficiente de Biot — 0,75
Compressibilidade do fluido MPa™' 1 x107*
Massa especifica do fluido  Kg/m?® 1002,6

Carregamento M Pa 1
Permeabilidade m? 1x 10710
Viscosidade m?/s 1x107°
Altura h m 1

nimero razoavel de elementos para que se possa ver o efeito da dissipacao da pressao ao
longo do tempo, por isso a malha possui mais elementos nessa direcao. A malha gerada

pode ser observada na figura 5.2.

Figura 5.2: Malha em elementos finitos do problema de Terzaghi

As condigoes de contorno do problema de Terzaghi sao aplicadas em 3 diferentes
intervalos de carregamento. Levando em consideracao a nomeagcao dos contornos da figura

5.1 (b), as condigdes de contorno de cada um desses intervalos de carregamento sao:

e Intervalo de carregamento 1:
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— Pressao igual a zero é aplicada na face superior I'y;
— Restricao ao deslocamento horizontal é aplicado nas faces laterais I'; e I's;

— Restricao ao deslocamento vertical é aplicado na face inferior I's.

[, I3 = {u,=0m
Iy — {u, =0m

Esse intervalo de carregamento é mantido até que todo o material esteja com pressao

igual a zero.
e Intervalo de carregamento 2:

— Carregamento vertical de 1 M N/m é aplicado na face superior I'y;
— Restricao ao deslocamento horizontal é mantido nas faces laterais I'; e I's;

— Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I's.

I'y—={q=—-1MN/m
Fl,rg — {Uw =0m
Iy = {u, =0m

E importante observar que, nesse intervalo de carregamento, a imposicao da pressao
na face superior é retirada, de forma a fazer com que as pressoes e as tensoes
se equilibrem no interior da amostra enquanto todo o seu contorno encontra-se

impermeavel.

e Intervalo de carregamento 3:

Carregamento vertical de 1 M N/m é mantido na face superior T'y;
— Pressao igual a zero é reaplicada na face superior I'y;
— Restricao ao deslocamento horizontal é mantido nas faces laterais I'; e I's;

— Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I's.
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¢ =—1MN/m
I'y—

p = O0OMN/m
Fl,F3—>{ux:Om
Ly — {u, =0m

Nesse intervalo de carregamento, uma pressao nula volta a ser aplicada na face
superior, de forma a deixa-la permeavel novamente e deixar o fluido sair, aliviando

a pressao e aumentando as tensoes efetivas com o avanco do tempo.

A figura 5.3 ilustra as condigoes de contorno dos trés intervalos de carregamento des-

critos acima do problema de Terzaghi.

\VAVAVAVAV/
AYAYAYAYAN
LALLLLL

AVAVAYAYAY AVAVAYAYAY AVAVAYAYAY
(a) (b) (c)

Figura 5.3: Condigoes de contorno dos intervalos de carregamento (a) 1, (b) 2 e (c) 3
A figura 5.4 mostra as curvas obtidas pela férmula analitica (equagao 5.5) e pela
simulagao numérica da pressao em funcao do tempo. Nessa figura, a pressao é medida

em trés diferentes pontos ao longo da posigao vertical da amostra em relacao a sua parte
inferior, 0,075m, 0,525 m e 0,875 m.
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Figura 5.4: Curvas de pressao em funcao do tempo em diferentes posigoes verticais da
amostra com fluido compressivel

Pode-se observar que as curvas analiticas e numéricas estao em acordo para as trés
diferentes posicoes onde a pressao foi medida na amostra. O valor inicial analitico da
pressao, de acordo com a equagao 5.2, é de 0.80996885 M Pa, enquanto que o valor inicial
numeérico é de 0.80996883 M Pa, o que significa uma boa predi¢ao do valor da pressao.
Além disso, também é possivel analisar, a partir da figura 5.5, que a tensao total, em
qualquer que seja a posicao vertical relativa da amostra, é constante durante toda a analise
com um valor de 1 M Pa, o que era de se esperar, ja que o problema ¢ unidimensional e
essa tensao total equilibra o carregamento de 1 M Pa imposto na face superior da amostra.
Porém também é possivel observar que ha uma pequena oscilagao da tensao total préximo
a borda drenada, ou seja, com posigao vertical proxima a 1m. Esse efeito é devido a

oscilagao da pressao em pontos préoximos a borda drenada, conforme ja explicados.
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Figura 5.5: Curvas numéricas de pressao, tensao efetiva e tensao total em funcao do tempo
em diferentes posigoes verticais da amostra com fluido compressivel

Por fim, a figura 5.6 mostra o valor da pressao normalizada ao longo de todo o com-

primento da amostra, para diferentes tempos.

o8 £ =0,0001
£=0,001
0.6 t=0,01
IN t_: 0,1
’ % 2 | xt=0,25
0.4 % 8|+ 1=05
\“‘\‘ g8 |« t=1
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' ' % 2
% @
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0 8 + ®
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p

Figura 5.6: Curvas numéricas (em azul) e analiticas (em vermelho) da posi¢ao vertical
normalizada em relagao a pressao normalizada para diferentes tempos normalizados com
fluido compressivel
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Nessa figura, pode-se observar que as curvas de pressao analitica e numérica, para
diferentes tempos, ao longo de todo o comprimento da amostra sao préximas, o que
mostra um resultado satisfatério da simulacao.

No entanto, assim como na figura 5.5, onde ha uma pequena oscilagao proximo a
borda drenada, na figura 5.6 o motivo dessa oscilagao fica claro. A pressao, para tempos
pequenos e em pontos préximos a borda drenada oscila consideravelmente.

Outra analise interessante de se fazer, ainda considerando um fluido compressivel, é
com relagao ao tratamento da matriz S, matriz que multiplica a derivada temporal da
pressao nas equagoes algébricas do problema hidromecanico (equagao 3.44). Os resultados
obtidos até agora foram simulados considerando a matriz S concentrada, ou seja, o valor
da somatéria das componentes em toda ao longo linha é concentrada na diagonal e fora
da diagonal o valor é nulo, conforme a equagao 3.43.

A figura 5.7 mostra o resultado da pressao normalizada ao longo de todo o comprimento
da amostra para diferentes tempos, com a matriz S sendo calculada da maneira nao

concentrada, ou seja, uma matriz cheia como na equacgao 3.42.

1% 550
0.8 o £ =0,0001
ot =0,001
0.6 a-t=0,01
< 2 | 0 I=0,1
» % 8 | . 1=0,25
0.4 | % 8 |+ t=0,5
\‘\‘“ 8 |x-f=1
% 8 |—— Analiticas
0.2 % B
% 3
. | § 8 |
0 0.5 1 1.5
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Figura 5.7: Curvas numéricas (em azul) e analiticas (em vermelho) da posi¢ao vertical
normalizada em relagao a pressao normalizada para diferentes tempos normalizados com
fluido compressivel e nao utilizando a matriz S diaginalizada

E possivel observar que ao considerar a matriz S em sua forma nao concentrada, a os-
cilagao para tempo pequenos € intensificada. Considerando a S em sua forma concentrada,
no tempo normalizado ¢ = 0,0001 h& uma oscilacao visivel, porém no tempo ¢t = 0,001
essa oscilacao praticamente desaparece. J4, ao considerar a matriz S em sua forma nao

concentrada, no tempo normalizado ¢ = 0,0001, a oscilacao fica ainda maior e é possivel
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ver que até no tempo t = 0,001 ocorre uma oscilacao. Isso sugere que o tratamento da

matriz S, tornando-a diagonal, estabiliza a pressao para tempos pequenos.

5.1.2 Modelo numérico do problema de Terzaghi com fluido in-

compressivel

A incompressibilidade do fluido, além de gerar oscilagoes na pressao, pode causar
alguns problemas numéricos em partes nao drenadas da amostra, por exemplo nas partes
inferiores em tempos iniciais, quando o fluido ainda nao teve tempo de fluir. Nesses locais,
o fluido, incompressivel, esta confinado e nao deixa a amostra se deformar no local, o que
acarreta em resultados incorretos. Os mesmos parametros da tabela 5.1 foram usados,
com excecao da compressibilidade do fluido, que nesse caso é nula.

A figura 5.4 mostra as curvas obtidas pela férmula analitica (equacao 5.5) e pela
simulagao numérica da pressao em funcao do tempo. Nessa figura, a pressao é medida
em treés diferentes pontos ao longo da posigao vertical da amostra em relacao a sua parte
inferior, 0,075m, 0,525 m e 0,875 m.

1.2

— Analitico em z=0,875
© Numérico em z=0,875
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Figura 5.8: Curvas de pressao em fungao do tempo em diferentes posigoes verticais da
amostra com fluido incompressivel

As pressoes numéricas nesses trés pontos sao proximas as pressoes analiticas. A pressao

inicial analitica é de 1.0077519 M Pa e a numérica é de 1.0077519 M Pa, o que mostra

grande compatibilidade das repostas.
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Porém, vendo o grafico da figura 5.9, pode-se observar que a tensao total em um ponto
da parte inferior da amostra ultrapassa ligeiramente o valor de 1 M Pa. Essa inconsisténcia

é devido ao problema da incompressibilidade do fluido citada anteriormente.
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Figura 5.9: Curvas numéricas de pressao, tensao efetiva e tensao total em funcao do tempo
em diferentes posigoes verticais da amostra com fluido incompressivel

A figura 5.10 mostra o valor da pressao normalizada ao longo de todo o comprimento
da amostra, para diferentes tempos, e nela pode ser observada novamente a oscilacao para

tempos pequenos, mas dessa vez ainda maior.
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Figura 5.10: Curvas numéricas (em azul) e analiticas (em vermelho) da posigao vertical

normalizada em relagao a pressao normalizada para diferentes tempos normalizados com
fluido incompressivel
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5.2 Problema de Terzaghi tridimensional

O problema de Terzaghi tridimensional pode ser facilmente estendido do bidimensio-
nal. As tnicas alteracoes a serem feitas é em relacao as condig¢oes de contorno e a malha
do problema. Em relacao as propriedades do material, foram usadas aquelas da tabela
5.1, ou seja, parametros iguais aos do caso bidimensional e com fluido compressivel. Vale
aqui deixar claro que a matriz S utilizada para a simulacao foi a forma diagonalizada
como da equacgao 3.43.

No que diz respeito as condi¢oes de contorno, referente a figura 5.1(b), 'y, I'y, I's e
I'4, no caso 3D, sao agora superficies e {2 é agora um volume. Além desses contornos,
aparecem também I's e ['g que sao as faces fontal e traseira, cujas normais sao o eixo z

(eixo de profundidade). Esses contornos sao mostrados na figura 5.11.

—

I-2
Figura 5.11: Nomeacao do contorno e do dominio do problema de Terzaghi em 3D

As condigoes de contorno do problema de Terzaghi tridimensional possuem a mesma
dinamica do caso 2D, a tnica diferenca é que no caso 3D deve-se impedir o deslocamento
no eixo z das faces frontal e traseira. Levando em consideragao a nomeacgao dos contornos
da figura 5.11, as condigoes de contorno de cada um desses intervalos de carregamento

sao especificadas abaixo.

e Intervalo de carregamento 1:

— Pressao igual a zero é aplicada na face superior I'y;
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— Restricao ao deslocamento horizontal é aplicado nas faces laterais I'y e I's;

— Restrigao ao deslocamento vertical é aplicado na face inferior I's.

— Restricao ao deslocamento no eixo z é aplicado nas faces fronteira I'5 e traseira

I's;

I'y—{p=0MPa
Fl,F3—>{UI =0m
'y = {u, =0m

F5,F6 — {UZ =0m

Esse intervalo de carregamento é mantido até que todo o material esteja com pressao

igual a zero.

e Intervalo de carregamento 2:

Carregamento vertical de 1 M Pa é aplicado na face superior I'y;
Restricao ao deslocamento horizontal é mantido nas faces laterais I'y e I's;
Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I's.

Restri¢ao ao deslocamento no eixo z é aplicado nas faces fronteira I'5 e traseira
Ls;
I'y—{¢,=—-1MPa
Fl,rg — {U:v =0m
Iy = {u, =0m

P5,F6—>{Uz =0m

E importante observar que, nesse intervalo de carregamento, a imposicao da pressao

na face superior é retirada, de forma a fazer com que as pressoes e as tensoes

se equilibrem no interior da amostra enquanto todo o seu contorno encontra-se

impermedvel.

e Intervalo de carregamento 3:

— Carregamento vertical de 1 M Pa é mantido na face superior I'y;

— Pressao igual a zero é reaplicada na face superior I'y;
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— Restricao ao deslocamento horizontal é mantido nas faces laterais I'; e I's;
— Restrigao ao deslocamento vertical ¢ mantido na face inferior I'y.

— Restricao ao deslocamento no eixo z é aplicado nas faces fronteira I'5 e traseira
Lg;

gy =—1MPa
r,—

p = 0MPa
', T3—{u,=0m
Iy = {u, =0m
5, T — {u, =0m

Nesse intervalo de carregamento, uma pressao nula volta a ser aplicada na face
superior, de forma a deixa-la permeavel novamente e deixar o fluido sair, aliviando

a pressao e aumentando as tensoes efetivas com o avanco do tempo.

Essas condicoes de contorno sao aplicadas na malha de elementos finitos da figura
5.12. A malha é composta por elementos tetraédricos de quatro nés, ou seja, com fungoes
interpoladoras lineares. Assim como comentado no caso bidimensional, esse problema
possui efeito unidirecional, logo a tnica direcao que deveria ser bem discretizada é a
vertical, diregao na qual o gradiente de pressao é formado conforme o fluido escoa pela face

superior. No entanto, as duas outras direcoes também foram discretizadas razoavelmente.
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Figura 5.12: Malha em elementos finitos do problema de Terzaghi

A figura 5.13 mostra as curvas analiticas e numéricas da pressao em fun¢ao do tempo.
A pressao é medida em trés diferentes pontos ao longo da posicao vertical da amostra em
relacao a sua parte inferior, 0,075m, 0,525 m, 0,875 m. Esses pontos foram tomados na

linha central da amostra.
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— Analitico em z=0,875
© Numérico em z=0,875

1t —Analitico em z=0,525
© Numérico em z=0,525

— Analitico em z=0,075
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Figura 5.13: Curvas de pressao em funcao do tempo em diferentes posicoes verticais da
amostra

Na analise do problema de Terzaghi tridimensional, a pressao inicial obtida através
da simulacao numérica foi de 0.80996885 M Pa, enquanto que a pressao inicial analitica
é de 0.80996885 M Pa, o que se resume em um resultado obtido bem coerente. Além da
pressao em funcao do tempo, também pode ser analisada a curva numérica da tensao
total em cada um dos pontos. Na figura 5.14, foram tracadas as curvas de pressao, da
tensao efetiva e da tensao total em funcao do tempo. Nela é possivel observar que a
tensao total se mantém em 1 M Pa, o que era esperado como ja mostrado anteriormente.
A oscilagao da pressao também é observada na curva da tensao total do ponto préximo a

borda drenada, visto que a tensao total excede um pouco do valor de 1 M Pa.
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Figura 5.14: Curvas numéricas de pressao, tensao efetiva e tensao total em funcgao do
tempo em diferentes posicoes verticais da amostra

5.3 Problema de Mandel

O problema de Mandel é outro caso tipico onde o acoplamento entre o fluido e o
solido fica claro. Esse problema, feito por Mandel e Cryer, foi o primeiro a mostrar um
comportamento nao intuitivo do solo quando sujeito a um adensamento tridimensional
(embora possa ser analisado em duas dimensoes). Esse comportamento, conhecido como
efeito de Mandel-Cryer, ¢é visto em alguns casos onde, em tempos curtos, a pressao supera
a pressao inicial na amostra sem que haja aumento no carregamento, e apés isso a pressao
comeca a se dissipar.

O problema de Mandel também ¢é muito interessante pois trata-se de um problema
bidimensional que possui solucao analitica, portanto é também utilizado para a verificagao
de cédigos implementados, como por exemplo em Kim et al. (2009), Pizzol e Maliska
(2012), Ribeiro (2016). Nesse caso classico de adensamento, uma amostra saturada de
largura 2a e espessura infinita (a altura nao influencia no problema), é colocada entre duas
placas rigidas e impermedveis e com atrito nulo entre as placas e a amostra, conforme

mostra a figura 5.15.
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Figura 5.15: Geometria do problema de Mandel

As condigoes de contorno também sao impostas por etapas. Num primeiro momento,
aplicam-se as condigoes de contorno essenciais, ou seja, restricao ao deslocamento e pressao
imposta (de 0 M Pa). Feito isso, espera-se até que a amostra atinja o estado estaciondrio,
que nesse caso € todo o dominio com pressao nula. Em seguida, aplica-se um carregamento
na placa rigida superior e, por fim, observa-se a dissipacao da pressao ao longo do tempo.

E importante observar que o carregamento deve ser aplicado sobre a placa rigida e
nao sobre a parte superior da amostra, ja que toda a parte superior deve se deslocar de
forma uniforme para que o efeito desejado seja observado.

O efeito de Mandel-Cryer, pode ser explicado da seguinte maneira: Uma amostra, em
condicoes nao drenadas, € inicialmente sujeita a um carregamento vertical na placa rigida
superior. Apés atingido o equilibrio, a amostra possui uma pressao e uma tensao efetiva
uniforme. Uma vez o equilibrio tendo sido alcancado, as laterais da amostra passam a ser
permedaveis, fazendo com que a pressao relativa nas extremidades sejam menores que a
interior, acarretando em um fluxo de fluido. Durante todo esse processo, o equilibrio das
forcas internas com as forgas externas na amostra deve ser respeitado e, com a saida do
fluido pelas laterais, ha uma queda da pressao, o que causa uma perda de sustentagao por
parte das extremidades. Para compensar essa diminuicao da sustentacao do carregamento
externo, o centro da amostra é mais solicitado, gerando entao um aumento inesperado na
pressao.

A resposta analitica desse problema pode ser encontrada em Coussy (2004) e a pressao

também é expressa em funcao de variaveis normalizadas. O tempo, a pressao e a posi¢ao
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horizontal normalizadas sao expressas da seguinte maneira:

t=1t p:£ : g="2 (5.6)

Po a
sendo que 7 ¢é o fator de normalizacao do tempo, py é a pressao inicial e a é a metade
do comprimento da amostra (a varia¢do da posi¢ao horizontal na amostra varia entre —a
e a, por isso a utilizacdo de a e ndo 2a na normalizacao das varidveis). As expressoes

analiticas para 7 e pg sao:

1
T:C_ ) pO(th:0+):§B(1+Vu)q (57)

sendo ¢ o carregamento inicial, B o coeficiente de Skempton e v, o coeficiente de Poisson

em condicoes nao drenadas, que podem ser definidos pelas seguintes expressoes:

bB(1 —2
u_i_y

b 3
b= b e | _bBL-2) (58)

3

sendo S é o mesmo coeficiente da equacao 2.36 e K, o médulo volumétrico elastico em

condicoes nao drenadas, que sao definidos por:

2

S=nCs+(b—n)Cs ; K“:K+§ (5.9)
com K tendo sido definido na equacao 5.4, n a porosidade Cy a compressibilidade do
fluido e C a dos graos solidos.

Logo, a expressao analitica do problema de Mandel pode ser escrita como:

5(5.7) = 22 cos(a,x) — cos(ay,) exp(—al D) (5.10)

ap, — sin(ay) cos(ay,)

5.3.1 Modelo numérico do problema de Mandel

Diferentemente do problema de Terzaghi, o problema de Mandel é analisado apenas
com fluido compressivel, com caracteristicas iguais as da dgua. A tabela 5.2 mostra os
valores dos parametros utilizados para a analise do problema de Mandel.

E possivel observar algumas simetrias nesse problema. A primeira simetria é em
relacao ao plano vertical que passa no centro da amostra e a segunda é em relagao ao
plano horizontal que também passa pelo centro da amostra. Logo, uma porc¢ao reduzida
do problema (um quarto da amostra, como mostrado na figura 5.16) pode ser simulada
de forma a economizar tempo.

No entanto, embora o problema seja bidimensional, o fluxo de fluido que caminha do

centro para as extremidades nao depende da posicao vertical. Logo, nao ha necessidade
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Tabela 5.2: Parametros do problema de Mandel

Parametro Unidade Valor
Médulo de Young M Pa 1 x 10°
Coeficiente de Poisson — 0,3
Porosidade — 0,3

Coeficiente de Biot — 0,75
Compressibilidade do fluido MPa™' 1 x107*
Massa especifica do fluido ~ Kg/m?  1002,6

Carregamento M Pa 1
Permeabilidade m? 1x 10710
Viscosidade m?/s 1x107°
Comprimento a m 1

de uma grande discretizacao da malha no sentido vertical. No entanto, ainda assim a
malha é bem discretizada na direcao vertical. A figura 5.17 mostra a malha criada da

porcao analisada.

Figura 5.16: Por¢ao da amostra do problema de Mandel a ser analisada (parte mais
escura)
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Figura 5.17: Malha em elementos finitos da amostra do problema de Mandel

Porém, conforme mostrado anteriormente, nao convém aplicar o carregamento na parte
superior da amostra, pois seus nos superiores nao se deslocariam uniformemente para
baixo, condi¢ao essencial para que o efeito de Mandel-Cryer seja observado. Portanto,
é importante que seja igualmente modelizada a placa rigida e que o carregamento seja
imposto sobre ela.

No entanto, como a placa é extremamente rigida, ela se deformard muito pouco verti-
calmente e ainda menos horizontalmente. O problema relacionado a isso vem da condigao
de livre deslocamento horizontal que os nds superiores da amostra precisam ter. Sendo
os nos da parte inferior ao da placa os mesmos da parte superior da amostra, esses nos
da amostra nao teriam deslocamento horizontal, o que alteraria o resultado.

A ideia para contornar tal problema, seria permitir o deslocamento relativo entre esses
nos (os inferiores da placa e os superiores da amostra). A soluc¢do encontrada esté rela-
cionada & ideia dos elementos finitos de elevada razao de aspecto (elementos de nterface)
no artigo de Manzoli et al. (2012). Nesse artigo, esses elementos possuem um modelo de
dano que degrada as constantes elasticas conforme a tensao ultrapassa a admissivel.

Vale notar que o modelo constitutivo de dano, apresentado por Manzoli et al. (2012)
nao precisou ser implementado, pois nesse trabalho o elemento de interface ja esta com
sua rigidez ao cisalhamento completamente degradada, ou seja, apenas a ideia de Manzoli
et al. (2012) foi utilizada. Entao basta programar a matriz constitutiva desses elementos

de interface da seguinte forma:
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E

D=mroazay| v 1-v O (5.11)

0 0 Ginter face

onde Ginter face ¢ @ componente da matriz constitutiva do elemento de interface referente
ao cisalhamento. O valor de Giyserface Nesse elemento é bem pequeno, correspondendo a
uma degradacao total do elemento ao cisalhamento. Em relacao ao coeficiente de Poisson
v e porosidade n, tanto do elemento de interface quanto da placa rigida, nao ha muitas
restrigoes a eles, logo foi escolhido um valor nulo para ambos.

Para manter a simetria vertical do problema, como mostrado anteriormente, a face
superior da amostra deve ser impermeével assim como a face inferior, ou seja, deve haver
um fluxo nulo nessas faces e, para tal, a permeabilidade tanto da placa rigida quanto do
elemento de interface sao extremamente baixas. Como a permeabilidade da amostra é de
1 x 10715, a de ambos os outros ¢ de 1 x 1073,

A figura 5.18 mostra a malha final do problema de Mandel, com a placa rigida e o
elemento interface entre a placa e a amostra, de forma a respeitar as condigoes de contorno

do problema.

Figura 5.18: Ilustracao da malha em elementos finitos completa do problema de Mandel
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Tabela 5.3: Alguns parametros da placa rigida e do elemento de elevada razao de aspecto

Parametro Unidade Placa rigida (cinza) Elemento de interface (rosa)
Médulo de Young M Pa 1 x 1010 1 x 1010

Coeficiente de Poisson — — 0 0

Ginter face MPa  (1—20)/2 1% 10715

Porosidade — 0 0

Permeabilidade m? 1 x 10730 1 x 10730

Dimensao vertical m 0,0999 0,0001

E importante observar que a regiao rosa, referente a interface, na figura 5.18, esta com
sua dimensao vertical aumentada para uma melhor ilustracao do material, sua espessura
real é de 0,0001m.

De modo com que nao haja duvidas em relagao as propriedades dessas outras regioes
e para resumir as informacoes anteriores, a tabela 5.3 mostra os valores de rigidez bem
como o de outros parametros e dimensoes necessarias para a caracterizacao dessas regioes.
Nela, ¢ importante observar que o valor de Gipterface Para a placa rigida é o valor comum
da matriz de rigidez bidimensional em EPD (Estado Plano de Deformagao), conforme a
equacao 2.11.

A figura 5.19 nomeia cada um dos contornos e o dominio do problema. €2 é o dominio
total do problema, amostra, placa rigida e material extra. I'y, I'y e I's sao os contornos
lateral esquerdo, inferior e lateral direito, respectivamente, da amostra. I'y é o contorno
superior da placa rigida. Finalmente, I'5 e ['g sao os contornos laterais esquerdo e direito,
respectivamente, tanto da placa rigida quanto da interface. E importante observar, para
a boa aplicacao das condicoes de contorno, que o né superior direito da amostra, que é

também o no inferior da interface, pertence a I's.
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Figura 5.19: Nomeacao do contorno e do dominio do problema de Mandel em 2D

Analogamente ao problema de Terzaghi, as condigoes de contorno do problema de
Mandel sao aplicadas em 3 diferentes intervalos de carregamento. Levando em consi-
deracao a nomeacao dos contornos da figura 5.19, as condigoes de contorno de cada um

desses intervalos de carregamento sao:

e Intervalo de carregamento 1:

— Pressao igual a zero é aplicada na face lateral direita da amostra I's;
— Restricao ao deslocamento vertical é aplicado na face inferior I'y;

— Restricao ao deslocamento horizontal é aplicado em toda a face lateral esquerda
do problema I'; e I's.
Iy = {u, =0m
Fl,F5 — {U,x =0m

Esse intervalo de carregamento ¢ mantido até que todo o material esteja com pressao

nula.

e Intervalo de carregamento 2:
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— Carregamento vertical de 1 M N/m é aplicado na face superior da placa rigida
['y;

— Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I'y;

— Restricao ao deslocamento horizontal é mantido em toda a face lateral esquerda

do problema I'y e I's.

I'y—{¢g=—1MN/m
'y = {u, =0m
Fl,F5 — {Um =0m

E importante observar que, nesse intervalo de carregamento, a imposicao da pressao
na face lateral direita da amostra é retirada, de forma a fazer com que as pressoes
e as tensoes se equilibrem no interior da amostra enquanto todo o seu contorno

encontra-se impermeavel.
e Intervalo de carregamento 3:

— Carregamento vertical de 1 M N/m é mantido na face superior I'y;
— Pressao igual a zero é aplicada na face lateral direita da amostra I's;

— Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I'y;

Restricao ao deslocamento horizontal é mantido em toda a face lateral esquerda
do problema I'y e I's.
I'y—={¢=—1MN/m
I's > {p=0MN/m
'y = {u, =0m
[',T5s = {u,=0m

Nesse intervalo de carregamento, uma pressao nula volta a ser aplicada na face
lateral direita da amostra, de forma a deixa-la permeavel novamente e deixar o
fluido sair para, apds ocorrer o efeito Mandel-Cryer, a pressao se aliviar no interior

da amostra.

A figura 5.20 procura ilustrar as condigoes de contorno dos trés intervalos de carrega-

mento descritos acima do problema de Mandel.
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Figura 5.20: Condigbes de contorno dos intervalos de carregamento (a) 1, (b) 2 e (c) 3

A figura 5.21 mostra as curvas obtidas pela féormula analitica (equacao 5.10) e pela
simulacao numérica da pressao em fungao do tempo. Nessa figura, a pressao é medida em
trés diferentes pontos ao longo da posicao horizontal da amostra em relacao a sua face
lateral esquerda, 0,075m, 0,525m e 0,875 m.
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Figura 5.21: Curvas de pressao em funcao do tempo em diferentes posicoes horizontais
da amostra

Pode-se observar que as curvas numéricas estao de acordo com as analiticas para suas
respectivas posigoes. O valor analitico da pressao inicial é de 0.456140 M Pa enquanto que
o valor da pressao inicial obtido pelo modelo numérico em elementos finitos é de 0.456126,

o que é um resultado satisfatério. E também possivel observar que, quanto mais préoximo
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o ponto a face esquerda (o que no problema original significa ser mais préximo ao centro),
maior é o pico de pressao devido ao efeito de Mandel-Cryer. Enquanto isso, quanto
mais afastado da face esquerda (mais préximo a extremidade), mais intensa é a queda da
pressao.

Anteriormente foi dada, pelo préprio autor, uma interpretacao do efeito de Mandel-
Cryer, portanto € interessante mostrar essa explicagao em forma de graficos para o melhor
entendimento do fenomeno. Foi com base nesse propdsito que foram tracadas curvas de
pressao, tensao efetiva e tensao total para duas diferentes posicoes horizontais na amostra,
uma préxima a face esquerda (ponto préximo ao centro no problema original) e outra

proxima a face direita. Essas curvas estao ilustradas na figura 5.22.
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Figura 5.22: Curvas numéricas de pressao, tensao efetiva e tensao total em fungao do
tempo em duas diferentes posigoes verticais da amostra

Na figura 5.22, enquanto que ha um aumento das tensoes totais em um ponto proximo a
face esquerda (curva vermelha), em um ponto préximo a face direita (curva preta) hd uma
queda. Isso significa que os pontos préximos a face esquerda estao sendo sobrecarregados
para compensar a perda da sustentacao na extremidade direita (devido a saida do fluido).

Enfim, a figura 5.23 exibe o comportamento da pressao ao longo de todo o comprimento
horizontal da amostra para diferentes tempos. Nessa figura, pode ser observado o aumento
da pressao, em tempos pequenos, nos pontos mais a esquerda da amostra. Além disso,
também é possivel dizer que o modelo numérico foi capaz de prever o comportamento da

amostra.
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Figura 5.23: Curvas numéricas (em azul) e analiticas (em vermelho) da posi¢ao horizontal
normalizada em relacao a pressao normalizada para diferentes tempos normalizados

5.4 Problema de Mandel tridimensional

O problema de Mandel tridimensional também pode ser facilmente estendido do bidi-
mensional. As unicas alteragoes a serem feitas é em relagdao as condigoes de contorno e
a malha do problema. Em relacao as propriedades do material, foram usadas aquelas da
tabela 5.2, ou seja, parametros iguais aos do caso bidimensional e com fluido compressivel.
Vale aqui deixar claro que a matriz S utilizada para a simulacao foi a forma diagonalizada
como da equacgao 3.43.

No que diz respeito as condigoes de contorno, referente a figura 5.19(b), I'y, 'y, ', Ty,
I's e I'g, no caso 3D, sao agora superficies e ) é agora um volume. Além desses contornos,
aparecem também I'7, I's, I'g e I'1g que sao as superficies da frente e de tras da amostra
e da placa rigida com material extra, cujas normais sao o eixo z (eixo de profundidade,

saindo do papel). Esses contornos sdo mostrados na figura 5.24.
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I-2
Figura 5.24: Nomeacao do contorno e do dominio do problema de Mandel em 3D

As condigoes de contorno do problema de Terzaghi tridimensional possuem a mesma
dinamica do caso 2D, a tinica diferenca é que no caso 3D deve-se impedir o deslocamento no
eixo z das faces frontal e traseira da amostra, da placa rigida e do material extra. Levando
em consideracao a nomeacao dos contornos da figura 5.24, as condigoes de contorno de

cada um desses intervalos de carregamento sao especificadas abaixo.

e Intervalo de carregamento 1:

— Pressao igual a zero é aplicada na face lateral direita da amostra I's;
— Restricao ao deslocamento vertical é aplicado na face inferior I'y;

— Restrigao ao deslocamento horizontal é aplicado em toda a face lateral esquerda

do problema I'; e I's.

— Restrigao ao deslocamento no eixo z é aplicado em toda a face frontal e traseira

do problema I';, I's, I'g e I'yg.
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['s = {p=0MPa
'y = {u, =0m
[',I's = {u,=0m
I'7,s,T9, 19— {u, =0m

Esse intervalo de carregamento é mantido até que todo o material esteja com pressao

nula.
e Intervalo de carregamento 2:

— Carregamento vertical de 1 M Pa ¢é aplicado na face superior da placa rigida
Ly;
— Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I'y;

— Restrigao ao deslocamento horizontal é mantido em toda a face lateral esquerda

do problema I'y e T's.

— Restrigao ao deslocamento no eixo z é aplicado em toda a face frontal e traseira

do problema I';, I's, I'g e I'yg.

I'y—{q,=—-1MPa
Ly — {u, =0m
I',I's = {u,=0m
I'7,Ts, 9, 19 = {u, =0m

E importante observar que, nesse intervalo de carregamento, a imposicao da pressao
na face lateral direita da amostra é retirada, de forma a fazer com que as pressoes
e as tensoes se equilibrem no interior da amostra enquanto todo o seu contorno

encontra-se impermeavel.
e Intervalo de carregamento 3:

— Carregamento vertical de 1 M Pa é mantido na face superior I'y;
— Pressao igual a zero é aplicada na face lateral direita da amostra I's;
— Restricao ao deslocamento vertical é mantido na face inferior I'y;

— Restricao ao deslocamento horizontal ¢ mantido em toda a face lateral esquerda

do problema I'y e I's.
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— Restricao ao deslocamento no eixo z é aplicado em toda a face frontal e traseira

do problema I'7, I'g, I'g e I'yp.

Ty — {q, = —1MPa
I's > {p=0MPa
Iy — {u, =0m
I',I's = {u,=0m
I'7,Tg,g, g = {u, =0m

Nesse intervalo de carregamento, uma pressao nula volta a ser aplicada na face
lateral direita da amostra, de forma a deixa-la permedavel novamente e deixar o
fluido sair para, apds observar o efeito Mandel-Cryer, a pressao se aliviar no interior

da amostra.

Essas condi¢oes de contorno sao aplicadas na malha de elementos finitos da figura
5.25. A malha é composta por elementos tetraédricos de quatro nds, ou seja, fungoes
interpoladoras lineares. Assim como comentado no caso bidimensional, esse problema
possui efeito unidirecional, logo a tunica diregao que deveria ser bem discretizada é a
horizontal, direcao na qual o gradiente de pressao é formado conforme o fluido escoa pela
face lateral direita (I'3). No entanto, as duas outras dire¢oes também foram discretizadas

razoavelmente bem.
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Figura 5.25: Malha em elementos finitos do problema de Mandel 3D

Novamente, os elementos de elevada razao de aspecto sao utilizados para a interface

placa-amostra, mas agora, em trés dimensoes (novamente, os elementos de interface estao

com sua dimensao vertical exagerada para melhor visualiza¢ao). Conforme explicado an-

teriormente, a matriz constitutiva desse elemento é alterada para que a componente de

cisalhamento seja extremamente pequeno, portanto, a matriz constitutiva desses elemen-

tos fica da seguinte forma:

D:

(I1+v)(1-2v)

0

0

0

0

0 Gz’nter face

0

0

0

0

0 0
0 0
0 0
0 0
1—-2
Y0
1—-2v
2

(5.12)

onde Ginterface ¢ @ componente da matriz constitutiva do elemento de interface referente

ao cisalhamento. O valor de Gipterface N€SSE elemento é bem pequeno, correspondendo a

uma degradacao total do elemento ao cisalhamento.

7



Em relagao aos outros parametros e dimensoes necessarias para a caracterizacao do
material, eles sao os mesmos do caso bidimensional, inclusive o valor do Ginter face- Esses
valores se encontram na tabela 5.3.

A figura 5.26 mostra as curvas analiticas e numéricas da pressao em funcao do tempo.
Nessa figura, a pressao é medida em trés diferentes pontos ao longo da posi¢ao hori-
zontal da amostra em relagao a sua face lateral esquerda, 0,075 m, 0,525m e 0,875 m.
E possivel observar que a coeréncia dos resultados numéricos nessa figura, dado que as
curvas numéricas estao sobre as analiticas. Além disso, a pressao inicial da expressao

analitica é de 0,045614 M Pa, enquanto que a pressao inicial encontrada numericamente
é de 0,045629 M Pa.

0.5
PR — Analitico em z=0,875
© Numérico em z=0,875
— Analitico em z=0,525
© Numérico em z=0,525
—Analitico em z=0,075
© Numérico em z=0,075

0.4} Y

o
w

Pressao (MPa)
©
N

0.1

0 200 400 600 800 1000
Tempo (s)

Figura 5.26: Curvas numéricas de pressao em fungao do tempo em duas diferentes posicoes
verticais da amostra 3D

Conforme ja explicado anteriormente, o efeito Mandel-Cryer é fruto de uma alteracao
nas tensoes totais em cada um dos pontos, visando o equilibrio global do problema. Esse
efeito é mostrado na figura 5.27 onde dois pontos foram tomados, um préximo ao centro
da amostra (que equivale a um ponto na lateral esquerda do problema simulado) e outro

préximo a borda drenada (préximo & lateral direita).
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Figura 5.27: Curvas numéricas de pressao, tensao efetiva e tensao total em funcgao do
tempo em duas diferentes posigoes verticais da amostra 3D
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Capitulo 6

CONSIDERACOES FINAIS

Nesse trabalho, foi implementado o método totalmente acoplado em um programa
de elementos finitos no MatLab. Para verificar a implementacao, foram comparados os
resultados obtidos pelo programa com resultados analiticos de alguns problemas classicos
da literatura.

A primeira conclusao que pode ser extraida das analises é a boa implementacao do
coédigo no MatLab, tanto para problemas bidimensionais quanto para problemas tridi-
mensionais. Os resultados numéricos obtidos foram préximos aos analiticos em todas as
andlises feitas e, onde nao houve comparacao com curvas analiticas, os resultados foram
bem consistentes.

A segunda conclusao que pode ser tirada é em relagao ao método dos elementos finitos.
Realmente hé uma oscilacao espiria na pressao para pontos proximos a borda drenada
e para tempos pequenos. Porém, essas oscilacoes nao comprometem os resultados para
tempos mais avancados, conforme pode ser visto. Isso mostra que o método dos ele-
mentos finitos é capaz de simular problemas hidromecanicos, mesmo usando-se a mesma
interpolacao para os campos de deslocamento e pressao.

Uma terceira conclusao pode ser tirada em relagao a matriz S, matriz que multiplica
o termo da variacao da pressao em relacao ao tempo na equagao de conservacao de massa
aproximada pelo MEF. Ao considera-la como uma matriz diagonal, é possivel observar
uma diminuicdo da oscilacao na pressao. Além disso, a forma diagonalizada é mais facil

de ser programada a também economiza tempo computacional.
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Capitulo 7

ANEXO A

Nesse anexo estao explicitadas os vetores e matrizes necessarios para a aproximacao
da forma fraca das equagoes governantes 3.5 e 3.28 assim como a forma dos vetores nas
notacoes de engenharia, que sao feitos para facilitarem a programacao. E importante
notar que essa notagao de engenharia é feita com base em pequenas deformagoes e para
materiais isotrépicos, que é o caso do presente trabalho.

Esse anexo contém as expressoes para dois tipos de elementos: triangulos lineares para

os casos em 2D e tetraédros lineares para os casos em 3D.

7.1 Problemas bidimensionais

Em casos bidimensionais, nas notacoes de engenharia, as tensoes e as deformacoes

podem ser escritas como:

o={o, oy Uﬂcy}T

(7.1)

e={e ¢ emy}T

Para essa notacgao ser possivel, o operador divergente e gradiente podem ser escritos

pela seguinte matriz:

- -
o

L=1|0 E" (7.2)
o 9
Ldy O

sendo que LT é o divergente e L é o gradiente.
Além disso, para poder escrever as tensoes totais em funcao das efetivas e da pressao,

substituindo-se a matriz identidade I, introduz-se o vetor m:
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(7.3)

=
I
O =

Por tultimo, vale explicitar a forma do operador V, utilizado na equacao 3.27:

9
ox
9
Jy |

sendo que V7 ¢ o divergente e V é o gradiente.

7.1.1 Elemento triangular linear

A figura 7.2 mostra um elemento triangular de trés nds, ou seja, com fungoes inerpo-

ladoras lineares.

3 (X3, y3)
O

(xZJ yZ)

O
1

(x1,¥1)

Figura 7.1: Representacao de um elemento triangular linear

Expressoes do sistema mecanico

Como o elemento é bidimensional e possue trés nés, os deslocamentos elementares

discretizados em elementos finitos sao escritos da seguinte forma:

de: [ulz uly U2y Ugy U3y Ugy]T (75)

82



sendo que u;; é o deslocamento nodal do né ¢ = {1, 2, 3} na diregao j = {x, y}.

Para se descobrir o deslocamento de um ponto P localizado no interior do triangulo,
utiliza-se um funcao de interpolagao linear de tal forma que o campo de deslocamentos
possa ser escrito conforme a equagao 3.6, sendo que a expressao de N¢ (z,y) é escrita da

seguinte forma:

N 0 N 0 N¢ 0

N¢(z,y) =
u(7:9) 0O N 0 N§ 0 Ng

(7.6)

com Ny, N5 e Ny expressoes que dependem das coordenadas de cada um dos noés e que
podem ser interpretadas como a area equivalente em relacao a cada sub-triangulo da
figura 7.2, conectando o ponto P aos vértices. Ou seja, a funcao de forma Ny é area do
sub-triangulo formado pelos vértices P23, a fungao de forma Ny é area do sub-triangulo
formado pelos vértices P31 e a funcao de forma N3 é area do sub-triangulo formado pelos

vértices P12, De acordo com Fish e Belytschko (2007), esses termos sao:

1
JW=:zgﬁﬁﬁ—x@§+w?—%ﬁ+ﬁ%—$9w

1
N§=2AJ@%—%@?+@?%@%+@€-%M)

1
N§=2AJ%%—%%?+@?%@%+@€—%M)

2A° = (w5ys5 — 25y5) + (w5yf — 27y5) + (Y5 — 2595)

Além do campo de deslocamentos interpolados, ha também a expressao para o campo

de deformagoes, que é dado pela equagao 3.7 com B (z,y) igual a

ONy ONS ONS
ox 0 ox 0 ox 0
dy dy dy

ONt ON ONS ON§ ONS NS
| dy Oxr Oy Oxr Oy Oz |

Como Ny, N5 e NS ja foram explicitados na equagao 7.7, pode-se reescrever 7.8 da

seguinte maneira:
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(y5s — v5) 0 (ys — %) 0 (y§ —s) 0

B (z,y) = 0 (z5—a5) 0  (z%—a5) 0  (a§—a%) (7.9)
(@5 —25) (45 —y5) (21 —a8) (Y5 — i) (5 — %) (vi —v5)
Expressoes do sistema hidraulico

Ainda com base no elemento bidimensional da figura 7.2, as pressoes elementares

discretizadas em elementos finitos sao escritos da seguinte forma:

p°=1[p1 p2 ps]” (7.10)

com pq, P2 € p3 as pressoes nodais.

Assim como para os deslocamentos, para se saber a pressao de um ponto P, utiliza-se
as mesmas expressoes da funcao de forma dos deslocamentos Ny, N5 e NS, conforme
mostrados na equacgao 7.7. No entanto, o vetor N;(x, y) da equagao 3.9 possui a seguinte

forma:

Ni(z.y) = [Nf N5 N (7.11)

Para o gradiente de pressdo, foi definida a matriz B, na equagao 3.30, que ¢ definida

da seguinte forma:

ON? ONS ONE

e or Ox Ox
B = (7.12)

ON¢ ON§ ONS
| Oy Oy Oy |

Como Ny, N§ e Ny ja foram explicitados na equacao 7.7, pode-se reescrever 7.12 da

seguinte maneira:

B (0. y) — (y5s —vs) (v5s —vy5) (Ui —y5) (7.13)

(2§ — 25) (2] —a5) (25 — 1)

7.2 Problemas tridimensionais

Em casos tridimensionais, nas notagoes de engenharia, as tensoes e as deformacoes

podem ser escritas como:
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T
o={0, 0y 0, Ouy Our Oy} (714

e={e; € € € € eyz}T

Para essa notagao ser possivel, o operador divergente e gradiente podem ser escritos

pela seguinte matriz:

1
Q
1

o 0"
0 — 0
dy
0 0 %
L=1o o ! (7.15)
%/ ox
g 4, 9
T 9
i 0z Oyl

sendo que LT é o divergente e L é o gradiente.
Além disso, para poder escrever as tensoes totais em funcao das efetivas e da pressao,

substituindo-se a matriz identidade I, introduz-se o vetor m:

(7.16)

R

Por tltimo, vale explicitar a forma do operador V, utilizado na equacao 3.27:

9
ox
v=1|9 (7.17)
dy
9
07 |

sendo que V7 ¢ o divergente e V é o gradiente.
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4

(X4, Y4, Z4)
Q)

1 3

(x1,¥1,21) (x3,¥3,23)

O
2

(xZ» Y2, ZZ)

Figura 7.2: Representacao de um elemento tetraédrico linear

7.2.1 Elemento tetraédrico linear
Expressoes do sistema mecanico

Como o elemento é bidimensional e possue trés nés, os deslocamentos elementares

discretizados em elementos finitos sao escritos da seguinte forma:

e T
d® = [ulx Uy Ulz U2x Ugy U2z U3g Uy U3z Ugy Udy u4z] (718)

sendo que u;; é o deslocamento nodal do né i = {1,2, 3,4} na direcao j = {z, vy, z}.

Para se descobrir o deslocamento de um ponto P localizado no interior do triangulo,
utiliza-se um funcao de interpolacao linear de tal forma que o campo de deslocamentos
possa ser escrito conforme a equagao 3.6, sendo que a expressao de N¢ (z,y) é escrita da

seguinte forma:

Ne 0O 0 Ny 0 0O N O 0 Nf 0 0
Ni(z,y)=10 Nt O O Ny O O N§f 0O 0 Nf 0 (7.19)
0O 0 Ny O 0 Ny O 0 Nf 0O 0 Ng

com Ny, N5, Ni e Nj expressoes que dependem das coordenadas de cada um dos nés.
Assim como para o triangulo linear, em que as func¢oes de forma é a area dos sub-triangulos,
para o tetraédro linear, a funcao de forma é o volume do sub-tetraédro formado pelo ponto

P e pelos trés outros vértices opostos ao nd. Ou seja, Ny é o volume do tetraédro formado
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pelos vértices P234, N5 é o volume do tetraédro formado pelos vértices P134, Ng é o

volume do tetraédro formado pelos vértices P124 e Nf é o volume do tetraédro formado

pelos vértices P123.

Para desenvolver a expressao das funcoes de forma, primeiramente define-se os volumes

total e de cada um dos sub-tetraédros V', Vi, V5, V3 e Vj, respectivamente.

1 1 1 1 11 1 1 1 1 1 1
V:lxl Ty T3 T4 Vlz_mxg T3 T4 V2:1$1ZE{E3 T4
6lyr w2 ys wa 6ly vo ys W 6lyr v y3 W
Z1 R9 23 24 Z Z9 23 24 Z1 & 23 Z4 (7 20)
1 1 11 1 1 1 1
V3:1x1 To T X4 V4:1x1 Ty T3 T
6lyr yo v v Glyr w2 y3 v
21 R9 R Z4 Z1 k9 23 <
Nle ‘/1 ay bl C1 1
NS 1 |V b
2| = |72 @ e (7.21)
N3 6V | V3 as b3 c3 Yy
Nf ‘/;L ay b4 Cy <
sendo que os coeficientes a;, b; e ¢; sao definidos como:
a; = (25yx — 2xY;) + (zeyr — 29%) + (2195 — 201)
by = (2o — zkwy) + (2o — 21wk) + (2125 — 2510) (7.22)

¢ = (yjor — ykxy) + (yerr — yizk) + (v — yjx)

com i, j, k e l em ordem ciclica (i.e., 1 -2 —3—4—1).
Além do campo de deslocamentos interpolados, ha também a expressao para o campo

de deformagoes, que é dado pela equagao 3.7 com B (z,y) igual a
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ONE ONS ONE ONE
ox 0 0 ox 0 0 ox 0 0 ox 0 0
ONE ONE ONE ONE
0 o 0 0 3y 0 0 3y 0 0 o 0
0 0 86N L0 0 aaN 2.0 0 a(;v 20 0 aév 4
B (x,y) = : - ? 2| (7.923)
ONf ON{ . ONs ON; . ONg ONg - ONj ON;
Jy Ox Oy Ox oy O dy O
ON{ |, ONfoONg - ONj 9Ny . ONg ONj . ONj
0z or 0z or 0z or 0z ox
ON{ ONf ON§ ON§ 0 ON§ ONS 0 ON§ ONg
i 0z 0Oy 0z 0Oy 0z Oy 0z 0Oy |

Como Ny, N5, N§ e Nf ja foram explicitados na equagao 7.21, pode-se reescrever 7.23

da seguinte maneira:

aq 00 a9 00 as 00 ay 00
00 00Dy 0O 0Db3 0 00Dg0
00 C1 00 (&) 00 C3 00 Cy
Bi(r,y) = (724)
b1 ay 0 b2 a9 0 bg as 0 b4 ay 0

c1t 0ajca 0 azecs 0 azeq 0 ay

061b10€2b2063b3004b4

Expressoes do sistema hidraulico

Ainda com base no elemento bidimensional da figura 7.2, as pressoes elementares

discretizadas em elementos finitos sao escritos da seguinte forma:

P =[p1 P2 ps pa)’ (7.25)

com pq, P2, P3 € Py as pressoes nodais.

Assim como para os deslocamentos, para se saber a pressao de um ponto P, utiliza-
se as mesmas expressoes da funcao de forma dos deslocamentos Ny, N5 e NS, conforme
mostrados na equacao 7.21. No entanto, o vetor N;(x, y) da equacdo 3.9 possui a seguinte

forma:
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Ni(z.y) = [N Ny N Nj (7.26)

Para o gradiente de pressdo, foi definida a matriz B, na equagao 3.30, que ¢ definida

da seguinte forma:

ON?

ONS

ONg

ONg

ox
B, = ONi

ox
ONS

Ox
ON§

ox
ONg

dy
ONe

dy
ON

dy
ONS

dy
ONE

| 0z

0z

0z

0z |

(7.27)

Como Ny, N§ e N5 ja foram explicitados na equagao 7.21, pode-se reescrever 7.27 da

seguinte maneira:

a1 Az az G4
B (7,y) = | by by by by (7.28)

C1 Cy C3 C4
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Capitulo 8

ANEXO B

8.1 Método de Newton-Raphson

Ha diferentes nao linearidades que podem ser consideradas no sistema acoplado hidro-
mecanico, como por exemplo a nao linearidade material, a variacao da porosidade com
relacao a variagao da deformagao volumétrica ou até a variacao da permeabilidade com
relacao a variacao da porosidade.

Para tratar numericamente dessas nao linearidades, o método de Newton-Raphson foi
escolhido. Trata-se de um método numérico popular para encontrar as raizes de uma
equagao ou para encontrar solugoes de equagoes nao lineares (KIM, 2014). Basicamente,
para encontrar a solu¢ao do problema nao linear, deve se assumir uma estimativa inicial
Xo da solugao e entao encontra-se o incremento do passo Ax, de modo com que, com um
incremento suficientemente pequeno, xo+ Ax é mais proximo da solugao do que xy. Para
encontrar o incremento do passo, a equacao nao linear é aproximada por uma linear no
ponto Xg. Esse processo pode ser repetido até que a equacao nao linear seja satisfeita.

Para exemplificar o método, considere o seguinte sistema de equacoes nao lineares:

P(x)=f (8.1)

onde x = {1, x9, ...,xn}T é o vetor de incégnitas do problema, f= {f, fo, ..., fn}T é um
vetor com valores conhecidos e P(x) = { P,(x), Pa(X), ..., P,(x)}" ¢ 0 vetor de fun¢des nao
lineares de x.

Suponha que a solucao da i-ésima iteraciao é conhecida e designada por x*. A solucao

da préxima iteracao pode ser aproximada, de acordo com a série de Taylor, como:

Px™) ~ P(x')+ K'(x') - Ax' = f (8.2)

onde K'(x') = (9P /0x)" é a matriz Jacobiana da i-ésima iteracio.

Para se calcular Ax*, basta organizar o sistema de equacoes 8.2 da seguinte maneira:
)
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Do qual se obtém o incremento de passo Ax".

Assim, uma nova solugao aproximada é obtida:

xT =x" + Ax’ (8.4)

Em geral, essa solucao nao satisfaz a equagao nao linear, havendo entao um residuo,

calculado da seguinte maneira:

R =f—P(x"™) (8.5)

Se o residuo for menor que uma certa tolerancia, pode-se considerar que x'*! ¢ a
resposta da equacao, caso contrario, repetem-se as equagoes 8.2, 8.3 e 8.4, encontra-se
x‘T1 e assim por diante, até que o residuo seja menor do que a tolerancia.

A figura 8.1 mostra (apenas em uma dimensao, utilizando a varidvel x,,, por questoes
de ilustracao) a ideia do incremento de passo para chegar cada vez mais préximo do

solucao, conforme descrito anteriormente.

A

fa
P(x)
P@)
P(X,T'z)
solucdo

P(xitt

P(x})
xril x7i1+1 xril+2 x; X,

Figura 8.1: Ilustracao do método de Newton-Raphson para solugao de equacoes nao
lineares

sendo que z,* é a solugao valor da varidvel x,, e P(x,*) é o valor da fungao a qual se

deseja alcancar, ou seja, o f da equacao 8.1.

8.1.1 Resolucao do sistema de equacgoes algébricas

Antes de encontrar a solugao do sistema de equagoes discretas da equagao 3.44 através

do método de Newton-Raphson, introduzem-se as derivadas temporais dos deslocamentos
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e das pressoes (equagao 3.45) no sistema de equagoes aproximados pelo MEF do problema
hidromecanico (equagao 3.44):
Escreve-se novamente o sistema de equagoes com discretizagao temporal em diferencas

finitas da equagao 8.6:

Kd-Qp=F"
r[(d—di—ae) (P — Pi_at)
Q { A } 8 { At

(8.6)
} +Hp-= F;wt
Para aplicar o método de Newton-Raphson nesse sistema, primeiramente obtém-se sua

matriz Jacobiana na iteragao atual 7, que pode ser escrita da seguinte forma:

(8.7)

po[x -0
Q*z E

sendo J* a matriz Jacobiana (também conhecida por matriz tangente), equivalente a

. ; ~ . i P~ . . .
matriz K" da equacgao 8.3. As matrizes Q*T e E' sao matrizes escritas da seguinte

forma:
Q*T 7 — QT Z
g O (88)
E'=—+H
At

Proximo passo é encontrar o valor da funcao na iteracao atual, que pode ser simples-

mente calculado por 8.6 no valor das varidveis atuais na iteracao:

| | (8.9)
(d' — tht)} + g {(pl — Pi_ar)

Fint [ — T 1 Hl 7
o =Q { At At ]+ P

sendo d’ e p’ os deslocamentos e pressdes na iteracao do passo atual, d,_a; € P;_A; OS
valores convergidos (ou seja, apds n iteragoes de Newton-Raphson) do passo de tempo
anterior.

No método de Newton-Raphson, a fim de encontrar o incremento das varigveis Ad’
e Ap’, deve-se conhecer o valor da funcdo onde se quer chegar, representado por f na
equagao 8.1, que no caso do sistema hidromecanico sao os valores das forcas externas e
fluxos impostos nas condigdes de contorno, ou seja, os préprios vetores F&** e F;xt. Logo,

o sistema a se resolver fica da seguinte forma:

) Adz Fea)t F’inti
LN o N T I (8.10)
ApZ FIC;(L’ F;)n (2

Invertendo a matriz J’, pode-se obter os incrementos Ad’ e Ap’, e entdo, encontrar
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os valores aproximados dos deslocamentos e pressoes, d't! e p't!, respectivamente, com

a ajuda da seguinte expressao:

d™ =d +Ad’
(8.11)

pt! = p' + Ap'

Para ver se a solucao encontrada é satisfatéria, pode-se calcular a diferenca entre o

valor do sistema nos pontos d”** e p't! e as forcas externas:

' Feet Fint (i+1)
i+1 u o u
R o F;xt F;nt (34+1) (8 12)

sendo que o vetor de forgas internas na iteracao i + 1 pode ser calculado da mesma forma
que o da iteracao i, conforme a equagao 8.9, basta apenas atualizar as matrizes e as

variaveis para os valores da iteragao ¢ + 1.
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