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Resumo

Estudamos a dimensão de Hausdorff de certos conjuntos invariantes obtidos

como repulsores de aplicações com buraco. Neste trabalho relacionamos a dimensão

de Hausdorff do repulsor Λ com o volume do buraco H, em particular mostramos

que a dimensão de Hausdorff de Λ pode ser tomada arbitrariamente próxima da

dimensão do ambiente desde que o volume de H seja suficientemente pequeno. Como

aplicação dos resultados, mostramos que a dimensão de Hausdorff dos repulsores de

uma famı́lia desdobrando uma bifurcação de Hopf varia continuamente no parâmetro

de bifurcação.

Palavras chave: Dimensão de Hausdorff, repulsores não-hiperbólicos, bifurcação

de Hopf, aplicação com buracos.



Abstract

We study the Hausdorff dimension of certain invariant sets obtained as re-

peller of maps with hole. In this work we relate the Hausdorff dimension of the

repeller Λ with the volume of the hole H, in particular one show that the Hausdorff

dimension of Λ can be made arbitrarily close to the dimension of ambient provided

that the volume of H is sufficiently small. As an application, we show that the

Hausdorff dimension of repellers of the a family unfolding a Hof bifurcation varies

continuously at the bifurcation parameter.

Key words: Hausdorff dimension, non-hyperbolic repellers, Hopf bifurcation, map

with holes.
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Introdução

Conjuntos invariantes de uma aplicação carregam grande parte das informações

de seu comportamento dinâmico, principalmente os conjuntos limites, isto é, os con-

juntos de pontos de acumulação futuro e passado de uma aplicação. Muitos desses

conjuntos possuem estrutura fractal. Invariantes geométricos como dimensão de

Hausdorff, capacidade limite, espessura e dimensão dinâmica fornecem informações

importantes sobre a estrutura desses conjuntos. Veja [12], [20] e [21], por exemplo.

Entretanto, a maioria dos métodos para estimar esses invariantes requerem auto-

similaridade do conjunto (pequenas partes do conjunto se parecem muito com o

todo). A auto-similaridade pode ser obtida no contexto de sistemas uniformemente

hiperbólicos e de sistemas conformes. OS sistemas estudados aqui não possui tal

propriedade.

Outra questão de grande interesse é quando a dimensão de Hausdorff e a capaci-

dade limite variam continuamente com a aplicação, ou ainda com o parâmetro em

uma famı́lia de aplicações.

Dysman [11] estudou repulsores de certas aplicações não-uniformemente expan-

soras com buracos, também estudado por Horita e Viana [15]. A grosso modo,

as aplicações são definidas em um subconjunto de uma variedade, coberto por um

número finito de domı́nios compactos com interiores disjuntos dois a dois, cujos

complementos desses domı́nios são chamados buracos. Ela mostrou que a capaci-

dade limite é menor que a dimensão do ambiente generalizando o resultado em [16]

sobre a dimensão de Hausdorff. Como aplicação desses resultados, Horita e Viana

[16] apresentam famı́lias a um parâmetro de difeomorfismos (gµ) em T3 começando

13
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em difeomorfismo de Anosov e desdobrando uma bifurcação de Hopf em µ∗. Para

va-lores µ > µ∗, os repulsores obtidos pelos difeomorfismos gµ têm dimensão de

Hausdorff e capacidade limite estritamente menores que 3.

Além disso, Dysman [11] prova que tanto a capacidade limite quanto a di-

mensão de Hausdorff dos repulsores das aplicações não-uniformemente expansoras

com buracos variam continuamente quando o volume do buraco tende a zero, assu-

mindo hipóteses uniformes sobre o decaimento do volume dos cilindros ruins. Essas

hipóteses assumidas em [11] não são satisfeitas pelas famı́lias de derivados de Anosov

em [16].

Neste trabalho mostramos que a dimensão de Haurdorff e a capacidade limite

dos repulsores nas famı́lias em [16] tendem a 3 quando o parâmetro converge para

o parâmetro de bifurcação. Para esta demonstração fornecemos resultados sobre

cotas inferiores para repulsores de um subconjunto de aplicações não-uniformemente

expansoras com buracos presentes em [11] e [15].

Muitos autores têm estudado os problemas abordados aqui. Por exemplo, em

[17], prova-se que a dimensão de Hausdorff e capacidade limite da ferrudadura de-

pende continuamente da dinâmica e são estritamente menores do que 2, se a dinâmica

é pelo menos C2.

Um resultado clássico mostrado por Bowen em [3] é que repulsores uniforme-

mente hiperbólicos que não coincidem com a variedade toda, têm medida de Lebesgue

zero, se a aplicação é C2. É também conhecido que sua dimensão de Hausdorff é

menor do que a dimensão da variedade ambiente. Para a dimensão de Hausdorff

de conjuntos hiperbólicos e de seus conjuntos estáveis e instáveis, ver Shafikov-Wolf

em [22], aonde encontra-se um limite superior para a dimensão de Hausdorff. Por

outro lado nosso repulsor Λ nunca será hiperbólico, devido à presença de um ćırculo

invariante criado na variedade centro-instável pela bifurcação de Hopf, pois difeo-

morfismos em conjuntos hiperbólicos são expansivos, e não existem homeomorfismos

expansivos sobre o ćırculo, ver Walter ([24], Teorema 5.27).

Para resolver nosso problema inicial sobre a convergência dos repulsores obtidos

pelos difeomorfismos derivados de Anosov no parâmetro da bifurcação, primeira-
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mente vamos lidar com um modelo abstrato, que modela o comportamento deste

difeomorfismo ao longo da direção central(não-hiperbólica): seja M uma variedade

de dimensão d. Suponha que f é uma aplicação definida sobre domı́nios Ri ⊂
M ,onde i = 0, 1, ..., m, com interiores dois a dois disjuntos, cuja união não é o con-

junto todo M . O subconjunto de M onde f não está definido, é chamado de buraco

Hf . O objeto principal de interesse é o conjunto Λf de pontos de M tais que a órbita

futura destes pontos nunca cai no buraco, este conjunto é chamado de repulsor, ou

seja, o repulsor é o conjunto maximal, onde a dinâmica está sempre definida. Em [15]

Horita-Viana mostraram que a dimensão de Hausdorff desse repulsor é estritamente

menor do que d, para isso, eles exigiram que o volume dos cilindros ruins decáısse

exponencialmente de modo uniforme (Teorema 2.11). Porém neste trabalho, nós

não exigiremos esta hipótese, e sim outras hipóteses definida que explicaremos na

Seção 1.2. Assim, primeiramente mostraremos que nossas hipóteses implicam na

hipótese de [15] garantindo que a dimensão de Hausdorff do nosso repulsor também

é estritamente menor do que d. O objetivo dessas hipóteses é podermos verificar que

a dimensão de Hausdorff do repulsor converge para d quando a medida de Lebesgue

do buraco vai para zero.

AS conclusões acima permitem-nos aplicarmos para o nosso repulsor obtidos dos

difeomorfimos de Anosov, verificando as hipóteses do modelo abstrato, de modo que,

quando a aplicação se aproxima da bifurcação, o volume do buraco se aproxima de

zero.

Nosso trabalho pode ser visto como uma extensão dos resultados de Diaz-Viana

que se encontram [10], onde eles estudaram os atratores de aplicações obtidas de

difeomorfismos de Anosov sobre T2. Eles exibiram um conjunto aberto de famı́lias

(ft)t de difeomorfismos de Anosov, desdobrando uma bifurcação do tipo sela-nó, tal

que a dimensão de Hausdorff do atrator varia descontinuamente no parâmetro da

bifurcação. Em contraste, eles também exibiram uma outra famı́lia de difeomor-

fismos do T2, com uma bifurcação mais degenerada, de modo que a dimensão de

Hausdorff varia continuamente sobre o parâmetro. Sua situação é mais simples do

que a nossa, pois o problema pode ser reduzido a dimensão 1, projetando ao longo de
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uma folheação invariante, e também pelo fato de seus atratores serem hiperbólicos

após a bifurcação.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos. No primeiro caṕıtulo introduzi-

mos alguns conceitos básicos que compõem a Teoria de Fractais, como Dimensão

de Hausdorff e Capacidade Limite, e algumas de suas propriedades. Definiremos o

conceito de aplicação com buraco e apresentaremos as hipóteses necessárias para o

nosso sistema, enunciando o Teorema 1 e o Teorema 2. Além disso, apresentare-

mos o conceito de bifurcação de Hopf, obtida pela nossa famı́lia de difeomorfismos

(gµ)µ derivado de um difeomorfismo de Anosov G. Por fim definiremos quem é a

nossa famı́lia de difeomorfismo desdobrando uma bifurcação de Hopf, enunciando o

Teorema 3.

No segundo caṕıtulo faremos a prova dos 2 primeiros teoremas. Para a prova

dos dois teoremas, precisaremos definir alguns novos conceitos como os n-cilindros

que formam uma cobertura para o nosso repulsor. Além disso, definiremos um

conjunto cujo os pontos pertencentes a estes cilindros demoram muito tempo para ter

expansão. Para a prova do Teorema 1 necessitaremos de uma análise combinatória

sobre a região não hiperbólica, através de um determinado tipo de trajetória. Dessa

forma, mostraremos que nosso modelo abstrato satisfaz à hipótese de decaimento

exponencial dos volumes dos cilindros ruins, exigida em [15], provando o Teorema

1. Para a prova do Teorema 2, definiremos o conceito de aplicação expansora F ,

através da nossa aplicação com buraco f . Observaremos que a construção de nossa

aplicação expansora F , garante que o repulsor ΛF está contido no repulsor de Λf ,

por outro lado o buraco de HF não está contido no buraco de Hf . Usaremos o

Teorema 3 em [11], para a prova do Teorema 2.

No terceiro caṕıtulo, apresentaremos o conceito de Partição de Markov, verifi-

cando que a famı́lia gµ apresentada na Seção 1.4 possui uma Partição de Markov.

Para a prova do Teorema 3, construiremos uma nova famı́lia de difeormorfismo

(fµ)µ, projetando a dinâmica da famı́lia inicial (gµ)µ na direção central ao longo da

folheação estável. Assim, verificaremos que a nossa nova famı́lia (fµ)µ satisfaz as

hipóteses de aplicação com buraco e as hipóteses de expansão não-uniforme. Dessa
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forma, poderemos aplicar os Teoremas 1 e 2 para os repulsores gerados por essa nova

famı́lia. Usando o fato da holonomia das folheações estáveis serem C1+δ, conclúımos

a prova do Teorema 3.



Caṕıtulo 1

Definições e Resultados

Neste caṕıtulo introduzimos alguns conceitos básicos que compõem a Teoria de

Fractais, como Dimensão de Hausdorff e Capacidade Limite. Para maiores detalhes

sobre essa teoria, ver as referências Falconer [12], Palis-Takens [20] e Pesin [21]. Além

disso, introduzimos os conceitos de aplicação com buraco, de hiperbolicidade não-

uniforme e difeomorfismos derivado de Anosov. Por fim, apresentamos os principais

resultados deste trabalho.

1.1 Preliminares

Definição 1.1 Dado α ≥ 0, define-se mα : P(Rn) → [0, +∞], com n ∈ N∗, como

o seguinte limite

mα(X) = lim
δ→0

mα
δ (X),

sendo

mα
δ (X) = inf

{ ∑
U∈U

(diam U)α : U é uma cobertura aberta de X

com diam U ≤ δ, para todo U ∈ U
}

, (1.1)

P(Rn) conjunto das partes do Rn e X ⊂ Rn. Denominamos mα(X) a medida de

Hausdorff α−dimensional de X.
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Observe que a definição de mα
δ (X) implica que mα

δ (X) cresce quando δ decresce,

ou seja, mα
δ (X) é monótona com relação a δ, assim o limite converge ou é infinito.

Observamos para δ < 1 que vale a propriedade de monotonicidade em relação

a α, ou seja, a função que associa α 7→ mα(X) é não crescente. Além disso, se

mα(X) < ∞, e α1 < α < α2, então mα1(X) = ∞ e mα2(X) = 0. Assim o gráfico de

mα(X) por α mostra que existe um único valor cŕıtico de α em que mα(X) dá um

salto de ∞ para 0, ver Figura 1.1.

Figura 1.1: Gráfico da medida de Hausdorff α−dimensional

E este único valor será denotado por HD(X), chamado dimensão de Haus-

dorff de X, tal que, mα(X) = ∞ se α < HD(X), e mα(X) = 0 se α > HD(X).

Assim,

HD(X) = inf{α ≥ 0 : mα(X) = 0} = sup{α ≥ 0 : mα(X) = ∞}

Apresentamos algumas propriedades para Dimensão de Hausdorff, veja ([12],

caṕıtulo 2). Suponha que X, Y ⊂ Rn, então:

(P1) Se X ⊂ Y , então HD(X) ≤ HD(Y );
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(P2) Se X é enumerável, então HD(X) = 0;

(P3) Se X1, ..., Xn é uma sequência enumerável de subconjuntos do Rn então

HD

(
n⋃

i=1

Xi

)
= sup

1≤i≤n
{HD(Xi)};

(P4) Se X é um subconjunto aberto do Rn, então HD(X) = n;

(P5) Se f : X → Rn é uma função Lipschitz, então HD(f(X)) ≤ HD(X);

(P6) Se f : X → Rn é uma função bi-Lipschitz, então HD(f(X)) = HD(X).

Proposição 1.2 ([12], Proposição 7.2) Se X ⊂ Rn, Y ⊂ Rm são conjuntos de

Borel, então

HD(X × Y ) ≥ HD(X) + HD(Y ) (1.2)

Definição 1.3 Definimos a capacidade limite de um subconjunto X do Rn por:

Cap(X) = lim
ε→0

sup
log n(X, ε)

| log ε| ,

onde n(X, ε) é o menor número de ε-bolas necessárias para cobrir X.

Com a definição anterior, em ([12], caṕıtulo 3) verifica-se que a capacidade limite

é uma estimativa superior para a dimensão de Hausdorff, ou seja, para cada X ⊂ Rn

temos

HD(X) ≤ Cap(X). (1.3)

1.2 Modelo Abstrato

Vamos descrever um modelo abstrato para o qual nossos resultados se aplicam.

Considere f : M → M uma aplicação sobre uma variedade Riemanniana com-

pacta M de dimensão d, com d ≥ 1 e R0, R1..., Rm domı́nios com diâmetro interno

finito em M , cujos interiores são dois a dois disjuntos (intRi ∩ intRj = ∅, i 6= j) e

cuas fronteiras ∂R0, ∂R1, ..., ∂Rm tenham capacidade limite menor do que d.

O termo domı́nio, significa um subconjunto compacto e conexo por caminhos. O

diâmetro interno de um subconjunto conexo por caminhos R de M é o supremo das
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distâncias internas de quaisquer dois pontos em R, onde a distância interna entre

dóis pontos é o ı́nfimo de todos os comprimentos de curvas C1 conectando os dois

pontos. Assim, a condição que os domı́nios Ri têm diâmetro interno finito, significa

que existe um L > 0, tal que, quaisquer dois pontos em Ri podem ser conectados

por uma curva C1 em Ri com comprimento menor do que L.

Definição 1.4 Uma aplicação com buraco é uma aplicação f : R0 ∪ R1 ∪ ... ∪
Rm → M , tal que, para cada i ∈ {0, 1, ..., m} a restrição de f a Ri é um difeo-

morfismo C1+ε com (ε > 0), sobre algum domı́nio Wi satisfazendo as seguintes

propriedades :

(a) Wi ⊃ R0 ∪R1∪, ...,∪Rm;

(b) a diferença Hi = Wi\(R0 ∪R1 ∪ ... ∪Rm) tem interior não vazio .

Figura 1.2: Aplicação suave por partes com buracos

A suavidade exigida na definição anterior, significa que f |Ri
é um difeomorfismo

C1, no sentido de Whitney, com o Jacobiano detDf sendo ε−Hölder cont́ınua. A

Figura (1.2) descreve um exemplo onde Hi = H e Wi = W para todo i.

Observação 1.5 A condição que Wi contém R0 ∪ R1 ∪ ... ∪ Rm e Hi tem interior

não-vazio para cada i = 0, 1, ...m é muito forte. Mais geralmente, podemos supor

que Wi contém
⋃

j∈J(i)

Rj para algum subconjunto J(i) de {0, 1, ..., m}. Além disso,



22

para cada i, existe l ≥ 0 tal que f l(Ri) contém algum Wk, cujo Hk = Wk\
⋃

j∈J(k)

Rj

tem interior não vazio, ou seja, as iteradas de Ri eventualmente caem em algum

buraco.

Definição 1.6 Seja f uma aplicação com buraco:

(a) Definimos o buraco de f como sendo o conjunto Hf = M \ (R0∪R1∪ ...∪Rm).

(b) Definimos o repulsor de f por Λf , como sendo o conjunto dos pontos de M ,

cuja órbita futura nunca entra em Hf , isto é:

Λf = {x ∈ M : fn(x) ∈ R0 ∪R1 ∪ ... ∪Rm, para todo n ≥ 0},
ver Figura (1.3).

Figura 1.3: O repulsor de uma aplicação suave por partes com buracos.

Observe que se definirmos o repulsor de tempo n, por

Λn = {x ∈ M : f j(x) ∈ R0 ∪R1 ∪ ... ∪Rm, para todo j = 0, 1, ..., n},

obtemos Λf =
⋂

n∈N
Λn.

Definição 1.7 Sejam V,W espaços vetoriais normados e A : V → W uma trans-

formação linear invert́ıvel. Definimos a norma e a co-norma de A respectivamente

por

‖A‖ = sup{‖Av‖ : ‖v‖ = 1, v ∈ V }



23

e

m(A) = inf{‖Av‖ : ‖v‖ = 1, v ∈ V }.

Pela definição anterior, observamos que ‖A−1‖ = m(A)−1 e que m(A−1) =

‖A‖−1.

Usaremos as seguintes notações no decorrer do nosso trabalho:

(i) Leb(Hf ) = λ, onde Leb é a notação para medida de Lebesgue.

(ii) |detDf(x)| = Jacf(x).

Seja f uma aplicação com buraco Hf . Suponha que Leb(Hf ) = λ > 0, f−1(R0) ⊂
R0. e Leb(R0) > 2λ.

Faremos algumas considerações sobre a aplicação f , de modo que f seja uniforme-

mente expansora em todo domı́nio, exceto possivelmente em um dos Ri, digamos

R0, com Jacobiano limitado em todo domı́nio, e f esteja expandindo o volume fora

de Hf . Assumiremos,

(H1) ‖(Df(x))−1‖−1 ≥ σ, para todo x ∈ R1 ∪ ... ∪Rm, com σ > 3;

(H2) log Jacf(x) ≥ K1λ para todo x ∈ R0, com 1 < K1 < 2.

Por (H2) temos que o Jacf−1(x) ≤ e−K1λ para todo x ∈ R0 , consequentemente

Jacf−j(x) ≤ e−(K1λ)j

para todo x ∈ R0. Logo, pela fórmula da mudança de variáveis para conjuntos

mensuráveis, temos que

Leb(f−j(R0)) =

∫

R0

Jacf−j(x)dx ≤ e−(K1λ)jLeb(R0)

ou seja,

Leb(f−j(R0)) → 0 quando j →∞.

Portanto, dado λ = Leb(Hf ) > 0 existe n ∈ N tal que Leb(f−n(R0)) < λ. Seja

k0 ∈ N dependendo de λ, onde k0 = inf{n ∈ N}, tal que Leb(f−k0−1(R0)) < λ.
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Dessa forma, definimos os seguintes conjuntos:

Ṽ = f−k0−1(R0)

V = f−k0(R0)

Vj = f j(V ), para todo j = 1, ..., k0

V0 = V

V−1 = Ṽ .

Consideraremos as seguintes hipóteses:

(H3) log ‖(Df(x))−1‖−1 ≥ −λ + Leb(Vj) ≥ 0, para todo x ∈ Vj \ Vj−1, com j =

0, 1, 2, ..., k0;

(H4) log ‖(Df(x))−1‖−1 ≥ −K2λ para todo x ∈ Ṽ , com 0 < K2 < 1;

A hipótese (H4), diz que a aplicação f pode contrair em algumas direções em

Ṽ .

(H5) Jacf(x) ≤ 1−K3λ+K4Leb(Vj), para todo x ∈ Vj \Vj−1, com j = 0, 1, 2, ..., k0

e 1 < K3 < K4.

(H6) a imagem de um domı́nio intersecta um número finito de domı́nios, denotamos

por η o número de interseções, de modo que η < K5σ
d, com K5 > 1.

Como nossas estimativas envolvem um grande número de constantes, ao invés de

mantermos um controle sobre todas estas constantes, optamos por utilizar valores

expĺıcitos. No entanto estes valores são apenas técnicos, não significam ser os me-

lhores. Consideramos então K1 = 5/4, K2 = 1/10, K3 = 2 , K4 = 3 e K5 = 1000.

Teorema 1 Seja f : M → M uma aplicação com buraco satisfazendo (H1)− (H6),

então HD(Λ) < d.

Teorema 2 Dado ε > 0, existe δ > 0, tal que, se f : M → M é uma aplicação com

buraco satisfazendo (H1)− (H6) com Leb(Hf ) < δ, então HD(Λf ) ≥ d− ε.

Como HD(X) ≤ Cap(X) por 1.3, segue imediatamente
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Corolário 1 Dado ε > 0, existe δ > 0, tal que, se f : M → M é uma aplicação

com buraco satisfazendo (H1)− (H6) com Leb(Hf ) < δ então Cap(Λ) ≥ d− ε.

1.3 Bifurcação de Hopf

Para completitude da apresentação, recordaremos alguns conceitos apresentados

em ([16], Seção 2.3). Dessa forma, no decorrer do trabalho utilizaremos as mesmas

notações.

Seja ϕµ : U → R2 uma famı́lia de difeomorfismos de classe C1, onde U é um

subconjunto aberto do R2. Assumimos existir uma curva de pontos fixos pµ (ou

periódicos) para cada ϕµ e existir um parâmetro µ∗ tal que:

(a) Dϕµ(pµ) tem dois autovalores complexos distintos, λ(µ) e λ(µ), para todo µ

próximo de µ∗;

(b) |λ(µ∗)| = 1, mas λ(µ∗)k 6= 1 para k = 1, 2, 3 e 4;

(c) A derivada da norma |λ(µ)| é não nula em µ = µ∗.

Dependendo se a derivada é negativa ou positiva, o ponto fixo pµ muda de um

repulsor para um atrator ou de um atrator para um repulsor, quando o parâmetro

passa por µ∗.

Assumindo que a famı́lia ϕµ é de classe C5, por [19] esta bifurcação admite a

seguinte forma normal em coordenadas polares,

ϕµ(ρ, θ) = Fµ(ρ, θ) + O(ρ5),

com

Fµ(ρ, θ) = (a(µ)ρ + b1(µ)ρ3, θ + φ(µ) + b2(µ)ρ2), (1.4)

onde a(µ) e φ(µ) são respectivamente a norma e o argumento do autovalor λ(µ).

Além disso, assumimos também que

(d) o coeficiente b1(µ) é não nulo em µ = µ∗.

Então dizemos que a famı́lia (ϕµ)µ desdobra uma bifurcação de Hopf genérica

no parâmetro µ = µ∗. Uma caracteŕıstica importante desta bifurcação é a formação
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de um ćırculo C(ϕµ), ϕµ-invariante, próximo ao ćırculo Fµ-invariante

C(Fµ) = {(ρ, θ) : b1(µ)ρ2 = 1− a(µ)}. (1.5)

Estes ćırculos invariantes são definidos para µ > µ∗ ou µ < µ∗ (próximo a µ∗),

dependendo dos sinais da derivada da/dµ e de b1(µ) em µ = µ∗.

Agora, considere (ψµ)µ uma famı́lia de difeomorfismo sobre alguma variedade,

admitindo uma famı́lia suave de pontos fixos pµ(ou periódicos) e um parâmetro µ∗

tal que:

(i) para µ = µ∗ a derivada Dψµ(pµ) tem dois autovalores complexos conjugados

com norma 1, e todos os outros autovalores estão todos dentro ou estão todos fora

do ćırculo unitário;

(ii) existe uma famı́lia suave Nµ, definida para todo µ próximo de µ∗, de va-

riedades(centrais) ψµ-invariantes por pu, de dimensão 2 e tangentes ao autoespaço

associado ao par dos autovalores complexos de (i);

(iii) a restrição ϕµ = ψµ|Nµ desdobra uma bifurcação de Hopf genérica no parâmetro

µ∗, no sentido das condições (a) a (d).

Consequentemente, dizemos também que (ϕµ)µ desdobra uma bifurcação de Hopf

genérica no parâmetro µ∗. Note que os pontos fixos mudam de um atrator/repulsor

para a sela de codimensão 2, ou o contrário, quando µ passa pelo parâmetro da

bifurcação. De acordo com as observações anteriores, isto acontece em um ćırculo

invariante C(ψµ) = C(ϕµ), formado dentro da variedade central Nµ ou para µ > µ∗

ou para µ < µ∗.

1.4 Difeomorfismos derivados de Anosov

Definição 1.8 Seja f : M → M um difeomorfismo sobre uma variedade M . Dize-

mos que um subconjunto compacto e invariante Λ ⊆ M é hiperbólico para f se para

cada x ∈ Λ, existem subespaços Es(x) ⊂ TxM e Eu(x) ⊂ TxM satisfazendo

(a) TxM = Es(x)⊕ Eu(x);
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(b) Dfx(E
s(x)) = Es(f(x)) e Dfx(E

u(x)) = Eu(f(x));

(c) Existem constantes C > 0 e 0 < γ < 1 tais que

(i) ‖Dfn
x vs‖ ≤ Cγn‖vs‖ ∀v ∈ Es(x) e n ≥ 0

(ii) ‖Df−n
x vu‖ ≤ Cγn‖vu‖ ∀v ∈ Eu(x) e n ≥ 0.

Definição 1.9 Seja f : M → M um difeomorfismo. Dizemos que f é um difeo-

morfismo de Anosov se M é um conjunto hiperbólico.

Definição 1.10 Seja M um espaço topológico e f : M → M um difeomorfismo.

Dizemos que f é transitivo se

(a) ∃x ∈ M tal que O(x) = M ou equivalente

(b) dados A e B abertos em M , ∃n ≥ 0, tal que fn(A) ∩B 6= ∅.

Proposição 1.11 ([18], Teorema C) Seja f : Tn → Tn um difeomorfismo de

Anosov, então f é topologicamente conjugado a um difeomorfismo de Anosov linear

de Tn.

Seja M = T3 o toro de dimensão 3. Consideramos um difeomorfismo de Anosov

linear G sobre M , com um autovalor real γ ∈ (0, 1) e dois autovalores complexos

conjugados σe±iα, com σ > 3. Assumimos kα /∈ 2πZ para k = 1, 2, 3, 4. Em

coordenadas ciĺındricas (ρ, θ, z) definidas próxima ao ponto fixo (0, 0, 0), temos

G(ρ, θ, z) = (σρ, θ + α, λz).

Vamos obter de G uma famı́lia de difeomorfismos ĝµ, com µ ∈ [−1, 1], desdobrando

uma bifurcação de Hopf em µ = 0. Para este objetivo, consideramos Φ(µ,w, z) uma

função real C∞, definida sobre o cubo unitário [−1, 1]3, tal que, para algum C0 > 0,

e algum δ0 > 0 suficientemente pequeno, satisfaz as seguintes condições:

(C1) Φ(µ, 0, 0) = 1− µ ≤ Φ(µ,w, z) para todo w ≥ 0;

(C2) Φ(µ,w, z) = σ quando ou w ≥ δ0 ou |z| ≥ δ0;

(C3) 0 < ∂wΦ(µ,w, z) ≤ C0/δ0, quando 0 ≤ w < δ0 e |z| < δ0;
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(C4) Existem σ1 ∈ (0, σ) e δ1 ∈ (0, δ0), tal que Φ(µ,w, z) > σ1 para todo w ≥ δ1 e

∂wΦ(µ,w, z) ≥ ∂wΦ(µ, 0, 0) para todo w ∈ [0, δ1].

Ver Figura 1.4 para o gráfico da função Φ.

Figura 1.4: Gráfico de Φ(µ, ., z)

Tomamos δ0 > 0 suficientemente pequeno, de modo que o domı́nio

{(ρ, θ, z) : ρ2 ≤ δ0 e |z| ≤ δ0},

esteja contido em uma pequena vizinhança V ⊂ M da origem, tal que o fecho

de V esteja contido no interior de algum retângulo de uma partição de Markov S

para G. Deformamos G dentro de V , obtendo uma famı́lia de difeomorfismos ĝµ

a um parâmetro µ, coincidindo com G fora de V , e cuja restrição a V é dado em

coordenadas ciĺındricas por

ĝµ(ρ, θ, z) = (Φ(µ, ρ2, z)ρ, θ + α, λz). (1.6)

Note que a origem é um ponto fixo de ĝµ para todo µ. Veremos que este ponto fixo

passa por uma bifurcação do tipo Hopf em µ = 0: para µ > 0 o ponto fixo torna-se

um atrator. Um modelo que temos em mente é descrito pela Figura 1.5
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Figura 1.5: Bifurcação de Hopf

Além disso, para qualquer famı́lia de difeomorfismos (gµ)µ próxima à famı́lia

(ĝµ)µ, existe uma única curva de pontos fixos pµ próximos a origem, e estes pon-

tos fixos também passam por uma bifurcação de Hopf, aonde o parâmetro µ∗ da

bifurcação de Hopf está próximo de zero e depende continuamente da famı́lia. A

proximidade aqui será na topologia C5 ou maior, ver Marsden-McMracken [19] e a

Seção 1.3.

Proposição 1.12 ([16], Proposição 2.5) A famı́lia de difeomorfismos (ĝµ)µ como

em (1.6) desdobra uma bifurcação de Hopf, com pu = 0, µ∗ = 0, a(µ) = 1 − u,

b1(µ) > 0 e b2(µ) = 0.

Como por [19] o desdobramento de uma bifurcação de Hopf genérica é uma

propriedade aberta no espaço de famı́lias de classe C5 (o parâmetro µ∗ depende da

famı́lia), temos pela proposição anterior que qualquer famı́lia (ĝµ)µ de difeomorfismos

numa C5-vizinhança de (gµ)µ, apresenta uma curva de pontos fixos (pµ)µ e existe µ∗

próximo de zero, tal que pµ é uma sela hiperbólica de gµ para µ < µ∗, e este ponto

passa por uma bifurcação de Hopf genérica em µ = µ∗, tornando-se um atrator para

µ > µ∗, permanecendo todo o tempo dentro de V .

A partir de agora, vamos analisar a dinâmica local de fµ = gµ|{z=0}. Consider-

amos a vizinhança V1 = {(ρ, θ) : ρ2 ≤ δ1} de ρµ = 0 restrita a {z = 0}, onde δ1 > 0

é como na condição (C4) dada no ińıcio da Seção 1.4. A seguinte proposição foi

verificada por [16]:



30

Proposição 1.13 ([16], Proposição 2.6) Para µ próximo de zero, temos que

(a) fµ é expansora fora de V1 : ‖Df−1
µ ‖−1 ≥ σ1;

(b) b1(µ)ρ2 ≤ 1/100 para todo (ρ, θ) ∈ V1;

(c) ‖Df−1
µ −DF−1

µ ‖ ≤ b1(µ)ρ2/10 dentro de V1;

(d) | det Dfµ − det DFµ| ≤ b1(µ)ρ2/100 dentro de V1.

Note que neste ambiente, o ponto fixo pµ muda de uma sela (com duas direções

expansoras) para um atrator, quando µ cresce após µ∗ = 0. Visto que b1(µ) > 0 e

da/dµ < 0, o ćırculo invariante C(gµ) = C(ϕµ) está definido para µ > µ∗. A relação

1.5 diz que o C(Fµ) para a forma normal Fµ de gµ = ĝµ é o ćırculo de raio

ρ0 =

(
µ

b1(µ)

)1/2

. (1.7)

Em geral, o ćırculo invariante C(gµ) é descrito por

a(µ)ρ + b1(µ)ρ3 + O(ρ5) = ρ.

Assumindo gµ próximo a ĝµ e µ próximo ao parâmetro da bifurcação µ∗, o ćırculo

está próximo a origem. Então o terceiro termo é insignificante relativo ao segundo,

e assim conclúımos que C(gµ) está contido em uma coroa limitada pelos ćırculos de

raio ρ1 < ρ2 com ρi ≈ ((1− a(µ)/b1(µ)))1/2 para i = 1, 2, onde ≈ significa igualdade

até um fator que pode ser escolhido arbitrariamente próximo a 1 se gµ está próximo

a ĝµ e µ está próximo ao parâmetro da bifurcação. Além disso, 1− a(µ) ≈ (µ−µ∗),

pois da/dµ ≈ 1. Assim,

ρi ≈
(

µ− µ∗
b1(µ)

)1/2

, para i = 1, 2.

Observação 1.14 Até reparametrizarmos a famı́lia de difeomorfismos, nós vamos

sempre supor que µ∗ = 0 e a(µ) = 1− µ.

Os difeomorfismos gµ são parcialmente hiperbólicos para cada µ próximo de zero:

existe uma decomposição do fibrado tangente TM = Ess
µ ⊕ Ecu

µ , invariante sob a

derivada Dgµ, dominada e tal que Ess
µ é uniformemente contratora. Como hiper-

bolicidade parcial é uma propriedade aberta, relativa à topologia C1, é suficiente
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provar que ĝµ é parcialmente hiperbólico para qualquer µ suficientemente pequeno.

Isto é feito na proposição abaixo, cuja prova encontra-se em [16].

Proposição 1.15 ([16], Proposição 2.1) Fixamos ε > 0 e assumimos δ0 suficiente-

mente pequeno, então existe uma decomposição do fibrado tangente TM = Ess
µ ⊕Ecu

µ ,

invariante sob a derivada Dĝµ, e existem constantes positivas Ks,Kc,K tis que

(a) Ecu
µ coincide com o (ρ, θ)−plano;

(b) ‖Dĝn
µ|Ess

µ
‖ ≤ Ksλ

n para todo n ≥ 1 (contração uniforme);

(c) ‖Dĝn
µ|Ecu

µ
‖ ≤ Kc(σ + ε)n para todo n ≥ 1;

(d) ‖Dĝ−n
µ |Ecu

µ
‖ ≤ K(1− µ)−n para todo n ≥ 1;

(e) ‖Dĝ−n
µ |Ecu

µ
‖‖Dĝn

µ|Ess
µ ‖ < 1/2 para algum n ≥ 1 (dominação.)

Observação 1.16 Como ĝµ coincide com G fora de V , ele expande o fibrado centro-

instável Ecu
µ :

‖(Dĝµ(x)|Ecu
µ (x))−1‖ ≤ σ−1 para todo x ∈ M\V.

É verdade também para qualquer gµ próximo a ĝµ, reduzindo σ > 3 bem pouco, se

necessário.

Corolário 1.17 ([16], Corolário 2.4) Existe δ > 0, tal que para qualquer µ próximo

de zero, os difeomorfismos gµ admitem uma folheação F ss
µ de classe C1+δ de co-

dimensão 2, invariante por gµ e cujo fibrado tangente está inteiramente contido no

cone Css
µ . Consequentemente, as folhas de F ss

µ são uniformemente contratoras para

gµ.

O principal resultado em [16] é:

Teorema 1.18 ([16], Teorema A) Seja (gµ)µ uma famı́lia de difeomorfismos em

uma C5−vizinhança de (ĝµ)µ. Para cada µ > µ∗, seja Λµ o complementar da bacia

de atração W s(pµ) do ponto fixo atrator pµ. Então a capacidade limite deste repulsor

satisfaz

c(Λµ) < 3, para todo µ > µ∗, próximo à µ∗.

Em particular, a dimensão de Hausdorff HD(Λµ) < 3 para todo µ > µ∗ próximo à

µ∗.
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Teorema 3 Seja (gµ)µ uma famı́lia de difeomorfismos em uma C5−vizinhança de

(ĝµ)µ. Se µ → µ∗ então HD(Λµ) → 3.

O resultado abaixo é consequência do Teorema 3, do Teorema 1.18 e da desigual-

dade HD(X) ≤ Cap(X) e do Teorema do Confronto.

Corolário 2 Seja (gµ)µ uma famı́lia de difeomorfismos em uma C5−vizinhança de

(ĝµ)µ. Se µ → µ∗ então c(Λµ) → 3.



Caṕıtulo 2

Prova dos Teoremas 1 e 2

Neste caṕıtulo apresentamos as provas dos Teoremas 1 e 2. Para a prova do

Teorema 1, introduziremos os conceitos de cilindros, de modo que estes conjuntos

formam uma cobertura para o nosso repulsor Λf e de seus cilindros ruins , ou seja,

são aqueles cujos os pontos pertencentes a eles demoram muito tempo para ter uma

expansão, assim usando o resultado de [15] conclúımos o resultado. Para a prova do

Teorema 2, constrúımos uma aplicação induzida da f , c−expansora, e usamos um

resultado visto em [11] para concluir a prova do Teorema 2.

2.1 Análise Combinatória sobre a Região Não-

Hiperbólica

Definição 2.1 Dado um difeomorfismo local f , denotamos por f (−1) qualquer ramo

inverso de f . Assim, dado n ≥ 1 e α1, ..., αn em {0, 1, ..., m}, definimos o n-cilindro

para f como sendo o conjunto

C(α1, ..., αn) = Rα1 ∩ f−1(Rα2) ∩ ... ∩ f−(n−1)(Rαn),

onde os Ri são os domı́nios visto na Definição 1.4.

Observação 2.2 Um n-cilindro, consiste de todos seus pontos até a sua (n −
1)−ésima iterada permanecendo em seu domı́nio R0 ∪ R1 ∪ ... ∪ Rm. Logo os n-
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cilindros formam uma cobertura disjunta para o repulsor Λf , para cada n ≥ 1.

Definição 2.3 Seja f uma aplicação com buraco. Definimos a média da menor

expansão pela função

φn(α1, ..., αn) =
1

n

n∑
j=1

inf
x∈Cj

log ‖Df−1(f j(x))‖−1

onde o ı́nfimo é tomado sobre todos os x em Cj = C(α1, ..., αj).

Note que, se φn(α1, ..., αn) ≥ c0 > 0 então a derivada Dfn expande cada vetor.

De fato, como φn(α1, ..., αn) ≥ c0 então
n∏

j=1

‖Df−1(f j(x))‖ ≤ e−c0n. Dessa forma,

usando a regra da cadeia e propriedades de norma, obtemos

‖Df−n(fn(x))‖ ≤
n∏

j=1

‖Df−1(f j(x))‖ ≤ e−c0n,

para todo x ∈ C(α1, ..., αn).

Dado c0 > 0 e Leb(Hf ) = λ > 0 .

Seja f uma aplicação com buraco satisfazendo as hipóteses (H1)− (H6). Vamos

agora definir dois tipos de conjuntos, o primeiro conjunto significa que os pontos

pertencentes a ele, demoram muito tempo para ter uma expansão, já o segundo

conjunto, significa que os pontos pertencentes a ele demoram um certo tempo finito

n para ter expansão.

(1) Bn(c0λ) o conjunto dos pontos que pertence a algum cilindro C(α1, ..., αn), tal

que φj(α1, ..., αj) ≤ c0λ, para todo j ∈ {1, ..., n}, ou seja,

Bn(c0λ) =
{

x ∈ C(α1, ..., αn); φj(α1, ..., αj) ≤ c0λ

para cada j ∈ {1, ..., n}
}

. (2.1)

(2) S0(c0λ) o conjunto dos pontos que pertence a algum cilindro C(α1), tal que

φ1(α1) > c0λ e para n ≥ 1, Sn(c0λ) = Bn(c0λ) \ (Bn+1(c0λ) ∪ f−n(Hf )), ou seja

S0(c0λ) = {x ∈ C(α1); φ1(α1) > c0λ} (2.2)

e
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Sn(c0λ) =
{

x ∈ C(α1, ..., αn, αn+1); φn+1(α1, ..., αn, αn+1) > c0λ

e φj(α1, ..., αj) ≤ c0λ para cada j ∈ {1, ..., n}
}

. (2.3)

Observamos que o conjunto Bn(c0λ) é a união de n-cilindros e que Sn(c0λ) é

a união de (n + 1)-cilindros para n ≥ 0. Além disso, os conjuntos Sn(c0λ) são

disjuntos para n ≥ 0.

Dados inteiros n ≥ 1, t ≥ 1 e kj, lj para 1 ≤ j ≤ t, com

k1 + l1 + k2 + l2 + ... + kt + lt = n,

definimos por C(k1, l1, ..., kt, lt) o conjunto de todos os n-cilindros Cn extendidos,

que permanecem alternativamente, ki iteradas fora de R0 e li iteradas dentro de

R0. Portanto, temos que Cn = C(α0, α1, ..., αn−1) pertence a C(k1, l1, ..., kt, lt), se e

somente se, αj > 0, sempre que j pertence a um dos intervalos

[0, k1), [k1 + l1, k1 + l1 + k2), ..., [k1 + ... + lt−1, k1 + ... + lt−1 + kt), (2.4)

e αj = 0, para todo j no complementar destes intervalos. Aqui k1 ≥ 0 e lt ≥ 0, e

todos os outros ki e li são estritamente positivos.

Dado 0 ≤ l ≤ n, denotamos por C(n, l, t) a união de todos os n-cilindros exten-

didos C(k1, l1, ..., kt, lt), com l1 + l2 + ... + lt = l.

Usando a hipótese (H6) que a imagem de qualquer domı́nio intersecta no máximo

η domı́nios, onde η ≤ K5σ
d, o resultado abaixo segue de [16]:

Lema 2.4 ([16], Lema 4.3) Suponha que αj ∈ {0, 1, ..., m}, para j = 0, 1, ..., n− 1.

Então para cada n, l, t, k1, l1, ..., kt, lt tem-se:

(a) #C(k1, l1, ..., kt, lt) ≤ ηk, onde k = k1 + k2 + .... + kt = n− l;

(b) #C(n, l, t) ≤

 l

t− 1





 n− l

t− 1


 ηk.

Demonstração: (a) Note que cada cilindro Cn = C(α0, ..., αn−1) é unicamente

determinado pela sequência αj, e dado qualquer αj, existem no máximo η valores
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posśıveis para αj+1. Agora, no caso se Cn ∈ C(k1, l1, ..., kt, lt), então l śımbolos αj

são iguais a zero, logo existem no máximo ηk sequências posśıveis para os cilindros

Cn. Portanto,

#C(k1, l1, ..., kt, lt) ≤ ηk onde k = k1 + k2 + .... + kt = n− l.

(b) Antes de começarmos a demonstração, recordamos o seguinte resultado.

Dados inteiros positivos, 1 ≤ t ≤ s, existem

 s− 1

t− 1




modos de decompor s como a soma de t inteiros estritamente positivos.

Como l1 + l2 + ... + lt = l, com li ≥ 1, para i < t, e lt ≥ 0, temos dois casos a

considerar. Se lt > 0, então existem

 l − 1

t− 1




modos de decompor l como a soma de t inteiros positivos. Agora, no caso de lt = 0,

existem 
 l − 1

t− 2




modos de decompor l como a soma de (t− 1) inteiros positivos. Portanto, existem


 l − 1

t− 1


 +


 l − 1

t− 2


 =


 l

t− 1


 .

modos de decompor l.

De modo análogo, como ki ≥ 1, para 1 < i ≤ t e k1 ≥ 0 existem
 n− l

t− 1




soluções para equação k1 + k2 + ... + kt = n− l = k.

Portanto o conjunto C(n, l, t) é formado por no máximo
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
 l

t− 1





 n− l

t− 1




conjuntos C(k1, l1, ..., kt, lt). Desta forma, junto com a parte (a) conclúımos que

#C(n, l, t) ≤

 l

t− 1





 n− l

t− 1


 ηk.

2
Lema 2.5 Para cada k1, l1, ..., kt, lt e Cn ∈ C(k1, l1, ..., kt, lt), temos

n∑
j=1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 ≥ − 9

50
t log λ− 1

10
λl + (n− l) log σ,

onde λ = Leb(Hf ).

Demonstração: Seja x ∈ Cn. Como Cn ∈ C(k1, l1, ..., kt, lt), temos que li é o

número de iterados de uma órbita de x durante uma visita à R0 para cada i = 1, ..., t,

e ki é o número de iteradas de uma órbita de x durante uma visita fora de R0 para

cada i = 1, ..., t. Sabendo que l1 + ... + lt = l e k1 + ... + kt = k = (n− l), temos

n∑
j=1

inf
x∈Cn

log‖Df−1(f j(x))‖−1 =

=
t∑

i=1

[
li∑

j=1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 +

ki∑
j=1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1

]
.

Agora consideremos o seguinte subconjunto de R0:

Por (H2) sabemos que Leb(f−j(R0)) → 0 quando j → ∞, então existe q ∈ N
dependendo de λ tal que Leb(f (−q−1)(R0)) < 2λ, de modo que Leb(f−q(R0)) ≥ 2λ.

Seja Vq = f−q(R0) e Vj = f j(Vq), j = 1, ..., q subconjuntos de R0.

Além disso, supomos que λ = Leb(Hf ) está suficientemente próximo de zero, de

modo que

Leb(f(Vq))

Leb(f q+1(Vq))
=

Leb(V1)

Leb(f(R0))
≤ λ9/10. (2.5)

Escrevendo R0 = (R0 \ Vq) ∪ Vq, então por (H3) e (H4)
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li∑
j=1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 =

=

q∑
j=1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 +

li∑
j=q+1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1

≥
q∑

j=1

(−λ + Leb(Vj))− 1

10
λ(li − q)

≥
q∑

j=1

(−λ + Leb(Vj))− 1

10
λli

onde Vj = f j(Vq) quando x ∈ ∂Vq.

Por (H5), obtemos
Leb(Vj+1)

Leb(Vj)
≤ 1− 2λ + 3Leb(Vj) , então por (2.5)

1 =
Leb(V1)

Leb(f(R0))

q∏
j=1

Leb(Vj+1)

Leb(Vj)
≤ λ9/10

q∏
j=1

(1− 2λ + 3Leb(Vj)). (2.6)

Usando o fato elementar

log(1− a + b) ≤ − 9

10
a +

11

10
b para 0 < a, b ≤ 1

10
,

temos para λ suficientemente pequeno que

log(1− 2λ + 3Leb(Vj)) ≤ −18

10
λ +

33

10
Leb(Vj). (2.7)

Como Leb(Vq) ≥ 2λ, verifica-se que

−λ + Leb(Vj) ≥ 1

5

(
−18

10
λ +

33

10
Leb(Vj)

)
. (2.8)

Portanto, por (2.6),(2.7) e (2.8)
q∑

j=1

(−λ + Leb(Vj)) ≥ 1

5

q∑
j=1

(
−18

10
λ +

33

10
Leb(Vj)

)
(2.9)

≥ 1

5
log

q∏
j=1

(1− 2λ) + 3Leb(Vj) ≥ 1

5
log λ−9/10 = − 9

50
log λ

Lembrando que log ‖Df−1(x)‖−1 ≥ σ, para cada x /∈ R0 e que k = (n−l), conclúımos

n∑
j=1

inf
x∈Cn

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 ≥
t∑

i=1

(
− 9

50
log λ− 1

10
λli + Ki log σ

)

≥ − 9

50
t log λ− 1

10
λl + (n− l) log σ.

2
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Lema 2.6 ([16], Lema 4.6) Para cada k1, l1, ..., kt, lt e Cn ∈ C(k1, l1, ..., kt, lt), exis-

tem pontos xi ∈ fk1+l1+...+ki(Cn) ⊂ R0, tais que

Leb(Cn) ≤ σ−d(n−l)

t∏
i=1

Jacf li(xi)
−1,

onde 3 < σ ≤ ‖Df−1(x)‖−1, para todo x /∈ R0.

Demonstração: Seja Cn = C(α0, ..., αj, ..., αn−1) ∈ C(k1, l1, ..., kt, lt). Lembramos

que Cn = Rα0 ∩f−1(Rα1)∩ ...∩f−j(Rαj
)...∩f−(n−1)(Rαn−1), assim, se αj > 0, então

f j(Cn) está contido em R1 ∪ ... ∪ Rm. Por (H1), sabemos que ‖Df−1(x)‖−1 > σ

para todo x ∈ R1 ∪ ... ∪ Rm, então Jacf(x) > σd. Isto acontece para n − l valores

de j, e para cada um destes valores temos

Leb(f j+1(Cn)) ≥ σdLeb(f j(Cn)). (2.10)

Agora considere j = k1 + l1 + ...+ki, para cada 1 ≤ i ≤ t. Então f j(Cn) está contido

em R0 e permanece por lá li iteradas. Assim,

Leb(fk1+l1+...+ki+li(Cn)) ≥ Jacf li(xi)Leb(fk1+l1+...+ki(Cn)) (2.11)

para algum xi com no enunciado. Usando o fato que Leb(fn(Cn)) ≤ 1 e as equações

(2.10) e (2.11), conclúımos o lema. 2

2.2 Prova do Teorema 1

Lembramos que Bn(c0λ), é o conjunto dos pontos que pertencem à algum cilindro

C(α1, ..., αn), tal que

φj(α1, ..., αj) ≤ c0λ para cada j ∈ {1, ..., n}. (2.12)

Definimos o seguinte conjunto:

Bλ,n,l,t = Bn(c0λ) ∩ C(n, l, t), (2.13)

que é conjunto formado pelos n-cilindros satisfazendo (2.12), com um determinado

tipo de trajetória: t visitas ao domı́nio R0, permanecendo um total de l iteradas

lá. Dessa forma, dividimos Bn(c0λ) como a união disjunta de todos os Bλ,n,l,t, sobre

todos l e t.
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Do Lema 2.5, temos

n∑
j=1

inf
x∈Cj

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 ≥ − 9

50
t log λ− 1

10
λl + (n− l) log σ,

para cada Cn ∈ C(n, l, t).

Por outro lado, da Definição 2.3 da média da menor expansão, como Cn ∈
Bn(c0λ) tem-se que

n∑
j=1

inf
x∈Cj

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 ≤ c0λn.

Assim uma condição necessária para um cilindro Cn ∈ C(n, l, t) estar em Bλ,n,l,t é

− 9

50
t log λ− 1

10
λl + (n− l) log σ ≤ c0λn. (2.14)

Fixamos c0 =
1

200
.

Lema 2.7 Se Cn ∈ Bλ,n,l,t, então

(a)
n− l

l
≤ 1

9

λ

log σ

(b)
t

l
≤ 3

4

λ

(− log λ)
.

Demonstração: Item (a). Consideramos Leb(Hf ) = λ suficientemente pequeno.

Como − 9

50
t log λ é maior do que zero, pela equação (2.14) temos

(n− l) log σ ≤ c0nλ +
1

10
λl

= c0(n− l)λ + c0lλ +
1

10
λl

= c0(n− l)λ +

(
1

10
+ c0

)
lλ (2.15)

Como c0 = 1/200, segue da desigualdade acima

n− l

l
≤ (1/10 + c0)λ

log σ − c0λ
≤ (1/10 + 2c0)λ

log σ

≤ 1

9

λ

log σ
(≤ 1),
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concluindo o item (a).

Agora para o item (b), como log σ > 0 e n > l, a equação (2.14) implica que

− 9

50
t log λ ≤ c0nλ +

1

10
λl. (2.16)

Por (a) temos que n ≤ 2l e como c0 = 1/200, segue que

− 9

50
t log λ ≤

(
1

10
+ 2c0

)
lλ ≤

(
1

10
+

1

100

)
lλ ≤

≤ 27

200
lλ.

Portanto,

t

l
≤ 3

4

λ

− log λ
. (2.17)

2

Lema 2.8 ([16], Lema 4.6) Dado τ > 0, existem l0 ≥ 1 e κ > 0 tal que, para cada

l ≥ l0 e 0 < κ ≤ κ0,

log


 l

t


 ≤ l(1 + τ)κ log

1

κ
, sempre que 0 ≤ t ≤ κl.

Proposição 2.9 Seja f : M → M uma aplicação com buraco satisfazendo as

hipóteses (H1) − (H6). Então existem c0 > 0, c1 > 0, λ0 > 0, n0(λ) ≥ 1, tal

que para cada 0 < λ ≤ λ0,

Leb(Bn(c0λ)) ≤ e−c1nλ, ∀n ≥ n0(λ). (2.18)

Demonstração: Pelo item (b) do Lema 2.7, para considerarmos t ≤ κl, basta

tomar

κ =
3

4

λ

(− log(λ))
.

Além disso, fixamos τ = 1/1000, e assumimos λ suficientemente pequeno de modo

que κ ≤ κ0 como no Lema 2.8.

Pelos Lemas 2.4 e 2.6 , temos que



42

log
∑

C∈Bλ,n,l,t

Leb(C) ≤ log


 l

t− 1





 n− l

t− 1




( η

σd

)n−l
t∏

i=1

Jacf li(xi)
−1. (2.19)

Usando o Lema 2.8, a hipótese (H2) e a relação elementar


 n

k


 ≤

n∑
j=0


 n

j


 = 2n, para todo 0 ≤ k ≤ n,

obtemos

log
∑

C∈Bλ,n,l,t

Leb(C) ≤ l(1 + τ)κ log
1

κ
+ (n− l) log 2 + (n− l) log

η

σd
− 9

5
lλ. (2.20)

Usando o item (a) do Lema 2.7, temos que

(n− l) log 2 + (n− l) log
η

σd
≤ (n− l) log(2000) ≤ 8(n− l)

≤ 8

9

λ

log σ
l ≤ 8

9
λl (2.21)

A última desigualdade segue do fato que σ > 3.

Usando a desigualdade anterior na equação (2.20), obtemos

log
∑

C∈Bλ,n,l,t

Leb(C) ≤ l(1 + τ)κ log
1

κ
− 41

45
lλ. (2.22)

Por outro lado, note que

1

λ
κ log

1

κ
=

log((−4/3) log(λ))

(−4/3) log(λ)
− 3

4

log(λ)

(− log(λ))
(2.23)

converge para 3/4 quando λ tende à zero. Portanto assumindo λ suficientemente

pequeno, temos que l(1+τ)κ log
1

κ
é menor do que

36

45
lλ. Para isto, basta considerar

λ tal que
1

λ
κ log

1

k
<

36

45(1 + τ)
. Assim, segue que

log
∑

C∈Bλ,n,l,t

Leb(C) ≤ −1

9
lλ ≤ − 1

18
nλ, (2.24)

pois n ≤ 2l pelo Lema 2.7. Para completar a prova do teorema, nós precisamos

realizar esta soma sobre todos l e t. Como l ≤ n e t ≤ κl, segue que tl ≤ κn2, então

Leb(Bn(c0λ)) ≤ κn2e−
nλ
18 ≤ e−

nλ
36 ,
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Para a última desigualdade da equação anterior, basta escolhermos um n0(λ) sufi-

cientemente grande, de modo que κn2 ≤ e
nλ
36 , para todo n ≥ n0(λ). Assim, tomando

c1 = 1/36, obtemos

Leb(Bn(c0λ)) ≤ e−c1nλ. (2.25)

2
Observação 2.10 Dado c0 > 0 , denotamos por Ln(c0λ) a união de todos os n-

cilindros C(α1, ...αn), tal que φn(α1, ...αn) ≤ c0λ.. Dessa forma, podemos observar

que Bn(c0λ)(definido como (2.1) ) está contido na união dos cilindros C ∈ Ln(c0λ).

Teorema 2.11 ([15], Teorema 1) Seja f : M → M uma aplicação com buraco, e

Λf o repulsor de f . Se existem c0, c1 > 0 tais que
∑

C∈Ln(c0)

Leb(C) ≤ e−c1n para cada

n suficientemente grande , então

HD(Λf ) < d.

Demonstração: (Teorema 1) Pela Proposição (2.9) existem c0, c1 > 0, tal que

Leb(Bn(c0λ)) ≤ e−c1nλ, e como pela Observação (2.10) Leb(Bn(c0λ)) ≤ ∑
C∈Ln(c0λ)

Leb(C),

o Teorema 1 segue do Teorema (2.11).

2

2.3 Aplicações Expansoras

Dado c0 > 0, dizemos que um difeomorfismo local F é c0-expansora, se existir

n tal que a derivada de qualquer ramo inverso satisfaz ‖DF−n(x)‖ ≤ e−c0n, para

todo x no seu domı́nio de definição.

Seja f : M → M uma aplicação com buraco, com Leb(Hf ) = λ > 0. Considere

a aplicação F :
⋃

n≥0

Sn(c0λ) → M , definida por

F (x) = fn+1(x) se x ∈ Sn(c0λ), (2.26)

onde Sn(c0λ) é definido como em (2.3).

Proposição 2.12 A aplicação F é c0λ−expansora.
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Demonstração: De fato, seja x ∈ ⋃
n≥0

Sn(c0λ), sem perda de generalidade supo-

mos que x ∈ Sn−1(c0λ), então por definição x ∈ C(α1, ..., αn−1, αn) com

φn(α1, ..., αn−1, αn) > c0λ.

Então
n∑

j=1

log ‖Df−1(f j(x))‖−1 = log
n∏

j=1

‖Df−1(f j(x))‖−1 > c0nλ ⇒

⇒
n∏

j=1

‖Df−1(f j(x))‖ < e−c0nλ.

Por outro lado, como x ∈ Sn−1(c0λ), então F (x) = fn(x), segue que

‖DF−1(F (x))‖ = ‖Df−n(fn(x))‖ ≤
n∏

j=1

‖Df−1(f j(x))‖ < e−c0nλ,

portanto F é c0λ-expansora. 2

Seja f : M → M uma aplicação com buraco. Pela definição da aplicação F dado

em (2.26), definimos o repulsor da F e o buraco da F , respectivamente por

ΛF =

{
x ∈ M ; F j(x) ∈

⋃
n≥0

Sn(c0λ),∀j ≥ 0

}
e (2.27)

HF = M\
⋃
n≥0

Sn(c0λ).

Assim, pela Definição 1.6 podemos observar que o ΛF ⊂ Λf , mas o HF * Hf .

Dysmam em [11], mostrou que a dimensão de Hausdorff do repulsor para aplicações

expansoras converge para dimensão ambiente, quando a medida de Lebesgue do

buraco tende a zero, ou seja:

Teorema 2.13 ([11], Teorema 3) Dado c0 > 0, seja F uma aplicação c0−expansora

com buraco HF . Então existe uma aplicação

ψ : [0, 1] → [0, d],

onde ψ(x) converge para d quando x converge para zero, tal que

HD(ΛF ) ≥ ψ(Leb(HF )).
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2.4 Prova do Teorema 2

Proposição 2.14 Seja f uma aplicação com buraco satisfazendo as hipóteses (H1)−
(H6). Então para cada n suficientemente grande, existem c0 > 0, c2 > 0, λ1 > 0,

tal que

Leb(Bn(c0λ) ≤ ec2 log(λ), para cada 0 < λ < λ1. (2.28)

Demonstração: Pelo Lema (2.7) item (b)

t

l
≤ 3

4

λ

− log(λ)
, (2.29)

segue que

−lλ ≤ −4

3
t(− log(λ)) ≤ 4

3
log(λ), (2.30)

a última desigualdade segue do fato que t ≥ 1. Portanto, por (2.24) tem-se que

log
∑

C∈Bλ,n,l,t

Leb(C) ≤ −1

9
lλ ≤ 4

27
log λ. (2.31)

Somando sobre todos l e t, obtemos

Leb(Bn(c0λ) ≤ κn2e
4
27

log λ ≤ e
4
27

log λ,

para todo 0 < λ < λ1(n). A última desigualdade segue do fato que κ → 0, quando

λ → 0. Assim, tomando c2 = 4/27, obtemos o resultado. 2

Demonstração: (Prova do Teorema 2)

Considere a aplicação Fn, tal que ∀j ≤ n, definimos Fn(x) = f j(x) se x ∈
Bj−1(c0λ) \ (Bj(c0λ) ∪ f−(j−1)(Hf )). Note que Fn não está definido em Bn(c0λ) ,

logo o buraco de Fn é dado por

HFn = Bn(c0λ) ∪Hf ∪ (f−1(Hf ) ∩B1(c0λ)) ∪ ... ∪ (f−(n−1)(Hf ) ∩Bn−1(c0λ)).

Denotando Hf ∩B0(c0λ) = Hf , e usando o fato dos conjuntos (f−j(Hf )) ∩ Bj(c0λ)

serem disjuntos para todo j = 0, 1, ..., n− 1, tem-se que

Leb(HFn) = Leb(Bn(c0λ)) +
n−1∑
j=0

Leb(f−j(Hf ) ∩Bj(c0λ)).
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Como ‖Df−1‖ < 1, segue do teorema da mudança de variáveis que

Leb(f−j(Hf )) ≤ Leb(Hf ).

Por outro lado, como Leb(f−j(Hf ))∩Bj(c0λ) é limitado pelo número de cilindros em

Bj multiplicado pelo máximo da medida de Lebesgue de f−j(Hf ) para cada ramo

inverso, e como a soma de cilindros em Bj é limitado por (m + 1)j, obtemos

Leb(f−j(Hf ) ∩Bj(c0λ)) ≤ (m + 1)jLeb(f−j(Hf )) ≤ (m + 1)jLeb(Hf ).

Pela Proposição 2.14, Leb(Bn(c0λ)) ≤ ec2 log(λ), para λ suficientemente pequeno,

portanto

Leb(HFn) ≤ ec2 log(λ) + λ

n−1∑
j=0

(m + 1)j. (2.32)

Assim, dado uma aplicação com buraco f , considere n suficientemente grande fixado,

e definimos F = Fn para este n fixado.

Logo por definição das Fn temos que F é c0λ-expansora. Assim, pelo Teorema

2.13, dado ε > 0, existe δ > 0 tal que, se Leb(HF ) < δ então HD(ΛF ) ≥ d− ε. Pela

equação 2.32, seja λ suficientemente pequeno, tal que ec2 log(λ) + λ
n−1∑
j=0

(m + 1)j < δ,

então Leb(HF ) < δ. Como ΛF ⊂ Λf , segue que HD(Λ) ≥ d− ε.

2



Caṕıtulo 3

Prova do Teorema 3

Neste caṕıtulo apresentamos o conceito de Partição de Markov, verificando que

a famı́lia gµ apresentada na Seção 1.4 possui uma Partição de Markov. Dessa forma

construiremos uma aplicação com buraco, satisfazendo as hipóteses (H1)-(H6) do

modelo abastrato. Por fim provamos o Teorema 3, usando a suavidade da holonomia

das folheações estáveis e a propriedade de Dimensão de Hausforff para o produto

cartesiano de dois conjuntos.

3.1 Partição de Markov

O objetivo desta seção é verificar que as aplicações gµ tem partições de Markov, e

a imagem de qualquer retângulo de Markov intersecta um número finito de retângulos

de Markov. Primeiramente recordamos alguns conceitos envolvendo partições de

Markov. Para maiores detalhes, ver [3] e [23].

Definição 3.1 Seja f : M → M um difeomorfismo de Anosov. Um subconjunto

Si ⊂ M é um retângulo de Markov, se:

(a) Si é um domı́nio compacto com diâmetro pequeno;

(b) Si coincide com o fecho do seu interior, Si = int(Si),

(c) para quaisquer x, y ∈ Si, temos que [x, y] = W u
loc(x) ∩W s

loc(y) ∈ Si.
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Para cada x ∈ Si, denotaremos as componentes conexas de W s(x) ∩ Si e de

W u(x) ∩ Si que contém x por W s
i (x) e W u

i (x), respectivamente.

Definição 3.2 Uma partição de Markov para f : M → M é uma cobertura finita

S = {S0, S1, ..., Sm} de M por retângulos de Markov, tais que.

(a) int(Si) ∩ int(Sj) = ∅ para i 6= j,

(b) f(W s
i (x)) ⊂ W s

j (f(x)) e f(W u
i (x)) ⊃ W u

j (f(x)), para todo x ∈ Si ∩ f−1(Sj).

A condição (b) é a condição de Markov.

Definição 3.3 Definimos a fronteira estável e instável de um retângulo de Markov,

por

∂sSi = {x ∈ Si : x /∈ int(W u
i (x))}

∂uSi = {x ∈ Si : x /∈ int(W s
i (x))}.

Pela definição de retângulos de Markov, e o fato que (x, y) 7→ [x, y] é uma

aplicação cont́ınua, vemos que ∂sSi é a união de conjuntos estáveis W s
i (z) e ∂uSi é a

união de conjuntos instáveis W u
i (z). Denotando por ∂sS = ∪i∂

sSi e ∂uS = ∪i∂
uSi,

pela Definição 3.2 item (b), temos que f(∂sS) ⊂ ∂sS e f−1(∂uS) ⊂ ∂uS.

Usando uma partição de Markov, podemos associar a f uma aplicação quociente

φ no espaço de todas folhas estáveis W s
i (x) enviando cada W s

i (x) na folha estável

W s
j (y) que contém ela(φ pode assumir vários valores nas fronteiras dos retângulos de

Markov.). Esta aplicação quociente é uniformemente expansora e tem a propriedade

de Markov: denotando Ri = {W s
i (x) : x ∈ Si},

φ(int(Ri)) ∩ int(Rj) 6= ∅ ⇒ φ(Ri) ⊃ Rj. (3.1)

Teorema 3.4 ([3], Teorema 3.12) Se f : M → M é um difeomorfismo de Anosov,

então f admite uma partição de Markov, com diâmetro arbitrariamente pequeno.

Retornando ao nosso ambiente da Seção 1.4, pelo teorema anterior podemos

garantir a existência de uma partição de Markov S = {S0, S1, ..., Sm} para o difeo-

morfismo de Anosov G, de modo que o fecho de V esteja contido no interior de

algum retângulo S0 de Markov de S. [16] mostrou o seguinte resultado.
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Proposição 3.5 ([16], Seção 2.3) Existe uma famı́lia suave (Gµ)µ de difeomorfismo

de Anosov em T3, C1 próxima de G, tal que gµ = Gµ fora de V para todo µ.

Definição 3.6 Seja f : M → M um difeomorfismo. Dizemos que f é Cr-estrutural-

mente estável, se existe uma vizinhança U(f) ⊂ Diff r(M), tal que, se g ∈ U(f)

então existe um homeomorfismo h : M → M tal que h ◦ f = g ◦ h.

Teorema 3.7 Se f : M → M é um difeomorfismo de Anosov, então f é C1-

estruturalmente estável.

Por hipótese, nosso difeomorfismo G é Anosov, e pela Proposição 3.5, Gµ é C1-

próxima de G, logo existe um homeomorfismo hµ : M → M , tal que Gµ◦hµ = hµ◦G.

Então a famı́lia

Sµ = {Si,µ = hµ(Si) : Si ∈ S}

é uma partição de Markov para Gµ. Além disso, a conjugação hµ é C0 próxima a

identidade, se Gµ está próximo a G.

Assumindo (gµ)µ suficientemente próxima à (ĝµ)µ, podemos garantir que o fecho

de V está contido no interior de S0,µ = hµ(S0) para todo µ. Como gµ = Gµ fora de

V , segue que gµ(Si,µ) = Gµ(Si,µ) para todo i(incluindo i = 0). Podemos ver também

que, como as iteradas futuras de todos os pontos em ∂s(Sµ) por Gµ nunca passam

pela região V , elas coincidem com as correspondentes iteradas por gµ.

O mesmo é verdadeiro para o difeomorfismo parcialmente hiperbólico gµ com

folhas fortemente-estáveis no lugar de variedades estáveis, pois as iteradas futuras

dos pontos em ∂s(hµ(Si)) nunca passam pela região perturbada V , e assim suas

folhas locais fortemente-estáveis para gµ coincidem com as variedades estáveis locais

para G. Segue ainda que podemos definir uma aplicação quociente no espaço das

folhas locais fortemente-estáveis de gµ, e isto ainda é Markov, como em (3.1): os

domı́nios Ri,µ para as aplicações quocientes de gµ e Gµ coincidem, e as imagens deles

sob estas aplicações quocientes também coincidem.

Neste sentido que dizemos que Sµ também é uma partição de Markov para nosso

difeomorfismo parcialmente hiperbólico gµ.
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Observação 3.8 ([16], Seção 2.3 ) Para determinar o número de retângulos in-

tersectados pela imagem de qualquer um deles, observamos o seguinte: a média do

número de retângulos intersectados por cada retângulo de Markov é dado pelo ja-

cobiano na direção instável/central, no qual para G é σ2. Claro que podem ocorrer

algumas oscilações em relação a esta média, se alguns retângulos são maiores que

os outros, mas a menos de uma constante k̃ > 1, podemos garantir que imagem de

qualquer retângulo intersecta no máximo η ≤ k̃σ2 retângulos.

3.2 Construção de uma aplicação com buraco

O primeiro passo é associar a cada difeomorfismo gµ uma aplicação com buraco

fµ de dimensão 2. Seja Sµ = {S0, S1, ..., Sm} uma partição de Markov para gµ

como na seção anterior. Relembre que para cada x ∈ Si, denotamos por W s
i (x) a

componente conexa de W s ∩ Si que contém x.

Definimos para cada µ os seguintes domı́nios: Ri,µ ⊂ W cu(pµ) que intersecta

cada folha estável W s
i (x) em exatamente um ponto, para cada i ≥ 1, e para i = 0

análogo, apenas denotamos o domı́nio por R∗
0,µ e exigimos que pµ ∈ R∗

0,µ. Sejam

Wµ = R∗
0,µ ∪R1,µ ∪ ... ∪Rm,µ (3.2)

Hµ = R∗
0,µ ∩W s

loc(pµ)

R0,µ = R∗
0,µ\Hµ e

πµ : M → Wµ

a projeção ao longo das folhas W s
j (x) dentro de cada Sj. Pelo Corolário 1.17, πµ é

de classe C1+δ restrita a cada retângulo. Então definimos

fµ : Wµ → Wµ, por fµ = πµ ◦ gµ,

então fµ também é uma aplicação de classe C1+δ.

Esta aplicação fµ é uma aplicação com buraco, no sentido da Definição 1.4.

Primeiramente, notamos que os retângulos de Markov têm diâmetros internos

finitos, e a capacidade limite das suas fronteiras é menor do que a dimensão de Wu.
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Esses fatos, segue dos seguintes resultados, encontrados em [16]:

Lema 3.9 ([16], Proposição 3.4) Dado um difeomorfismo de Anosov Φ : M → M

com ı́ndice estável 1, e uma partição de Markov R para Φ, existe L > 0 tal que para

quaisquer x, y em algum retângulo de Markov, existe uma curva suave por partes

γ ⊂ R ligando x e y com o l(γ) < L.

Lema 3.10 ([16], Proposição 3.5) Dado um difeomorfismo de Anosov Φ : M → M

e uma partição de Markov R para Φ, a capacidade limite c(∂uR) da união das fron-

teiras instáveis dos retângulos de Markov é estritamente menor do que a dimensão

instável de Φ.

Para completar a construção da aplicação com buraco, falta verificar a condição

de Markov da aplicação de buraco, para isso, usaremos a Observação 1.5.

Considere µ > 0 suficientemente próximo de zero. Além disso, vamos omitir a

referência para os parâmetro nos subscritos dos retângulos de Markov. Tomamos

H0 = Hµ e Hi = ∅ para i ≥ 1. Por (3.2), H0 tem interior não vazio. Como Sµ é

uma partição de Markov, qualquer imagem fµ(Ri) é a união de domı́nios Rj sobre

algum subconjunto J(i) de ı́ndices j. Por outro lado, como nossas aplicações de

Anosov Gµ são conjugadas a um difeomorfismo de Anosov linear, segue que os Gµ

são transitivos, e então para qualquer 0 ≤ i ≤ m, existe l ≥ 0 tal que f l
µ(Ri) contém

R0. Por fim, H0 = fµ(R0) \ {R0, ..., Rm} tem interior não vazio, completando a

verificação.

3.3 Prova do Teorema 3

Nesta seção, primeiramente vamos verificar as condições (H1)-(H6)para a aplicação

com buraco fµ definida na seção anterior. Muitos dos resultados se encontram em

[16]. E por fim, faremos a prova para o Teorema 3.

Antes de começarmos a verificar as condições (H1)-(H6), faremos algumas con-

siderações. No modelo abstrato, as condições são feitas em relação a Leb(Hf ) = λ.
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Agora no nosso ambiente de Hopf, as condições serão verificadas em relação ao

parâmetro µ. Pois, basta observarmos, que o raio do ćırculo invariante criado pela

bifurcação de Hopf em (1.7) é ρ0(µ) = (µ/b1(µ))1/2, e como a aplicação fµ está

definida no plano (ρ, θ), então a medida de Lebesgue do buraco da fµ, (Leb(Hµ)), é

equivalente ao seu parâmetro, ou seja

µ → 0 ⇔ Leb(Hµ) → 0.

Por simplicidade de notação denotamos Wµ ∩ V também por V . Relembre que

V1 ⊂ V é uma vizinhança de pµ introduzida na Proposição 1.13. Agora dado x =

(ρ1, θ) ∈ V1, temos que ρ2
1 é equivalente, a menos de uma constante, ao volume

Leb(V ′), onde V ′ = {(ρ, θ); ρ ≤ ρ1}.
A (condição H1) segue direto do fato que Dfµ = Dgµ|Ecu

µ
e da Observação 1.16.

Para as condições (H2)-(H4) vamos apresentar alguns resultados, cujas provas se

encontram em [16].

Lema 3.11 ([16], Lema 4.1) Seja (gµ)µ como no nosso ambiente. Então existe

uma constante µ1 > 0 tal que para cada 0 < µ ≤ µ1, temos Hµ ⊂ V e existe uma

vizinhança V2(µ) ⊂ Hµ de pµ tal que:

(a) log ‖(Dfµ(x))−1‖−1 ≥ −33

32
µ +

31

32
b1(µ)ρ2, para qualquer x = (ρ, θ) ∈ V1;

(b) log ‖(Dfµ(x))−1‖−1 ≥ − 3

32
µ para qualquer x fora de V2(µ);

(c) log Jacfu(x) ≥ 61

32
µ para qualquer x fora de V2(µ).

A vizinhança V2(µ) de pµ é dada em coordenadas polares por

{
(ρ, θ) : ρ <

(
127

128

)1/2

ρ0(µ)

}
,

a figura 3.1 descreve as vizinhanças de pµ.

Para as (condições H2-H4) consideremaos

V̂ (µ) =

{
(ρ, θ) : ρ2 <

33

31

µ

b1(µ)

}
,
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Figura 3.1: Vizinhança de pµ

definindo Ṽ (µ) = V̂ (µ) \ V2(µ), essas condições segue direto do lema anterior e das

considerações feitas anteriormente.

Lema 3.12 Para qualquer x = (ρ, θ) /∈ Ṽ (µ) temos

Jacfµ(x) ≤ 1− 2µ + 5b1(µ)ρ2.

Demonstração: Seja {
∂

∂ρ

∣∣∣∣
(ρ,θ)

,
∂

∂θ

∣∣∣∣
(ρ,θ)

}
,

a imagem da base canônica noR2 sob a mudança de coordenadas ϕ(ρ, θ) = (ρ cos θ, ρ sin θ).

A base

{
∂

∂ρ

∣∣∣∣
(ρ,θ)

,
1

ρ

∂

∂θ

∣∣∣∣
(ρ,θ)

}
, (3.3)

é ortonormal, relativa à métrica Euclideana. Da expressão da forma normal dada

em (1.4) e da Observação 1.14, temos

Fu(ρ, θ) = ((1− µ)ρ + b1(µ)ρ3, θ + φ(µ) + b2(µ)ρ2),

assim
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DFµ
∂

∂ρ

∣∣∣∣
(ρ,θ)

= (1− µ + 3b1(µ)ρ2)
∂

∂ρ

∣∣∣∣
Fµ(ρ,θ)

+ 2b2(µ)ρ
∂

∂θ

∣∣∣∣
Fµ(ρ,θ)

e

DFµ
∂

∂θ

∣∣∣∣
(ρ,θ)

=
∂

∂θ

∣∣∣∣
Fµ(ρ,θ)

.

Portanto, a matriz de DFµ relativa ao sistema (3.3) é

DFµ(ρ, θ) =


 (1− µ) + 3b1(µ)ρ2 0

2b2(µ)ρ((1− µ)ρ + b1(µ)3) (1− µ) + b1(µ)ρ2


 .

Portanto, JacFµ(x) = (1 − µ)2 + 4b1(µ)ρ2(1 − µ) + 3(b1(µ)ρ2)2. Portanto para µ

suficientemente pequeno, usando a Proposição 1.13 item (d) e o fato que x /∈ Ṽ (µ),

obtemos

Jacfµ(x) ≤ (1− µ)2 + 4b1(µ)ρ2(1− µ) + 3(b1(µ)ρ2)2 + b1(µ)ρ2/100

≤ 1− 2µ + µ2 + 4b1(µ)ρ2 + 3(b1(µ)ρ2)2 + b1(µ)ρ2/100

≤ 1− 2µ + 4b1(µ)ρ2 + 4(b1(µ)ρ2)2 + b1(µ)ρ2/100

≤ 1− 2µ + 5b1(µ)ρ2.

2
A (condição H5) segue do lema anterior .

A (Condição H6) segue da Observação 3.8.

Como nossa aplicação fµ constrúıda na Seção 3.2 é uma aplicação com buraco, e

satisfaz as condições (H1)-(H6), então estamos em condições de aplicar os Teoremas

1 e 2 para o conjunto dos pontos em Wµ que nunca caem em Hµ. Denotando este

conjunto por Λfµ , obtemos para cada µ suficientemente pequeno, que

HD(Λfµ) ≥ 2− ε.

Demonstração: (Teorema 3) Como HD(Λfµ) ≥ 2 − ε, então existe um disco de

raio r > 0, Dr ⊂ Wu, com Λfµ ∩Dr 6= ∅, tal que HD(Λfµ ∩Dr) ≥ 2− ε.

Agora, como Λµ é saturado pelas folheações estáveis, e pelo Corolário 1.17 a

holonomia das folheações estáveis são C1+δ, em particular Lipschitz, segue que Λµ
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é localmente homeomorfa Lipschitz à F ss
loc(x) × (Λfµ ∩ Dr), com x ∈ (Λfµ ∩ Dr).

Assim, como HD(F ss
loc(x)) = 1, segue da Proposição 1.2 que

HD(Λµ) ≥ 3− ε.

Portanto, se µ → µ∗ então HD(Λµ) → 3.

2
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