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Resumo

Estudamos a dimensao de Hausdorff de certos conjuntos invariantes obtidos
como repulsores de aplicacoes com buraco. Neste trabalho relacionamos a dimensao
de Hausdorff do repulsor A com o volume do buraco H, em particular mostramos
que a dimensao de Hausdorff de A pode ser tomada arbitrariamente préxima da
dimensao do ambiente desde que o volume de H seja suficientemente pequeno. Como
aplicacao dos resultados, mostramos que a dimensao de Hausdorff dos repulsores de
uma familia desdobrando uma bifurcacao de Hopf varia continuamente no parametro

de bifurcagao.

Palavras chave: Dimensao de Hausdorff, repulsores nao-hiperbélicos, bifurcagao

de Hopf, aplicagao com buracos.



Abstract

We study the Hausdorff dimension of certain invariant sets obtained as re-
peller of maps with hole. In this work we relate the Hausdorff dimension of the
repeller A with the volume of the hole H, in particular one show that the Hausdorff
dimension of A can be made arbitrarily close to the dimension of ambient provided
that the volume of H is sufficiently small. As an application, we show that the
Hausdorff dimension of repellers of the a family unfolding a Hof bifurcation varies

continuously at the bifurcation parameter.

Key words: Hausdorff dimension, non-hyperbolic repellers, Hopf bifurcation, map

with holes.
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Introducao

Conjuntos invariantes de uma aplicacao carregam grande parte das informacoes
de seu comportamento dinamico, principalmente os conjuntos limites, isto é, os con-
juntos de pontos de acumulacao futuro e passado de uma aplicagao. Muitos desses
conjuntos possuem estrutura fractal. Invariantes geométricos como dimensao de
Hausdorff, capacidade limite, espessura e dimensao dinamica fornecem informacoes
importantes sobre a estrutura desses conjuntos. Veja [12], [20] e [21], por exemplo.

Entretanto, a maioria dos métodos para estimar esses invariantes requerem auto-
similaridade do conjunto (pequenas partes do conjunto se parecem muito com o
todo). A auto-similaridade pode ser obtida no contexto de sistemas uniformemente
hiperbdlicos e de sistemas conformes. OS sistemas estudados aqui nao possui tal
propriedade.

Outra questao de grande interesse é quando a dimensao de Hausdorff e a capaci-
dade limite variam continuamente com a aplicagao, ou ainda com o parametro em
uma familia de aplicagoes.

Dysman [11] estudou repulsores de certas aplicagoes ndo-uniformemente expan-
soras com buracos, também estudado por Horita e Viana [15]. A grosso modo,
as aplicagoes sao definidas em um subconjunto de uma variedade, coberto por um
nimero finito de dominios compactos com interiores disjuntos dois a dois, cujos
complementos desses dominios sao chamados buracos. Ela mostrou que a capaci-
dade limite é menor que a dimensao do ambiente generalizando o resultado em [16]
sobre a dimensao de Hausdorff. Como aplicacao desses resultados, Horita e Viana

[16] apresentam familias a um parametro de difeomorfismos (g,) em T? comegando

13
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em difeomorfismo de Anosov e desdobrando uma bifurcagao de Hopf em pu,. Para
va-lores p > i, os repulsores obtidos pelos difeomorfismos g, tém dimensao de
Hausdorff e capacidade limite estritamente menores que 3.

Além disso, Dysman [I1] prova que tanto a capacidade limite quanto a di-
mensao de Hausdorff dos repulsores das aplicagoes nao-uniformemente expansoras
com buracos variam continuamente quando o volume do buraco tende a zero, assu-
mindo hipéteses uniformes sobre o decaimento do volume dos cilindros ruins. Essas
hipéteses assumidas em [11] nao sao satisfeitas pelas familias de derivados de Anosov
em [16].

Neste trabalho mostramos que a dimensao de Haurdorff e a capacidade limite
dos repulsores nas familias em [16] tendem a 3 quando o parametro converge para
o parametro de bifurcacao. Para esta demonstragao fornecemos resultados sobre
cotas inferiores para repulsores de um subconjunto de aplica¢oes nao-uniformemente
expansoras com buracos presentes em [11] e [15].

Muitos autores tém estudado os problemas abordados aqui. Por exemplo, em
[17], prova-se que a dimensao de Hausdorff e capacidade limite da ferrudadura de-
pende continuamente da dinamica e sao estritamente menores do que 2, se a dinamica
é pelo menos C?.

Um resultado cldssico mostrado por Bowen em [3] é que repulsores uniforme-
mente hiperbdlicos que nao coincidem com a variedade toda, tém medida de Lebesgue
zero, se a aplicacdo ¢ C2. E também conhecido que sua dimensdo de Hausdorff é
menor do que a dimensao da variedade ambiente. Para a dimensao de Hausdorff
de conjuntos hiperbdlicos e de seus conjuntos estaveis e instéveis, ver Shafikov-Wolf
em [22], aonde encontra-se um limite superior para a dimensao de Hausdorff. Por
outro lado nosso repulsor A nunca sera hiperbélico, devido a presenca de um circulo
invariante criado na variedade centro-instavel pela bifurcacao de Hopf, pois difeo-
morfismos em conjuntos hiperbdlicos sao expansivos, e nao existem homeomorfismos
expansivos sobre o circulo, ver Walter ([24], Teorema 5.27).

Para resolver nosso problema inicial sobre a convergéncia dos repulsores obtidos

pelos difeomorfismos derivados de Anosov no parametro da bifurcacao, primeira-



15

mente vamos lidar com um modelo abstrato, que modela o comportamento deste
difeomorfismo ao longo da diregao central(nao-hiperbdlica): seja M uma variedade
de dimensao d. Suponha que f é uma aplicacao definida sobre dominios R; C
Monde 1 = 0,1, ...,m, com interiores dois a dois disjuntos, cuja uniao nao é o con-
junto todo M. O subconjunto de M onde f nao esté definido, é chamado de buraco
Hy. O objeto principal de interesse é o conjunto Ay de pontos de M tais que a érbita
futura destes pontos nunca cai no buraco, este conjunto é chamado de repulsor, ou
seja, o repulsor é o conjunto maximal, onde a dinamica estd sempre definida. Em [15]
Horita-Viana mostraram que a dimensao de Hausdorff desse repulsor é estritamente
menor do que d, para isso, eles exigiram que o volume dos cilindros ruins decaisse
exponencialmente de modo uniforme (Teorema 2.11). Porém neste trabalho, nés
nao exigiremos esta hipotese, e sim outras hipéteses definida que explicaremos na
Secao [1.2. Assim, primeiramente mostraremos que nossas hipéteses implicam na
hipdtese de [15] garantindo que a dimensao de Hausdorff do nosso repulsor também
é estritamente menor do que d. O objetivo dessas hipéteses é podermos verificar que
a dimensao de Hausdorff do repulsor converge para d quando a medida de Lebesgue
do buraco vai para zero.

AS conclusoes acima permitem-nos aplicarmos para o nosso repulsor obtidos dos
difeomorfimos de Anosov, verificando as hipéteses do modelo abstrato, de modo que,
quando a aplicacao se aproxima da bifurcacao, o volume do buraco se aproxima de
Zero.

Nosso trabalho pode ser visto como uma extensao dos resultados de Diaz-Viana
que se encontram [10], onde eles estudaram os atratores de aplicagoes obtidas de
difeomorfismos de Anosov sobre T?. Eles exibiram um conjunto aberto de familias
(fi)¢ de difeomorfismos de Anosov, desdobrando uma bifurcacao do tipo sela-né, tal
que a dimensao de Hausdorff do atrator varia descontinuamente no parametro da
bifurcacao. Em contraste, eles também exibiram uma outra familia de difeomor-
fismos do T?, com uma bifurcacao mais degenerada, de modo que a dimensdo de
Hausdorff varia continuamente sobre o parametro. Sua situacao é mais simples do

que a nossa, pois o problema pode ser reduzido a dimensao 1, projetando ao longo de
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uma folheacao invariante, e também pelo fato de seus atratores serem hiperbdlicos
apos a bifurcacao.

Este trabalho estd dividido em trés capitulos. No primeiro capitulo introduzi-
mos alguns conceitos béasicos que compoem a Teoria de Fractais, como Dimensao
de Hausdorff e Capacidade Limite, e algumas de suas propriedades. Definiremos o
conceito de aplicacao com buraco e apresentaremos as hipéteses necessarias para o
nosso sistema, enunciando o Teorema 1 e o Teorema 2. Além disso, apresentare-
mos o conceito de bifurcacao de Hopf, obtida pela nossa familia de difeomorfismos
(9,), derivado de um difeomorfismo de Anosov G. Por fim definiremos quem é a
nossa familia de difeomorfismo desdobrando uma bifurcacao de Hopf, enunciando o
Teorema 3.

No segundo capitulo faremos a prova dos 2 primeiros teoremas. Para a prova
dos dois teoremas, precisaremos definir alguns novos conceitos como os n-cilindros
que formam uma cobertura para o nosso repulsor. Além disso, definiremos um
conjunto cujo os pontos pertencentes a estes cilindros demoram muito tempo para ter
expansao. Para a prova do Teorema 1 necessitaremos de uma analise combinatoria
sobre a regiao nao hiperbdlica, através de um determinado tipo de trajetoria. Dessa
forma, mostraremos que nosso modelo abstrato satisfaz a hipétese de decaimento
exponencial dos volumes dos cilindros ruins, exigida em [15], provando o Teorema
1. Para a prova do Teorema 2, definiremos o conceito de aplicacao expansora F',
através da nossa aplicacao com buraco f. Observaremos que a construcao de nossa
aplicacao expansora F', garante que o repulsor Ap estd contido no repulsor de Ay,
por outro lado o buraco de Hp nao estd contido no buraco de H;. Usaremos o
Teorema 3 em [11], para a prova do Teorema 2.

No terceiro capitulo, apresentaremos o conceito de Particao de Markov, verifi-
cando que a familia g, apresentada na Segao 1.4/ possui uma Particao de Markov.
Para a prova do Teorema 3, construiremos uma nova familia de difeormorfismo
(fu)u, projetando a dinamica da familia inicial (g,), na direcao central ao longo da
folheacao estavel. Assim, verificaremos que a nossa nova familia (f,), satisfaz as

hipdteses de aplicacao com buraco e as hipdteses de expansao nao-uniforme. Dessa
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forma, poderemos aplicar os Teoremas 1 e 2 para os repulsores gerados por essa nova
familia. Usando o fato da holonomia das folheacoes estaveis serem C'+°, concluimos

a prova do Teorema 3.



Capitulo 1

Definicoes e Resultados

Neste capitulo introduzimos alguns conceitos basicos que compoem a Teoria de
Fractais, como Dimensao de Hausdorff e Capacidade Limite. Para maiores detalhes
sobre essa teoria, ver as referéncias Falconer [12], Palis-Takens [20] e Pesin [21]. Além
disso, introduzimos os conceitos de aplicagao com buraco, de hiperbolicidade nao-
uniforme e difeomorfismos derivado de Anosov. Por fim, apresentamos os principais

resultados deste trabalho.

1.1 Preliminares

Definicao 1.1 Dado a > 0, define-se m® : P(R™) — [0, +o00], com n € N*, como
o sequinte limite

m?(X) = limmg (X)),

sendo

my(X) = inf{ Z(diam U)*:U é uma cobertura aberta de X

veu

com diam U < 4, para todo U € U}, (1.1)

P(R"™) conjunto das partes do R™ e X C R". Denominamos m®(X) a medida de

Hausdorff a—dimensional de X.
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Observe que a definigao de m§ (X) implica que mg(X) cresce quando ¢ decresce,
ou seja, mg(X) é monétona com rela¢ao a d, assim o limite converge ou ¢é infinito.

Observamos para 6 < 1 que vale a propriedade de monotonicidade em relacao
a «, ou seja, a fungdo que associa o +— m®(X) é nao crescente. Além disso, se
m*(X) < o0, e <a<ag, entdo m* (X) =00 em®(X)=0. Assim o grafico de
m®(X) por a mostra que existe um tnico valor critico de a em que m®(X) da um

salto de oo para 0, ver Figura [1.1.
m (X}t

o0

j—
4
=]

HD(X)

Figura 1.1: Grafico da medida de Hausdorff a—dimensional

E este unico valor serd denotado por HD(X), chamado dimensao de Haus-
dorff de X, tal que, m*(X) = ocose o« < HD(X), e m*(X) = 0se a > HD(X).
Assim,

HD(X)=inf{aa >0: m*(X) =0} =sup{a > 0: m*X) = oo}

Apresentamos algumas propriedades para Dimensao de Hausdorff, veja ([12],

capitulo 2). Suponha que X,Y C R", entéo:

(P1) Se X C Y, entdo HD(X) < HD(Y);
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(P2) Se X é enumerével, entao HD(X) = 0;

(P3) Se Xj, ..., X, é uma sequéncia enumeravel de subconjuntos do R"™ entao

HD <i61Xi) = sup {HD(X,)};

1<i<n
(P4) Se X é um subconjunto aberto do R", entao HD(X) = n;

(P5) Se f: X — R" é uma funcao Lipschitz, entao HD(f(X)) < HD(X);
(P6) Se f: X — R™ é uma fungao bi-Lipschitz, entdo HD(f(X)) = HD(X).

Proposicao 1.2 ([12], Proposicio 7.2) Se X C R™, Y C R™ sdo conjuntos de
Borel, entao

HD(X xY) > HD(X)+ HD(Y) (1.2)

Definicao 1.3 Definimos a capacidade limite de um subconjunto X do R™ por:

Y

1 X
Cap(X) = lim sup M
e—0 | log €|

onde n(X,€) é o menor nimero de e-bolas necessdarias para cobrir X.

Com a definigao anterior, em ([12], capitulo 3) verifica-se que a capacidade limite
¢ uma estimativa superior para a dimensao de Hausdorff, ou seja, para cada X C R"

temos

HD(X) < Cap(X). (1.3)

1.2 Modelo Abstrato

Vamos descrever um modelo abstrato para o qual nossos resultados se aplicam.

Considere f : M — M uma aplicagao sobre uma variedade Riemanniana com-
pacta M de dimensao d, com d > 1 e Ry, R;..., R,, dominios com diametro interno
finito em M, cujos interiores sao dois a dois disjuntos (intR; NintR; =0, i #j) e
cuas fronteiras ORy, OR;, ..., OR,, tenham capacidade limite menor do que d.

O termo dominio, significa um subconjunto compacto e conexo por caminhos. O

diametro interno de um subconjunto conexo por caminhos R de M é o supremo das
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distancias internas de quaisquer dois pontos em R, onde a distancia interna entre
déis pontos é o infimo de todos os comprimentos de curvas C!' conectando os dois
pontos. Assim, a condi¢ao que os dominios R; tém didmetro interno finito, significa
que existe um L > 0, tal que, quaisquer dois pontos em R; podem ser conectados

por uma curva C! em R; com comprimento menor do que L.

Definicao 1.4 Uma aplicagao com buraco ¢ uma aplicagcao f: RyU Ry U ... U
R,, — M, tal que, para cada i € {0,1,...,m} a restricio de f a R; € um difeo-
morfismo C'T¢ com (e > 0), sobre algum dominio W; satisfazendo as sequintes

propriedades :
(a) W; D RyU RU, ..., UR,,;

(b) a diferen¢a H; = W;\(Ro U Ry U ... U R,,,) tem interior nao vazio .

\Y%

R

Figura 1.2: Aplicacao suave por partes com buracos

A suavidade exigida na definigao anterior, significa que f |g, é um difeomorfismo
C', no sentido de Whitney, com o Jacobiano detDf sendo e—Holder continua. A

Figura (1.2) descreve um exemplo onde H; = H e W; = W para todo i.

Observacao 1.5 A condicao que W; contém RqU Ry U ...U R,, e H; tem interior
nao-vazio para cada © = 0,1,...m € muito forte. Mais geralmente, podemos supor

que W; contém |J R; para algum subconjunto J(i) de {0,1,...,m}. Além disso,
jed (@)
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para cada i, existe | > 0 tal que fY(R;) contém algum Wy, cujo Hy = Wi\ U R,
jeJ (k)
tem interior nao vazio, ou seja, as iteradas de R; eventualmente caem em algum

buraco.
Definicao 1.6 Seja f uma aplicagao com buraco:

(a) Definimos o buraco de f como sendo o conjunto Hy = M\ (RyUR;U...UR,,).

(b) Definimos o repulsor de f por Ay, como sendo o conjunto dos pontos de M,

cuja orbita futura nunca entra em Hy, isto é:

Af={reM: f"(x) € RyUR U..UR,, para todon > 0},

ver Figura (1.5).

Figura 1.3: O repulsor de uma aplicacao suave por partes com buracos.

Observe que se definirmos o repulsor de tempo n, por

A, ={zeM: fi(x)e RyUR U...UR,,, para todo j =0,1,...,n},

obtemos Ay = () A,.

nelN

Definicao 1.7 Sejam V, W espacos vetoriais normados e A : V. — W uma trans-

formacao linear invertivel. Definimos a norma e a co-norma de A respectivamente

por

[A]] = sup{[|Av]| : [lv]} = 1,0 € V'}
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m(A) = inf{||Av|| : ||v]| =1,v € V}.
Pela definicio anterior, observamos que [[A7Y| = m(A4)™! e que m(A™1) =
4],
Usaremos as seguintes notacoes no decorrer do nosso trabalho:
(i) Leb(Hy) = A, onde Leb é a notagao para medida de Lebesgue.
(ii) |detD f(z)| = Jacf(z).

Seja f uma aplicagao com buraco Hy. Suponha que Leb(H;) = X > 0, f~*(Ry) C
Ry. e Leb(Ry) > 2.

Faremos algumas consideragoes sobre a aplicacao f, de modo que f seja uniforme-
mente expansora em todo dominio, exceto possivelmente em um dos R;, digamos
Ry, com Jacobiano limitado em todo dominio, e f esteja expandindo o volume fora

de H;. Assumiremos,
(H1) ||(Df(z))"'||7! > o, para todo x € Ry U...U R,,, com ¢ > 3;
(H2) log Jacf(z) > KA para todo « € Ry, com 1 < K; < 2.
Por (H2) temos que o Jacf(z) < e 1A para todo x € Ry , consequentemente
Jacf ™ (x) < e” KV

para todo x € Ry. Logo, pela férmula da mudanca de varidveis para conjuntos

mensuraveis, temos que

Leb(f7(Ry)) = / Jacf I (z)dx < e”F NI Leb(R,)

Ro
ou seja,
Leb(f~(Ry)) — 0 quando j — oo.

Portanto, dado A = Leb(Hy) > 0 existe n € IN tal que Leb(f~"(Ry)) < A. Seja
ko € IN dependendo de ), onde ky = inf{n € N}, tal que Leb(f ~1(Ry)) < .
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Dessa forma, definimos os seguintes conjuntos:

V= (R)

V= f7(Ro)

V; = f/(V), para todo j = 1,..., ko
Vo=V

V,1 - V
Consideraremos as seguintes hipdteses:

(H3) log ||(Df(x))~ Y™t > =X+ Leb(V;) > 0, para todo x € V; \ V;_1, com j =
01,2, ... ko:

(H4) log ||(Df(2))}||™* > =Ky para todo z € V, com 0 < K < 1;
A hipétese (H4), diz que a aplicagdo f pode contrair em algumas dire¢oes em

V.

(H5) Jacf(z) < 1— KA+ K,Leb(V;), para todo x € V;\V,_1, com j =0,1,2, ..., ko
el < K3 < Kjy.
(H6) a imagem de um dominio intersecta um nimero finito de dominios, denotamos

por 1 o nimero de intersecoes, de modo que n < K50, com K5 > 1.

Como nossas estimativas envolvem um grande ntiimero de constantes, ao invés de
mantermos um controle sobre todas estas constantes, optamos por utilizar valores
explicitos. No entanto estes valores sao apenas técnicos, nao significam ser os me-

lhores. Consideramos entao K; =5/4, Ky =1/10, K3 =2, K, =3 e K5 = 1000.

Teorema 1 Seja f: M — M uma aplicacao com buraco satisfazendo (H1)— (H6),
entio HD(A) < d.

Teorema 2 Dado € > 0, existe 0 > 0, tal que, se f: M — M € uma aplicacdo com

buraco satisfazendo (H1) — (H6) com Leb(Hy) < 6, entdo HD(Ay) > d — .

Como HD(X) < Cap(X) por 1.3, segue imediatamente
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Corolario 1 Dado € > 0, existe 6 > 0, tal que, se f: M — M ¢é uma aplicagdo
com buraco satisfazendo (H1) — (H6) com Leb(Hy) < 0 entdo Cap(A) > d — e.

1.3 Bifurcacao de Hopf

Para completitude da apresentacgao, recordaremos alguns conceitos apresentados
m ([16], Secao 2.3). Dessa forma, no decorrer do trabalho utilizaremos as mesmas
notacoes.

Seja ¢, : U — R? uma familia de difeomorfismos de classe C!, onde U ¢é um
subconjunto aberto do R?. Assumimos existir uma curva de pontos fixos p, (ou
periédicos) para cada ¢, e existir um parametro p, tal que:
(a) Dy, (p,) tem dois autovalores complexos distintos, A(x) e A(u), para todo p
proximo de fi,;
(b) [A(p)| = 1, mas M(p.)* # 1 para k = 1,2,3 e 4;
(c) A derivada da norma |A(u)| é ndo nula em p = p,.
Dependendo se a derivada ¢ negativa ou positiva, o ponto fixo p, muda de um
repulsor para um atrator ou de um atrator para um repulsor, quando o parametro
passa por [i.

Assumindo que a familia ¢, é de classe C°, por [19] esta bifurca¢do admite a

seguinte forma normal em coordenadas polares,

SOM(pa 0) = F,u(p’ 9) + O<p5)7

Fu(p,0) = (a(p)p + bi(1)p”, 0 + ¢ (1) + ba(p)p?), (1.4)

onde a(u) e ¢(p) sdo respectivamente a norma e o argumento do autovalor A(u).

Além disso, assumimos também que
(d) o coeficiente by (p) é ndo nulo em pu = p,.

Ent&o dizemos que a familia (¢,), desdobra uma bifurcagdo de Hopf genérica

no parametro p = u,. Uma caracteristica importante desta bifurcacao é a formacao
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de um circulo C(¢,), ¢,-invariante, préximo ao circulo F,-invariante
C(F,) = {(p,0) : bu(u)p? = 1 — a(w)}. (15)

Estes circulos invariantes sao definidos para g > p, ou g < p, (préximo a ),
dependendo dos sinais da derivada da/dp e de by(p) em p = p,.

Agora, considere (1),,), uma familia de difeomorfismo sobre alguma variedade,
admitindo uma familia suave de pontos fixos p,(ou periédicos) e um parametro
tal que:

(i) para p = p. a derivada Di,(p,) tem dois autovalores complexos conjugados
com norma 1, e todos os outros autovalores estao todos dentro ou estao todos fora

do circulo unitario;

(ii) existe uma familia suave N,, definida para todo p préximo de p,, de va-
riedades(centrais) ¢,-invariantes por p,, de dimensao 2 e tangentes ao autoespaco

associado ao par dos autovalores complexos de (7);

(iii) a restricao ¢, = 1,|n, desdobra uma bifurcacao de Hopf genérica no parametro

fx, no sentido das condigdes (a) a (d).

Consequentemente, dizemos também que (p,,), desdobra uma bifurcacao de Hopf
genérica no parametro j,. Note que os pontos fixos mudam de um atrator/repulsor
para a sela de codimensao 2, ou o contrario, quando p passa pelo parametro da
bifurcacao. De acordo com as observacoes anteriores, isto acontece em um circulo
invariante C(¢,) = C(yp,), formado dentro da variedade central N, ou para p >

ou para it < [y.

1.4 Difeomorfismos derivados de Anosov

Definicao 1.8 Seja f: M — M um difeomorfismo sobre uma variedade M. Dize-
mos que um subconjunto compacto e invariante A C M € hiperbdlico para f se para
cada x € A\, existem subespagos E*(x) C T, M e E"(x) C T, M satisfazendo

(a) T,M = E*(z) ® E(x);



27

(b) Dfe(E*(2)) = E*(f(2)) e Dfu(E"(x)) = E*(f(2));
(c) Ezistem constantes C >0 e 0 <y < 1 tais que

(@) [1Df sl < Cy™llos]] Vo € E*(x) en >0

(i) [[Df; " vull < Cy* [l Yo € E*(x) en > 0.

Definicao 1.9 Seja f : M — M wum difeomorfismo. Dizemos que f é um difeo-

morfismo de Anosov se M € um conjunto hiperbdlico.

Definicao 1.10 Seja M wum espacgo topologico e f : M — M um difeomorfismo.
Dizemos que f € transitivo se

(a) 3z € M tal que O(x) = M ou equivalente
(b) dados A e B abertos em M, In > 0, tal que f*(A) N B # 0.

Proposicao 1.11 (/1§], Teorema C) Seja f : T" — T" um difeomorfismo de
Anosov, entdao f € topologicamente conjugado a um difeomorfismo de Anosov linear

de T™.

Seja M = T? o toro de dimensao 3. Consideramos um difeomorfismo de Anosov
linear G sobre M, com um autovalor real v € (0,1) e dois autovalores complexos
conjugados oe*™® com o > 3. Assumimos ka ¢ 277 para k = 1,2,3,4. Em

coordenadas cilindricas (p, 0, z) definidas préxima ao ponto fixo (0,0,0), temos

G(p,0,2) = (op,0 + a, \z).

Vamos obter de G uma familia de difeomorfismos g, com p € [—1, 1], desdobrando
uma bifurcacdo de Hopf em p = 0. Para este objetivo, consideramos ® (s, w, z) uma
fungao real C*, definida sobre o cubo unitédrio [—1, 1]3, tal que, para algum Cy > 0,

e algum &y > 0 suficientemente pequeno, satisfaz as seguintes condigoes:
(Cq1) (,0,0) =1 — pu < P(p, w, 2z) para todo w > 0;
(Cz) ®(p,w, z) = o quando ou w > &y ou |z| > do;

(C3) 0 < 0P (11, w, 2) < Cy/dg, quando 0 < w < &g € |z| < do;
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(C4) Existem o1 € (0,0) e 61 € (0,dy), tal que ®(u,w,z) > o1 para todo w > d; e
0w ®(p, w, 2) > 0, ®(1,0,0) para todo w € [0, 4]
Ver Figura 1.4 para o grafico da funcao .

A

5 5

Figura 1.4: Gréfico de ®(p, ., 2)

Tomamos dg > 0 suficientemente pequeno, de modo que o dominio

{(p,0,2): p* < by elz| <o},
esteja contido em uma pequena vizinhanga V' C M da origem, tal que o fecho
de V esteja contido no interior de algum retangulo de uma particao de Markov S
para G. Deformamos G dentro de V, obtendo uma familia de difeomorfismos g,
a um parametro p, coincidindo com G fora de V', e cuja restricao a V' é dado em

coordenadas cilindricas por

g#(paeaz) = ((I)(/L7p272)p79+a7 >‘Z) (16)

Note que a origem é um ponto fixo de g, para todo p. Veremos que este ponto fixo
passa por uma bifurcacao do tipo Hopf em = 0: para p > 0 o ponto fixo torna-se

um atrator. Um modelo que temos em mente é descrito pela Figura 1.5
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x §

Figura 1.5: Bifurcacao de Hopf

Além disso, para qualquer familia de difeomorfismos (g,), préxima a familia
(Gu)p, existe uma unica curva de pontos fixos p, préximos a origem, e estes pon-
tos fixos também passam por uma bifurcacdo de Hopf, aonde o parametro u, da
bifurcacao de Hopf esta préximo de zero e depende continuamente da familia. A
proximidade aqui serd na topologia C° ou maior, ver Marsden-McMracken [19] e a

Secao 1.3l

Proposicao 1.12 ([16], Proposicio 2.5) A familia de difeomorfismos (§,), como
em (1.0) desdobra uma bifurca¢ao de Hopf, com p, = 0, p. = 0, a(p) = 1 — u,
bi(p) >0 e ba(p) =0.

Como por [19] o desdobramento de uma bifurcacao de Hopf genérica é uma
propriedade aberta no espago de familias de classe C° (o parametro p, depende da
familia), temos pela proposicao anterior que qualquer familia (g, ), de difeomorfismos
numa C°-vizinhanga de (g,,),, apresenta uma curva de pontos fixos (p,),, e existe j.
proximo de zero, tal que p, é uma sela hiperbdlica de g, para p < i, e este ponto
passa por uma bifurcagao de Hopf genérica em p = u,, tornando-se um atrator para
[t > i, permanecendo todo o tempo dentro de V.

A partir de agora, vamos analisar a dinamica local de f, = g,[{z=0}. Consider-
amos a vizinhanga Vi = {(p,0) : p* < 61} de p, = 0 restrita a {z = 0}, onde §; > 0
é como na condic¢ao (Cy) dada no inicio da Secao [1.4. A seguinte proposi¢ao foi

verificada por [16]:
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Proposicao 1.13 ([16], Proposi¢ao 2.6) Para u prézimo de zero, temos que
(a) fu € expansora fora de Vi : [|Df M| > oy

(b) by(p)p* < 1/100 para todo (p,0) € Vi;

(¢) IDf," = DEY| < by(u)p?*/10 dentro de Vi;

(d) |det Df, — det DF,| < by(p)p?/100 dentro de V;.

Note que neste ambiente, o ponto fixo p, muda de uma sela (com duas direcoes
expansoras) para um atrator, quando u cresce ap6s u, = 0. Visto que by(p) > 0 e
da/d, <0, o circulo invariante C(g,) = C(yp,) esta definido para p > p,. A relacao

1.5/ diz que o C(F),) para a forma normal F}, de g, = g, é o circulo de raio

= (bfm)m‘ (-7

Em geral, o circulo invariante C(g,) é descrito por

a(p)p +bi()p’ + O0(p°) = p.

Assumindo g, préximo a g, e p préoximo ao parametro da bifurcacao p., o circulo
estd proximo a origem. Entao o terceiro termo é insignificante relativo ao segundo,

e assim concluimos que C(g,,) esta contido em uma coroa limitada pelos circulos de
raio p; < py com p; ~ ((1—a(p)/bi(p)))/? para i = 1,2, onde ~ significa igualdade
até um fator que pode ser escolhido arbitrariamente préximo a 1 se g, estd proximo
a g, e pu esta préximo ao parametro da bifurcagao. Além disso, 1 —a(p) ~ (pu— ps),

pois da/d,, ~ 1. Assim,
1/2
pi = (M M*) , parai=1,2.

by ()

Observacao 1.14 Até reparametrizarmos a familia de difeomorfismos, nos vamos

sempre supor que i, =0 e a(p) =1 — pu.

Os difeomorfismos g,, sao parcialmente hiperbdlicos para cada p proximo de zero:
existe uma decomposi¢ao do fibrado tangente TM = EJ @ EJ*, invariante sob a
derivada Dg,, dominada e tal que E;° é uniformemente contratora. Como hiper-

bolicidade parcial é uma propriedade aberta, relativa a topologia C!, é suficiente
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provar que g, ¢ parcialmente hiperbélico para qualquer p suficientemente pequeno.

Isto é feito na proposi¢ao abaixo, cuja prova encontra-se em [16].

Proposigao 1.15 ([16], Proposi¢ao 2.1) Fizamos € > 0 e assumimos 0y suficiente-
mente pequeno, entao existe uma decomposigao do fibrado tangente TM = E*® EL,
invariante sob a deriwada Dg,, e existem constantes positivas Ky, K., K tis que

(a) E coincide com o (p,8)—plano;

() DG
(c) |Dgylee|l < Ke(o +¢€)" para todo n > 1;
(d) |1Dg," el < K(1—p)™" para todo n > 1;
(e) | Dg;"

Bl < KA para todon > 1 (contragdao uniforme);

DG B |l < 1/2 para algum n > 1 (dominagdo.)

cu
Ef

Observacgao 1.16 Como g, coincide com G fora de V', ele expande o fibrado centro-
instdvel E:
[(Dgu(x)|E(x) M| < 0" para todo x € M\V.

E verdade também para qualquer g, prozimo a g, reduzindo o > 3 bem pouco, se

necessario.

Corolario 1.17 ([16], Coroldrio 2.4) Existe 6 > 0, tal que para qualquer p prdzimo
de zero, os difeomorfismos g, admitem uma folheagao F;* de classe C* de co-
dimensao 2, invariante por g, e cujo fibrado tangente estd inteiramente contido no
cone C°. Consequentemente, as folhas de F;° sao uniformemente contratoras para
-

O principal resultado em [16] é:

Teorema 1.18 ([16], Teorema A) Seja (g,), wuma familia de difeomorfismos em
uma C°—vizinhanga de (§,),. Para cada 1 > p, seja A, o complementar da bacia
de atragao W*(p,) do ponto fizo atrator p,. Entao a capacidade limite deste repulsor
satisfaz

c(A,) < 3, para todo p > pu., prozimo a .
Em particular, a dimensao de Hausdorff HD(A,) < 3 para todo pn > . prézimo a

Hs.
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Teorema 3 Seja (g,), wma familia de difeomorfismos em uma C°—vizinhanga de

(Gu)p- Se p— pe entao HD(A,) — 3.

O resultado abaixo ¢ consequéncia do Teorema 3, do Teorema 1.18/e da desigual-

dade HD(X) < Cap(X) e do Teorema do Confronto.

Corolério 2 Seja (g,), uma familia de difeomorfismos em uma C°—wvizinhanga de

(Gu)p- Se p— sy entao c(A,) — 3.



Capitulo 2

Prova dos Teoremas 1 e 2

Neste capitulo apresentamos as provas dos Teoremas 1 e 2. Para a prova do
Teorema 1, introduziremos os conceitos de cilindros, de modo que estes conjuntos
formam uma cobertura para o nosso repulsor Ay e de seus cilindros ruins, ou seja,
sao aqueles cujos os pontos pertencentes a eles demoram muito tempo para ter uma
expansao, assim usando o resultado de [15] concluimos o resultado. Para a prova do
Teorema 2, construimos uma aplicacao induzida da f, c—expansora, e usamos um

resultado visto em [11] para concluir a prova do Teorema 2.

2.1 Analise Combinatéria sobre a Regiao Nao-
Hiperbdlica

Definicao 2.1 Dado um difeomorfismo local f, denotamos por fY qualquer ramo
inverso de f. Assim, dadon > 1 eay,...,a, em{0,1,...,m}, definimos o n-cilindro

para f como sendo o conjunto
C(ay,...,0) = Ray N f Y Ra,) NN D(R,,),

onde 0s R; sao os dominios visto na Defini¢ao 1.4.

Observagao 2.2 Um n-cilindro, consiste de todos seus pontos até a sua (n —

1)—ésima iterada permanecendo em seu dominio Ry U Ry U ... U R,,. Logo o0s n-
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cilindros formam uma cobertura disjunta para o repulsor Ay, para cada n > 1.

Definicao 2.3 Seja f uma aplicagcao com buraco. Definimos a média da menor

expansao pela func¢ao

ufa,s) = 3 int log|DF ()]

onde o infimo é tomado sobre todos os x em C; = C(ay, ..., o).

Note que, se ¢, (aq,...,a,) > co > 0 entao a derivada D f" expande cada vetor.
De fato, como ¢, (ay,...,a,) > ¢ entdo H IDf~1(f7(2))|| < e ™. Dessa forma,

j=
usando a regra da cadeia e propriedades de norma, obtemos

IDf" H D @) < e,

para todo x € C'(ay, ..., ).

Dado ¢g > 0 e Leb(Hf) =X > 0.

Seja f uma aplicagdo com buraco satisfazendo as hipéteses (H1) — (H6). Vamos
agora definir dois tipos de conjuntos, o primeiro conjunto significa que os pontos
pertencentes a ele, demoram muito tempo para ter uma expansao, ja o segundo
conjunto, significa que os pontos pertencentes a ele demoram um certo tempo finito

n para ter expansao.

(1) B,(coM) o conjunto dos pontos que pertence a algum cilindro C(ay, ..., ay,), tal

que ¢j(a, ..., ;) < coA, para todo j € {1,...,n}, ou seja,

B (coM) = {a: € Clou, ..., ); ¢j(an, ..., ) < oA

para cada j € {1, ,n}} (2.1)

(2) So(coA) o conjunto dos pontos que pertence a algum cilindro C'(aq), tal que

$1(1) > coA e paran > 1, S, (coA) = Bp(coA) \ (Brt1(coA) U f7(Hy)), ou seja

S()(C()/\) = {$ & C(Oél), (bl(Oél) > CQ)\} (22)
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Sp(coN) = {:p € C(ag, ooy Oy Ot 1); Gpr1 (@, ooy Ay Qyy) > CoA

e ¢;j(ai,...,a;) < oA para cada j € {1, ,n}} (2.3)

Observamos que o conjunto B, (coA) é a unido de n-cilindros e que S,(coA) é
a unido de (n + 1)-cilindros para n > 0. Além disso, os conjuntos S,(coA) sao
disjuntos para n > 0.

Dados inteiros n > 1, ¢t > 1 e k;,[; para 1 < 57 <t, com

v+l +k+lb+ ...+ k+1;=n,
definimos por C'(ky, 14, ..., ki, l;) o conjunto de todos os n-cilindros C,, extendidos,
que permanecem alternativamente, k; iteradas fora de Ry e [; iteradas dentro de
Ry. Portanto, temos que C,, = C(ag, vy, ..., 1) pertence a C(kq,ly, ...,k 1), se e

somente se, o; > 0, sempre que j pertence a um dos intervalos

[0, k‘l), [kl + ll, k’l + ll + ]{32), ey []{31 + ...+ lt_l,k'l 4+ ...+ lt—l + /{Jt), (2.4)

e oj = 0, para todo j no complementar destes intervalos. Aqui ky > 0el, >0, e
todos os outros k; e [; sao estritamente positivos.

Dado 0 <1 < n, denotamos por C(n,[,t) a uniao de todos os n-cilindros exten-
didos C'(ky,ly, ..., ke, ly), com Iy + o + ... + 1, = L.

Usando a hipétese (H6) que a imagem de qualquer dominio intersecta no maximo

n dominios, onde n < Kj0?, o resultado abaixo segue de [16]:

Lema 2.4 (/16], Lema 4.3) Suponha que o; € {0,1,...,m}, para j =0,1,...,n — 1.
Entao para cada n,l,t, ki, lq, ..., ki, l; tem-se:
(a) #C(ki, 1y, ..., ke, lt) <nf, onde k =ki + ko + ... + kg =n — [;
l n—1

t—1 t—1

Demonstracao: (a) Note que cada cilindro C,, = C(«y, ..., ;1) é unicamente

determinado pela sequéncia «;, e dado qualquer o, existem no maximo 7 valores
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possiveis para a;i1. Agora, no caso se C, € C(ky,ly, ..., ki, ), ent@o | simbolos «;
sao iguais a zero, logo existem no méximo n* sequéncias possiveis para os cilindros

C,,. Portanto,

HO(ky, by, kb)) <nPondek =ky 4+ ko + ...+ by =n— L.

(b) Antes de comegarmos a demonstragao, recordamos o seguinte resultado.

Dados inteiros positivos, 1 < t < s, existem

s—1
t—1
modos de decompor s como a soma de ¢ inteiros estritamente positivos.
Como Iy +ly+ ...+, =1, coml; > 1, parai < t, e [; > 0, temos dois casos a

considerar. Se [; > 0, entao existem

-1

t—1
modos de decompor [ como a soma de t inteiros positivos. Agora, no caso de l; = 0,
existem

-1

t—2

modos de decompor [ como a soma de (t — 1) inteiros positivos. Portanto, existem

[—1 -1 l
+
t—1 t—2 t—1
modos de decompor {.
De modo analogo, como k; > 1, para 1 < i <t e k; > 0 existem
n—I
t—1
solucoes para equagao ky + ko + ... + ki =n—1 = k.

Portanto o conjunto C(n,(,t) é formado por no maximo
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l n—1
t—1 t—1
conjuntos C(ky,ly, ..., k, l;). Desta forma, junto com a parte (a) concluimos que
n—I

I
#C(n,l,t) < n*.
t—1 t—1

Lema 2.5 Para cada ky,ly, ...k, l; e Cp € Clky, by, ..., ki, 1), temos

u } 9 1
: —1 j —1>__ . _
§j:1jzlencfnlog||0f (F@)™ = —5tlog A = M+ (n = 1) logo,

onde A = Leb(Hy).

Demonstragao: Seja x € C,. Como C,, € C(ky,ly,..., ki, 1;), temos que [; é o
nimero de iterados de uma orbita de z durante uma visita a Ry para cada i =1, ..., t,
e k; é o nimero de iteradas de uma érbita de x durante uma visita fora de R, para

cadai=1,....,t. Sabendo que ly + ...+l =le ki + ...+ k =k = (n—1), temos

n

> inf logllDf (P )] =
i=1
t l;

k;
=3 30 g lsllDs (P + 3 g o |7 P

i=1 Lj=1
Agora consideremos o seguinte subconjunto de Ry:

Por (H2) sabemos que Leb(f7(Ry)) — 0 quando j — oo, entao existe ¢ € IN
dependendo de A tal que Leb(f9V(Ry)) < 2), de modo que Leb(f~9(Ry)) > 2.
Seja V, = f~9(Rp) e V; = f7(V,), j =1, ..., ¢ subconjuntos de Ry.

Além disso, supomos que A\ = Leb(Hy) estd suficientemente préximo de zero, de

modo que

Leb(f(V,) _ _Leb(Vi)
Leb(f1(Vy) — Leb(f(Ro))

< Y10, (2.5)

Escrevendo Ry = (Ry \ V,) U V,, entdo por (H3) e (H4)
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l;

> inf log |DFH(f (@)™ =

Jj=1

q l;
= ;;Engn log [Df M (f1 @)™+ > inf log | DfH(f ()]

J=q+1

> Z(—)\ + Leb(V;)) — 1—10A<li —q)
> S (At Le(V)) - N

onde V; = f4(V,) quando z € 9V,

Por (H5), obtemos

= Leb(f(Ro)) b Leb(V;)

LGb(V 1) -
T(‘]/—;) <1- 2\ + SLGb(V;) , entao por (25)
Leb(‘/l) d L@b(‘/J—H) < )\9/101_[ 2)\+3L66(V)) (2 6)
i))- .

7j=1

Usando o fato elementar

9 1
10g(1—a+b)<——a+—b para 0 <a,b< —,

10 10 10’

temos para A suficientemente pequeno que

33

Como Leb(V,) > 2], verifica-se que

Portanto, por (2.6)),(2.7

q

> (=A+ Leb(V,

j=1

log(1 —2X+3Leb(V;)) < ——)\ + 1OLeb(V) (2.7)
1/ 18, 33
—A+ Leb(V) > = (—1—0)\ +gke b(V)) (2.8)
e (2.8)
1 d 1
> - > - + Leb(V) (2.9)
7=1
1 l 1 9
9/10 _
> log 1;[1(1 —2)\) +3Leb(V}) > ~log A~ — =5 log\

Lembrando que log ||Df~(z)||~! > o, paracadaz ¢ Ry e que k = (n—1), concluimos

n

j=1

Z 1nf log||Df )|~ > Z (——logA— 0)\l¢+Kiloga)

> —%tlogk— 1—0>\l—|— (n—1)logo.
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Lema 2.6 ([16/, Lema 4.6) Para cada ky,ly, ...,k l; e Cp, € C(ky, b, ... ke, 1), exis-

tem pontos x; € frtht-Tki(C ) C Ry, tais que
t
Leb(C,) < o0 T] Jacf(x) .
i=1

onde 3 < o <||Df ! (x)||™*, para todo x ¢ Ry.

Demonstracao: SejaC, = C(ao, ..., aj, ..., n—1) € C(k1, 1y, ..., kt, ;). Lembramos
que Cp = Ry N f 7 (Ray) Moo N f I (Ry,).. N f (R, _, ), assim, se a; > 0, entdo
J2(C,) estd contido em Ry U ...U R,,. Por (H1), sabemos que |Df *(z)|™* > o
para todo x € Ry U ... U R,,, entdao Jacf(z) > o¢. Isto acontece para n — [ valores

de 7, e para cada um destes valores temos

Leb(fi(C,)) > a%Leb(f7(Cy)). (2.10)
Agora considere j = ky +1; +...+k;, para cada 1 <14 < t. Entao f/(C,) esté contido
em Ry e permanece por 14 [; iteradas. Assim,

Leb(fortitthitli(0 ) > Jacfh (x;) Leb(fF 0t (C,)) (2.11)

para algum z; com no enunciado. Usando o fato que Leb(f™(C),)) < 1 e as equagoes

(2.10) e (2.11), concluimos o lema. O

2.2 Prova do Teorema 1
Lembramos que B, (cyA), é o conjunto dos pontos que pertencem a algum cilindro
C(ay, ..., ay), tal que
oj(aq,...,a;) < coA para cada j € {1,...,n}. (2.12)
Definimos o seguinte conjunto:

By it = Bu(cod) NC(n,l,t), (2.13)

que é conjunto formado pelos n-cilindros satisfazendo (2.12), com um determinado
tipo de trajetéria: t visitas ao dominio Ry, permanecendo um total de [ iteradas
14. Dessa forma, dividimos B, (co\) como a unido disjunta de todos os By ,,+, sobre

todos [ e t.



40

Do Lema 2.5, temos

n

, 9 1
3 —1 ] —1 > o _ _
jEZl xlélcfj log |[Df~ (f7(x)||~ > 50tlog)\ 10)\l + (n —1)loga,

para cada C, € C(n,l,1).
Por outro lado, da Definicao 2.3 da média da menor expansao, como C, €

B, (co)) tem-se que
3 inf log [ DF(F ()7 < codn.

Jj=1

Assim uma condic@o necessaria para um cilindro C,, € C(n,[,t) estar em B, ; é

9 1
— —tlogA — —Al + (n—1)logo < cyAn. (2.14)
1 50 10

200°

Fixamos ¢q =

Lema 2.7 Se C,, € By, entao

n—I>1 1 A\
< —
(a) [ 7 9logo
t 3 A
b) - < -
®) [ = 4(—1log))

Demonstracao: Item (a). Consideramos Leb(Hy) = X suficientemente pequeno.

9
Como —%tlog A é maior do que zero, pela equacao (2.14) temos

1
(n—1)logo < conA + E)\l

1
=co(n — A+ colXA + 1—0/\l

= coln — DA+ (1—10 + co) I\ (2.15)

Como ¢y = 1/200, segue da desigualdade acima

n—1 < (1/10 + ¢o)A < (1/10 + 2¢p) A
[ 7 logo—coA — log o

1 A

§10g0

(=1),
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concluindo o item (a).

Agora para o item (b), como logo > 0 e n > [, a equagao (2.14) implica que

9 1
—%tlog/\ < conA + 1—0/\l. (2.16)

Por (a) temos que n < 2] e como ¢y = 1/200, segue que

9 1 11
T hlogh < [ — 420 ) in< (= +—)ir<
50 8 —(10+ CO) —(10+100> =
27
< 20
= 200

Portanto,

(2.17)

O
Lema 2.8 ([16], Lema 4.6) Dado T > 0, existem ly > 1 e k > 0 tal que, para cada

[ >1ye0 <k <Ky,

[ 1
log <1+ 7)klog —, sempre que 0 < t < Kl.
t K
Proposicao 2.9 Seja f : M — M wuma aplicacio com buraco satisfazendo as
hipéteses (H1) — (HG6). Entao existem co > 0, ¢; > 0, A\g > 0, no(A) > 1, tal

que para cada 0 < A < A,

Leb(B,(co)\)) < e ¥n > ng(N). (2.18)

Demonstragao: Pelo item (b) do Lema 2.7, para considerarmos t < kl, basta

tomar

3

4 (—log(N))
Além disso, fixamos 7 = 1/1000, e assumimos A suficientemente pequeno de modo

que Kk < Ko como no Lema 2.8

Pelos Lemas 2.4 e 2.6/ , temos que
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o~

log Z Leb(C) < log el <%)n_l HJacfli(:ci)’l. (2.19)

CGB)\ynyl’t t— 1 t— 1

Usando o Lema 2.8, a hipdtese (H2) e a relacao elementar

n n

§Z = 2", para todo 0 < k < n,
7=0 J
obtemos

1 9
log > Leb(C) < UL+ T)xlog -+ (n—1)log2 + (n 1) log % - ZIA (220
CeBA,n,l,t

Usando o item (a) do Lema 2.7, temos que

(n—1)log2+ (n—1)log % < (n —1)log(2000) < 8(n —1)

>

< I < gAl (2.21)

o

o

8
91o
>

A dltima desigualdade segue do fato que o > 3.

Usando a desigualdade anterior na equagao (2.20)), obtemos

1 41
log Y Leb(C) <11 +7)rlog — — =IA. (2.22)

45
CEBxn 1t

Por outro lado, note que

1 iog L = B4/ 108() 3 _Tog) .

A (—4/3)log(A) 4 (—log(}))

converge para 3/4 quando A tende & zero. Portanto assumindo A suficientemente

1 36
pequeno, temos que [(1+7)xlog — é menor do que El)\' Para isto, basta considerar
K

1 1 36
A tal que —klog — <

3 - m Assim, segue que

1 1
log )  Leb(C) < —5IA < —ggnd, (2.24)
CEBx .1t

pois n < 2[ pelo Lema 2.7. Para completar a prova do teorema, nds precisamos
realizar esta soma sobre todos [ e t. Como | < n et < ki, segue que tl < xkn?, entao

n

Leb(B,,(coN)) < pne” 18 < 756,
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Para a ultima desigualdade da equagao anterior, basta escolhermos um ng(\) sufi-
cientemente grande, de modo que xkn? < e%, para todo n > ng(A). Assim, tomando

¢; = 1/36, obtemos

Leb(Bp(co))) < e ™, (2.25)

~ o U
Observacao 2.10 Dado ¢o > 0 , denotamos por £,(co)\) a unido de todos os n-
cilindros C(ay, ...aw,), tal que ¢p(a,...a) < coA.. Dessa forma, podemos observar

que By, (coX) (definido como (2.1) ) estd contido na unido dos cilindros C € £,(coN).

Teorema 2.11 ([15], Teorema 1) Seja f : M — M wuma aplicagio com buraco, e
Ay o repulsor de f. Se existem cy,c; > 0 tais que > Leb(C) < e ™ para cada

CeLn(co)
n suficientemente grande , entao

HD(Af) < d.

Demonstracao: (Teorema 1) Pela Proposigao (2.9) existem ¢y, ¢; > 0, tal que
Leb(B,,(coM)) < e=4m e como pela Observagao (2.10) Leb(B,(coM)) < Y. Leb(0),

CeLn(coN)
o Teorema 1 segue do Teorema (2.11).

2.3 Aplicacoes Expansoras

Dado ¢y > 0, dizemos que um difeomorfismo local F' é cy-expansora, se existir
n tal que a derivada de qualquer ramo inverso satisfaz ||[DF~"(z)|| < e~“", para
todo x no seu dominio de definicao.

Seja f : M — M uma aplicacdo com buraco, com Leb(Hy) = A > 0. Considere

a aplicagao F': |J S, (coA) — M, definida por
n>0

F(z) = f"(x) se x € S,(co)), (2.26)

onde Sy, (coA) é definido como em (2.3).

Proposicao 2.12 A aplicagao F € co\—expansora.
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Demonstragao: De fato, seja x € |J S,(co), sem perda de generalidade supo-
n>0

mos que = € S,,_1(coA), entao por definigao x € C(ay, ..., 1, @) com
On(Q1y ey A1, Q) > CoA.

Entao

ZlogHDf_l( (@)™ 10gHHDf Ha))I7h > cond =

= H IDFHF ()] < e,
Por outro lado, como = € S,,_1(cpA), entao F(x) = f"(x), segue que
IDFF @) = [Df f[ IDF P < e,
portanto F' é co\-expansora. O

Seja f : M — M uma aplicagao com buraco. Pela defini¢ao da aplicagao F' dado

m (2.26), definimos o repulsor da F' e o buraco da F, respectivamente por

n>0

Hp = M\ | Sn(co)).

n>0
Assim, pela Definicao 1.6/ podemos observar que o Ap C Ay, mas o Hp ¢ Hy.
Dysmam em [11], mostrou que a dimensao de Hausdorff do repulsor para aplicagdes
expansoras converge para dimensao ambiente, quando a medida de Lebesgue do

buraco tende a zero, ou seja:

Teorema 2.13 ([11], Teorema 3) Dado ¢y > 0, seja F' uma aplica¢ao co—expansora

com buraco Hp. Entao existe uma aplicacao
Y [0,1] — [0, 4],

onde Y(x) converge para d quando x converge para zero, tal que

HD(Ap) > ¢(Leb(Hp)).
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2.4 Prova do Teorema 2

Proposicao 2.14 Seja f uma aplicagao com buraco satisfazendo as hipdteses (H1)—
(HG6). Entdo para cada n suficientemente grande, existem ¢y > 0, c3 > 0, Ay > 0,

tal que
Leb(By(co)) < €28V para cada 0 < X < M. (2.28)

Demonstragao: Pelo Lema (2.7) item (b)

t 3 A
-l 2.2
I = 4—log(\)’ (2.29)
segue que
4 4
A< (-~ log(V) < 5 log() (2.30)

a ultima desigualdade segue do fato que ¢t > 1. Portanto, por (2.24) tem-se que

1 4
log Y Leb(C) < —5lA < 5o log (2.31)
CEB)\,n,l,t

Somando sobre todos [ e t, obtemos
Leb(Bn<CO)\) < /ﬁnQe%lOg)‘ < @%IOg)‘7

para todo 0 < A < Aj(n). A tltima desigualdade segue do fato que k — 0, quando

A — 0. Assim, tomando ¢y = 4/27, obtemos o resultado. O

Demonstracao: (Prova do Teorema 2)

Considere a aplicacdo Fj,, tal que Vj < n, definimos F,(z) = f/(z) se x €
B; 1(co)\) \ (Bj(co)) U f~U=Y(Hy)). Note que F, nio estd definido em B, (co)) ,
logo o buraco de F}, é dado por

Hp,

n

= Bu(coM) U Hp U (f7H(Hy) N Bi(coN) U .. U (f~ "D (Hp) N By_1(co))).

Denotando H; N By(coA) = Hy, e usando o fato dos conjuntos (f~7(H;)) N B;(co)

serem disjuntos para todo 7 =0,1,...,n — 1, tem-se que
n—1
Leb(Hp,) = Leb(By(co))) + Y Leb(f ™ (Hy) N Bj(co)).

J=0
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Como ||Df~|| < 1, segue do teorema da mudanca de varidveis que

Leb(f™(Hy)) < Leb(Hy).

Por outro lado, como Leb(f~7(H;))NB;(coA) é limitado pelo nimero de cilindros em
B; multiplicado pelo maximo da medida de Lebesgue de f~7(H;) para cada ramo

inverso, e como a soma de cilindros em B; é limitado por (m + 1)7, obtemos
Leb(f~7(Hy) N Bj(co))) < (m+ 1) Leb(f 7 (Hy)) < (m+ 1) Leb(Hy).

Pela Proposiciao 2.14, Leb(B,(co))) < e8| para A suficientemente pequeno,

portanto n—1
Leb(Hp,) < e + X3 " (m + 1), (2.32)
=0
Assim, dado uma aplicacao com buraco f, considere n suficientemente grande fixado,
e definimos F' = F}, para este n fixado.

Logo por definicao das F), temos que F' é coA-expansora. Assim, pelo Teorema
2.13, dado € > 0, existe 0 > 0 tal que, se Leb(Hp) < ¢ entdo HD(Ag) > d — €. Pela
equacao 2.32 seja A suficientemente pequeno, tal que e®'°e(M) 4 )\El(m +1)7 <6,
entdo Leb(Hp) < 0. Como Ap C Ay, segue que HD(A) > d —e. =

O



Capitulo 3

Prova do Teorema 3

Neste capitulo apresentamos o conceito de Particao de Markov, verificando que
a familia g, apresentada na Secao [1.4/ possui uma Particao de Markov. Dessa forma
construiremos uma aplica¢do com buraco, satisfazendo as hipdteses (H1)-(H6) do
modelo abastrato. Por fim provamos o Teorema 3, usando a suavidade da holonomia
das folheagoes estaveis e a propriedade de Dimensao de Hausforff para o produto

cartesiano de dois conjuntos.

3.1 Particao de Markov

O objetivo desta secao ¢ verificar que as aplicagoes g, tem particoes de Markov, e
a imagem de qualquer retangulo de Markov intersecta um nimero finito de retangulos
de Markov. Primeiramente recordamos alguns conceitos envolvendo particoes de

Markov. Para maiores detalhes, ver [3] e [23].

Definicao 3.1 Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov. Um subconjunto
S; C M é um retangulo de Markov, se:

(a) S; é um dominio compacto com diagmetro pequeno;

(b) S; coincide com o fecho do seu interior, S; = int(S;),

(¢) para quaisquer x,y € S;, temos que [z,y] = Wi (z) "W (y) € 5.
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Para cada = € S;, denotaremos as componentes conexas de W#(z) N S; e de

W*(z) NS; que contém = por W7 (x) e W(z), respectivamente.

Definicao 3.2 Uma particao de Markov para f : M — M ¢é uma cobertura finita
S = {50, S1, ..., S} de M por retingulos de Markov, tais que.

(a) int(S;) Nint(S;) = 0 para i # j,

(b) f(We(x)) CWi(f(2)) e f(W(x)) D Wi(f (), para todo x € S;N f~1(S;).

A condigao (b) é a condi¢ao de Markov.

Definicao 3.3 Definimos a fronteira estdvel e instavel de um retangulo de Markov,
por
S, ={reS;:x¢int(W'(x))}
0"S;={xe€S;:x¢int(W:(x))}.

Pela definicdo de retangulos de Markov, e o fato que (z,y) +— [z,y] é uma
aplicagao continua, vemos que 0°S; é a uniao de conjuntos estaveis W7 (z) e 0“S; é a
unido de conjuntos instéveis W} (z). Denotando por 0°S = U;0°S; e 0"S = U;0"S;,
pela Definigao 3.2/ item (b), temos que f(9°S) C 9*S e f~1(9"S) C 9“S.

Usando uma particao de Markov, podemos associar a f uma aplicacao quociente
¢ no espago de todas folhas estdveis W7 (z) enviando cada W7 (x) na folha estavel
W2(y) que contém ela(¢ pode assumir vdrios valores nas fronteiras dos retangulos de
Markov.). Esta aplicagdo quociente é uniformemente expansora e tem a propriedade

de Markov: denotando R; = {W?(x) : z € S;},

Teorema 3.4 ([3], Teorema 3.12) Se f: M — M ¢é um difeomorfismo de Anosov,

entdo f admite uma particao de Markov, com diametro arbitrariamente pequeno.

Retornando ao nosso ambiente da Secao [1.4, pelo teorema anterior podemos
garantir a existéncia de uma partigao de Markov S = {Sy, S1, ..., S;n } para o difeo-
morfismo de Anosov G, de modo que o fecho de V esteja contido no interior de

algum retangulo Sy de Markov de S. [16] mostrou o seguinte resultado.
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Proposicao 3.5 ([16], Secio 2.3) Existe uma familia suave (G,,), de difeomorfismo
de Anosov em T3, C prézima de G, tal que g, = G, fora de V para todo p.

Definicao 3.6 Seja f : M — M um difeomorfismo. Dizemos que f é C"-estrutural-
mente estdvel, se existe uma vizinhan¢a U(f) C Dif f"(M), tal que, se g € U(f)

entao existe um homeomorfismo h : M — M tal que ho f = go h.

Teorema 3.7 Se f : M — M é um difeomorfismo de Anosov, entio f é C'-

estruturalmente estdvel.

Por hipétese, nosso difeomorfismo G é Anosov, e pela Proposigao 3.5, G, é C'-
proxima de G, logo existe um homeomorfismo h, : M — M, tal que G,0h, = h,0G.

Entao a familia

S‘LL = {Si,,u == h“<Sl) : Sz € S}

é uma partigdo de Markov para G,. Além disso, a conjugacao h, ¢ C° préxima a
identidade, se G, estd préximo a G.

Assumindo (g,), suficientemente préxima a (g, )u, podemos garantir que o fecho
de V esta contido no interior de Sy, = h,(Sy) para todo p. Como g, = G, fora de
V, segue que g,(5;,) = G,(5;,) para todo i(incluindo ¢ = 0). Podemos ver também
que, como as iteradas futuras de todos os pontos em 0°(S,) por G, nunca passam
pela regiao V, elas coincidem com as correspondentes iteradas por g,.

O mesmo ¢ verdadeiro para o difeomorfismo parcialmente hiperbdlico g, com
folhas fortemente-estaveis no lugar de variedades estaveis, pois as iteradas futuras
dos pontos em 0°(h,(S;)) nunca passam pela regiao perturbada V, e assim suas
folhas locais fortemente-estdveis para g, coincidem com as variedades estaveis locais
para G. Segue ainda que podemos definir uma aplicagao quociente no espago das
folhas locais fortemente-estaveis de g, e isto ainda é Markov, como em (3.1): os
dominios R; , para as aplicacoes quocientes de g, e G, coincidem, e as imagens deles
sob estas aplicagoes quocientes também coincidem.

Neste sentido que dizemos que S, também é uma particao de Markov para nosso

difeomorfismo parcialmente hiperbdlico g,,.



20

Observacao 3.8 ([16], Secio 2.3 ) Para determinar o nimero de retangulos in-
tersectados pela imagem de qualquer um deles, observamos o sequinte: a média do
numero de retangulos intersectados por cada retangulo de Markov é dado pelo ja-
cobiano na diregdo instdvel/central, no qual para G é o*. Claro que podem ocorrer
algumas oscilagoes em relacao a esta média, se alguns retangulos sao maiores que
0s outros, mas a menos de uma constante k> 1, podemos garantir que imagem de

qualquer retangulo intersecta no mazrimo n < ko retangulos.

3.2 Construcao de uma aplicacao com buraco

O primeiro passo é associar a cada difeomorfismo g, uma aplicagao com buraco
fu de dimensado 2. Seja S, = {So, S, ..., S} uma particdo de Markov para g,
como na se¢ao anterior. Relembre que para cada = € S;, denotamos por W7 (x) a
componente conexa de W?* N S; que contém .

Definimos para cada g os seguintes dominios: R;,, C W(p,) que intersecta

cada folha estdvel W7 (x) em exatamente um ponto, para cada i > 1, e para i = 0

analogo, apenas denotamos o dominio por Rj , e exigimos que p, € Rg . Sejam

Wy=Ry,UR ,U...URy,, (3.2)
H, =R, NW;.(py)

Ry, = RS’“\HM e

Ty M — W,

a proje¢ao ao longo das folhas W7(z) dentro de cada S;. Pelo Coroldrio 1.17, 7, é

de classe C'*9 restrita a cada retangulo. Entao definimos

fu:W,—W,, por f, =m,0 g,
entdo f, também é uma aplicagao de classe C1+9.
Esta aplicacao f,, ¢ uma aplicacao com buraco, no sentido da Definicao [1.4.
Primeiramente, notamos que os retangulos de Markov tém diametros internos

finitos, e a capacidade limite das suas fronteiras ¢ menor do que a dimensao de W,,.
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Esses fatos, segue dos seguintes resultados, encontrados em [16]:

Lema 3.9 (/16], Proposi¢cio 3.4) Dado um difeomorfismo de Anosov ® : M — M
com indice estavel 1, e uma particao de Markov R para ®, existe L > 0 tal que para
quaisquer x,y em algum retangulo de Markov, existe uma curva suave por partes

~v C R ligando x ey com o l(y) < L.

Lema 3.10 ([16], Proposi¢io 3.5) Dado um difeomorfismo de Anosov ® : M — M
e uma partigio de Markov R para ®, a capacidade limite c(0"R) da uniao das fron-
teiras instdveis dos retangulos de Markov € estritamente menor do que a dimensao

istavel de P.

Para completar a construcao da aplicacao com buraco, falta verificar a condi¢ao
de Markov da aplicacao de buraco, para isso, usaremos a Observacao [1.5.

Considere p > 0 suficientemente préoximo de zero. Além disso, vamos omitir a
referéncia para os parametro nos subscritos dos retangulos de Markov. Tomamos
Hy = H, e H; = () para i > 1. Por (3.2), Hy tem interior nao vazio. Como S, é
uma particdo de Markov, qualquer imagem f,(R;) é a unido de dominios R; sobre
algum subconjunto J(i) de indices j. Por outro lado, como nossas aplicacoes de
Anosov G, sao conjugadas a um difeomorfismo de Anosov linear, segue que os G,
sao transitivos, e entao para qualquer 0 <7 < m, existe [ > 0 tal que fli(Ri) contém
Ry. Por fim, Hy = f,(Ry) \ {Ro, ..., R} tem interior nao vazio, completando a

verificacao.

3.3 Prova do Teorema 3

Nesta se¢ao, primeiramente vamos verificar as condigoes (H1)-(H6)para a aplicagao
com buraco f, definida na secao anterior. Muitos dos resultados se encontram em
[16]. E por fim, faremos a prova para o Teorema 3.

Antes de comecarmos a verificar as condigoes (H1)-(H6), faremos algumas con-

sideracoes. No modelo abstrato, as condigoes sao feitas em relacao a Leb(Hy) = .
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Agora no nosso ambiente de Hopf, as condicoes serao verificadas em relagao ao
parametro p. Pois, basta observarmos, que o raio do circulo invariante criado pela
bifurcagdo de Hopf em (1.7) é po(p) = (p/b1(p))/?, e como a aplicagio f, estd
definida no plano (p, #), entao a medida de Lebesgue do buraco da f,, (Leb(H,)), é
equivalente ao seu parametro, ou seja
p— 0< Leb(H,) — 0.

Por simplicidade de notagao denotamos W, NV também por V. Relembre que
Vi € V é uma vizinhanga de p, introduzida na Proposicao [1.13. Agora dado x =
(p1,0) € Vi, temos que p? é equivalente, a menos de uma constante, ao volume
Leb(V"), onde V' = {(p,0); p < p1}.
A (condigao H1) segue direto do fato que Df, = Dy,

pev € da Observagao [1.16.
Para as condigoes (H2)-(H4) vamos apresentar alguns resultados, cujas provas se

encontram em [16].

Lema 3.11 ([16], Lema 4.1) Seja (gu), como no nosso ambiente. Entao existe
uma constante p1 > 0 tal que para cada 0 < p < py, temos H, C V e existe uma
vizinhanga Va(p) C H, de p,, tal que:

3
() log [|(D fu(2)) M ™" = =25+ o5bi(w)p, para qualquer x = (p,0) € Vi;
(b) log (D, (£)) 7" 2 —- 2 para qualguer « fora de Va();

1
(c) log Jacf,(x) > %u para qualquer x fora de Va(u).

A vizinhanga V,(p) de p,, é dada em coordenadas polares por

{(p, 0):p< (%)1/on(u)},

a figura 3.1/ descreve as vizinhancas de p,,.

Para as (condigoes H2-H4) consideremaos

Vip) = {(p, 0) : p* < %bll&) }
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Figura 3.1: Vizinhanca de p,

definindo V(1) = V(1) \ Va(n), essas condicdes segue direto do lema anterior e das

consideragoes feitas anteriormente.

Lema 3.12 Para qualquer z = (p,0) ¢ V(1) temos

Jacf,(z) <1 —2u+ 5by(p)p.

Demonstracao: Seja 9 9
{8_/) (pﬁ)’ a0 (pﬁ)} ’
a imagem da base canonica no R? sob a mudanga de coordenadas o(p, ) = (pcos @, psin6).
A base
{3 1o } 3.9
9Py P91 (00)

é ortonormal, relativa a métrica Euclideana. Da expressao da forma normal dada

em (1.4) e da Observagao [1.14, temos

Fu(p,0) = (L= p)p + bi(p)p®, 0 + ¢ () + ba(11)p?),

assim
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0 ) 0
DEuo-| = (1= p+3bi(n)p2) - +2ba(u)p 7,
Pl(p0) P1E.(p.6) Fu(p.9)
(§]
0 0
DF,— - .
1,0 91k, 0

Portanto, a matriz de DF), relativa ao sistema (3.3) é

(1= ) + 3b1(p)p? 0

DF,(p,0) =
’ 2a()p(1 — 1)+ b)) (1 — ) + DL

Portanto, JacF,(z) = (1 — p)?* 4 4b1(u)p*(1 — u) + 3(b1(p)p?)?. Portanto para p
suficientemente pequeno, usando a Proposigao [1.13item (d) e o fato que = ¢ ‘7(,u),

obtemos

Jacf,(x) < (1= p)® 4+ 4by (1) p*(1 = ) + 3(b1 (12)p*)* + b1 (1) p? /100
<1 =204 1+ 4by (1) p? + 3(bi () p*)? + br (1) p* /100
< 1= 2+ 4by (1) + 4(ba (1) p*)? + b () p* /100

<1 —2u+5by(u)p*.

A (condicao H5) segue do lema anterior .
A (Condicao H6) segue da Observagao 3.8,
Como nossa aplicacao f, construida na Secao 3.2/ ¢ uma aplicacao com buraco, e
satisfaz as condigoes (H1)-(H6), entao estamos em condigoes de aplicar os Teoremas
1l e 2/ para o conjunto dos pontos em W, que nunca caem em H,. Denotando este

conjunto por Ay, , obtemos para cada p suficientemente pequeno, que

HD(Af#) Z 2 — €.

Demonstragao: (Teorema 3) Como HD(Ay,) > 2 — ¢, entdo existe um disco de
raio r > 0, D, C W,, com Ay, N D, # 0, tal que HD(Ay, N D,) > 2 —e.
Agora, como A, é saturado pelas folheacoes estdveis, e pelo Corolério 1.17 a

holonomia das folheacdes estéveis sdo C''9, em particular Lipschitz, segue que A,
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¢ localmente homeomorfa Lipschitz a Fj»(x) x (Ay, N D,), com z € (Ay, N D,).
Assim, como HD(F2

25 (x)) = 1, segue da Proposigao 1.2 que

HD(A,) > 3 —e.
Portanto, se y — p, entdo HD(A,) — 3.
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