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Resumo

Apresentamos uma decomposi¢do de Riemann-Hilbert-Birkhoff generalizada
que expande o formalismo usual de hierarquias integrdveis em dois sentidos: per-
mite que poténcias inteiras das componentes das matrizes de Lax nas equagdes de
fluxos sejam aumentadas em comparagdo aos modelos convencionais e incorpora
solucgdes de vacuo constante ndo nulo.

Dois paramentros adicionais controlam essas caracteristicas. O primeiro deter-
mina o grau de um elemento semi-simples que, dada uma élgebra de Kac-Moody
graduada, define a estrutura algébrica da construgdo. O segundo parametro dis-
tingue entre configura¢des de vacuo nulo e vacuo constante ndo nulo. Além disso,
uma ambiguidade na definicdo da componente de grau zero das matrizes de
dressing introduz um terceiro pardmetro que permite a identificacdo de modelos
integraveis equivalentes por meio de transformagdes de gauge.

As escolhas tanto da estrutura algébrica quanto dos valores desses parametros
permitem uma classificagdo imediata dos modelos. Para varios valores desses
parametros, construimos e analisamos modelos integraveis equivalentes e suas

solu¢des, demonstrando a ampla aplicabilidade do formalismo estendido.

Palavras-chave: Algebras de Kac-Moody; Modelos Integréveis; Sélitons.

Areas do conhecimento: Fisica; Fisica Matemaética; Teoria de Campos.
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Abstract

We present a generalized Riemann-Hilbert-Birkhoff decomposition that ex-
pands the usual formalism of integrable hierarchies in two ways: it allows integer
powers of the matrix components of Lax in the flow equations to be increased
compared to conventional models and it incorporates non-zero constant vacuum
solutions.

Two additional parameters control these characteristics. The first determines
the degree of a semi-simple element that, given a graded Kac-Moody algebra,
defines the algebraic structure of the construction. The second parameter dis-
tinguishes between zero vacuum and non-zero constant vacuum configurations.
Furthermore, an ambiguity in the definition of the zero-degree component of the
dressing matrices introduces a third parameter that allows the identification of
equivalent integrable models by means of gauge transformations.

The choices of both the algebraic structure and the values of these parameters
allow an immediate classification of the models. For several values of these
parameters, we construct and analyze equivalent integrable models and their
solutions, demonstrating the wide applicability of the extended formalism.

Keywords: Kac-Moody Algebras; Integrable Models; Solitons.

Areas of knowledge: Physics; Mathematical Physics; Field Theory.
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Lista

Lista de Simbolos Mateméticos

Simbolo

Significado

aanaM7d7€7f€Z*+:{1727”'}

Nuimeros inteiros positivos

m, k' € Z* = {£1,+2,43,.--}

Numeros inteiros diferentes de zero

kleZ={0,+1,42 +3, -}

Numeros inteiros

i,jez,=1{0,1,23-}

Numeros inteiros ndo negativos

z,y Coordenadas espaciais
t={--,too,t_q,t1,ta,t3,---} Fluxos temporais
t,, €1 Fluxo temporal

tm € {t1,t2, 13, }

Fluxo temporal positivo

tow €{t1,t ot 3, -}

Fluxo temporal negativo

Up = Up, (.%7 tm)

Funcdo u,, que depende das varidveis = e ¢,

amun = Ung

)

Derivada parcial da fung¢do u,, em relagdo a

variavel z

Dxun = Unx + unDz

Operador D, atuando na funcgéo u,

a:p_lun = fx Up (y> tm) dy

Integral indefinida da fungdo u,, em relagdo

a variavel x

Az e Ay, Par de Lax
U Transformacdo de gauge
Q Operador de gradagao
E Elemento semi-simples
©,eO_ Operadores de dressing
() Soma dos termos com grau ndo negativo
() Soma dos termos com grau negativo
(- )o Soma dos termos com grau zero
() Soma dos termos com grau positivo
Tij Funcdo tau
Okl Delta de Kronecker
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Capitulo 1

Introducao

Modelos integréveis cldssicos sdo descritos por sistemas de equagdes diferenci-
ais parciais ndo lineares. O critério para a integrabilidade desses modelos pode ser
baseado no teorema de Liouville-Arnold, que afirma que um sistema hamiltoniano
com um determinado ntiimero de graus de liberdade possui solugdes analiticas
exatas se, e somente se, existir exatamente esse mesmo ntimero de quantidades
conservadas independentes e em involugao, isto é, seus parénteses de Poisson se
anulam [1].

Esses sistemas podem ser construidos a partir da condi¢do de curvatura nula,
e surgem integraveis por construcdo [2]. Essa condi¢do implica na equagao de
curvatura nula para potenciais de gauge, também conhecidos como pares de Lax.
Ao propor potenciais de gauge com a estrutura matemaética de uma algebra de
Kac-Moody graduada [3], que é uma algebra de Lie com dimensao infinita, é
possivel resolver sistematicamente a equagdo de curvatura nula, determinando
ndo apenas um modelo integravel, mas uma classe infinita de sistemas de equagdes
de movimento relacionados a diferentes fluxos temporais, que compartilham a
parte espacial do seu par de Lax.

Esses sistemas sdo continuos, isto é, possuem infinitos graus de liberdade, e
apresentam infinitas quantidades conservadas independentes e em involugao,
o que garante sua integrabilidade. Essa classe infinita de modelos integraveis,
que compartilham uma estrutura algébrica comum, constitui o que se chama de
hierarquia integravel.

O estudo dessas hierarquias eventualmente recupera modelos ja conhecidos
e amplamente discutidos na literatura, o que geralmente da nome a hierarquia,
como é o caso das hierarquias Korteweg-de Vries modificada (mKdV) e Ablowitz-
Kaup-Newell-Segur (AKNS). Entretanto, propor potenciais de gauge que resultem
em um modelo especifico, ou mesmo em um modelo ndo trivial qualquer, nédo é
uma tarefa facil. Nas referéncias [4, 5, 6, 7], essa questdo foi parcialmente resolvida
usando a decomposi¢ao de Riemann-Hilbert-Birkhoff (decomposi¢do RHB) para
definir tais potenciais. Por exemplo, em [4] o par de Lax do modelo AKNS é
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apresentado explicitamente. J4 em [5] foram adicionados os fluxos temporais
negativos no esquema, possibilitando a constru¢do dos modelos relativisticos
sinh-Gordon e Lund-Regge, além de identificar a que hierarquia cada modelo
pertence: o modelo sinh-Gordon estéd contido na hierarquia mKdV, enquanto o
modelo Lund-Regge faz parte da hierarquia AKNS. Em [6, 7], estes resultados
foram expandidos para a construgdo de hierarquias integraveis supersimétricas,
como a hierarquia que contém os modelos super MKdV e super sinh-Gordon.

Entretanto, algumas hierarquias integrdveis mais recentes apresentam potenci-
ais de gauge que ndo podem ser obtidos a partir da decomposi¢do RHB, como os
casos discutidos nas referéncias [8, 9].

A existéncia de infinitas leis de conservacdo implica na presenca de solugdes
do tipo sélitons, que sdo ondas ndo lineares, que preservam sua forma ao longo
da evolugdo e interagem elasticamente com outros sélitons. Um método conhe-
cido como método de dressing explora a mesma estrutura algébrica utilizada na
construcdo da hierarquia integravel para encontrar simultaneamente solugées
para todos os modelos dessa hierarquia. Esse método gera sélitons nao triviais
a partir de uma solugdo trivial chamada de vacuo, por meio de transformacgdes
de dressing, que sdo um tipo de transformacgdes de gauge [10, 11, 12]. Normal-
mente, esses solitons sdo obtidos a partir de uma solugdo de vacuo nulo, o que
fixa condi¢des de contorno nula aos modelos. Recentemente, surgiram modelos
integraveis que admitem apenas solugdes de vacuo constante ndo nulo [8], algo
ndo previsto pela decomposicao RHB. Além disso, hierarquias de classificagdo
mais alta, como a hierarquia Kaup-Newell (KN), também ndo podem ser derivadas
por esse formalismo [9].

O objetivo deste trabalho é propor uma decomposicdo de Riemann-Hilbert-
Birkhoff generalizada (decomposi¢do g-RHB) capaz de resolver as questdes men-
cionadas. Para isso, adicionamos dois novos parametros, a e b, na decomposigao
RHB. O parametro a determina o grau de um elemento semi-simples que, dada
uma 4lgebra de Kac-Moody e sua gradacao, define a estrutura algébrica da cons-
trucdo. Modelos com a > 1 estdo relacionados com hierarquias de classificacdo
mais alta. Ja o parametro b controla se 0s modelos possuem condi¢des de contorno
nula ou condi¢des de contorno constante ndo nula. Além disso, uma ambiguidade
na definicdo da componente de grau zero das matrizes de dressing introduz um
terceiro parametro, o parametro c. Embora néo afete a decomposigdo em si, o
parametro ¢ permite a identificagdo de modelos integraveis equivalentes por meio
de transformacoes de gauge. As escolhas tanto da estrutura algébrica quanto dos
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valores desses pardmetros permitem uma classificacdo imediata das hierarquias.

Nesta tese, expomos os resultados contidos em [13, 14] da seguinte maneira. No
capitulo 2 discutimos a construgdo de hierarquias integradveis a partir da condigao
de curvatura nula, introduzimos a decomposicdo g-RHB e abordamos os aspectos
gerais do método de dressing.

No capitulo 3, apresentamos exemplos de hierarquias integraveis construi-
das a partir da algebra s/, com gradacdo principal ou homogénea. Para a = 1,
construimos as hierarquias Korteweg-de Vries modificada (mKdV) e Ablowitz-
Kaup-Newell-Segur (AKNS). Mostramos a equivaléncia entre a hierarquia AKNS
e a hierarquia Wadati-Konno-Ichikawa (WKI) [15]. Para a = 2, construimos a hie-
rarquia Gerdjikov-Ivanov (GI) e mostramos sua equivaléncia com as hierarquias
Chen-Lee-Liu (CLL) e Kaup-Newell (KN) [9]. Ainda, construimos um modelo
integravel com a = 3, e identificamos a hierarquia Korteweg-de Vries (KdV) e a
hierarquia de Burgers por meio de reduc¢des das hierarquias AKNS e CLL, res-
pectivamente. A hierarquia de Burgers apresenta fluxos temporais positivos e
negativos, sendo que os fluxos negativos, até onde sabemos, ndo eram conhecidos.

No capitulo 4, utilizando o método de dressing encontramos solug¢des solitoni-
cas da hierarquia CLL e da hierarquia de Burgers.

No capitulo 5, observamos que, por meio de uma transformacdo de gauge
entre as hierarquias KdV e mKdV, é possivel obter a transformacdo de Miura,
a qual estabelece uma relacdo entre a equacdo de KdV e a equagao de mKdV
[16]. De forma andloga, demostramos que também existe uma transformacdo do
tipo Miura entre as hierarquias CLL e AKNS. Além disso, comprovamos que, em
um certo limite, essa transformagdo se reduz a transformacao de Cole-Hopf, que
relaciona a equacdo de Burger com a equacdo do calor.

Por fim, no capitulo 6, apresentamos um resumo dos principais resultados
obtidos e discutimos possiveis dire¢des para trabalhos futuros.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Hierarquias integraveis sdo constituidas por uma classe infinita de sistemas de
equagoes diferenciais parciais ndo lineares e integraveis, todos conectados entre
si. Apresentaremos a construcdo de hierarquias a partir da condicao de curvatura
nula. Mostraremos como obter o ingrediente fundamental dessa construgédo, o
par de Lax, através da decomposi¢do de Riemann-Hilbert-Birkhoff generalizada.
Além disso, serd discutido um método para encontrar solucdes para esses sistemas

de equagdes de movimento: o método de dressing.

2.1 Condicao de curvatura nula

Considere um modelo bidimensional contendo n campos, que pode ser descrito
pelo sistema linear
(0 + A;) ¥ =0, (2.1)

(O, +A,,) ¥ =0. (2.2)

Sendo que o elemento ¥ pertence a um grupo de Lie G, os potenciais A, e A;,
pertencem a algebra de Kac-Moody G associada a dlgebra de Lie G deste grupo,
m = +M é um ntimero inteiro com M > 0, a varidvel = é uma coordenada espacial,
a variavel ¢;; é um fluxo temporal positivo e a varidvel t_;; € um fluxo temporal

negativo. Vamos denotar os campos deste modelo por

U(ZL’,tm) = {ul (xvtm) , U2 (xatm) y sy Un (xvtm)}' (23)

Os elementos A, e A,,,, também conhecidos como par de Lax, sdo escritos em
termos dos geradores da dlgebra, sendo que cada termo é multiplicado por um
coeficiente que depende explicitamente de u, uy, Uy, - - - , [ udz,---. A condi¢do
de integrabilidade deste sistema é dada pela igualdade

0y (01, V) = O, (0,70). (2.4)
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Substituindo as relagdes (2.1) e (2.2) em (2.4) chegamos na condi¢do de curvatura
nula’
&CAtm — (9%1435 ‘I— [AI, Atm] - [Dw + Ax, Dtm + Atm] - O (25)

Esta equacdo é conhecida como equagdo de curvatura nula. As equagdes de
movimento para os campos do modelo sdo derivadas da equacdo de curvatura
nula e surgem integraveis por construgéo.

De fato, os potenciais A, e A;,, sdo potenciais puro gauge, isto €,

A, =—(0,9)0! (2.6)

Ay, =—(0,,) 7" (2.7)

o que implica que a quantidade [7, 17]
U = Pef Aude” (2.8)

onde P denota ordenamento espago temporal na integragdo, u = 0,1 e (z', 2°) =
(x,1,,), ndo depende do caminho. Sendo assim, impondo as condi¢des de contorno

adequadas, podemos mostrar que
Tr (Peloe H@0) _qy (el eniie) (2.9)

para algum valor arbitrario de 7 e portanto é uma quantidade conservada no
tempo. Em geral os potenciais A, e A;,, dependem de um paramentro espectral A
que esta associado a loop-algebra de G. Assim a exponencial ordenada em (2.9)
pode ser expandida em poténcias de ) e define uma infinidade de quantidades
conservadas.

Ainda, é possivel mostrar que estas quantidades sdo independentes e estdo em
involucao, isto €, que seus parénteses de Poisson se anulam [4]. E isso garante a
integrabilidade do modelo.

Modelos integréveis que pertencem a uma mesma hierarquia integravel pos-

suem uma estrutura algébrica em comum.

1Para o fluxo 1 as equagdes de movimento dos campos u (x,t1) sdo as equagdes triviais 0y, uq =
azula at1u2 = aa:u27 e ;atl Up = 8xun
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2.2 Estrutura algébrica

Seja G uma élgebra de Kac-Moody e G sua dlgebra de Lie correspondente,
associada a um grupo de Lie G. O operador de gradacio ) decompde a algebra G

em subespacos graduados G¥), ou seja
G = @pezG", (2.10)
com G igual a um subespaco de grau k tal que
[Q,6%] =kg® | [g®,gV] c gD e k,leZ (2.11)

Seja £ € G) um elemento semi-simples constante, a escolha de F induz uma
segunda decomposigio da algebra G nos subespacos kernel K e image M, isto é

N

Gg=KaoM, (2.12)
onde o subespago kernel é definido da seguinte maneira
K={Xeg"®|[X E =0} (2.13)

e o subespago image é o seu complemento. Da defini¢do (2.13) e da identidade de
Jacobi temos que
K.KlcK e [K,M]CM. (2.14)

Deste modo, dada uma dlgebra de Kac-Moody G e um operador de gradagao Q,
cada conjunto {G, Q, E} define uma estrutura algébrica. Aqui, também vamos nos

restringir a escolha de elementos semi-simples que também cumpram a relagdo

M, M] C K. (2.15)

2.3 Transformacoes de gauge

As transformacdes de gauge estabelecem conexdes tanto entre configuragdes
distintas de modelos integraveis de uma mesma hierarquia quanto entre confi-
guragdes distintas de modelos integraveis que pertencem a hierarquias distintas,
sem alterar a estrutura da equacgado de curvatura nula. Considere a transformagao

U — U’ = UV, onde U é um elemento de um grupo de transformagdes e conecta a
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configuracdo dada pelo sistema linear (2.1)-(2.2) com outra configuragdo descrita
pelo sistema linear
(0, + A) V' =0, (2.16)

(0, + A} )W =0. (2.17)

Conjugando a equacdo (2.5) na forma U (- -- ) U~! encontramos

D, + AL, Dy, + A, ]=0 (2.18)

com
A =UA U — (0, U) U, (2.19)
A, =UA, U= (8, U)U". (2.20)

Isto mostra a invaridncia da equagdo de curvatura nula por transformagoes de
gauge. Observe que as equagdes de curvatura nula (2.5) e (2.18) sdo vélidas no
mesmo espaco de coordenadas (z, t,,).

2.4 Transformacoes de dressing

As transformagdes de dressing sdo transformagdes de gauge que conectam con-
tiguragdes distintas de modelos integraveis de uma mesma hierarquia integravel.
Dada a configuracdo de vacuo

(0 + A2*) Wy =0, (2.21)
(0tm + Afj‘f) Uy =0, (2.22)
com n campos ug (T, t,) = {wio (T, tm), w0 (T, tm), - s Uno (x,t)}, onde ug =

up (x,t,) é uma solugdo trivial conhecida, denotada por solucdo de vacuo, da
equacdo de curvatura nula (2.5) da configuracao geral (2.1)-(2.2). Podemos afirmar
que os elementos ¥, e ¥ pertencem ao mesmo grupo de Lie G, assim como o par
de Lax A* e A} pertence a mesma élgebra de Kac-Moody G que o par de Lax
Ay e Ay .
Considerando o problema de fatorizacdo de Riemann-Hilbert-Birkhoff para o
operador dado por
O (t) = Yop¥, !, (2.23)

onde p € G’ é um elemento constante e arbitrdrio com um grau qualquer. Deri-
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vando a expressdo acima, encontramos

0,0 =[0,A™], 9, 0=[0,A"] (2.24)

m

A solugdo do problema de fatorizagdo (2.23) se d4 ao definir o operador © no
formato da decomposic¢do

O(l) = 0.6,0- = (®<B—1> (BB®>) —o-'e, (2.25)
tal que
6, = BBo. =" [ (2.26)
k=1

e o
0. =po =[], (2.27)

k=1

0(0)

Em que B = 1e B = ¢/ sdo elementos do grupo de Lie G, e o elemento #*) € G*),

com k € Z, pertence a dlgebra G. Substituindo (2.25) nas derivadas (2.24) obtemos
0 A0 —(0,04)0' =0_A"0"" —(9,6.)0"", (2.28)

0,410, — (9, 0,)0;' =6_A"6"' — (5,6 )0"". (2.29)

Portanto, ©, e O_ sdo operadores de dressing relacionados com as transformagdes
Uy — ¥ =0,V dadas as relacdes

A, = 0L AP0 — (9,04) 05" = 0, (02W,) Uy 'O, (2.30)

A, = 024707 —(9,,04) 07 = =0, (0,T) ¥, '01 ", (2.31)

e conectam a configuracdo de vacuo dada pelo sistema linear (2.21)-(2.22) com a
configuracdo geral descrita pelo sistema linear (2.1)-(2.2).

Vamos estudar hierarquias integraveis cujos os modelos possuem solugdes
triviais do tipo vacuo nulo u, = {0,---,0} ou vacuo constante ndo nulo uy =
{10, ,uno}, onde uqg, - - - , u,o sdo constantes diferentes de zero. Veremos como
obter o par de Lax geral A, e 4,,, e posteriormente a solugdo geral u (z, ¢,,), dado

um par de Lax A} e AY?° de uma solugdo de vacuo uy, a partir da decomposigao

07l = Vypv,! (2.32)
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com ¥, dado pela fungido Baker-Akhiezer

\Ifo = exXp (— i <AZ€IC75M + Aga;t_M)) . (233)

M=1

Em que M € Z7, t); é um fluxo temporal positivo e t_; € um fluxo temporal
negativo.

2.5 Decomposicao g-RHB

Neste trabalho, vamos propor uma decomposi¢do de Riemann-Hilbert-Birkhoff
generalizada dada por [13]

@(t) = exXp (— i (thM + g_Mt_M)) g exp (i (thM + g_Mt_M)) . (234)

M=1 M=1

Do lado direito da férmula (2.34) temos que M € Z7%, t); é um fluxo temporal
positivo, t_j; é um fluxo temporal negativo e g € G é um elemento arbitrério e

constante com um grau qualquer. Os elementos £y, e £_ ), sdo dados por

aM—1 aM—1

Er=cf+0 > el e En=e5" 0 Y 5 (2.35)
=0 =1

sendo que 55\}), 5(_]\? € G sdo elementos constantes de grau ¢ e —i, respectivamente,

em que &, = &, 5@ =FE=FEY,béigualaloul,a € Z% ei € Z,. Estes elementos

também devem satisfazer as equagdes de curvatura nula
[DQT + gz; Dtj:lv[ + S:EM:I - aI(E’:l:]\4 - atngm + [5177 g:l:M] - 07 (2'36)

isto é, se faz necessdrio que
€z, Exm] = 0. (2.37)

As equacdes de curvatura nula (2.36) tém solugdo do tipo vacuo nulo parab =0e
do tipo vacuo ndo nulo para b = 1.

Agora, do lado esquerdo da férmula (2.34), de maneira explicita, temos

O(t) = ©.0,0- = (@<B—1) (BB@>) —o-'o, (2.38)
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onde .
0, =BBO. =" T (2.39)
k=1
e o
0. =B =" [, (2.40)
k=1
Em que 0 < ¢ < 1 é um parametro constante, B = !V e B = e 530 ele-

mentos do grupo de Lie G, e os elementos 0 € G e g% ¢ G*¥), com k € Z,
pertencem a lgebra G. O elemento B surge de uma ambiguidade na definicéo da
componente O e introduz o pardmetro c. Mais a frente veremos que o parametro c,
apesar de ndo aparecer explicitamente em O(t), permite a identificacio de modelos
integraveis equivalentes por meio de transformacdes de gauge.

Para determinar as derivadas dos operadores de dressing ©, e ©_ em relagdo
a um fluxo temporal qualquer, comecamos derivando a equagdo (2.34) em relagao

aty et_p, 0 que resultam nos comutadores
01,0 =[0,8m], 0,0 =10,E_p]. (2.41)
De maneira equivalente
©_0,, (02'0,)0;' =0,6401" —0_Ey07", (2.42)
0.0, ,, (6'04)07' =0, 4,07 —0_£ 0" (2.43)
Expandindo estas rela¢des chegamos nos resultados abaixo

BO.EyOI'B™ — ©216,0. =

(2.44)
= @;1 <8t1w(—)<) + (atMB) Bil + B (at]\/[@>) @;13717

BO.E_yOI'B — 0160, = 05)
=019, ,92) + (& ,,B) B+ B(d,_,0-)03'B71.

Admitindo a forma graduada das equag¢des acima, podemos separar os termos
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grau a grau da seguinte maneira:

OB = B(0:E403"), — (02'€M0.), B,

OB =B(0-E_40"),,

01,05 = (0:E402")_ 6. — B~ (02'60.)_ BO.,
0,05 = (0-6_407")_ 6.,

0,0 = -6, (021640, _,

0,0 =6.B(0-6_40")_B' -6, (6'6_40.)_.

(2.46)

Por consequéncia, as derivadas de © e ©_ em relagdo a ¢y, e t_,; sdo dadas por:

0, O+ = (atMB) BO- + B (8, B) O + BB (9,,0-)

N K%B) BT +6.£6,67" - (@_5M@:1)>] CH 247
0,04 = (&:_MB> BO. + B (0, ,,B)6- + BB (9, ,,6-) »
— [<8LMB> B4+ 0,6 1,07 — (®+57M@11)<} o,. (2.48)

O, 0- = (atMB> @Zl _ B@;l (0,,02) @21 y
[08) o e o,

= [(8LMB> B! + @,ng@:l _ (@+57M@11)<} o

Como veremos a seguir, podemos contruir o par de Lax geral a partir destas
projecdes (0_£,O7")_ e (0,6 4O5") .
Da derivada (2.49), por exemplo, para M = 1 temos

0.6 =|(0.B) B +0.£07 - (6.607) |6 (2.51)

Trocando a derivada parcial 0,0_ por D,0_ = 0,0_ + ©_D,, e multiplicando

pela direita por ©~' a equacdo acima, encontramos

O (D, +£)07 =D, + (0.£67")_ — (9.B) B (2.52)
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De maneira equivalente, das derivadas (2.49) e (2.50), temos as relagdes

O_ (D, + &) O~ =Dy, + (0-6107"). — (atM )B— (2.53)

O (Dy +E1)O7 =Dy, + (0,6.1,07")_ (at y )B ! (2.54)

Levando em consideracdo o fato de que &,, i e £_); devem satisfazer as equagdes
de curvatura nula
[Dr + & Depy + 5¢M] =0, (2.55)

conjugando estas equagdes temos

O [D$ + gLE) DtiM + g:I:M} @:1 =

(2.56)
= [0_ (D, +&)07",0_ (Di,,, + Exm) O] =0,
o que resulta na equagdo de curvatura nula
[Dx + A, D + Atm] —0 (2.57)
para o par de Lax
A,=B(0',0.) B - (al,é) B (2.58)
e
i — B(0Z'enO.), B - (8,5MB> B, ~ para m = M, (259)

BB(©-€_403Y)_ BB~ — (815_MB> B~!, para m=—M.

As expressOes acima para A;,, e A;_,, também poderiam ter sido obtidas a partir

das derivadas (2.47) e (2.48), adotando os mesmos passos, e resultam nas somas

AtM ZAgw aM)+AaM 1) ”'+AS\9[) (260)

A Z/ﬁ = AU g A + A9, (2.61)

~

onde flg\?, fl(_]\? € G sdo elementos de grau i e —i, respectivamente, em que flga) =
BE@WB,
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O elemento B atua como uma transformagao de gauge nos modelos, para se
convencer disso basta comparar as relagdes (2.19) e (2.20) com o par de Lax (2.58)
e (2.59). E pode ser interpretado como uma parcela do elemento B, que, por sua
vez, deve satisfazer a condi¢do adicional:

(0,B) B~ =B B! — (671€,0.), - (2.62)

Essa interpretacdo permite visualizar os efeitos de deslocar parte do termo O, entre
os operadores de dressing O, e ©_. Por exemplo, quando assumimos #(® = §(©)

temos
e-'e, = ( . 60(_2)69(_1)669(0)> (6(1_0)9(0)69(1)69(2> . ) : (2.63)

assim, para ¢ = 0 o termo O, estd todo em O, enquanto para ¢ = 1/2 temos
metade de ©y em O, e a outra metade em ©_, ja para ¢ = 1 o termo O estd
totalmente contido em ©_.

A decomposicdo RHB pode ser recuperada quando tomamosa =1,0=0e
¢ = 0 na decomposigao g-RHB.

2.6 Construcdo de hierarquias integraveis

Recapitulando o que vimos até aqui, dada uma combinagao {Q ,Q,E,a,b,c}
podemos determinar o Lax espacial da hierarquia a partir da defini¢do (2.58), para
c = 0, temos

A, = (6_6(71)6_0(72) R S -60(72)69(71)> (2.64)

>

=

onde A e 9 pertencem a algebra G e possuem grau i e —i, respectivamente, em
que i € Z, e o elemento &, é dado por

a—1
E:=E9+bY &, (2.65)

=0

sendo que el € G ¢ um elemento constante de graui,a € Z ebéiguala(ou
1. Os campos da hierarquia estdo contidos nos elementos 6@, 91 92 ... A

projecdo (2.64) resulta na soma

A=Y AV =AY + A"V 4 AP, (2.66)

1=0
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onde A" € G é um elemento de grau i, em que A\” = E(®),

Depois de obter o Lax espacial, o substituimos na equagdo de curvatura nula

[Dx + Aza Dtm + Atm] =0 (267)
com
AWM L gleM=1) 4O ara m = M,
4, = A M M p (2.68)

ATEM) g ACaMED AT para m= —M,

onde AS\Z), A(:A? € G sdo elementos de grau i e —i, respectivamente, m € Z* e M €
Z* . Resolvendo de maneira recursiva a equagao de curvatura nula, para cada fluxo,
é possivel determinar o Lax A;,, e as equagdes de movimento correspondentes.
Além do mais, para c # 0, hierarquias equivalentes podem ser encontradas a
partir do gauge
flx = e_Céw)AxeCé(O) - (81,6_65(0)) ecg(m, (2.69)
/L — e~ A,

m m

€c§(0> . <atme—c§(0)> 60§(0), (270)

cujas equagdes de movimento sdo dadas pela equagdo de curvatura nula
[Dx 4 A, D, + Atm} ~0. 2.71)

Portanto, um modelo integravel é classificado pela combinacado {G, Q, E, a,b,c, m}.
Os modelos integraveis com a estrutura {G, @, £, a, b, ¢} em comum pertencem a
mesma hierarquia integravel. E ainda existem equivaléncias entre as hierarquias

integraveis com a mesma estrutura {G, Q, E, a, b}.

Casoa =1

Para a = 1 a projecdo (2.64) resulta em um Lax espacial do tipo
A, =ED 4+ A, (2.72)

Onde os campos da teoria estdo contidos em A e o elemento semi-simples
E = EW e g decompde a lgebra G nos subespacos K e M. A seguir, veremos
0 passo a passo da resolucdo da equagdo de curvatura nula (2.67) para este Lax. A
esséncia da coisa ndo muda muito para os demais casos, a > 2.
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Fluxos temporais positivos

Para fluxos temporais positivos a equagao de curvatura nula (2.67), substi-

tuindo o Lax (2.72), resulta em
D+ ED + A9 D, 4+ AY +A§3[4-1>+...+Agg>]:o. (2.73)

Decompondo este resultado grau a grau, obtemos

[E ) A(M —0,
9, AW [E(l) A= 1] + [A :0,
9, AWM= 4 [E(l),AJ\]f 2] 4 [AD A0 :o,

(2.74)

0.A5] + [EW, 4| + |4, (] =0,

0pA) = 0, A + [ AP, ()] =0,

Dados os elementos £ e A1 , para cada M, resolvemos primeiro a equagdo de
grau mais alto e a equacdo seguinte é resolvida usando estes resultados e assim
sucessivamente até que a equacdo de grau mais baixo seja resolvida. As equagdes

de movimento para cada fluxo ¢, sdo dadas pela equagdo de grau zero
aiAg\[}) - atMASO) + |:A§0)7 AS\(/][)] = 0. (275)

Além de separar em graus, também podemos decompor cada equagao de (2.74)
em uma parte que pertence ao subespaco kernel K e outra parte que pertence
ao subespago image M. Assim, a equagdo de grau M + 1 determina que AS&W)

K, a parte pertencente a K da equacdo de grau M determina Ag\y), enquanto
a parte pertencente a M da equacdo de grau M determina A%\;l) € M, onde

M-1 M-1
A = Ay

determina A%gl) € K, enquanto a parte pertencente a M da equacdo de grau M —1
_2)

+ Ag\%\;l). A parte pertencente a K da equacdo de grau M — 1

determina Ag%\f) € M, onde Ag\y = A%g” + As\%\f). E assim sucessivamente

até que seja determinado todo o Lax 4;,, = Ag&w) + Ag\yfl) + AEV]}LQ) + -+ Ag\?.
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Fluxos temporais negativos

Para fluxos temporais negativos a equacdo de curvatura nula (2.67), substi-

tuindo o Lax (2.72), resulta em
[D +EW 4 AQ p, 4 ACM) g ACMED A‘_‘;}] ~0 (2.76)
Decompondo este resultado grau a grau, obtemos

9, AT [A§°>,A_M —0,
&;A(;\]JWH) [ AJ4\/1} [AO) AC M+1 :O,

o AL A

0.5y + B0, A5 + [4P, 45)] =0,

O AV = [EW, A0 =0,

Dados os elementos £ e A” , para cada M, resolvemos primeiro a equacao de
1

grau mais negativo e a equagdo seguinte é resolvida usando estes resultados e

assim sucessivamente até que a equagao de grau zero seja resolvida. As equagdes

de movimento para cada fluxo ¢_ ), sdo dadas pela equacdo de grau zero
9, A _ [E<1>, Ag;y] ~0. (2.78)

Assim, a parte pertencente a K da equagdo de grau — M determina A(__]V]}J,C), enquanto
a parte pertencente a M da equacdo de grau —M determina A(__]é\f /\)/l € M, onde
A(:AZW ) = A(fM,C + A(:z%\)/z- A parte pertencente a K da equagdo de grau —M + 1
determina A' ]%CH € K, enquanto a parte pertencente a M da equagéo de grau
—M + 1 determina A( MH € M, onde A( ML) A( MH + AU M+1 . E assim
sucessivamente até que se]a determinado todo o Lax Atf y = ACM M Aiﬁ Rt

—1

2.7 Método de dressing

O método de dressing é usado para encontrar solugdes ndo triviais de um

modelo integravel a partir de uma configura¢do de vacuo do mesmo. Considere a
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configuracdo de vacuo

(ax + 21;“) b, =0, (2.79)
(atm n A";gC) b, = 0, (2.80)

do modelo integravel descrito pelo sistema linear

(ax + /II) b -0, (2.81)

(atm + Atm) ¥ =0, (2.82)

Vimos que podemos relacionar a configuragdo geral com a configuracdo de vacuo

através das tranformacoes

A, = 0, A% — (9,0,)07 = —0, (@iifo) btert, (2.83)

Ay, = 0,40 — (9,,04) 07 = —0,, (@iﬁ/o) U tegl. (2.84)

Os operadores de dressing ©, e ©_ conectam o par de Lax A, e A, com o par A%
e Ay através dessas transformagdes. Esse é 0 nome, porque o método funciona
dessa maneira, é como se vestissemos a solucdo conhecida associada a ¥, com
©. ou O©_ obtendo como resultado dessa operagdo uma solugdo nova associada a
U =0, U,

A aplicagdo do método consiste em trés etapas, na primeira etapa, dado os

otenciais A, e AY*, olhando para as transformacoes
€ x

A, = 0. A4me; - (9,0.4) 05" (2.85)
onde
0, = e~ @ 8P D 9P 6O (2.86)
e
O = BV V6 6D (2.87)

Escrevemos os elementos 6(©), 9, g+, &2 ... em termos dos geradores da dlge-
bra G, sendo que cada termo é multiplicado por um coeficiente, e cada coeficiente
é uma funcdo que depende de z e ¢,,. Essas fun¢des recebem o nome de campos
auxiliares. Resolvendo a equacao (2.85) de maneira recursiva, determinamos os
campos auxiliares em termos dos campos da teoria contidos no Lax A,. Os campos

auxiliares sdo infinitos, basta calcular os primeiros, até obter os campos da teoria
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em termos deles.
As préximas etapas do método dependem da fungdo tau e do operador de

vértice, definidos a seguir.

Funcao tau

Um ingrediente importante do método de dressing para determinar os campos

auxiliares é a func¢do tau, definida por
7 = (] 02104 [A) = (| Tog ¥yt [A;) (2.88)

com i,j € Z;. Os estados |)\;) e |\;) sdo estados de projecdo, que permitem
determinar a partir do lado esquerdo da equacao (2.88) os campos auxiliares em
termos das funcgdes: {790, 701, T10, T11, 02, * * }

Na primeira etapa do método, encontramos as campos da teoria em termos dos
campos auxiliares. Na segunda etapa, obtemos os campos auxiliares em termos
das fungdes tau, assim para obter a solugdo, a tltima etapa consiste em calcular as
fungdes tau em termos de z e t,, a partir do lado direito da equacédo (2.88) com o

auxilio do vértice.

Operador de vértice

O operador de vértice é o outro ingrediente fundamental do método, e deve

satisfazer as relagcdes de comutagao

[Vh Aﬁ“} = (k (&) Vy (2.89)

Vi Az] = (wm (€ Vi, (290)

sendo que f € Z7, {; é um parametro que pode ser real ou complexo, V; =
V (&) é o operador de vértice e as fungoes « (£) e wy, ({f) sdo os seus autovalores
correspondentes.

A partir da conjugagao

T VUt =Vy + [Vf,fl’;“a: + A};Z‘ftm] +

1

~ ) ) ) (2.91)
g (Ve Aew 4 At At + At 4o



Capitulo 2. Fundamentos Tedricos 19

obtemos
TVt = eV, (2.92)

com p; = ps(x,tm) = (5 (&) x + (Wi (&) tm. Usando a identidade W0, = 1

para facilitar os cdlculos, temos que

By (V) " = (¥ v@l)d 2.93
o(Vp) Wy = (YoVy ¥y (2.93)

com d € Z7.. Assim, é f4cil expandir o resultado anterior (2.92) para
\iloevflilgl = exp (e Vy). (2.94)

Conhecendo o vértice da teoria e seus autovalores, podemos calcular as fungdes

tau de interesse a partir do lado direito da equacéo (2.88), assumindo

g= H eVs (2.95)
f=1
chegamos em
d
=N [T (L4 eV + e VE+ ) [\). (2.96)

f=1
Geralmente, os termos (\;| V" |;) com n > 2 sdo nulos, como no exemplo do

apéndice D, o que permite truncar a série acima da seguinte maneira:

=

f=1

ara cada valor de d obtemos uma solugao. O interessante do método dressing é
P da valor de d obt 1 Oint ted todo d

que encontramos solu¢des do modelo integravel em questdo e de toda a hierarquia
que ele pertence simultaneamente, desde que sejam conhecidos os autovalores

wn, (£f) associados a cada modelo.



Capitulo 3

Hierarquias Integraveis

Aplicando o método de construcdo de hierarquias integraveis abordado no
capitulo anterior, veremos alguns exemplos de hierarquias integraveis coma = 1 e
a = 2. Todas as combinagdes estudadas (tabela abaixo), contém a algebra sl, com

gradacdo principal ou homegénea.! Também construimos um modelo integravel

coma = 3.
Hierarquia| G | Q E=E® a b c
mKdV | sly | Q, | L(EQ+FEY,) | 1 |0oul |[0<c<1
AKNS | sly | Q g 1 |0oul
WKI | slo | Qs iy 1| 0 1
GI sly | Qp e 2 | Ooul 0
CLL | sl | Q, 5 2 | Ooul 1/2
KN sly | Q, iyt 2 | Ooul 1
Modelo | o 1o, | 1+ 52 | 3| 0 |o<e<t
V1, U2 € Ug

3.1 Hierarquia mKdV

Dadas as combinagdes {sls, Qp, E' = L(EQ+EL,),a=1,b=0oub=1,c=0},a
partir da defini¢do (2.64), obtemos a hierarquia mKdV com condi¢des de contorno
nula (b = 0) e constante ndo nula (b = 1). Também olhamos para o gauge (2.69),

com ¢ # 0, em busca de hierarquias equivalentes a hierarquia mKdV.

Veja 0 apéndice A

20
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3.1.1 Hierarquia mKdV

Considere a 4lgebra de Kac-Moody G = sl, com gradacdo principal. Neste
caso, o operador de gradacdo é dado por

d

1
Q= H"+ 205

5 (3.1)

onde ¢ é um pardmentro espectral, e decompde os geradores da dlgebra H* = (*H°,
E* = (*E% e E* = (*E°  da seguinte maneira

G = [H*}, GO = LBk BEIL D ke Z (3.2)
Escolhendo E = E) = $(EY + E! ) temos os subespagos
K={EFE+E"'}, M={E:-E"' H}. (3.3)

Para esta estrutura algébrica, podemos contruir duas hierarquias integraveis,
a primeira com a = 1 e b = 0 onde os modelos admitem vacuo nulo e outra
hierarquia com a = 1 e b = 1 onde os modelos admitem vacuo constante nao
nulo. Todos esses modelos possuem apenas um campo v = v(z, t,,) contindo em
A§0> = vH". Isso ficard mais claro, no que segue.

Os modelos integraveis em questdo sdo construidos a partir da definicdo (2.64)
com a = 1, o que resulta na projecao

Apmrcay = ED +be” — [0V, ED]. (3.4)
Devido a (3.2), definimos

0 = x 1B + 1y EY, (3.5)

e = qg H, (3.6)

onde «; é uma constante e os coeficientes x_; e 1)_; sdo fung¢des que dependem
de z e t,,,. Substituindo (3.6) e (3.5) em (3.4), encontramos

1
(Eo+EL,) + 5 (2baos = X1+ 41) HO. (3.7)

DN | —

A:r,mKdV =
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Definindo a fungao v = bvg + %(w,l — X—1) com vy = o 1, sendo que v = v(z, t,,) €
o campo das hierarquias. Substituindo a1 = vp e x_1 = ¥_1 — 2v + 2bvy em (3.7),

obtemos o Lax espacial

(Eo+EL,) +vH. (3.8)

N —

Ay mkav =

Da equacio (2.62), definindo B = e(¢t*0)° gnde o coeficiente ¢ é uma fungio

de z e t,,, temos também a condi¢do adicional
(0,B)B™' = [0V, EW] — ¢, =—v. (3.9)

Essa funcao ¢ esta relacionada com os fluxos negativos da teoria.
Note que para hierarquia com b = 0 existem somente os fluxos temporais
impares, uma vez que, as condi¢des de comutagdo

€ Ean] = [BV,£5517] =0 (3.10)

implicam que existem &£, ), diferentes de zero apenas para valores impares de M,

isto €,
b= (B + L),
E=P1,4 (E;1 + Ega) ,
& =0,
E =0,
&3 =33 (Eé + EEQ) , (3.11)
E3=013_3 (E;2 + E:é) )
&, =0,
E4=0,

E = P55 (B2 + E°,),
Es5=05-5(E+EZ2).
E por ai vai, sendo que 5_; _1, 833, B—3.—3, B55 € B—5 5 sdo constantes diferentes

de zero. Agora, para hierarquia com b = 1, existem os fluxos temporais positivos

impares e negativos pares, dado que as condi¢des de comutagdo

€, Ent] = [E“) +upH?, e 4 D o O — g (3.12)
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CM)  CMe L CD] (3.13)

[gxang] = |:E(1) + UOH07€

resultam em

b= 3 (EO+ B + 20, HY),

£,=0,

£ =0,

£ =P120" (ES+ B, +200H°) ,

&3 = (Bs3C + Pra) (Fa + By +2u0H") (3.14)
£.5=0,

£4=0,

Eu=(B3-4C"+B1-4C"") (Ea+ EL, 4+ 200H")
E = (B5.5¢" + BasC + Prs) (Bo + EL, 4 200H?)
E 5=0.

E por ai vai, sendo que 5_; _» # 0, B33 # 0, B1,3, B-3-4 # 0, B_1,—4, B55 # 0, B3
e 315 sdo constantes. Os fluxos temporais negativos pares da hierarquia mKdV
foram considerados pela primeira vez em [8].

A equagdo de movimento para cada fluxo é obtida através a equagdo de curva-

tura nula (2.67), onde

AP = ay  HY, (3.15)
AT — gy H (3.16)
AE\?H) = b2z‘+1,MEZY + C2¢+1,ME1J;1 (3.17)
e
A(__]éi_l) =b_gi 1 -mE," a1 _uE (3.18)

com M € Z% ei € Z,. Os coeficientes a49; + 1, b+2i+1,+ 1 € Cioi4+1,+0 SA0 funcionais
do campo v. Abaixo, resolvendo a equagdo de curvatura nula, sdo determinados
os operadores de Lax temporais e as respectivas equagdes de movimentos para os

primeiros fluxos temporais da teoria.
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Fluxos temporais positivos impares
Substituindo o Lax (3.8) na equagdo de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos impares

[D + EO 4 A D, 4 ADD L AMD A0 g (3.19)

onde M = 2j + 1 com j € Z,. Sendo que EM = L(EY + E' ) e A” = vH".
Decompondo este resultado grau a grau, encontramos

2j+1)]
[E(l)» Aéj]—i—l )_ =0,
(2j+1) 25) 0 2j+1)]]
0 A2JJ++1 { Aéﬂﬂ} [Ag )’Aéj]:l )_ =0,
(2 2j—1) 0) 4(25) ]
a36142]']—021 + |:E Agjj—&-l ] + Ag 7‘42]]—21_ = 07

(3.20)

1 0 0 41 ]
0, AG + [EW,AQ) |+ [a, 45| <o,

0 0 0) |
0 A2]+1 at2j+1Ag : A( ) Aéj-ﬁ-l_ =0.

Para cada j, a equacdo de grau 2j+2 determina os coeficientes by 1 241 € C2j+1.2+1,
depois substituindo by;1 2541 € c25412j+1 Na equagdo de grau 25 + 1 obtemos o
coeficiente a;2;+1, da equacdo de grau 2j obtemos os coeficientes by;_1 9,41 €
Coj—12j+1, € assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax A;,,,, =
Az?fll Aéj e+ Ag;lrl. A equacdo de movimento para o campo v é dada
pela equagdo de grau zero.

Resolvendo (3.19) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para j = 0:
A icay = 5 (B2 + BL,) + vH', (3.21)
para j = 1:
Avy miav = % (Ei + Eza) +oH + (Um — 02) E° — (vx + v2) B +

(3.22)
(vm —2v )
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para j = 2:

Aty mrav = % (E2+E?,) +vH? + (v, —v%) B} — (vz +0°) B2+

+ (Voo — 20%) H' + 03, — 2005 + v, (v, — 607) + 31}4} E°+
[U + 20V, — Uy (vx + 6@2) — 3114} E£a+
[

Vgg — 20 (5vvm + 51} —3v )] H°,

(3.23)

_'_

o que resulta nas equagdes de movimento para os primeiros fluxos temporais
positivos da teoria

Vg, = Ug, (3.24)
Vyy = VU3p — 6070, (3.25)
Vg = Usy — 100%v3, — 100, (41}1}23& + vz — 31}4) ) (3.26)

A equacdo (3.25) é a conhecida equagdo mKdV. Como esperado, as equagdes de
movimento acima admitem solugdes tanto do tipo vacuo nulo v = 0 e quanto do
tipo vacuo constante ndo nulo v = vy # 0.

Fluxos temporais negativos impares

Substituindo o Lax (3.8) na equacdo de curvatura nula, obtemos para fluxos

temporais negativos impares
[Dm + EW 4 AP p, 4 AGM L ACMED 4 A{‘jj] ~0 (3.27)
onde M = 2j+1com j € Z,. Decompondo este resultado grau a grau, encontamos
0, A + [40, AL <o,

—2j-1 0 -25) |
% AL 23 1 + [E( ) A(72j]71 )} + [Ag )>A(—2j]31_ =0,

0, ACHY + B0, 4G+ [40, A1) =0,
i ] (3.28)

0, A%, + [BW, ASY 1} a4 =0,

O, AV [E“) A0, =0,
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Para cada j, a equagdo de grau —2j — 1 determina os coeficientes b_s;_1 2,1 €
C_9j-1,—2j-1, depois substituindo b_s;_; _2;_1 € c_3;_1 _2;_1 Na equacdo de grau —2j
obtemos o coeficiente a_y; 1,1, da equagdo de grau —2;j+1 obtemos os coeficientes
b_gjt1,—2j-1 € C_g+1,—2j—1, € assim sucessivamente até que seja determinado todo
oLax Ay, , = A(:Qi-j_ 711) + A(:Qi»j_) 1ttt A(_};)_l. A equagdo de movimento do
modelo é dada pela equagao de grau zero.

Resolvendo (3.27) para os primeiros fluxos temporais, encontramos os resulta-

dos abaixo. Para j = 0:

1
A mrav = 5 (e*E' +e E°,), (3.29)
para j = 1:
Loiosma ooty . Lg-1( 20 _ _—26\] g1
At ymiav = 5 (e*E? +e*EZ)) + 1 (0,1 (e — e H '+
1 209—1 [ —2¢9—1 2 -2 -1
+ 1€ N e 0 (e ¢ e ‘i’)} E "+ (3.30)
1 —26a—1 .26 9— _
—Z o P91 (20 _ ¢=20)] EO
2¢O (€20, (e e *") EY,,
onde ¢ = —9,'v. O que resulta nas equagdes de movimento para os primeiros

fluxos temporais negativos impares da teoria:

1
Paty = (e —e??), (3.31)
Put_y = 162‘1’8;1 (67200, (2% — e72)] +
f (3.32)
e [0 (¢ — )]

As equagdes de movimento acima admitem solugdo do tipo vdcuo nulo v = 0 (ou
seja ¢ = 0). A equacdo (3.31) é a conhecida equagdo de sinh-Gordon.

Fluxos temporais negativos pares

Substituindo o Lax (3.8) na equagdo de curvatura nula, obtemos para fluxos

temporais negativos pares

D, + BY + AP, Dy, + AGY + A5 14 A0 — 0, (3.33)
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onde M = 2j+2com j € Z,. Decompondo este resultado grau a grau, encontamos

—2j-2 0 —2§—2)]
aﬂcA(—2jJ—2 ) T [Ag )7 A(—ij—z )_ =0,

9, AC 2] )y [E(l),A(:éj 2] [Ago AL 23; 21): _0,

0, AGY + [ BV, A0 + (A, 450, ] =0,
. (3.34)

0, A0, + [E<1>, A&;ﬁlQ} + [Ago% A&;?_Q] —0,
at_Qj_QA(l()) _ |:E(1)’A(__2§)_2i| = 0

Para cada j, a equacdo de grau —2j — 2 determina os coeficientes a_s;_2 _2; 2,

depois substituindo a_s;j_2 _»;_» na equagdo de grau —2j — 1 obtemos os coe-

ticientes b_9;_1 _2;_1 € c_2j_1,2j-1, da equagdo de grau —2j obtemos o coefici-

ente a_y; QJ 1, € assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax
2j—2 2j—1) —1 ~ .

Ay, = Al Pyl 4+ Al 2]] 5 4o Agzle. A equagdo de movimento do mo-

delo é dada pela equacdo de grau zero.

Resolvendo (3.33) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para j = O:
Ai_ymiav = %H 1+ %e%’ (9,'e ) B — %e—% (9, 'e*) E°,,, (3.35)
para j = 1:
At,4,mKdv _ %H—Q + %6245 (8;16_2¢) E(;Q ; —2¢ (8_1 2¢) E—a+
ey (ot oy
‘11 (3.36)
i Z_162%%—1 72 (9;¢*) (071 e>)] '+
- ie—%ax—l [ (05 1e) (87 'e2)) B,
onde ¢ = —d,'v, 0 que resulta nas equacgdes de movimento para os primeiros

fluxos temporais negativos pares da teoria

1 1
Dut_y = 162@58;1@—% + Ze—2<"a‘;1e2¢, (3.37)
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bua-y = 50 [ (0516%) (0517 +

f (3.38)
+ ge—%a;l (€ (8, "e*) (0;'e)] .
As equagdes de movimento acima admitem solugdo do tipo vacuo constante ndo

nulo v = vy # 0 (ou seja ¢ = —vyx).

3.1.2 Hierarquias equivalentes

Hierarquias equivalentes a hierarquia mKdV podem ser encontradas a partir
da transformagdo de gauge

zzlx,mKdV = BALmKdVB_l — <aacé> B (3.39)

Definindo B = ¢ “?#" com ¢, = —v e substituindo (3.8) em (3.39) chegamos no
Lax .

Avar = 5 (7B + 2BL,) + (1 — o) uH" (3.40)

O fato do campo da teoria nio mudar apés o gauge, uma vez que e~ “?’y H0e?H" —
vH?, implica que os modelos integraveis obtidos a partir do Lax flxm Kdy Sa0 0S
mesmos modelos obtidos do Lax A, ,,, x4y independente do valor do parametro
c. O par de Lax A, ,,kav € A, mirqv pode até mudar apds o gauge (2.58) e (2.59),

mas as equagdes de movimento de cada fluxo permanecem iguais.

3.2 Hierarquias AKNS e WKI

Dadas as combinacdes {§l2, Qn, E = %Hl, a=1,b=00ub=1,c=0}, apartir
da definigdo (2.64), obtemos abaixo a hierarquia AKNS com condi¢des de contorno
nula (b = 0) e constante ndo nula (b = 1). E olhando para o gauge (2.69) com ¢ = 1,
motramos que existe uma equivaléncia entre a hierarquia WKI e a hierarquia

AKNS com condig¢des de contorno nula.

3.2.1 Hierarquia AKNS

Considere a algebra de Kac-Moody G = s, com gradacdo homogeénea. Neste
caso, o operador de gradagado é dado por

d
Qn = /\a, (3.41)
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onde \ é um paramentro espectral, e decompde os geradores da algebra H* =
NHO, EF = \FE% e E* = AE° | da seguinte maneira

G® = {H* E¥ E* }, (3.42)
com k € Z. Escolhendo E = EV) = 1 H! obtemos os subespagos
K={H*}), M=/{EE} (3.43)

Para esta estrutura algébrica, podemos contruir duas hierarquias integraveis,
a primeira com a = 1 e b = 0 onde os modelos admitem vacuo nulo e outra
hierarquia com a = 1 e b = 1 onde 0os modelos admitem véacuo constante ndo nulo.

Os modelos integraveis em questdo sdo construidos a partir do Lax (2.64) com

a = 1, o que resulta na projecdo
Aparns = ED 450 — [9D EO]. (3.44)
Devido a (3.42), definimos

0V = \H ' 4y E' 9 E7} (3.45)

e — g H® + Bo1 B + o1 E,, (3.46)

onde ayg 1, Bo1 € V0,1 sd0 constantes e os coeficientes ¢_;, x_1 e ¥_; sdo fungdes que
dependem de z e t,,,. Substituindo (3.46) e (3.45) em (3.44), encontramos

1
Az AkNS = §H1 + bOéo,lHO + (bBo1 + x-1) Eg + (byoqr — ¥-1) Ega- (3.47)

Definindo as fungdes p = bpy + x—1 € ¢ = bgop — ¥—1 com py = Bo.1 € o = 70,1, sendo
que p = p(z,t,) e ¢ = q(z,t,) sdo os campos da teoria. Substituindo ap; = 0,
Boi = po, Vo1 = qo, X-1 = p — bpo e Y1 = —q + bgy em (3.47), obtemos o Lax
espacial

1
Ag AKNS = §H1 +pE? +qE° . (3.48)

As equagOes de movimento para cada fluxo sdo obtidas através da equacado de
curvatura nula (2.67), onde

Ag\zj) = CLZ',MHZ' + bi,ME(i + C@MEZ;Q (349)
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A = oy H by ET i B (3.50)
M , , a s e

com M € Z* ei € Z,. E os coeficientes a; + 1, b1+ € 4441 40 funcionais dos
campos p e g. Abaixo, resolvendo a equagdo de curvatura nula, sido determinados
os operadores de Lax temporais e as respectivas equagdes de movimentos para os

primeiros fluxos temporais da teoria.
Fluxos temporais positivos

Substituindo o Lax (3.48) na equacdo de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos

D, + EV + A9 D, + AW 4 AMY 44 AS\?] — 0, (3.51)

sendo que EV = LH' e A" = pEY + ¢E° . Decompondo este resultado grau a

grau, encontramos

B0, 4GP =0,

oA + [ BO, Y] 4 AP, AGP] =0,

0, A5+ [EW, AP 4 [0, AG Y] — o,
: (3.52)

oA + [EW, AR | + |4, 4] =0,

0,45 = 9,4 + (A, 4] =0,
Para cada M, a equagdo de grau M + 1 determina os coeficientes by ar € car o,
depois substituindo by, s € cy,p Na equagdo de grau M obtemos os coeficientes
an,m, by—1,m € cy—1,m, da equagdo de grau M — 1 obtemos os coeficientes a1,
bri—a,m € cy—2,0, € assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax
Ay, = Ag\y) + AE\JJW_U +- AS&). As equagdes de movimento para os campos p e
q sdo dadas pela equacao de grau zero.

Resolvendo (3.51) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.
Para M = 1:

1
A arns = H L4 pES +¢E°, (3.53)



Capitulo 3. Hierarquias Integrdoveis 31

para M = 2:

1
Aty AKNS = 5H2 +pEL +qBE', — (pq — bpoqo) H® — p E° + ¢, E° (3.54)

para M = 3:

1
Ay axns = H? +pEL +qE? , — pgH' — p, B} + ¢, EL +
ARNS T (3.55)

+ (p2q — P) H® + (Paw — 20°¢) EY + (Guw — 20¢%) E,,,

o que resulta nas equacdes de movimento para os primeiros fluxos temporais

positivos da teoria

Pt = Pa (3.56)

Qtl - qaw (357)

Pts = —Paz + 20 (Pq — bpoqo) (3.58)
Gty = Quz — 29 (pq — bpoqo) , (3.59)
Dty = D3z — 6Py, (3.60)

Qs = Q32 — 6Py (3.61)

As equagdes de movimento acima admitem tanto solucdo do tipo vacuonulo b = 0,

p = 0 e ¢ = 0 quanto solugdo do tipo vadcuondonulob=1,p =py # 0 e ¢ = gy # 0.

Fluxos temporais negativos

Substituindo o Lax (3.48) na equagdo de curvatura nula, obtemos para fluxos

temporais negativos
[Dx +EW 4 AQ D,y ACM) g ACMED A(:A})] ~0. (3.62)

Note que para hierarquia com b = 1 ndo existe o fluxo temporal ¢_;, dado que a

condigdo de comutagdo
Enront) = [BD 4 poBS + a0, 50+ ) =0 (3.69)

implica que existem £_), diferentes de zero apenas para M > 1.
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Para M = 1, separando a curvatura nula (3.62) grau a grau, encontramos
0,45 + [, 45"] =0, (3.64)

9, AY — [Eﬂ), A(__]\lj] — 0. (3.65)
Da equacdo (2.62), temos a condic¢do adicional
AY = _B B (3.66)

. Ce— 0 0 /o— 0 . . _ T ~
Assumindo B = eX¢ “Fraef ¥ " Ea gendo que os coeficientes y, ¢ e 1 sdo

fungdes de z e t_);, chegamos em

o

1+ o

(0)
1

E° — x,e¥E°,. (3.67)

«

Substituindo (3.66) na equagdo (3.64) de grau —1, temos a solugao:

ACY — lppoipga
(3.68)

N — DN

(14 2x0) H' = e?E; 4+ xe @ (1+ xv) B2,

e a equagao (3.65) de grau zero resulta nas equagdes de movimento do modelo

8“(&31)+EWﬂBHlBl}:Q (3.69)
9, (BB, ,) - }l[Hl, BH B =o0. (3.70)

Para obter a primeira equagdo (3.69) basta substituir (3.66) e (3.68) em (3.65). A
segunda equacao (3.70) foi obtida a partir da primeira, expandindo-a e conju-

gando o resultado no formato B~! (- - - ) B. Estas equag¢des implicam nos vinculos

adicionais: o7
Tr(B,B'H®) =0 — @, = 77 3.71
( ) = T vo (3.71)
Tt (B™'B, \H°) =0 — ¢, = &Xht (3.72)
1+ xv

Usando esses vinculos e substituindo o par de Lax (3.67) e (3.68) na equagdo (3.69),



Capitulo 3. Hierarquias Integrdoveis 33

chegamos nas equagdes de movimento do modelo relativistico Lund-Regge [18]

&x ) @E&xitA 7
at71 — — - — 0, .
<1+w i (1+ ) v G79)
at ) )_(r ) X)zx&t:l o O .
_ (1+X¢ +(1+>_<¢)2 X (3.74)

3.2.2 Hierarquias equivalentes

Hierarquias equivalentes a hierarquia AKNS podem ser encontradas a partir
da transformacdo de gauge (2.69). Para o casoem que ¢ = 1 e b = 0, o gauge é
dado por

Avwrr = B (%Hl oy E° — ¢_1E9a) B - (aﬁ) B (3.75)
Assumindo B = B~ com B = eX"ae?H’ VP2, da equacio (2.62), temos
(0,B) B~ = [0"1, EW], (3.76)
o que leva nas condi¢oes adicionais
Xo1 = —1$e€, =X+ X0, pu = XU (3.77)
Substituindo as relagdes acima em (3.75), chegamos no Lax
Aewir = % (1+2xpe*?) H' + (14 xve™) Y E, — xe**EL,. (3.78)

Fazendo a transformagdo de Backlund reciproca proposta em [19, 20], podemos
redefinir o Lax (3.78), obtendo:

1 b+ xpe xe*
A/ :_Hl 1 El
WKL T T e T T 2y (3.79)
X :
Eéﬂl +pEL + qEL,.
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Resolvendo a equagdo de curvatura nula para o fluxo temporal t;, encontramos as

equagdes de movimento para os campos p = p(z’,t)) e ¢ = (', t}) iguais a [15]

p

Y
1+ 4pq

Gy = 02 L) 3.81
=2 (i o0

(3.80)

3.3 Hierarquias GI, CLL e KN

Dadas as combinac¢oes {372, Qp. E = %Hl, a=2,b=00ub=1,c=0},apartir
da defini¢do (2.64), obtemos abaixo a hierarquia GI com condi¢des de contorno
nula (b = 0) e constante ndo nula (b = 1). Depois, olhando para o gauge (2.69) com

c=1/2ec =1, encontramos as hierarquias CLL e KN, respectivamente.

3.3.1 Hierarquia GI

Considere a élgebra de Kac-Moody G = sl, com gradacdo principal. Neste
caso, o operador de gradacdo é dado por
1

Qp: §HO+2C

d

e (3.82)

onde ¢ é um pardmentro espectral, e decompde os geradores da dlgebra H* = (*H?,
E* = (*E% e E* = (*E°  da seguinte maneira

GO = [HF} | GO = [ER BNV ez (3.83)

—Q Y

Escolhendo E = E® = L H! obtemos os subespacos

K={H*Y, M={EE:}. (3.84)

Para esta estrutura algébrica, podemos contruir duas hierarquias integraveis,
a primeira com ¢ = 2 e b = 0 onde os modelos admitem vacuo nulo e outra
hierarquia coma = 2 e b =1 onde os modelos admitem vicuo constante ndo nulo.

Os modelos integraveis em questdo sdo construidos a partir da definigdo (2.64)
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com a = 2, 0 que resulta na projecdo

Apar = E® + be(ll) + bego)—l—
— [0, BO] — b0, <] - [0, B0+ (3.8

1
219D (oD p@)

Devido a (3.83), definimos

02 = _,H !, (3.86)
0D = LB + B, (3.87)
e = o H° (3.88)
e
et = BLaES + ma B, (3.89)

onde o1, 511 € 711 sdo constantes e os coeficientes ¢_,, x_; e ¥_; sdo fungdes
que dependem de z e t,,. Substituindo (3.86), (3.87), (3.88) e (3.89) em (3.85),

encontramos

1
Azar = §H1 + (bB11 + x-1) Eg + (by11 —¥-1) Eia‘i‘ (3.90)

+ (b1 — byiix—1+ (811 + x—1) ¥_1] HO.

Definindo as fung¢des r = brg + x—1 e s = bsy — 19—y comry = 311 €59 = 711. E
substituindo Qo1 = —bT()SO, Bl,l =70, 71,1 = S0, X-1 =T — bTQ e ¢_1 = -5+ bSQ em
(3.90), obtemos o Lax espacial [21]

1
Aver = gH "+ rE 4+ sE', —rsHY, (3.91)

sendo que r = r(z,t,) e s = s(x,t,,) sdo os campos da teoria. Definindo B =

e(0=brosor)H® onde o coeficiente ¢ é uma fungdo de z e t,,,, da equagdo (2.62), temos
1
(0,B) B! = b[@(—l)’ ggn] = [0, 01, E?]], (3.92)
o que leva a condigdo adicional®

¢a: =Ts. (393)

2Por defini¢io b* = b.
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Observe que para hierarquia com b = 0 todos os fluxos temporais sdo permiti-

dos, uma vez que, as condi¢des de comutacao

(€] = [B® 5] =0 (3.94)
resultam em
SM = OCQM’MHM e E,M = OJ,QM,,MHiM. (395)

Sendo que o € a_ap— v S30 constantes diferentes de zero, com as; = 1/2.
Agora, para hierarquia com b = 1, ndo existe o fluxo temporal ¢_;, dado que as
condi¢des de comutagao

€y Ent] = [E@) +roEY + soEL,, — rosoH%, eCM 4 4 5% =0 (3.96)

[55,;, g—M] = [E(2) + T’QEg + SoEia — ToSgHO, 8(_]3[M) + -+ 5(_]\}[)] =0 (397)

resultam em

1
51 = §H1 + ToEg + SoEia — 7’080H0,

571 = 07
82 = 2 (044’2 (C + 27’080) + Oé2,2) 81,

a_47_2 —2
5—2 = - C 817
ToSo

E3 =2 (a3 (¢% + 2ros0 (C + 2ro50)) + aus (€ + 2roso) + aag) &1,
6. 2 4
£, (a 6,3 (C + TOSO)C_?’ L0 3C_2> €.

2.2
2r5sh 7050

(3.98)

E por ai vai, sendo que a2 # 0, ag0, g2 # 0, 63 # 0, ag3, o3, v _3 # O e
(i_y4,_3 SA0 constantes.

As equagOes de movimento para cada fluxo sdo obtidas através da equacado de
curvatura nula (2.67), onde

ACD = o,y HY, (3.99)
A(__]\QJZ) = a_2i7_MH_i, (3100)

AS\QZH) = by B+ coii BT (3.101)



Capitulo 3. Hierarquias Integrdoveis 37

A(iﬂ?il) =b_gi-mE;" s —mET (3.102)

com M € Z7 ei € Z,. Os coeficientes a.9; + 11, b+2i+1,4+1 € Cr241,+1 SA0 funcionais
dos campos r e s. Abaixo, resolvendo a equagdo de curvatura nula, sdo determina-
dos os operadores de Lax temporais e as respectivas equagdes de movimento para
os primeiros fluxos temporais da teoria.
Fluxos temporais positivos

Substituindo o Lax (3.91) na equacdo de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos

D, + B 4 A + A Dy, + AG + AP 4 af] =0, (3103)

sendo que E® = 1H', AV = +E0 + sE' e ALY = —rsH®. Decompondo este

resultado grau a grau, obtemos

E® ACM] —q,

B AGY| 1[4, AG0] — o,

0, A5G + [E@, AGY ] 1 [0, AR V] o+ [0, A5"] =0,
(3.104)
0,A%) + [E®, A + [l al)] + [a”, 40| =0,

0, AY — 9, AV 4 [ 0, A9 + 4D, A0] — o,

0,40 — 5, AQ 4 [AD AO] — .

Para cada M, a equagdo de grau 2M + 1 determina os coeficientes bop—1,3 €
canvi—1,m, depois substituindo baps—1 4 € capr—1,1 Na equagdo de grau 2M obtemos
o coeficiente as)s 1, € assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax
Ay, = AS@M) + AS@M*U +--+ Ag&). As equagdes de movimento para os campos r
e s sdo dadas pela equagdo de grau 1.
Resolvendo (3.103) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.
Para M = 1:
Ay ar = %Hl +7E) +sE', —rsH®, (3.105)
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para M = 2:°

1

A or==H*+rE) +sE®, —rsH' —r,E° + s, B +
2 (3.106)
— (rsx —rps 4+ 1ris® — brgsg) H°,
para M = 3:
1
A a1 = §H3 + rEi + SEEQ —rsH? — rmEé + smEza—k
— (rsy; — sry + 7’282) H' + [Tm —2r? (sx + 7’32)} Eg—i— (3.107)

(
+ [sm + 257 (rw — 7’23)} E' +
(

— (rSgp + TpxS — TwSy — 2r3s3) H°,

o que resulta nas equag¢des de movimento para os primeiros fluxos temporais

positivos da teoria

7ﬁtl =Tz, (3.108)

Stl = Sz, (3.109)

Tty = —Tug + 27 (7"252 — brist + rsx) , (3.110)
Sty = Szz — 28 (7“252 — briss — rxs) ) (3.111)
Ty = T3z — 677, (7’32 + sx) , (3.112)

Sty = S3z — 655, (r23 — m) ) (3.113)

Note que as equagdes de movimento acima admitem tanto solugdo do tipo vacuo
nulob = 0,7 = 0 e s = 0 quanto solugdo do tipo vacuo constante ndonulo b = 1,
r=ro#0es=sy#0.

Fluxos temporais negativos

Substituindo o Lax (3.91) na equagdo de curvatura nula, obtemos para fluxos

temporais negativos

D, +E® 4+ AV + A9 p, 4 AT L AC2MED AT — 0. (3.114)

30 termo constante em (3.106) é fixado por uma escolha de constantes de integragdo, veja o
apéndice C.
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Decompondo este resultado grau a grau, obtemos

0. A + AP, A5 o,
o, A 2M+1 + [A() A(—]@M] [Ago ,A A%{M-&-l)- —0,

0, AT 1 | B, AE*M} AP, AT+ AP, AR <o,

(3.115)
0.5 + [E®, A + [P, A7) + [4°, 45)] =0,

O A — [B®, 450 — [P, 450] =,

O, A — [E® 40D =0,

Para cada M, a equagdo de grau —2M determina o coeficiente a_sp;,_»s, de-
pois substituindo a_s); ) na equacdo de grau —2M + 1 obtemos os coeficientes
b_oni+1,—M € C_op41,— M, € @sSim sucessivamente até que seja determinado todo o
Lax A;_,, = A(__]\iM) + A(__]@MH) -+ A ). As equagdes de movimento para os
campos r e s sdo dadas pela equagdo de grau 1.

Resolvendo (3.114) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.
Para M = 1:

1
Aiyar =5 H L4 ®REY — e ?SE° (3.116)
para M = 2:
A a1 = Ly + e RE? — e SE" + RSH '+
2 (3.117)
—e*9;' (R— S0,R*) E;' — %0, " (S + RO, S?) EY,,
sendo que Rz e S sdo iguais a
R=R(z,t_y) =0, (re ™) (3.118)
e
S =5 (z,tom) =08, (se*?) (3.119)

com ¢ = 9, (rs). Vale dizer que definimos as integrais R e S para expressar A; , ¢/
e A; , 1 de maneira compacta, ndo é uma mudanga de varidvel. As equagdes de

movimento para os primeiros fluxos temporais negativos da teoria sdo dadas por:

r, = e*0;! (re_2¢) , (3.120)
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5., =e 20" (562¢) , (3.121)
re, = =0, [0, (re7??) — 2re*9, " (re7??) 0, (se™?)] (3.122)
s, =€ 00,1 [0, (s€) + 250, (re ) 0,1 (s€*)] (3.123)

e admitem solugdo do tipo vacuo nulor = 0 e s = 0. E as equagdes (3.122) e
(3.123) também admitem solugdo do tipo vacuo constante ndonulor =ry # 0 e

s =59 # 0.

3.3.2 Hierarquias equivalentes
Hierarquias equivalentes a hierarquia GI podem ser encontradas a partir da
transformacdo de gauge
Ayo=BAyB™' — (aﬁ) B (3.124)
Definindo B = e¢~*?"’ com $, = s, substituindo (3.91) em (3.124), e redefinindo
7 =re *% e 5= se’®, chegamos no Lax

. 1
Ape= §H1 +7E% + 3B, — (1 —¢)75H" (3.125)

onde 7 = 7(x,t,,) e § = 5(z,t,,) sdo os campos da teoria. Para ¢ = 0 temos que
T — res — s, erecuperamos os resultados da subsegdo 3.3.1. No que segue,

vamos olhar para as equagdes de movimento do caso geral.

Fluxos temporais positivos

Substituindo o Lax (3.125) na equagdo de curvatura nula, obtemos para fluxos

temporais positivos
D, + E® + AV + A" D, + AG" + ATV -+ 215{})] 0.  (3.126)

Resolvendo esta equacdo para os primeiros fluxos, encontramos os resultados
abaixo. Para M = 1:

- 1
Ape = 5Hl +FEY + 3B — (1 —¢c)78H", (3.127)



Capitulo 3. Hierarquias Integrdoveis 41

para M = 2:
. 1
Ape=H +TE, + 82, —T5H" — (P + 207°5) B+
+ (5, — 2078%) B, — (1 — ¢) [F5, — 57 + (3.128)
+ (1 — 4¢) 75 — (1 — 2c)brgsy] HY,
para M =3

. 1
Ao = 2H3 +FE, + §E° , — FSH? — (Fy + 2¢7°5) EL+
+ (8, — 2¢78%) E?, — [F§, — 728 + (1 — 40)7?8°] H'+
~ ~ S S =2~ 0
+ { T + 27 [3¢725 — (1 — )75, — (1 — 2¢(1 + ¢))7*5%] } B0+ (3.129)
+ {8aw — 25 [3c75, — (1 — ¢)Fd + (1 — 2¢(1 + ¢))7?5° | } B!+
— (1= ) [FauS + FSux — Tals + 6¢F5 (705 — 75,) +

—2(1 = 6¢*)7°5" 4 4(1 — 2c)cbigsy] H,

o que resulta nas equacdes de movimento para os primeiros fluxos temporais

positivos da teoria

ftl =Tz, (3130)
St, = Sz, (3.131)
7:,52 = —Tze + 2(1 - C) (]. — 20)7:(~ 32— bfogg)
(3.132)
+2(1—¢) 78, — 20, (7%3),
1y = 5pe — 2(1 —¢) (1 — 2¢) 5 (7*5% — brada) +
t 1ol )8 0%) (3.133)
+2(1—¢) 37y — 200, (75°),
Fry = T3y — 8¢ (1 —¢) (1 —2¢) 7 (783 — bid53) — 6 (1 — ¢) (1 — 4c¢) 5%+
ts = T3 (I—c)( )7 (7 050) —6(1—0)( ) (3130
— 6 (1 — ¢) 7Fy8, — 6¢0, [(1 — 2¢) F°5° — 757, ],
51, = 83, +8c(1—¢) (1 —2¢)3 (7258° — b)) — 6 (1 —¢) (1 — 4c) 7%5%5,+
ts = 53 (I—o)( )5 (5 050) —6(L—¢)( ) (3.135)

+6 (1 —c¢) 3875, — 6¢0, [(1 —2¢) 7258 + 7’331} .

As equagdes de movimento acima admitem tanto solucdo do tipo vacuonulo b = 0,

7 =0 e § = 0 quanto solugdo do tipo vacuo constante ndonulob=1,7 =7, #0e

5 =35, # 0.
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Fluxos temporais negativos

Substituindo o Lax (3.125) na equagdo de curvatura nula, obtemos para fluxos

temporais negativos
[Dx +ED 4 AV + A9 p, o AT AT | 40— 0. (3.136)

Resolvendo esta equagdo para os primeiros fluxos, encontramos os resultados
abaixo. Para M = 1:

A= %H L4 R E- e 21=¢ 0 4 cRSHY, (3.137)
para M = 2:
Ay o= %H—Z + ReX1mP 2 _ Gem20-09p-l L RGH 4
_ 20981 (R _ 58961?2> Bl - e 21981 (5 X [%axgz> E°. + (3.138)
—c|R2S2 — ot (S + Ro.S) + So;t (R - So.2)| 1,
sendo que R e S sdo iguais a

R=R(x,t_y)=0," (Fe 20799) (3.139)

S =8 (x,t_y) =0, (3e21799) (3.140)

com @ = 9, ' (73). As equagdes de movimento para os primeiros fluxos temporais

negativos da teoria sdo dadas por:
7 = Re*179% _ 9¢F RS, (3.141)

5, = Se 21799 L 9¢5RS, (3.142)

= =00 (R 50.82) + 3.143

e[ R (54 o) s (o soi)] O
5= e 200999, (S 4 F0,5°) + »
e[ (5 10) o (1m0 O



Capitulo 3. Hierarquias Integrdoveis 43

Estas equagdes admitem solugdo do tipo vacuonulo 7 =0, 5§ = 0, R=0eS=0
para qualquer valor de c.

No limite de vdcuo constante ndo nulo, fazemos as seguintes mudangas:

T — 7o # 0,
S — 89 #£0,
Py L a0 (3.145)
2(1 — C) §0 ’
. 1 .
S 2(lfc)rosoz'
2(1— o)
Considerando este limite nas equagdes de movimento (3.141) e (3.142), obtemos as
expressoes
1—2¢c 1—2¢
- = ) - =0, 14
2(1 — )25 © 2(1 — ¢)?rg (3.146)
e podemos concluir que o fluxo ¢_; s6 admite vacuo constante ndo nulo para c =
1/2. Ja para o fluxo t_,, fazendo as mudangas (3.145) nas equagdes de movimento

(3.143) e (3.144), obtemos as expressdes

~ 31 —=2¢)c _0 3(1 —2¢)c

—_— = 147
8(1 — ¢)?rys3 8(1 — ¢)?r2s 0 (3.147)

ou seja, o fluxo t_, admite vacuo constante ndo nulo parac=0ec = 1/2.
As equacgdes (3.141) e (3.142) com ¢ = 1, considerando 7 = o,Res=0,8,
resultam no modelo relativistico Mikhailov [9, 22]

d,_,0,R =R —2RSO,R, (3.148)
0y_,0,5 =S +2RS0,S. (3.149)

Hierarquia CLL
Para ¢ = 1/2 temos que 7 — 1/ = re %, § — s = se?, por simplicidade

redefinimos ' = r e s’ = s, e 0 Lax (3.125) se reduz a

1 1
Avorn = §H1 +rE) +sEL, — 5mHO. (3.150)

Este Lax é conhecido e esta relacionado com a hierarquia CLL [23].
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As equagdes de movimento para os primeiros fluxos da teoria sdo:

Ttl - Tx; (3.151)

St; = S, (3.152)

Tty = —Tgy — 2TSTy, (3.153)

Sty = Sgz — 21'SSy, (3.154)

= 13, + 3r°s%r, + 350, (r1y) , (3.155)

St, = 830 + 3r28%s, — 310, (85,) (3.156)

T, = [68;1(’"3) —7rd, (se8 (Ts)ﬂ o, (re_agl(Ts)> , (3.157)
sy = [0 s (re 07 09) [ 01 (56770, (3.158)

= = [0 popt (s 09)] o (re 000 4
+7°[ ( 7"8))}2[3 1<S€I (rs)]2+
—rd; ( 9% TS)) 972 <568T1 rs)) n
+ 2¢% (rs)axl [re—axl(rs)a 1 (Te a;l(rs)> o1 <863x—1(r5)>] N (3.159)

— 209! (re—ﬁ;l(m)> o [563;1(7’8)8;1 <re_ ;1(rs)> o <Seé9;1(rs)>:| n
. 27’8;1 <563;1(7‘s)) a;l [Tefagl(rs)a; (7,678;1(7‘3)) a;l (Se(?;l(rs)>] :

5, = [6_851(’"5) + 507! <7,,€—8;1(rs)>:| -2 <Seagl(rs)> I
—s [3;1 (re‘aﬂc_l(rs)ﬂz [8 ! <se (TS)>]2 +
— 50, (sea’;l(”)> 0, > (7‘6_8; (’"5)> +

,8*1(7‘3) -1 o (rs) 1 ,871( ) 1 871( ) (3160)
42070 09 [ 09071 (re 09 1 (02700

T x

+ 250, (se85 1(”)) o, [re*ar‘ Hrs) g1 (Te—agl(m) ! < < ea;l(rs))] n
+ 288;1 (Te_aﬂﬂ_l(rs)> @;1 |:S€ax_l(’/‘8)8;1 (Te—ax_l(rs))
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A hierarquia CLL admite tanto solucdo do tipo vacuo nulo r = 0 e s = 0 quanto

solugdo do tipo vdcuo ndo nulo r = ry # 0 e s = sy # 0 para as equagdes acima.
Mas isso ndo significa que a hierarquia como um todo possue vdcuo constante, e
de fato ndo tem, os fluxos negativos ndo admitem o vdcuo mistor = 0 e s = s (ou

r=rges=0).
Hierarquia KN

Para ¢ = 1 temos que 7 — 1/ = re 2%, § — s = se??, por simplicidade
redefinimos ' = r e s’ = s, e 0 Lax (3.125) se reduz a

1
Avin = gH' + 1B+ 5B, (3.161)

Este Lax é conhecido e esta relacionado com a hierarquia KN [24]. Os fluxos
temporais negativos da hierarquia KN foram considerados pela primeira vez em
[9].

As equagdes de movimento para os primeiros fluxos da teoria sdo:

Ty, = Tx, (3.162)

Stl == 8:)37 (3.163)

Ty = —Tgg — 20, (1%s) (3.164)
Sty = Szz — 20 (r32) , (3.165)

T, = T3z + 60, (r332 + rsrx) , (3.166)
Sty = S35 + 60, (7"233 — rssx) , (3.167)
re, = (1=2r9;"s) 9, ', (3.168)

St_, = (1 + 258;17“) 0, 's, (3.169)
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x x

+2(1=2r8,"s) 0, [r (9, 's) (8, 'r)] + (3.170)

x

—ar (07 7 [ (07 (0775)].

ra = = (1= 200, 19) 0% + 20 [ (9, 10)° (9, 19)" = (017) 0% +

xT

sty = (14280, 'r) 0,%s — 2s [(8_17“)2 (3_15)2 +(0;'s) 3_27“] +

xT x xT x

+2 (14 250717) 07 [s (054r) (07%s)] + (3171)

x x

+4s (9, s) 0,1 [r (0,1s) (8, 'r)]

x x T

3.4 Modelo Integravel com a = 3

O modelo integravel classificado por {sls, Q,, F = E® = L(EL + E?),a =
3,b=0,0 < c<1,m=3} éconstruido a partir do Lax espacial dado por

A%C _ e—cg}HO <679(_1)679(_2) BB L 69(—2) e9(—1)) €C¢HO n C@xHO (3.172)
=
o que resulta na projegdo

Ape= e~ CPH p(3) jcdH _ [Q(—l)’ E(3)] _ Pl [9(—2)7 E(3)}€C¢H0+

_ [9(_3),E(3)] + %e—c@qo [9(_1), [9(_1),E(3)H66¢H0+ (3173)
#5100 100, BOT) - G0, [0V (00, BO]] + e, O

Escrevendo os elementos §(=%), #(=2) e §(-1) da seguinte forma 0(—%) = y_;E72 +
Y 3B, 000 = sH e =y B+ E°,, onde os coeficientes x_3, ¥_3,
Y_2, X_1 € 1_1 sdo funcdes de z e t3, obtemos

2

~ 1
Aa:,c: ( —QC@EI _|_620<pE2 ) 2(¢ L= X— 1)H1—|—
1
o 2+2X 1 (Yo —x- 1) e 2P R0+
1
00— (v —x ) B + (3.174)
1

X-1%— 1(¢ 1= X- 1)—

+
W

52 2 (Y1 + x— 1)) H+

4
N"“/\/\/‘\MH—‘

¢—3 - X—3) HO + C@xHO'

_|_
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Definindo as fungdes v; = 3(¢_1 — x_1), V2 = 2 —U1th_1 € v3 = 3(Y_3 — X_3) —
vty — 3v1(vy + 1), sendo que vy = vy (2, 13), v2 = va(w,t3) € v = v3(x, t3) SO
os campos do modelo integravel em questdo. Considerando ¢, = —viv2 — v3,
X1 =% 1—20, 9 0=0vpF+01p 1 ex 3= =203+ 53— 201 — Fvi(v1 + 1)
em (3.174), chegamos no Lax espacial do modelo igual a

. ~ ) i
Ap = 5 (eT*PE, + @PE2 ) + v H' = (20] + v2) € P} + 06" 7B 4 (3.175)
—(1—c)@.H°. |

As equagdes de movimento do modelo sdo obtidas resolvendo a equagdo de

curvatura nula, para o Lax acima encontramos o sistema de equagdes:

Uity = U132 — 6 (U% + Uz) (fo + (Ug - 27)1?13)2) — 60, (vlvg) +

(3.176)
— 6v30, (vl + 21}1@2) + 21125) (vi’ + 3vs + 31;11)2) ,

Voty = V2.3, + 6 (V102 — v3) <U%$ + (v3 — 21}1213)2) — 6V3vy .+

— 60, (1)1112 + (U% — 2v1113) Ul,x) — 1201020, (vou3) + (3.177)
+ 4020, (UQ + 31)%) +6 (vLm + 41)%1}21)3) (I
2
Vg ity = V33, — 6 (v% + vlvg) <vfx — (v% — 2’01113) ) —6 (vg’ + v%) U3 o+

— 60, ( 1113 + 31}1@21)3 Qvangx + (U% — 22}1@3) UQ@) + (3.178)

+ 6v1v20, (1)2 — VoV 1,) — 6v1 5 (V1V2V2 2 — Oy (V101 2)) +
+ 24v 03 (vfz vlvggc) + 30, (V14V24) -

O sistema de equagdes acima ndo depende explicitamente do pardmetro c, assim
como no caso da hierarquia mKdV, as equivaléncias estudadas ndo mudam as
equagdes de movimento da teoria. Esse sistema admite a solugdo de vacuo nulo
v1 = 0,v2 = 0ewvs =0, eno limite em que v; = 0, v = 0 e v3 = v sereduz a
equacdo mKdV

Vpy = Vg — 6v%v,. (3.179)

3.5 Reducgoes

Entre as hierarquias estudadas neste capitulo, é possivel obter reducdes imedi-
atas daquelas com dois campos, fazendo o limite em que um dos campos tende ao
vacuo correspondente, como ilustrado a seguir:
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Hierarquias com b = 0

AKNS CLL
(p.q) (r,s)
Equacao do Calor
(D, = "D |

____________

3.5.1 Equacao do calor

Hierarquias com b = 1

AKNS CLL
(p,q) (r,5)
KdVv Burgers

() (w)

Partindo da hierarquia AKNS com condig¢des de contorno nula, considerando

p=0eq=®, temos a redugdo dada pelo Lax

A:r,Calor -

+®E° (3.180)

onde ¢ = ®(z,t,,) é o campo da redugdo. As equagdes de movimento para os

primeiros fluxos da teoria sdo

¢y = Py, (3.181)
Dy, = Dy, (3.182)
Dy, = Dy, (3.183)
o,  =0,'®, (3.184)
d, , = 0,2, (3.185)
d, , =0, 3. (3.186)

As equagdes acima podem ser escritas em um formato fechado, o que resulta na

conhecida equagéao do calor

®tm - @;nq)

(3.187)
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3.5.2 Hierarquia KdV

Partindo da hierarquia AKNS com condig¢des de contorno ndo nula, conside-

rando p = 1 e ¢ = u, temos a reducdo dada pelo Lax

1

onde u = u(z, t,,) é o campo da reducdo. Este Lax é conhecido e estd relacionado
com a hierarquia KdV.

As equacgdes de movimento para os primeiros fluxos positivos da hierarquia
KdV sédo
Uty = Use — OUU,, (3.189)

U, = Use — 10uus, + 10u, (3u2 — 2um) , (3.190)

Up, = Ury — 14utsy 4+ T0us, (u2 — um) + (3.191)
— 14u, (10u® — 5u2 — 20utty, + ua,) - '

A primeira equacdo € a conhecida equacdo KdV.

3.5.3 Hierarquia de Burgers

Partindo da hierarquia CLL com condi¢des de contorno ndo nula, considerando

r =1es = w, temos a reducdo dada pelo Lax

1 1
Az,Burgers = §H1 + Eg + wEla — §U)HO, (3192)

onde w = w(x,t,,) é o campo da redugdo. Este Lax estd relacionado com a
hierarquia de Burgers [25, 26].
As equagdes de movimento para os primeiros fluxos da hierarquia de Burgers
sao
Wy, = Wy, (3.193)

Wiy = Way — 2WW,, (3.194)

Wy = W, + 3w, — 30, (ww,), (3.195)
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we_, =1+ w68;1w8;1 <6_851w> , (3.196)
S () Rl (g B (3.197)
wy_, = 6‘951“’6;2 <e’a;1w> + wea;1w8;3 (e’8;1w> ) (3.198)

As equagdes (3.194) e (3.195) sdo as conhecidas equagdo de Burgers e equagado
Sharma-Tasso-Olver, respectivamente. Todas as equagdes acima admitem vacuo
nao nulo, w = wy # 0. Os fluxos positivos também possuem véacuo nulo, w = 0. Os
fluxos negativos da hierarquia de Burgers, até onde sabemos, ndo eram conhecidos.

E podemos escrever estas equagdes de movimento no formato fechado:

—0, [ef”” wlytm)dy (gme= I wlyta)dy)] - para m > 0,
= i ) (3.199)
Oy [el " wlwtmdy (gme=J"wlytm)dy)] = para m < 0.



Capitulo 4

Solugoes Solitdnicas da Hierarquia CLL

e da Hierarquia de Burgers

Neste capitulo, aplicando o método de dressing obtemos solugdes do tipo
soliton da hierarquia CLL com condi¢des de contorno nula e constante ndo nula.
Ambos os casos, possuem dois operadores de vértice, cujos autovalores, para o
mesmo fluxo, diferem entre si por um sinal global. A partir dai, podemos construir
dois tipos de solugdes, a do tipo A, envolvendo apenas um dos vértices, e a do tipo
B, envolvendo os dois vértices [14]. No caso da hierarquia CLL com condi¢des de
contorno nula, somente as solugdes do tipo B resultam em solug¢des néo triviais.
Ja no caso da hierarquia CLL com condi¢des de contorno constante ndo nula, as
solugdes do tipo A e B resultam em solugdes nao triviais, além disso, as solugdes
do tipo A estdo relacionadas com as solugdes solitonicas da Hierarquia de Burgers.

Antes de aplicar o método, é preciso fazer um pegueno ajuste nos pares de
Lax da teoria. Na construcdo da hierarquia CLL com condi¢des de contorno nula
e constante ndo nula, ndo usamos a algebra de Kac-Moody completa, G = sly,
consideramos somente a loop-algebra de sl;. No entanto, o método de dressing
exige que se leve em consideracdo a algebra completa, ja que precisamos dos
estados de peso mais alto e estes s6 existem para a algebra com o termo central.
Por esse motivo, adicionamos um termo a mais nos potenciais

I
Azcrr = Azcrr — SVl (4.1)
¢ 1
At"uCLL — At'm,CLL - §Vt'mé’ (4'2)

onde v = v (z,t,,) € uma funcdo a ser determinada que tende a zero nos limites
de vacuo nulo e constante ndo nulo. O operador ¢ comuta com todos os outros
operadores da dlgebra, portanto, essas mudancgas ndo alteram as equagdes de

movimento da teoria.

51
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Depois do ajuste, partimos das transformacdes de gauge
Azorr = O+ z?éLL@f —(0,04) 607, (4.3)

Atm,C’LL = @iA;’i‘fCLL@;l — (8tm@i) @;1 (44)

Neste caso, os operadores de dressing O e ©_ sdo dados por

LG g0 p(1) 2) g(3) g(4)

Oy =e 20700000 L (4.5)
1§ _p(=1) _p(=2) _p(-3)

O_ =e 20 e 0 e T e L (4.6)

sendo que os elementos de grau zero, 6*) e ), sdo definidos por
0 = GHC + o¢, (4.7)

00 = oH° + ve, (4.8)

e os elementos de demais ordens sdo definidos por

0(%/) _ ngk/Hk/ e 0(2k+1) _ XQk:—i—lEfy + ¢2k+1Ek+1 (49)

—a )

com k' € Z* e k € Z. Os coeficientes @, U, p, v, X+1, V+1, P+2, - - - , conhecidos como
campos auxiliares, sdo fungdes que dependem de z e t,,. Resolvendo a equagédo
(4.3) de maneira recursiva, determinamos os campos auxiliares em termos dos
campos da teoria.

Olhando para a equagdo (4.3) para a transformacdo ©_, de maneira explicita,

temos a igualdade

1 1
3 (H'-rsH")+rE% + sE' | — Euxé =
= 1e_%é(o) 60(0> 69(1) <. (H1 — bToSoHO) .- ~e_0(1)6_9(0>6%5(0)+
2 ] (4.10)
+ e300V (g EY 4 sgBL,) - e 0Pt ef 0y

_1400) 9(0) 9(1) g(2) _9@ _p(1) _p(0) 14(0)
—[896(6 207 0 0 o0 ~-->}---e€ e 07020



Capitulo 4. Solugoes Solitonicas da Hierarquia CLL e da Hierarquia de Burgers 53
Decompondo a equagdo acima grau a grau, da equacdo de grau zero
1 1 1 5 5
——rsH" — Zp,¢ = ——brosoe’%mo) eG(O)HOe’H(O)e%Om)%—
2 2 2
o o a0 (4.11)
_ (8966’59( >69< )) e,g< )65(;(
obtemos
Vp = —Ug + 20y,
1 1 1 ) (4.12)
Yo = 5Px T 575 = 50050
Da equagédo de grau um
rEY +skE', = be 27" " (roEy + soEL,) e 02 4
1 ~ ~
- §brosoe—%9(%9<” (60, HO] =0 ez 1 (4.13)
_ e U0 (9,90) ¢ 30O
temos que
9,0 + %brgso [9(1), HO} = e @309 Egeféé(o) 69(0>+
N s L LN (4.14)

+b(roE + soEL,) .

~ 150 _15H0 3 1 5p0 _13H0 3
Usando as relagdes e2?7 El¢ 2?0 = ¢PEV e 2" B! e3¢ = ¢=?F! no resul-

tado anterior, obtemos

X1z — brosox1 = — (re?=* — brg)

wl,:p + brOSowl = — (567(957290) — bSO) .

(4.15)
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Da equagédo de grau dois
1.0 1 150 40 .1 _g0 140
§H = 56 27" He ez’ 4
—16(0) g —9(® 1500
+be 27 [0W g B + so B, e e 4

1 15(0) 4(0) © 150
— Zbrosge 2% e? [9(2),H0} e e 4

: i ) (4.16)
— brosoe 77 [, [0, HO]] =737 4
n % e300 00 (9,00, 0] =0 307 |

1p(0) p(1) —p0) 1g(0)
— 207! (8x9(2))e 0 ¢29

é possivel determinar o coeficiente ¢,. E assim por diante, até que todo O seja
determinado.
Agora, olhando para a equacgdo (4.3) para a transformacdo ©_, de maneira

explicita, temos a igualdade

1 1
3 (H'—rsH° ) +rE? + sE — 5%6 =
I _1500 _g-v 1 0 o(-1) 14(0)
=—-e 2" e o (HY —brosgH") -+ e2” "+
2 ( osot) (4.17)

_14000 _g(-1) (-1 1500
+be 2" el --‘(roEg—i-soEla)--‘ee e2? 4

1400 _g(-1) _p(-2) (=2) (-1 14(0)
_|:aflf (6 20 6 9 6 9 ...)}...60 60 620 .

Decompondo a equagdo acima grau a grau, da equagdo de grau dois, temos a
igualdade

% 0 — %e—;fﬂ“) ot (4.18)
Da equagdo de grau um

1 ~
PEQ 4 s, = e i

[0, H'] 2% 4 pe=20" (roEq + soE2L,) 2’ (4.19)
temos que

[‘9(71)’ Hl} _ _Te%gw)Ege%é(m B seéé(O)Eiae*%ém) b (roEg + SOEEQ) . (4.20)

N | —

~ 150 _13H0 5 1 5p0 _15H0 &
Usando as relagdes e2?#" E0e 2?0 = ¢? 0 e e3P El 7270 = ¢=? ! no resul-
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tado anterior, obtemos
_1 = (re? —bry),
1= ( ) ) (4.21)
1 =— (se’“" — bso) )
Da equagdo de grau zero
1 1 I 150 r—2) 7p17 16O
—érsH — g¥al=—5e [9( ) H Je2” "+
I 150 1 1) 111 160
+ e 0D (0D, H] e+
—be 2 [0 rgEL + 5oL, ] ex”" + (4.22)
1 i 15
— 51)7‘0806_%9(0) H0659(0)+
_ (6 6_%910)) e%§<o>
obtemos
Lioew g =11 HO—¢) +2 H°
5[ ) }—Z[X—lw—l( —C)+ X-1%-1 }+
—b [SOX—l (HO — é) — Tol/J_lHo} + (423)
1 1 1 1 1
— §bT080H0 + §TSHO + §V$é + EQEQ;HO + 5’[}356
Substituindo as equagdes em (4.21) na equagdo acima, encontramos
Oz = 15 — broso,
1. . i i (4.24)
Y_g = —Uy — 5 (7"69” — bro) (se_“o — bso) — bsg (7"69” — bro) .
E assim por diante, até que todo ©_ seja determinado.
Observe que se considerarmos ¢, = rs — brysy na expressao
1 1 1
Oz = 5(,595 + g~ §broso, (4.25)

obtemos ¢, = .. Por esse motivo, a partir daqui adotaremos ¢ = ¢.

Com essa identificagdo, as equagdes em (4.21) permitem escrever os campos

r=r(zty,) es = s(xt,) em termos dos campos auxiliares ¢, x_1 e ¢_;, da

seguinte maneira
r=(bro+x-1)e”

s = (bsg —_1)€”.

(4.26)

(4.27)
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4.1 Funcao tau

Um ingrediante importante do método de dressing para determinar os campos

auxiliares é a fungdo tau, definida por
7ii = (A 02104 [Ag) = (Nl Wog¥g " [Ay) (4.28)

comi,j € Z,. Osestados |\;) e |\;) sdo os estados de projecdo

| Ao) = |o) A1) = |p1),
Xo) = BN o), (M) = E% o), -+ |Aayp) = Ex7 o), (4.29)
As) = B0 [u1), [As) = ECL ), o Papn) = EZ ),

onde os estados |1) e |11) 30 0s estados de peso mais alto da dlgebra siy e f € z: !
Vamos escolher os estados de projecdo

|/\0> = |M0>7 (4.30)
(A1) = ), (4.31)
X2) = B o) (4.32)
e
As) = BZa lpn) (4.33)
Calculando as fungdes 7, 11, T20, € 731 do lado esquerdo da equagdo (4.28) encon-
tramos 2
700 = (po] -+ €” """ |pu) = (o € |pao) = €”, (4.34)
i = Gl ) = (] P ) = et (435)

-1 p® o) . _ .
o0 = (o] By e e e o) = —e¥ (ol [0V, EL,] |10} = x_1e” (4.36)

T31 = <N0| Eg e 66(—1)69(0) .. "u1> — ¥ty <’u1| [(9(*1)7Eg] ’Nl) _ wfleierU, (4.37)

Veja 0 apéndice A
2As relagoes do apéndice B sdo uteis aqui
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o que resulta nas relagdes

T31 T20 (4.38)

Substituindo estas relagdes em (4.26) e (4.27), encontramos que 0s campos r =

r(z,tn)es=s(x,t,)em termos das fungdes 7o, 711, T20, € T31 SA0
broToo + T

r=—x_—2 (4.39)

T11

bsoT11 — T31
§= —. (4.40)
T00
E por fim, é preciso usar os operadores de vértice, dados a seguir, para determinar
a partir do lado direito da equagdo (4.28) as fungdes 7o, 11, T20, € T31 €em termos de

x e t,,, e com isso obter as solugdes desejadas.

4.2 Operadores de vértice

Os operadores de vértice da hierarquia CLL com condi¢des de contorno nula e

constante nio nula sio ?

Vii=—broc+ Y (bro& FHF + b FEET — (P ER) (4.41)
k=—00
© [e.9]
Vio= D (bso PHY = &P B 4 s "B @42)
k=—o00

sendo que f € Z7, {; é um parametro ndo nulo que pode ser real ou complexo e

os vértices satisfazem as relacdes de comutacao
[Vfi7 AZ?SLL] ==+ (k(&)) Vfia (4.43)

[Vfi’ AZSJ::LC,CLL} = =+ (wm (§r)) Vfia (4.44)

onde os autovalores sdo fungdes do parametro &;.
A partir dos potenciais de Lax encontrados no capitulo anterior, fazendo os

3Veja o apéndice D
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limites de vacuo nulo e constante ndo nulo, obtemos os potenciais de Lax triviais:

1 1

Aerr = GH" +broBg +bsoEL, — SbrosoH", (4.45)

1 b b b
Avac _ _H—l _ _E—l _ _EO —_ —HO 4.46
t-1,CLL ™ o so @ ro ¢ 2rosg ( )

vac 1 1 0 1 1 0
AtQ,CLL = (C — b’I"OSO) §H —|— bTOEa + bSOE—a - §brOSOH 1) (4'47)
1 b 1 b b b

Avac N e g _Efl — _EO S & 4.48
t_o2,CLL << TOSO> <2 S0 a To —a 27’080 ) ( )

1 1
Ajsern = (¢% = broso (¢ — brosy)) (aHl + broEy + bso B!, — 567‘080]‘10) . (449)

Substituindo os potenciais de Lax triviais acima nas relagdes de comutagao (4.43)
e (4.44) para os vértices (4.41) e (4.42), encontramos

K (€r) = &5 + broso, (4.50)

m_}(— m =M
o () = | T T P00 para =25 (4.51)
(1 —=20) &P +b(—roso)™, para m = —M.

4.3 Solucoes solitonicas do tipo A

As solugdes do tipo A envolvem somente um dos vértices Vf+ eV, assim, do
lado direito da equagdo (4.28), escolhendo o vértice ij, temos

75 = (Al o (Hevf ) H (1+e” V) [A) (4.52)

f=1

onde
py = (& +broso) & + (Wi (§f)) tn- (4.53)

Calculando as fungdes 7o, 711, T20, € 731 @ partir da relacdo acima, considerando

os elementos de matriz do apéndice D, encontramos os resultados abaixo. Para
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n=1:
Too — 1-— bT’oepl,
1 = 1,
T20 = bT(Z)epl, (454)
T3 = =&,
paran = 2:
Too = 1— bTo (epl + 6'02) s
1 = 1,
(4.55)
Tag = brg (e +e™),
31 = — (§1€” + &ae?)
paran = 3:
Too = 1 — brg (et + e 4+ e?) |
11 = 1,
H (4.56)

Too = brg (et + eP? 4 efs)

T3 = — (&€ 4§ + E3e) .

Solu¢ao 1-séliton

Substituindo as relagdes em (4.54) nas equagdes (4.39) e (4.40) chegamos na

solucao
r(z,t,) = bro (4.57)
€ b é‘ P1
So + 1€
) = ——— 4.
s(x,ty) TR— (4.58)

Solucao 2-sélitons

Substituindo as rela¢des em (4.55) nas equacgdes (4.39) e (4.40) chegamos na
solucdo
r(z,t,) = bro (4.59)

o bSO + £1€p1 + §2€p2

s(x,ty,) = T—bro (e 1 o77) (4.60)
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Solu¢do 3-sélitons

Substituindo as relagdes em (4.56) nas equagdes (4.39) e (4.40) chegamos na
solucdo
r(x,tm) = bro (4.61)

" . bSo +516p1 + §26p2 + fgépS
S (xa m) - 1 — bTO (epl + P2 + 6p3) .

(4.62)

Solugao n-sélitons

As solugdes do tipo A usando o vértice V;" sempre resultam em 7 igual a
constante brj e s igual a fungdo

bso + Z §relt
s (2 tm) = /=1 (4.63)

1 —brg Z elr
f=1

No caso em que b = 0 temos r = 0 e s é uma solugdo trivial da equagdo do calor.
Jd, nocasoem que b =1er; =1temos r = 1 e s resulta na solugdo n-sélitons da
hierarquia de Burgers.

Se trocarmos V;" por V; em (4.52), encontramos s igual a constante bsg e r

igual a fungdo

n
bro — Z Ere !
f=1

(T, ty) = — .
1+ bSO Z e PI
=1

(4.64)
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4.4 Solugoes solitonicas do tipo B

As solugdes do tipo B envolvem os dois vértices VfJr eV, , assim, do lado direito
da equagdo (4.28), temos

Tij = <)\z| \ifo (H €Vf+evf+1> \i/al |)\]>

/=t (4.65)

= (A H (L+ e VE eV, +efe VIV ) .
f=1

Calculando as fungdes 7y, 11, T20, € T3 a partir da relagdo acima, considerando os

elementos de matriz do apéndice D, encontramos para n = 1:

2
Too =1 — broe’)l + 52 (gl + b?”oS[)) eP1—pP2

(& —&)° 7
2
711 = 1 4+ bsge™ 7 + &1 (&2 + bToio) PP,
(& —&)
(4.66)
Too = bT(Q)em —&e P+ broa (& + & + 2broso) oP1— P2

& —& 7

bs(){l (51 + 52 + 2b7“030) pL—p2
(& .
& —&

T3 = —&1eft + bsge P +

Solugao 2-sélitons

Substituindo as rela¢des em (4.66) nas equacgdes (4.39) e (4.40) chegamos na
solugdo 2-s6litons da hierarquia CLL

2
bro — €2€—p2 + bT0§2(€2+bT‘880) eP1—P2

r (@, t,) = v (4.67)
1 + bsge—r2 + SL&tros0) opi—p,
(62—&1)

b b 2
bso + E1ePt + soé1(&1+ 1“380) eP1—P2

(€2—¢&1)
— &a(E1tbroso)® oy —py (4.68)
1 br(]ep1 + 5——eP17P2

(&2—¢&1)

s(x,ty,) =

. + - —
Por outro lado, considerando n = 1 em (4.65) e trocando €' e'2 por e*1 €%
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chegamos na outra solugdo 2-sélitons da hierarquia CLL
_ e o—p1 g bro&i(éitbroso)® po—py
r (2, tn) = S S oy (4.69)
T bsgen 4 £tboso)® oy
+0see™ + (b2—&1)? ¢
) bsogz(€2+broso)”
p 50€2(£2+br0s0)” pa—p
B bsg + &6 + ey © 27
s(x,ty) = (4.70)

€1(Ea+broso)® ,,—
_ p2 . §1(8240T050)" po—py
1 — broer2 + ee)? ©



Capitulo 5

TransformacoOes de Gauge entre Hierar-

quias Integraveis

Hierarquias integraveis estdo relacionadas entre si através de transformacdes
de gauge. Vamos explicar como a transformacdo de gauge entre as hierarquias
KdV e mKdV implica na transformacdo de Miura. E depois, mostraremos como
a transformagao de gauge entre a hierarquia da equagéo do calor e a hierarquia
de Burgers resulta na conhecida transformagdo de Cole-Hopf [27], que é portanto
uma transformagao do tipo Miura.

5.1 Relac¢ao entre as hierarquias mKdV e KdV
A transformacado de gauge entre as hierarquias mKdV e KdV é tal que
Ax,KdV = UAz,mKdvU_l — (GIU) U_l. (51)

Com o intuito de deixar ambas teorias no mesmo pé de igualdade, vamos escrever
tanto a hierarquia KdV quanto a hierarquia mKdV com grada¢do homogénea,

assim, os Laxes espaciais das hierarquias sdo

1
Avscav = GH' + By +uE”, (52)
¢ 1
Apmiav = 5Hl +v (EY+E°,). (5.3)

As hierarquias construidas tanto pelo Lax (3.8) quanto pelo Lax (5.3) resultam

nas mesmas equagdes de movimentos encontradas na segdo 3.1.1.! Dito isso,

!A transformagéo de gauge entre as fomulagdes da hierarquia mKdV com gradagéo principal e

a A hom _ prin —1 _ (X1 — )2
homogeénea é dada por A2 v, = Ug AL " 1 Ut com Up = (3 1) e ¢ = A2

63



Capitulo 5. Transformagoes de Gauge entre Hierarquias Integrdveis 64

escrevendo a matriz de transformacado U na forma geral

A A
NGV 16y 6.
T(A) 6N
e substituindo (5.2) e (5.3) na transformacado (5.1), encontramos o sistema de
equagoes
ay —vB+7v=0, (5.5)
Be —va+ A+ =0, (5.6)
Ve + ua — Ay —vd =0, (5.7)
0z +uf — vy = 0. (5.8)

Assumindo que a ~ XY, da equagdo (5.5) obtemos que 8 ~ A\’ e v ~ \°. Para
que o sistema de equagdes acima seja consistente com esta escolha, temos que o

elemento 6 ~ A’ 4+ nAl. Portanto, a solugéo para o sistema de equagdes é dada por

1 €
v= (ev v — 6)\> 59)

e a relagdo entre os campos das teorias resulta na transformac¢do de Miura

u=v*—ev, com =1 (5.10)

5.2 Relacao entre as hierarquias CLL e AKNS

As transformagdes de gauge entre as hierarquias CLL e AKNS sdo dadas por
Agcorr = UAgagnsU™ — (0,U) U (5.11)

Com o intuito de deixar ambas teorias no mesmo pé de igualdade, para a hi-
erarquia AKNS vamos trocar o parametro espectral A por A\* na construgdo da
hierarquia, assim

1
Ag AKNS = §H2 + pE) +qE°,, (5.12)
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e para a hirarquia CLL vamos escrever o Lax A, ¢ considerando a gradagdo
homogénea da seguinte maneira

Aporr == (H> —rsH®) +rE, + sE' . (5.13)

1
2
Nao existem problemas nestas escolhas, uma vez que, as hierarquias AKNS e
CLL também podem ser construidas a partir dos Lax (5.12) e (5.13), chegando
nas mesmas equagdes de movimentos encontradas no capitulo 3.> Dito isso,

escrevendo a matriz de transformacédo U na forma geral

o (¢ BN (5.14)
T(A) 6N
e substituindo (5.12) e (5.13) na transformacéo (5.11), encontramos o sistema de
equagoes

1
Qp = 5rsa = qb + Ary =0, (5.15)
By — %rsﬁ —pa+ Ard + N3 =0, (5.16)

1

Vo + STSY g0 + Asav — A2y =0, (5.17)

1
0z + 57“35 —py+ AsB =0. (5.18)

Assumindo que a ~ \Y, da equagéo (5.15) obtemos que § ~ A\’ e vy ~ A7, Para
que o sistema de equagdes seja consistente com esta escolha, temos que 5 =0 e
d~Atouy=0ed~ \ Assim, chegamos em duas solugdes para o sistema de
equagdes. A primeira solugdo, com vy =0e d ~ A, é dada por

U1:

— 187 (re) 4L COmltm) 202t (rs)— S C(tm)
<€ 2 ’ res ’ ) (5.19)

0 \e3% ' (rs)=3Cm(tm)

onde C,(t,,) é uma func¢do de t,, a ser determinada, e as relagdes entre os campos
das teorias sdo
p= —Txeagl(rs)_c"l(tm), (5.20)

g = se 0 (rs)+Om(im), (5.21)

2A transformagdo de gauge entre as fomulacBes da hierarquia CLL com gradagdo principal e
homogénea ¢ dada por AL, | = Ug AV e Uy ' com U = (%) e ¢ = A%
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A segunda solugdo, com f =0ed ~ A~!, é dada por

o305 1 (rs)+3Cm(tm) 0
Us = )\—186—%8;1(75)+%Cm(tm) )\—16% [ rsdz—1Com(tm) (522)
e as relagdes entre os campos das teorias sdo
p= reaﬂ:l(m)*c’“(tm), (5.23)

g = sye 0% (r)FCm(tm), (5.24)

Resumindo, as hierarquias AKNS e CLL estdo relacionadas através de duas
transformagodes de gauge, U; e U,. Para a transformacao U, os campos p = p(z, t,,)
e q = q(z,t,,) podem ser escritos em fungdo dos campos r = r(z,t,,) € s = s(x, t,,)
da seguinte maneira

p= _Txef?;l(TS)—Cm(tm)7 (5.25)

g = se 0 (rs)+Om(tm), (5.26)

No limite em que r = 1 e s = w(x, t,,,), obtemos
p=0, (5.27)

g = =0, (¢ HO ) = g, (@), (5.28)

Observe que neste caso conseguimos relacionar o campo w = w(z, t,,,) da hierar-

quia de Burgers com o campo ¢ = &(z,t,,) que satisfaz a equagdo do calor
o, =00P (5.29)
através da transformacgao
O = e [T 0Wtn)dytOnltn) gy = 2 (5.30)

Esta transformacdo é denotada por transformacdo de Cole-Hopf e permite obter
solugdes da hierarquia de Burgers a partir de solu¢des da equagdo do calor. Em
geral, é mais facil resolver a equacdo do calor do que a equagdo de Burgers.

Para a transformacgao Us,, 0os campos p = p(z,t,,) € ¢ = ¢(z,t,,) da hierarquia
AKNS em fungdo dos campos r = r(z,t,,) e s = s(x,t,,) da hierarquia CLL sdo
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dados por
p = reds (8)=Cnltm) (5.31)

g = sye 0% (r)+C0m(tm), (5.32)
No limite em que r = 1 e s = w(x, t,,), obtemos

p = " wlntn)dy—Conltn) _ L (5.33)

)

2
q = wge J ety tm)dy+Cnltm) — _ @+ % (5.34)
O que também resulta na transfomagao (5.30), uma vez que, considerando os
camposp = & teqg=—d,, + D 'P2, as equacdes de movimento da hierarquia
AKNS também se reduzem a

o, =Omd. (5.35)

5.3 Mapeamento de solucdes

Transformagdes de gauge entre hierarquias integraveis distintas permitem
mapear solu¢des novas a partir das solugdes ja conhecidas. Usando as relagdes
encontradas neste capitulo e as solu¢des mais simples do capitulo anterior vamos
mostrar como isso é possivel.

Considerando as solugdes de vacuo da hierarquia CLL com condi¢des de

contorno nula e ndo nula obtemos os mapas:

r=10 2 p=0
s=0 qg=0

~

Figura 5.1: Mapa de solugdes obtidas a partir da solu¢do de vacuo nulo r = 0,
s = 0 e b= 0. Considerando a transformacdo U, e as redugdes correspondentes. 1 -
Redugdo da hierarquia CLL que leva na equagéo do calor. 2 - Transformagao U;
que leva em (5.25) e (5.26). 3 - Redugdo da hierarquia AKNS que leva na equacgao
do calor.
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=0 q = c1e!

w=:aC < (I)chegl

Figura 5.2: Mapa de solugdes obtidas a partir da solucdo de vacuo ndo nulo r = ry,
s = sp e b = 1. Considerando a transformacdo U;, a transformacdo de Cole-Hopf
e as redugdes correspondentes, onde assumimos ry = 1 e s = ¢;, sendo que
o1 = —a1x + Cp(t,,) € ¢; é uma constante ndo nula. 1 - Redugdo da hierarquia CLL
que leva na hierarquia de Burgers. 2 - Transformagdo U; que leva em (5.25) e (5.26).
3 - Reducgdo da hierarquia AKNS que leva na equacdo do calor. 4 - Transformacado

de Cole-Hopf que leva em (5.30).

Considerando as solugdes (4.57) e (4.58) da hierarquia CLL com condig¢des de

contorno constante ndo nula obtemos o mapa:

r=1 2 p=0

\
r

__ c1té&iefl _ o o1+
§= T ent q = ciet + el

w = % P = cie”t + et
Figura 5.3: Mapa de solugdes obtidas a partir da solugdo (4.57) e (4.58) com
b = 1. Considerando a transformacao U; e as redugdes correspondentes, onde
assumimos ry = 1 e sp = ¢, sendo que 01 = —c1x + Cy,(t,), c1 € uma constante
ndonulae p; = (& +¢1) ¢ + (W (§1)) tim. 1 - Redugdo da hierarquia CLL que leva
na hierarquia de Burgers. 2 - Transformagado U; que leva em (5.25) e (5.26). 3 -

Reducao da hierarquia AKNS que leva na equagédo do calor.



Capitulo 6

Conclusoes e Perspectivas

Nesta tese, propusemos uma decomposi¢do de Riemann-Hilbert-Birkhoff ge-
neralizada capaz de gerar o ingrediente fundamental do método de construgao
de hierarquias integrdveis por meio da condicdo de curvatura nula, o par de Lax.
Apresentamos a construc¢do de hierarquias a partir da condigdo de curvatura nula,
e discutimos o método de dressing usado para encontrar solugdes do tipo sélitons
para essas hierarquias.

A decomposigdo g-RHB proposta expande o formalismo usual de hierarquias
integraveis, permitindo a construgdo nado apenas de hierarquias usuaiscoma = 1 e
condig¢des de contorno nula, como a hierarquia mKdV com condi¢ées de contorno
nula e a hierarquia AKNS com condi¢des de contorno nula, mas também de
hierarquias integraveis com a = 1 e condi¢des de contorno constante ndo nula,
além de hierarquias integraveis de classificagdo mais alta (¢ > 2) com condic¢oes
de contorno nula e constante ndo nula.

Para ¢ = 1 com gradagdo principal, construimos a hierarquia mKdV com
condig¢des de contorno nula e constante ndo nula, obtendo os primeiros modelos
integraveis da teoria, entre eles os modelos mKdV e sinh-Gordon.

Para a = 1 com gradagdo homogénea, construimos a hierarquia AKNS com
condigdes de contorno nula e constante ndo nula, obtendo os primeiros modelos
integrdveis da teoria, entre eles 0 modelo AKNS o modelo relativistico Lund-
Regge. Demostramos a equivaléncia entre a hierarquia AKNS com condi¢oes
de contorno nula e a hierarquia WKI e, a partir de uma reducdo da hierarquia
AKNS com condig¢des contorno constante ndo nula encontramos a hierarquia KdV,
incluindo a equacdo KdV.

Para a = 2 com gradagdo principal, construimos a hierarquia GI com condicdes
de contorno nula e constante ndo nula, obtendo os primeiros modelos integraveis
da teoria, entre eles o modelo GI. Demostramos a equivaléncia entre a hierarquia
GI com as hierarquias CLL e KN. Em seguida, construimos as hierarquias CLL e
KN com condi¢des de contorno nula e constante ndo nula, obtendo os primeiros
modelos integraveis de cada teoria, entre eles 0 modelo CLL, o modelo KN e o
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modelo relativistico Mikhailov.

A tnica hierarquia apresentada com classificagdo a = 2, na qual todos os
fluxos admitem vacuo constante ndo nulo, incluindo o fluxo ¢_;, foi a hierarquia
CLL. Isso permitiu derivar a hierarquia de Burgers por meio de uma reducao
da hierarquia CLL com condi¢des de contorno constante ndo nula. Os fluxos
positivos e negativos expostos da hierarquia de Burgers levaram ao formato
fechado das equacgdes da hierarquia, incluindo a equagdo de Burgers, a equagdo
Sharma-Tasso-Olver e os fluxos temporais negativos que, até onde sabemos, ndo
eram conhecidos.

Além disso, construimos um novo modelo integravel para a = 3 com gradacao
principal e condi¢es de contorno nula, que em determinado limite retoma a
equagdo de mKdV.

Aplicamos o método de dressing para encontrar as solugdes do tipo séliton
da hierarquia CLL e da hierarquia de Burgers. Determinamos os operadores de
vértice e seus autovalores tanto para a hierarquia CLL com condi¢des de contorno
nula quanto para a hierarquia CLL com condi¢des de contorno constante ndo nula.
Encontramos as solugdes 1-séliton, 2-sélitons e 3-s6litons da hierarquia de Burgers,
sugerindo o formato da solugdo n-sélitons. Também calculamos explicitamente as
solugdes 2-sélitons da hierarquia CLL com condi¢des de contorno nula e constante
ndo nula.

Por fim, mostramos a partir da transformacado de gauge entre as hierarquias
KdV e mKdV, que é possivel obter a transformacdo de Miura, a qual estabelece
uma relacdo entre a equagdo de KdV e a equacdo de mKdV. De forma anéloga,
demostramos que também existe uma transformacdo do tipo Miura entre as
hierarquias CLL e AKNS que, em certo limite, se reduz a transformacédo de Cole-
Hopf, que relaciona a equacdo de Burgers com a equagdo do calor. Até entdo a
origem da transformacédo de Cole-Hopf ndo era conhecida.

A estrutura algébrica das hierarquias integraveis estudadas é dada pela dlgebra
de Kac-Moody sl, com gradagio principal ou homogénea, adotando o elemento
semi-simples E(@, com a igual a 1 ou 2. Para E) com gradagéo principal obti-
vemos a hierarquia mKdV, com gradagdo homogénea obtivemos as hierarquias
AKNS e WKI. Para £® com gradacdo principal obtivemos as hierarquias GI, CLL
e KN. Em trabalhos futuros, propomos investigar outros casos, por exemplo, E(?)
com gradacdo homogénea e E() com gradagdo principal. Também ¢é possivel

trocar a algebra s/, por uma dlgebra maior sl,, .1, comn > 2.



Apéndice A

Algebra de Kac-Moody sl5

Considere a dlgebra de Kac-Moody G = §l2 de dimensao infinita obtida através
da édlgebra de Lie G = sl, de dimensao finita, que possui somente uma raiz a. Os
geradores de sl, sdo {H*, E¥ E* ¢ d} e vamos escolher a normalizacio o = 2.

Assim, as relacdes de comutagdo da dlgebra s, na base de Chevalley sdo

[H*, H'| = 2k0}1100,

[H* E',] = £2EL,

[EE B, = H"™' + képri06,
[

[

)l —Q

k 1
Bl :I:oj =0, (A1)

Onde £,! € Z. Neste caso, existem duas gradagdes possiveis, a gradagdo principal

e a homogeénea, cujos operadores de gradacdo sao
1 . .
Q=5H'+2d e  Qn=d (A2)

E importante lembrar, o método de construgio de hierarquia integréaveis por
meio da condicdo de curvatura nula ndo envolve a dlgebra completa G, considera-
mos somente a loop-dlgebra L(G). No entanto, o método de dressing para obtecdo
das solugdes das equagdes de movimento exige que se leve em consideracdo a
algebra completa, ja que precisamos usar os estados de peso mais alto e estes s6
existem para a dlgebra com o termo central ¢.

Aloop-élgebra de sl, é dada pelas relagdes de comutagdo em (A.1) com o termo

central igual a zero. E os estados de peso mais alto da 4lgebra completa sl sao
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|to) € |pr), tais que

H* o) =0, k>0, (A.3)

El o) =0, k>0, (A.4)

E* o) =0, k=0, (A.5)

¢|uo) = |po) , (A.6)

H ) = ), (A7)

H* ) =0, k>0, (A.8)

EF|m) =0, k>0, (A.9)

E* ) =0, k>0 (A.10)

e

Clpr) = |p) - (A.11)

Em resumo, os estados de peso mais alto |) e |¢1) sdo aniquilados por todos
os geradores de grau positivo (k > 0). O estado |uo) é aniquilado por todos os
geradores, exceto pelo termo central. As relagdes adjuntas sdo (H ’“)T = HF,
(E:"f:a)T = E7Fe (&) = ¢ assim, (uo| e (11| sdo aniquilados por todos os geradores
de grau negativo (k < 0).

A.1 Gradacgao principal

O operador gradagdo decompde a dlgebra em subespagos graduados. No caso
da algebra sl,, 0 operador gradacgio da gradacao principal é igual a

Q, = %HU + 2d. (A.12)

Sendo que d = ¢ d% onde ¢ é um parametro espectral. Para o operador (A.12), os
geradores da 4lgebra H* = ¢*H®, E¥ = ¢*E9, E* = (*E°,, ¢ e d se decompdem

da seguinte maneira
0 ={He.d},
52K { Hk’} , (A.13)
A§2k+1) _ {EQ’EEJO:I ’

comk € Z*eke”Z.
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Uma representagdo matricial 2 x 2 da loop-algebra de s, é dada por

¢k 0 ¢k 0 0
k __ k __ k
H _< ) —C’“>7 Ea_<0 ) ) E_a_<<k o)' (A.14)

Assumindo a loop-dlgebra de sly com gradacdo principal, podemos definir os
operadores de interesse como

B _ eL,DHO’ B — 6—6(,27}[07

0CM) = o HM . eEM—1) — ot -1 EM 7 4 ahopr  EM

02 = o HM 9D =y o BN+ _opp BTN, (A.15)
555;) = aguH', 55\24i+1) = Poirt,m By + i1 m BT

5(__]\2;) = @—Qi,—MH_ia 5(__z\3i_1) = 5—2@-1,—ME07i_1 + 7—22'—1,—ME:2'

Os coeficientes @, ¢, Y1onm, X+2m+1 € Yrom+1 Sd0 fungdes que dependem de x e ¢,,.
Ja os coeficientes o911+, Br2it1,+M € Y42, +0 S30 constantes, onde M € Z% e
ieZ,.

A.2 Gradacao homogénea
No caso da algebra sly, 0 operador gradacio da gradagio homogeénea é igual a
Q= d. (A.16)

Sendo que d = AL onde A é um parametro espectral. Para o operador (A.16), os
q ax p p pe

geradores da élgebra H" = \"HY, EX = \FE0, E* = MFEC , ¢ e d se decompdem

da seguinte maneira

G = {H° EO, E°,,¢.d},
» S (A.17)
G = {m* B B},

comk' e Z*ek e Z.

Uma representagdo matricial 2 x 2 da loop-élgebra de sl, é dada por

A0 0 M 0 0
H* = ). Bi= C B = . (A.18)
0 —\ 0 0 AF 0

Assumindo a loop-algebra de sl; com gradacdo homogénea, podemos definir
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os operadores

B = eXEgae¢H06¢Ega

o) = o) HY + xuEM + oy EM

0 = oy H™M 4 yEJM 4y EZM (A.19)
55\? =a;nH' + BimEL +vimE,,

5(:1\9 =a_;_yH "+ B mE +y—i—mEZL

Os coeficientes x, ¢, ¥, x+m, P+m € Y1y sd0 funcdes que dependem de z e t,,. E
os coeficientes ovi; 17, B+i+m € Y+i+m 530 constantes, onde M € Z% ei € Z.,.



Apéndice B
Relacdes Uteis

Considerando os operadores arbitrdrios L e T, é possivel verificar que as
relacdes abaixo sdo validas:

o, L™t =—-L"1(9,, L)L, (B.1)
1 1

eLTe_L =T+ [L7T] + 5 [La [L7T]] + 5 [L, [L7 [LaT]]] T (Bz)
1 1

(O, e") e =0, L — o [0, L, L] + 3 ([0, L, L], L]+ --- . (B.3)

Ao longo do texto, as relagdes acima foram tteis para efetuar alguns célculos, por

exemplo, podemos usar a relagdo (B.2) para executar as proje¢des

_ —_p(=1) _pg(=2) p(=2) (-1
(028.:0), = (7"t )2 (BA4)
e
-1 . o(1) p(2) L L —_9(2 _p1)
(0:£,631), = (e o8y e ) | (B.5)
com
&= E@ b (el 4 el?). (B.6)

Para determinados valores de a, obtemos os resultados abaixo. Para a = 1:
(0216,0.). = EW +bel” — [0, EW], (B.7)
paraa = 2:

(0-76:0<), = E® 4 bl 40l
_ [9(—1),E(2)} — b[e(—1)75§1)] _ [9(_2),E(2)}+ ©5)

%[9(—1)’ 0D, E@],

+
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para qualquer valor de a :

(0-£,03Y), = bet”. (B.9)



Apéndice C

Modelo m = 2 da Hierarquia GI

Para exemplificar com ainda mais detalhes como resolver a equagao de curva-
tura nula dado um Lax espacial, veremos de maneira explicita o caso do modelo
m = 2 da hierarquia GI onde

1
Apcr = 5Hl +rE° + sEr —rsHC. (C.1)

Substituindo o Lax acima na equagao de curvatura nula, obtemos para o fluxo
temporal ¢,

4
1 i
D, + §H1 +rE+sE, —rsH®, Dy, + Y AY| =0. (C.2)
=0
Decompondo este resultado grau a grau, temos
. -
|:§H17A§4) :O7
1 -
a0+ [+ bt 0] <0
_1 — o )
0, AY + | SHY AP |+ [rES + sEL AP | — |rsH®, A | =0,
2 2 2 i o a 2 | i 2 |
3 = S ] .
0,49 + |1t A0 | + [rEO 4 5L, AP = [rsm, aP] =0, &Y
2 2 2 i ot a 2 | i 2 |
3 = S ]
0, AP + | SHY AP | 4 |rES 4 sEL, AY | — |rsH, AP | =0,
2 2 2 i for a 2 | i 2 |
83514(1) — 0, (rE® + sE' )+ _’I“EO + sE! ,A(O)_ — _TSHO,A(l)_ =0,
2 2 « a | T o 2 | | 2 |
&CAS)) + 0y, (rsH®) — _rsHO,AéO)_ = 0.

4 3 2 1
Sendo que Ag ) = CL472H2, Ag ) = b372Eé + nggEEa, Ag ) = CLQVQHI, Ag ) = b172E2 +
0 ..
c12E' e Ag ) — ao2H, em que os coeficientes a4, b3 2, €32, G229, b12, 12 € aga, a

principio, sdo fungdes de z e t,.
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Analisando a equacdo de curvatura nula, grau a grau, comegando pelo grau
mais alto, da equagdo de grau 6, temos a igualdade

BHl,aMH?] = 0. (C4)

Da equagéo de grau 5, temos que

1
[§H1,6372Eé + CS,ZEEQ} + [rE) + sE',, as2H?] =0, (C.5)
(bs2 — 2rays) Ei — (€32 — 25a42) Eia =0, (C.6)
o que resulta em
bso = 2rayz, (C.7)
C3,2 = 25&472. (CS)

Da equagéo de grau 4, temos que

Ox (a4,2H2) + [’I“Eg + SE1 bgygEi + Cg,gEza} = 0, (C9)

—a?

(Opaygz + re3o — sbsa) H?* =0, (C.10)

o que resulta em
8xa472 = —TC32 + 8b3’2. (Cll)

Substituindo as relagdes (C.7) e (C.7) na equagdo (C.11), encontramos a solugao

Q4,2 = Cq,
b372 = 2rCq, (C12)
C32 = 28(:17

onde ¢; é uma constante de integracdo. Da equacdo de grau 3, encontramos as
relacoes
b172 = —axbgg + 2r (CL272 + Sbgjg) , (C13)

01’2 = 816372 + 25 (a272 + 7”6372) . (C14)

Da equagdo de grau 2, obtemos

Oyl = sby o — 1y . (C.15)
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Substituindo as relag¢des (C.13) e (C.14) na equagdo (C.15), e considerando as
relacdes em (C.12), encontramos a solugao

(

Q4,2 = Cq,
b372 = 2rCq,
C32 = 28(:17

(C.16)
A2 = Cy — 2C17°S

b172 = 2Cor — 2CyTy,

kcl’Q = 2C98 + 2C18x,

onde c, é outra constante de integracdo. Da equacdo de grau 1, obtemos as
equagdes de movimento do modelo

Tty = axb1,2 —2r (CL()72 + 85172) s (C17)

St, = O0yC12 + 25 (ap2 +1rc12) . (C.18)

Da equagdo de grau 0, obtemos
Opp2 = —TSt, — ST,. (C.19)

Substituindo as relagdes (C.17) e (C.18) na equagdo (C.19), e considerando as
relacdes em (C.16), encontramos a solugao

(

a4 = Cy,

b3 o = 2rcCy,

c32 = 25Cy,

a9 = Cy — 2C17's (C.20)

b172 = 2Cor — 2C17y,

Cl2 = 2Cys + 2C18I,

| @02 = C3 — 25 (1 (Cg + C178) — C17) — 2C17S,,

onde C3 é mais uma constante de integragao.
Lembrando que o Lax A;, = Z?:o Ag) no limite de vacuo nulo se reduz a

AP = aypH 2, com «ay » dado por uma constante, e no limite de vacuo constante
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nao nulo se reduz a
1
A;’ZGC =9 (05472 (C + 27”080) + OfQ,Q) (§H1 + TOEg + SoEia — TosoHO) (C21)

onde oy 5 # 0 e ap 5 sdo duas constantes arbitrarias. Olhando para as relagdes em
(C.20) no vécuo, temos que

(
Q45 = Cq,

b3 = 2broCy,
3,2 = 2bsoCy,
@22 = Cy — 2bCi7(50 (C.22)
by 2 = 2bCary,

Cl2 = 2b02$0,

\a(),g = C3 — 2b80T0 (CQ + C17”080) ,

ou seja

C1 = aypo, Co=05b (27”0800[472 + 04272) , Cy = 2[)7"(2)8(2)044’2. (C23)
E por dltimo, voltando nas equagdes de movimento do modelo, tinhamos
encontrado que

Pty = —2C175g + 2Cor; + 27 (—C3 + 2017 (s, +75%)) (C.24)

Sty = 2C1 S84 + 2C28, + 25 (03 + 2Cys (Tx — 7”28)) ) (C.25)

As equagdes de movimento acima admitem as solugdes de vacuo r = brg e s = bsy

para os valores (C.23). Considerando ¢; = %,

simplicidade, adotamos oy 5 = % e a9 = —TSo, chegamos nas equagdes

c; = 0 ecy = bris3, onde, por

To, = —Tex + 21 (7“252 - br%sg + rsx) , (C.26)

Sty = Suz — 25 (7’252 — briss — ST’I) ) (C.27)



Apéndice D
Elementos de Matriz

Alguns dos elementos de matriz necessérios para obter as solugdes solito-
nicas da hierarquia CLL com condi¢des de contorno nula e constante ndo nula
apresentadas no capitulo 4 estdo calculados aqui.

Vimos que os operadores de vértices para a hierarquia CLL, para os casos de

vacuo nulo (b = 0) e constante ndo nulo (b = 1), sdo

Vit =—broé+ Y (bro& FHY 4+ brge FEET — FTER ) (D.1)
k=—00
e o
Vi= Y (bso&"HY — & BT+ bsih B, (D.2)
k=—00

comé&y # 0, f € Z ek € Z. Inicialmente, vamos verificar as relagdes de comutacao

[Ver’ AvErn] = (& + broso) Vi (D.3)

[Vf—a AZ?&LL} = — (& + broso) V. (D4)
Para isso, comecamos calculando o comutador
[Ver, AZ%‘LL] =
1
_ Z brongk {Hk, 5 (H" — brosoH®) + bro B2 + bsOEia] +

i 1 D.5
+ ) brggt [E§1,§ (H' — brosoH") +br0Eg+bsoE1a1 + (D)

S 1
+ Z §;k+1 [Efa, 5 (H1 _ brOSOHO) + broES + bsOEia} ,

81
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ou seja,
Vi An] =

= Z b?"of;k (k’ ((5k+1,0 — br0305k70) ¢+ ZbToE(’; — QbSOEﬁzl) +

k=—o00

00 D.6
+ Z brgfjtk (—EE + brosoEE ™" + bso (H" + (k — 1)61,0¢) ) + (D0)

k=—o00

+ Z ff_k—'—l (Eﬁzl — bToSDEﬁa — bT’on) s

k=—0oc0

o que leva no resultado esperado
[ Vf+7 ;?E'LL} =

s D.7
= (&5 + broso) (—broé + Z (brogjjk]—]k + b?“gg;kEg—l _ §;k+1Eﬁa)) ) (D.7)

k=—o00

Para V" € preciso calcular o comutador

> 1
— Z bso€ ;" lHk’ 5 (H' = brosoH®) + bro S + bsoEia] +
k=—00
o 1 D.8
_ Z T {E{;—l,ﬁ (H' — brosoH") +br0Eg+bsoEla} + (D)
k=—0oc0
> 1
bs267F |ER = (HY — brosoH®) + broE° + bsoE*
+kz_oo Sogf |: —a 2( T0S0 >+ 7o a_'_ S0 a:| )
o que resulta em
[Vf_a AZ%’LL] =
= > bso&; " (k (Orsr0 — brosodro) € + 2bro B — 2bso EX ) +
k=—o00
(D.9)

— 3 M (=B 4 brosoEE + bso (B + (k — 1)5008)) +

k=—0c0

-+ Z bsgggk (Eﬁzl — bToSQEﬁa - bron) s

k=—o00
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chegando no resultado esperado

[ Vf_a A;?CC'LL] =
%0 (D.10)

= — (& +broso) > (bsol;"H® — & EET 4 bs3E P ER ).

k=—00

Ap6s verificar que o vértice (D.1) satisfaz a relagdo de comutacdo (D.7) e
o vértice (D.2) satisfaz a relagdo de comutagdo (D.10), podemos usa-l6s para

determinar os elementos de matriz de interesse. Vamos comegar por

VI = ) ol ([ HY 1N) = bro (M €10) +

o N (D.11)
+ ) b EET ) = D TG ER L IA)
k=—0o0 k=—o0

com i,j € Z,. Para os estados |\o) = |uo), A1) = |p1), [A2) = B o) e |Az) =

E°_ |111), encontramos os elementos de matriz:
(Mol Vf+ [Ao) = —bro, (D.12)

<)\1| Vf+ ’)\1> = b?"() - b?”o = 0, (D13)

ol Vi Xo) = D 0rges (ol [EL . S |1to)

k=—o00
= _ X D.14
=S b ol (4 (b= Dogd) o) O
k=—0o0
= br%,
s Vi M) = — Z & (| (B9, EF ] Im)
k=—o00
= D.15
== 30 G G H ) (D19
k=—0c0
= =&

No caso do vértice V;~ determinamos os elementos de matriz (A;| V; [);) a partir
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de

Nl V) = ) bsol M (N HP [A) = >0 & O BE ) +

o h=roo (D.16)
+ ) bspE (N ER LN
k=—o00

Para os estados |A\o) = |uo), [\1) = |i1), [Xe) = ES 1 o) € |[A3) = E°,, |i11), encontra-
mos os elementos de matriz:

(Mol Vi~ [Xo) =0, (D.17)
(M| Vi A1) = bso, (D.18)
Mol Vi) = = > & (ol [B o, BE'] | 1ao)
k=—o00
N . D.19
= 3 6 (ol (HE + (s — 1)) o) .
k=—oc0
= _gfv
sl Vi IM) = Y bsges® (| [ED, EX ] i)
k=—o00
- _ D.20
= Z bsgfkal’Hk |1) ( )
k=—o00
= bsp.

Os elementos de matriz do produto V;"V," sdo determinados a partir da ex-
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pressdo abaixo
NIVIVE ) =

= D &G N HRE ) = Y brggt O HE ) +

k,l=—00 k=—o00

+ > bR (N HYE N) +

k,l=—o0
— > bt M HEEL, ) +
k,l=—oc0

—bro (Nl VI + D e (N BETTH ) +

k,l=—oc0

= D i EET I D bri&R e G BETE ) +

M A (D.21)

— > g T N EETTEL M) +
k,l=—oc0

— ) b (N EE L H V) +
k,l=—oc0

+ ) bro& MO BE L ) +
k=—oc0

— 37 b (N BF BN +
k,l=—oc0

+ > GG (N EF LB A)
k,l=—o0

com f,d € Z% ei,j € Z. Para (\o| V;"V,;" |\g) 0s termos ndo aniquilados imedia-

tamente pelo estado |\) = |p0) sdo

00 -1
Mol VIV [Ao) = br + Z Z brgffkfd_l (pol [H*, H'] | o) +

k=1 l=—c
0 —1
= 0> & (ol [EET B, o) + (D.22)
k=2 |l=—0c0

o0 0
+ Z Z bT(Q]éf;k-i-lle <:u0| [Eéc_lv Eﬁa] ’MO) )

k=1 l=—cc
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o que resulta em

Mol VIV [No) = brg +2) 0 " brge kb0t

k=1 l=1

=SS T orde e = 160+ (D.23)

k=2 l=1

=SS o3 M+ D)oo,

k=1 1=0

o0 k—1
Mol VIV [Ao) = br§ + 2br§@ Z k (5—‘1) +
§r = \&

g 2 oo £ -1 00 £ k-1 (D24)
— br (—d) ! (—d) gy k (—d) .
"\¢& ; &r ’ kzzo &r
Considerando a série geométrica
i (2)f = — 2] <1 (D.25)
— 1 _ x? ? .

k=0

e assumindo &;/¢; < 1, temos

i k (@Y_l - (1 - @) - (D.26)
= \& &

Usando a rela¢do acima em (D.24) obtemos que

2
1

é zero

1 — &
Dol VIV [ No) = brl — br?](—gf)z —0. (D.28)

Voltando na expressdo (D.21), para (\|V;"V,"|\1) os termos nédo aniquilados
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imediatamente pelo estado |\;) = |u1) sdo

[e'S) 0
M VIV ) =)0 D brger e (| (H'H + [HY, H') ) +

k=0 l=—00
fe’e) 0
— o2 =)0 bl he s (| [EETLEL ) )+ (D.29)
k=1 l=—c
0o 0
+Y 0 g | (B ER] I
k=1 l=—00

o que resulta em

0 0
MIVAVE M) =2) 0> g 6 b+

k=0 l=—o00
(e%S) 0
= > b kb0t (D.30)
k=1 l=—0
00 0
FY Y g k0,
k=1 l=—o0c0

ou seja,
MIVIV ) =
= 2br§§:k‘ (@)k —br%ik‘ (é)k —br%il (f—d)l (D.31)
k=0 &f k=0 &r —0 i
= 0.

E possivel verificar, de maneira geral, que os elementos ()| Vi V;"|);) sdo nulos
para todos os estados em questao. Além disso, assim como (\;| V" V" [A;) = 0

também é possivel verificar que:
N VEVIVE ) =0, (D.32)

onde f,d,e € Z% ei,j € Z,. Os mesmos resultados sdo valido para o vértice V',
ou seja:

(Nl Vo VIV [A) =0. (D.34)
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Ja para o produto de V," com V", os elementos de matriz s&o:
_ + broso)’
(al Vi o) = S8 200 03
(& — &a)
+ broso)’
MIVEV ) = & b Toi()) , (D.36)
(& — &a)
b 2b
N VIV [Ao) = — roba (&) 8+ TOSO), (D.37)
§r — &
el VAV ) = — 208 (& + S 2broso) (D.38)
§r — &
E para o produto de V; com V" séo:
_ + brosg)’
Mol ViV [Ao) = & (& 020) : (D.39)
(&5 — &a)
_ + broso)’
(Vv [y = S Pl (D40
(&5 — &a)
2
Dol ViV gy = 2082 (&7 + &t 2bros), (D.41)
§r — &
b 2b
(al Vy Vi gy = 200 Er bt o) (D42)

§r — &a
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