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Resumo

Apresentamos uma decomposição de Riemann-Hilbert-Birkhoff generalizada
que expande o formalismo usual de hierarquias integráveis em dois sentidos: per-
mite que potências inteiras das componentes das matrizes de Lax nas equações de
fluxos sejam aumentadas em comparação aos modelos convencionais e incorpora
soluções de vácuo constante não nulo.

Dois parâmentros adicionais controlam essas características. O primeiro deter-
mina o grau de um elemento semi-simples que, dada uma álgebra de Kac-Moody
graduada, define a estrutura algébrica da construção. O segundo parâmetro dis-
tingue entre configurações de vácuo nulo e vácuo constante não nulo. Além disso,
uma ambiguidade na definição da componente de grau zero das matrizes de
dressing introduz um terceiro parâmetro que permite a identificação de modelos
integráveis equivalentes por meio de transformações de gauge.

As escolhas tanto da estrutura algébrica quanto dos valores desses parâmetros
permitem uma classificação imediata dos modelos. Para vários valores desses
parâmetros, construímos e analisamos modelos integráveis equivalentes e suas
soluções, demonstrando a ampla aplicabilidade do formalismo estendido.

Palavras-chave: Álgebras de Kac-Moody; Modelos Integráveis; Sólitons.

Áreas do conhecimento: Física; Física Matemática; Teoria de Campos.
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Abstract

We present a generalized Riemann-Hilbert-Birkhoff decomposition that ex-
pands the usual formalism of integrable hierarchies in two ways: it allows integer
powers of the matrix components of Lax in the flow equations to be increased
compared to conventional models and it incorporates non-zero constant vacuum
solutions.

Two additional parameters control these characteristics. The first determines
the degree of a semi-simple element that, given a graded Kac-Moody algebra,
defines the algebraic structure of the construction. The second parameter dis-
tinguishes between zero vacuum and non-zero constant vacuum configurations.
Furthermore, an ambiguity in the definition of the zero-degree component of the
dressing matrices introduces a third parameter that allows the identification of
equivalent integrable models by means of gauge transformations.

The choices of both the algebraic structure and the values of these parameters
allow an immediate classification of the models. For several values of these
parameters, we construct and analyze equivalent integrable models and their
solutions, demonstrating the wide applicability of the extended formalism.

Keywords: Kac-Moody Algebras; Integrable Models; Solitons.

Areas of knowledge: Physics; Mathematical Physics; Field Theory.
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Lista

Lista de Símbolos Matemáticos

Símbolo Significado

a, n,M, d, e, f ∈ Z∗
+ = {1, 2, · · · } Números inteiros positivos

m, k′ ∈ Z∗ = {±1,±2,±3, · · · } Números inteiros diferentes de zero

k, l ∈ Z = {0,±1,±2,±3, · · · } Números inteiros

i, j ∈ Z+ = {0, 1, 2, 3, · · · } Números inteiros não negativos

x, y Coordenadas espaciais

t = {· · · , t−2, t−1, t1, t2, t3, · · · } Fluxos temporais

tm ∈ t Fluxo temporal

tM ∈ {t1, t2, t3, · · · } Fluxo temporal positivo

t−M ∈ {t−1, t−2, t−3, · · · } Fluxo temporal negativo

un = un (x, tm) Função un que depende das variáveis x e tm

∂xun = un,x
Derivada parcial da função un em relação a

variável x

Dxun = un,x + unDx Operador Dx atuando na função un

∂−1
x un =

∫ x
un (y, tm) dy

Integral indefinida da função un em relação
a variável x

Ax eAtm Par de Lax

U Transformação de gauge

Q Operador de gradação

E Elemento semi-simples

Θ+ eΘ− Operadores de dressing

(· · · )⩾ Soma dos termos com grau não negativo

(· · · )< Soma dos termos com grau negativo

(· · · )0 Soma dos termos com grau zero

(· · · )> Soma dos termos com grau positivo

τij Função tau

δkl Delta de Kronecker
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Capítulo 1

Introdução

Modelos integráveis clássicos são descritos por sistemas de equações diferenci-
ais parciais não lineares. O critério para a integrabilidade desses modelos pode ser
baseado no teorema de Liouville-Arnold, que afirma que um sistema hamiltoniano
com um determinado número de graus de liberdade possui soluções analíticas
exatas se, e somente se, existir exatamente esse mesmo número de quantidades
conservadas independentes e em involução, isto é, seus parênteses de Poisson se
anulam [1].

Esses sistemas podem ser construídos a partir da condição de curvatura nula,
e surgem integráveis por construção [2]. Essa condição implica na equação de
curvatura nula para potenciais de gauge, também conhecidos como pares de Lax.
Ao propor potenciais de gauge com a estrutura matemática de uma álgebra de
Kac-Moody graduada [3], que é uma álgebra de Lie com dimensão infinita, é
possível resolver sistematicamente a equação de curvatura nula, determinando
não apenas um modelo integrável, mas uma classe infinita de sistemas de equações
de movimento relacionados a diferentes fluxos temporais, que compartilham a
parte espacial do seu par de Lax.

Esses sistemas são contínuos, isto é, possuem infinitos graus de liberdade, e
apresentam infinitas quantidades conservadas independentes e em involução,
o que garante sua integrabilidade. Essa classe infinita de modelos integráveis,
que compartilham uma estrutura algébrica comum, constitui o que se chama de
hierarquia integrável.

O estudo dessas hierarquias eventualmente recupera modelos já conhecidos
e amplamente discutidos na literatura, o que geralmente dá nome à hierarquia,
como é o caso das hierarquias Korteweg-de Vries modificada (mKdV) e Ablowitz-
Kaup-Newell-Segur (AKNS). Entretanto, propor potenciais de gauge que resultem
em um modelo específico, ou mesmo em um modelo não trivial qualquer, não é
uma tarefa fácil. Nas referências [4, 5, 6, 7], essa questão foi parcialmente resolvida
usando a decomposição de Riemann-Hilbert-Birkhoff (decomposição RHB) para
definir tais potenciais. Por exemplo, em [4] o par de Lax do modelo AKNS é

1



Capítulo 1. Introdução 2

apresentado explicitamente. Já em [5] foram adicionados os fluxos temporais
negativos no esquema, possibilitando a construção dos modelos relativísticos
sinh-Gordon e Lund-Regge, além de identificar a que hierarquia cada modelo
pertence: o modelo sinh-Gordon está contido na hierarquia mKdV, enquanto o
modelo Lund-Regge faz parte da hierarquia AKNS. Em [6, 7], estes resultados
foram expandidos para a construção de hierarquias integráveis supersimétricas,
como a hierarquia que contém os modelos super MKdV e super sinh-Gordon.

Entretanto, algumas hierarquias integráveis mais recentes apresentam potenci-
ais de gauge que não podem ser obtidos a partir da decomposição RHB, como os
casos discutidos nas referências [8, 9].

A existência de infinitas leis de conservação implica na presença de soluções
do tipo sólitons, que são ondas não lineares, que preservam sua forma ao longo
da evolução e interagem elasticamente com outros sólitons. Um método conhe-
cido como método de dressing explora a mesma estrutura algébrica utilizada na
construção da hierarquia integrável para encontrar simultaneamente soluções
para todos os modelos dessa hierarquia. Esse método gera sólitons não triviais
a partir de uma solução trivial chamada de vácuo, por meio de transformações
de dressing, que são um tipo de transformações de gauge [10, 11, 12]. Normal-
mente, esses sólitons são obtidos a partir de uma solução de vácuo nulo, o que
fixa condições de contorno nula aos modelos. Recentemente, surgiram modelos
integráveis que admitem apenas soluções de vácuo constante não nulo [8], algo
não previsto pela decomposição RHB. Além disso, hierarquias de classificação
mais alta, como a hierarquia Kaup-Newell (KN), também não podem ser derivadas
por esse formalismo [9].

O objetivo deste trabalho é propor uma decomposição de Riemann-Hilbert-
Birkhoff generalizada (decomposição g-RHB) capaz de resolver as questões men-
cionadas. Para isso, adicionamos dois novos parâmetros, a e b, na decomposição
RHB. O parâmetro a determina o grau de um elemento semi-simples que, dada
uma álgebra de Kac-Moody e sua gradação, define a estrutura algébrica da cons-
trução. Modelos com a > 1 estão relacionados com hierarquias de classificação
mais alta. Já o parâmetro b controla se os modelos possuem condições de contorno
nula ou condições de contorno constante não nula. Além disso, uma ambiguidade
na definição da componente de grau zero das matrizes de dressing introduz um
terceiro parâmetro, o parâmetro c. Embora não afete a decomposição em si, o
parâmetro c permite a identificação de modelos integráveis equivalentes por meio
de transformações de gauge. As escolhas tanto da estrutura algébrica quanto dos
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valores desses parâmetros permitem uma classificação imediata das hierarquias.
Nesta tese, expomos os resultados contidos em [13, 14] da seguinte maneira. No

capítulo 2 discutimos a construção de hierarquias integráveis a partir da condição
de curvatura nula, introduzimos a decomposição g-RHB e abordamos os aspectos
gerais do método de dressing.

No capítulo 3, apresentamos exemplos de hierarquias integráveis construí-
das a partir da álgebra ŝl2 com gradação principal ou homogênea. Para a = 1,
construímos as hierarquias Korteweg-de Vries modificada (mKdV) e Ablowitz-
Kaup-Newell-Segur (AKNS). Mostramos a equivalência entre a hierarquia AKNS
e a hierarquia Wadati-Konno-Ichikawa (WKI) [15]. Para a = 2, construímos a hie-
rarquia Gerdjikov-Ivanov (GI) e mostramos sua equivalência com as hierarquias
Chen-Lee-Liu (CLL) e Kaup-Newell (KN) [9]. Ainda, construímos um modelo
integrável com a = 3, e identificamos a hierarquia Korteweg-de Vries (KdV) e a
hierarquia de Burgers por meio de reduções das hierarquias AKNS e CLL, res-
pectivamente. A hierarquia de Burgers apresenta fluxos temporais positivos e
negativos, sendo que os fluxos negativos, até onde sabemos, não eram conhecidos.

No capítulo 4, utilizando o método de dressing encontramos soluções solitôni-
cas da hierarquia CLL e da hierarquia de Burgers.

No capítulo 5, observamos que, por meio de uma transformação de gauge
entre as hierarquias KdV e mKdV, é possível obter a transformação de Miura,
a qual estabelece uma relação entre a equação de KdV e a equação de mKdV
[16]. De forma análoga, demostramos que também existe uma transformação do
tipo Miura entre as hierarquias CLL e AKNS. Além disso, comprovamos que, em
um certo limite, essa transformação se reduz a transformação de Cole-Hopf, que
relaciona a equação de Burger com a equação do calor.

Por fim, no capítulo 6, apresentamos um resumo dos principais resultados
obtidos e discutimos possíveis direções para trabalhos futuros.



Capítulo 2

Fundamentos Teóricos

Hierarquias integráveis são constituídas por uma classe infinita de sistemas de
equações diferenciais parciais não lineares e integráveis, todos conectados entre
si. Apresentaremos a construção de hierarquias a partir da condição de curvatura
nula. Mostraremos como obter o ingrediente fundamental dessa construção, o
par de Lax, através da decomposição de Riemann-Hilbert-Birkhoff generalizada.
Além disso, será discutido um método para encontrar soluções para esses sistemas
de equações de movimento: o método de dressing.

2.1 Condição de curvatura nula

Considere um modelo bidimensional contendo n campos, que pode ser descrito
pelo sistema linear

(∂x + Ax)Ψ = 0, (2.1)

(∂tm + Atm)Ψ = 0. (2.2)

Sendo que o elemento Ψ pertence a um grupo de Lie G, os potenciais Ax e Atm
pertencem a álgebra de Kac-Moody Ĝ associada a álgebra de Lie G deste grupo,
m = ±M é um número inteiro comM > 0, a variável x é uma coordenada espacial,
a variável tM é um fluxo temporal positivo e a variável t−M é um fluxo temporal
negativo. Vamos denotar os campos deste modelo por

u (x, tm) = {u1 (x, tm) , u2 (x, tm) , · · · , un (x, tm)} . (2.3)

Os elementos Ax e Atm , também conhecidos como par de Lax, são escritos em
termos dos geradores da álgebra, sendo que cada termo é multiplicado por um
coeficiente que depende explícitamente de u, ux, uxx, · · · ,

∫
udx, · · · . A condição

de integrabilidade deste sistema é dada pela igualdade

∂x (∂tmΨ) = ∂tm (∂xΨ) . (2.4)

4



Capítulo 2. Fundamentos Teóricos 5

Substituindo as relações (2.1) e (2.2) em (2.4) chegamos na condição de curvatura
nula1

∂xAtm − ∂tmAx + [Ax, Atm ] = [Dx + Ax,Dtm + Atm ] = 0. (2.5)

Esta equação é conhecida como equação de curvatura nula. As equações de
movimento para os campos do modelo são derivadas da equação de curvatura
nula e surgem integráveis por construção.

De fato, os potenciais Ax e Atm são potenciais puro gauge, isto é,

Ax = − (∂xΨ)Ψ−1 (2.6)

e
Atm = − (∂tmΨ)Ψ−1 (2.7)

o que implica que a quantidade [7, 17]

Ψ = Pe
∮
Aµdxµ , (2.8)

onde P denota ordenamento espaço temporal na integração, µ = 0, 1 e (x1, x0) =

(x, tm), não depende do caminho. Sendo assim, impondo as condições de contorno
adequadas, podemos mostrar que

Tr
(
Pe

∫∞
−∞ A1(x,0)dx

)
= Tr

(
Pe

∫∞
−∞ A1(x,τ)dx

)
(2.9)

para algum valor arbitrário de τ e portanto é uma quantidade conservada no
tempo. Em geral os potenciais Ax e Atm dependem de um parâmentro espectral λ
que está associado a loop-álgebra de G. Assim a exponencial ordenada em (2.9)
pode ser expandida em potências de λ e define uma infinidade de quantidades
conservadas.

Ainda, é possível mostrar que estas quantidades são independentes e estão em
involução, isto é, que seus parênteses de Poisson se anulam [4]. E isso garante a
integrabilidade do modelo.

Modelos integráveis que pertencem a uma mesma hierarquia integrável pos-
suem uma estrutura algébrica em comum.

1Para o fluxo t1 as equações de movimento dos campos u (x, t1) são as equações triviais ∂t1u1 =
∂xu1, ∂t1u2 = ∂xu2, · · · , ∂t1un = ∂xun.
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2.2 Estrutura algébrica

Seja Ĝ uma álgebra de Kac-Moody e G sua álgebra de Lie correspondente,
associada a um grupo de Lie G. O operador de gradação Q decompõe a álgebra Ĝ
em subespaços graduados G(k), ou seja

Ĝ = ⊕k∈ZG(k), (2.10)

com G(k) igual a um subespaço de grau k tal que

[
Q,G(k)

]
= kG(k),

[
G(k),G(l)

]
⊂ G(k+l) e k, l ∈ Z. (2.11)

Seja E ∈ G(l) um elemento semi-simples constante, a escolha de E induz uma
segunda decomposição da álgebra Ĝ nos subespaços kernel K e image M, isto é

Ĝ = K ⊕M, (2.12)

onde o subespaço kernel é definido da seguinte maneira

K ≡
{
X ∈ G(k) | [X,E] = 0

}
(2.13)

e o subespaço image é o seu complemento. Da definição (2.13) e da identidade de
Jacobi temos que

[K,K] ⊂ K e [K,M] ⊂ M. (2.14)

Deste modo, dada uma álgebra de Kac-Moody Ĝ e um operador de gradação Q,
cada conjunto {Ĝ, Q,E} define uma estrutura algébrica. Aqui, também vamos nos
restringir a escolha de elementos semi-simples que também cumpram a relação

[M,M] ⊂ K. (2.15)

2.3 Transformações de gauge

As transformações de gauge estabelecem conexões tanto entre configurações
distintas de modelos integráveis de uma mesma hierarquia quanto entre confi-
gurações distintas de modelos integráveis que pertencem a hierarquias distintas,
sem alterar a estrutura da equação de curvatura nula. Considere a transformação
Ψ → Ψ′ = UΨ, onde U é um elemento de um grupo de transformações e conecta a
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configuração dada pelo sistema linear (2.1)-(2.2) com outra configuração descrita
pelo sistema linear

(∂x + A′
x)Ψ

′ = 0, (2.16)(
∂tm + A′

tm

)
Ψ′ = 0. (2.17)

Conjugando a equação (2.5) na forma U (· · · )U−1 encontramos

[
Dx + A′

x,Dtm + A′
tm

]
= 0 (2.18)

com
A′
x = UAxU

−1 − (∂xU)U
−1, (2.19)

A′
tm = UAtmU

−1 − (∂tmU)U
−1. (2.20)

Isto mostra a invariância da equação de curvatura nula por transformações de
gauge. Observe que as equações de curvatura nula (2.5) e (2.18) são válidas no
mesmo espaço de coordenadas (x, tm).

2.4 Transformações de dressing

As transformações de dressing são transformações de gauge que conectam con-
figurações distintas de modelos integráveis de uma mesma hierarquia integrável.
Dada a configuração de vácuo

(∂x + Avacx )Ψ0 = 0, (2.21)

(
∂tm + Avactm

)
Ψ0 = 0, (2.22)

com n campos u0 (x, tm) = {u10 (x, tm) , u20 (x, tm) , · · · , un0 (x, tm)}, onde u0 =

u0 (x, tm) é uma solução trivial conhecida, denotada por solução de vácuo, da
equação de curvatura nula (2.5) da configuração geral (2.1)-(2.2). Podemos afirmar
que os elementos Ψ0 e Ψ pertencem ao mesmo grupo de Lie G, assim como o par
de Lax Avacx e Avactm pertence a mesma álgebra de Kac-Moody Ĝ que o par de Lax
Ax e Atm .

Considerando o problema de fatorização de Riemann-Hilbert-Birkhoff para o
operador dado por

Θ(t) = Ψ0ρΨ
−1
0 , (2.23)

onde ρ ∈ G é um elemento constante e arbitrário com um grau qualquer. Deri-
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vando a expressão acima, encontramos

∂xΘ = [Θ, Avacx ], ∂tmΘ =
[
Θ, Avactm

]
. (2.24)

A solução do problema de fatorização (2.23) se dá ao definir o operador Θ no
formato da decomposição

Θ(t) ≡ Θ<Θ0Θ> =
(
Θ<B̃

−1
)(

B̃BΘ>

)
= Θ−1

− Θ+ (2.25)

tal que

Θ+ = B̃BΘ> ≡ eθ
(0)

∞∏
k=1

eθ
(k)

(2.26)

e

Θ− = B̃Θ−1
< ≡

∞∏
k=1

e−θ
(−k)

. (2.27)

Em que B̃ = 1 eB = eθ
(0) são elementos do grupo de LieG, e o elemento θ(k) ∈ G(k),

com k ∈ Z, pertence a álgebra Ĝ. Substituindo (2.25) nas derivadas (2.24) obtemos

Θ+A
vac
x Θ−1

+ − (∂xΘ+)Θ
−1
+ = Θ−A

vac
x Θ−1

− − (∂xΘ−)Θ
−1
− , (2.28)

Θ+A
vac
tm Θ−1

+ − (∂tmΘ+)Θ
−1
+ = Θ−A

vac
tm Θ−1

− − (∂tmΘ−)Θ
−1
− . (2.29)

Portanto, Θ+ e Θ− são operadores de dressing relacionados com as transformações
Ψ0 → Ψ = Θ±Ψ0, dadas as relações

Ax = Θ±A
vac
x Θ−1

± − (∂xΘ±)Θ
−1
± = −∂x (Θ±Ψ0)Ψ

−1
0 Θ−1

± , (2.30)

Atm = Θ±A
vac
tm Θ−1

± − (∂tmΘ±)Θ
−1
± = −∂tm (Θ±Ψ0)Ψ

−1
0 Θ−1

± , (2.31)

e conectam a configuração de vácuo dada pelo sistema linear (2.21)-(2.22) com a
configuração geral descrita pelo sistema linear (2.1)-(2.2).

Vamos estudar hierarquias integráveis cujos os modelos possuem soluções
triviais do tipo vácuo nulo u0 = {0, · · · , 0} ou vácuo constante não nulo u0 =

{u10, · · · , un0}, onde u10, · · · , un0 são constantes diferentes de zero. Veremos como
obter o par de Lax geral Ax e Atm , e posteriormente a solução geral u (x, tm), dado
um par de Lax Avacx e Avactm de uma solução de vácuo u0, a partir da decomposição

Θ−1
− Θ+ = Ψ0ρΨ

−1
0 (2.32)
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com Ψ0 dado pela função Baker-Akhiezer

Ψ0 = exp

(
−

∞∑
M=1

(
AvactM

tM + Avact−M
t−M

))
. (2.33)

Em que M ∈ Z∗
+, tM é um fluxo temporal positivo e t−M é um fluxo temporal

negativo.

2.5 Decomposição g-RHB

Neste trabalho, vamos propor uma decomposição de Riemann-Hilbert-Birkhoff
generalizada dada por [13]

Θ(t) = exp

(
−

∞∑
M=1

(EM tM + E−M t−M)

)
g exp

(
∞∑

M=1

(EM tM + E−M t−M)

)
. (2.34)

Do lado direito da fórmula (2.34) temos que M ∈ Z∗
+, tM é um fluxo temporal

positivo, t−M é um fluxo temporal negativo e g ∈ G é um elemento arbitrário e
constante com um grau qualquer. Os elementos EM e E−M são dados por

EM = ε
(aM)
M + b

aM−1∑
i=0

ε
(i)
M e E−M = ε

(−aM)
−M + b

aM−1∑
i=1

ε
(−i)
−M , (2.35)

sendo que ε(i)M , ε
(−i)
−M ∈ Ĝ são elementos constantes de grau i e −i, respectivamente,

em que Ex = E1, ε(a)1 = E ≡ E(a), b é igual a 0 ou 1, a ∈ Z∗
+ e i ∈ Z+. Estes elementos

também devem satisfazer as equações de curvatura nula

[
Dx + Ex,Dt±M

+ E±M
]
= ∂xE±M − ∂t±M

Ex + [Ex, E±M ] = 0, (2.36)

isto é, se faz necessário que
[Ex, E±M ] = 0. (2.37)

As equações de curvatura nula (2.36) têm solução do tipo vácuo nulo para b = 0 e
do tipo vácuo não nulo para b = 1.

Agora, do lado esquerdo da fórmula (2.34), de maneira explicita, temos

Θ(t) ≡ Θ<Θ0Θ> =
(
Θ<B̃

−1
)(

B̃BΘ>

)
= Θ−1

− Θ+ (2.38)
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onde

Θ+ = B̃BΘ> ≡ e−cθ̃
(0)

eθ
(0)

∞∏
k=1

eθ
(k)

(2.39)

e

Θ− = B̃Θ−1
< ≡ e−cθ̃

(0)
∞∏
k=1

e−θ
(−k)

. (2.40)

Em que 0 ⩽ c ⩽ 1 é um parâmetro constante, B = eθ
(0) e B̃ = e−cθ̃

(0) são ele-
mentos do grupo de Lie G, e os elementos θ̃(0) ∈ G(0) e θ(k) ∈ G(k), com k ∈ Z,
pertencem a álgebra Ĝ. O elemento B̃ surge de uma ambiguidade na definição da
componente Θ0 e introduz o parâmetro c. Mais a frente veremos que o parâmetro c,
apesar de não aparecer explicitamente em Θ(t), permite a identificação de modelos
integráveis equivalentes por meio de transformações de gauge.

Para determinar as derivadas dos operadores de dressing Θ+ e Θ− em relação
a um fluxo temporal qualquer, começamos derivando a equação (2.34) em relação
a tM e t−M , o que resultam nos comutadores

∂tMΘ = [Θ, EM ], ∂t−M
Θ = [Θ, E−M ]. (2.41)

De maneira equivalente

Θ−∂tM
(
Θ−1

− Θ+

)
Θ−1

+ = Θ+EMΘ−1
+ −Θ−EMΘ−1

− , (2.42)

Θ−∂t−M

(
Θ−1

− Θ+

)
Θ−1

+ = Θ+E−MΘ−1
+ −Θ−E−MΘ−1

− . (2.43)

Expandindo estas relações chegamos nos resultados abaixo

BΘ>EMΘ−1
> B−1 −Θ−1

< EMΘ< =

= Θ−1
< (∂tMΘ<) + (∂tMB)B−1 +B (∂tMΘ>)Θ

−1
> B−1,

(2.44)

BΘ>E−MΘ−1
> B−1 −Θ−1

< E−MΘ< =

= Θ−1
<

(
∂t−M

Θ<

)
+
(
∂t−M

B
)
B−1 +B

(
∂t−M

Θ>

)
Θ−1
> B−1.

(2.45)

Admitindo a forma graduada das equações acima, podemos separar os termos
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grau a grau da seguinte maneira:

∂tMB = B
(
Θ>EMΘ−1

>

)
0
−
(
Θ−1
< EMΘ<

)
0
B,

∂t−M
B = B

(
Θ>E−MΘ−1

>

)
0
,

∂tMΘ> =
(
Θ>EMΘ−1

>

)
>
Θ> −B−1

(
Θ−1
< EMΘ<

)
>
BΘ>,

∂t−M
Θ> =

(
Θ>E−MΘ−1

>

)
>
Θ>,

∂tMΘ< = −Θ<

(
Θ−1
< EMΘ<

)
<
,

∂t−M
Θ< = Θ<B

(
Θ>E−MΘ−1

>

)
<
B−1 −Θ<

(
Θ−1
< E−MΘ<

)
<
.

(2.46)

Por consequência, as derivadas de Θ+ e Θ− em relação a tM e t−M são dadas por:

∂tMΘ+ =
(
∂tM B̃

)
BΘ> + B̃ (∂tMB)Θ> + B̃B (∂tMΘ>)

=
[(
∂tM B̃

)
B̃−1 +Θ+EMΘ−1

+ −
(
Θ−EMΘ−1

−
)
⩾

]
Θ+,

(2.47)

∂t−M
Θ+ =

(
∂t−M

B̃
)
BΘ> + B̃

(
∂t−M

B
)
Θ> + B̃B

(
∂t−M

Θ>

)
=
[(
∂t−M

B̃
)
B̃−1 +Θ+E−MΘ−1

+ −
(
Θ+E−MΘ−1

+

)
<

]
Θ+,

(2.48)

∂tMΘ− =
(
∂tM B̃

)
Θ−1
< − B̃Θ−1

< (∂tMΘ<)Θ
−1
<

=
[(
∂tM B̃

)
B̃−1 +Θ−EMΘ−1

− −
(
Θ−EMΘ−1

−
)
⩾

]
Θ−,

(2.49)

∂t−M
Θ− =

(
∂t−M

B̃
)
Θ−1
< − B̃Θ−1

<

(
∂t−M

Θ<

)
Θ−1
<

=
[(
∂t−M

B̃
)
B̃−1 +Θ−E−MΘ−1

− −
(
Θ+E−MΘ−1

+

)
<

]
Θ−.

(2.50)

Como veremos a seguir, podemos contruir o par de Lax geral a partir destas
projeções

(
Θ−EMΘ−1

−
)
⩾

e
(
Θ+E−MΘ−1

+

)
<

.
Da derivada (2.49), por exemplo, para M = 1 temos

∂xΘ− =
[(
∂xB̃

)
B̃−1 +Θ−ExΘ−1

− −
(
Θ−ExΘ−1

−
)
⩾

]
Θ−. (2.51)

Trocando a derivada parcial ∂xΘ− por DxΘ− = ∂xΘ− + Θ−Dx, e multiplicando
pela direita por Θ−1

− a equação acima, encontramos

Θ− (Dx + Ex)Θ−1
− = Dx +

(
Θ−ExΘ−1

−
)
⩾
−
(
∂xB̃

)
B̃−1. (2.52)
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De maneira equivalente, das derivadas (2.49) e (2.50), temos as relações

Θ− (DtM + EM)Θ−1
− = DtM +

(
Θ−EMΘ−1

−
)
⩾
−
(
∂tM B̃

)
B̃−1, (2.53)

Θ−
(
Dt−M

+ E−M
)
Θ−1

− = Dt−M
+
(
Θ+E−MΘ−1

+

)
<
−
(
∂t−M

B̃
)
B̃−1. (2.54)

Levando em consideração o fato de que Ex, EM e E−M devem satisfazer as equações
de curvatura nula [

Dx + Ex,Dt±M
+ E±M

]
= 0, (2.55)

conjugando estas equações temos

Θ−
[
Dx + Ex,Dt±M

+ E±M
]
Θ−1

− =

=
[
Θ− (Dx + Ex)Θ−1

− ,Θ−
(
Dt±M

+ E±M
)
Θ−1

−
]
= 0,

(2.56)

o que resulta na equação de curvatura nula[
Dx + Ãx,Dtm + Ãtm

]
= 0 (2.57)

para o par de Lax

Ãx = B̃
(
Θ−1
< ExΘ<

)
⩾
B̃−1 −

(
∂xB̃

)
B̃−1 (2.58)

e

Ãtm =

B̃ (Θ−1
< EMΘ<)⩾ B̃

−1 −
(
∂tM B̃

)
B̃−1, para m =M,

B̃B (Θ>E−MΘ−1
> )<B

−1B̃−1 −
(
∂t−M

B̃
)
B̃−1, para m = −M.

(2.59)

As expressões acima para ÃtM e Ãt−M
também poderiam ter sido obtidas a partir

das derivadas (2.47) e (2.48), adotando os mesmos passos, e resultam nas somas

ÃtM =
aM∑
i=0

Ã
(i)
M = Ã

(aM)
M + Ã

(aM−1)
M + · · ·+ Ã

(0)
M (2.60)

e

Ãt−M
=

aM∑
i=0

Ã
(−i)
−M = Ã

(−aM)
−M + Ã

(−aM+1)
−M + · · ·+ Ã

(0)
−M (2.61)

onde Ã(i)
M , Ã

(−i)
−M ∈ Ĝ são elementos de grau i e −i, respectivamente, em que Ã(a)

1 =

B̃E(a)B̃−1.
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O elemento B̃ atua como uma transformação de gauge nos modelos, para se
convencer disso basta comparar as relações (2.19) e (2.20) com o par de Lax (2.58)
e (2.59). E pode ser interpretado como uma parcela do elemento B, que, por sua
vez, deve satisfazer a condição adicional:

(∂xB)B−1 = bBε
(0)
1 B−1 −

(
Θ−1
< ExΘ<

)
0
. (2.62)

Essa interpretação permite visualizar os efeitos de deslocar parte do termo Θ0 entre
os operadores de dressing Θ+ e Θ−. Por exemplo, quando assumimos θ̃(0) = θ(0)

temos
Θ−1

− Θ+ =
(
· · · eθ(−2)

eθ
(−1)

ec θ
(0)
)(

e(1−c) θ
(0)

eθ
(1)

eθ
(2) · · ·

)
, (2.63)

assim, para c = 0 o termo Θ0 está todo em Θ+, enquanto para c = 1/2 temos
metade de Θ0 em Θ+ e a outra metade em Θ−, já para c = 1 o termo Θ0 está
totalmente contido em Θ−.

A decomposição RHB pode ser recuperada quando tomamos a = 1, b = 0 e
c = 0 na decomposição g-RHB.

2.6 Construção de hierarquias integráveis

Recapitulando o que vimos até aqui, dada uma combinação {Ĝ, Q,E, a, b, c}
podemos determinar o Lax espacial da hierarquia a partir da definição (2.58), para
c = 0, temos

Ax =
(
e−θ

(−1)

e−θ
(−2) · · · Ex · · · eθ

(−2)

eθ
(−1)
)
⩾
, (2.64)

onde θ(i) e θ(−i) pertencem a álgebra Ĝ e possuem grau i e −i, respectivamente, em
que i ∈ Z+, e o elemento Ex é dado por

Ex = E(a) + b

a−1∑
i=0

ε
(i)
1 , (2.65)

sendo que ε(i)1 ∈ Ĝ é um elemento constante de grau i, a ∈ Z∗
+ e b é igual a 0 ou

1. Os campos da hierarquia estão contidos nos elementos θ(0), θ(±1), θ(±2), · · · . A
projeção (2.64) resulta na soma

Ax =
a∑
i=0

A
(i)
1 = A

(a)
1 + A

(a−1)
1 + · · ·+ A

(0)
1 , (2.66)
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onde A(i)
1 ∈ Ĝ é um elemento de grau i, em que A(a)

1 = E(a).
Depois de obter o Lax espacial, o substituímos na equação de curvatura nula

[Dx + Ax,Dtm + Atm ] = 0 (2.67)

com

Atm =

A
(aM)
M + A

(aM−1)
M + · · ·+ A

(0)
M , para m =M,

A
(−aM)
−M + A

(−aM+1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M , para m = −M,

(2.68)

onde A(i)
M , A

(−i)
−M ∈ Ĝ são elementos de grau i e −i, respectivamente, m ∈ Z∗ e M ∈

Z∗
+. Resolvendo de maneira recursiva a equação de curvatura nula, para cada fluxo,

é possível determinar o Lax Atm e as equações de movimento correspondentes.
Além do mais, para c ̸= 0, hierarquias equivalentes podem ser encontradas a

partir do gauge
Ãx = e−cθ̃

(0)

Axe
cθ̃(0) −

(
∂xe

−cθ̃(0)
)
ecθ̃

(0)

, (2.69)

Ãtm = e−cθ̃
(0)

Atme
cθ̃(0) −

(
∂tme

−cθ̃(0)
)
ecθ̃

(0)

, (2.70)

cujas equações de movimento são dadas pela equação de curvatura nula[
Dx + Ãx,Dtm + Ãtm

]
= 0. (2.71)

Portanto, um modelo integrável é classificado pela combinação {Ĝ, Q,E, a, b, c,m}.
Os modelos integráveis com a estrutura {Ĝ, Q,E, a, b, c} em comum pertencem a
mesma hierarquia integrável. E ainda existem equivalências entre as hierarquias
integráveis com a mesma estrutura {Ĝ, Q,E, a, b}.

Caso a = 1

Para a = 1 a projeção (2.64) resulta em um Lax espacial do tipo

Ax = E(1) + A
(0)
1 . (2.72)

Onde os campos da teoria estão contidos em A
(0)
1 e o elemento semi-simples

E = E(1) ∈ G(1) decompõe a álgebra Ĝ nos subespaços K e M. A seguir, veremos
o passo a passo da resolução da equação de curvatura nula (2.67) para este Lax. A
essência da coisa não muda muito para os demais casos, a ⩾ 2.
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Fluxos temporais positivos

Para fluxos temporais positivos a equação de curvatura nula (2.67), substi-
tuindo o Lax (2.72), resulta em[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,DtM + A

(M)
M + A

(M−1)
M + · · ·+ A

(0)
M

]
= 0. (2.73)

Decompondo este resultado grau a grau, obtemos[
E(1), A

(M)
M

]
= 0,

∂xA
(M)
M +

[
E(1), A

(M−1)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(M)
M

]
= 0,

∂xA
(M−1)
M +

[
E(1), A

(M−2)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(M−1)
M

]
= 0,

...

∂xA
(1)
M +

[
E(1), A

(0)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(1)
M

]
= 0,

∂xA
(0)
M − ∂tMA

(0)
1 +

[
A

(0)
1 , A

(0)
M

]
= 0.

(2.74)

Dados os elementos E(1) e A(0)
1 , para cada M , resolvemos primeiro a equação de

grau mais alto e a equação seguinte é resolvida usando estes resultados e assim
sucessivamente até que a equação de grau mais baixo seja resolvida. As equações
de movimento para cada fluxo tM são dadas pela equação de grau zero

∂xA
(0)
M − ∂tMA

(0)
1 +

[
A

(0)
1 , A

(0)
M

]
= 0. (2.75)

Além de separar em graus, também podemos decompor cada equação de (2.74)
em uma parte que pertence ao subespaço kernel K e outra parte que pertence
ao subespaço image M. Assim, a equação de grau M + 1 determina que A(M)

M ∈
K, a parte pertencente a K da equação de grau M determina A

(M)
M , enquanto

a parte pertencente a M da equação de grau M determina A(M−1)
MM ∈ M, onde

A
(M−1)
M = A

(M−1)
MK + A

(M−1)
MM . A parte pertencente a K da equação de grau M − 1

determinaA(M−1)
MK ∈ K, enquanto a parte pertencente a M da equação de grauM−1

determina A(M−2)
MM ∈ M, onde A(M−2)

M = A
(M−2)
MK + A

(M−2)
MM . E assim sucessivamente

até que seja determinado todo o Lax AtM = A
(M)
M + A

(M−1)
M + A

(M−2)
M + · · ·+ A

(0)
M .
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Fluxos temporais negativos

Para fluxos temporais negativos a equação de curvatura nula (2.67), substi-
tuindo o Lax (2.72), resulta em[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,Dt−M

+ A
(−M)
−M + A

(−M+1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M

]
= 0 (2.76)

Decompondo este resultado grau a grau, obtemos

∂xA
(−M)
−M +

[
A

(0)
1 , A

(−M)
−M

]
= 0,

∂xA
(−M+1)
−M +

[
E(1), A

(−M)
−M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−M+1)
−M

]
= 0,

∂xA
(−M+2) +

[
E(1), A

(−M+1)
−M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−M+2)
−M

]
= 0,

...

∂xA
(−1)
−M +

[
E(1), A

(−2)
−M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−1)
−M

]
= 0,

∂t−M
A

(0)
1 −

[
E(1), A

(−1)
−M

]
= 0.

(2.77)

Dados os elementos E(1) e A(0)
1 , para cada M , resolvemos primeiro a equação de

grau mais negativo e a equação seguinte é resolvida usando estes resultados e
assim sucessivamente até que a equação de grau zero seja resolvida. As equações
de movimento para cada fluxo t−M são dadas pela equação de grau zero

∂t−M
A

(0)
1 −

[
E(1), A

(−1)
−M

]
= 0. (2.78)

Assim, a parte pertencente a K da equação de grau −M determinaA(−M)
−MK, enquanto

a parte pertencente a M da equação de grau −M determina A(−M)
−MM ∈ M, onde

A
(−M)
−M = A

(−M)
−MK + A

(−M)
−MM. A parte pertencente a K da equação de grau −M + 1

determina A(−M+1)
−MK ∈ K, enquanto a parte pertencente a M da equação de grau

−M + 1 determina A(−M+1)
−MM ∈ M, onde A(−M+1)

−M = A
(−M+1)
−MK + A

(−M+1)
−MM . E assim

sucessivamente até que seja determinado todo o Lax At−M
= A

(−M)
−M + A

(−M+1)
−M +

· · ·+ A
(−1)
−M .

2.7 Método de dressing

O método de dressing é usado para encontrar soluções não triviais de um
modelo integrável a partir de uma configuração de vácuo do mesmo. Considere a
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configuração de vácuo (
∂x + Ãvacx

)
Ψ̃0 = 0, (2.79)(

∂tm + Ãvactm

)
Ψ̃0 = 0, (2.80)

do modelo integrável descrito pelo sistema linear(
∂x + Ãx

)
Ψ̃ = 0, (2.81)

(
∂tm + Ãtm

)
Ψ̃ = 0. (2.82)

Vimos que podemos relacionar a configuração geral com a configuração de vácuo
através das tranformações

Ãx = Θ±Ã
vac
x Θ−1

± − (∂xΘ±)Θ
−1
± = −∂x

(
Θ±Ψ̃0

)
Ψ̃−1

0 Θ−1
± , (2.83)

Ãtm = Θ±Ã
vac
tm Θ−1

± − (∂tmΘ±)Θ
−1
± = −∂tm

(
Θ±Ψ̃0

)
Ψ̃−1

0 Θ−1
± . (2.84)

Os operadores de dressing Θ+ e Θ− conectam o par de Lax Ãx e Ãtm com o par Ãvacx

e Ãvactm através dessas transformações. Esse é o nome, porque o método funciona
dessa maneira, é como se vestíssemos a solução conhecida associada à Ψ̃0 com
Θ+ ou Θ− obtendo como resultado dessa operação uma solução nova associada à
Ψ̃ = Θ±Ψ̃0.

A aplicação do método consiste em três etapas, na primeira etapa, dado os
potenciais Ãx e Ãvacx , olhando para as transformações

Ãx = Θ±Ã
vac
x Θ−1

± − (∂xΘ±)Θ
−1
± (2.85)

onde

Θ+ = e−cθ̃
(0)

eθ
(0)

eθ
(1)

eθ
(2)

eθ
(3) · · · (2.86)

e

Θ− = e−cθ̃
(0)

e−θ
(−1)

e−θ
(−2)

e−θ
(−3) · · · . (2.87)

Escrevemos os elementos θ̃(0), θ(0), θ(±1), θ(±2), · · · em termos dos geradores da álge-
bra Ĝ, sendo que cada termo é multiplicado por um coeficiente, e cada coeficiente
é uma função que depende de x e tm. Essas funções recebem o nome de campos
auxiliares. Resolvendo a equação (2.85) de maneira recursiva, determinamos os
campos auxiliares em termos dos campos da teoria contidos no Lax Ãx. Os campos
auxiliares são infinitos, basta calcular os primeiros, até obter os campos da teoria
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em termos deles.
As próximas etapas do método dependem da função tau e do operador de

vértice, definidos a seguir.

Função tau

Um ingrediente importante do método de dressing para determinar os campos
auxiliares é a função tau, definida por

τij ≡ ⟨λi|Θ−1
− Θ+ |λj⟩ = ⟨λi| Ψ̃0gΨ̃

−1
0 |λj⟩ (2.88)

com i, j ∈ Z+. Os estados |λi⟩ e |λj⟩ são estados de projeção, que permitem
determinar a partir do lado esquerdo da equação (2.88) os campos auxiliares em
termos das funções: {τ00, τ01, τ10, τ11, τ02, · · · }

Na primeira etapa do método, encontramos as campos da teoria em termos dos
campos auxiliares. Na segunda etapa, obtemos os campos auxiliares em termos
das funções tau, assim para obter a solução, a última etapa consiste em calcular as
funções tau em termos de x e tm a partir do lado direito da equação (2.88) com o
auxílio do vértice.

Operador de vértice

O operador de vértice é o outro ingrediente fundamental do método, e deve
satisfazer as relações de comutação[

Vf , Ã
vac
x

]
= (κ (ξf ))Vf (2.89)

e [
Vf , Ã

vac
tm

]
= (ωm (ξf ))Vf , (2.90)

sendo que f ∈ Z∗
+, ξf é um parâmetro que pode ser real ou complexo, Vf ≡

V (ξf ) é o operador de vértice e as funções κ (ξf ) e ωm (ξf ) são os seus autovalores
correspondentes.

A partir da conjugação

Ψ̃0Vf Ψ̃
−1
0 = Vf +

[
Vf , Ã

vac
x x+ Ãvactm tm

]
+

+
1

2

[[
Vf , Ã

vac
x x+ Ãvactm tm

]
, Ãvacx x+ Ãvactm tm

]
+ · · · ,

(2.91)
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obtemos

Ψ̃0Vf Ψ̃
−1
0 = eρfVf , (2.92)

com ρf ≡ ρf (x, tm) = (κ (ξf ))x + (ωm (ξf )) tm. Usando a identidade Ψ̃0Ψ̃
−1
0 = 1

para facilitar os cálculos, temos que

Ψ̃0 (Vf )
d Ψ̃−1

0 =
(
Ψ̃0Vf Ψ̃

−1
0

)d
(2.93)

com d ∈ Z∗
+. Assim, é fácil expandir o resultado anterior (2.92) para

Ψ̃0e
Vf Ψ̃−1

0 = exp (eρfVf ) . (2.94)

Conhecendo o vértice da teoria e seus autovalores, podemos calcular as funções
tau de interesse a partir do lado direito da equação (2.88), assumindo

g =
d∏

f=1

eVf (2.95)

chegamos em

τij = ⟨λi|
d∏

f=1

(
1 + eρfVf + e2ρfV 2

f + · · ·
)
|λj⟩ . (2.96)

Geralmente, os termos ⟨λi|V n
f |λj⟩ com n ⩾ 2 são nulos, como no exemplo do

apêndice D, o que permite truncar a série acima da seguinte maneira:

τij = ⟨λi|
d∏

f=1

(1 + eρfVf ) |λj⟩ . (2.97)

Para cada valor de d obtemos uma solução. O interessante do método dressing é
que encontramos soluções do modelo integrável em questão e de toda a hierarquia
que ele pertence simultaneamente, desde que sejam conhecidos os autovalores
ωm (ξf ) associados a cada modelo.



Capítulo 3

Hierarquias Integráveis

Aplicando o método de construção de hierarquias integráveis abordado no
capítulo anterior, veremos alguns exemplos de hierarquias integráveis com a = 1 e
a = 2. Todas as combinações estudadas (tabela abaixo), contém a álgebra ŝl2 com
gradação principal ou homegênea.1 Também construímos um modelo integrável
com a = 3.

Hierarquia Ĝ Q E = E(a) a b c

mKdV ŝl2 Qp
1
2
(E0

α + E1
−α) 1 0 ou 1 0 ≤ c ≤ 1

AKNS ŝl2 Qh
1
2
H1 1 0 ou 1 0

WKI ŝl2 Qh
1
2
H1 1 0 1

GI ŝl2 Qp
1
2
H1 2 0 ou 1 0

CLL ŝl2 Qp
1
2
H1 2 0 ou 1 1/2

KN ŝl2 Qp
1
2
H1 2 0 ou 1 1

Modelo
v1, v2 e v3

ŝl2 Qp
1
2
(E1

α + E2
−α) 3 0 0 ≤ c ≤ 1

3.1 Hierarquia mKdV

Dadas as combinações {ŝl2, Qp, E = 1
2
(E0

α+E
1
−α), a = 1, b = 0 ou b = 1, c = 0}, a

partir da definição (2.64), obtemos a hierarquia mKdV com condições de contorno
nula (b = 0) e constante não nula (b = 1). Também olhamos para o gauge (2.69),
com c ̸= 0, em busca de hierarquias equivalentes a hierarquia mKdV.

1Veja o apêndice A

20
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3.1.1 Hierarquia mKdV

Considere a álgebra de Kac-Moody Ĝ = ŝl2 com gradação principal. Neste
caso, o operador de gradação é dado por

Qp =
1

2
H0 + 2ζ

d

dζ
, (3.1)

onde ζ é um parâmentro espectral, e decompõe os geradores da álgebraHk = ζkH0,
Ek
α = ζkE0

α e Ek
−α = ζkE0

−α da seguinte maneira

G(2k) =
{
Hk
}
, G(2k+1) =

{
Ek
α, E

k+1
−α
}
, k ∈ Z. (3.2)

Escolhendo E = E(1) ≡ 1
2
(E0

α + E1
−α) temos os subespaços

K =
{
Ek
α + Ek+1

−α
}
, M =

{
Ek
α − Ek+1

−α , H
k
}
. (3.3)

Para esta estrutura algébrica, podemos contruir duas hierarquias integráveis,
a primeira com a = 1 e b = 0 onde os modelos admitem vácuo nulo e outra
hierarquia com a = 1 e b = 1 onde os modelos admitem vácuo constante não
nulo. Todos esses modelos possuem apenas um campo v = v(x, tm) contindo em
A

(0)
1 = vH0. Isso ficará mais claro, no que segue.

Os modelos integráveis em questão são construídos a partir da definição (2.64)
com a = 1, o que resulta na projeção

Ax,mKdV = E(1) + bε
(0)
1 −

[
θ(−1), E(1)

]
. (3.4)

Devido a (3.2), definimos

θ(−1) = χ−1E
−1
α + ψ−1E

0
−α (3.5)

e
ε
(0)
1 = α0,1H

0, (3.6)

onde α0,1 é uma constante e os coeficientes χ−1 e ψ−1 são funções que dependem
de x e tm. Substituindo (3.6) e (3.5) em (3.4), encontramos

Ax,mKdV =
1

2

(
E0
α + E1

−α
)
+

1

2
(2bα0,1 − χ−1 + ψ−1)H

0. (3.7)
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Definindo a função v = bv0 +
1
2
(ψ−1 − χ−1) com v0 = α0,1, sendo que v = v(x, tm) é

o campo das hierarquias. Substituindo α0,1 = v0 e χ−1 = ψ−1 − 2v + 2bv0 em (3.7),
obtemos o Lax espacial

Ax,mKdV =
1

2

(
E0
α + E1

−α
)
+ vH0. (3.8)

Da equação (2.62), definindo B = e(ϕ+bv0x)H
0 onde o coeficiente ϕ é uma função

de x e tm, temos também a condição adicional

(∂xB)B−1 =
[
θ(−1), E(1)

]
→ ϕx = −v. (3.9)

Essa função ϕ está relacionada com os fluxos negativos da teoria.
Note que para hierarquia com b = 0 existem somente os fluxos temporais

ímpares, uma vez que, as condições de comutação

[Ex, E±M ] =
[
E(1), ε

(±M)
±M

]
= 0 (3.10)

implicam que existem E±M diferentes de zero apenas para valores ímpares de M ,
isto é,

E1 =
1

2

(
E0
α + E1

−α
)
,

E−1 = β−1,−1

(
E−1
α + E0

−α
)
,

E2 = 0,

E−2 = 0,

E3 = β3,3
(
E1
α + E2

−α
)
,

E−3 = β−3,−3

(
E−2
α + E−1

−α
)
,

E4 = 0,

E−4 = 0,

E5 = β5,5
(
E2
α + E3

−α
)
,

E−5 = β−5,−5

(
E−3
α + E−2

−α
)
.

(3.11)

E por aí vai, sendo que β−1,−1, β3,3, β−3,−3, β5,5 e β−5,−5 são constantes diferentes
de zero. Agora, para hierarquia com b = 1, existem os fluxos temporais positivos
ímpares e negativos pares, dado que as condições de comutação

[Ex, EM ] =
[
E(1) + v0H

0, ε
(M)
M + ε

(M−1)
M + · · ·+ ε

(0)
M

]
= 0 (3.12)
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e
[Ex, E−M ] =

[
E(1) + v0H

0, ε
(−M)
−M + ε

(−M+1)
−M + · · ·+ ε

(−1)
−M

]
= 0 (3.13)

resultam em

E1 =
1

2

(
E0
α + E1

−α + 2v0H
0
)
,

E−1 = 0,

E2 = 0,

E−2 = β−1,−2ζ
−1
(
E0
α + E1

−α + 2v0H
0
)
,

E3 = (β3,3ζ + β1,3)
(
E0
α + E1

−α + 2v0H
0
)
,

E−3 = 0,

E4 = 0,

E−4 =
(
β−3,−4ζ

−2 + β−1,−4ζ
−1
) (
E0
α + E1

−α + 2v0H
0
)
,

E5 =
(
β5,5ζ

2 + β3,5ζ + β1,5
) (
E0
α + E1

−α + 2v0H
0
)
,

E−5 = 0.

(3.14)

E por aí vai, sendo que β−1,−2 ̸= 0, β3,3 ̸= 0, β1,3, β−3,−4 ̸= 0, β−1,−4, β5,5 ̸= 0, β3,5
e β1,5 são constantes. Os fluxos temporais negativos pares da hierarquia mKdV
foram considerados pela primeira vez em [8].

A equação de movimento para cada fluxo é obtida através a equação de curva-
tura nula (2.67), onde

A
(2i)
M = a2i,MH

i, (3.15)

A
(−2i)
−M = a−2i,−MH

−i, (3.16)

A
(2i+1)
M = b2i+1,ME

i
α + c2i+1,ME

i+1
−α (3.17)

e
A

(−2i−1)
−M = b−2i−1,−ME

−i−1
α + c−2i−1,−ME

−i
−α (3.18)

com M ∈ Z∗
+ e i ∈ Z+. Os coeficientes a±2i,±M , b±2i±1,±M e c±2i±1,±M são funcionais

do campo v. Abaixo, resolvendo a equação de curvatura nula, são determinados
os operadores de Lax temporais e as respectivas equações de movimentos para os
primeiros fluxos temporais da teoria.
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Fluxos temporais positivos ímpares

Substituindo o Lax (3.8) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos ímpares[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,DtM + A

(M)
M + A

(M−1)
M + · · ·+ A

(0)
M

]
= 0 (3.19)

onde M = 2j + 1 com j ∈ Z+. Sendo que E(1) = 1
2
(E0

α + E1
−α) e A(0)

1 = vH0.
Decompondo este resultado grau a grau, encontramos[

E(1), A
(2j+1)
2j+1

]
= 0,

∂xA
(2j+1)
2j+1 +

[
E(1), A

(2j)
2j+1

]
+
[
A

(0)
1 , A

(2j+1)
2j+1

]
= 0,

∂xA
(2j)
2j+1 +

[
E(1), A

(2j−1)
2j+1

]
+
[
A

(0)
1 , A

(2j)
2j+1

]
= 0,

...

∂xA
(1)
2j+1 +

[
E(1), A

(0)
2j+1

]
+
[
A

(0)
1 , A

(1)
2j+1

]
= 0,

∂xA
(0)
2j+1 − ∂t2j+1

A
(0)
1 +

[
A

(0)
1 , A

(0)
2j+1

]
= 0.

(3.20)

Para cada j, a equação de grau 2j+2 determina os coeficientes b2j+1,2j+1 e c2j+1,2j+1,
depois substituindo b2j+1,2j+1 e c2j+1,2j+1 na equação de grau 2j + 1 obtemos o
coeficiente a2j,2j+1, da equação de grau 2j obtemos os coeficientes b2j−1,2j+1 e
c2j−1,2j+1, e assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax At2j+1

=

A
(2j+1)
2j+1 + A

(2j)
2j+1 + · · · + A

(0)
2j+1. A equação de movimento para o campo v é dada

pela equação de grau zero.
Resolvendo (3.19) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para j = 0:

At1,mKdV =
1

2

(
E0
α + E1

−α
)
+ vH0, (3.21)

para j = 1:

At3,mKdV =
1

2

(
E1
α + E2

−α
)
+ vH1 +

(
vx − v2

)
E0
α −

(
vx + v2

)
E1

−α+

+
(
vxx − 2v3

)
H0,

(3.22)
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para j = 2:

At5,mKdV =
1

2

(
E2
α + E3

−α
)
+ vH2 +

(
vx − v2

)
E1
α −

(
vx + v2

)
E2

−α+

+
(
vxx − 2v3

)
H1 +

[
v3x − 2vvxx + vx

(
vx − 6v2

)
+ 3v4

]
E0
α+

−
[
v3x + 2vvxx − vx

(
vx + 6v2

)
− 3v4

]
E1

−α+

+
[
v4x − 2v

(
5vvxx + 5v2x − 3v4

)]
H0,

(3.23)

o que resulta nas equações de movimento para os primeiros fluxos temporais
positivos da teoria

vt1 = vx, (3.24)

vt3 = v3x − 6v2vx, (3.25)

vt5 = v5x − 10v2v3x − 10vx
(
4vv2x + v2x − 3v4

)
. (3.26)

A equação (3.25) é a conhecida equação mKdV. Como esperado, as equações de
movimento acima admitem soluções tanto do tipo vácuo nulo v = 0 e quanto do
tipo vácuo constante não nulo v = v0 ̸= 0.

Fluxos temporais negativos ímpares

Substituindo o Lax (3.8) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais negativos ímpares[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,Dt−M

+ A
(−M)
−M + A

(−M+1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M

]
= 0 (3.27)

ondeM = 2j+1 com j ∈ Z+. Decompondo este resultado grau a grau, encontamos

∂xA
(−2j−1)
−2j−1 +

[
A

(0)
1 , A

(−2j−1)
−2j−1

]
= 0,

∂xA
(−2j)
−2j−1 +

[
E(1), A

(−2j−1)
−2j−1

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−2j)
−2j−1

]
= 0,

∂xA
(−2j+1)
−2j−1 +

[
E(1), A

(−2j)
−2j−1

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−2j+1)
−2j−1

]
= 0,

...

∂xA
(−1)
−2j−1 +

[
E(1), A

(−2)
−2j−1

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−1)
−2j−1

]
= 0,

∂t−2j−1
A

(0)
1 −

[
E(1), A

(−1)
−2j−1

]
= 0.

(3.28)
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Para cada j, a equação de grau −2j − 1 determina os coeficientes b−2j−1,−2j−1 e
c−2j−1,−2j−1, depois substituindo b−2j−1,−2j−1 e c−2j−1,−2j−1 na equação de grau −2j

obtemos o coeficiente a−2j,−2j−1, da equação de grau −2j+1 obtemos os coeficientes
b−2j+1,−2j−1 e c−2j+1,−2j−1, e assim sucessivamente até que seja determinado todo
o Lax At−2j−1

= A
(−2j−1)
−2j−1 + A

(−2j)
−2j−1 + · · · + A

(−1)
−2j−1. A equação de movimento do

modelo é dada pela equação de grau zero.
Resolvendo (3.27) para os primeiros fluxos temporais, encontramos os resulta-

dos abaixo. Para j = 0:

At−1,mKdV =
1

2

(
e2ϕE−1

α + e−2ϕE0
−α
)
, (3.29)

para j = 1:

At−3,mKdV =
1

2

(
e2ϕE−2

α + e−2ϕE−1
−α
)
+

1

4

[
∂−1
x

(
e2ϕ − e−2ϕ

)]
H−1+

+
1

4
e2ϕ∂−1

x

[
e−2ϕ∂−1

x

(
e2ϕ − e−2ϕ

)]
E−1
α +

− 1

4
e−2ϕ∂−1

x

[
e2ϕ∂−1

x

(
e2ϕ − e−2ϕ

)]
E0

−α,

(3.30)

onde ϕ = −∂−1
x v. O que resulta nas equações de movimento para os primeiros

fluxos temporais negativos ímpares da teoria:

ϕxt−1 =
1

4

(
e2ϕ − e−2ϕ

)
, (3.31)

ϕxt−3 =
1

8
e2ϕ∂−1

x

[
e−2ϕ∂−1

x

(
e2ϕ − e−2ϕ

)]
+

+
1

8
e−2ϕ∂−1

x

[
e2ϕ∂−1

x

(
e2ϕ − e−2ϕ

)]
.

(3.32)

As equações de movimento acima admitem solução do tipo vácuo nulo v = 0 (ou
seja ϕ = 0). A equação (3.31) é a conhecida equação de sinh-Gordon.

Fluxos temporais negativos pares

Substituindo o Lax (3.8) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais negativos pares[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,Dt−M

+ A
(−M)
−M + A

(−M+1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M

]
= 0, (3.33)
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ondeM = 2j+2 com j ∈ Z+. Decompondo este resultado grau a grau, encontamos

∂xA
(−2j−2)
−2j−2 +

[
A

(0)
1 , A

(−2j−2)
−2j−2

]
= 0,

∂xA
(−2j−1)
−2j−2 +

[
E(1), A

(−2j−2)
−2j−2

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−2j−1)
−2j−2

]
= 0,

∂xA
(−2j)
−2j−2 +

[
E(1), A

(−2j−1)
−2j−2

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−2j)
−2j−2

]
= 0,

...

∂xA
(−1)
−2j−2 +

[
E(1), A

(−2)
−2j−2

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−1)
−2j−2

]
= 0,

∂t−2j−2
A

(0)
1 −

[
E(1), A

(−1)
−2j−2

]
= 0.

(3.34)

Para cada j, a equação de grau −2j − 2 determina os coeficientes a−2j−2,−2j−2,
depois substituindo a−2j−2,−2j−2 na equação de grau −2j − 1 obtemos os coe-
ficientes b−2j−1,−2j−1 e c−2j−1,−2j−1, da equação de grau −2j obtemos o coefici-
ente a−2j,−2j−1, e assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax
At−2j−2

= A
(−2j−2)
−2j−2 + A

(−2j−1)
−2j−2 + · · · + A

(−1)
−2j−2. A equação de movimento do mo-

delo é dada pela equação de grau zero.
Resolvendo (3.33) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para j = 0:

At−2,mKdV =
1

2
H−1 +

1

2
e2ϕ
(
∂−1
x e−2ϕ

)
E−1
α − 1

2
e−2ϕ

(
∂−1
x e2ϕ

)
E0

−α, (3.35)

para j = 1:

At−4,mKdV =
1

2
H−2 +

1

2
e2ϕ
(
∂−1
x e−2ϕ

)
E−2
α − 1

2
e−2ϕ

(
∂−1
x e2ϕ

)
E−1

−α+

+
1

4

(
∂−1
x e2ϕ

) (
∂−1
x e−2ϕ

)
H−1+

+
1

4
e2ϕ∂−1

x

[
e−2ϕ

(
∂−1
x e2ϕ

) (
∂−1
x e−2ϕ

)]
E−1
α +

− 1

4
e−2ϕ∂−1

x

[
e2ϕ
(
∂−1
x e2ϕ

) (
∂−1
x e−2ϕ

)]
E0

−α,

(3.36)

onde ϕ = −∂−1
x v, o que resulta nas equações de movimento para os primeiros

fluxos temporais negativos pares da teoria

ϕxt−2 =
1

4
e2ϕ∂−1

x e−2ϕ +
1

4
e−2ϕ∂−1

x e2ϕ, (3.37)
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ϕxt−4 =
1

8
e2ϕ∂−1

x

[
e−2ϕ

(
∂−1
x e2ϕ

) (
∂−1
x e−2ϕ

)]
+

+
1

8
e−2ϕ∂−1

x

[
e2ϕ
(
∂−1
x e2ϕ

) (
∂−1
x e−2ϕ

)]
.

(3.38)

As equações de movimento acima admitem solução do tipo vácuo constante não
nulo v = v0 ̸= 0 (ou seja ϕ = −v0x).

3.1.2 Hierarquias equivalentes

Hierarquias equivalentes a hierarquia mKdV podem ser encontradas a partir
da transformação de gauge

Ãx,mKdV = B̃Ax,mKdV B̃
−1 −

(
∂xB̃

)
B̃−1. (3.39)

Definindo B̃ = e−cφ̃H
0 com φ̃x = −v e substituindo (3.8) em (3.39) chegamos no

Lax
Ãx,mKdV =

1

2

(
e−2cφ̃E0

α + e2cφ̃E1
−α
)
+ (1− c) vH0. (3.40)

O fato do campo da teoria não mudar após o gauge, uma vez que e−cφ̃H0
vH0ecφ̃H

0
=

vH0, implica que os modelos integráveis obtidos a partir do Lax Ãx,mKdV são os
mesmos modelos obtidos do Lax Ax,mKdV independente do valor do parâmetro
c. O par de Lax Ax,mKdV e Atm,mKdV pode até mudar após o gauge (2.58) e (2.59),
mas as equações de movimento de cada fluxo permanecem iguais.

3.2 Hierarquias AKNS e WKI

Dadas as combinações {ŝl2, Qh, E = 1
2
H1, a = 1, b = 0 ou b = 1, c = 0}, a partir

da definição (2.64), obtemos abaixo a hierarquia AKNS com condições de contorno
nula (b = 0) e constante não nula (b = 1). E olhando para o gauge (2.69) com c = 1,
motramos que existe uma equivalência entre a hierarquia WKI e a hierarquia
AKNS com condições de contorno nula.

3.2.1 Hierarquia AKNS

Considere a álgebra de Kac-Moody Ĝ = ŝl2 com gradação homogênea. Neste
caso, o operador de gradação é dado por

Qh = λ
d

dλ
, (3.41)
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onde λ é um parâmentro espectral, e decompõe os geradores da álgebra Hk =

λkH0, Ek
α = λkE0

α e Ek
−α = λkE0

−α da seguinte maneira

Ĝ(k) =
{
Hk, Ek

α, E
k
−α
}
, (3.42)

com k ∈ Z. Escolhendo E = E(1) ≡ 1
2
H1 obtemos os subespaços

K =
{
Hk
}
, M =

{
Ek
α, E

k
−α
}
. (3.43)

Para esta estrutura algébrica, podemos contruir duas hierarquias integráveis,
a primeira com a = 1 e b = 0 onde os modelos admitem vácuo nulo e outra
hierarquia com a = 1 e b = 1 onde os modelos admitem vácuo constante não nulo.

Os modelos integráveis em questão são construídos a partir do Lax (2.64) com
a = 1, o que resulta na projeção

Ax,AKNS = E(1) + bε
(0)
1 −

[
θ(−1), E(1)

]
. (3.44)

Devido a (3.42), definimos

θ(−1) = φ−1H
−1 + χ−1E

−1
α + ψ−1E

−1
−α (3.45)

e
ε
(0)
1 = α0,1H

0 + β0,1E
0
α + γ0,1E

0
−α, (3.46)

onde α0,1, β0,1 e γ0,1 são constantes e os coeficientes φ−1, χ−1 e ψ−1 são funções que
dependem de x e tm. Substituindo (3.46) e (3.45) em (3.44), encontramos

Ax,AKNS =
1

2
H1 + bα0,1H

0 + (bβ0,1 + χ−1)E
0
α + (bγ0,1 − ψ−1)E

0
−α. (3.47)

Definindo as funções p = bp0 + χ−1 e q = bq0 − ψ−1 com p0 = β0,1 e q0 = γ0,1, sendo
que p = p(x, tm) e q = q(x, tm) são os campos da teoria. Substituindo α0,1 ≡ 0,
β0,1 = p0, γ0,1 = q0, χ−1 = p − bp0 e ψ−1 = −q + bq0 em (3.47), obtemos o Lax
espacial

Ax,AKNS =
1

2
H1 + pE0

α + qE0
−α. (3.48)

As equações de movimento para cada fluxo são obtidas através da equação de
curvatura nula (2.67), onde

A
(i)
M = ai,MH

i + bi,ME
i
α + ci,ME

i
−α (3.49)



Capítulo 3. Hierarquias Integráveis 30

e
A

(−i)
−M = a−i,−MH

−i + b−M,−iE
−i
α + c−i,−ME

−i
−α (3.50)

com M ∈ Z∗
+ e i ∈ Z+. E os coeficientes a±i,±M , b±i,±M e c±i,±M são funcionais dos

campos p e q. Abaixo, resolvendo a equação de curvatura nula, são determinados
os operadores de Lax temporais e as respectivas equações de movimentos para os
primeiros fluxos temporais da teoria.

Fluxos temporais positivos

Substituindo o Lax (3.48) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,DtM + A

(M)
M + A

(M−1)
M + · · ·+ A

(0)
M

]
= 0, (3.51)

sendo que E(1) = 1
2
H1 e A(0)

1 = pE0
α + qE0

−α. Decompondo este resultado grau a
grau, encontramos [

E(1), A
(M)
M

]
= 0,

∂xA
(M)
M +

[
E(1), A

(M−1)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(M)
M

]
= 0,

∂xA
(M−1)
M +

[
E(1), A

(M−2)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(M−1)
M

]
= 0,

...

∂xA
(1)
M +

[
E(1), A

(0)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(1)
M

]
= 0,

∂xA
(0)
M − ∂tMA

(0)
1 +

[
A

(0)
1 , A

(0)
M

]
= 0.

(3.52)

Para cada M , a equação de grau M + 1 determina os coeficientes bM,M e cM,M ,
depois substituindo bM,M e cM,M na equação de grau M obtemos os coeficientes
aM,M , bM−1,M e cM−1,M , da equação de grau M − 1 obtemos os coeficientes aM−1,M ,
bM−2,M e cM−2,M , e assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax
AtM = A

(M)
M + A

(M−1)
M + · · ·+ A

(0)
M . As equações de movimento para os campos p e

q são dadas pela equação de grau zero.
Resolvendo (3.51) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para M = 1:

At1,AKNS =
1

2
H1 + pE0

α + qE0
−α, (3.53)
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para M = 2:

At2,AKNS =
1

2
H2 + pE1

α + qE1
−α − (pq − bp0q0)H

0 − pxE
0
α + qxE

0
−α, (3.54)

para M = 3:

At3,AKNS =
1

2
H3 + pE2

α + qE2
−α − pqH1 − pxE

1
α + qxE

1
−α+

+ (pxq − pqx)H
0 +

(
pxx − 2p2q

)
E0
α +

(
qxx − 2pq2

)
E0

−α,
(3.55)

o que resulta nas equações de movimento para os primeiros fluxos temporais
positivos da teoria

pt1 = px, (3.56)

qt1 = qx, (3.57)

pt2 = −pxx + 2p (pq − bp0q0) , (3.58)

qt2 = qxx − 2q (pq − bp0q0) , (3.59)

pt3 = p3x − 6pqpx, (3.60)

qt3 = q3x − 6pqqx. (3.61)

As equações de movimento acima admitem tanto solução do tipo vácuo nulo b = 0,
p = 0 e q = 0 quanto solução do tipo vácuo não nulo b = 1, p = p0 ̸= 0 e q = q0 ̸= 0.

Fluxos temporais negativos

Substituindo o Lax (3.48) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais negativos[

Dx + E(1) + A
(0)
1 ,Dt−M

+ A
(−M)
−M + A

(−M−1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M

]
= 0. (3.62)

Note que para hierarquia com b = 1 não existe o fluxo temporal t−1, dado que a
condição de comutação

[Ex, E−M ] =
[
E(1) + p0E

0
α + q0E

0
−α, ε

(−M)
−M + ε

(−M+1)
−M + · · ·+ ε

(−1)
−M

]
= 0 (3.63)

implica que existem E−M diferentes de zero apenas para M > 1.
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Para M = 1, separando a curvatura nula (3.62) grau a grau, encontramos

∂xA
(−1)
−1 +

[
A

(0)
1 , A

(−1)
−1

]
= 0, (3.64)

∂t−1A
(0)
1 −

[
E(1), A

(−1)
−M

]
= 0. (3.65)

Da equação (2.62), temos a condição adicional

A
(0)
1 = −BxB

−1. (3.66)

Assumindo B ≡ eχ̄e
−φE0

−αeφH
0
eψ̄e

−φE0
α , sendo que os coeficientes χ̄, φ e ψ̄ são

funções de x e t−M , chegamos em

A
(0)
1 = − ψ̄xe

φ

1 + χ̄ψ̄
E0
α − χ̄xe

−φE0
−α. (3.67)

Substituindo (3.66) na equação (3.64) de grau −1, temos a solução:

A
(−1)
−1 =

1

2
BH−1B−1

=
1

2

(
1 + 2χ̄ψ̄

)
H−1 − ψ̄eφE−1

α + χ̄e−φ
(
1 + χ̄ψ̄

)
E−1

−α,
(3.68)

e a equação (3.65) de grau zero resulta nas equações de movimento do modelo

∂t−1

(
BxB

−1
)
+

1

4

[
H1, BH−1B−1

]
= 0, (3.69)

∂x
(
B−1Bt−1

)
− 1

4

[
H1, BH−1B−1

]
= 0. (3.70)

Para obter a primeira equação (3.69) basta substituir (3.66) e (3.68) em (3.65). A
segunda equação (3.70) foi obtida a partir da primeira, expandindo-a e conju-
gando o resultado no formato B−1 (· · · )B. Estas equações implicam nos vínculos
adicionais:

Tr
(
BxB

−1H0
)
= 0 → φx =

χ̄ψ̄x
1 + χ̄ψ̄

(3.71)

Tr
(
B−1Bt−1H

0
)
= 0 → φt−1 =

ψ̄χ̄t−1

1 + χ̄ψ̄
(3.72)

Usando esses vínculos e substituindo o par de Lax (3.67) e (3.68) na equação (3.69),
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chegamos nas equações de movimento do modelo relativístico Lund-Regge [18]

∂t−1

(
ψ̄x

1 + χ̄ψ̄

)
+

ψ̄ψ̄xχ̄t−1(
1 + χ̄ψ̄

)2 − ψ̄ = 0, (3.73)

∂t−1

(
χ̄x

1 + χ̄ψ̄

)
+

χ̄χ̄xψ̄t−1(
1 + χ̄ψ̄

)2 − χ̄ = 0. (3.74)

3.2.2 Hierarquias equivalentes

Hierarquias equivalentes a hierarquia AKNS podem ser encontradas a partir
da transformação de gauge (2.69). Para o caso em que c = 1 e b = 0, o gauge é
dado por

Ax,WKI = B̃

(
1

2
H1 + χ−1E

0
α − ψ−1E

0
−α

)
B̃−1 −

(
∂xB̃

)
B̃−1. (3.75)

Assumindo B̃ = B−1 com B ≡ eχE
0
−αeφH

0
eψE

0
α , da equação (2.62), temos

(∂xB)B−1 =
[
θ(−1), E(1)

]
, (3.76)

o que leva nas condições adicionais

χ−1 = −ψxe2φ, ψ−1 = χx + χ2ψxe
2φ, φx = χψxe

2φ. (3.77)

Substituindo as relações acima em (3.75), chegamos no Lax

Ax,WKI =
1

2

(
1 + 2χψe2φ

)
H1 +

(
1 + χψe2φ

)
ψE1

α − χe2φE1
−α. (3.78)

Fazendo a transformação de Bäcklund recíproca proposta em [19, 20], podemos
redefinir o Lax (3.78), obtendo:

A′
x,WKI =

1

2
H1 +

ψ + χψ2e2φ

1 + 2χψe2φ
E1
α −

χe2φ

1 + 2χψe2φ
E1

−α

≡1

2
H1 + p̃E1

α + q̃E1
−α.

(3.79)
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Resolvendo a equação de curvatura nula para o fluxo temporal t′2, encontramos as
equações de movimento para os campos p̃ = p̃(x′, t′2) e q̃ = q̃(x′, t′2) iguais a [15]

p̃t′2 = −∂2x′
(

p̃√
1 + 4p̃q̃

)
, (3.80)

q̃t′2 = ∂2x′

(
q̃√

1 + 4p̃q̃

)
. (3.81)

3.3 Hierarquias GI, CLL e KN

Dadas as combinações {ŝl2, Qp, E = 1
2
H1, a = 2, b = 0 ou b = 1, c = 0}, a partir

da definição (2.64), obtemos abaixo a hierarquia GI com condições de contorno
nula (b = 0) e constante não nula (b = 1). Depois, olhando para o gauge (2.69) com
c = 1/2 e c = 1, encontramos as hierarquias CLL e KN, respectivamente.

3.3.1 Hierarquia GI

Considere a álgebra de Kac-Moody Ĝ = ŝl2 com gradação principal. Neste
caso, o operador de gradação é dado por

Qp =
1

2
H0 + 2ζ

d

dζ
, (3.82)

onde ζ é um parâmentro espectral, e decompõe os geradores da álgebraHk = ζkH0,
Ek
α = ζkE0

α e Ek
−α = ζkE0

−α da seguinte maneira

Ĝ(2k) =
{
Hk
}
, Ĝ(2k+1) =

{
Ek
α, E

k+1
−α
}
, k ∈ Z. (3.83)

Escolhendo E = E(2) ≡ 1
2
H1 obtemos os subespaços

K =
{
Hk
}
, M =

{
Ek
α, E

k
−α
}
. (3.84)

Para esta estrutura algébrica, podemos contruir duas hierarquias integráveis,
a primeira com a = 2 e b = 0 onde os modelos admitem vácuo nulo e outra
hierarquia com a = 2 e b = 1 onde os modelos admitem vácuo constante não nulo.

Os modelos integráveis em questão são construídos a partir da definição (2.64)
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com a = 2, o que resulta na projeção

Ax,GI = E(2) + bε
(1)
1 + bε

(0)
1 +

−
[
θ(−1), E(2)

]
− b
[
θ(−1), ε

(1)
1

]
−
[
θ(−2), E(2)

]
+

+
1

2

[
θ(−1),

[
θ(−1), E(2)

]]
.

(3.85)

Devido a (3.83), definimos
θ(−2) = φ−2H

−1, (3.86)

θ(−1) = χ−1E
−1
α + ψ−1E

0
−α, (3.87)

ε
(0)
1 = α0,1H

0 (3.88)

e
ε
(1)
1 = β1,1E

0
α + γ1,1E

1
−α, (3.89)

onde α0,1, β1,1 e γ1,1 são constantes e os coeficientes φ−2, χ−1 e ψ−1 são funções
que dependem de x e tm. Substituindo (3.86), (3.87), (3.88) e (3.89) em (3.85),
encontramos

Ax,GI =
1

2
H1 + (bβ1,1 + χ−1)E

0
α + (bγ1,1 − ψ−1)E

1
−α+

+ [bα0,1 − bγ1,1χ−1 + (bβ1,1 + χ−1)ψ−1]H
0.

(3.90)

Definindo as funções r = br0 + χ−1 e s = bs0 − ψ−1 com r0 = β1,1 e s0 = γ1,1. E
substituindo α0,1 ≡ −br0s0, β1,1 = r0, γ1,1 = s0, χ−1 = r − br0 e ψ−1 = −s+ bs0 em
(3.90), obtemos o Lax espacial [21]

Ax,GI =
1

2
H1 + rE0

α + sE1
−α − rsH0, (3.91)

sendo que r = r(x, tm) e s = s(x, tm) são os campos da teoria. Definindo B =

e(ϕ−br0s0x)H
0 onde o coeficiente ϕ é uma função de x e tm, da equação (2.62), temos

(∂xB)B−1 = b
[
θ(−1), ε

(1)
1

]
− 1

2

[
θ(−1),

[
θ(−1), E(2)

]]
, (3.92)

o que leva a condição adicional2

ϕx = rs. (3.93)
2Por definição b2 = b.
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Observe que para hierarquia com b = 0 todos os fluxos temporais são permiti-
dos, uma vez que, as condições de comutação

[Ex, E±M ] =
[
E(2), ε

(±2M)
±M

]
= 0 (3.94)

resultam em

EM = α2M,MH
M e E−M = α−2M,−MH

−M . (3.95)

Sendo que α2M,M e α−2M,−M são constantes diferentes de zero, com α2,1 = 1/2 .
Agora, para hierarquia com b = 1, não existe o fluxo temporal t−1, dado que as
condições de comutação

[Ex, EM ] =
[
E(2) + r0E

0
α + s0E

1
−α − r0s0H

0, ε
(2M)
M + · · ·+ ε

(0)
M

]
= 0 (3.96)

e

[Ex, E−M ] =
[
E(2) + r0E

0
α + s0E

1
−α − r0s0H

0, ε
(−2M)
−M + · · ·+ ε

(−1)
−M

]
= 0 (3.97)

resultam em

E1 =
1

2
H1 + r0E

0
α + s0E

1
−α − r0s0H

0,

E−1 = 0,

E2 = 2 (α4,2 (ζ + 2r0s0) + α2,2) E1,

E−2 = −α−4,−2

r0s0
ζ−2E1,

E3 = 2
(
α6,3

(
ζ2 + 2r0s0 (ζ + 2r0s0)

)
+ α4,3 (ζ + 2r0s0) + α2,3

)
E1,

E−3 = −
(
α−6,−3 (ζ + 2r0s0)

2r20s
2
0

ζ−3 +
α−4,−3

r0s0
ζ−2

)
E1.

(3.98)

E por aí vai, sendo que α4,2 ̸= 0, α2,2, α−4,−2 ̸= 0, α6,3 ̸= 0, α4,3, α2,3, α−6,−3 ̸= 0 e
α−4,−3 são constantes.

As equações de movimento para cada fluxo são obtidas através da equação de
curvatura nula (2.67), onde

A
(2i)
M = a2i,MH

i, (3.99)

A
(−2i)
−M = a−2i,−MH

−i, (3.100)

A
(2i+1)
M = b2i+1,ME

i
α + c2i+1,ME

i+1
−α (3.101)
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e
A

(−2i−1)
−M = b−2i−1,−ME

−i−1
α + c−2i−1,−ME

−i
−α (3.102)

com M ∈ Z∗
+ e i ∈ Z+. Os coeficientes a±2i,±M , b±2i±1,±M e c±2i±1,±M são funcionais

dos campos r e s. Abaixo, resolvendo a equação de curvatura nula, são determina-
dos os operadores de Lax temporais e as respectivas equações de movimento para
os primeiros fluxos temporais da teoria.

Fluxos temporais positivos

Substituindo o Lax (3.91) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos[

Dx + E(2) + A
(1)
1 + A

(0)
1 ,DtM + A

(2M)
M + A

(2M−1)
M + · · ·+ A

(0)
M

]
= 0, (3.103)

sendo que E(2) = 1
2
H1, A(1)

1 = rE0
α + sE1

−α e A(0)
1 = −rsH0. Decompondo este

resultado grau a grau, obtemos [
E(2), A

(2M)
M

]
= 0,[

E(2), A
(2M−1)
M

]
+
[
A

(1)
1 , A

(2M)
M

]
= 0,

∂xA
(2M)
M +

[
E(2), A

(2M−2)
M

]
+
[
A

(1)
1 , A

(2M−1)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(2M)
M

]
= 0,

...

∂xA
(2)
M +

[
E(2), A

(0)
M

]
+
[
A

(1)
1 , A

(1)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(2)
M

]
= 0,

∂xA
(1)
M − ∂tMA

(1)
1 +

[
A

(1)
1 , A

(0)
M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(1)
M

]
= 0,

∂xA
(0)
M − ∂tMA

(0)
1 +

[
A

(0)
1 , A

(0)
M

]
= 0.

(3.104)

Para cada M , a equação de grau 2M + 1 determina os coeficientes b2M−1,M e
c2M−1,M , depois substituindo b2M−1,M e c2M−1,M na equação de grau 2M obtemos
o coeficiente a2M,M , e assim sucessivamente até que seja determinado todo o Lax
AtM = A

(2M)
M + A

(2M−1)
M + · · ·+ A

(0)
M . As equações de movimento para os campos r

e s são dadas pela equação de grau 1.
Resolvendo (3.103) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para M = 1:

At1,GI =
1

2
H1 + rE0

α + sE1
−α − rsH0, (3.105)
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para M = 2: 3

At2,GI =
1

2
H2 + rE1

α + sE2
−α − rsH1 − rxE

0
α + sxE

1
−α+

−
(
rsx − rxs+ r2s2 − br20s

2
0

)
H0,

(3.106)

para M = 3:

At3,GI =
1

2
H3 + rE2

α + sE3
−α − rsH2 − rxE

1
α + sxE

2
−α+

−
(
rsx − srx + r2s2

)
H1 +

[
rxx − 2r2

(
sx + rs2

)]
E0
α+

+
[
sxx + 2s2

(
rx − r2s

)]
E1

−α+

−
(
rsxx + rxxs− rxsx − 2r3s3

)
H0,

(3.107)

o que resulta nas equações de movimento para os primeiros fluxos temporais
positivos da teoria

rt1 = rx, (3.108)

st1 = sx, (3.109)

rt2 = −rxx + 2r
(
r2s2 − br20s

2
0 + rsx

)
, (3.110)

st2 = sxx − 2s
(
r2s2 − br20s

2
0 − rxs

)
, (3.111)

rt3 = r3x − 6rrx
(
rs2 + sx

)
, (3.112)

st3 = s3x − 6ssx
(
r2s− rx

)
. (3.113)

Note que as equações de movimento acima admitem tanto solução do tipo vácuo
nulo b = 0, r = 0 e s = 0 quanto solução do tipo vácuo constante não nulo b = 1,
r = r0 ̸= 0 e s = s0 ̸= 0.

Fluxos temporais negativos

Substituindo o Lax (3.91) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais negativos[

Dx + E(2) + A
(1)
1 + A

(0)
1 ,Dt−M

+ A
(−2M)
−M + A

(−2M+1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M

]
= 0. (3.114)

3O termo constante em (3.106) é fixado por uma escolha de constantes de integração, veja o
apêndice C.
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Decompondo este resultado grau a grau, obtemos

∂xA
(−2M)
−M +

[
A

(0)
1 , A

(−2M)
−M

]
= 0,

∂xA
(−2M+1)
−M +

[
A

(1)
1 , A

(−2M)
−M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−2M+1)
−M

]
= 0,

∂xA
(−2M+2)
−M +

[
E(2), A

(−2M)
−M

]
+
[
A

(1)
1 , A

(−2M+1)
−M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−2M+2)
−M

]
= 0,

...

∂xA
(−1)
−M +

[
E(2), A

(−3)
−M

]
+
[
A

(1)
1 , A

(−2)
−M

]
+
[
A

(0)
1 , A

(−1)
−M

]
= 0,

∂t−M
A

(0)
1 −

[
E(2), A

(−2)
−M

]
−
[
A

(1)
1 , A

(−1)
−M

]
= 0,

∂t−M
A

(1)
1 −

[
E(2), A

(−1)
−M

]
= 0.

(3.115)

Para cada M , a equação de grau −2M determina o coeficiente a−2M,−M , de-
pois substituindo a−2M,−M na equação de grau −2M + 1 obtemos os coeficientes
b−2M+1,−M e c−2M+1,−M , e assim sucessivamente até que seja determinado todo o
Lax At−M

= A
(−2M)
−M + A

(−2M+1)
−M + · · ·+ A

(−1)
−M . As equações de movimento para os

campos r e s são dadas pela equação de grau 1.
Resolvendo (3.114) para os primeiros fluxos, encontramos os resultados abaixo.

Para M = 1:

At−1,GI =
1

2
H−1 + e2ϕRE−1

α − e−2ϕSE0
−α, (3.116)

para M = 2:

At−2,GI =
1

2
H−2 + e2ϕRE−2

α − e−2ϕSE−1
−α +RSH−1+

− e2ϕ∂−1
x

(
R− S∂xR

2
)
E−1
α − e−2ϕ∂−1

x

(
S +R∂xS

2
)
E0

−α,
(3.117)

sendo que R e S são iguais a

R ≡ R (x, t−M) ≡ ∂−1
x

(
re−2ϕ

)
(3.118)

e
S ≡ S (x, t−M) ≡ ∂−1

x

(
se2ϕ

)
(3.119)

com ϕ = ∂−1
x (rs). Vale dizer que definimos as integraisR e S para expressarAt−1,GI

e At−2,GI de maneira compacta, não é uma mudança de variável. As equações de
movimento para os primeiros fluxos temporais negativos da teoria são dadas por:

rt−1 = e2ϕ∂−1
x

(
re−2ϕ

)
, (3.120)
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st−1 = e−2ϕ∂−1
x

(
se2ϕ

)
, (3.121)

rt−2 = −e2ϕ∂−1
x

[
∂−1
x

(
re−2ϕ

)
− 2re−2ϕ∂−1

x

(
re−2ϕ

)
∂−1
x

(
se2ϕ

)]
, (3.122)

st−2 = e−2ϕ∂−1
x

[
∂−1
x

(
se2ϕ

)
+ 2se2ϕ∂−1

x

(
re−2ϕ

)
∂−1
x

(
se2ϕ

)]
, (3.123)

e admitem solução do tipo vácuo nulo r = 0 e s = 0. E as equações (3.122) e
(3.123) também admitem solução do tipo vácuo constante não nulo r = r0 ̸= 0 e
s = s0 ̸= 0.

3.3.2 Hierarquias equivalentes

Hierarquias equivalentes a hierarquia GI podem ser encontradas a partir da
transformação de gauge

Ãx,c = B̃Ax,GIB̃
−1 −

(
∂xB̃

)
B̃−1. (3.124)

Definindo B̃ = e−cφ̃H
0 com φ̃x = rs, substituindo (3.91) em (3.124), e redefinindo

r̃ = re−2cφ̃ e s̃ = se2cφ̃, chegamos no Lax

Ãx,c =
1

2
H1 + r̃E0

α + s̃E1
−α − (1− c) r̃s̃H0 (3.125)

onde r̃ = r̃(x, tm) e s̃ = s̃(x, tm) são os campos da teoria. Para c = 0 temos que
r̃ → r e s̃ → s, e recuperamos os resultados da subseção 3.3.1. No que segue,
vamos olhar para as equações de movimento do caso geral.

Fluxos temporais positivos

Substituindo o Lax (3.125) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais positivos[

Dx + E(2) + Ã
(1)
1 + Ã

(0)
1 ,DtM + Ã

(2M)
M + Ã

(2M−1)
M + · · ·+ Ã

(0)
M

]
= 0. (3.126)

Resolvendo esta equação para os primeiros fluxos, encontramos os resultados
abaixo. Para M = 1:

Ãt1,c =
1

2
H1 + r̃E0

α + s̃E1
−α − (1− c) r̃s̃H0, (3.127)
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para M = 2:

Ãt2,c =
1

2
H2 + r̃E1

α + s̃E2
−α − r̃s̃H1 −

(
r̃x + 2cr̃2s̃

)
E0
α+

+
(
s̃x − 2cr̃s̃2

)
E1

−α − (1− c) [r̃s̃x − s̃r̃x +

+(1− 4c) r̃2s̃2 − (1− 2c)br̃20s̃
2
0

]
H0,

(3.128)

para M = 3:

Ãt3,c =
1

2
H3 + r̃E2

α + s̃E3
−α − r̃s̃H2 −

(
r̃x + 2cr̃2s̃

)
E1
α+

+
(
s̃x − 2cr̃s̃2

)
E2

−α −
[
r̃s̃x − r̃xs̃+ (1− 4c)r̃2s̃2

]
H1+

+
{
r̃xx + 2r̃

[
3cr̃xs̃− (1− c)r̃s̃x − (1− 2c(1 + c))r̃2s̃2

]}
E0
α+

+
{
s̃xx − 2s̃

[
3cr̃s̃x − (1− c)r̃xs̃+ (1− 2c(1 + c))r̃2s̃2

]}
E1

−α+

− (1− c) [r̃xxs̃+ r̃s̃xx − r̃xs̃x + 6cr̃s̃ (r̃xs̃− r̃s̃x) +

−2(1− 6c2)r̃3s̃3 + 4(1− 2c)cbr̃30s̃
3
0

]
H0,

(3.129)

o que resulta nas equações de movimento para os primeiros fluxos temporais
positivos da teoria

r̃t1 = r̃x, (3.130)

s̃t1 = s̃x, (3.131)

r̃t2 = −r̃xx + 2 (1− c) (1− 2c) r̃
(
r̃2s̃2 − br̃20s̃

2
0

)
+

+ 2 (1− c) r̃2s̃x − 2c∂x
(
r̃2s̃
)
,

(3.132)

s̃t2 = s̃xx − 2 (1− c) (1− 2c) s̃
(
r̃2s̃2 − br̃20s̃

2
0

)
+

+ 2 (1− c) s̃2r̃x − 2c∂x
(
r̃s̃2
)
,

(3.133)

r̃t3 = r̃3x − 8c (1− c) (1− 2c) r̃
(
r̃3s̃3 − br̃30s̃

3
0

)
− 6 (1− c) (1− 4c) r̃2s̃2r̃x+

− 6 (1− c) r̃r̃xs̃x − 6c∂x
[
(1− 2c) r̃3s̃2 − r̃s̃r̃x

]
,

(3.134)

s̃t3 = s̃3x + 8c (1− c) (1− 2c) s̃
(
r̃3s̃3 − br̃30s̃

3
0

)
− 6 (1− c) (1− 4c) r̃2s̃2s̃x+

+ 6 (1− c) s̃r̃xs̃x − 6c∂x
[
(1− 2c) r̃2s̃3 + r̃s̃s̃x

]
.

(3.135)

As equações de movimento acima admitem tanto solução do tipo vácuo nulo b = 0,
r̃ = 0 e s̃ = 0 quanto solução do tipo vácuo constante não nulo b = 1, r̃ = r̃0 ̸= 0 e
s̃ = s̃0 ̸= 0.
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Fluxos temporais negativos

Substituindo o Lax (3.125) na equação de curvatura nula, obtemos para fluxos
temporais negativos[

Dx + E(2) + Ã
(1)
1 + Ã

(0)
1 ,Dt−M

+ Ã
(−2M)
−M + Ã

(−2M+1)
−M + · · ·+ Ã

(0)
−M

]
= 0. (3.136)

Resolvendo esta equação para os primeiros fluxos, encontramos os resultados
abaixo. Para M = 1:

Ãt−1,c =
1

2
H−1 + R̃e2(1−c)φ̃E−1

α − S̃e−2(1−c)φ̃E0
−α + cR̃S̃H0, (3.137)

para M = 2:

Ãt−2,c =
1

2
H−2 + R̃e2(1−c)φ̃E−2

α − S̃e−2(1−c)φ̃E−1
−α + R̃S̃H−1+

− e2(1−c)φ̃∂−1
x

(
R̃− S̃∂xR̃

2
)
E−1
α − e−2(1−c)φ̃∂−1

x

(
S̃ + R̃∂xS̃

2
)
E0

−α+

− c
[
R̃2S̃2 − R̃∂−1

x

(
S̃ + R̃∂xS̃

2
)
+ S̃∂−1

x

(
R̃− S̃∂xR̃

2
)]
H0,

(3.138)

sendo que R̃ e S̃ são iguais a

R̃ ≡ R̃ (x, t−M) ≡ ∂−1
x

(
r̃e−2(1−c)φ̃) (3.139)

e
S̃ ≡ S̃ (x, t−M) ≡ ∂−1

x

(
s̃e2(1−c)φ̃

)
(3.140)

com φ̃ = ∂−1
x (r̃s̃). As equações de movimento para os primeiros fluxos temporais

negativos da teoria são dadas por:

r̃t−1 = R̃e2(1−c)φ̃ − 2cr̃R̃S̃, (3.141)

s̃t−1 = S̃e−2(1−c)φ̃ + 2cs̃R̃S̃, (3.142)

r̃t−2 = −e2(1−c)φ̃∂−1
x

(
R̃− S̃∂xR̃

2
)
+

+ 2cr̃
[
R̃2S̃2 − R̃∂−1

x

(
S̃ + R̃∂xS̃

2
)
+ S̃∂−1

x

(
R̃− S̃∂xR̃

2
)]
,

(3.143)

s̃t−2 = e−2(1−c)φ̃∂−1
x

(
S̃ + R̃∂xS̃

2
)
+

− 2cs̃
[
R̃2S̃2 − R̃∂−1

x

(
S̃ + R̃∂xS̃

2
)
+ S̃∂−1

x

(
R̃− S̃∂xR̃

2
)]
.

(3.144)
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Estas equações admitem solução do tipo vácuo nulo r̃ = 0, s̃ = 0, R̃ = 0 e S̃ = 0

para qualquer valor de c.
No limite de vácuo constante não nulo, fazemos as seguintes mudanças:

r̃ → r̃0 ̸= 0,

s̃→ s̃0 ̸= 0,

R̃ → − 1

2(1− c)s̃0
e−2(1−c)r̃0s̃0x,

S̃ → 1

2(1− c)r̃0
e2(1−c)r̃0s̃0x.

(3.145)

Considerando este limite nas equações de movimento (3.141) e (3.142), obtemos as
expressões

1− 2c

2(1− c)2s0
= 0 e − 1− 2c

2(1− c)2r0
= 0, (3.146)

e podemos concluir que o fluxo t−1 só admite vácuo constante não nulo para c =
1/2. Já para o fluxo t−2, fazendo as mudanças (3.145) nas equações de movimento
(3.143) e (3.144), obtemos as expressões

− 3(1− 2c)c

8(1− c)2r0s20
= 0 e

3(1− 2c)c

8(1− c)2r20s0
= 0, (3.147)

ou seja, o fluxo t−2 admite vácuo constante não nulo para c = 0 e c = 1/2.
As equações (3.141) e (3.142) com c = 1, considerando r̃ = ∂xR̃ e s̃ = ∂xS̃,

resultam no modelo relativístico Mikhailov [9, 22]

∂t−1∂xR̃ = R̃− 2R̃S̃∂xR̃, (3.148)

∂t−1∂xS̃ = S̃ + 2R̃S̃∂xS̃. (3.149)

Hierarquia CLL

Para c = 1/2 temos que r̃ → r′ = re−φ̃, s̃ → s′ = seφ̃, por simplicidade
redefinimos r′ ≡ r e s′ ≡ s, e o Lax (3.125) se reduz a

Ax,CLL =
1

2
H1 + rE0

α + sE1
−α −

1

2
rsH0. (3.150)

Este Lax é conhecido e está relacionado com a hierarquia CLL [23].
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As equações de movimento para os primeiros fluxos da teoria são:

rt1 = rx, (3.151)

st1 = sx, (3.152)

rt2 = −rxx − 2rsrx, (3.153)

st2 = sxx − 2rssx, (3.154)

rt3 = r3x + 3r2s2rx + 3s∂x (rrx) , (3.155)

st3 = s3x + 3r2s2sx − 3r∂x (ssx) , (3.156)

rt−1 =
[
e∂

−1
x (rs) − r∂−1

x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
∂−1
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
, (3.157)

st−1 =
[
e−∂

−1
x (rs) + s∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)]
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)
, (3.158)

rt−2 = −
[
e∂

−1
x (rs) − r∂−1

x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
∂−2
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
+

+ r
[
∂−1
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)]2 [
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]2
+

− r∂−1
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−2
x

(
se∂

−1
x (rs)

)
+

+ 2e∂
−1
x (rs)∂−1

x

[
re−∂

−1
x (rs)∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
+

− 2r∂−1
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

[
se∂

−1
x (rs)∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
+

− 2r∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

[
re−∂

−1
x (rs)∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
,

(3.159)

st−2 =
[
e−∂

−1
x (rs) + s∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)]
∂−2
x

(
se∂

−1
x (rs)

)
+

− s
[
∂−1
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)]2 [
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]2
+

− s∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)
∂−2
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
+

+ 2e−∂
−1
x (rs)∂−1

x

[
se∂

−1
x (rs)∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
+

+ 2s∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

[
re−∂

−1
x (rs)∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
+

+ 2s∂−1
x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

[
se∂

−1
x (rs)∂−1

x

(
re−∂

−1
x (rs)

)
∂−1
x

(
se∂

−1
x (rs)

)]
.

(3.160)
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A hierarquia CLL admite tanto solução do tipo vácuo nulo r = 0 e s = 0 quanto

solução do tipo vácuo não nulo r = r0 ̸= 0 e s = s0 ̸= 0 para as equações acima.
Mas isso não significa que a hierarquia como um todo possue vácuo constante, e
de fato não tem, os fluxos negativos não admitem o vácuo misto r = 0 e s = s0 (ou
r = r0 e s = 0).

Hierarquia KN

Para c = 1 temos que r̃ → r′ = re−2φ̃, s̃ → s′ = se2φ̃, por simplicidade
redefinimos r′ ≡ r e s′ ≡ s, e o Lax (3.125) se reduz a

Ax,KN =
1

2
H1 + rE0

α + sE1
−α. (3.161)

Este Lax é conhecido e está relacionado com a hierarquia KN [24]. Os fluxos
temporais negativos da hierarquia KN foram considerados pela primeira vez em
[9].

As equações de movimento para os primeiros fluxos da teoria são:

rt1 = rx, (3.162)

st1 = sx, (3.163)

rt2 = −rxx − 2∂x
(
r2s
)
, (3.164)

st2 = sxx − 2∂x
(
rs2
)
, (3.165)

rt3 = r3x + 6∂x
(
r3s2 + rsrx

)
, (3.166)

st3 = s3x + 6∂x
(
r2s3 − rssx

)
, (3.167)

rt−1 =
(
1− 2r∂−1

x s
)
∂−1
x r, (3.168)

st−1 =
(
1 + 2s∂−1

x r
)
∂−1
x s, (3.169)
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rt−2 = −
(
1− 2r∂−1

x s
)
∂−2
x r + 2r

[(
∂−1
x r
)2 (

∂−1
x s
)2 − (∂−1

x r
)
∂−2
x s
]
+

+ 2
(
1− 2r∂−1

x s
)
∂−1
x

[
r
(
∂−1
x s
) (
∂−1
x r
)]

+

− 4r
(
∂−1
x r
)
∂−1
x

[
s
(
∂−1
x r
) (
∂−1
x s
)]
,

(3.170)

st−2 =
(
1 + 2s∂−1

x r
)
∂−2
x s− 2s

[(
∂−1
x r
)2 (

∂−1
x s
)2

+
(
∂−1
x s
)
∂−2
x r
]
+

+ 2
(
1 + 2s∂−1

x r
)
∂−1
x

[
s
(
∂−1
x r
) (
∂−1
x s
)]

+

+ 4s
(
∂−1
x s
)
∂−1
x

[
r
(
∂−1
x s
) (
∂−1
x r
)]
.

(3.171)

3.4 Modelo Integrável com a = 3

O modelo integrável classificado por {ŝl2, Qp, E = E(3) ≡ 1
2
(E1

α + E2
−α), a =

3, b = 0, 0 ⩽ c ⩽ 1,m = 3} é construído a partir do Lax espacial dado por

Ãx,c = e−cφ̃H
0
(
e−θ

(−1)

e−θ
(−2) · · ·E(3) · · · eθ(−2)

eθ
(−1)
)
⩾
ecφ̃H

0

+ cφ̃xH
0 (3.172)

o que resulta na projeção

Ãx,c = e−cφ̃H
0

E(3)ecφ̃H
0 −

[
θ(−1), E(3)

]
− e−cφ̃H

0[
θ(−2), E(3)

]
ecφ̃H

0

+

−
[
θ(−3), E(3)

]
+

1

2
e−cφ̃H

0[
θ(−1),

[
θ(−1), E(3)

]]
ecφ̃H

0

+

+
1

2

[
θ(−1),

[
θ(−2), E(3)

]]
− 1

6

[
θ(−1),

[
θ(−1),

[
θ(−1), E(3)

]]]
+ cφ̃xH

0.

(3.173)

Escrevendo os elementos θ(−3), θ(−2) e θ(−1) da seguinte forma θ(−3) = χ−3E
−2
α +

ψ−3E
−1
−α, θ(−2) = φ−2H

−1 e θ(−1) = χ−1E
−1
α +ψ−1E

0
−α, onde os coeficientes χ−3, ψ−3,

φ−2, χ−1 e ψ−1 são funções de x e t3, obtemos

Ãx,c =
1

2

(
e−2cφ̃E1

α + e2cφ̃E2
−α
)
+

1

2
(ψ−1 − χ−1)H

1+

−
(
φ−2 +

1

2
χ−1 (ψ−1 − χ−1)

)
e−2cφ̃E0

α+

+

(
φ−2 −

1

2
ψ−1 (ψ−1 − χ−1)

)
e2cφ̃E1

−α+

+

(
1

3
χ−1ψ−1 (ψ−1 − χ−1)−

1

2
φ−2 (ψ−1 + χ−1)

)
H0+

+
1

2
(ψ−3 − χ−3)H

0 + cφ̃xH
0.

(3.174)
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Definindo as funções v1 = 1
2
(ψ−1 − χ−1), v2 = φ−2 − v1ψ−1 e v3 = 1

2
(ψ−3 − χ−3)−

v2ψ−1 − 1
3
v1(v1 + ψ−1), sendo que v1 = v1(x, t3), v2 = v2(x, t3) e v3 = v3(x, t3) são

os campos do modelo integrável em questão. Considerando φ̃x ≡ −v1v2 − v3,
χ−1 = ψ−1 − 2v1, φ−2 = v2 + v1ψ−1 e χ−3 = −2v3 + ψ−3 − 2v2ψ−1 − 2

3
v1(v1 + ψ−1)

em (3.174), chegamos no Lax espacial do modelo igual a

Ãx =
1

2

(
e−2cφ̃E1

α + e2cφ̃E2
−α
)
+ v1H

1 −
(
2v21 + v2

)
e−2cφ̃E0

α + v2e
2cφ̃E1

−α+

− (1− c) φ̃xH
0.

(3.175)

As equações de movimento do modelo são obtidas resolvendo a equação de
curvatura nula, para o Lax acima encontramos o sistema de equações:

v1,t3 = v1,3x − 6
(
v21 + v2

) (
v21,x +

(
v22 − 2v1v3

)2)− 6∂x
(
v1v

2
3

)
+

− 6v3∂x
(
v41 + 2v21v2

)
+ 2v22∂x

(
v31 + 3v3 + 3v1v2

)
,

(3.176)

v2,t3 = v2,3x + 6 (v1v2 − v3)
(
v21,x +

(
v22 − 2v1v3

)2)− 6v23v2,x+

− 6∂x
(
v21v

3
2 +

(
v22 − 2v1v3

)
v1,x
)
− 12v1v2∂x (v2v3)+

+ 4v21∂x
(
v32 + 3v23

)
+ 6

(
v1,xx + 4v21v2v3

)
v1,x,

(3.177)

v3,t3 = v3,3x − 6
(
v22 + v1v3

) (
v21,x −

(
v22 − 2v1v3

)2)− 6
(
v32 + v23

)
v3,x+

− 6∂x
(
−4v31v

2
3 + 3v21v

2
2v3 − 2v21v3v1,x +

(
v22 − 2v1v3

)
v2,x
)
+

+ 6v1v2∂x
(
v32 − v2v1,x

)
− 6v1,x (v1v2v2,x − ∂x (v1v1,x))+

+ 24v1v3
(
v21,x − v21v3,x

)
+ 3∂x (v1,xv2,x) .

(3.178)

O sistema de equações acima não depende explicitamente do parâmetro c, assim
como no caso da hierarquia mKdV, as equivalências estudadas não mudam as
equações de movimento da teoria. Esse sistema admite a solução de vácuo nulo
v1 = 0, v2 = 0 e v3 = 0, e no limite em que v1 → 0, v2 → 0 e v3 → v se reduz a
equação mKdV

vt3 = v3x − 6v2vx. (3.179)

3.5 Reduções

Entre as hierarquias estudadas neste capítulo, é possível obter reduções imedi-
atas daquelas com dois campos, fazendo o limite em que um dos campos tende ao
vácuo correspondente, como ilustrado a seguir:
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Hierarquias com b = 0 Hierarquias com b = 1

AKNS
(p, q)

CLL
(r, s)

Equação do Calor
Φtm = ∂mx Φ

AKNS
(p, q)

CLL
(r, s)

KdV
(u)

Burgers
(w)

3.5.1 Equação do calor

Partindo da hierarquia AKNS com condições de contorno nula, considerando
p = 0 e q = Φ, temos a redução dada pelo Lax

Ax,Calor =
1

2
H1 + ΦE0

−α, (3.180)

onde Φ = Φ(x, tm) é o campo da redução. As equações de movimento para os
primeiros fluxos da teoria são

Φt1 = Φx, (3.181)

Φt2 = Φxx, (3.182)

Φt3 = Φ3x, (3.183)

Φt−1 = ∂−1
x Φ, (3.184)

Φt−2 = ∂−2
x Φ, (3.185)

Φt−3 = ∂−3
x Φ. (3.186)

As equações acima podem ser escritas em um formato fechado, o que resulta na
conhecida equação do calor

Φtm = ∂mx Φ. (3.187)
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3.5.2 Hierarquia KdV

Partindo da hierarquia AKNS com condições de contorno não nula, conside-
rando p = 1 e q = u, temos a redução dada pelo Lax

Ax,KdV =
1

2
H1 + E0

α + uE0
−α, (3.188)

onde u = u(x, tm) é o campo da redução. Este Lax é conhecido e está relacionado
com a hierarquia KdV.

As equações de movimento para os primeiros fluxos positivos da hierarquia
KdV são

ut3 = u3x − 6uux, (3.189)

ut5 = u5x − 10uu3x + 10ux
(
3u2 − 2uxx

)
, (3.190)

ut7 = u7x − 14uu5x + 70u3x
(
u2 − uxx

)
+

− 14ux
(
10u3 − 5u2x − 20uuxx + 3u4x

)
.

(3.191)

A primeira equação é a conhecida equação KdV.

3.5.3 Hierarquia de Burgers

Partindo da hierarquia CLL com condições de contorno não nula, considerando
r = 1 e s = w, temos a redução dada pelo Lax

Ax,Burgers =
1

2
H1 + E0

α + wE1
−α −

1

2
wH0, (3.192)

onde w = w(x, tm) é o campo da redução. Este Lax está relacionado com a
hierarquia de Burgers [25, 26].

As equações de movimento para os primeiros fluxos da hierarquia de Burgers
são

wt1 = wx, (3.193)

wt2 = wxx − 2wwx, (3.194)

wt3 = w3x + 3w2wx − 3∂x (wwx) , (3.195)
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wt−1 = 1 + we∂
−1
x w∂−1

x

(
e−∂

−1
x w
)
, (3.196)

wt−2 = e∂
−1
x w∂−1

x

(
e−∂

−1
x w
)
+ we∂

−1
x w∂−2

x

(
e−∂

−1
x w
)
, (3.197)

wt−3 = e∂
−1
x w∂−2

x

(
e−∂

−1
x w
)
+ we∂

−1
x w∂−3

x

(
e−∂

−1
x w
)
. (3.198)

As equações (3.194) e (3.195) são as conhecidas equação de Burgers e equação
Sharma-Tasso-Olver, respectivamente. Todas as equações acima admitem vácuo
não nulo, w = w0 ̸= 0. Os fluxos positivos também possuem vácuo nulo, w = 0. Os
fluxos negativos da hierarquia de Burgers, até onde sabemos, não eram conhecidos.
E podemos escrever estas equações de movimento no formato fechado:

wtm =

−∂x
[
e
∫ x w(y,tm)dy

(
∂mx e

−
∫ x w(y,tm)dy

)]
, para m > 0,

∂x
[
e
∫ x w(y,tm)dy

(
∂mx e

−
∫ x w(y,tm)dy

)]
, para m < 0.

(3.199)



Capítulo 4

Soluções Solitônicas da Hierarquia CLL
e da Hierarquia de Burgers

Neste capítulo, aplicando o método de dressing obtemos soluções do tipo
sóliton da hierarquia CLL com condições de contorno nula e constante não nula.
Ambos os casos, possuem dois operadores de vértice, cujos autovalores, para o
mesmo fluxo, diferem entre si por um sinal global. A partir daí, podemos construir
dois tipos de soluções, a do tipo A, envolvendo apenas um dos vértices, e a do tipo
B, envolvendo os dois vértices [14]. No caso da hierarquia CLL com condições de
contorno nula, somente as soluções do tipo B resultam em soluções não triviais.
Já no caso da hierarquia CLL com condições de contorno constante não nula, as
soluções do tipo A e B resultam em soluções não triviais, além disso, as soluções
do tipo A estão relacionadas com as soluções solitônicas da Hierarquia de Burgers.

Antes de aplicar o método, é preciso fazer um pegueno ajuste nos pares de
Lax da teoria. Na construção da hierarquia CLL com condições de contorno nula
e constante não nula, não usamos a álgebra de Kac-Moody completa, Ĝ = ŝl2,
consideramos somente a loop-álgebra de sl2. No entanto, o método de dressing
exige que se leve em consideração a álgebra completa, já que precisamos dos
estados de peso mais alto e estes só existem para a álgebra com o termo central.
Por esse motivo, adicionamos um termo a mais nos potenciais

Ax,CLL → Ax,CLL − 1

2
νxĉ (4.1)

e
Atm,CLL → Atm,CLL − 1

2
νtm ĉ, (4.2)

onde ν = ν (x, tm) é uma função a ser determinada que tende a zero nos limites
de vácuo nulo e constante não nulo. O operador ĉ comuta com todos os outros
operadores da álgebra, portanto, essas mudanças não alteram as equações de
movimento da teoria.

51
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Depois do ajuste, partimos das transformações de gauge

Ax,CLL = Θ±A
vac
x,CLLΘ

−1
± − (∂xΘ±)Θ

−1
± , (4.3)

Atm,CLL = Θ±A
vac
tm,CLLΘ

−1
± − (∂tmΘ±)Θ

−1
± . (4.4)

Neste caso, os operadores de dressing Θ+ e Θ− são dados por

Θ+ = e−
1
2
θ̃(0)eθ

(0)

eθ
(1)

eθ
(2)

eθ
(3)

eθ
(4) · · · (4.5)

e
Θ− = e−

1
2
θ̃(0)e−θ

(−1)

e−θ
(−2)

e−θ
(−3) · · · , (4.6)

sendo que os elementos de grau zero, θ̃(0) e θ(0), são definidos por

θ̃(0) = φ̃H0 + υ̃ĉ, (4.7)

θ(0) = φH0 + υĉ, (4.8)

e os elementos de demais ordens são definidos por

θ(2k
′) = φ2k′H

k′ e θ(2k+1) = χ2k+1E
k
α + ψ2k+1E

k+1
−α , (4.9)

com k′ ∈ Z∗ e k ∈ Z. Os coeficientes φ̃, υ̃, φ, υ, χ±1, ψ±1, φ±2, · · · , conhecidos como
campos auxiliares, são funções que dependem de x e tm. Resolvendo a equação
(4.3) de maneira recursiva, determinamos os campos auxiliares em termos dos
campos da teoria.

Olhando para a equação (4.3) para a transformação Θ+, de maneira explícita,
temos a igualdade

1

2
( H1−rsH0 ) + rE0

α + sE1
−α −

1

2
νxĉ =

=
1

2
e−

1
2
θ̃(0)eθ

(0)

eθ
(1) · · ·

(
H1 − br0s0H

0
)
· · · e−θ(1)e−θ(0)e

1
2
θ̃(0)+

+ be−
1
2
θ̃(0)eθ

(0)

eθ
(1) · · ·

(
r0E

0
α + s0E

1
−α
)
· · · e−θ(1)e−θ(0)e

1
2
θ̃(0)+

−
[
∂x

(
e−

1
2
θ̃(0)eθ

(0)

eθ
(1)

eθ
(2) · · ·

)]
· · · e−θ(2)e−θ(1)e−θ(0)e

1
2
θ̃(0) .

(4.10)
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Decompondo a equação acima grau a grau, da equação de grau zero

−1

2
rsH0 − 1

2
νxĉ = −1

2
br0s0e

− 1
2
θ̃(0)eθ

(0)

H0e−θ
(0)

e
1
2
θ̃(0)+

−
(
∂xe

− 1
2
θ̃(0)eθ

(0)
)
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)

(4.11)

obtemos
νx = −υ̃x + 2υx,

φx =
1

2
φ̃x +

1

2
rs− 1

2
br0s0.

(4.12)

Da equação de grau um

rE0
α + sE1

−α = be−
1
2
θ̃(0)eθ

(0) (
r0E

0
α + s0E

1
−α
)
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)+

− 1

2
br0s0e

− 1
2
θ̃(0)eθ

(0) [
θ(1), H0

]
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)+

− e−
1
2
θ̃(0)eθ

(0) (
∂xθ

(1)
)
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)

(4.13)

temos que

∂xθ
(1) +

1

2
br0s0

[
θ(1), H0

]
= −re−θ(0)e

1
2
θ̃(0)E0

αe
− 1

2
θ̃(0)eθ

(0)

+

− se−θ
(0)

e
1
2
θ̃(0)E1

−αe
− 1

2
θ̃(0)eθ

(0)

+

+ b
(
r0E

0
α + s0E

1
−α
)
.

(4.14)

Usando as relações e
1
2
φ̃H0

E0
αe

− 1
2
φ̃H0

= eφ̃E0
α e e

1
2
φ̃H0

E1
−αe

− 1
2
φ̃H0

= e−φ̃E1
−α no resul-

tado anterior, obtemos

χ1,x − br0s0χ1 = −
(
reφ̃−2φ − br0

)
,

ψ1,x + br0s0ψ1 = −
(
se−(φ̃−2φ) − bs0

)
.

(4.15)
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Da equação de grau dois

1

2
H1 =

1

2
e−

1
2
θ̃(0)eθ

(0)

H1e−θ
(0)

e
1
2
θ̃(0)+

+ be−
1
2
θ̃(0)eθ

(0) [
θ(1), r0E

0
α + s0E

1
−α
]
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)+

− 1

2
br0s0e

− 1
2
θ̃(0)eθ

(0) [
θ(2), H0

]
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)+

− 1

4
br0s0e

− 1
2
θ̃(0)eθ

(0) [
θ(1),

[
θ(1), H0

]]
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)+

+
1

2
e−

1
2
θ̃(0)eθ

(0) [
∂xθ

(1), θ(1)
]
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)+

− e
1
2
θ(0)eθ

(1) (
∂xθ

(2)
)
e−θ

(0)

e
1
2
θ̃(0)

(4.16)

é possível determinar o coeficiente φ2. E assim por diante, até que todo Θ+ seja
determinado.

Agora, olhando para a equação (4.3) para a transformação Θ−, de maneira
explícita, temos a igualdade

1

2
( H1−rsH0 ) + rE0

α + sE1
−α −

1

2
νxĉ =

=
1

2
e−

1
2
θ̃(0)e−θ

(−1) · · ·
(
H1 − br0s0H

0
)
· · · eθ(−1)

e
1
2
θ̃(0)+

+ be−
1
2
θ̃(0)e−θ

(−1) · · ·
(
r0E

0
α + s0E

1
−α
)
· · · eθ(−1)

e
1
2
θ̃(0)+

−
[
∂x

(
e−

1
2
θ̃(0)e−θ

(−1)

e−θ
(−2) · · ·

)]
· · · eθ(−2)

eθ
(−1)

e
1
2
θ̃(0) .

(4.17)

Decompondo a equação acima grau a grau, da equação de grau dois, temos a
igualdade

1

2
H1 =

1

2
e−

1
2
θ̃(0)H1e

1
2
θ̃(0) . (4.18)

Da equação de grau um

rE0
α + sE1

−α = −1

2
e−

1
2
θ̃(0)
[
θ(−1), H1

]
e

1
2
θ̃(0) + be−

1
2
θ̃(0)
(
r0E

0
α + s0E

1
−α
)
e

1
2
θ̃(0) (4.19)

temos que

1

2

[
θ(−1), H1

]
= −re

1
2
θ̃(0)E0

αe
− 1

2
θ̃(0) − se

1
2
θ̃(0)E1

−αe
− 1

2
θ̃(0) + b

(
r0E

0
α + s0E

1
−α
)
. (4.20)

Usando as relações e
1
2
φ̃H0

E0
αe

− 1
2
φ̃H0

= eφ̃E0
α e e

1
2
φ̃H0

E1
−αe

− 1
2
φ̃H0

= e−φ̃E1
−α no resul-
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tado anterior, obtemos
χ−1 =

(
reφ̃ − br0

)
,

ψ−1 = −
(
se−φ̃ − bs0

)
.

(4.21)

Da equação de grau zero

−1

2
rsH0 − 1

2
νxĉ = −1

2
e−

1
2
θ̃(0)
[
θ(−2), H1

]
e

1
2
θ̃(0)+

+
1

4
e−

1
2
θ̃(0)
[
θ(−1),

[
θ(−1), H1

]]
e

1
2
θ̃(0)+

− be−
1
2
θ̃(0)
[
θ(−1), r0E

0
α + s0E

1
−α
]
e

1
2
θ̃(0)+

− 1

2
br0s0e

− 1
2
θ̃(0)H0e

1
2
θ̃(0)+

−
(
∂xe

− 1
2
θ̃(0)
)
e

1
2
θ̃(0)

(4.22)

obtemos

1

2

[
θ(−2), H1

]
=

1

4

[
2χ−1ψ−1

(
H0 − ĉ

)
+ 2χ−1ψ−1H

0
]
+

− b
[
s0χ−1

(
H0 − ĉ

)
− r0ψ−1H

0
]
+

− 1

2
br0s0H

0 +
1

2
rsH0 +

1

2
νxĉ+

1

2
φ̃xH

0 +
1

2
υ̃xĉ.

(4.23)

Substituindo as equações em (4.21) na equação acima, encontramos

φ̃x = rs− br0s0,

φ−2 = −υ̃x −
1

2

(
reφ̃ − br0

) (
se−φ̃ − bs0

)
− bs0

(
reφ̃ − br0

)
.

(4.24)

E assim por diante, até que todo Θ− seja determinado.
Observe que se considerarmos φ̃x = rs− br0s0 na expressão

φx =
1

2
φ̃x +

1

2
rs− 1

2
br0s0, (4.25)

obtemos φx = φ̃x. Por esse motivo, a partir daqui adotaremos φ̃ = φ.
Com essa identificação, as equações em (4.21) permitem escrever os campos

r = r (x, tm) e s = s (x, tm) em termos dos campos auxiliares φ, χ−1 e ψ−1, da
seguinte maneira

r = (br0 + χ−1) e
−φ (4.26)

e
s = (bs0 − ψ−1) e

φ. (4.27)
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4.1 Função tau

Um ingrediante importante do método de dressing para determinar os campos
auxiliares é a função tau, definida por

τij ≡ ⟨λi|Θ−1
− Θ+ |λj⟩ = ⟨λi| Ψ̃0gΨ̃

−1
0 |λj⟩ (4.28)

com i, j ∈ Z+. Os estados |λi⟩ e |λj⟩ são os estados de projeção

|λ0⟩ = |µ0⟩ , |λ1⟩ = |µ1⟩ ,
|λ2⟩ = E−1

α |µ0⟩ , |λ4⟩ = E−2
α |µ0⟩ , · · · |λ2f⟩ = E−f

α |µ0⟩ ,
|λ3⟩ = E0

−α |µ1⟩ , |λ5⟩ = E−1
−α |µ1⟩ , · · · |λ2f+1⟩ = E−f+1

−α |µ1⟩ ,
(4.29)

onde os estados |µ0⟩ e |µ1⟩ são os estados de peso mais alto da álgebra ŝl2 e f ∈ Z∗
+.1

Vamos escolher os estados de projeção

|λ0⟩ = |µ0⟩ , (4.30)

|λ1⟩ = |µ1⟩ , (4.31)

|λ2⟩ = E−1
α |µ0⟩ (4.32)

e
|λ3⟩ = E0

−α |µ1⟩ . (4.33)

Calculando as funções τ00, τ11, τ20, e τ31 do lado esquerdo da equação (4.28) encon-
tramos 2

τ00 = ⟨µ0| · · · eθ
(−1)

eθ
(0)

eθ
(1) · · · |µ0⟩ = ⟨µ0| eυĉ |µ0⟩ = eυ, (4.34)

τ11 = ⟨µ1| · · · eθ
(−1)

eθ
(0)

eθ
(1) · · · |µ1⟩ = ⟨µ1| eφH

0+υĉ |µ1⟩ = eφ+υ, (4.35)

τ20 = ⟨µ0|E1
−α · · · eθ

(−1)

eθ
(0)

eθ
(1) · · · |µ0⟩ = −eυ ⟨µ0|

[
θ(−1), E1

−α
]
|µ0⟩ = χ−1e

υ (4.36)

e

τ31 = ⟨µ0|E0
α · · · eθ

(−1)

eθ
(0) · · · |µ1⟩ = −eφ+υ ⟨µ1|

[
θ(−1), E0

α

]
|µ1⟩ = ψ−1e

φ+υ, (4.37)

1Veja o apêndice A
2As relações do apêndice B são úteis aqui
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o que resulta nas relações

eυ = τ00, τ11 = eφ+υ,

ψ−1 =
τ31
τ11

,
τ20
τ00

= χ−1.
(4.38)

Substituindo estas relações em (4.26) e (4.27), encontramos que os campos r =

r (x, tm) e s = s (x, tm) em termos das funções τ00, τ11, τ20, e τ31 são

r =
br0τ00 + τ20

τ11
(4.39)

e
s =

bs0τ11 − τ31
τ00

. (4.40)

E por fim, é preciso usar os operadores de vértice, dados a seguir, para determinar
a partir do lado direito da equação (4.28) as funções τ00, τ11, τ20, e τ31 em termos de
x e tm, e com isso obter as soluções desejadas.

4.2 Operadores de vértice

Os operadores de vértice da hierarquia CLL com condições de contorno nula e
constante não nula são 3

V +
f = −br0ĉ+

∞∑
k=−∞

(
br0ξ

−k
f Hk + br20ξ

−k
f Ek−1

α − ξ−k+1
f Ek

−α
)

(4.41)

e

V −
f =

∞∑
k=−∞

(
bs0ξ

−k
f Hk − ξ−k+1

f Ek−1
α + bs20ξ

−k
f Ek

−α
)
, (4.42)

sendo que f ∈ Z∗
+, ξf é um parâmetro não nulo que pode ser real ou complexo e

os vértices satisfazem as relações de comutação

[
V ±
f , A

vac
x,CLL

]
= ± (κ (ξf ))V

±
f , (4.43)

[
V ±
f , A

vac
tm,CLL

]
= ± (ωm (ξf ))V

±
f , (4.44)

onde os autovalores são funções do parâmetro ξf .
A partir dos potenciais de Lax encontrados no capítulo anterior, fazendo os

3Veja o apêndice D
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limites de vácuo nulo e constante não nulo, obtemos os potenciais de Lax triviais:

Avacx,CLL =
1

2
H1 + br0E

0
α + bs0E

1
−α −

1

2
br0s0H

0, (4.45)

Avact−1,CLL
=

1

2
H−1 − b

s0
E−1
α − b

r0
E0

−α −
b

2r0s0
H0, (4.46)

Avact2,CLL
= (ζ − br0s0)

(
1

2
H1 + br0E

0
α + bs0E

1
−α −

1

2
br0s0H

0

)
, (4.47)

Avact−2,CLL
=

(
1

ζ
− b

r0s0

)(
1

2
H−1 − b

s0
E−1
α − b

r0
E0

−α −
b

2r0s0
H0

)
, (4.48)

Avact3,CLL
=
(
ζ2 − br0s0 (ζ − br0s0)

)(1

2
H1 + br0E

0
α + bs0E

1
−α −

1

2
br0s0H

0

)
. (4.49)

Substituindo os potenciais de Lax triviais acima nas relações de comutação (4.43)
e (4.44) para os vértices (4.41) e (4.42), encontramos

κ (ξf ) = ξf + br0s0, (4.50)

ωm (ξf ) =

ξmf − b (−r0s0)m , para m =M,

(1− 2b) ξmf + b (−r0s0)m , para m = −M.
(4.51)

4.3 Soluções solitônicas do tipo A

As soluções do tipo A envolvem somente um dos vértices V +
f e V −

f , assim, do
lado direito da equação (4.28), escolhendo o vértice V +

f , temos

τij = ⟨λi| Ψ̃0

(
n∏
f=1

eV
+
f

)
Ψ̃−1

0 |λj⟩ = ⟨λi|
n∏
f=1

(
1 + eρfV +

f

)
|λj⟩ (4.52)

onde
ρf = (ξf + br0s0)x+ (ωm (ξf )) tm. (4.53)

Calculando as funções τ00, τ11, τ20, e τ31 a partir da relação acima, considerando
os elementos de matriz do apêndice D, encontramos os resultados abaixo. Para
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n = 1:
τ00 = 1− br0e

ρ1 ,

τ11 = 1,

τ20 = br20e
ρ1 ,

τ31 = −ξ1eρ1 ,

(4.54)

para n = 2:
τ00 = 1− br0 (e

ρ1 + eρ2) ,

τ11 = 1,

τ20 = br20 (e
ρ1 + eρ2) ,

τ31 = − (ξ1e
ρ1 + ξ2e

ρ2) ,

(4.55)

para n = 3:
τ00 = 1− br0 (e

ρ1 + eρ2 + eρ3) ,

τ11 = 1,

τ20 = br20 (e
ρ1 + eρ2 + eρ3) ,

τ31 = − (ξ1e
ρ1 + ξ2e

ρ2 + ξ3e
ρ3) .

(4.56)

Solução 1-sóliton

Substituindo as relações em (4.54) nas equações (4.39) e (4.40) chegamos na
solução

r (x, tm) = br0 (4.57)

e
s (x, tm) =

bs0 + ξ1e
ρ1

1− br0eρ1
. (4.58)

Solução 2-sólitons

Substituindo as relações em (4.55) nas equações (4.39) e (4.40) chegamos na
solução

r (x, tm) = br0 (4.59)

e
s (x, tm) =

bs0 + ξ1e
ρ1 + ξ2e

ρ2

1− br0 (eρ1 + eρ2)
. (4.60)
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Solução 3-sólitons

Substituindo as relações em (4.56) nas equações (4.39) e (4.40) chegamos na
solução

r (x, tm) = br0 (4.61)

e
s (x, tm) =

bs0 + ξ1e
ρ1 + ξ2e

ρ2 + ξ3e
ρ3

1− br0 (eρ1 + eρ2 + eρ3)
. (4.62)

Solução n-sólitons

As soluções do tipo A usando o vértice V +
f sempre resultam em r igual a

constante br0 e s igual a função

s (x, tm) =

bs0 +
n∑
f=1

ξfe
ρf

1− br0

n∑
f=1

eρf
. (4.63)

No caso em que b = 0 temos r = 0 e s é uma solução trivial da equação do calor.
Já, no caso em que b = 1 e r0 = 1 temos r = 1 e s resulta na solução n-sólitons da
hierarquia de Burgers.

Se trocarmos V +
f por V −

f em (4.52), encontramos s igual a constante bs0 e r
igual a função

r (x, tm) =

br0 −
n∑
f=1

ξfe
−ρf

1 + bs0

n∑
f=1

e−ρf
. (4.64)
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4.4 Soluções solitônicas do tipo B

As soluções do tipo B envolvem os dois vértices V +
f e V −

f , assim, do lado direito
da equação (4.28), temos

τij = ⟨λi| Ψ̃0

(
n∏
f=1

eV
+
f eV

−
f+1

)
Ψ̃−1

0 |λj⟩

= ⟨λi|
n∏
f=1

(
1 + eρfV +

f + e−ρf+1V −
f+1 + eρf e−ρf+1V +

f V
−
f+1

)
|λj⟩ .

(4.65)

Calculando as funções τ00, τ11, τ20, e τ31 a partir da relação acima, considerando os
elementos de matriz do apêndice D, encontramos para n = 1:

τ00 = 1− br0e
ρ1 +

ξ2 (ξ1 + br0s0)
2

(ξ2 − ξ1)
2 eρ1−ρ2 ,

τ11 = 1 + bs0e
−ρ2 +

ξ1 (ξ2 + br0s0)
2

(ξ2 − ξ1)
2 eρ1−ρ2 ,

τ20 = br20e
ρ1 − ξ2e

−ρ2 +
br0ξ2 (ξ1 + ξ2 + 2br0s0)

ξ2 − ξ1
eρ1−ρ2 ,

τ31 = −ξ1eρ1 + bs20e
−ρ2 +

bs0ξ1 (ξ1 + ξ2 + 2br0s0)

ξ2 − ξ1
eρ1−ρ2 .

(4.66)

Solução 2-sólitons

Substituindo as relações em (4.66) nas equações (4.39) e (4.40) chegamos na
solução 2-sólitons da hierarquia CLL

r (x, tm) =
br0 − ξ2e

−ρ2 + br0ξ2(ξ2+br0s0)
2

(ξ2−ξ1)2
eρ1−ρ2

1 + bs0e−ρ2 +
ξ1(ξ2+br0s0)

2

(ξ2−ξ1)2
eρ1−ρ2

(4.67)

e

s (x, tm) =
bs0 + ξ1e

ρ1 + bs0ξ1(ξ1+br0s0)
2

(ξ2−ξ1)2
eρ1−ρ2

1− br0eρ1 +
ξ2(ξ1+br0s0)

2

(ξ2−ξ1)2
eρ1−ρ2

. (4.68)

Por outro lado, considerando n = 1 em (4.65) e trocando eV
+
1 eV

−
2 por eV

−
1 eV

+
2
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chegamos na outra solução 2-sólitons da hierarquia CLL

r (x, tm) =
br0 − ξ1e

−ρ1 + br0ξ1(ξ1+br0s0)
2

(ξ2−ξ1)2
eρ2−ρ1

1 + bs0e−ρ1 +
ξ2(ξ1+br0s0)

2

(ξ2−ξ1)2
eρ2−ρ1

(4.69)

e

s (x, tm) =
bs0 + ξ2e

ρ2 + bs0ξ2(ξ2+br0s0)
2

(ξ2−ξ1)2
eρ2−ρ1

1− br0eρ2 +
ξ1(ξ2+br0s0)

2

(ξ2−ξ1)2
eρ2−ρ1

. (4.70)



Capítulo 5

Transformações de Gauge entre Hierar-
quias Integráveis

Hierarquias integráveis estão relacionadas entre si através de transformações
de gauge. Vamos explicar como a transformação de gauge entre as hierarquias
KdV e mKdV implica na transformação de Miura. E depois, mostraremos como
a transformação de gauge entre a hierarquia da equação do calor e a hierarquia
de Burgers resulta na conhecida transformação de Cole-Hopf [27], que é portanto
uma transformação do tipo Miura.

5.1 Relação entre as hierarquias mKdV e KdV

A transformação de gauge entre as hierarquias mKdV e KdV é tal que

Ax,KdV = UAx,mKdVU
−1 − (∂xU)U

−1. (5.1)

Com o intuito de deixar ambas teorias no mesmo pé de igualdade, vamos escrever
tanto a hierarquia KdV quanto a hierarquia mKdV com gradação homogênea,
assim, os Laxes espaciais das hierarquias são

Ax,KdV =
1

2
H1 + E0

α + uE0
−α (5.2)

e
Ax,mKdV =

1

2
H1 + v

(
E0
α + E0

−α
)
. (5.3)

As hierarquias construídas tanto pelo Lax (3.8) quanto pelo Lax (5.3) resultam
nas mesmas equações de movimentos encontradas na seção 3.1.1.1 Dito isso,

1A transformação de gauge entre as fomulações da hierarquia mKdV com gradação principal e
homogênea é dada por Ahom

x,mKdV = U0A
prin
x,mKdV U

−1
0 com U0 =

(
λ 1
λ −1

)
e ζ = λ2.

63
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escrevendo a matriz de transformação U na forma geral

U =

(
α (λ) β (λ)

γ (λ) δ (λ)

)
(5.4)

e substituindo (5.2) e (5.3) na transformação (5.1), encontramos o sistema de
equações

αx − vβ + γ = 0, (5.5)

βx − vα+ λβ + δ = 0, (5.6)

γx + uα− λγ − vδ = 0, (5.7)

δx + uβ − vγ = 0. (5.8)

Assumindo que α ∼ λ0, da equação (5.5) obtemos que β ∼ λ0 e γ ∼ λ0. Para
que o sistema de equações acima seja consistente com esta escolha, temos que o
elemento δ ∼ λ0 + ηλ1. Portanto, a solução para o sistema de equações é dada por

U =

(
1 ϵ

ϵv v − ϵλ

)
(5.9)

e a relação entre os campos das teorias resulta na transformação de Miura

u = v2 − ϵvx com ϵ2 = 1. (5.10)

5.2 Relação entre as hierarquias CLL e AKNS

As transformações de gauge entre as hierarquias CLL e AKNS são dadas por

Ax,CLL = UAx,AKNSU
−1 − (∂xU)U

−1. (5.11)

Com o intuito de deixar ambas teorias no mesmo pé de igualdade, para a hi-
erarquia AKNS vamos trocar o parâmetro espectral λ por λ2 na construção da
hierarquia, assim

Ax,AKNS =
1

2
H2 + pE0

α + qE0
−α, (5.12)
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e para a hirarquia CLL vamos escrever o Lax Ax,CLL considerando a gradação
homogênea da seguinte maneira

Ax,CLL =
1

2

(
H2 − rsH0

)
+ rE1

α + sE1
−α. (5.13)

Não existem problemas nestas escolhas, uma vez que, as hierarquias AKNS e
CLL também podem ser construídas a partir dos Lax (5.12) e (5.13), chegando
nas mesmas equações de movimentos encontradas no capítulo 3.2 Dito isso,
escrevendo a matriz de transformação U na forma geral

U =

(
α (λ) β (λ)

γ (λ) δ (λ)

)
(5.14)

e substituindo (5.12) e (5.13) na transformação (5.11), encontramos o sistema de
equações

αx −
1

2
rsα− qβ + λrγ = 0, (5.15)

βx −
1

2
rsβ − pα + λrδ + λ2β = 0, (5.16)

γx +
1

2
rsγ − qδ + λsα− λ2γ = 0, (5.17)

δx +
1

2
rsδ − pγ + λsβ = 0. (5.18)

Assumindo que α ∼ λ0, da equação (5.15) obtemos que β ∼ λ0 e γ ∼ λ−1. Para
que o sistema de equações seja consistente com esta escolha, temos que β = 0 e
δ ∼ λ−1 ou γ = 0 e δ ∼ λ. Assim, chegamos em duas soluções para o sistema de
equações. A primeira solução, com γ = 0 e δ ∼ λ, é dada por

U1 =

(
e−

1
2
∂−1
x (rs)+ 1

2
Cm(tm) −re 1

2
∂−1
x (rs)− 1

2
Cm(tm)

0 λe
1
2
∂−1
x (rs)− 1

2
Cm(tm)

)
(5.19)

onde Cm(tm) é uma função de tm a ser determinada, e as relações entre os campos
das teorias são

p = −rxe∂
−1
x (rs)−Cm(tm), (5.20)

q = se−∂
−1
x (rs)+Cm(tm). (5.21)

2A transformação de gauge entre as fomulações da hierarquia CLL com gradação principal e
homogênea é dada por Ahom

x,CLL = U0A
prin
x,CLLU

−1
0 com U0 =

(
1 0
0 λ−1

)
e ζ = λ2.
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A segunda solução, com β = 0 e δ ∼ λ−1, é dada por

U2 =

(
e−

1
2
∂−1
x (rs)+ 1

2
Cm(tm) 0

λ−1se−
1
2
∂−1
x (rs)+ 1

2
Cm(tm) λ−1e

1
2

∫
rsdx− 1

2
Cm(tm)

)
(5.22)

e as relações entre os campos das teorias são

p = re∂
−1
x (rs)−Cm(tm), (5.23)

q = sxe
−∂−1

x (rs)+Cm(tm). (5.24)

Resumindo, as hierarquias AKNS e CLL estão relacionadas através de duas
transformações de gauge, U1 e U2. Para a transformação U1, os campos p = p(x, tm)

e q = q(x, tm) podem ser escritos em função dos campos r = r(x, tm) e s = s(x, tm)

da seguinte maneira
p = −rxe∂

−1
x (rs)−Cm(tm), (5.25)

q = se−∂
−1
x (rs)+Cm(tm). (5.26)

No limite em que r = 1 e s = w(x, tm), obtemos

p = 0, (5.27)

q = −∂x
(
e−

∫ x w(y,tm)dy+Cm(tm)
)
≡ −∂x (Φ) . (5.28)

Observe que neste caso conseguimos relacionar o campo w = w(x, tm) da hierar-
quia de Burgers com o campo Φ = Φ(x, tm) que satisfaz a equação do calor

Φtm = ∂mx Φ (5.29)

através da transformação

Φ = e−
∫ x w(y,tm)dy+Cm(tm) ↔ w = −Φx

Φ
. (5.30)

Esta transformação é denotada por transformação de Cole-Hopf e permite obter
soluções da hierarquia de Burgers a partir de soluções da equação do calor. Em
geral, é mais fácil resolver a equação do calor do que a equação de Burgers.

Para a transformação U2, os campos p = p(x, tm) e q = q(x, tm) da hierarquia
AKNS em função dos campos r = r(x, tm) e s = s(x, tm) da hierarquia CLL são
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dados por
p = re∂

−1
x (rs)−Cm(tm), (5.31)

q = sxe
−∂−1

x (rs)+Cm(tm). (5.32)

No limite em que r = 1 e s = w(x, tm), obtemos

p = e
∫ x w(y,tm)dy−Cm(tm) =

1

Φ
, (5.33)

q = wxe
−

∫ x w(y,tm)dy+Cm(tm) = −Φxx +
Φ2
x

Φ
. (5.34)

O que também resulta na transfomação (5.30), uma vez que, considerando os
campos p = Φ−1 e q = −Φxx + Φ−1Φ2

x, as equações de movimento da hierarquia
AKNS também se reduzem a

Φtm = ∂mx Φ. (5.35)

5.3 Mapeamento de soluções

Transformações de gauge entre hierarquias integráveis distintas permitem
mapear soluções novas a partir das soluções já conhecidas. Usando as relações
encontradas neste capítulo e as soluções mais simples do capítulo anterior vamos
mostrar como isso é possível.

Considerando as soluções de vácuo da hierarquia CLL com condições de
contorno nula e não nula obtemos os mapas:

r = 0

s = 0

Φ = 0

p = 0

q = 0

1

2

3

Figura 5.1: Mapa de soluções obtidas a partir da solução de vácuo nulo r = 0,
s = 0 e b = 0. Considerando a transformação U1 e as reduções correspondentes. 1 -
Redução da hierarquia CLL que leva na equação do calor. 2 - Transformação U1

que leva em (5.25) e (5.26). 3 - Redução da hierarquia AKNS que leva na equação
do calor.
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r = 1
s = c1

p = 0

q = c1e
σ1

w = c1 Φ = c1e
σ1

1

2

3

4

Figura 5.2: Mapa de soluções obtidas a partir da solução de vácuo não nulo r = r0,
s = s0 e b = 1. Considerando a transformação U1, a transformação de Cole-Hopf
e as reduções correspondentes, onde assumimos r0 = 1 e s0 = c1, sendo que
σ1 = −c1x+Cm(tm) e c1 é uma constante não nula. 1 - Redução da hierarquia CLL
que leva na hierarquia de Burgers. 2 - Transformação U1 que leva em (5.25) e (5.26).
3 - Redução da hierarquia AKNS que leva na equação do calor. 4 - Transformação
de Cole-Hopf que leva em (5.30).

Considerando as soluções (4.57) e (4.58) da hierarquia CLL com condições de
contorno constante não nula obtemos o mapa:

r = 1

s = c1+ξ1eρ1

1−eρ1

p = 0

q = c1e
σ1 + ξ1e

σ1+ρ1

w = c1+ξ1eρ1

1−eρ1 Φ = c1e
σ1 + ξ1e

σ1+ρ1

1

2

3

Figura 5.3: Mapa de soluções obtidas a partir da solução (4.57) e (4.58) com
b = 1. Considerando a transformação U1 e as reduções correspondentes, onde
assumimos r0 = 1 e s0 = c1, sendo que σ1 = −c1x + Cm(tm), c1 é uma constante
não nula e ρ1 = (ξ1 + c1)x+ (ωm (ξ1)) tm. 1 - Redução da hierarquia CLL que leva
na hierarquia de Burgers. 2 - Transformação U1 que leva em (5.25) e (5.26). 3 -
Redução da hierarquia AKNS que leva na equação do calor.



Capítulo 6

Conclusões e Perspectivas

Nesta tese, propusemos uma decomposição de Riemann-Hilbert-Birkhoff ge-
neralizada capaz de gerar o ingrediente fundamental do método de construção
de hierarquias integráveis por meio da condição de curvatura nula, o par de Lax.
Apresentamos a construção de hierarquias a partir da condição de curvatura nula,
e discutimos o método de dressing usado para encontrar soluções do tipo sólitons
para essas hierarquias.

A decomposição g-RHB proposta expande o formalismo usual de hierarquias
integráveis, permitindo a construção não apenas de hierarquias usuais com a = 1 e
condições de contorno nula, como a hierarquia mKdV com condições de contorno
nula e a hierarquia AKNS com condições de contorno nula, mas também de
hierarquias integráveis com a = 1 e condições de contorno constante não nula,
além de hierarquias integráveis de classificação mais alta (a ⩾ 2) com condições
de contorno nula e constante não nula.

Para a = 1 com gradação principal, construímos a hierarquia mKdV com
condições de contorno nula e constante não nula, obtendo os primeiros modelos
integráveis da teoria, entre eles os modelos mKdV e sinh-Gordon.

Para a = 1 com gradação homogênea, construímos a hierarquia AKNS com
condições de contorno nula e constante não nula, obtendo os primeiros modelos
integráveis da teoria, entre eles o modelo AKNS o modelo relativístico Lund-
Regge. Demostramos a equivalência entre a hierarquia AKNS com condições
de contorno nula e a hierarquia WKI e, a partir de uma redução da hierarquia
AKNS com condições contorno constante não nula encontramos a hierarquia KdV,
incluindo a equação KdV.

Para a = 2 com gradação principal, construímos a hierarquia GI com condições
de contorno nula e constante não nula, obtendo os primeiros modelos integráveis
da teoria, entre eles o modelo GI. Demostramos a equivalência entre a hierarquia
GI com as hierarquias CLL e KN. Em seguida, construímos as hierarquias CLL e
KN com condições de contorno nula e constante não nula, obtendo os primeiros
modelos integráveis de cada teoria, entre eles o modelo CLL, o modelo KN e o
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modelo relativístico Mikhailov.
A única hierarquia apresentada com classificação a = 2, na qual todos os

fluxos admitem vácuo constante não nulo, incluindo o fluxo t−1, foi a hierarquia
CLL. Isso permitiu derivar a hierarquia de Burgers por meio de uma redução
da hierarquia CLL com condições de contorno constante não nula. Os fluxos
positivos e negativos expostos da hierarquia de Burgers levaram ao formato
fechado das equações da hierarquia, incluindo a equação de Burgers, a equação
Sharma-Tasso-Olver e os fluxos temporais negativos que, até onde sabemos, não
eram conhecidos.

Além disso, construímos um novo modelo integrável para a = 3 com gradação
principal e condições de contorno nula, que em determinado limite retoma a
equação de mKdV.

Aplicamos o método de dressing para encontrar as soluções do tipo sóliton
da hierarquia CLL e da hierarquia de Burgers. Determinamos os operadores de
vértice e seus autovalores tanto para a hierarquia CLL com condições de contorno
nula quanto para a hierarquia CLL com condições de contorno constante não nula.
Encontramos as soluções 1-sóliton, 2-sólitons e 3-sólitons da hierarquia de Burgers,
sugerindo o formato da solução n-sólitons. Também calculamos explicitamente as
soluções 2-sólitons da hierarquia CLL com condições de contorno nula e constante
não nula.

Por fim, mostramos a partir da transformação de gauge entre as hierarquias
KdV e mKdV, que é possível obter a transformação de Miura, a qual estabelece
uma relação entre a equação de KdV e a equação de mKdV. De forma análoga,
demostramos que também existe uma transformação do tipo Miura entre as
hierarquias CLL e AKNS que, em certo limite, se reduz à transformação de Cole-
Hopf, que relaciona a equação de Burgers com a equação do calor. Até então a
origem da transformação de Cole-Hopf não era conhecida.

A estrutura algébrica das hierarquias integráveis estudadas é dada pela álgebra
de Kac-Moody ŝl2 com gradação principal ou homogênea, adotando o elemento
semi-simples E(a), com a igual a 1 ou 2. Para E(1) com gradação principal obti-
vemos a hierarquia mKdV, com gradação homogênea obtivemos as hierarquias
AKNS e WKI. Para E(2) com gradação principal obtivemos as hierarquias GI, CLL
e KN. Em trabalhos futuros, propomos investigar outros casos, por exemplo, E(2)

com gradação homogênea e E(4) com gradação principal. Também é possível
trocar a álgebra ŝl2 por uma álgebra maior ŝln+1, com n ⩾ 2.



Apêndice A

Álgebra de Kac-Moody ŝl2

Considere a álgebra de Kac-Moody Ĝ = ŝl2 de dimensão infinita obtida através
da álgebra de Lie G = sl2 de dimensão finita, que possui somente uma raiz α. Os
geradores de ŝl2 são {Hk, Ek

α, E
k
−α, ĉ, d̂} e vamos escolher a normalização α2 = 2.

Assim, as relações de comutação da álgebra ŝl2 na base de Chevalley são[
Hk, H l

]
= 2kδk+l,0ĉ,[

Hk, El
±α
]
= ±2Ek+l

±α ,[
Ek
α, E

l
−α
]
= Hk+l + kδk+l,0ĉ,[

Ek
±α, E

l
±α
]
= 0,[

ĉ, Ek
±α
]
=
[
ĉ, Hk

]
=
[
ĉ, d̂
]
= 0,[

d̂, Ek
±α

]
= kEk

±α,[
d̂, Hk

]
= kHk.

(A.1)

Onde k, l ∈ Z. Neste caso, existem duas gradações possíveis, a gradação principal
e a homogênea, cujos operadores de gradação são

Qp =
1

2
H0 + 2d̂ e Qh = d̂. (A.2)

É importante lembrar, o método de construção de hierarquia integráveis por
meio da condição de curvatura nula não envolve a álgebra completa Ĝ, considera-
mos somente a loop-álgebra L(G). No entanto, o método de dressing para obteção
das soluções das equações de movimento exige que se leve em consideração a
álgebra completa, já que precisamos usar os estados de peso mais alto e estes só
existem para a álgebra com o termo central ĉ.

A loop-álgebra de sl2 é dada pelas relações de comutação em (A.1) com o termo
central igual a zero. E os estados de peso mais alto da álgebra completa ŝl2 são
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|µ0⟩ e |µ1⟩, tais que
Hk |µ0⟩ = 0, k ⩾ 0, (A.3)

Ek
α |µ0⟩ = 0, k ⩾ 0, (A.4)

Ek
−α |µ0⟩ = 0, k ⩾ 0, (A.5)

ĉ |µ0⟩ = |µ0⟩ , (A.6)

H0 |µ1⟩ = |µ1⟩ , (A.7)

Hk |µ1⟩ = 0, k > 0, (A.8)

Ek
α |µ1⟩ = 0, k ⩾ 0, (A.9)

Ek
−α |µ1⟩ = 0, k > 0 (A.10)

e
ĉ |µ1⟩ = |µ1⟩ . (A.11)

Em resumo, os estados de peso mais alto |µ0⟩ e |µ1⟩ são aniquilados por todos
os geradores de grau positivo (k > 0). O estado |µ0⟩ é aniquilado por todos os
geradores, exceto pelo termo central. As relações adjuntas são

(
Hk
)†

= H−k,(
Ek

±α
)†

= E−k
∓α e (ĉ)† = ĉ, assim, ⟨µ0| e ⟨µ1| são aniquilados por todos os geradores

de grau negativo (k < 0).

A.1 Gradação principal

O operador gradação decompõe a álgebra em subespaços graduados. No caso
da álgebra ŝl2, o operador gradação da gradação principal é igual a

Qp =
1

2
H0 + 2d̂. (A.12)

Sendo que d̂ = ζ d
dζ

onde ζ é um parâmetro espectral. Para o operador (A.12), os
geradores da álgebra Hk = ζkH0, Ek

α = ζkE0
α, Ek

−α = ζkE0
−α, ĉ e d̂ se decompõem

da seguinte maneira
Ĝ(0)
1 =

{
H0, ĉ, d̂

}
,

Ĝ(2k′)
1 =

{
Hk′
}
,

Ĝ(2k+1)
1 =

{
Ek
α, E

k+1
−α
}
,

(A.13)

com k′ ∈ Z∗ e k ∈ Z.
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Uma representação matricial 2× 2 da loop-álgebra de sl2 é dada por

Hk =

(
ζk 0

0 −ζk

)
, Ek

α =

(
0 ζk

0 0

)
, Ek

−α =

(
0 0

ζk 0

)
. (A.14)

Assumindo a loop-álgebra de sl2 com gradação principal, podemos definir os
operadores de interesse como

B = eφH
0

, B̃ = e−cφ̃H
0

,

θ(2M) = φ2MH
M , θ(2M−1) = χ2M−1E

M−1
α + ψ2M−1E

M
−α,

θ(−2M) = φ−2MH
−M, θ(−2M+1) = χ−2M+1E

−M
α + ψ−2M+1E

−M+1
−α ,

ε
(2i)
M = α2i,MH

i, ε
(2i+1)
M = β2i+1,ME

i
α + γ2i+1,mE

i+1
−α ,

ε
(−2i)
−M = α−2i,−MH

−i, ε
(−2i−1)
−M = β−2i−1,−ME

−i−1
α + γ−2i−1,−ME

−i
−α.

(A.15)

Os coeficientes φ̃, φ, φ±2M , χ±2M∓1 e ψ±2M∓1 são funções que dependem de x e tm.
Já os coeficientes α±2i±1,±M , β±2i±1,±M e γ±2i,±M são constantes, onde M ∈ Z∗

+ e
i ∈ Z+.

A.2 Gradação homogênea

No caso da álgebra ŝl2, o operador gradação da gradação homogênea é igual a

Qh = d̂. (A.16)

Sendo que d̂ = λ d
dλ

onde λ é um parâmetro espectral. Para o operador (A.16), os
geradores da álgebra Hk = λkH0, Ek

α = λkE0
α, Ek

−α = λkE0
−α, ĉ e d̂ se decompõem

da seguinte maneira
Ĝ(0)
1 =

{
H0, E0

α, E
0
−α, ĉ, d̂

}
,

Ĝ(k′)
1 =

{
Hk′ , Ek′

α , E
k′

−α

}
,

(A.17)

com k′ ∈ Z∗ e k ∈ Z.
Uma representação matricial 2× 2 da loop-álgebra de sl2 é dada por

Hk =

(
λk 0

0 −λk

)
, Ek

α =

(
0 λk

0 0

)
, Ek

−α =

(
0 0

λk 0

)
. (A.18)

Assumindo a loop-álgebra de sl2 com gradação homogênea, podemos definir
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os operadores

B = eχE
0
−αeφH

0

eψE
0
α ,

θ(M) = φMH
M + χME

M
α + ψME

M
−α,

θ(−M) = φ−MH
−M + χ−ME

−M
α + ψ−ME

−M
−α ,

ε
(i)
M = αi,MH

i + βi,ME
i
α + γi,ME

i
−α,

ε
(−i)
−M = α−i,−MH

−i + β−i,−ME
−i
α + γ−i,−ME

−i
−α.

(A.19)

Os coeficientes χ, φ, ψ, χ±M , φ±M e ψ±M são funcões que dependem de x e tm. E
os coeficientes α±i,±M , β±i,±M e γ±i,±M são constantes, onde M ∈ Z∗

+ e i ∈ Z+.



Apêndice B

Relações Úteis

Considerando os operadores arbitrários L e T , é possível verificar que as
relações abaixo são válidas:

∂tmL
−1 = −L−1 (∂tmL)L

−1, (B.1)

eLTe−L = T + [L, T ] +
1

2!
[L, [L, T ]] +

1

3!
[L, [L, [L, T ]]] + · · · , (B.2)

(
∂tme

L
)
e−L = ∂tmL− 1

2!
[∂tmL,L] +

1

3!
[[∂tmL,L] , L] + · · · . (B.3)

Ao longo do texto, as relações acima foram úteis para efetuar alguns cálculos, por
exemplo, podemos usar a relação (B.2) para executar as projeções(

Θ−1
< ExΘ<

)
⩾
=
(
e−θ

(−1)

e−θ
(−2) · · · Ex · · · eθ

(−2)

eθ
(−1)
)
⩾

(B.4)

e (
Θ>ExΘ−1

>

)
0
=
(
eθ

(1)

eθ
(2) · · · Ex · · · e−θ

(2)

e−θ
(1)
)
0
, (B.5)

com
Ex = E(a) + b

(
ε
(a−1)
1 + · · ·+ ε

(0)
1

)
. (B.6)

Para determinados valores de a, obtemos os resultados abaixo. Para a = 1:

(
Θ−1
< ExΘ<

)
⩾
= E(1) + bε

(0)
1 −

[
θ(−1), E(1)

]
, (B.7)

para a = 2: (
Θ−1
< ExΘ<

)
⩾
= E(2) + bε

(1)
1 + bε

(0)
1 +

−
[
θ(−1), E(2)

]
− b
[
θ(−1), ε

(1)
1

]
−
[
θ(−2), E(2)

]
+

+
1

2

[
θ(−1),

[
θ(−1), E(2)

]]
,

(B.8)
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para qualquer valor de a :

(
Θ>ExΘ−1

>

)
0
= bε

(0)
1 . (B.9)



Apêndice C

Modelo m = 2 da Hierarquia GI

Para exemplificar com ainda mais detalhes como resolver a equação de curva-
tura nula dado um Lax espacial, veremos de maneira explícita o caso do modelo
m = 2 da hierarquia GI onde

Ax,GI =
1

2
H1 + rE0

α + sE1
−α − rsH0. (C.1)

Substituindo o Lax acima na equação de curvatura nula, obtemos para o fluxo
temporal t2 [

Dx +
1

2
H1 + rE0

α + sE1
−α − rsH0,Dt2 +

4∑
i=0

A
(i)
2

]
= 0. (C.2)

Decompondo este resultado grau a grau, temos [
1

2
H1, A

(4)
2

]
= 0,[

1

2
H1, A

(3)
2

]
+
[
rE0

α + sE1
−α, A

(4)
2

]
= 0,

∂xA
(4)
2 +

[
1

2
H1, A

(2)
2

]
+
[
rE0

α + sE1
−α, A

(3)
2

]
−
[
rsH0, A

(4)
2

]
= 0,

∂xA
(3)
2 +

[
1

2
H1, A

(1)
2

]
+
[
rE0

α + sE1
−α, A

(2)
2

]
−
[
rsH0, A

(3)
2

]
= 0,

∂xA
(2)
2 +

[
1

2
H1, A

(0)
2

]
+
[
rE0

α + sE1
−α, A

(1)
2

]
−
[
rsH0, A

(2)
2

]
= 0,

∂xA
(1)
2 − ∂t2

(
rE0

α + sE1
−α
)
+
[
rE0

α + sE1
−α, A

(0)
2

]
−
[
rsH0, A

(1)
2

]
= 0,

∂xA
(0)
2 + ∂t2

(
rsH0

)
−
[
rsH0, A

(0)
2

]
= 0.

(C.3)

Sendo que A(4)
2 = a4,2H

2, A(3)
2 = b3,2E

1
α + c3,2E

2
−α, A(2)

2 = a2,2H
1, A(1)

2 = b1,2E
0
α +

c1,2E
1
−α e A(0)

2 = a0,2H
0, em que os coeficientes a4,2, b3,2, c3,2, a2,2, b1,2, c1,2 e a0,2, a

princípio, são funções de x e t2.
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Analisando a equação de curvatura nula, grau a grau, começando pelo grau
mais alto, da equação de grau 6, temos a igualdade[

1

2
H1, a4,2H

2

]
= 0. (C.4)

Da equação de grau 5, temos que[
1

2
H1, b3,2E

1
α + c3,2E

2
−α

]
+
[
rE0

α + sE1
−α, a4,2H

2
]
= 0, (C.5)

(b3,2 − 2ra4,2)E
2
α − (c3,2 − 2sa4,2)E

3
−α = 0, (C.6)

o que resulta em
b3,2 = 2ra4,2, (C.7)

c3,2 = 2sa4,2. (C.8)

Da equação de grau 4, temos que

∂x
(
a4,2H

2
)
+
[
rE0

α + sE1
−α, b3,2E

1
α + c3,2E

2
−α
]
= 0, (C.9)

(∂xa4,2 + rc3,2 − sb3,2)H
2 = 0, (C.10)

o que resulta em
∂xa4,2 = −rc3,2 + sb3,2. (C.11)

Substituindo as relações (C.7) e (C.7) na equação (C.11), encontramos a solução
a4,2 = c1,

b3,2 = 2rc1,

c3,2 = 2sc1,

(C.12)

onde c1 é uma constante de integração. Da equação de grau 3, encontramos as
relações

b1,2 = −∂xb3,2 + 2r (a2,2 + sb3,2) , (C.13)

c1,2 = ∂xc3,2 + 2s (a2,2 + rc3,2) . (C.14)

Da equação de grau 2, obtemos

∂xa2,2 = sb1,2 − rc1,2. (C.15)
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Substituindo as relações (C.13) e (C.14) na equação (C.15), e considerando as
relações em (C.12), encontramos a solução

a4,2 = c1,

b3,2 = 2rc1,

c3,2 = 2sc1,

a2,2 = c2 − 2c1rs

b1,2 = 2c2r − 2c1rx,

c1,2 = 2c2s+ 2c1sx,

(C.16)

onde c2 é outra constante de integração. Da equação de grau 1, obtemos as
equações de movimento do modelo

rt2 = ∂xb1,2 − 2r (a0,2 + sb1,2) , (C.17)

st2 = ∂xc1,2 + 2s (a0,2 + rc1,2) . (C.18)

Da equação de grau 0, obtemos

∂xa0,2 = −rst2 − srt2 . (C.19)

Substituindo as relações (C.17) e (C.18) na equação (C.19), e considerando as
relações em (C.16), encontramos a solução

a4,2 = c1,

b3,2 = 2rc1,

c3,2 = 2sc1,

a2,2 = c2 − 2c1rs

b1,2 = 2c2r − 2c1rx,

c1,2 = 2c2s+ 2c1sx,

a0,2 = c3 − 2s (r (c2 + c1rs)− c1rx)− 2c1rsx,

(C.20)

onde c3 é mais uma constante de integração.
Lembrando que o Lax At2 =

∑4
i=0A

(i)
2 no limite de vácuo nulo se reduz a

Avact2
= α4,2H

2, com α4,2 dado por uma constante, e no limite de vácuo constante
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não nulo se reduz a

Avact2
= 2 (α4,2 (ζ + 2r0s0) + α2,2)

(
1

2
H1 + r0E

0
α + s0E

1
−α − r0s0H

0

)
(C.21)

onde α4,2 ̸= 0 e α2,2 são duas constantes arbitrárias. Olhando para as relações em
(C.20) no vácuo, temos que

a4,2 = c1,

b3,2 = 2br0c1,

c3,2 = 2bs0c1,

a2,2 = c2 − 2bc1r0s0

b1,2 = 2bc2r0,

c1,2 = 2bc2s0,

a0,2 = c3 − 2bs0r0 (c2 + c1r0s0) ,

(C.22)

ou seja
c1 = α4,2, c2 = b (2r0s0α4,2 + α2,2) , c3 = 2br20s

2
0α4,2. (C.23)

E por último, voltando nas equações de movimento do modelo, tínhamos
encontrado que

rt2 = −2c1rxx + 2c2rx + 2r
(
−c3 + 2c1r

(
sx + rs2

))
, (C.24)

st2 = 2c1sxx + 2c2sx + 2s
(
c3 + 2c1s

(
rx − r2s

))
. (C.25)

As equações de movimento acima admitem as soluções de vácuo r = br0 e s = bs0

para os valores (C.23). Considerando c1 = 1
2
, c2 = 0 e c3 = br20s

2
0, onde, por

simplicidade, adotamos α4,2 =
1
2

e α2,2 = −r0s0, chegamos nas equações

rt2 = −rxx + 2r
(
r2s2 − br20s

2
0 + rsx

)
, (C.26)

st2 = sxx − 2s
(
r2s2 − br20s

2
0 − srx

)
. (C.27)



Apêndice D

Elementos de Matriz

Alguns dos elementos de matriz necessários para obter as soluções solitô-
nicas da hierarquia CLL com condições de contorno nula e constante não nula
apresentadas no capítulo 4 estão calculados aqui.

Vimos que os operadores de vértices para a hierarquia CLL, para os casos de
vácuo nulo (b = 0) e constante não nulo (b = 1), são

V +
f = −br0ĉ+

∞∑
k=−∞

(
br0ξ

−k
f Hk + br20ξ

−k
f Ek−1

α − ξ−k+1
f Ek

−α
)

(D.1)

e

V −
f =

∞∑
k=−∞

(
bs0ξ

−k
f Hk − ξ−k+1

f Ek−1
α + bs20ξ

−k
f Ek

−α
)
, (D.2)

com ξf ̸= 0, f ∈ Z∗
+ e k ∈ Z. Inicialmente, vamos verificar as relações de comutação

[
V +
f , A

vac
x,CLL

]
= (ξf + br0s0)V

+
f (D.3)

e [
V −
f , A

vac
x,CLL

]
= − (ξf + br0s0)V

−
f . (D.4)

Para isso, começamos calculando o comutador[
V +
f , A

vac
x,CLL

]
=

=
∞∑

k=−∞

br0ξ
−k
f

[
Hk,

1

2

(
H1 − br0s0H

0
)
+ br0E

0
α + bs0E

1
−α

]
+

+
∞∑

k=−∞

br20ξ
−k
f

[
Ek−1
α ,

1

2

(
H1 − br0s0H

0
)
+ br0E

0
α + bs0E

1
−α

]
+

+
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f

[
Ek

−α,
1

2

(
H1 − br0s0H

0
)
+ br0E

0
α + bs0E

1
−α

]
,

(D.5)

81
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ou seja,[
V +
f , A

vac
x,CLL

]
=

=
∞∑

k=−∞

br0ξ
−k
f

(
k (δk+1,0 − br0s0δk,0) ĉ+ 2br0E

k
α − 2bs0E

k+1
−α
)
+

+
∞∑

k=−∞

br20ξ
−k
f

(
−Ek

α + br0s0E
k−1
α + bs0

(
Hk + (k − 1)δk,0ĉ

))
+

+
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f

(
Ek+1

−α − br0s0E
k
−α − br0H

k
)
,

(D.6)

o que leva no resultado esperado

[ V +
f , A

vac
x,CLL

]
=

= (ξf + br0s0)

(
−br0ĉ+

∞∑
k=−∞

(
br0ξ

−k
f Hk + br20ξ

−k
f Ek−1

α − ξ−k+1
f Ek

−α
))

.
(D.7)

Para V −
f é preciso calcular o comutador

[
V −
f , A

vac
x,CLL

]
=

=
∞∑

k=−∞

bs0ξ
−k
f

[
Hk,

1

2

(
H1 − br0s0H

0
)
+ br0E

0
α + bs0E

1
−α

]
+

−
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f

[
Ek−1
α ,

1

2

(
H1 − br0s0H

0
)
+ br0E

0
α + bs0E

1
−α

]
+

+
∞∑

k=−∞

bs20ξ
−k
f

[
Ek

−α,
1

2

(
H1 − br0s0H

0
)
+ br0E

0
α + bs0E

1
−α

]
,

(D.8)

o que resulta em[
V −
f , A

vac
x,CLL

]
=

=
∞∑

k=−∞

bs0ξ
−k
f

(
k (δk+1,0 − br0s0δk,0) ĉ+ 2br0E

k
α − 2bs0E

k+1
−α
)
+

−
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f

(
−Ek

α + br0s0E
k−1
α + bs0

(
Hk + (k − 1)δk,0ĉ

))
+

+
∞∑

k=−∞

bs20ξ
−k
f

(
Ek+1

−α − br0s0E
k
−α − br0H

k
)
,

(D.9)
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chegando no resultado esperado

[ V −
f , A

vac
x,CLL

]
=

= − (ξf + br0s0)
∞∑

k=−∞

(
bs0ξ

−k
f Hk − ξ−k+1

f Ek−1
α + bs20ξ

−k
f Ek

−α
)
.

(D.10)

Após verificar que o vértice (D.1) satisfaz a relação de comutação (D.7) e
o vértice (D.2) satisfaz a relação de comutação (D.10), podemos usa-lós para
determinar os elementos de matriz de interesse. Vamos começar por

⟨λi|V +
f |λj⟩ =

∞∑
k=−∞

br0ξ
−k
f ⟨λi|Hk |λj⟩ − br0 ⟨λi| ĉ |λj⟩+

+
∞∑

k=−∞

br20ξ
−k
f ⟨λi|Ek−1

α |λj⟩ −
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f ⟨λi|Ek

−α |λj⟩
(D.11)

com i, j ∈ Z+. Para os estados |λ0⟩ = |µ0⟩, |λ1⟩ = |µ1⟩, |λ2⟩ = E−1
α |µ0⟩ e |λ3⟩ =

E0
−α |µ1⟩, encontramos os elementos de matriz:

⟨λ0|V +
f |λ0⟩ = −br0, (D.12)

⟨λ1|V +
f |λ1⟩ = br0 − br0 = 0, (D.13)

⟨λ2|V +
f |λ0⟩ =

∞∑
k=−∞

br20ξ
−k
f ⟨µ0|

[
E1

−α, E
k−1
α

]
|µ0⟩

= −
∞∑

k=−∞

br20ξ
−k
f ⟨µ0|

(
Hk + (k − 1)δk,0ĉ

)
|µ0⟩

= br20,

(D.14)

⟨λ3|V +
f |λ1⟩ = −

∞∑
k=−∞

ξ−k+1
f ⟨µ1|

[
E0
α, E

k
−α
]
|µ1⟩

= −
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f ⟨µ1|Hk |µ1⟩

= −ξf .

(D.15)

No caso do vértice V −
f determinamos os elementos de matriz ⟨λi|V −

f |λj⟩ a partir
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de

⟨λi|V −
f |λj⟩ =

∞∑
k=−∞

bs0ξ
−k
f ⟨λi|Hk |λj⟩ −

∞∑
k=−∞

ξ−k+1
f ⟨λi|Ek−1

α |λj⟩+

+
∞∑

k=−∞

bs20ξ
−k
f ⟨λi|Ek

−α |λj⟩ .
(D.16)

Para os estados |λ0⟩ = |µ0⟩, |λ1⟩ = |µ1⟩, |λ2⟩ = E−1
α |µ0⟩ e |λ3⟩ = E0

−α |µ1⟩, encontra-
mos os elementos de matriz:

⟨λ0|V −
f |λ0⟩ = 0, (D.17)

⟨λ1|V −
f |λ1⟩ = bs0, (D.18)

⟨λ2|V −
f |λ0⟩ = −

∞∑
k=−∞

ξ−k+1
f ⟨µ0|

[
E1

−α, E
k−1
α

]
|µ0⟩

=
∞∑

k=−∞

ξ−k+1
f ⟨µ0|

(
Hk + (k − 1)δk,0ĉ

)
|µ0⟩

= −ξf ,

(D.19)

⟨λ3|V −
f |λ1⟩ =

∞∑
k=−∞

bs20ξ
−k
f ⟨µ1|

[
E0
α, E

k
−α
]
|µ1⟩

=
∞∑

k=−∞

bs20ξ
−k
f ⟨µ1|Hk |µ1⟩

= bs20.

(D.20)

Os elementos de matriz do produto V +
f V

+
d são determinados a partir da ex-
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pressão abaixo

⟨λi|V +
f V

+
d |λj⟩ =

=
∞∑

k,l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−ld ⟨λi|HkH l |λj⟩ −

∞∑
k=−∞

br20ξ
−k
f ⟨λi|Hk |λj⟩+

+
∞∑

k,l=−∞

br30ξ
−k
f ξ−ld ⟨λi|HkEl−1

α |λj⟩+

−
∞∑

k,l=−∞

br0ξ
−k
f ξ−l+1

d ⟨λi|HkEl
−α |λj⟩+

− br0 ⟨λi|V +
d |λj⟩+

∞∑
k,l=−∞

br30ξ
−k
f ξ−ld ⟨λi|Ek−1

α H l |λj⟩+

−
∞∑

k=−∞

br30ξ
−k
f ⟨λi|Ek−1

α |λj⟩+
∞∑

k,l=−∞

br40ξ
−k
f ξ−ld ⟨λi|Ek−1

α El−1
α |λj⟩+

−
∞∑

k,l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−l+1

d ⟨λi|Ek−1
α El

−α |λj⟩+

−
∞∑

k,l=−∞

br0ξ
−k+1
f ξ−ld ⟨λi|Ek

−αH
l |λj⟩+

+
∞∑

k=−∞

br0ξ
−k+1
f ⟨λi|Ek

−α |λj⟩+

−
∞∑

k,l=−∞

br20ξ
−k+1
f ξ−ld ⟨λi|Ek

−αE
l−1
α |λj⟩+

+
∞∑

k,l=−∞

ξ−k+1
f ξ−l+1

d ⟨λi|Ek
−αE

l
−α |λj⟩

(D.21)

com f, d ∈ Z∗
+ e i, j ∈ Z+. Para ⟨λ0|V +

f V
+
d |λ0⟩ os termos não aniquilados imedia-

tamente pelo estado |λ0⟩ = |µ0⟩ são

⟨λ0|V +
f V

+
d |λ0⟩ = br20 +

∞∑
k=1

−1∑
l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−ld ⟨µ0|

[
Hk, H l

]
|µ0⟩+

−
∞∑
k=2

−1∑
l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−l+1

d ⟨µ0|
[
Ek−1
α , El

−α
]
|µ0⟩+

+
∞∑
k=1

0∑
l=−∞

br20ξ
−k+1
f ξ−ld ⟨µ0|

[
El−1
α , Ek

−α
]
|µ0⟩ ,

(D.22)
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o que resulta em

⟨λ0|V +
f V

+
d |λ0⟩ = br20 + 2

∞∑
k=1

∞∑
l=1

br20ξ
−k
f ξldkδk−l,0+

−
∞∑
k=2

∞∑
l=1

br20ξ
−k
f ξl+1

d (k − 1)δk−l−1,0+

−
∞∑
k=1

∞∑
l=0

br20ξ
−k+1
f ξld(l + 1)δk−l−1,0,

(D.23)

⟨λ0|V +
f V

+
d |λ0⟩ = br20 + 2br20

ξd
ξf

∞∑
k=0

k

(
ξd
ξf

)k−1

+

− br20

(
ξd
ξf

)2 ∞∑
l=0

l

(
ξd
ξf

)l−1

− br20

∞∑
k=0

k

(
ξd
ξf

)k−1

.

(D.24)

Considerando a série geométrica

∞∑
k=0

(x)k =
1

1− x
, |x| < 1, (D.25)

e assumindo ξd/ξf < 1, temos

∞∑
k=0

k

(
ξd
ξf

)k−1

=

(
1− ξd

ξf

)−2

. (D.26)

Usando a relação acima em (D.24) obtemos que

⟨λ0|V +
f V

+
d |λ0⟩ = br20 +

(
2br20

ξd
ξf

− br20

(
ξd
ξf

)2

− br20

)
1(

1− ξd
ξf

)2 (D.27)

é zero

⟨λ0|V +
f V

+
d |λ0⟩ = br20 − br20

(
1− ξd

ξf

)2
(
1− ξd

ξf

)2 = 0. (D.28)

Voltando na expressão (D.21), para ⟨λ1|V +
f V

+
d |λ1⟩ os termos não aniquilados



Apêndice D. Elementos de Matriz 87

imediatamente pelo estado |λ1⟩ = |µ1⟩ são

⟨λ1|V +
f V

+
d |λ1⟩ =

∞∑
k=0

0∑
l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−ld ⟨µ1|

(
H lHk +

[
Hk, H l

])
|µ1⟩+

− br20 −
∞∑
k=1

0∑
l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−l+1

d ⟨µ1|
[
Ek−1
α , El

−α
]
|µ1⟩+

+
∞∑
k=1

0∑
l=−∞

br20ξ
−k+1
f ξ−ld ⟨µ1|

[
El−1
α , Ek

−α
]
|µ1⟩ ,

(D.29)

o que resulta em

⟨λ1|V +
f V

+
d |λ1⟩ = 2

∞∑
k=0

0∑
l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−ld kδk+l,0+

−
∞∑
k=1

0∑
l=−∞

br20ξ
−k
f ξ−l+1

d kδk+l−1,0+

+
∞∑
k=1

0∑
l=−∞

br20ξ
−k+1
f ξ−ld lδk+l−1,0,

(D.30)

ou seja,

⟨λ1|V +
f V

+
d |λ1⟩ =

= 2br20

∞∑
k=0

k

(
ξd
ξf

)k
− br20

∞∑
k=0

k

(
ξd
ξf

)k
− br20

∞∑
l=0

l

(
ξd
ξf

)l
= 0.

(D.31)

É possível verificar, de maneira geral, que os elementos ⟨λi|V +
f V

+
d |λj⟩ são nulos

para todos os estados em questão. Além disso, assim como ⟨λi|V +
f V

+
d |λj⟩ = 0

também é possível verificar que:

⟨λi|V +
f V

+
d V

+
e |λj⟩ = 0, (D.32)

onde f, d, e ∈ Z∗
+ e i, j ∈ Z+. Os mesmos resultados são válido para o vértice V −

f ,
ou seja:

⟨λi|V −
f V

−
d |λj⟩ = 0, (D.33)

⟨λi|V −
f V

−
d V

−
e |λj⟩ = 0. (D.34)
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Já para o produto de V +
f com V −

d , os elementos de matriz são:

⟨λ0|V +
f V

−
d |λ0⟩ =

ξd (ξf + br0s0)
2

(ξf − ξd)
2 , (D.35)

⟨λ1|V +
f V

−
d |λ1⟩ =

ξf (ξd + br0s0)
2

(ξf − ξd)
2 , (D.36)

⟨λ2|V +
f V

−
d |λ0⟩ = −br0ξd (ξf + ξd + 2br0s0)

ξf − ξd
, (D.37)

⟨λ3|V +
f V

−
d |λ1⟩ = −bs0ξf (ξf + ξd + 2br0s0)

ξf − ξd
. (D.38)

E para o produto de V −
f com V +

d são:

⟨λ0|V −
f V

+
d |λ0⟩ =

ξf (ξd + br0s0)
2

(ξf − ξd)
2 , (D.39)

⟨λ1|V −
f V

+
d |λ1⟩ =

ξd (ξf + br0s0)
2

(ξf − ξd)
2 , (D.40)

⟨λ2|V −
f V

+
d |λ0⟩ =

br0ξf (ξf + ξd + 2br0s0)

ξf − ξd
, (D.41)

⟨λ3|V −
f V

+
d |λ1⟩ =

bs0ξd (ξf + ξd + 2br0s0)

ξf − ξd
. (D.42)
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