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Resumo

Existe atualmente um consenso de que a relatividade especial, cuja cinematica
€ governada pelo grupo de Poincaré, deixa de ser valida préxima a escala de
Planck. Como consequéncia, novas cinematicas tém sido propostas. Uma al-
ternativa a essas teorias é a relatividade especial de de Sitter, a qual pressupde
uma violagao, ndo da simetria de Lorentz, mas da simetria de translagcao. Essa
teoria inclui a constante cosmolégica como um efeito cinematico e ndo como
um elemento exédtico que permeia o Universo. Considerando as propriedades
de transitividade do espagotempo de Sitter, sdo obtidas uma nova corrente con-
servada e uma nova familia de trajetérias. Essas trajetédrias introduzem uma
nova no¢cao de movimento, dado por uma combinacao de translacdes e transfor-
magdes conformes proprias.

Palavras Chaves: espacotempo de de Sitter; Geodésicas; Cinematica do es-
pacotempo; Relatividade Especial.

Areas do conhecimento: Gravitacdo e Cosmologia.



Abstract

There are currently an agreement that special relativity, whose kinematic is ruled
by the Poincaré group, fails near the Planck scale. As a consequence, new kine-
matics have been proposed. An alternative to those theories is the de Sitter
special relativity, which assumes a violation, not of the Lorentz symmetry, but of
the translation symmetry. In this theory the cosmological constant appears as a
kinematic effect and not as an exotic element filling the Universe. Taking into ac-
count the appropriate transitivity properties, a new conserved current and a new
family of maximizing trajectories are obtained. These trajectories introduce a new
notion of motion, given by a combination of translations and proper conformal
transformations.
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Introducao

As evidéncias cosmologicas fornecidas pela observacao de supernovas la, o
efeito de lentes gravitacionais, 0 mapeamento da radiacéao cdésmica de fundo e o
mapeamento das estruturas cosmicas a grande escala sugerem que o Universo
esta se expandindo aceleradamente [1, 2]. Entre os modelos contendores que
tentam explicar a causa fisica deste fen6meno, encontramos a Energia Escura,
que é usualmente interpretada como um fluido exético com pressao negativa
que permeia o Universo todo e gera repulsdo gravitacional. Esse fluido pode ser
uma energia de vacuo, representada pela Constante Cosmolégica ou um campo
escalar conhecido como campo de quintesséncia. A proposta mais natural é a
Constante Cosmoldgica. Porém, essa proposta apresenta um problema: Por qué
o valor observacional da Constante Cosmoldgica é tdo pequeno comparado com
o valor predito pelo Modelo Padréo da fisica de particulas? Essa discrepancia €
conhecida como o problema da Constante Cosmologica. Em vista disso, tém-se
proposto outros modelos para explicar a expansao acelerada do Universo além
da energia escura, entre elas se encontram as teorias de gravidade modificada
e a hipétese de um Universo ndo homogéneo [3, 4]. A Relatividade de de Sitter
propde mudar o grupo de Poincaré como grupo de covariancia da relatividade
especial, pelo grupo de de Sitter, dando origem assim a uma nova teoria da
Relatividade, conhecida como relatividade especial de de Sitter [5, 6, 7, 8]. Ao
se incluir na Relatividade Especial de de Sitter a constante cosmolégica como
consequéncia da cinematica da teoria, da-se uma explicagédo natural a expansao
acelerada do Universo como uma consequéncia da geometria.

Junto as evidéncias observacionais de que o Universo esta em expansdo acel-
erada, encontra-se uma inconsisténcia teérica. Ao tentarmos reconciliar a teoria
de campos relativisticos com a gravidade, surgem problemas conceituais que
sugerem limites a essa teoria. Essas limitagdes devem-se a existéncia de uma
escala de comprimento invariante —conhecido como o comprimento de Planck
[p— além da qual uma nova fisica e novas nogdes devem surgir [9, 10, 11]. Di-
ante desse cenario, torna-se popular assumir que a simetria de Lorentz deve ser
violada a pequenas escalas [12, 13], uma vez que no contexto da relatividade



especial de Einstein ndo pode existir um comprimento invariante. Dentro dessa
linha, varias teorias, como por exemplo as chamadas deformed special relativ-
ity, propdem que a cinematica seja governada por um grupo mais geral que o
de Poincaré [14, 13, 15, 16]. Em particular, as deformed special relativity as-
sumem os grupos de Poincaré k-deformados, nos quais a simetria de Lorentz é
violada proxima a escala de Planck. No contexto da Relatividade de de Sitter o
comprimento de de Sitter [ surge naturalmente como um invariante de Lorentz
[17,18, 19].

Quando consideramos o termo de Constante Cosmoldgica ndo nulo nas equacoes
de Einstein no vazio, e o interpretamos como um termo inteiramente geométrico,
obtemos como solucéao o espacotempo maximalmente simétrico de de Sitter ou
anti-de Sitter. Esse espacotempo além de ser solucdes as equacdes de Einstein,
podem ser construido fora do contexto da Relatividade General analogamente
ao espacotempo de Minkowski. Isto acontece por ser um espaco homogéneo,
definido como o quociente entre o grupo de de Sitter e o grupo de Lorentz [20].

Na Relatividade Especial de de Sitter, por se conservar a invariancia de Lorentz,
mantem-se a isotropia e a equivaléncia de sistemas de referéncia inerciais, porém
se violam as traslacées. Consequentemente, o quadrimomento ordinario nao é
mais uma quantidade conservada. A nova quantidade conservada é uma combi-
nacao linear do momento ordinario com o “momento conforme". Desta maneira,
0s conceitos ordinarios de energia e momento sdo modificados, introduzindo no-
vas noc¢des de energia e momento conformes.

O grupo de de Sitter apresenta dois limites dependendo do valor do parametro
de comprimento [ . Quando este parametro é infinitamente grande, ou equiva-
lentemente, quando a constante cosmoldgica toma valores pequenos (A — 0), 0
grupo de de Sitter se contrai para o grupo de Poincaré, e assim 0 espagotempo
de de Sitter se reduz ao espacotempo de Minkowski. Quando tomarmos o
parametro de comprimento pequeno (A — o), 0 grupo de de Sitter se contrai
para o grupo de Poincaré conforme, e consequentemente o espacotempo de de
Sitter se reduz ao espacotempo cdnico [21].

Da mesma forma que o grupo de Poincaré generaliza o grupo de Galileo para
altas velocidades, o grupo de de Sitter generaliza o grupo de Poincaré para uma
cinematica de altas energias. Como consequéncia temos que a Constante Cos-
moldgica ndo € mais um parametro livre da teoria, mas uma consequéncia cin-
ematica da mesma [17].

O grupo de covariancia de todas as teorias fundamentais da fisica € o grupo de
Poincaré, o qual determina que a cinematica subjacente € a teoria da relatividade



especial. Na relatividade de de Sitter as transformagdes de Lorentz continuam
relacionando os referenciais equivalentes. Nao entanto, como o espagotempo de
de Sitter é transitivo sob uma combinacao de translacdes e transformagdes con-
formes proprias, entdo a conexao entre os pontos no espagotempo adquirem no-
vas propriedades, redefinindo os conceitos de transitividade, movimento e quan-
tidades conservadas.

Para estudarmos o movimento, primeiramente devemos entender a transitividade
no espacgotempo de de Sitter. Neste espagotempo a transitividade é definida
pelas “translacbes" de de Sitter; uma combinacédo de translagdes ordinarias e
transformacdes conformes propias. A importancia relativa destas contribuicdes
para o movimento vem determinada pelo valor do parametro de comprimento
de de Sitter. Essa propriedade incorporara uma nova definicdo de movimento
e uma nova nog¢ao da estrutura causal do espagotempo de de Sitter, especial-
mente quando a constante cosmoldgica toma valores grandes [22]. O objetivo
da presente tese é estudar as consequéncias dessa propriedade para a nocao
de movimento, bem como para as leis de conservacao.

O presente trabalho esta organizado da seguinte maneira. No capitulo 1 fazemos
uma introducado a estrutura geométrica do espacotempo de de Sitter, a algebra
do grupo de de Sitter e ao processo de contracao de Inéni-Wigner [23]. No
capitulo 2 estudamos as transformacdes dos campos no espacgotempo de de
Sitter. No capitulo 3 usamos as variagcées dos campos para conseguir as leis
de conservagao e as cargas de Noether no contexto da Relatividade Especial de
de Sitter. Por ultimo no, capitulo 4, propomos uma nova maneira de entender
o movimento no espacotempo de de Sitter através de uma nova equacao de
movimento que expresse as propriedades de transitividade do espacotempo de
de Sitter.






Capitulo 1

Espacotempos e Grupos de
de Sitter

1.1 Espacotempos de de Sitter

Os espacotempos de Sitter e anti de Sitter tém sido amplamente estudados,
porque apresentam propriedades de grande interesse para a cosmologia e as
diferentes aproximagdes a gravidade quantica.

Os espacotempos de de Sitter sdo os espacotempos mais simples depois do
espacotempo de Minkowski. Podem se definir como uma hipersuperficie hiper-
bolica embebida em um espagotempo plano pseudo-euclideano M4 e M?3 5-
dimensionais respectivamente, com métrica em coordenadas cartesianas

ds* = napdx?dx® (1.1)

napx x” + € (X4)2 = el? (1.2)

onde ¢ = 1 se refere ao espacotempo de de Sitter e ¢ = —1 ao espagotempo de
anti de Sitter. O comprimento [ € conhecido como o comprimento de de Sitter [,
e € um invariante de Lorentz.

Além disso, os espagotempos de de Sitter e de anti de Sitter
dS (4,1) =S0@D/r and AdS (3,2) = S0B.1)/¢

sa0 espacgos quociente, portanto podem ser construidos independente das equagdes
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de Einstein [24]. Esses espagcotempos tém como grupos de simetrias 0s grupos
especiais e ortogonais SO (4,1) e SO (3,2) respectivamente, tendo o grupo de
Lorentz £ como subgrupo [25].

Os espacotempos de de Sitter e de anti de Sitter também podem se ver como
solucdes as equacoes de Einstein no vazio com uma constante cosmolégica

A:_Eﬁ

onde [ € o comprimento de de Sitter.

Doravante nos centraremos no espagotempo de de Sitter e = +1, ja que por mo-
tivacdes fisicas é o espagotempo que usaremos como espago cinematico para
o desenvolvimento de uma teoria de relatividade. Nao entanto, pode se seguir
um procedimento analogo ao descrito aqui para considerar o espaco de anti de
Sitter como espacotempo cinematico.

1.2 Sistemas de Coordenadas

Diferentes sistemas de coordenadas nos levam a entender diferentes caracteris-
ticas do espacotempo de de Sitter. Para ilustrarmos algumas das caracteristicas
mais importantes, como séo a estrutura causal e o movimento geodésico do es-
pacotempo estudiaremos alguns sistemas de coordenadas especificos, obviando
outros sistemas de coordenadas mais frequentemente usados [26, 27].

1.2.1 Coordenadas Globais

Considerando a transformacéao de coordenadas

x° = lIsinh(7/)

X~ = lcosh (7/i)cosb,

x° = lcosh (7/i)sinf; cos by

x® = lcosh (7/i)sin 6, sin 0, cos O3
X (/1)

= [l cosh (7/1) sin 0; sin O, sin 63

a métrica (1.1) toma a forma



ds® = dr? — I? cosh? (7/1) [d@f + sin® 6, (d@% + sin? Hgdﬁg)} (1.3)

As coordenadas (7,61, 6, 05) cobrem todo o espagotempo, portanto —oco < 7 <
00, 0<6,60b<7m e 0<860;<2nm. Asecao espacial sdo esferas de curvatura
positiva £ = +1.

1.2.2 Coordenadas Conformes

Se nas coordenadas anteriores definirmos o tempo coordenado por meio da re-
lacéo

1 T ot
h(r — _ _ _
cosh (7/1) cos (1) 5 <7<
a métrica (1.3) toma a forma
ds* = 1% cosh? (#/1) ds* (1.4)

Como pode se ver na Figura 1.1, as superficies I™ e I~ sao as superficies nu-
las de futuro e passado respectivamente, enquanto as lineas tracejadas sao as
geodésicas nulas.

f+
e,
s s
" o
[} & i
£ ! o 5
[} o s m
o e
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[=] : o
o 7 o
- x'\\.
I-

Figura 1.1: Diagrama de Penrose para dS,

O espacotempo de de Sitter € geodesicamente completo. No entanto, nenhum
observador pode aceder a todo o espacotempo. Por exemplo, um observador
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inercial sempre tera regidoes sem aceso em seu passado. Isso é diferente do
espacotempo de Minkowski, onde um observador tipo-tempo tem a historia com-
pleta do Universo em seu cone de luz passado [26].

1.2.3 Coordenadas Estereograficas

O espagotempo de de Sitter em coordenadas estereograficas € obtido fazendo
uma projecao da hipersuperficie de de Sitter sobre um espagotempo tangente de
Minkowski, obtendo a transformacao [28]

2
X =Q(x)z® e =19 (2) (1 + ZF) (1.5)
onde
o2\~
Q(x) = <1 — 412> e 0% = ez’ (1.6)

As coordenadas {z“} tomam valor no espagotempo de Minkowski, no qual a
hipersuperficie € projetada. Nessas coordenadas a métrica (1.1) toma a forma

ds® = QO () n, dadz” (1.7)

Esse sistema de coordenadas sera o sistema usado ao longo deste trabalho,
ja que os geradores tomam uma forma comparavel aos geradores do grupo de
Poincaré e facilita o processo de contragéo nos diferentes limites de contracao a
considerar.

Os diferentes objetos geométricos do espacotempo escritos, em coordenadas
estereografica tomam a forma

g (o2 (ol g a ]'n (Q)
1, = (0900, + 05,64 — nun’) oo (1.8)
sendo esses os simbolos de Christoffel
02 ,
Ry = =5 (0o = Sly1) (1.9)
o tensor de Riemann
3
R, = l—zgm, (1.10)
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e o tensor de Ricci

R= 15 =—4A (1.11)

0 escalar de curvatura respectivamente.

1.3 Grupo de de Sitter

O grupo de de Sitter expressa as caracteristicas cinematicas de isotropia e ho-
mogeneidade do espacotempo de de Sitter. Este tem como subgrupo o grupo
de boots ndo compacto, incluindo assim o principio de relatividade com uma
velocidade maxima ¢ e um comprimento [ invariante. Estas caracteristicas o con-
vertem no grupo cinematico mais general possivel com significado fisico, junto
com o grupo AdS [29].

No grupo de Poincaré P as transformagdes de Lorentz definem a isotropia do es-
pagotempo de Minkowski, enquanto a transitividade é definida pelas trasla¢des
ordinarias. Analogamente, no grupo de de Sitter a isometria do espagotempo
continua sendo garantida pelas transformacgdes de Lorentz, entretanto a transi-
tividade esta associada as “translacoes” de de Sitter.

1.3.1 Geradores do grupo de de Sitter

Os geradores 5-dimensionais do grupo de de Sitter em coordenadas cartesianas
{XA} s&o dados por

0 0
Jap = ¢ — R 1.12
AB = TNACX NG NBCcX A ( )
0s quais satisfazem as relagcées de comutagao
[Ja, Jep) = neeJap + NapJsc — MepJac — NactBp (1.13)

em coordenadas estereograficas {z*} esses se dividem em dois tipos

S = nukx)\Pu - ﬁquAPu
1
Ju = P, — ZZK“ (1.14)
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onde

0

0
K OxP

[T (‘)xﬂ n

(27}H,\x)‘x — 025ﬁ>

sdo os geradores das translacdes ordinarias e as transformacdes conformes
proprias respectivamente [30, 31]. Esses geradores satisfazem as relagbes de
comutacao

[Jw/a J/\T] = nu/\t]w' + nVTJp,/\ - 771/)\'];” - nMTJZ/)\
[Juu7(]>\4] = 7])\1/‘]”4 _77>\MJV4 (115)
[J,LL47 sz4] = J,Lw

Podemos notar que, devido a invariancia sob o grupo de Lorentz do termo con-
forme 2 (1.23), essas relagbes de comutacdo se mantém invariantes quando
0s operadores sao escritos em fungdo da métrica de de Sitter em coordenadas
conformes

g = BERE Ty = Gar®0g — Gyt s (1.16)

comht =Q(z) e

1
Jar = hi'Jy = ¢ [z(sg 17 (2000707 - 255)} 05 (1.17)

com 0% = g,s272°. Os operadores (1.16) e (1.17) estdo representados no es-
pacotempo de de Sitter com a métrica (1.7), la cual sera usada para subir e
descer os indices. Caso tenhamos os operadores (1.14) usaremos a métrica 7,,,
para subir e descer os indices.

O espacotempo de de Sitter define sua transitividade sob as traslagcbées de de
Sitter; uma combinacao das translacdes ordinarias e as transformacdes con-
formes proprias. Cada uma destas transformagdes sera relevante dependendo
do valor da constante cosmolégica. Assim, podemos considerar dois tipos de
parametrizagdo; um para valores pequenos da constante cosmoldgica (I — o)
e outro para valores grandes da constante cosmolégica (I — 0).
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1.4 Contracoes de grupo

A contracao é um método poderoso que revela a relagao entre 0s grupos e as
simetrias. O método de contracdo de Indni-Wigner nos mostra que o grupo de
de Sitter pode ser contraido a varios limites com diferentes significados fisicos.
Para obter os diferentes limites € necessario tomar a parametrizagdo correta,
realizando essa de uma maneira heuristica [23].

Como se ilustra na figura 1.2, as contragdes do grupo de de Sitter com significado
fisico sao [32, 20]:

1. Limite ndo relativista (¢ — oc0): neste caso os grupos de de Sitter dS e anti
de Sitter AdS se reduzem aos grupos de Newton-Hooke com constante
cosmoldgica positiva N, e negativa N_ respectivamente. Esses grupos
podem se usar no estudio de uma fisica nao relativista que considere uma
constante cosmologica ndo nula. Ndo entanto, experimentalmente néo se
conhece nenhuma influencia da constante cosmolégica a escala da fisica
Newtoniana.

2. Limite espagotemporal (I — oo, | — 0): neste caso os grupos de de Sitter
e anti de Sitter se reduzem ao mesmo grupo em cada limite. No limite de
[ — oo se reduzem ao grupo de Poincaré P e no limite [ — 0 se reduzem ao
grupo de Poincaré conforme P [21]. O primeiro de esses grupos é o grupo
cinematico da Relatividade Especial e o segundo vamos a explora-lo mais
ao longo deste trabalho.

)
® () (cp
[ > w [ = 0
C—> @0
O, O (ce

Figura 1.2: Contragédo de Grupos



Ao longo do desenvolvimento deste trabalho estaremos interessados nos limites
de contragao relacionados com o comprimento de de Sitter, mantendo o caracter
relativista dos grupos limite.

1.4.1 Limite de constante cosmoldgica pequena [ — oo

Tomando a parametrizagdo adequada sobre os geradores do grupo de de Sit-
ter, esses geradores se reduzem aos geradores do grupo de Poincaré. Conse-
guentemente, o espacotempo de de Sitter se reduz ao espacotempo de Minkowski.
Seguindo um método heuristico para realizar a contracao, podemos reparametrizar
os geradores J,, dividindo-os entre o parametro [, obtendo

L, = Ju.= n,Mx’\PV - ny,\xAPM (1.18)
g 1
I, = T“:PM—ZPKM (1.19)

Com essa parametrizacao, as relacdes de comutacéo (1.15) sao reescritas da
forma

[L[Ll/7 L)\T] = 77;L>\Ll/’r + nVTL,u)\ - ny)\Lp,T - T]/,LTLZI)\
[L,uzu HA] = 77)\1/H,u - 77)\,uHV (1 20)
1
[Hw HV] - L#V

2

Tomando o limite de constante cosmoldgica pequena [ — oo, obtemos o grupo
de Poincaré. O grupo de Lorentz é um subgrupo tanto do grupo de de Sitter
guanto do grupo de Poincaré, portanto nao experimenta nenhuma variagao por
meio da contracao, e o gerador do grupo de Lorentz se mantém inalterado

lim J,, = J
oo MY me
Os geradores das “translacdes” de de Sitter se reduzem as translacées ordinarias

lim II, = P,

l—o00
satisfazendo o algebra de Poincaré:
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[L;un L/\T] = nu/\LVT + 771/TL/J)\ - 771/)\L,u7' - 77#7[11/)\
[L;un P)\] = nAVPu - nA;LPV
[Pm Pl/] =0

Devido a relagcado entre o comprimento de de Sitter e a constante cosmoldg-

ica, podemos entender esse limite como um limite de constante cosmolégica
pequena e de curvatura zero R — 0.

1.4.2 Limite de constante cosmoldgica grande [ — 0

Para tomar esse limite devemos reparametrizar nossos geradores como
L = Ju= n,sz’\Py - ny,\xAPM (1.21)
I, = 4lJ,=4°P,— K, (1.22)

Sob essa parametrizacdo, as relacées de comutacao do grupo de de Sitter (1.15)
sao expressadas como

[L;u/a L/\T] = nuz\LuT + UVTLM)\ - 77V)\L,u7' - nMTLI/)\
|:L,uua ﬁ)\} = n)wﬁ,u - 77)\“]-:111
M, 1L, = 4L,

Ao tomarmos o limite [ — 0, as "translacoes" de de Sitter se reduzem a corrente
conforme I1, — K, e as relagdes de comutagdo se reduzem a algebra do grupo
de Poincaré Conforme [21]

[Luua L/\T] = nuz\LuT + nVTLu)\ - 77V)\Lu7' - nMTLV)\
[L[Ll/7 K)\] = nAqu - n)\/J,Kl/
[Kw KV] =0

O grupo de Poincaré Conforme P, tem como subgrupo o grupo de Lorentz sendo
esse responsavel pela isotropia do espago M, enquanto que o subgrupo das
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transformacdes conformes préprias sdo responsaveis pela transitividade. As
transformagdes conformes préprias em P, como as translagdes ordinarias em
P, formam um grupo abeliano, a diferencia das translagcées de de Sitter 11, que
nao formam um grupo independente do grupo de de Sitter.

Neste limite os espacotempo de de Sitter se reduzem ao espagotempo Cénico
homogéneo

M:

']

onde a nocao de espaco e de tempo associadas as translagdes ordinarias sao
substituidas por uma nova nogao associada ao movimento conforme (proprio).

O grupo de Pincaré conforme e o grupo de Poincaré podem se ver como espacos
duais ao respeito da inversao espagotemporal

sob a qual os geradores das translacdes se convertem nos geradores das trans-
formacdes conformes proprias e vice-versa

P, K,

Com essa inversédo, os pontos em infinito no espagotempo Minkowski M séo
associados ao vértice do espago conico M, e aqueles pontos sobre o cone de
luz no espagotempo de Minkowski com o infinito no espago conico.

Esse limite deve se entender como um limite matematico, porque fisicamente
se espera que, a escalas de comprimento muito pequenas seja necessaria uma
teoria da gravidade quantica [21].

1.5 Transformacoes de de Sitter e vetores
de Killing

As transformacdes infinitesimais de coordenadas ao respeito do grupo de de
Sitter em 5-dimensdes é definida através de seus geradores como

1
B 5GBCJBCXA (1.23)
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onde ¢ = —¢“B sa0 os parametros da transformacio e os geradores Jzc sdo
dados por (1.12). Nesta representagao 5-dimensional do grupo de de Sitter esta
transformagéo pode ser entendida como uma combinagé&o de boots e rotagdes
em 5-dimensoes.

1.5.1 Limite de constante cosmologica pequena ! — ~

Em coordenadas estereogréficas a transformacao (1.23) toma a forma

oxt = dpat + opat (1.24)

onde

St = ;e”pL,,px“ (1.25)

representam as transformacgdes infinitesimais do grupo de Lorentz, na qual os
geradores L,,, sdo definimos pela equagao (1.18) e

opat = e’I1, a* (1.26)

sao as transformacdes infinitesimais das "translacées" de de Sitter (1.19). Se
tomarmos a forma explicita dos geradores, podemos encontrar as transformagoes
infinitesimais em funcao dos vetores de Killing. Desta maneira, a transformacao
(1.25) é reescrita como

1
bt = Sl (1.27)

com

l(‘yp) = Mo”0 — 1o 0%, (1.28)

sendo os vetores de Killing de Lorentz. A transformagéo (1.26) é reescrita como

Sna’ = e'€,, (1.29)
onde

AR T (1.30)

) =% = % :
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sao os vetores de Killing das translacdes de de Sitter, com 5‘(@) = 2,2 TH — o2 H
sendo a parte responsavel com as transformagdes conformes prépias.

Independentemente disso, temos que estes vetores satisfazem a equacéo de
Killing

‘C{g/w = Vp,gy + vug,u, =0

onde a métrica g,, € a métrica do espagotempo de de Sitter em coordenadas
estereograficas.

Ao tomarmos o limite formal de | — oo recobramos os vetores de Killing do
espacotempo de Minkowski

é!(Lz/p) - nVUxG(Sl; - nngU(S'L; (1 31)

gl = gt (1.32)

para os quais as transformacgdes infinitesimais de coordenadas do grupo de
Poincaré sao definidas como

1
bt = 8l 4 Sevel,) (1.33)

uma soma da transformacao gerada pelas translacdes e as transformagdes de
Lorentz.

1.5.2 Limite de constante cosmoldgica grande [ — 0

Em coordenadas estereograficas sob a parametrizacao (1.22), a transformacéao
(1.23) toma a forma

St = Spat + ot (1.34)

onde
Srat = 1 VPT, M
LT = 56 vp
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representam as transformagoes infinitesimais de Lorentz dado pela equagao (1.21)
e

St = eIl a" (1.35)

sao as transformacdes infinitesimais geradas pelas das "translacées” de de Sitter
(1.22).

Se substituirmos estes geradores, podemos encontrar as transformacdes in-
finitesimais sob as coordenadas (1.34) em funcao dos vetores de Killing. O setor
de Lorentz se mantem igual ao limite de constante cosmolégica pequena com

1
opat = ie”pf‘ap) (1.36)

&y = Moot 0% — npo” s (1.37)

Enquanto o setor das "translagées" de de Sitter é definido através da parametriza-
cao

St = €€l (1.38)

onde
’{V) = 4l26*; — 5*; (1.39)

séo os vetores de Killing das translacdes de de Sitter com SQ‘V) = 20 .27 TH — o2H
sendo a parte responsavel com as transformacdes conformes propias.

Ao tomarmos o limite de [ — 0 recobramos os vetores de Killing das transfor-
magcdes conformes proprias

b= (1.40)

para os quais as transformacgdes infinitesimais do grupo de Poincaré conforme
sao

Spat = et (1.41)

17



Alternativamente poderiamos haver conseguido estes vetores por meio da equacao
de Killing no espaco

Vi, +V,6 =0

¢ facil verificar que os vetores (1.40) satisfazem esta equacao.
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Capitulo 2

Campos no espacotempo de
de Sitter

A transformacéo infinitesimal nas coordenadas gerada pelos vetores de Killing &
é

o't = gt + et (2.1)

Essa transformacao induz uma mudanca funcional nos campos, que pode ser
definida através da derivada de Lie ao longo do vetor de Killing £ como'

U =0 (z) — W (z) = =LV (2.2)
na qual a Derivada de Lie é definida como

Lo = lim — (z) = ¥ (2)

e—0 €

A derivada de Lie compara os campo antes e depois da transformacao, sendo
eles medidos no mesmo argumento .

Para ilustrarmos as transformacdes do campo usando a derivada de Lie, con-
sideremos o caso do campo vetorial ¥ = v, cuja derivada de Lie ao longo dos
vetores de Killing ¢ é

‘Cﬁqv/}u = fyauwy, + 3H§V@/)u (23)

10 campo ¥ representa um tensor de qualquer rango ou até spinores.
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O primeiro termo ao lado direito da equacéao (2.3) corresponde a representacao
diferencial, eunquanto que o segundo termo a representacao vetorial do grupo
de isometrias associado aos vetores de Killing {¢}.

Se ¢, for uma densidade tensorial, a derivada de Lie vem dada por

'CE@DM = f”au% + aufu¢u + w¢u6V§V (24)

onde w é o0 peso da densidade tensorial.

Por outro lado, a variagdo originada pela mudanca no argumento, mantendo a
forma do objeto invariante, € gerada pela representagéo orbital do grupo

Ogthy = by (a') = by (x) = "0 (2.5)

A transformacédo (2.5) é conhecida como um termo de transporte.

Desta maneira, a mudanca total no campo é associada a representagdo matricial
das transformacgdes

Sy = v () = b ()
= 000+ 02, = —0,8", (26)

Se fazermos uma transformagéo infinitesimal de Poincaré sobre as coordenadas,
especificamente uma translacao ordinaria, que é definida pelos vetores de Killing

gl = ke (2.7)

entdo a variagao funcional dos campos

SQU = —640 = —£40,¥ (2.8)

€ gerada somente pela representacao diferencial das translacées e coincide com
a transformacéo gerada nos campos pela mudancga no argumento. Uma vez que
os vetores de Killing das translacbes (2.7) sdo constantes, a variacao total nos
campos (2.6) € nula

5pU =0 (2.9)
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A expressao (2.9) revela as translagdes globais como uma redefinicdo da origem
espacotemporal no espagotempo de Minkowski [33].

2.1 Transformacoes de Lorentz

A transformacao infinitesimal do grupo de Lorentz sobre as coordenadas é dada
por

St =& =

1
5" (2.10)

onde ¢”? = —¢” sd0 0s parametros constantes da transformacéao e

Elupy = Mo”0l — 1pgx? 8 (2.11)

sdo as componentes do campo vetorial de Killing associado ao grupo de Lorentz.
A transformacéo de coordenadas (2.10) induzira mudanca nos campos. No caso
do campo escalar v, sua mudanca total € nula

6r (r) =0

e portanto sua representacdo matricial também é nula. Por outro lado, uma mu-
dancga no argumento gera a transformacao

o1 (x) = ", 0,0 (v)
a qual coincide com a mudanga funcional no campo @
0y (2) = =07 (z) = —€"2,0,¢ ()
Se considerarmos o campo vetorial de spin-1 ¢,,, a mudanga funcional do campo

vetorial ¢, a respeito do grupo de Lorentz € dado pela derivada de Lie ao longo
da direcao dos vetores de Killing (2.11)

1 o ¢V 1 loa 14
5gwﬂ = —§€p f(pg)aywu — §€p 8/—L£(p0')w’/ (2.12)

a qual podemos escrever em funcao dos geradores da transformacéao como
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1 1 v
5%% = _iengpawu - §€po (Spff)M wl/ (2'13)
onde
LpU = npl/xuaa - nau-ryap (214)

séo os geradores orbitais do grupo de Lorentz e

(Spa): = 0u€’ (o) = NMouby — Moo, (2.15)

€ a representacao vetorial correspondente. A combinacao

Jpa = Lpo' + Spo' (21 6)

satisfaz a algebra do grupo de Lorentz

[oos Jpw) = Nowdop + Nopd o = NowIop — Nopow (2.17)

Alias L, e S, satisfazem independentemente a algebra (2.17), uma vez que
comutam entre si

[L;u/y SH,V] =0 (21 8)

A variacao no argumento € dada pela representagao orbital
a 1 po
5L¢/L (l’) = 56 Lpaqv/}u (l’) (21 9)
e a variacao total do campo vem gerada pela representacao vetorial
' L oo v
0 () =9, (1) = ¥y (2) = =5 (Spo) Y0 (2) (2.20)

A transformagéo (2.20) na relatividade especial nos diz como é visto um vetor
em dois sistemas de coordenadas inerciais diferentes.

No caso de campos de 2 ordem 7,,,,, a variagao funcional do campo vem definida
pela derivada de Lie ao longo do vetor de Killing &~

1 g T 1 g T 1 loa T
Optbu = = (Lew),, = =5 o0y Ot = 5" 0u Ty ors = 5 0o Vs
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gue nao é outra coisa que a combinacao de dois representacdes vetoriais, que
em func¢ao dos geradores pode se reescrever Como

1 1 1

O = =5 Lot = 57 (Spo) Vs = 567 (Spa) [ Yur - (2:21)

O primeiro termo do lado direito da equacéao (2.21) definira a transformacao no
argumento, assim

1
01w (2) = 5€7 Loty (2.22)

A combinacao dos ultimos dois termos do lado direito da equacéo (2.21) respon-
dem pela variagdo total do campo sob as transformagdes globais de Lorentz

1 . 1 .

oLV (z) = _§6pa (Spa)u Yy — iep (Spa)y Yur (2.23)
Essas definicoes serado de especial interesse no estudo das variacdes da métrica
e para o calculo das quantidades conservadas.

Para deduzir as transformacdes spinoriais, construamos um fibrado, de modo
que

Gab = hi'hy Gy (2.24)
As tetradas h}* relacionam o espago tempo de métrica g,,, com o espago interno
de métrica g, .

Consideremos uma transformacao infinitesimal nas coordenadas do espaco tan-
gente, a respeito da qual as tétradas transformam como

WHF = AL (x)h (2.25)

a a

onde as matrizes A sdo a representacao vetorial do grupo, a qual denotaremos
como?

Ab=6b—é(z)) (2.26)

a

Portanto, a transformacao funcional, ou a ponto fixo, das tétradas é gerada
através de transformacgéo (2.26). Assim

20 indice i representa qualquer ordem, podendo seri =coi =c,d, i = c,d, ..
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SOht =0t —hit = —€ () (2.27)

a

Se fazer uma transformacao global de coordenadas sobre o espacotempo
't =gt 4 ¢H

onde ¢* sdo os vetores de Killing associados ao espacotempo cinematico, a
transformacéo funcional da tétrada a respeito da transformacgéo de coordenadas
é definida pela derivada de Lie ao longo do campo de Killing &~

Bl = — (Leha)" = —€°0,ht — B,6"hY (2.28)

Assim, podemos relacionar a transformacéao interna do campo de tétrada (2.27)
com a transformacéao sobre o espacotempo (2.28) através de

€ (2),) = b (£0,hl — 0,€"hY) (2.29)

Por outro lado, consideremos a transformagao sobre o campo spinorial

U () = S (A) ¥ (z) (2.30)

onde

S(A) =exp (ieCdSCd> com Seq = (Scd)ab Yo Vo (2.31)

€ a transformacédo gerada pelas transformacdes de Lorentz sobre 0 campo spino-
rial. Dessa maneira, a transformacéao funcional, ou a ponto fixo do campo spino-
rial, & determinada tanto pela representacao diferencial (ou orbital) quanto pela
representacao spinorial das transformacgdes de Lorentz

W (a) =W (x) = e (Su) A (2) — €40, (1)
_ ighi (€7 0,h — B, hY ) Yy () — €40, (z) (2.32)

Considerando o espacotempo de de Sitter

hi =6t
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com os vetores de Killing relacionados com os geradores das transformacdes de
Lorentz

€ = €l

Assim a derivada de Lie pode ser escrita da maneira mais geral como

(0% ]' (0% v
52\11 =LV =—¢ Bé‘zaﬂ)ﬁu\lf (x) — 1€ B&,ﬁ%aﬁ)fy 7.V () (2.33)
a qual podemos escrever como

W =L,V =—"LosV (x) — leeo‘ﬁ (Sap),, V'Y (2) (2.34)

Uma vez que a variacdo no argumento é gerada pela representacao diferencial

§9U =W (/) — WU () = € Lop¥ () (2.35)

a variacao total dos spinores sera dada por

1
S0 = 800 4+ 590 = —Zeaﬁ (Sag),, V"V (2.36)

a qual é a representacao matricial spinorial do grupo de Lorentz.

Os campos de diferente ordem sob uma transformacao infinitesimal do grupo de
Poincaré tém representacao matricial associada ao subgrupo de Lorentz, mas
nao ao respeito do grupo das translagdes. Isto define a transitividade do es-
pacotempo de Minkowski a respeito das translagdes espagotemporais globais.

2.2 “Translacao" de de Sitter

A transformacéo infinitesimal gerada sobre as coordenadas pelas “Translagao”
de de Sitter é determinada por

onat = €’ (2.37)

onde o vetor de Killing ¢/, sera expresso na parametrizacdo adequada para
cada limite de contracdo. O primeiro limite sera apropriado para o estudo de
valores pequenos da Constante Cosmolégica A, enquanto o segundo limite sera
apropriado para o estudo de valores grandes de A.
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2.2.1 Limite de constante cosmoldgica pequena | —

Para obtermos o limite de constante cosmolégica pequena, devemos tomar a
parametrizagdo dos vetores de Killing

1
& =015 (2mparat — 0?64, (2.38)

Caso de campos escalares, estes sdo invariantes e a variagéo total € nula

ony (z) =0
apresentando somente mudanga no argumento
O () = —opy (x) = €'Y (x)

sendo igual a transformagao funcional éj+, na qual II,, séo os geradores diferen-
ciais da transformag&o dados por

1
T (2nua’a” = 0%67) 0, (2.39)

que satisfazem a algebra do grupo de de Sitter (1.20).

O comportamento do campo vetorial ¢, a respeito de uma “Translagéo” de de
Sitter é dado pela derivada de Lie ao longo dos vetores de Killing (2.38)

Oty (2) = = (Le), = =€, 0t — L DuE" ) (2.40)

que reescrevemos como

5%¢u (z) = —e’Il 0, (z) — € (Zp): Yy, (z) (2.41)

O primeiro termo do lado direito da equacéao (2.41) refere-se aos geradores difer-
enciais (2.39), enquanto o segundo termo dado pelo operador

v 1 v oSV oSV
(), =~ (Mous” + 0028, = 02”8, (2.42)

corresponde a representacdo vetorial das “Translacdes" de de Sitter. Assim,
podemos reescrever a variagao funcional dos campos como
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80, () = —e? A, () (2.43)

onde o operador

A, =TI, +5%, (2.44)

satisfaz a algebra do grupo de Sitter

[Aps Jur] = MpuDu — Npw A (2.45)
© 1
[A;L,Ay] = ﬁJMV (246)

com J,, = L, + S,. Consequentemente, dadas as relagbes de comutagao
(2.45) e (2.46), podemos dizer que os operadores A, sdo geradores de de Sitter.

A diferencia dos operadores das representacoes vetoriais de Lorentz, os oper-
adores X, da representagéo vetorial das “Translagbes" de de Sitter (2.42) ndo
satisfazem a algebra de de Sitter (1.20), portanto esses operadores nao sao ger-
adores de de Sitter isoladamente, enquanto que os operadores diferenciais 1I,
sdo geradores do grupo de de Sitter [34]. Alem disso, os operadores X, e I, ndo
comutam entre si.

A respeito de uma “Translacao" de de Sitter, a transformacao de um campo ve-
torial originada pela mudanca no ponto espacotemporal é

oy = €’ I, (2.47)

Como no grupo de Lorentz, a variacao total do campo é gerada pelos operadores
matriciais

oy = 51(')1¢u + o = —¢€” (Zp): (o (2.48)

Contudo, a transformacao (2.48) ndao pode ser considerada uma transformacéao
de de Sitter, uma vez que os operadores ¥, ndo sdo geradores de de Sitter.

Se tomar o limite de | — oo recuperamos a representacao de Poincaré

lim A, = P,

l—o00
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a qual nao tem representagao matricial > — 0. Desta maneira, o grupo de de
Sitter se reduz ao grupo de Poincaré.

Para estudar um pouco mais o significado do setor matricial das “Translacdes
de de Sitter, vejamos em detalhe o caso de campos de 2* ordem v, para os
quais a variagao funcional esté definida pela derivada de Lie como

51(2[¢HV = (Eniﬁ),ﬂ, = _Epé.a(p)aaqu);w - Epauga(p)qpou - epaugg(p)@/}ua (249)

a que podemos escrever em fung¢ao dos operadores (2.38)

519177Z);w = _GpHp¢uV — ¢ (EP): Vg, — € (ZP)VU ¢#U

Considerando a métrica como um caso especifico de tensor de 2% ordem, tere-
mos que a variacao funcional (2.49) sera dada por

NG = Lrigu, = —€’T,g,, — € (Ep): Jov — €' (5,)) Guo (2.50)

Uma vez que a métrica ¢, € a métrica do espagotempo de de Sitter, e 0s vetores
¢ sdo seus vetores de Killing, a variagao funcional definida em (2.49) é nula

S99 =0 (2.51)

A variagdo no argumento da métrica é dada pelos geradores diferenciais das
“translacdes" de de Sitter (2.39)

Mg = €1,9,u (2.52)

sendo essa variacao igual em forma a variagao total da métrica

0Gu = 510]gW +0n9w = 1,9, (2.53)
que pode ser escrita, usando (2.39), como

ep
0Gu = l—anax"gW (2.54)

ou equivalentemente

g;W (z') = W (v) (2.55)
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A transformacao (2.55) representa um reescalonamento conforme da métrica
Guv-
O fator conforme w em (2.55) é dado por

p
€T,

2 _
w =1+ 2

(2.56)

Ao tomar o limite de valores grandes de A, conseguimos que w? — 1 e a variagao
total da métrica (2.54) se anula

0Guw =0

Consequentemente, recuperamos as transformacdes geradas na métrica a re-
speito das translac¢des ordinarias.

Anteriormente estudamos o caso da transformacao do campo spinorial a respeito
do grupo de Lorentz. Contudo, ao contrario do grupo de Poincaré, os spinores
sob o grupo de de Sitter ndo podem ser considerados somente como spinores
de Lorentz, uma vez que o setor “translacional" de de Sitter também contribuira.

Na secao anterior, conseguimos que 0s campos spinoriais invariantes de de Sit-
ter em um espacgotempo de de Sitter transformam satisfazendo a lei (2.32)

SV =V (z) — U (z) = —£"9,V (z) — i@,,f“'y”%\ﬂ (x) (2.57)

onde os vetores de Killing ¢# sdo os vetores de Killing associados as isometrias
do grupo de de Sitter.

Como os vetores de Killing assoaciados as “translacao” de de Sitter sdo

e Yoy
f=e f(a)
a variacao funcional dos spinores (2.57) € determinada por

SO0 = —* ALV (2) (2.58)

com os geradores definidos como

1
Ao =1l + ;04 (2.59)

onde
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0o = (Za) 77" (2.60)

€ a representacado spinorial das “translacdes" de de Sitter.

Assim, a transformacéo no argumento é gerada pelos operadores diferenciais

oG = 11, ¥ (2.61)
enquanto a variacao total do campo é dada pela representagéo spinorial (2.60)

on¥v = —ieaaa\If (2.62)

Os geradores (2.59) satisfazem as relagbes de comutagao do grupo de de Sitter
(1.20) [35]. No entanto, como no caso vetorial, os operadores o, nao satisfazem
aisladamente a algebra de de Sitter, portanto, a transformagéo (2.62) ndo poderia
se considerar uma transformacao de de Sitter.

Caso dos campos spinoriais, observamos que nossa aproximacgao difere de out-
ras formas de escrever os campos spinoriais invariantes sob o grupo de de Sitter
[36]. A diferenca esta no fato de que se consideramos o espago de de Sitter em 5
dimensdes, uma vez que os geradores representam as rotacées generalizadas,
os geradores das transformacdes sobre os campos spinoriais sao tradicional-
mente definidos como uma generalizagdo da representagédo spinorial do grupo
de Lorentz, por meio da transformagéo

com
1
S(A) =exp (SABEAB) com SAB — 2 ['yA,fyB} (2.63)
sendo as matrizes v uma generalizagdo das matrizes de Dirac em 5-dimensées.
Assim, quando estes geradores sao projetados a 4-dimensdes se obtém os op-
eradores

1 1
=" e ot =S = oty (2.64)

0s quais satisfazem a algebra de de Sitter. Além disso, os operadores da repre-
sentacao spinorial e da representacao diferencial comutam
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[H/w UV} =0

No entanto, se n&o expressarmos a transformac¢ao do campo spinorial a respeito
do grupo de de Sitter como (2.63) mas como uma contracao da representacao
vetorial e as matrizes gamma em 5-dimensdes

S(A) =exp (SABEAB> com SAB — (SAB)CD AP (2.65)

onde a representagao vetorial é dada através de
(SAB)CD = 9P (2.66)
com
&5 = X455 — X"

sendo os vetores de Killing 5-dimensionais de de Sitter.

Os geradores 5-dimensionais S4Z satisfazem a algebra do grupo de de Sitter e
sao equivalentes a (2.63). Os geradores (2.65) ao ser projetados a 4-dimensdes
se reduzem a

1
St =1 (2.67)
e
1
St = ot = (457" = 5578 (" — 29#97) (2.68)

Esses operadores satisfazem isoladamente a algebra de de Sitter (1.20). Al-
ias, os operadores (2.68) comutam com os operadores diferenciais (2.39) das
“translacdes" de de Sitter.

Sob a parametrizagcédo (2.60) observamos -como é esperado- que ao tomar o

limite de constante cosmolégica pequena o, se anula

lim o, — 0
l—00
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dessa maneira recobramos o sentido escalar dos spinores a respeito das translagoes
ordinarias.
2.2.2 Limite de constante cosmoldgica grande [ — 0

A transformacdo das “Translagbes" de de Sitter devem ser reparametrizadas
como

St = €€, (2.69)

onde a componente do campo vetorial de Killing

&) = AP, — (2nypatat — %) (2.70)

€ reparametrizada da maneira mais conveniente para fazer o limite de contracao
de constante cosmolégica grande, e assim recuperar os geradores do grupo de
Poincaré conforme.

A transformacdo (2.69) induz nos campos vetoriais 1, a transformagéo funcional
(2.40)

51912/% = - (£E¢)# = _Epgy(p)aﬂvbu - 6pau§lj(p)wu

a qual pode ser rescrita como

St =~ Ty — ¢ (5,) "0 (2.71)

onde o primeiro termo do lado direito da equacgao (2.71), refere-se aos geradores
diferenciais (1.22)

I, =4°P, — K, (2.72)

e 0 segundo termo

(20) " = =2 (npua” + 0”6, — 10276, ) (2.73)
I

corresponde a representacao matricial das “translacées" de de Sitter. Assim
podemos escrever a transformacao funcional do campo vetorial com respeito a
uma “translacées" de de Sitter como
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oq, = —€e" A, (2.74)

onde

A,=T,+5%, (2.75)
satisfazem a algebra de de Sitter

A ] = 0y = 1A, (2.76)

ALA) =P (2.77)
com J,, = L,, + S,.,. Consequentemente, os operadores A, sdo geradores de
de Sitter. No entanto, os operadores ¥, e 11, ndo comutam entre si.

Se tomarmos o limite de [ — 0 recuperamos a representacao vetorial do grupo
de Poincaré conforme

limA, = K, + %, (2.78)
e
[ALA] =0 (2.79)

que satisfazem a algebra conforme [37].

Para o caso de campos de 2 ordem a transformacéo funcional a respeito de uma
“translacao” de de Sitter é dada por

Ot = Ty — ¢ (8,) Yo = ¢ (5,), Yo (2.80)

A variagdo no argumento do campo € dada pelos operadores diferenciais

84t = €T, (2.81)

Por exemplo, se considerarmos a métrica como caso especifico de um tensor de
2* ordem, a variacao total sobre a métrica € dada pelos operadores da represen-
tacdo vetorial
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519 = G (@) = Gy () = =€ (5,) "9 = ¢ () /900 (282)

essa variagao pode ser escrita como

51:[9#1/ = 4€pngW (2.83)
onde temos usado (2.73).

Ao tomarmos o limite formal de valores grandes da constante cosmolégica [ — 0,
os operadores diferenciais (2.72) se reduzem a transformagao conforme prépria

liml:[M — K,

[—0

Analogo ao caso dos campos tensoriais, no limite de contante cosmologica grande
0S campos spinoriais ndo se mostram como escalares com respeito as transfor-
magcdes conformes propias. Assim

LV =AU () (2.84)
onde o operador A, € expressado como

_ 1
Ao =T, + 0 (2.85)

0 qual ao tomarmos o limite formal de | — 0 se reduz as transformacdes con-
formes prépias

- 1
limA, — K, + 53:6 (Map — 29a78)

=0

definindo a transformacao total dos spinores ao respeito das transformagdes con-
formes préprias.

2.3 Translacoes de de Sitter e transitividade

O estudo da geometria conforme, ou seja, o conjunto de todas as métricas
g, conformes a meétrica fisica g,,, € equivalente ao estudo das relagées cau-
sais espacotemporais. Devemos notar que a respeito dessas transformacdes da
métrica, uma curva geodésica nao continuara sendo-o, a0 menos que seja nula,
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e inclusive neste caso o parametro afim ao longo da curva nao deve ser 0 mesmo
parametro afim.

Em geral, o reescalonamento conforme da métrica ndo estd associado com o
difeomorfismo no espagotempo [38]. De fato, a invariancia de um sistema fisica
sob tal reescalonamento ndo esta relacionado com nenhuma lei de conservacao
através do teorema de Noether [39, 40]. No entanto, quando considerarmos
difeomorfismo em espacotempo localmente de Sitter, como temos visto, além
da transformacao usual da métrica aparece um reescalonamento conforme da
meétrica. Isto significa que quando usarmos este difeomorfismo para obter as leis
de conservacao através do teorema de Noether ou na obtencao das equacdes
por meio de um principio variacional, devemos considerar a transformacao agre-
gando o reescalonamento conforme.

Considerando que o espagotempo de de Sitter € transitivo sob as “translagbes”
de de Sitter, uma "translacao" global de de Sitter representara uma redefinicao da
origem do espacotempo e consequentemente, no afetara os campos localmente.
Assim teremos

U (2') — T (2) = 0 (2.86)

Isto significa que a transformacao relacionada com a transitividade do espacotempo
de de Sitter é dada pelas “translagdes" de de Sitter mais um reescalonamento
sobre o campo [41]. Para um campo vetorial este é definido como:

ot = — (Luy), + € (Za),] ¥y (2.87)

O ultimo termo adicional remove a parte indesejavel da transformacao, deixando
uma “translacao" pura de de Sitter. Consequentemente, sob “translacbes" de de
Sitter, qualquer campo ¥ tem uma variagao total nula

on¥ =0

definindo a transitividade no espagotempo de de Sitter através das "transla¢des”
de de Sitter.
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Capitulo 3

Leis de Conservacao

O espacgotempo de de Sitter como o espagcotempo de Minkowski € um espaco
fundamental. Esses espacotempos, além de satisfazer as equacdes de Einstein,
podem ser construidos independentemente delas. Portanto, sdo espagotempos
sobre os quais pode se construir qualquer teoria fisica [20]. Consequentemente,
guando mudarmos o grupo de covariancia de Poincaré pelo grupo de de Sitter,
ou equivalentemente a teoria da relatividade especial de Einstein pela Relativi-
dade de de Sitter. Estamos mudando somente a cinematica da teoria, mas a
dindmica em ambas as teorias continua sendo a mesma. Por exemplo, a teo-
ria da relatividade geral pode ser formulada considerando sua cinematica local
sendo governada pelo grupo de Poincaré ou pelo grupo de de Sitter. Dessa
maneira, somente se muda o principio de equivaléncia forte, a qual afirma que;
sempre é possivel encontrar um sistema local no qual as leis da fisica se re-
duzam as da Relatividade Especial. Se o espacotempo local for de Minkowski,
a cinematica local sera governada pelo grupo de Poincaré. Se o espacotempo
local for de de Sitter, a cinematica local sera governada pelo grupo de de Sitter.

Considerando que a cinematica € governada pelo grupo de de Sitter, podem se
obter as quantidades conservadas associadas as simetrias do espacotempo de
de Sitter através do teorema de Noether.

3.1 Teorema de Noether

Se um observador em um sistema S escreve a densidade lagrangiana £, outro
observador em um sistema S’ deve escrever a mesma densidade Lagrangiana.
Portanto, a Lagrangiana deve ser invariante ao respeito das transformac¢des do
grupo de covariancia.
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Definimos a acao dependente s6 dos extremos ¥; e X5, 0S quais sao as superfi-
cies fronteira de alguma regiao 4-dimensional (2

I1(3,%) = /d4x£ (z)

Q

onde £ = \/—gL é adensidade lagrangiana. “Sob uma mudanca geral e infinites-
imal de coordenadas, a primeira variacdao na acao é a diferenca entre a fungco
superficie entre os extremos da regido integral":

01 (X1,%5) = F (%) — F (%))
Considerando que a mudanga infinitesimal de coordenadas

o't =zt + ozt (3.1)

€ gerada pelas transformagdes infinitesimais do grupo de covariancia, entdao a
primeira variagdo da agao é

51 (%) = / &2’ (2)) — / &zl (z)
Q Q

a qual pode ser escrita como uma soma da variagao total e funcional da acao
capitulo 2

5T = 6°T + 6°T (3.2)

Assim, a variagdo da agao ao respeito de uma mudanga no ponto € dada por

5] = / da' L (2) — / dal! (z) = / d*a' L (x + o) — / d'zL ()

Q Q Q Q

Expandindo o primeiro termo, usando o teorema de Taylor até primeira ordem,
obtemos

6 = /d4x’£’ ($)+/d4$8u£ (z) (536“—/d4x£’ (z)

Q/ Q Q
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onde a transformacgao no elemento de volume é dado pelo determinante da trans-
formacgao de coordenadas (3.1)

ox'*
ox
= (1+9,62")d*x

d*z

dz' =

Portanto

§*I(X) = [ d*zd,62"L (z) + [ d*z0,L (x) 6" = | d*xd, [62"L (z)] (3.3)
/ / [

Usando o teorema de Gauss, a variacao (3.51) vira um termo de superficie

/ d'2d, [50" L ()] = / 45, (5" L (2)] = G (5) (3.4)

Q x

Pelo outro lado temos que a variagao funcional da acéo € dada por

6T = /d4x50£ (x)

Q

com a variagao da densidade lagrangiana dada em fungao de todos os campos'

oL
s

oL

5L =
£ 0 (0pvs)

8% + 69 (Dp1hy)

onde o ultimo termo do lado direito da ultima expressao satisfaz

6 (Dths) = 0y (0°4%)

Portanto, podemos escrever a variagao funcional da agdo como:

Q

0 (auwi) 61/12‘ 9 (au¢i)

onde o primeiro termo em (3.5) € uma contribuicdo de superficie, que junto a
(3.4) formam a densidade de corrente

'El subindice i em los campos simboliza qualquer ordem, podendo ser ¢, ¢,,, d,..,, ... 0 incluso
spinores, também existe suma sobre este indice.
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oL
9 (9uibi)

que em funcao de variacoes totais dos campos

JH = 804 + S L (3.6)

oL
0 (9yuhi)

Assim, a primeira variacao total da acéo é

oL oL
oI = [ d*z6° i dZ 0; + ox” | 0L L — O,
Q/ g wawl / { 900 T < 9 (1) w)}

A acgédo é invariante ao respeito das transformacgdes induzidas por éz* (z) e d¢;.
Portanto, satisfeitas as equac¢des de movimento conseguimos a conservagao da
corrente

TN = ————0; + 02" (6{,% - aﬁ)&,wz) (3.7)

1
=0 (V=gJ") = VuJ" =0 (3.8)

com

wo 9L 5 ) (5# —ia ) 3.9
M= 5 T\ gy (3.9)

sendo a corrente associada a densidade lagrangiana L.

3.1.1 Tensor Energia Momento Candnico

Considerando as "translacdes" de de Sitter, geradas pelas transformacoes in-
finitesimais de coordenadas:

ox” = &{,)€e” (3.10)

Estudamos a continuagéo os dois limites de contragao.

Limite de Constante Cosmoldgica pequena / — oo

Sendo ¢&{,,) € o vetor de Killing translacional de de Sitter (1.30), a variag&o total
nos campos é:
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Ao respeito desta transformacgéo, a densidade de corrente conservada toma a
forma

JH = gya)e“Tg‘V (3.11)
onde
OL
T = | 0ML — ———— 0, 1; 3.12

€ o tensor energia-momento candnico usual.

Desta maneira, podemos definir o tensor de energia-momento candnico de de
Sitter como

Hga = gl(/a)Tcul/ (31 3)

Assim, a corrente conservada é determinada por

Jh = TI* (3.14)

Uma vez que ¢ € arbitrario concluimos que

Vulle, =0 (3.15)

Tomando o limite formal de valores da constante cosmoldgica pequena [ — oo 0
tensor (3.13) se reduz ao tensor energia-momento candnico

lim T2 = T2 (3.16)

O espacotempo de de Sitter se reduz ao espagotempo de Minkowski, transfor-
mando a lei de conservacéao

VI =0

em
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9,T" =0 (3.17)

a lei de conservacgao do tensor energia-momento candnico usual.

Limite de Constante Cosmoldgica grande | — 0

Consideremos §(,) como o vetor de Killing translacional de de Sitter (1.39) que
gera a variagao nos campos

Ao respeito desta transformagao, a densidade de corrente conservada toma a
forma

Jh =TI e (3.18)

onde I1# , é definido como o tensor energia-momento equivalente a (3.13). Dado
que ¢ é arbitrario, deve ser satisfeita a lei de conservacao

VIE, =0 (3.19)
Ao tomarmos o limite formal de valores da constante cosmoldgica grande | — 0

lim [T = K" (3.20)

1—0

o tensor (3.18) se reduz a corrente conforme, e o espacotempo de de Sitter se
reduz ao espagotempo canbnico, satisfazendo a lei de conservagao

VK™ =0 (3.21)

A equacéo (8.21) indica a conservacao da corrente conforme [37, 42, 31], onde
V,. é a derivada covariante no espagotempo candnico.
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3.2 Tensor Energia-Momento como fonte
de gravidade

A mudanca nas simetrias locais do espagotempo trard consequéncias na conser-
vacao das quantidades locais e portanto, € necessaria uma redefinicao da fonte
da gravidade.

A conservacao covariante (local) do tensor de energia-momento em relatividade
geral estd associada a invariancia da a¢do de Einstein-Hilbert ao respeito de uma
translac&o local sobre as coordenadas [43]

dzt =€ (x) G ot (3.22)
onde € (z) sdo os parametros da transformacdo e G, sdo os geradores das
translacdes, que em funcéo dos vetores de Killing podem ser escritos como

G, =¢&0, (3.23)
com &f, = §7. Assim a variacdo das coordenadas em fungédo dos vetores de

Killing, toma a forma

Szt = ¢ (z) 6" (3.24)

v

Considerando um espacgotempo curvo geral e um campo de matéria geral com
densidade Lagrangiana L,,, cuja integral de acao é

1
Iy = —— [ d'zLy,
2c v

Se considerarmos uma transformacao de coordenadas, a variagcdo na acao é
dada por [44]

1
oL, = ~5 Ao/ =gT" §3G, (3.25)
onde
2 0L,
T _\/__955 (3.26)
v
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€ o tensor energia-momento simétrico.

Sob a transformacao de coordenadas (3.24), a variacao funcional da métrica é

00 = — 0y g’ () ) = g0y (€ (2) 071) = gn 0y (€ (2) 07) (3.27)

Ao substituir (3.27) em (3.25), e considerando a simetria de 7", conseguimos
que

1 17
St = [ oy =g (g0, )5, + 9,0, (< (0)5) (3.28)

a qual pode ser reescrita como

81, = / d'zv,, (T40",) € (x) (3.29)

Uma vez que os parametros ¢’ sdo arbitrarios, a invariancia da acao da matéria
ao respeito das transformacdes locais (3.24) exige a conservacao covariante

vV, T" =0 (3.30)

onde 7" = T*§F € o tensor de energia-momento simétrico fonte da gravidade.

Pelo outro lado, considerando que a cinematica local é governada pelo grupo de
de Sitter, o espacotempo subjacente € necessariamente o espacotempo de de
Sitter, onde agora devemos considerar a transformacao local

dat =€ (x) Gyat

na qual ¢” (z) sdo os parametros da transformacéo e G, sédo os geradores das
translagcdes de de Sitter, que em fungéo dos vetores de Killing podem ser escritos
como

Gll = glp/ap

onde &? podem ser expressos da forma (1.30) ou (1.39), dependendo do limite
de contragdo de nosso interesse. A transformacéo nas coordenadas, em funcéao
dos vetores de Killing, toma a forma

dzt =€ (x)&x (3.31)
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A variacdo da acédo de matéria ao respeito das transformacées (3.31) é

1
ol,, = —20/d4x —gT" 639, (3.32)
onde
o ___ 2 0Ln
vV —9 5guu

€ o tensor energia-momento ordinario simétrico.

Sob a transformacao (3.31), a variacao funcional da métrica é dada por (2.50),
variagao que explicitamente podemos escrever como

g = —(Lng),, + € (Za), g + € (Za), Gyn (3.33)
onde a derivada de Lie é dada por

(£09), = Vi (Swe”) + Vo (ue®) (3.34)

Consequentemente, a variacao funcional da métrica vem dada por

5?{9#1/ = _gu(a)v,uea - g,u(oc)vuea (335)

Portanto, a variagdo da acéo (3.32) &

6l, = — /d%d—gT““ (ﬁy(a)vﬂeo‘ + ép(a)Vyea) (3.36)

Dada a simetria em 7" = T"*, podemos escrever esta variagdo como

61, = —2 / d*a/—gT" €SV e, (3.37)

integrando por partes obtemos

51 =2 / d'wy/=gV,u (T"E) €a (z) (3.38)

Como o parametro ¢* € arbitrario, a invariancia da acao € dada pela lei de con-
servacao
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' (ng;a)) =0 (3.39)

ou equivalentemente

VI = 0 (3.40)

onde V, é a derivada covariante associada a conexédo da métrica g ndo nec-
essariamente de de Sitter. Definindo a conservacao covariante do tensor, que
define uma nova nocao de energia-momento

1
po — rpe e
e =TH — oK (3.41)

onde
THY = TH§S (3.42)

€ o tensor energia-momento simétrico ordinario, e

KHe =T 6 =T (2gyﬁxﬁx°‘ - 025‘;> (3.43)

€ a corrente conforme [30].

Limite de Constante Cosmoldgica pequena / — oo
Ao considerarmos os vetores de Killing de de Sitter como sendo

1 -
[y H
gl/ 51/ 412511

e tomando o limite formal de I — oo, a lei de conservagéo (3.40) se reduz a lei
de conservacgao do tensor energia-momento simétrico

v, TH =0 (3.44)

onde o tensor T#* é o tensor de energia-momento simetrico.

46



Limite de Constante Cosmoldgica grande | — 0

Se considerarmos os vetores de Killing de de Sitter como sendo
) _
& = Ao, — &,
conseguimos a lei de conservagao

v, I =0 (3.45)

onde

[IHe = 4270 — [ho (3.46)

Ao tomarmos o limite formal de [ — 0 em (3.45), encontra-se a lei de conservacéao

v, K" = (3.47)

que expressa a conservagao da corrente conforme no espagotempo cone.

Seguindo o mesmo procedimento anterior, e considerando a invariancia sob
transformacoes locais de Lorentz

dat = ;el’p (z) &L, =€ (v) 2, (3.48)

conseguimos a lei de conservacao

V,MP = (3.49)

onde

MPHY — phTPv _ gren (3.50)

€ 0 momento angular total.

3.3 Limites de Contracao das leis de Conservacao

Como temos visto, tanto 7#” quanto K** ndo sao conservadas independente-
mente, mas dado que a corrente conforme tem a forma (3.43), podemos observar
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que se satisfazem as relagoes:

2T &
1— /a2

» 2T’;x”
VieI™ = 412 — 52

e VKM= (3.51)

Somente quando o traco do tensor energia-momento é nulo, ambas as correntes
T e K" se conservam independentemente, consistente com o fato da aparicao
da simetria conforme quando temos campos sim massa. No limite formal de
constante cosmolégica nula | — oo, obtemos as leis de conservagéo usual sobre
o espacotempo de Minkowski [30]

0,T" =0 e VK" =2T"z" (3.52)

Pelo outro lado, no limite formal de constante cosmoldgica infinita [ — 0, obte-
mos:

v

_ x _
VT = 2T e VKM =0 (3.53)

onde V,, é a derivada covariante no espagotempo candnico. Neste limite a fisica
€ invariante conforme.

3.4 Quantidades conservadas

Integrando a lei de conservagao covariante (3.20) conseguimos que

d
o+ Tt =0 (3.54)

onde

= / dvI1™ (3.55)
€ 0 quadrimomento no espagotempo de Sitter. Portanto, em presenca da con-

stante cosmolégica, a definigdo usual de energia e momento sdo modificadas,
incorporando além da definicao ordinario um setor conforme.
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Limite de Constante Cosmoldgica pequena ! — oo

Em analogia com os geradores, 0 momento de de Sitter definido como (3.55) se
reduz ao momento linear

lim 7 = p”
=00

o qual
dp”
ds

é conservado.

Limite de Constante Cosmoldgica grande | — 0

A carga de Noether neste limite é
T = /dUHOZ’

gue ao tomarmos o limite [ — 0, este se reduz a

T — K

onde x” € o momento conforme [30]. Por outro lado, observamos que no espacgo
canlnico as nocdes de energia e momento ordinarias devem ser substituidas por
nogdes conformes.
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Capitulo 4

Equacoes de Movimento

Embora o espacotempo de de Sitter seja geodésicamente completo, tem pon-
tos ndo conectados geodésicamente entre si [27], propriedade que nos motiva a
procurarmos uma nova geodésica que descreva o0 movimento no espagotempo
de de Sitter. Ja que a transitividade esté relacionada com a no¢cao de movi-
mento, por exemplo, o espagotempo de Minkowski € transitivo sob translagbes
espacotemporais, o que define as geodésicas ordinarias. Quando considerarmos
gue o espacotempo de de Sitter é transitivo sob uma combinacao de translacdes
e transformacdes conformes proprias, a presenca dessas transformacgdes con-
formes proprias tem consequéncias nas equagdes de movimento. Considerando
as propriedades de transitividade do espagotempo de de Sitter no principio varia-
cional, uma nova familia de trajetérias pode ser obtida.

4.1 Geodésicas em de Sitter

O espacgotempo 5-dimensional de de Sitter, entendido como um hiperboloide
submergido em um espacotempo de Minkowski de 5-dimensoes apresenta um
problema geodésico. Mesmo sendo geodésicamente completo, sempre haverao
pontos que nao serdo unidos por geodésicas [45, 46, 47]. Isto deve se a que 0
espaco de de Sitter € um hiperquadrado de 5-dimensoes [48]

4.2 Método de Mathisson-Papapetrou

Para obtermos a equacdo de movimento, primeiramente usaremos a aproxi-
macao de mono-polo [49, 50, 43]. Considerando a lei de conservacéo sobre
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o tensor composto [17]

1
By v g
=T — K (4.1)

onde 7" é o tensor energia-momento simétrico e K" a corrente conforme
propria vem dada por

KHe = T, = T (29,507 5% — 026 (4.2)

Para obtermos a equacao de movimento partimos da lei de conservacao

VI =0 (4.3)

a qual pode ser escrita explicitamente como

oI 1% T# + TV 117 =0 (4.4)
onde a conexao de Levi-civita é a conexao que define o espagotempo de de Sitter

14 1 « 14 14 14
= TPk 9ap0', + Gap0" = GupOia

2

I = ﬁxagap =0, <ln \/—_g>

Assim, a equacéao (3.2) toma a forma

QI + 1%, 11" + 9, (In /=g) I = 0 (4.5)

se multiplicarmos a equacao (4.5) por \/—g, essa toma a forma

8, (\/_—gH‘”’) + /=gl " =0 (4.6)

Além da equacéo (4.6) usaremos a equacao
Ou (V=9I ) + /=gI'", I1"27 — \/=gII"" = 0 (4.7)
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a qual é a derivada diretamente de (4.6). Se considerarmos que o tensor (4.1)
descreve uma particula de prova, e integrarmos sobre uma hipersuperficie 3-
dimensional tipo espaco, esse tensor toma valores somente dentro de um tubo
“mundo" de uma sec¢ao espacial muito pequena, e assim podemos aplicar o teo-
rema de Gauss para obter de (4.6)

d
pr dvy/—gI" + /dv\/—gfipﬂ”p =0, (4.8)
ede (4.7)

d v
pn dv\/—gHOVxU—i—/dv\/—gfipﬂ“px”—/dv\/—gHU =0. (4.9)

A conexao I, | pode ser expandida em série de poténcias:

Y, =0T, +o T%, 027 + ..., (4.10)

1o
onde 0z° = 27 — zf.

Introduzimos a expansao 4.10 nas equacgdes (4.8) e (4.9) e usamos a aproxi-
macao de single-pole particle [50, 49]; considerando que ao menos alguma das
integrais é diferente de zero

/ doII* 0

enquanto que todas as integrais com um ou mais fatores variacionais §z° sao
nulas. Desta maneira, encontramos de (4.8)

d
y doy/=gl1" +o T, / dv/—gIT* =0 (4.11)

e de (4.9)

d ov

pr dvy/—gIT” (827 + 7) +o F'Lp/dv\/—gl'[“p (027 4+ x7) —/d’u\/—gH =0
d
7 (xg/dv\/—gH()”) +o Fl;pxg/dvx/—gﬂ“p—/dU\/—gH‘”’ = 0

a qual é simplificada usando a equagéao (4.11) para obtermos
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Definindo o tensor

M = /dv\/—_gl_["”

(4.12)

(4.13)

e denotando «° = %” podemos reescrever as equagdes (4.11) e (4.12) como
ds

C;i (M) + 1%, MM =0

u’ MY = M

A equacao (4.14) pode ser escrita como

onde

d
—r” + I utr” =0

ds

T = / dvy/—gl1» = M»

(4.14)

(4.15)

(4.16)

(4.17)

€ o quadrimomento de de Sitter, sendo essa a quantidade conservada rela-
cionada com as "transla¢des" de de Sitter. Semelhantemente ao que acontece
na relatividade especial ordinaria, na realtividade espacial de de Sitter, as tra-
jetorias (4.16) coincide com a conservacao de momento.

4.3 Equacao de Movimento através de
principio variacional

Uma particula de massa m em um espagotempo geral com métrica g, € descrita

pela acao funcional

b
I:—mc/ds,
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onde ds = (gag dxadxﬁ)w.

Para considerar todas as possiveis trajetdrias entre os pontos a € b, 0 principio
variacional deve considerar as propriedades de transitividade do espagotempo.
Para considerarmos no espacotempo de de Sitter as propriedades de transitivi-
dade fazemos as variagcdes espagotemporais

S = €7, (4.19)

onde ¢” é o parametro da transformagao.

Usando (4.19) a variacdo da acao (4.18) resulta

b
_ 1 109as o B a B
ol = —mc/2 l@x’yu dx” oz + 2g.pu”on (dm ) ) (4.20)

a

onde u® = 4=*/4s € a quadrivelocidade ordindria. Usando a identidade dy (dxﬁ) =
d (5Hq:5) no Ultimo termo, podemos escrever (4.20) como

b
_ 1 199ap o, s a B
ol = —mc/2 [WU dx" oz + 2gapu d(énx ) , (4.21)

a

Integrando o ultimo termo por partes e desprezando o termo de superficie, a
variacao da acgao resulta

_ ¢ 109ap o B d ay| ¢y o
ol = mc/b ds [2 o LT o (Garu )1 §e’ds (4.22)

Considerando a simetria no primeiro termo de (4.22), podemos escrever a vari-
acao da acédo em funcdo da derivada covariante

51 = me / ds (gapu"Vyue’) € (4.23)
b

Definindo a quadrivelocidade

U? =¢Lfu” (4.24)
podemos reescrever (4.23) como
51 = me / ds {MVVU” - ;uam (V,&8 + vagf)} € (4.25)
b
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Una vez dada uma métrica qualquer, os vetores de Killing dados por (4.19), sat-
isfazem a relacao

P

Vil + Vol = - (VEL) gory = — 7z Yo (4.26)

N | —

substituindo (4.26) na equacgéao (4.25) obtemos a equagéao

ol = mc/b ds (u“’V,YU” + ;;) €p (4.27)
Se considerarmos as propriedades de transitividade do espacotempo de de Sit-
ter, vemos que o principio variacional inclui um reescalonamento conforme. Desta
maneira, o segundo termo da integral (4.27) representa somente um reescalona-
mento conforme da métrica. Se fazermos uma transformacgao conforme infinites-
imal g,, — w?ga,, com o fator conforme dado por

P
W=14 % (4.28)

o elemento de linha sob esta transformacéao transforma como

ds — wds (4.29)

Realizando o reescalonamento conforme da métrica, a variagdo da acdo toma a
forma

ol = mc/ dsu'V,U"¢, (4.30)
b

Devido a invariancia da acdo, e considerando a arbitrariedade ¢, obtemos a
equagao de movimento

14
dl_i_rp

U'vY =0 (4.31)
ds i

a qual representa a trajetéria da particula no espacotempo de de Sitter. A
equacao (4.31) é consistente com as propriedades do espagotempo de de Sitter.
Consequentemente quaisquer dos pontos deste espago serdo conectados por
uma trajetéria desta familia. Por esta razao, pode ser considerada a verdadeira
geodésica do espacotempo de de Sitter [22]. Além disso, como na relatividade
especial ordinaria, a equacao de movimento coincide com a conservacao do
quadrimomento. De fato, pode ser escrita da forma
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dmP
CTZ + 10, 70 =0, (4.32)

com

= &P, (4.33)

sendo o quadrimomento da particula.

Embora a equacédo (4.32) seja calculada usando coordenadas estereograficas,
também é valida em todos os sistemas de coordenadas, devido a sua forma
tensorial. Consequentemente o momento de de Sitter n” tera diferente forma
dependendo das coordenadas, mas a equagdo de movimento permanece for-
malmente a mesma. A utilidade de usarmos as coordenadas estereograficas &
a separacao na corrente conservada entre momento ordinario e momento con-
forme préprio. Facilitando o limite de contracdo tanto a valores pequenos de
constante cosmoldgica como a valores grandes da mesma.

4.4 Geodésicas nulas

4.4.1 espacotempo de Minkowski

No contexto da dptica geométrica, a propagacédo da luz no espagotempo de
Minkowski é descrito pela equacao

dk”

onde \ é um parametro afim que varia ao longo da trajetéria e & € o quadrivetor
de onda. Dado que esse vetor é tangente a trajetéria, tem a forma k* = 4=*/ax. O
carater nulo das trajetorias é expressado pela condicao

nuyk“ky =0 (435)

O espagotempo de Minkowski € somente transitivo ao respeito das translagoes
ordinarias, e o tensor energia-momento é conservado:

9,T" =0 (4.36)
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Integrando esta lei em uma sec¢ao espacial do espagotempo de Minkowski com

f = / dBx\/—gT% (4.37)

se obtém a equagédo das geodésicas nulas (4.34).

4.4.2 espacotempo de de Sitter

O espacotempo de de Sitter é transitivo ao respeito de uma combinacdo de
translagdes e transformagdes conformes proprias. Porém, uma vez que as tra-
jetorias nulas estéo relacionadas ao tensor energia-momento sem traca: 7%, = 0.
Da equacéo (3.51), observamos que tanto o tensor energia-momento 7+ quanto
a corrente conforme K*” sdo conservados independentemente:

V" =0 e V,K"=0 (4.38)

Seguindo o mesmo procedimento do caso massivo, e integrando as equacoes
(4.38) em uma secao espacial do espacotempo de de Sitter para obter as cor-
respondentes geodésicas. Usando a aproximacao single-pole [50], a primeira lei
de conservagao de (4.38) nos leva para

w

v =

= T+ TL KR =0 (4.39)

com ', sendo a conexao de Levi-civita de de Sitter. Por outro lado, a segunda
lei de conservacgao de (4.38), origina a equagao

vt = P e e — g 4.40
’Y'K“' = K‘i‘ V’yH = ( . )
onde

R = / d’wy/—gK™" (4.41)

€ o vetor de onda relacionado com as transformagdes conformes proprias. Os
vetores de onda k* e k* satisfaz a relagao

K= 01k = (20%a%x, — 0?0k ) K (4.42)
Consequentemente, a equagao (4.40) se reduz a
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KV k=0 (4.43)

a qual é a equacdo da geodésica (4.39). Usando a relagéao (4.42), é possivel
demonstrar que g, k*k” = 0, e portanto g, k" = 0. Assim, as geodésicas
(4.39) e (4.40) descrevem as mesmas trajetorias. No primeiro caso é descrito
em termos da energia-momento, enquanto que no segundo caso € descrita em
termos da corrente conforme propria.
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Conclusoes

Sabemos que os geradores das transformacdes infinitesimais do grupo de Lorentz
sao dados por

Jozﬁ = Lozﬁ + Socﬁ

0s quais sdo compostos por uma parte diferencial (ou orbital) L3, que tem a
mesma forma para todos os campos, e uma parte matricial S,s, cuja forma ex-
plicita depende do spin dos campos sob consideragdo. Cada uma destas partes
satisfaz a mesma rela¢cdo de comutagéo que os geradores gerais J,3. Além
disso, L,z e S,3 comutam entre si. Em contraste, os geradores infinitesimais das
“translagcdes" de de Sitter sdo dados pelo operador

Aa:Ha+Ea

o qual estd composto também por dois setores, um diferencial 11, que tem a
mesma forma para todos os campos, e um outro setor matricial >, cuja forma
explicita depende do spin de cada campo em consideracdo. Nao obstante, ha
uma diferengca fundamental entre o caso das transformagdes de Lorentz e as
“translagdes" de de Sitter, uma vez que nas ultimas I, e X, ndo comutam entre
si. Além disso, os operadores ¥, ndo satisfazem a algebra de de Sitter isolada-
mente, portanto ndo sédo geradores de de Sitter. No caso especifico do tensor
métrico, os operadores Y., geram um reescalonamento conforme da métrica.

Essas transformacdes, ainda que sejam relevantes para a estrutura completa do
grupo de de Sitter, ndo estéo relacionadas com difeomorfismos do espagotempo.
Quando definimos a transitividade do espacotempo de de Sitter através das
“translacdes" de de Sitter, o setor matricial da transformacdo ndo pode influir
sobre os campos. Para garantir a transitividade do espacotempo e assim, con-
seguir conectar todos os pontos de espagotempo com uma mesma familia de
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trajetérias. Portanto, no momento de estudar as quantidades conservadas, ve-
mos que a parte matricial das “translagdes" de de Sitter ndo esta relacionada
com o teorema de Noether, da mesma maneira que néo esta relacionada com o
principio variacional.

A transitividade esta intimamente relacionada com a no¢do de movimento. No
espacotempo de Minkowski quaisquer dois pontos estao conectados através de
uma traslacao ordinaria, portanto o movimento neste espacotempo é descrito por
trajetérias cujos pontos sdo conectados por translacdes ordinarias. Uma vez que
e definida a transitividade através das “translagbes" de de Sitter, os pontos no
do espacotempo sédo conectados através das “translacées" de de Sitter. Conse-
guentemente, a nocao de movimento no espagotempo de de Sitter muda em re-
lacdo ao caso do espacotempo de Minkowski, descrevendo trajetérias cujos pun-
tos ndo sdo mais conectados pelas transla¢des ordinarias, mas através de uma
combinacgéo de translagdes ordindrias e transformagdes conformes proprias.

Desta maneira, obtemos uma nova familia de trajetérias dadas por

a,
T! =, U =0

onde

1
Uy = &up = {55—41[2

(nmmaxﬁ - 02(55” ug

€ uma quadrivelocidade ndo holonémica, a qual considera as diregcbes transla-
cionais e conformes préprias do espacotempo de de Sitter. Consequentemente,
as trajetdrias correspondentes incluem ambas as no¢des de movimento; a transla-
cional e a conforma prépria. Além disso, como na relatividade especial ordinaria,
essas trajetorias coincidem com a conservagdo do momento, 0 que no caso
de de Sitter constitui uma adicdo do momento ordinario e o momento conforme
proprio.

Uma vez que a expressao que descreve as trajetérias pode ser obtida de um
principio variacional, e portanto sdo curvas maximizadas, essas trajetérias po-
dem ser interpretadas como as verdadeiras “geodésicas" do espagcotempo de de
Sitter.

A nova nocao de movimento obtida ndo se mantem somente no espagotempo
de de Sitter, mas também em qualquer generalizacdo de espagotempos curvos
gravitacionalmente que se reduzam localmente ao espacotempo de de Sitter.
A relativa importancia entre as nogbes de movimento translacional ordinario e
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de movimento conforme esta determinada pelo valor do pseudo-raio de de Sit-
ter [. Para valores grandes de [ em relacdo ao comprimento de Planck ip, 0
movimento serd preponderantemente determinado pelas transla¢des ordinarias
espacotemporais. No limite formal I — oo, 0 espagotempo de de Sitter se con-
trai ao espacotempo de Minkowski, e 0 movimento sera determinado somente
pelas translagdes ordinarias. Nesse caso, os graus de liberdade conformes sao
eliminados. Para valores de [ da ordem do comprimento de Planck /p, 0 movi-
mento sera dominado pelas transformagdes conformes préprias. No limite formal
de [ — 0, o espagotempo de de Sitter se contrai para o espagcotempo cénico,
sendo 0 movimento determinado apenas pelo setor conforme. Se a cinematica
do espacotempo é governada pelo grupo de de Sitter, essas novas nogdes de
movimento podem ter importantes consequéncias na fisica da escala de Planck,
onde a invariancia conforme exerce um papel fundamental.
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