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Resumo

Existe atualmente um consenso de que a relatividade especial, cuja cinemática
é governada pelo grupo de Poincaré, deixa de ser válida próxima à escala de
Planck. Como consequência, novas cinemáticas têm sido propostas. Uma al-
ternativa a essas teorias é a relatividade especial de de Sitter, a qual pressupõe
uma violação, não da simetria de Lorentz, mas da simetria de translação. Essa
teoria inclui a constante cosmológica como um efeito cinemático e não como
um elemento exótico que permeia o Universo. Considerando as propriedades
de transitividade do espaçotempo de Sitter, são obtidas uma nova corrente con-
servada e uma nova família de trajetórias. Essas trajetórias introduzem uma
nova noção de movimento, dado por uma combinação de translações e transfor-
mações conformes próprias.

Palavras Chaves: espaçotempo de de Sitter; Geodésicas; Cinemática do es-
paçotempo; Relatividade Especial.

Áreas do conhecimento: Gravitação e Cosmologia.
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Abstract

There are currently an agreement that special relativity, whose kinematic is ruled
by the Poincaré group, fails near the Planck scale. As a consequence, new kine-
matics have been proposed. An alternative to those theories is the de Sitter
special relativity, which assumes a violation, not of the Lorentz symmetry, but of
the translation symmetry. In this theory the cosmological constant appears as a
kinematic effect and not as an exotic element filling the Universe. Taking into ac-
count the appropriate transitivity properties, a new conserved current and a new
family of maximizing trajectories are obtained. These trajectories introduce a new
notion of motion, given by a combination of translations and proper conformal
transformations.
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Introdução

As evidências cosmológicas fornecidas pela observação de supernovas Ia, o
efeito de lentes gravitacionais, o mapeamento da radiação cósmica de fundo e o
mapeamento das estruturas cósmicas a grande escala sugerem que o Universo
está se expandindo aceleradamente [1, 2]. Entre os modelos contendores que
tentam explicar a causa física deste fenômeno, encontramos a Energia Escura,
que é usualmente interpretada como um fluido exótico com pressão negativa
que permeia o Universo todo e gera repulsão gravitacional. Esse fluido pode ser
uma energia de vácuo, representada pela Constante Cosmológica ou um campo
escalar conhecido como campo de quintessência. A proposta mais natural é a
Constante Cosmológica. Porém, essa proposta apresenta um problema: Por quê
o valor observacional da Constante Cosmológica é tão pequeno comparado com
o valor predito pelo Modelo Padrão da física de partículas? Essa discrepância é
conhecida como o problema da Constante Cosmológica. Em vista disso, têm-se
proposto outros modelos para explicar a expansão acelerada do Universo além
da energia escura, entre elas se encontram as teorias de gravidade modificada
e a hipótese de um Universo não homogêneo [3, 4]. A Relatividade de de Sitter
propõe mudar o grupo de Poincaré como grupo de covariância da relatividade
especial, pelo grupo de de Sitter, dando origem assim a uma nova teoria da
Relatividade, conhecida como relatividade especial de de Sitter [5, 6, 7, 8]. Ao
se incluir na Relatividade Especial de de Sitter a constante cosmológica como
consequência da cinemática da teoria, dá-se uma explicação natural à expansão
acelerada do Universo como uma consequência da geometria.

Junto às evidências observacionais de que o Universo está em expansão acel-
erada, encontra-se uma inconsistência teórica. Ao tentarmos reconciliar a teoria
de campos relativísticos com a gravidade, surgem problemas conceituais que
sugerem limites a essa teoria. Essas limitações devem-se à existência de uma
escala de comprimento invariante —conhecido como o comprimento de Planck
lP— além da qual uma nova física e novas noções devem surgir [9, 10, 11]. Di-
ante desse cenário, torna-se popular assumir que a simetria de Lorentz deve ser
violada a pequenas escalas [12, 13], uma vez que no contexto da relatividade
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especial de Einstein não pode existir um comprimento invariante. Dentro dessa
linha, várias teorias, como por exemplo as chamadas deformed special relativ-
ity, propõem que a cinemática seja governada por um grupo mais geral que o
de Poincaré [14, 13, 15, 16]. Em particular, as deformed special relativity as-
sumem os grupos de Poincaré k-deformados, nos quais a simetria de Lorentz é
violada próxima a escala de Planck. No contexto da Relatividade de de Sitter o
comprimento de de Sitter l surge naturalmente como um invariante de Lorentz
[17, 18, 19].

Quando consideramos o termo de Constante Cosmológica não nulo nas equações
de Einstein no vazio, e o interpretamos como um termo inteiramente geométrico,
obtemos como solução o espaçotempo maximalmente simétrico de de Sitter ou
anti-de Sitter. Esse espaçotempo além de ser soluções às equações de Einstein,
podem ser construído fora do contexto da Relatividade General analogamente
ao espaçotempo de Minkowski. Isto acontece por ser um espaço homogêneo,
definido como o quociente entre o grupo de de Sitter e o grupo de Lorentz [20].

Na Relatividade Especial de de Sitter, por se conservar a invariância de Lorentz,
mantem-se a isotropia e a equivalência de sistemas de referência inerciais, porém
se violam as traslações. Consequentemente, o quadrimomento ordinário não é
mais uma quantidade conservada. A nova quantidade conservada é uma combi-
nação linear do momento ordinário com o “momento conforme". Desta maneira,
os conceitos ordinários de energia e momento são modificados, introduzindo no-
vas noções de energia e momento conformes.

O grupo de de Sitter apresenta dois limites dependendo do valor do parâmetro
de comprimento l . Quando este parâmetro é infinitamente grande, ou equiva-
lentemente, quando a constante cosmológica toma valores pequenos (Λ→ 0), o
grupo de de Sitter se contrai para o grupo de Poincaré, e assim o espaçotempo
de de Sitter se reduz ao espaçotempo de Minkowski. Quando tomarmos o
parâmetro de comprimento pequeno (Λ→∞), o grupo de de Sitter se contrai
para o grupo de Poincaré conforme, e consequentemente o espaçotempo de de
Sitter se reduz ao espaçotempo cônico [21].

Da mesma forma que o grupo de Poincaré generaliza o grupo de Galileo para
altas velocidades, o grupo de de Sitter generaliza o grupo de Poincaré para uma
cinemática de altas energias. Como consequência temos que a Constante Cos-
mológica não é mais um parâmetro livre da teoria, mas uma consequência cin-
emática da mesma [17].

O grupo de covariância de todas as teorias fundamentais da física é o grupo de
Poincaré, o qual determina que a cinemática subjacente é a teoria da relatividade
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especial. Na relatividade de de Sitter as transformações de Lorentz continuam
relacionando os referenciais equivalentes. Não entanto, como o espaçotempo de
de Sitter é transitivo sob uma combinação de translações e transformações con-
formes próprias, então a conexão entre os pontos no espaçotempo adquirem no-
vas propriedades, redefinindo os conceitos de transitividade, movimento e quan-
tidades conservadas.

Para estudarmos o movimento, primeiramente devemos entender a transitividade
no espaçotempo de de Sitter. Neste espaçotempo a transitividade é definida
pelas “translações" de de Sitter; uma combinação de translações ordinárias e
transformações conformes própias. A importância relativa destas contribuições
para o movimento vem determinada pelo valor do parâmetro de comprimento
de de Sitter. Essa propriedade incorporará uma nova definição de movimento
e uma nova noção da estrutura causal do espaçotempo de de Sitter, especial-
mente quando a constante cosmológica toma valores grandes [22]. O objetivo
da presente tese é estudar as consequências dessa propriedade para a noção
de movimento, bem como para as leis de conservação.

O presente trabalho está organizado da seguinte maneira. No capítulo 1 fazemos
uma introdução à estrutura geométrica do espaçotempo de de Sitter, à álgebra
do grupo de de Sitter e ao processo de contração de Inönü-Wigner [23]. No
capítulo 2 estudamos as transformações dos campos no espaçotempo de de
Sitter. No capítulo 3 usamos as variações dos campos para conseguir as leis
de conservação e as cargas de Noether no contexto da Relatividade Especial de
de Sitter. Por último no, capítulo 4, propomos uma nova maneira de entender
o movimento no espaçotempo de de Sitter através de uma nova equação de
movimento que expresse as propriedades de transitividade do espaçotempo de
de Sitter.
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Capítulo 1

Espaçotempos e Grupos de
de Sitter

1.1 Espaçotempos de de Sitter

Os espaçotempos de Sitter e anti de Sitter têm sido amplamente estudados,
porque apresentam propriedades de grande interesse para a cosmologia e as
diferentes aproximações a gravidade quântica.

Os espaçotempos de de Sitter são os espaçotempos mais simples depois do
espaçotempo de Minkowski. Podem se definir como uma hipersuperficie hiper-
bólica embebida em um espaçotempo plano pseudo-euclideanoM1,4 eM2,3 5-
dimensionais respectivamente, com métrica em coordenadas cartesianas

ds2 = ηABdχ
AdχB (1.1)

ηABχ
AχB + ε

(
χ4
)2

= εl2 (1.2)

onde ε = 1 se refere ao espaçotempo de de Sitter e ε = −1 ao espaçotempo de
anti de Sitter. O comprimento l é conhecido como o comprimento de de Sitter l,
e é um invariante de Lorentz.

Além disso, os espaçotempos de de Sitter e de anti de Sitter

dS (4, 1) = SO(4,1)/L and AdS (3, 2) = SO(3,1)/L

são espaços quociente, portanto podem ser construídos independente das equações
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de Einstein [24]. Esses espaçotempos têm como grupos de simetrias os grupos
especiais e ortogonais SO (4, 1) e SO (3, 2) respectivamente, tendo o grupo de
Lorentz L como subgrupo [25].

Os espaçotempos de de Sitter e de anti de Sitter também podem se ver como
soluções às equações de Einstein no vazio com uma constante cosmológica

Λ = −ε 3

l2

onde l é o comprimento de de Sitter.

Doravante nos centraremos no espaçotempo de de Sitter ε = +1, já que por mo-
tivações físicas é o espaçotempo que usaremos como espaço cinemático para
o desenvolvimento de uma teoria de relatividade. Não entanto, pode se seguir
um procedimento análogo ao descrito aqui para considerar o espaço de anti de
Sitter como espaçotempo cinemático.

1.2 Sistemas de Coordenadas

Diferentes sistemas de coordenadas nos levam a entender diferentes caracterís-
ticas do espaçotempo de de Sitter. Para ilustrarmos algumas das características
mais importantes, como são a estrutura causal e o movimento geodésico do es-
paçotempo estudiaremos alguns sistemas de coordenadas específicos, obviando
outros sistemas de coordenadas mais frequentemente usados [26, 27].

1.2.1 Coordenadas Globais

Considerando a transformação de coordenadas

χ0 = l sinh (τ/l)

χ1 = l cosh (τ/l) cos θ1

χ2 = l cosh (τ/l) sin θ1 cos θ2

χ3 = l cosh (τ/l) sin θ1 sin θ2 cos θ3

χ4 = l cosh (τ/l) sin θ1 sin θ2 sin θ3

a métrica (1.1) toma a forma
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ds2 = dτ 2 − l2 cosh2 (τ/l)
[
dθ2

1 + sin2 θ1

(
dθ2

2 + sin2 θ2dθ
2
3

)]
(1.3)

As coordenadas (τ, θ1, θ2, θ3) cobrem todo o espaçotempo, portanto −∞ < τ <

∞, 0 ≤ θ1, θ2 ≤ π e 0 ≤ θ3 ≤ 2π. A seção espacial são esferas de curvatura
positiva k = +1.

1.2.2 Coordenadas Conformes

Se nas coordenadas anteriores definirmos o tempo coordenado por meio da re-
lação

cosh (τ/l) =
1

cos (t/l)
− π

2
<
t

l
<
π

2

a métrica (1.3) toma a forma

ds̄2 = l2 cosh2 (t/l) ds2 (1.4)

Como pode se ver na Figura 1.1, as superfícies I+ e I− são as superfícies nu-
las de futuro e passado respectivamente, enquanto as líneas tracejadas são as
geodésicas nulas.

Figura 1.1: Diagrama de Penrose para dS4

O espaçotempo de de Sitter é geodesicamente completo. No entanto, nenhum
observador pode aceder a todo o espaçotempo. Por exemplo, um observador
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inercial sempre terá regiões sem aceso em seu passado. Isso é diferente do
espaçotempo de Minkowski, onde um observador tipo-tempo tem a historia com-
pleta do Universo em seu cone de luz passado [26].

1.2.3 Coordenadas Estereográficas

O espaçotempo de de Sitter em coordenadas estereográficas é obtido fazendo
uma projeção da hipersuperficie de de Sitter sobre um espaçotempo tangente de
Minkowski, obtendo a transformação [28]

χa = Ω (x)xa e χ4 = −lΩ (x)

(
1 +

σ2

4l2

)
(1.5)

onde

Ω (x) =

(
1− σ2

4l2

)−1

e σ2 = ηabx
axb (1.6)

As coordenadas {xa} tomam valor no espaçotempo de Minkowski, no qual a
hipersuperficie é projetada. Nessas coordenadas a métrica (1.1) toma a forma

ds2 = Ω2 (x) ηµνdx
µdxν (1.7)

Esse sistema de coordenadas será o sistema usado ao longo deste trabalho,
já que os geradores tomam uma forma comparável aos geradores do grupo de
Poincaré e facilita o processo de contração nos diferentes limites de contração a
considerar.

Os diferentes objetos geométricos do espaçotempo escritos, em coordenadas
estereográfica tomam a forma

Γσµν =
(
δσνδ

ρ
µ + δσµδ

ρ
ν − ηµνησρ

) ∂ ln (Ω)

∂xρ
(1.8)

sendo esses os símbolos de Christoffel

Rµ
νρσ =

Ω2

l2

(
δµρηνσ − δµσηνρ

)
(1.9)

o tensor de Riemann

Rµν =
3

l2
gµν (1.10)
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e o tensor de Ricci

R =
12

l2
= −4Λ (1.11)

o escalar de curvatura respectivamente.

1.3 Grupo de de Sitter

O grupo de de Sitter expressa as características cinemáticas de isotropia e ho-
mogeneidade do espaçotempo de de Sitter. Este tem como subgrupo o grupo
de boots não compacto, incluindo assim o principio de relatividade com uma
velocidade máxima c e um comprimento l invariante. Estas características o con-
vertem no grupo cinemático mais general possível com significado físico, junto
com o grupo AdS [29].

No grupo de Poincaré P as transformações de Lorentz definem a isotropia do es-
paçotempo de Minkowski, enquanto a transitividade é definida pelas traslações
ordinárias. Analogamente, no grupo de de Sitter a isometria do espaçotempo
continua sendo garantida pelas transformações de Lorentz, entretanto a transi-
tividade está associada às “translações" de de Sitter.

1.3.1 Geradores do grupo de de Sitter

Os geradores 5-dimensionais do grupo de de Sitter em coordenadas cartesianas{
χA
}

são dados por

JAB = ηACχ
C ∂

∂χB
− ηBCχC

∂

∂χA
(1.12)

os quais satisfazem as relações de comutação

[JAB, JCD] = ηBCJAD + ηADJBC − ηBDJAC − ηACJBD (1.13)

em coordenadas estereográficas {xµ} esses se dividem em dois tipos

Jµν = ηµλx
λPν − ηνλxλPµ

Jµ4 = lPµ −
1

4l
Kµ (1.14)
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onde

Pµ =
∂

∂xµ
Kµ =

(
2ηµλx

λxβ − σ2δβµ
) ∂

∂xβ

são os geradores das translações ordinárias e as transformações conformes
próprias respectivamente [30, 31]. Esses geradores satisfazem as relações de
comutação

[Jµν , Jλτ ] = ηµλJντ + ηντJµλ − ηνλJµτ − ηµτJνλ
[Jµν , Jλ4] = ηλνJµ4 − ηλµJν4 (1.15)

[Jµ4, Jν4] = Jµν

Podemos notar que, devido à invariância sob o grupo de Lorentz do termo con-
forme Ω (1.23), essas relações de comutação se mantêm invariantes quando
os operadores são escritos em função da métrica de de Sitter em coordenadas
conformes

Jαβ = hµαh
ν
βJµν = gαγx

γ∂β − gβγxγ∂α (1.16)

com hµα = Ω (x) e

Jα4 = hµαJµ4 = ε
[
lδβα −

1

4l

(
2gαγx

γxβ − σ2δβα
)]
∂β (1.17)

com σ2 = gγδx
γxδ. Os operadores (1.16) e (1.17) estão representados no es-

paçotempo de de Sitter com a métrica (1.7), la cual será usada para subir e
descer os índices. Caso tenhamos os operadores (1.14) usaremos a métrica ηµν
para subir e descer os índices.

O espaçotempo de de Sitter define sua transitividade sob as traslações de de
Sitter; uma combinação das translações ordinárias e as transformações con-
formes próprias. Cada uma destas transformações será relevante dependendo
do valor da constante cosmológica. Assim, podemos considerar dois tipos de
parametrização; um para valores pequenos da constante cosmológica (l→∞)

e outro para valores grandes da constante cosmológica (l→ 0).
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1.4 Contrações de grupo

A contração é um método poderoso que revela a relação entre os grupos e as
simetrias. O método de contração de Inönü-Wigner nos mostra que o grupo de
de Sitter pode ser contraído a vários limites com diferentes significados físicos.
Para obter os diferentes limites é necessário tomar a parametrização correta,
realizando essa de uma maneira heurística [23].

Como se ilustra na figura 1.2, as contrações do grupo de de Sitter com significado
físico são [32, 20]:

1. Limite não relativista (c→∞): neste caso os grupos de de Sitter dS e anti
de Sitter AdS se reduzem aos grupos de Newton-Hooke com constante
cosmológica positiva N+ e negativa N− respectivamente. Esses grupos
podem se usar no estúdio de uma física não relativista que considere uma
constante cosmológica não nula. Não entanto, experimentalmente não se
conhece nenhuma influencia da constante cosmológica à escala da física
Newtoniana.

2. Limite espaçotemporal (l→∞, l→ 0): neste caso os grupos de de Sitter
e anti de Sitter se reduzem ao mesmo grupo em cada limite. No limite de
l→∞ se reduzem ao grupo de Poincaré P e no limite l→ 0 se reduzem ao
grupo de Poincaré conforme P̄ [21]. O primeiro de esses grupos é o grupo
cinemático da Relatividade Especial e o segundo vamos a explorá-lo mais
ao longo deste trabalho.

Figura 1.2: Contração de Grupos
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Ao longo do desenvolvimento deste trabalho estaremos interessados nos limites
de contração relacionados com o comprimento de de Sitter, mantendo o carácter
relativista dos grupos limite.

1.4.1 Limite de constante cosmológica pequena l→∞

Tomando a parametrização adequada sobre os geradores do grupo de de Sit-
ter, esses geradores se reduzem aos geradores do grupo de Poincaré. Conse-
quentemente, o espaçotempo de de Sitter se reduz ao espaçotempo de Minkowski.
Seguindo um método heurístico para realizar a contração, podemos reparametrizar
os geradores Jµ4 dividindo-os entre o parâmetro l, obtendo

Lµν = Jµν = ηµλx
λPν − ηνλxλPµ (1.18)

Πµ =
Jµ4

l
= Pµ −

1

4l2
Kµ (1.19)

Com essa parametrização, as relações de comutação (1.15) são reescritas da
forma

[Lµν , Lλτ ] = ηµλLντ + ηντLµλ − ηνλLµτ − ηµτLνλ
[Lµν ,Πλ] = ηλνΠµ − ηλµΠν (1.20)

[Πµ,Πν ] =
1

l2
Lµν

Tomando o limite de constante cosmológica pequena l → ∞, obtemos o grupo
de Poincaré. O grupo de Lorentz é um subgrupo tanto do grupo de de Sitter
quanto do grupo de Poincaré, portanto não experimenta nenhuma variação por
meio da contração, e o gerador do grupo de Lorentz se mantêm inalterado

lim
l→∞

Jµν = Jµν

Os geradores das “translações" de de Sitter se reduzem às translações ordinárias

lim
l→∞

Πµ = Pµ

satisfazendo o álgebra de Poincaré:
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[Lµν , Lλτ ] = ηµλLντ + ηντLµλ − ηνλLµτ − ηµτLνλ
[Lµν , Pλ] = ηλνPµ − ηλµPν
[Pµ, Pν ] = 0

Devido à relação entre o comprimento de de Sitter e a constante cosmológ-
ica, podemos entender esse limite como um limite de constante cosmológica
pequena e de curvatura zero R→ 0.

1.4.2 Limite de constante cosmológica grande l→ 0

Para tomar esse limite devemos reparametrizar nossos geradores como

Lµν = Jµν = ηµλx
λPν − ηνλxλPµ (1.21)

Π̄µ = 4lJµ4 = 4l2Pµ −Kµ (1.22)

Sob essa parametrização, as relações de comutação do grupo de de Sitter (1.15)
são expressadas como

[Lµν , Lλτ ] = ηµλLντ + ηντLµλ − ηνλLµτ − ηµτLνλ[
Lµν , Π̄λ

]
= ηλνΠ̄µ − ηλµΠ̄ν[

Π̄µ, Π̄ν

]
= 4l2Lµν

Ao tomarmos o limite l → 0, as "translações" de de Sitter se reduzem à corrente
conforme Π̄µ → Kµ e as relações de comutação se reduzem à álgebra do grupo
de Poincaré Conforme [21]

[Lµν , Lλτ ] = ηµλLντ + ηντLµλ − ηνλLµτ − ηµτLνλ
[Lµν , Kλ] = ηλνKµ − ηλµKν

[Kµ, Kν ] = 0

O grupo de Poincaré Conforme P̄, tem como subgrupo o grupo de Lorentz sendo
esse responsável pela isotropia do espaço M̄, enquanto que o subgrupo das
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transformações conformes próprias são responsáveis pela transitividade. As
transformações conformes próprias em P̄, como as translações ordinárias em
P, formam um grupo abeliano, a diferencia das translações de de Sitter Π, que
não formam um grupo independente do grupo de de Sitter.

Neste limite os espaçotempo de de Sitter se reduzem ao espaçotempo Cônico
homogêneo

M̄ =
P̄
L

onde a noção de espaço e de tempo associadas às translações ordinárias são
substituídas por uma nova noção associada ao movimento conforme (próprio).

O grupo de Pincaré conforme e o grupo de Poincaré podem se ver como espaços
duais ao respeito da inversão espaçotemporal

xµ → xµ

σ2

sob a qual os geradores das translações se convertem nos geradores das trans-
formações conformes próprias e vice-versa

Pµ ↔ Kµ

Com essa inversão, os pontos em infinito no espaçotempo Minkowski M são
associados ao vértice do espaço cônico M̄, e aqueles pontos sobre o cone de
luz no espaçotempo de Minkowski com o infinito no espaço cônico.

Esse limite deve se entender como um limite matemático, porque fisicamente
se espera que, a escalas de comprimento muito pequenas seja necessária uma
teoria da gravidade quântica [21].

1.5 Transformações de de Sitter e vetores
de Killing

As transformações infinitesimais de coordenadas ao respeito do grupo de de
Sitter em 5-dimensões é definida através de seus geradores como

δχA =
1

2
εBCJBCχ

A (1.23)
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onde εBC = −εCB são os parâmetros da transformação e os geradores JBC são
dados por (1.12). Nesta representação 5-dimensional do grupo de de Sitter esta
transformação pode ser entendida como uma combinação de boots e rotações
em 5-dimensões.

1.5.1 Limite de constante cosmológica pequena l→∞

Em coordenadas estereográficas a transformação (1.23) toma a forma

δxµ ≡ δLx
µ + δΠx

µ (1.24)

onde

δLx
µ =

1

2
ενρLνρx

µ (1.25)

representam as transformações infinitesimais do grupo de Lorentz, na qual os
geradores Lνρ são definimos pela equação (1.18) e

δΠx
µ = ενΠνx

µ (1.26)

são as transformações infinitesimais das "translações" de de Sitter (1.19). Se
tomarmos a forma explícita dos geradores, podemos encontrar as transformações
infinitesimais em função dos vetores de Killing. Desta maneira, a transformação
(1.25) é reescrita como

δLx
µ =

1

2
ενρξµ(νρ) (1.27)

com
ξµ(νρ) = ηνσx

σδµρ − ηρσxσδµν (1.28)

sendo os vetores de Killing de Lorentz. A transformação (1.26) é reescrita como

δΠx
µ = ενξµ(ν) (1.29)

onde

ξµ(ν) = δµν −
1

4l2
δ̄µν (1.30)
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são os vetores de Killing das translações de de Sitter, com δ̄µ(ν) = 2ηνσx
σxµ−σ2δµν

sendo a parte responsável com as transformações conformes própias.

Independentemente disso, temos que estes vetores satisfazem a equação de
Killing

Lξgµν = ∇µξν +∇νξµ = 0

onde a métrica gµν é a métrica do espaçotempo de de Sitter em coordenadas
estereográficas.

Ao tomarmos o limite formal de l → ∞ recobramos os vetores de Killing do
espaçotempo de Minkowski

ξµ(νρ) = ηνσx
σδµρ − ηρσxσδµν (1.31)

e

ξµ(ν) = δµν (1.32)

para os quais as transformações infinitesimais de coordenadas do grupo de
Poincaré são definidas como

δxµ = ενδµν +
1

2
ενρξµ(νρ) (1.33)

uma soma da transformação gerada pelas translações e as transformações de
Lorentz.

1.5.2 Limite de constante cosmológica grande l→ 0

Em coordenadas estereográficas sob a parametrização (1.22), a transformação
(1.23) toma a forma

δxµ ≡ δLx
µ + δΠ̄x

µ (1.34)

onde

δLx
µ =

1

2
ενρLνρx

µ
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representam as transformações infinitesimais de Lorentz dado pela equação (1.21)
e

δΠ̄x
µ = ενΠ̄νx

µ (1.35)

são as transformações infinitesimais geradas pelas das "translações" de de Sitter
(1.22).

Se substituirmos estes geradores, podemos encontrar as transformações in-
finitesimais sob as coordenadas (1.34) em função dos vetores de Killing. O setor
de Lorentz se mantem igual ao limite de constante cosmológica pequena com

δLx
µ =

1

2
ενρξµ(νρ) (1.36)

e

ξµ(νρ) = ηνσx
σδµρ − ηρσxσδµν (1.37)

Enquanto o setor das "translações" de de Sitter é definido através da parametriza-
ção

δΠ̄x
µ = ενξµ(ν) (1.38)

onde

ξµ(ν) = 4l2δµν − δ̄µν (1.39)

são os vetores de Killing das translações de de Sitter com δ̄µ(ν) = 2ηνσx
σxµ− σ2δµν

sendo a parte responsável com as transformações conformes própias.

Ao tomarmos o limite de l → 0 recobramos os vetores de Killing das transfor-
mações conformes próprias

ξµ(ν) = δ̄µν (1.40)

para os quais as transformações infinitesimais do grupo de Poincaré conforme
são

δP̄x
µ = εν δ̄µν (1.41)
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Alternativamente poderíamos haver conseguido estes vetores por meio da equação
de Killing no espaço

∇νξµ +∇µξν = 0

é fácil verificar que os vetores (1.40) satisfazem esta equação.
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Capítulo 2

Campos no espaçotempo de
de Sitter

A transformação infinitesimal nas coordenadas gerada pelos vetores de Killing ξµ

é

x′µ = xµ + εξµ (2.1)

Essa transformação induz uma mudança funcional nos campos, que pode ser
definida através da derivada de Lie ao longo do vetor de Killing ξ como1

δ0
ξΨ ≡ Ψ′ (x)−Ψ (x) = −LξΨ (2.2)

na qual a Derivada de Lie é definida como

LξΨ = lim
ε→0

−εΨ
′ (x)−Ψ (x)

ε

A derivada de Lie compara os campo antes e depois da transformação, sendo
eles medidos no mesmo argumento .

Para ilustrarmos as transformações do campo usando a derivada de Lie, con-
sideremos o caso do campo vetorial Ψ = ψµ, cuja derivada de Lie ao longo dos
vetores de Killing ξ é

Lξψµ = ξν∂νψµ + ∂µξ
νψν (2.3)

1O campo Ψ representa um tensor de qualquer rango ou até spinores.
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O primeiro termo ao lado direito da equação (2.3) corresponde à representação
diferencial, eunquanto que o segundo termo à representação vetorial do grupo
de isometrias associado aos vetores de Killing {ξ}.

Se ψµ for uma densidade tensorial, a derivada de Lie vem dada por

Lξψµ = ξν∂νψµ + ∂µξ
νψν + wψµ∂νξ

ν (2.4)

onde w é o peso da densidade tensorial.

Por outro lado, a variação originada pela mudança no argumento, mantendo a
forma do objeto invariante, é gerada pela representação orbital do grupo

δaξψµ ≡ ψµ (x′)− ψµ (x) = ξν∂νψµ (2.5)

A transformação (2.5) é conhecida como um termo de transporte.

Desta maneira, a mudança total no campo é associada à representação matricial
das transformações

δξψµ ≡ ψ′µ (x′)− ψµ (x)

= δ0
ξΨ + δaξψµ = −∂µξνψν (2.6)

Se fazermos uma transformação infinitesimal de Poincaré sobre as coordenadas,
especificamente uma translação ordinária, que é definida pelos vetores de Killing

ξµP = δµν ε
ν (2.7)

então a variação funcional dos campos

δ0
PΨ = −δaPΨ = −ξνP∂νΨ (2.8)

é gerada somente pela representação diferencial das translações e coincide com
a transformação gerada nos campos pela mudança no argumento. Uma vez que
os vetores de Killing das translações (2.7) são constantes, a variação total nos
campos (2.6) é nula

δPΨ = 0 (2.9)

20



A expressão (2.9) revela às translações globais como uma redefinição da origem
espaçotemporal no espaçotempo de Minkowski [33].

2.1 Transformações de Lorentz

A transformação infinitesimal do grupo de Lorentz sobre as coordenadas é dada
por

δLx
µ = ξµ =

1

2
ενρξµ(νρ) (2.10)

onde ενρ = −ερν são os parâmetros constantes da transformação e

ξµ(νρ) = ηνσx
σδµρ − ηρσxσδµν (2.11)

são as componentes do campo vetorial de Killing associado ao grupo de Lorentz.
A transformação de coordenadas (2.10) induzira mudança nos campos. No caso
do campo escalar ψ, sua mudança total é nula

δLψ (x) = 0

e portanto sua representação matricial também é nula. Por outro lado, uma mu-
dança no argumento gera a transformação

δaLψ (x) = ενµxν∂µψ (x)

a qual coincide com a mudança funcional no campo ψ

δ0
Lψ (x) = −δaLψ (x) = −ενµxν∂µψ (x)

Se considerarmos o campo vetorial de spin-1 ψµ, a mudança funcional do campo
vetorial ψµ a respeito do grupo de Lorentz é dado pela derivada de Lie ao longo
da direção dos vetores de Killing (2.11)

δ0
Lψµ = −1

2
ερσξν(ρσ)∂νψµ −

1

2
ερσ∂µξ

ν
(ρσ)ψν (2.12)

a qual podemos escrever em função dos geradores da transformação como
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δ0
Lψµ = −1

2
ερσLρσψµ −

1

2
ερσ (Sρσ) νµ ψν (2.13)

onde
Lρσ = ηρνx

ν∂σ − ησνxν∂ρ (2.14)

são os geradores orbitais do grupo de Lorentz e

(Sρσ) νµ ≡ ∂µξ
ν
(ρσ) = ηρµδ

ν
σ − ησµδ νρ (2.15)

é a representação vetorial correspondente. A combinação

Jρσ = Lρσ + Sρσ (2.16)

satisfaz a álgebra do grupo de Lorentz

[Jρσ, Jµν ] = ηρνJσµ + ησµJρν − ησνJρµ − ηρµJσν (2.17)

Aliás Lµν e Sµν satisfazem independentemente a álgebra (2.17), uma vez que
comutam entre si

[Lµν , Sµν ] = 0 (2.18)

A variação no argumento é dada pela representação orbital

δaLψµ (x) =
1

2
ερσLρσψµ (x) (2.19)

e a variação total do campo vem gerada pela representação vetorial

δLψµ (x) ≡ ψ′µ (x′)− ψµ (x) = −1

2
ερσ (Sρσ) νµ ψν (x) (2.20)

A transformação (2.20) na relatividade especial nos diz como é visto um vetor
em dois sistemas de coordenadas inerciais diferentes.

No caso de campos de 2a ordem ψµν , a variação funcional do campo vem definida
pela derivada de Lie ao longo do vetor de Killing ξµ

δ0
Lψµν = − (Lξψ)µν = −1

2
ερσξτ(ρσ)∂τψµν −

1

2
ερσ∂µξ

τ
(ρσ)ψτν −

1

2
ερσ∂νξ

τ
(ρσ)ψµτ
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que não é outra coisa que a combinação de dois representações vetoriais, que
em função dos geradores pode se reescrever como

δ0
Lψµν = −1

2
ερσLρσψµν −

1

2
ερσ (Sρσ) τµ ψτν −

1

2
ερσ (Sρσ) τν ψµτ (2.21)

O primeiro termo do lado direito da equação (2.21) definirá a transformação no
argumento, assim

δaLψµν (x) =
1

2
ερσLρσψµν (2.22)

A combinação dos últimos dois termos do lado direito da equação (2.21) respon-
dem pela variação total do campo sob as transformações globais de Lorentz

δLψµν (x) = −1

2
ερσ (Sρσ) τµ ψτν −

1

2
ερσ (Sρσ) τν ψµτ (2.23)

Essas definições serão de especial interesse no estudo das variações da métrica
e para o cálculo das quantidades conservadas.

Para deduzir as transformações spinoriais, construamos um fibrado, de modo
que

gab = hµa h
ν
b gµν (2.24)

As tétradas h µ
a relacionam o espaço tempo de métrica gµν com o espaço interno

de métrica gab .

Consideremos uma transformação infinitesimal nas coordenadas do espaço tan-
gente, a respeito da qual as tétradas transformam como

h′ µa = Λ b
a (x)h µ

b (2.25)

onde as matrizes Λ são a representação vetorial do grupo, a qual denotaremos
como2

Λ b
a = δ ba − εi (Σi)

b
a (2.26)

Portanto, a transformação funcional, ou a ponto fixo, das tétradas é gerada
através de transformação (2.26). Assim

2O índice i representa qualquer ordem, podendo ser i = c o i = c, d, i = c, d, ..
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δ0h µ
a = h′ µa − hµa = −εi (Σi)

b
a h

µ
b (2.27)

Se fazer uma transformação global de coordenadas sobre o espaçotempo

x′µ = xµ + ξµ

onde ξµ são os vetores de Killing associados ao espaçotempo cinemático, a
transformação funcional da tétrada a respeito da transformação de coordenadas
é definida pela derivada de Lie ao longo do campo de Killing ξµ

δ0
ξh

µ
a = − (Lξha)µ = −ξν∂νhµa − ∂νξµh νa (2.28)

Assim, podemos relacionar a transformação interna do campo de tétrada (2.27)
com a transformação sobre o espaçotempo (2.28) através de

εi (Σi)
b
a = hbµ (ξν∂νh

µ
a − ∂νξµh νa ) (2.29)

Por outro lado, consideremos a transformação sobre o campo spinorial

Ψ′ (x′) = S (Λ) Ψ (x) (2.30)

onde

S (Λ) = exp
(

1

4
εcdScd

)
com Scd = (Scd)

ab γaγb (2.31)

é a transformação gerada pelas transformações de Lorentz sobre o campo spino-
rial. Dessa maneira, a transformação funcional, ou a ponto fixo do campo spino-
rial, é determinada tanto pela representação diferencial (ou orbital) quanto pela
representação spinorial das transformações de Lorentz

Ψ′ (x)−Ψ (x) =
1

4
εcd (Scd)

b
a γ

aγbΨ (x)− εξµ∂µΨ (x)

=
1

4
εhbµ (ξν∂νh

µ
a − ∂νξµh νa ) γaγbΨ (x)− εξµ∂µΨ (x) (2.32)

Considerando o espaçotempo de de Sitter

hµa = δ µa
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com os vetores de Killing relacionados com os geradores das transformações de
Lorentz

ξµ = ξµ(αβ)ε
αβ

Assim a derivada de Lie pode ser escrita da maneira mais geral como

δ0
ξΨ = −LξΨ = −εαβξµ(αβ)∂µΨ (x)− 1

4
εαβ∂νξ

µ
(αβ)γ

νγµΨ (x) (2.33)

a qual podemos escrever como

δ0
LΨ = −LξLΨ = −εαβLαβΨ (x)− 1

4
εαβ (Sαβ)νµ γ

νγµΨ (x) (2.34)

Uma vez que a variação no argumento é gerada pela representação diferencial

δaLΨ = Ψ (x′)−Ψ (x) = εαβLαβΨ (x) (2.35)

a variação total dos spinores será dada por

δΨ = δ0
LΨ + δaLΨ = −1

4
εαβ (Sαβ)νµ γ

νγµΨ (2.36)

a qual é a representação matricial spinorial do grupo de Lorentz.

Os campos de diferente ordem sob uma transformação infinitesimal do grupo de
Poincaré têm representação matricial associada ao subgrupo de Lorentz, mas
não ao respeito do grupo das translações. Isto define a transitividade do es-
paçotempo de Minkowski a respeito das translações espaçotemporais globais.

2.2 “Translação" de de Sitter

A transformação infinitesimal gerada sobre as coordenadas pelas “Translação"
de de Sitter é determinada por

δΠx
µ = ενξµ(ν) (2.37)

onde o vetor de Killing ξµ(ν) será expresso na parametrização adequada para
cada limite de contração. O primeiro limite será apropriado para o estudo de
valores pequenos da Constante Cosmológica Λ, enquanto o segundo limite será
apropriado para o estudo de valores grandes de Λ.
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2.2.1 Limite de constante cosmológica pequena l→∞

Para obtermos o limite de constante cosmológica pequena, devemos tomar a
parametrização dos vetores de Killing

ξµ(ν) = δµν −
1

4l2

(
2ηνρx

ρxµ − σ2δµν
)

(2.38)

Caso de campos escalares, estes são invariantes e a variação total é nula

δΠψ (x) = 0

apresentando somente mudança no argumento

δaΠψ (x) = −δ0
Πψ (x) = εµΠµψ (x)

sendo igual à transformação funcional δ0
Πψ, na qual Πµ são os geradores diferen-

ciais da transformação dados por

Πµ = ∂µ −
1

4l2

(
2ηµλx

λxν − σ2δνµ
)
∂ν (2.39)

que satisfazem a álgebra do grupo de de Sitter (1.20).

O comportamento do campo vetorial ψµ a respeito de uma “Translação" de de
Sitter é dado pela derivada de Lie ao longo dos vetores de Killing (2.38)

δ0
Πψµ (x) = − (Lξψ)µ = −ερξν(ρ)∂νψµ − ερ∂µξν(ρ)ψν (2.40)

que reescrevemos como

δ0
Πψµ (x) = −ερΠρψµ (x)− ερ (Σρ)

ν
µ ψν (x) (2.41)

O primeiro termo do lado direito da equação (2.41) refere-se aos geradores difer-
enciais (2.39), enquanto o segundo termo dado pelo operador

(Σρ)
ν
µ = − 1

2l2

(
ηρµx

ν + ηρσx
σδ νµ − ηµσxσδ νρ

)
(2.42)

corresponde à representação vetorial das “Translações" de de Sitter. Assim,
podemos reescrever a variação funcional dos campos como
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δ0
Πψµ (x) = −ερ∆ρψµ (x) (2.43)

onde o operador

∆ρ = Πρ + Σρ (2.44)

satisfaz a álgebra do grupo de Sitter

[∆ρ, Jµν ] = ηρµ∆ν − ηρν∆µ (2.45)

e
[∆µ,∆ν ] =

1

l2
Jµν (2.46)

com Jµν = Lµν + Sµν . Consequentemente, dadas as relações de comutação
(2.45) e (2.46), podemos dizer que os operadores ∆µ são geradores de de Sitter.

A diferencia dos operadores das representações vetoriais de Lorentz, os oper-
adores Σρ da representação vetorial das “Translações" de de Sitter (2.42) não
satisfazem a álgebra de de Sitter (1.20), portanto esses operadores não são ger-
adores de de Sitter isoladamente, enquanto que os operadores diferenciais Πρ

são geradores do grupo de de Sitter [34]. Além disso, os operadores Σρ e Πρ não
comutam entre si.

A respeito de uma “Translação" de de Sitter, a transformação de um campo ve-
torial originada pela mudança no ponto espaçotemporal é

δaΠψµ = ενΠνψµ (2.47)

Como no grupo de Lorentz, a variação total do campo é gerada pelos operadores
matriciais

δΠψµ = δ0
Πψµ + δaΠψµ = −ερ (Σρ)

ν
µ ψν (2.48)

Contudo, a transformação (2.48) não pode ser considerada uma transformação
de de Sitter, uma vez que os operadores Σρ não são geradores de de Sitter.

Se tomar o limite de l→∞ recuperamos a representação de Poincaré

lim
l→∞

∆ρ = Pρ
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a qual não tem representação matricial Σ → 0. Desta maneira, o grupo de de
Sitter se reduz ao grupo de Poincaré.

Para estudar um pouco mais o significado do setor matricial das “Translações"
de de Sitter, vejamos em detalhe o caso de campos de 2a ordem ψµν , para os
quais a variação funcional está definida pela derivada de Lie como

δ0
Πψµν = (LΠψ)µν = −ερξσ(ρ)∂σψµν − ερ∂µξσ(ρ)ψσν − ερ∂νξσ(ρ)ψµσ (2.49)

a que podemos escrever em função dos operadores (2.38)

δ0
Πψµν ≡ −ερΠρψµν − ερ (Σρ)

σ
µ ψσν − ε

ρ (Σρ)
σ
ν ψµσ

Considerando a métrica como um caso específico de tensor de 2a ordem, tere-
mos que a variação funcional (2.49) será dada por

δ0
Πgµν = LΠgµν = −ερΠρgµν − ερ (Σρ)

σ
µ gσν − ε

ρ (Σρ)
σ
ν gµσ (2.50)

Uma vez que a métrica gµν é a métrica do espaçotempo de de Sitter, e os vetores
ξµ são seus vetores de Killing, a variação funcional definida em (2.49) é nula

δ0
Πgµν = 0 (2.51)

A variação no argumento da métrica é dada pelos geradores diferenciais das
“translações" de de Sitter (2.39)

δaΠgµν = ερΠρgµν (2.52)

sendo essa variação igual em forma à variação total da métrica

δgµν = δ0
Πgµν + δaΠgµν = ερΠρgµν (2.53)

que pode ser escrita, usando (2.39), como

δgµν =
ερ

l2
ηρσx

σgµν (2.54)

ou equivalentemente

g′µν (x′) = ω2gµν (x) (2.55)
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A transformação (2.55) representa um reescalonamento conforme da métrica
gµν .

O fator conforme ω em (2.55) é dado por

ω2 = 1 +
ερxρ
l2

(2.56)

Ao tomar o limite de valores grandes de Λ, conseguimos que ω2 → 1 e a variação
total da métrica (2.54) se anula

δgµν = 0

Consequentemente, recuperamos as transformações geradas na métrica a re-
speito das translações ordinárias.

Anteriormente estudamos o caso da transformação do campo spinorial a respeito
do grupo de Lorentz. Contudo, ao contrario do grupo de Poincaré, os spinores
sob o grupo de de Sitter não podem ser considerados somente como spinores
de Lorentz, uma vez que o setor “translacional" de de Sitter também contribuirá.

Na seção anterior, conseguimos que os campos spinoriais invariantes de de Sit-
ter em um espaçotempo de de Sitter transformam satisfazendo a lei (2.32)

δ0
ξΨ = Ψ′ (x)−Ψ (x) = −ξµ∂µΨ (x)− 1

4
∂νξ

µγνγµΨ (x) (2.57)

onde os vetores de Killing ξµ são os vetores de Killing associados às isometrias
do grupo de de Sitter.

Como os vetores de Killing assoaciados às “translação" de de Sitter são

ξµ = εαξµ(α)

a variação funcional dos spinores (2.57) é determinada por

δ0
ΠΨ = −εα∆αΨ (x) (2.58)

com os geradores definidos como

∆α = Πα +
1

4
σα (2.59)

onde
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σα = (Σα)µν γ
µγν (2.60)

é a representação spinorial das “translações" de de Sitter.

Assim, a transformação no argumento é gerada pelos operadores diferenciais

δaΠΨ = εαΠαΨ (2.61)

enquanto a variação total do campo é dada pela representação spinorial (2.60)

δΠΨ = −1

4
εασαΨ (2.62)

Os geradores (2.59) satisfazem as relações de comutação do grupo de de Sitter
(1.20) [35]. No entanto, como no caso vetorial, os operadores σα não satisfazem
aisladamente a álgebra de de Sitter, portanto, a transformação (2.62) não poderia
se considerar uma transformação de de Sitter.

Caso dos campos spinoriais, observamos que nossa aproximação difere de out-
ras formas de escrever os campos spinoriais invariantes sob o grupo de de Sitter
[36]. A diferença está no fato de que se consideramos o espaço de de Sitter em 5
dimensões, uma vez que os geradores representam as rotações generalizadas,
os geradores das transformações sobre os campos spinoriais são tradicional-
mente definidos como uma generalização da representação spinorial do grupo
de Lorentz, por meio da transformação

Ψ′ (x′) = S (Λ) Ψ (x)

com
S (Λ) = exp

(
SABεAB

)
com SAB =

1

4

[
γA, γB

]
(2.63)

sendo as matrizes γA uma generalização das matrizes de Dirac em 5-dimensões.
Assim, quando estes geradores são projetados a 4-dimensões se obtêm os op-
eradores

Sµν =
1

4
[γµ, γν ] e σµ = Sµ4 =

1

2
γµγ5 (2.64)

os quais satisfazem a álgebra de de Sitter. Além disso, os operadores da repre-
sentação spinorial e da representação diferencial comutam
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[Πµ, σν ] = 0

No entanto, se não expressarmos a transformação do campo spinorial a respeito
do grupo de de Sitter como (2.63) mas como uma contração da representação
vetorial e as matrizes gamma em 5-dimensões

S (Λ) = exp
(
SABεAB

)
com SAB =

(
SAB

)
CD

γCγD (2.65)

onde a representação vetorial é dada através de

(
SAB

)
CD

= ∂Cξ
(AB)
D (2.66)

com

ξ
(AB)
D = χAδBD − χBδAD

sendo os vetores de Killing 5-dimensionais de de Sitter.

Os geradores 5-dimensionais SAB satisfazem a álgebra do grupo de de Sitter e
são equivalentes a (2.63). Os geradores (2.65) ao ser projetados a 4-dimensões
se reduzem a

Sµν =
1

4
[γµ, γν ] (2.67)

e

Sµ4 = σµ = (Σµ)αβ γ
αγβ =

1

2l2
xβ
(
ηµβ − 2γµγβ

)
(2.68)

Esses operadores satisfazem isoladamente a álgebra de de Sitter (1.20). Al-
iás, os operadores (2.68) comutam com os operadores diferenciais (2.39) das
“translações" de de Sitter.

Sob a parametrização (2.60) observamos -como é esperado- que ao tomar o
limite de constante cosmológica pequena σα se anula

lim
l→∞

σα → 0
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dessa maneira recobramos o sentido escalar dos spinores a respeito das translações
ordinárias.

2.2.2 Limite de constante cosmológica grande l→ 0

A transformação das “Translações" de de Sitter devem ser reparametrizadas
como

δΠ̄x
µ = ενξµ(ν) (2.69)

onde a componente do campo vetorial de Killing

ξµ(ν) = 4l2δµν −
(
2ηνρx

ρxµ − σ2δµν
)

(2.70)

é reparametrizada da maneira mais conveniente para fazer o limite de contração
de constante cosmológica grande, e assim recuperar os geradores do grupo de
Poincaré conforme.

A transformação (2.69) induz nos campos vetoriais ψµ a transformação funcional
(2.40)

δ0
Πψµ = − (Lξψ)µ = −ερξν(ρ)∂νψµ − ερ∂µξν(ρ)ψν

a qual pode ser rescrita como

δ0
Πψµ = −ερΠ̄ρψµ − ερ

(
Σ̄ρ

) ν
µ
ψν (2.71)

onde o primeiro termo do lado direito da equação (2.71), refere-se aos geradores
diferenciais (1.22)

Π̄µ = 4l2Pµ −Kµ (2.72)

e o segundo termo

(
Σ̄ρ

) ν
µ

= −2
(
ηρµx

ν + ηρσx
σδ νµ − ηµσxσδ νρ

)
(2.73)

corresponde à representação matricial das “translações" de de Sitter. Assim
podemos escrever a transformação funcional do campo vetorial com respeito a
uma “translações" de de Sitter como
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δ0
Πψµ = −ερ∆̄ρψµ (2.74)

onde

∆̄ρ = Π̄ρ + Σ̄ρ (2.75)

satisfazem a álgebra de de Sitter

[
∆̄ρ, Jµν

]
= ηρµ∆̄ν − ηρν∆̄µ (2.76)

[
∆̄µ,∆̄ν

]
= l2Jµν (2.77)

com Jµν = Lµν + Sµν . Consequentemente, os operadores ∆̄µ são geradores de
de Sitter. No entanto, os operadores Σ̄ρ e Π̄ρ não comutam entre si.

Se tomarmos o limite de l → 0 recuperamos a representação vetorial do grupo
de Poincaré conforme

lim
l→0

∆̄ρ = Kρ + Σ̄ρ (2.78)

e

[
∆̄µ, ∆̄ν

]
= 0 (2.79)

que satisfazem a álgebra conforme [37].

Para o caso de campos de 2a ordem a transformação funcional a respeito de uma
“translação" de de Sitter é dada por

δ0
Π̄ψµν ≡ −ε

ρΠ̄ρψµν − ερ
(
Σ̄ρ

) σ
µ
ψσν − ερ

(
Σ̄ρ

) σ
ν
ψµσ (2.80)

A variação no argumento do campo é dada pelos operadores diferenciais

δaΠ̄ψµν = ερΠ̄ρψµν (2.81)

Por exemplo, se considerarmos a métrica como caso específico de um tensor de
2a ordem, a variação total sobre a métrica é dada pelos operadores da represen-
tação vetorial
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δΠ̄gµν = g′µν (x′)− gµν (x) = −ερ
(
Σ̄ρ

) σ
µ
gσν − ερ

(
Σ̄ρ

) σ
ν
gµσ (2.82)

essa variação pode ser escrita como

δΠ̄gµν = 4ερxρgµν (2.83)

onde temos usado (2.73).

Ao tomarmos o limite formal de valores grandes da constante cosmológica l→ 0,
os operadores diferenciais (2.72) se reduzem à transformação conforme própria

lim
l→0

Π̄µ → Kµ

Análogo ao caso dos campos tensoriais, no limite de contante cosmológica grande
os campos spinoriais não se mostram como escalares com respeito às transfor-
mações conformes própias. Assim

LξΨ = εα∆̄αΨ (x) (2.84)

onde o operador ∆α é expressado como

∆̄α = Π̄α +
1

4
σ̄α (2.85)

o qual ao tomarmos o limite formal de l → 0 se reduz às transformações con-
formes própias

lim
l→0

∆̄α → Kα +
1

2
xβ (ηαβ − 2γαγβ)

definindo a transformação total dos spinores ao respeito das transformações con-
formes próprias.

2.3 Translações de de Sitter e transitividade

O estudo da geometria conforme, ou seja, o conjunto de todas as métricas
g̃µν conformes à métrica física gµν , é equivalente ao estudo das relações cau-
sais espaçotemporais. Devemos notar que a respeito dessas transformações da
métrica, uma curva geodésica não continuará sendo-o, ao menos que seja nula,
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e inclusive neste caso o parâmetro afim ao longo da curva não deve ser o mesmo
parâmetro afim.

Em geral, o reescalonamento conforme da métrica não está associado com o
difeomorfismo no espaçotempo [38]. De fato, a invariância de um sistema física
sob tal reescalonamento não está relacionado com nenhuma lei de conservação
através do teorema de Noether [39, 40]. No entanto, quando considerarmos
difeomorfismo em espaçotempo localmente de Sitter, como temos visto, além
da transformação usual da métrica aparece um reescalonamento conforme da
métrica. Isto significa que quando usarmos este difeomorfismo para obter as leis
de conservação através do teorema de Noether ou na obtenção das equações
por meio de um princípio variacional, devemos considerar a transformação agre-
gando o reescalonamento conforme.

Considerando que o espaçotempo de de Sitter é transitivo sob as “translações"
de de Sitter, uma "translação" global de de Sitter representará uma redefinição da
origem do espaçotempo e consequentemente, no afetará os campos localmente.
Assim teremos

Ψ′ (x′)−Ψ (x) = 0 (2.86)

Isto significa que a transformação relacionada com a transitividade do espaçotempo
de de Sitter é dada pelas “translações" de de Sitter mais um reescalonamento
sobre o campo [41]. Para um campo vetorial este é definido como:

δ0
Πψµ = − (LΠψ)µ + εα (Σα) γµ ψγ (2.87)

O último termo adicional remove a parte indesejável da transformação, deixando
uma “translação" pura de de Sitter. Consequentemente, sob “translações" de de
Sitter, qualquer campo Ψ tem uma variação total nula

δΠΨ = 0

definindo a transitividade no espaçotempo de de Sitter através das "translações"
de de Sitter.
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Capítulo 3

Leis de Conservação

O espaçotempo de de Sitter como o espaçotempo de Minkowski é um espaço
fundamental. Esses espaçotempos, além de satisfazer as equações de Einstein,
podem ser construídos independentemente delas. Portanto, são espaçotempos
sobre os quais pode se construir qualquer teoria física [20]. Consequentemente,
quando mudarmos o grupo de covariância de Poincaré pelo grupo de de Sitter,
ou equivalentemente a teoria da relatividade especial de Einstein pela Relativi-
dade de de Sitter. Estamos mudando somente a cinemática da teoria, mas a
dinâmica em ambas as teorias continua sendo a mesma. Por exemplo, a teo-
ria da relatividade geral pode ser formulada considerando sua cinemática local
sendo governada pelo grupo de Poincaré ou pelo grupo de de Sitter. Dessa
maneira, somente se muda o principio de equivalência forte, a qual afirma que;
sempre é possível encontrar um sistema local no qual as leis da física se re-
duzam às da Relatividade Especial. Se o espaçotempo local for de Minkowski,
a cinemática local será governada pelo grupo de Poincaré. Se o espaçotempo
local for de de Sitter, a cinemática local será governada pelo grupo de de Sitter.

Considerando que a cinemática é governada pelo grupo de de Sitter, podem se
obter as quantidades conservadas associadas às simetrias do espaçotempo de
de Sitter através do teorema de Noether.

3.1 Teorema de Noether

Se um observador em um sistema S escreve a densidade lagrangiana L, outro
observador em um sistema S ′ deve escrever a mesma densidade Lagrangiana.
Portanto, a Lagrangiana deve ser invariante ao respeito das transformações do
grupo de covariância.
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Definimos a ação dependente só dos extremos Σ1 e Σ2, os quais são as superfí-
cies fronteira de alguma região 4-dimensional Ω

I (Σ1,Σ2) =

ˆ

Ω

d4xL (x)

onde L =
√
−gL é a densidade lagrangiana. “Sob uma mudança geral e infinites-

imal de coordenadas, a primeira variação na ação é a diferença entre a função
superfície entre os extremos da região integral":

δI (Σ1,Σ2) = F (Σ2)− F (Σ1)

Considerando que a mudança infinitesimal de coordenadas

x′µ = xµ + δxµ (3.1)

é gerada pelas transformações infinitesimais do grupo de covariância, então a
primeira variação da ação é

δI (Σ) =

ˆ

Ω′

d4x′L′ (x′)−
ˆ

Ω

d4xL (x)

a qual pode ser escrita como uma soma da variação total e funcional da ação
capítulo 2

δI = δaI + δ0I (3.2)

Assim, a variação da ação ao respeito de uma mudança no ponto é dada por

δaI =

ˆ

Ω′

d4x′L′ (x′)−
ˆ

Ω

d4xL′ (x) =

ˆ

Ω′

d4x′L′ (x+ δx)−
ˆ

Ω

d4xL′ (x)

Expandindo o primeiro termo, usando o teorema de Taylor até primeira ordem,
obtemos

δaI =

ˆ

Ω′

d4x′L′ (x) +

ˆ

Ω

d4x∂µL (x) δxµ −
ˆ

Ω

d4xL′ (x)
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onde a transformação no elemento de volume é dado pelo determinante da trans-
formação de coordenadas (3.1)

d4x′ =

∣∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣∣ d4x

= (1 + ∂µδx
µ) d4x

Portanto

δaI (Σ) =

ˆ

Ω

d4x∂µδx
µL (x) +

ˆ

Ω

d4x∂µL (x) δxµ =

ˆ

Ω

d4x∂µ [δxµL (x)] (3.3)

Usando o teorema de Gauss, a variação (3.51) vira um termo de superficie

ˆ

Ω

d4x∂µ [δxµL (x)] =

ˆ

Σ

dΣµ [δxµL (x)] = G (Σ) (3.4)

Pelo outro lado temos que a variação funcional da ação é dada por

δ0I =

ˆ

Ω

d4xδ0L (x)

com a variação da densidade lagrangiana dada em função de todos os campos1

δ0L =
∂L
∂ψi

δ0ψi +
∂L

∂ (∂βψi)
δ0 (∂βψi)

onde o último termo do lado direito da última expressão satisfaz

δ0 (∂µψi) = ∂µ
(
δ0ψi

)

Portanto, podemos escrever a variação funcional da ação como:

δ0I =

ˆ

Ω

d4x

{
∂µ

[
∂L

∂ (∂µψi)
δ0ψi

]
+
∂L
∂ψi

δ0ψi − ∂µ
[

∂L
∂ (∂µψi)

]
δ0ψi

}
(3.5)

onde o primeiro termo em (3.5) é uma contribuição de superfície, que junto a
(3.4) formam a densidade de corrente

1El subíndice i em los campos simboliza qualquer ordem, podendo ser φ, φµ, φµν , ... o incluso
spinores, também existe suma sobre este índice.
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J µ =
∂L

∂ (∂µψi)
δ0ψi + δxµL (3.6)

que em função de variações totais dos campos

J µ =
∂L

∂ (∂µψi)
δψi + δxν

(
δµνL −

∂L
∂ (∂µψi)

∂νψi

)
(3.7)

Assim, a primeira variação total da ação é

δI =

ˆ

Ω

d4xδ0ψi
δL
δψi

+

ˆ

Σ

dΣµ

{
∂L

∂ (∂µψi)
δψi + δxν

(
δµνL −

∂L
∂ (∂µψi)

∂νψi

)}

A ação é invariante ao respeito das transformações induzidas por δxµ (x) e δφi.
Portanto, satisfeitas as equações de movimento conseguimos a conservação da
corrente

1√
−g

∂µ
(√
−gJµ

)
= ∇µJ

µ = 0 (3.8)

com

Jµ =
∂L

∂ (∂µψi)
δψi + δxν

(
δµνL−

∂L

∂ (∂µψi)
∂νψi

)
(3.9)

sendo a corrente associada à densidade lagrangiana L.

3.1.1 Tensor Energia Momento Canônico

Considerando as "translações" de de Sitter, geradas pelas transformações in-
finitesimais de coordenadas:

δxν = ξν(α)ε
α (3.10)

Estudamos a continuação os dois limites de contração.

Limite de Constante Cosmológica pequena l→∞

Sendo ξν(α) é o vetor de Killing translacional de de Sitter (1.30), a variação total
nos campos é:
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δψi = 0

Ao respeito desta transformação, a densidade de corrente conservada toma a
forma

Jµ = ξν(α)ε
αT µc ν (3.11)

onde

T µc ν =

(
δµνL−

∂L

∂ (∂µψi)
∂νψi

)
(3.12)

é o tensor energia-momento canônico usual.

Desta maneira, podemos definir o tensor de energia-momento canônico de de
Sitter como

Πµ
c α = ξν(α)T

µ
c ν (3.13)

Assim, a corrente conservada é determinada por

Jµ = εαΠµ
c α (3.14)

Uma vez que εα é arbitrário concluímos que

∇µΠµ
c α = 0 (3.15)

Tomando o limite formal de valores da constante cosmológica pequena l →∞ o
tensor (3.13) se reduz ao tensor energia-momento canônico

lim
l→∞

Πµν
c = T µνc (3.16)

O espaçotempo de de Sitter se reduz ao espaçotempo de Minkowski, transfor-
mando a lei de conservação

∇µΠµν
c = 0

em
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∂µT
µν
c = 0 (3.17)

a lei de conservação do tensor energia-momento canônico usual.

Limite de Constante Cosmológica grande l→ 0

Consideremos ξν(α) como o vetor de Killing translacional de de Sitter (1.39) que
gera a variação nos campos

δψi = 0

Ao respeito desta transformação, a densidade de corrente conservada toma a
forma

Jµ = Π̄µ
c αε

α (3.18)

onde Π̄µ
c α é definido como o tensor energia-momento equivalente a (3.13). Dado

que εα é arbitrário, deve ser satisfeita a lei de conservação

∇µΠ̄µ
c α = 0 (3.19)

Ao tomarmos o limite formal de valores da constante cosmológica grande l→ 0

lim
l→0

Π̄µν
c = Kµν (3.20)

o tensor (3.18) se reduz à corrente conforme, e o espaçotempo de de Sitter se
reduz ao espaçotempo canônico, satisfazendo a lei de conservação

∇̄µK
µν = 0 (3.21)

A equação (3.21) indica a conservação da corrente conforme [37, 42, 31], onde
∇̄µ é a derivada covariante no espaçotempo canônico.
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3.2 Tensor Energia-Momento como fonte
de gravidade

A mudança nas simetrias locais do espaçotempo trará consequências na conser-
vação das quantidades locais e portanto, é necessária uma redefinição da fonte
da gravidade.

A conservação covariante (local) do tensor de energia-momento em relatividade
geral está associada à invariância da ação de Einstein-Hilbert ao respeito de uma
translação local sobre as coordenadas [43]

δxµ = εν (x)Gνx
µ (3.22)

onde εν (x) são os parâmetros da transformação e Gν são os geradores das
translações, que em função dos vetores de Killing podem ser escritos como

Gν = ξρν∂ρ (3.23)

com ξρν = δρν . Assim a variação das coordenadas em função dos vetores de
Killing, toma a forma

δxµ = εν (x) δµν (3.24)

Considerando um espaçotempo curvo geral e um campo de matéria geral com
densidade Lagrangiana Lm, cuja integral de ação é

Im = − 1

2c

ˆ
d4xLm

Se considerarmos uma transformação de coordenadas, a variação na ação é
dada por [44]

δIm = − 1

2c

ˆ
d4x
√
−gT µνδ0

Pgµν (3.25)

onde

T µν = − 2√
−g

δLm
δgµν

(3.26)
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é o tensor energia-momento simétrico.

Sob a transformação de coordenadas (3.24), a variação funcional da métrica é

δ0
Pgµν = −∂γgµνερ (x) δγρ − gγν∂µ

(
ερ (x) δγρ

)
− gµγ∂ν

(
ερ (x) δγρ

)
(3.27)

Ao substituir (3.27) em (3.25), e considerando a simetria de T µν , conseguimos
que

δIm =
1

c

ˆ
d4x
√
−gT µν

[
gβµΓβνγε

ρ (x) δγρ + gγν∂µ
(
ερ (x) δγρ

)]
(3.28)

a qual pode ser reescrita como

δIm =

ˆ
d4x∇µ

(
T µνδ

ν
ρ

)
ερ (x) (3.29)

Uma vez que os parâmetros ερ são arbitrários, a invariância da ação da matéria
ao respeito das transformações locais (3.24) exige a conservação covariante

∇µT
µν = 0 (3.30)

onde T µν = T µνδ ρν é o tensor de energia-momento simétrico fonte da gravidade.

Pelo outro lado, considerando que a cinemática local é governada pelo grupo de
de Sitter, o espaçotempo subjacente é necessariamente o espaçotempo de de
Sitter, onde agora devemos considerar a transformação local

δxµ = εν (x)Gνx
µ

na qual εν (x) são os parâmetros da transformação e Gν são os geradores das
translações de de Sitter, que em função dos vetores de Killing podem ser escritos
como

Gν = ξρν∂ρ

onde ξρν podem ser expressos da forma (1.30) ou (1.39), dependendo do limite
de contração de nosso interesse. A transformação nas coordenadas, em função
dos vetores de Killing, toma a forma

δxµ = εν (x) ξµν (3.31)
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A variação da ação de matéria ao respeito das transformações (3.31) é

δIm = − 1

2c

ˆ
d4x
√
−gT µνδ0

Πgµν (3.32)

onde

T µν = − 2√
−g

δLm
δgµν

é o tensor energia-momento ordinário simétrico.

Sob a transformação (3.31), a variação funcional da métrica é dada por (2.50),
variação que explicitamente podemos escrever como

δ0
Πgµν = − (LΠg)µν + εα (Σα) γµ gγν + εα (Σα) γν gγµ (3.33)

onde a derivada de Lie é dada por

(LΠg)µν = ∇µ

(
ξν(α)ε

α
)

+∇ν

(
ξµ(α)ε

α
)

(3.34)

Consequentemente, a variação funcional da métrica vem dada por

δ0
Πgµν = −ξν(α)∇µε

α − ξµ(α)∇νε
α (3.35)

Portanto, a variação da ação (3.32) é

δIm = −
ˆ
d4x
√
−gT µν

(
ξν(α)∇µε

α + ξµ(α)∇νε
α
)

(3.36)

Dada a simetria em T µν = T νµ, podemos escrever esta variação como

δIm = −2

ˆ
d4x
√
−gT µνξ (α)

ν ∇µεα (3.37)

integrando por partes obtemos

δIm = 2

ˆ
d4x
√
−g∇µ

(
T µνξ (α)

ν

)
εα (x) (3.38)

Como o parâmetro εα é arbitrário, a invariância da ação é dada pela lei de con-
servação
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∇µ

(
T µνξ (α)

ν

)
= 0 (3.39)

ou equivalentemente

∇µΠµα = 0 (3.40)

onde ∇µ é a derivada covariante associada à conexão da métrica g não nec-
essariamente de de Sitter. Definindo a conservação covariante do tensor, que
define uma nova noção de energia-momento

Πµα ≡ T µα − 1

4l2
Kµα (3.41)

onde

T µα = T µνδαν (3.42)

é o tensor energia-momento simétrico ordinário, e

Kµα ≡ T µν δ̄αν = T µν
(
2gνβx

βxα − σ2δαν
)

(3.43)

é a corrente conforme [30].

Limite de Constante Cosmológica pequena l→∞

Ao considerarmos os vetores de Killing de de Sitter como sendo

ξµν = δµν −
1

4l2
δ̄µν

e tomando o limite formal de l → ∞, a lei de conservação (3.40) se reduz à lei
de conservação do tensor energia-momento simétrico

∇µT
µα = 0 (3.44)

onde o tensor T µα é o tensor de energia-momento simetrico.
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Limite de Constante Cosmológica grande l→ 0

Se considerarmos os vetores de Killing de de Sitter como sendo

ξµν = 4l2δµν − δ̄µν

conseguimos a lei de conservação

∇µΠ̄µα = 0 (3.45)

onde

Π̄µα = 4l2T µα −Kµα (3.46)

Ao tomarmos o limite formal de l→ 0 em (3.45), encontra-se a lei de conservação

∇µK
µα = 0 (3.47)

que expressa a conservação da corrente conforme no espaçotempo cone.

Seguindo o mesmo procedimento anterior, e considerando a invariância sob
transformações locais de Lorentz

δxµ =
1

2
ενρ (x) ξµνρ = εµν (x)xν (3.48)

conseguimos a lei de conservação

∇ρM
ρµν = 0 (3.49)

onde

Mρµν = xµT ρν − xνT ρµ (3.50)

é o momento angular total.

3.3 Limites de Contração das leis de Conservação

Como temos visto, tanto T µν quanto Kµν não são conservadas independente-
mente, mas dado que a corrente conforme tem a forma (3.43), podemos observar
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que se satisfazem as relações:

∇µT
µν =

2T µµx
ν

4l2 − σ2
e ∇µK

µν =
2T µµx

ν

1− σ2/4l2
(3.51)

Somente quando o traço do tensor energia-momento é nulo, ambas as correntes
T µν eKµν se conservam independentemente, consistente com o fato da aparição
da simetria conforme quando temos campos sim massa. No limite formal de
constante cosmológica nula l→∞, obtemos as leis de conservação usual sobre
o espaçotempo de Minkowski [30]

∂µT
µν = 0 e ∇µK

µν = 2T µµx
ν (3.52)

Pelo outro lado, no limite formal de constante cosmológica infinita l → 0, obte-
mos:

∇̄µT
µν = −2T µµ

xν

x2
e ∇̄µK

µν = 0 (3.53)

onde ∇̄µ é a derivada covariante no espaçotempo canônico. Neste limite a física
é invariante conforme.

3.4 Quantidades conservadas

Integrando a lei de conservação covariante (3.20) conseguimos que

d

ds
πν + Γνµρu

µπρ = 0 (3.54)

onde

πν =

ˆ
dvΠ0ν (3.55)

é o quadrimomento no espaçotempo de Sitter. Portanto, em presença da con-
stante cosmológica, a definição usual de energia e momento são modificadas,
incorporando além da definição ordinário um setor conforme.
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Limite de Constante Cosmológica pequena l→∞

Em analogia com os geradores, o momento de de Sitter definido como (3.55) se
reduz ao momento linear

lim
l→∞

πν = pν

o qual
dpν

ds
= 0

é conservado.

Limite de Constante Cosmológica grande l→ 0

A carga de Noether neste limite é

π̄ν =

ˆ
dvΠ̄0ν

que ao tomarmos o limite l→ 0, este se reduz a

π̄ν → κν

onde κν é o momento conforme [30]. Por outro lado, observamos que no espaço
canônico as noções de energia e momento ordinárias devem ser substituídas por
noções conformes.
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Capítulo 4

Equações de Movimento

Embora o espaçotempo de de Sitter seja geodésicamente completo, tem pon-
tos não conectados geodésicamente entre si [27], propriedade que nos motiva a
procurarmos uma nova geodésica que descreva o movimento no espaçotempo
de de Sitter. Já que a transitividade está relacionada com a noção de movi-
mento, por exemplo, o espaçotempo de Minkowski é transitivo sob translações
espaçotemporais, o que define as geodésicas ordinárias. Quando considerarmos
que o espaçotempo de de Sitter é transitivo sob uma combinação de translações
e transformações conformes próprias, a presença dessas transformações con-
formes próprias tem consequências nas equações de movimento. Considerando
as propriedades de transitividade do espaçotempo de de Sitter no principio varia-
cional, uma nova família de trajetórias pode ser obtida.

4.1 Geodésicas em de Sitter

O espaçotempo 5-dimensional de de Sitter, entendido como um hiperboloide
submergido em um espaçotempo de Minkowski de 5-dimensoes apresenta um
problema geodésico. Mesmo sendo geodésicamente completo, sempre haverão
pontos que não serão unidos por geodésicas [45, 46, 47]. Isto deve se a que o
espaço de de Sitter é um hiperquadrado de 5-dimensoes [48]

4.2 Método de Mathisson-Papapetrou

Para obtermos a equação de movimento, primeiramente usaremos a aproxi-
mação de mono-polo [49, 50, 43]. Considerando a lei de conservação sobre
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o tensor composto [17]

Πµν = T µν − 1

4l2
Kµν (4.1)

onde T µν é o tensor energia-momento simétrico e Kµν a corrente conforme
própria vem dada por

Kµα ≡ T µν δ̄αν = T µν
(
2gνβx

βxα − σ2δαν
)

(4.2)

Para obtermos a equação de movimento partimos da lei de conservação

∇µΠµν = 0 (4.3)

a qual pode ser escrita explicitamente como

∂µΠµν + ΓνµρΠ
µρ + ΓµµρΠ

ρν = 0 (4.4)

onde a conexão de Levi-civita é a conexão que define o espaçotempo de de Sitter

Γνµρ =
1

2l2
xα
[
gαρδ

ν
µ + gαµδ

ν
ρ − gµρδνα

]

e

Γµµρ =
2

l2
xαgαρ = ∂ρ

(
ln
√
−g
)

Assim, a equação (3.2) toma a forma

∂µΠµν + ΓνµρΠ
µρ + ∂µ

(
ln
√
−g
)

Πµν = 0 (4.5)

se multiplicarmos a equação (4.5) por
√
−g, essa toma a forma

∂µ
(√
−gΠµν

)
+
√
−gΓνµρΠ

µρ = 0 (4.6)

Além da equação (4.6) usaremos a equação

∂µ
(√
−gΠµνxσ

)
+
√
−gΓνµρΠ

µρxσ −
√
−gΠσν = 0 (4.7)
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a qual é a derivada diretamente de (4.6). Se considerarmos que o tensor (4.1)
descreve uma partícula de prova, e integrarmos sobre uma hipersuperfície 3-
dimensional tipo espaço, esse tensor toma valores somente dentro de um tubo
“mundo" de uma seção espacial muito pequena, e assim podemos aplicar o teo-
rema de Gauss para obter de (4.6)

d

dt

ˆ
dv
√
−gΠ0ν +

ˆ
dv
√
−gΓνµρΠ

µρ = 0, (4.8)

e de (4.7)

d

dt

ˆ
dv
√
−gΠ0νxσ +

ˆ
dv
√
−gΓνµρΠ

µρxσ −
ˆ
dv
√
−gΠσν = 0. (4.9)

A conexão Γνµρ pode ser expandida em série de potências:

Γνµρ =0 Γνµρ +0 Γνµρ,σδx
σ + . . . , (4.10)

onde δxσ = xσ − xσ0 .

Introduzimos a expansão 4.10 nas equações (4.8) e (4.9) e usamos a aproxi-
mação de single-pole particle [50, 49]; considerando que ao menos alguma das
integrais é diferente de zero

ˆ
dvΠµν 6= 0

enquanto que todas as integrais com um ou mais fatores variacionais δxσ são
nulas. Desta maneira, encontramos de (4.8)

d

dt

ˆ
dv
√
−gΠ0ν +0 Γνµρ

ˆ
dv
√
−gΠµρ = 0 (4.11)

e de (4.9)

d

dt

ˆ
dv
√
−gΠ0ν (δxσ + xσ0 ) +0 Γνµρ

ˆ
dv
√
−gΠµρ (δxσ + xσ0 )−

ˆ
dv
√
−gΠσν = 0

d

dt

(
xσ0

ˆ
dv
√
−gΠ0ν

)
+0 Γνµρx

σ
0

ˆ
dv
√
−gΠµρ −

ˆ
dv
√
−gΠσν = 0

a qual é simplificada usando a equação (4.11) para obtermos
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dxσ0
dt

ˆ
dv
√
−gΠ0ν −

ˆ
dv
√
−gΠσν = 0 (4.12)

Definindo o tensor

Mσν ≡
ˆ
dv
√
−gΠσν (4.13)

e denotando uσ = dxσ

ds
, podemos reescrever as equações (4.11) e (4.12) como

d

ds

(
M0ν

)
+ ΓνµρM

µρ = 0 (4.14)

e

uσM0ν = Mσν (4.15)

A equação (4.14) pode ser escrita como

d

ds
πν + Γνµρu

µπρ = 0 (4.16)

onde

πν =

ˆ
dv
√
−gΠ0ν = M0ν (4.17)

é o quadrimomento de de Sitter, sendo essa a quantidade conservada rela-
cionada com as "translações" de de Sitter. Semelhantemente ao que acontece
na relatividade especial ordinaria, na realtividade espacial de de Sitter, as tra-
jetórias (4.16) coincide com a conservação de momento.

4.3 Equação de Movimento através de
princípio variacional

Uma partícula de massa m em um espaçotempo geral com métrica gαβ é descrita
pela ação funcional

I = −mc
bˆ

a

ds, (4.18)
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onde ds =
(
gαβ dx

αdxβ
)1/2

.

Para considerar todas as possíveis trajetórias entre os pontos a e b, o princípio
variacional deve considerar as propriedades de transitividade do espaçotempo.
Para considerarmos no espaçotempo de de Sitter as propriedades de transitivi-
dade fazemos as variações espaçotemporais

δΠx
γ = ξγρε

ρ (4.19)

onde ερ é o parâmetro da transformação.

Usando (4.19) a variação da ação (4.18) resulta

δI = −mc
bˆ

a

1

2

[
∂gαβ
∂xγ

uαdxβδΠx
γ + 2gαβu

αδΠ

(
dxβ

)]
, (4.20)

onde uα = dxα/ds é a quadrivelocidade ordinária. Usando a identidade δΠ

(
dxβ

)
=

d
(
δΠx

β
)

no último termo, podemos escrever (4.20) como

δI = −mc
bˆ

a

1

2

[
∂gαβ
∂xγ

uαdxβδΠx
γ + 2gαβu

αd
(
δΠx

β
)]
, (4.21)

Integrando o último termo por partes e desprezando o termo de superfície, a
variação da ação resulta

δI = −mc
ˆ a

b

ds

[
1

2

∂gαβ
∂xγ

uαuβ − d

ds
(gαγu

α)

]
ξγρε

ρds (4.22)

Considerando a simetria no primeiro termo de (4.22), podemos escrever a vari-
ação da ação em função da derivada covariante

δI = mc

ˆ a

b

ds
(
gαβu

γ∇γu
αξβρ

)
ερ (4.23)

Definindo a quadrivelocidade

Uρ = ξ ρα u
α (4.24)

podemos reescrever (4.23) como

δI = mc

ˆ a

b

ds
[
uγ∇γU

ρ − 1

2
uαuγ

(
∇γξ

ρ
α +∇αξ

ρ
γ

)]
ερ (4.25)
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Una vez dada uma métrica qualquer, os vetores de Killing dados por (4.19), sat-
isfazem a relação

∇γξ
ρ
α +∇αξ

ρ
γ =

1

2
(∇νξρν) gαγ = −x

ρ

l2
gαγ (4.26)

substituindo (4.26) na equação (4.25) obtemos a equação

δI = mc

ˆ a

b

ds
(
uγ∇γU

ρ +
xρ

2l2

)
ερ (4.27)

Se considerarmos as propriedades de transitividade do espaçotempo de de Sit-
ter, vemos que o princípio variacional inclui um reescalonamento conforme. Desta
maneira, o segundo termo da integral (4.27) representa somente um reescalona-
mento conforme da métrica. Se fazermos uma transformação conforme infinites-
imal gαγ → ω2gαγ, com o fator conforme dado por

ω2 = 1 +
xρερ
l2

(4.28)

o elemento de linha sob esta transformação transforma como

ds→ ωds (4.29)

Realizando o reescalonamento conforme da métrica, a variação da ação toma a
forma

δI = mc

ˆ a

b

ds uγ∇γU
ρερ (4.30)

Devido à invariância da ação, e considerando a arbitrariedade ερ, obtemos a
equação de movimento

dUρ

ds
+ ΓργνU

νuγ = 0 (4.31)

a qual representa a trajetória da partícula no espaçotempo de de Sitter. A
equação (4.31) é consistente com as propriedades do espaçotempo de de Sitter.
Consequentemente quaisquer dos pontos deste espaço serão conectados por
uma trajetória desta família. Por esta razão, pode ser considerada a verdadeira
geodésica do espaçotempo de de Sitter [22]. Além disso, como na relatividade
especial ordinária, a equação de movimento coincide com a conservação do
quadrimomento. De fato, pode ser escrita da forma
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dπρ

ds
+ Γργνπ

νuγ = 0. (4.32)

com

πρ = ξρβp
β, (4.33)

sendo o quadrimomento da partícula.

Embora a equação (4.32) seja calculada usando coordenadas estereográficas,
também é válida em todos os sistemas de coordenadas, devido a sua forma
tensorial. Consequentemente o momento de de Sitter πρ terá diferente forma
dependendo das coordenadas, mas a equação de movimento permanece for-
malmente a mesma. A utilidade de usarmos as coordenadas estereográficas é
a separação na corrente conservada entre momento ordinário e momento con-
forme próprio. Facilitando o limite de contração tanto a valores pequenos de
constante cosmológica como a valores grandes da mesma.

4.4 Geodésicas nulas

4.4.1 espaçotempo de Minkowski

No contexto da óptica geométrica, a propagação da luz no espaçotempo de
Minkowski é descrito pela equação

dkα

dλ
= 0 (4.34)

onde λ é um parâmetro afim que varia ao longo da trajetória e k é o quadrivetor
de onda. Dado que esse vetor é tangente à trajetória, tem a forma kα = dxα/dλ. O
caráter nulo das trajetórias é expressado pela condição

ηµνk
µkν = 0 (4.35)

O espaçotempo de Minkowski é somente transitivo ao respeito das translações
ordinárias, e o tensor energia-momento é conservado:

∂µT
µν = 0 (4.36)
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Integrando esta lei em uma seção espacial do espaçotempo de Minkowski com

kµ =

ˆ
d3x
√
−gT 0µ (4.37)

se obtêm a equação das geodésicas nulas (4.34).

4.4.2 espaçotempo de de Sitter

O espaçotempo de de Sitter é transitivo ao respeito de uma combinação de
translações e transformações conformes próprias. Porém, uma vez que as tra-
jetórias nulas estão relacionadas ao tensor energia-momento sem traca: T µµ = 0.
Da equação (3.51), observamos que tanto o tensor energia-momento T µν quanto
a corrente conforme Kµν são conservados independentemente:

∇µT
µν = 0 e ∇µK

µν = 0 (4.38)

Seguindo o mesmo procedimento do caso massivo, e integrando as equações
(4.38) em uma seção espacial do espaçotempo de de Sitter para obter as cor-
respondentes geodésicas. Usando a aproximação single-pole [50], a primeira lei
de conservação de (4.38) nos leva para

kγ∇γk
µ ≡ dkµ

dλ
+ Γµνγk

νkγ = 0 (4.39)

com Γµνγ sendo a conexão de Levi-civita de de Sitter. Por outro lado, a segunda
lei de conservação de (4.38), origina a equação

kγ∇γκ
µ ≡ dκµ

dλ
+ Γµνγκ

νkγ = 0 (4.40)

onde

κµ =

ˆ
d3x
√
−gK0µ (4.41)

é o vetor de onda relacionado com as transformações conformes próprias. Os
vetores de onda kµ e κµ satisfaz a relação

κµ ≡ δ̄µγk
γ =

(
2δµαx

αxγ − σ2δµγ
)
kγ (4.42)

Consequentemente, a equação (4.40) se reduz a
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kγ∇γk
α = 0 (4.43)

a qual é a equação da geodésica (4.39). Usando a relação (4.42), é possível
demonstrar que gµνk

µkν = 0, e portanto gµνκ
µκν = 0. Assim, as geodésicas

(4.39) e (4.40) descrevem as mesmas trajetórias. No primeiro caso é descrito
em termos da energia-momento, enquanto que no segundo caso é descrita em
termos da corrente conforme própria.
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Conclusões

Sabemos que os geradores das transformações infinitesimais do grupo de Lorentz
são dados por

Jαβ = Lαβ + Sαβ

os quais são compostos por uma parte diferencial (ou orbital) Lαβ, que tem a
mesma forma para todos os campos, e uma parte matricial Sαβ, cuja forma ex-
plícita depende do spin dos campos sob consideração. Cada uma destas partes
satisfaz a mesma relação de comutação que os geradores gerais Jαβ. Além
disso, Lαβ e Sαβ comutam entre si. Em contraste, os geradores infinitesimais das
“translações" de de Sitter são dados pelo operador

∆α = Πα + Σα

o qual está composto também por dois setores, um diferencial Πα, que tem a
mesma forma para todos os campos, e um outro setor matricial Σα, cuja forma
explícita depende do spin de cada campo em consideração. Não obstante, há
uma diferença fundamental entre o caso das transformações de Lorentz e as
“translações" de de Sitter, uma vez que nas últimas Πα e Σα não comutam entre
si. Além disso, os operadores Σα não satisfazem a álgebra de de Sitter isolada-
mente, portanto não são geradores de de Sitter. No caso específico do tensor
métrico, os operadores Σα geram um reescalonamento conforme da métrica.

Essas transformações, ainda que sejam relevantes para a estrutura completa do
grupo de de Sitter, não estão relacionadas com difeomorfismos do espaçotempo.
Quando definimos a transitividade do espaçotempo de de Sitter através das
“translações" de de Sitter, o setor matricial da transformação não pode influir
sobre os campos. Para garantir a transitividade do espaçotempo e assim, con-
seguir conectar todos os pontos de espaçotempo com uma mesma família de

61



trajetórias. Portanto, no momento de estudar as quantidades conservadas, ve-
mos que a parte matricial das “translações" de de Sitter não está relacionada
com o teorema de Noether, da mesma maneira que não está relacionada com o
princípio variacional.

A transitividade está intimamente relacionada com a noção de movimento. No
espaçotempo de Minkowski quaisquer dois pontos estão conectados através de
uma traslação ordinária, portanto o movimento neste espaçotempo é descrito por
trajetórias cujos pontos são conectados por translações ordinárias. Uma vez que
é definida a transitividade através das “translações" de de Sitter, os pontos no
do espaçotempo são conectados através das “translações" de de Sitter. Conse-
quentemente, a noção de movimento no espaçotempo de de Sitter muda em re-
lação ao caso do espaçotempo de Minkowski, descrevendo trajetórias cujos pun-
tos não são mais conectados pelas translações ordinárias, mas através de uma
combinação de translações ordinárias e transformações conformes próprias.

Desta maneira, obtemos uma nova família de trajetórias dadas por

dUγ
ds
− ΓνµγUνu

µ = 0

onde

Uγ = ξβγuβ =
[
δβγ −

1

4l2

(
ηγαx

αxβ − σ2δβγ
)]
uβ

é uma quadrivelocidade não holonômica, a qual considera as direções transla-
cionais e conformes próprias do espaçotempo de de Sitter. Consequentemente,
as trajetórias correspondentes incluem ambas as noções de movimento; a transla-
cional e a conforma própria. Além disso, como na relatividade especial ordinária,
essas trajetórias coincidem com a conservação do momento, o que no caso
de de Sitter constitui uma adição do momento ordinário e o momento conforme
próprio.

Uma vez que a expressão que descreve as trajetórias pode ser obtida de um
princípio variacional, e portanto são curvas maximizadas, essas trajetórias po-
dem ser interpretadas como as verdadeiras “geodésicas" do espaçotempo de de
Sitter.

A nova noção de movimento obtida não se mantem somente no espaçotempo
de de Sitter, mas também em qualquer generalização de espaçotempos curvos
gravitacionalmente que se reduzam localmente ao espaçotempo de de Sitter.
A relativa importância entre as noções de movimento translacional ordinário e
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de movimento conforme está determinada pelo valor do pseudo-raio de de Sit-
ter l. Para valores grandes de l em relação ao comprimento de Planck lP , o
movimento será preponderantemente determinado pelas translações ordinárias
espaçotemporais. No limite formal l → ∞, o espaçotempo de de Sitter se con-
trai ao espaçotempo de Minkowski, e o movimento será determinado somente
pelas translações ordinárias. Nesse caso, os graus de liberdade conformes são
eliminados. Para valores de l da ordem do comprimento de Planck lP , o movi-
mento será dominado pelas transformações conformes próprias. No limite formal
de l → 0, o espaçotempo de de Sitter se contrai para o espaçotempo cônico,
sendo o movimento determinado apenas pelo setor conforme. Se a cinemática
do espaçotempo é governada pelo grupo de de Sitter, essas novas noções de
movimento podem ter importantes consequências na física da escala de Planck,
onde a invariância conforme exerce um papel fundamental.
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