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RESUMO

Com o progresso significativo no controle experimental da deposicdo atbmica na
construgdo de nanoestruturas, 0s materiais nanoestruturados, como as super-redes condutoras,
vém sendo cada vez mais integrados em dispositivos tecnologicos avancados. Contudo, a
otimizacdo da funcionalidade desses dispositivos exige uma compreensdo aprofundada de
suas propriedades fisicas, o que, por sua vez, demanda uma abordagem quéntica rigorosa para
0 estudo de sistemas complexos. Neste cenario, a Teoria do Funcional da Densidade (DFT)
emerge como uma ferramenta computacional de destaque para a analise de nanoestruturas,
devido a sua capacidade de fornecer informacdes detalhadas sobre as propriedades eletrénicas
e estruturais. Neste trabalho, empregamos calculos baseados em DFT para explorar as
propriedades fisicas fundamentais de super-redes condutoras, modeladas segundo o
paradigma do modelo de Hubbard. Além da anélise da energia e do perfil de densidades,
investigamos o grau de emaranhamento presente nas nanoestruturas, um aspecto critico para o
avanco de dispositivos voltados ao processamento de Informacgdo Quéntica. A analise revelou
gue, enquanto a energia geralmente ndo é afetada por transi¢oes de fase quanticas, os perfis de

densidade indicam uma transicao de Mott em super-redes com baixo potencial externo.

Palavras-chave: Nanoestruturas; Nanomateriais; Super-redes; Teoria do Funcional da

Densidade; DFT; Modelagem computacional; Modelo de Hubbard; Informacao Quantica.






ABSTRACT

The significant progress in the experimental control of atomic deposition for the
construction of nanostructures, nanostructured materials, such as conducting superlattices, has
been increasingly integrated into advanced technological devices. However, optimizing the
functionality of these devices requires a deep understanding of their physical properties,
which, in turn, requires a rigorous quantum approach to the study of complex systems. In this
scenario, Density Functional Theory (DFT) emerges as a prominent computational tool for the
analysis of nanostructures, owing to its ability to provide detailed insights into electronic and
structural properties. This work employes DFT-based calculations to explore the fundamental
physical properties of conducting superlattices, modeled according to the Hubbard model
paradigm. In addition to analyzing energy and density profiles, we investigate the degree of
entanglement present in the nanostructures, a critical aspect for the advancement of devices
aimed at Quantum Information Processing. The analysis revealed that, while the energy is
generally unaffected by quantum phase transitions, the density profiles indicates a Mott

transition in superlattices with low external potential.

Keywords: Nanostructures; Nanomaterials; Superlattices; Density Functional Theory;
DFT; Computational modeling; Hubbard model; Quantum Information.
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1 INTRODUCAO

A compreensdo profunda dos sistemas quanticos e das interagOes eletrOnicas em
materiais complexos representa um dos grandes desafios da Fisica e da Quimica
contemporaneas. Neste contexto, a Teoria do Funcional da Densidade (DFT) emergiu como
uma ferramenta poderosa e amplamente aplicada para investigar as propriedades eletronicas
de sistemas atdmicos e moleculares. Desde a sua formulagao, nas décadas de 1960 e 1970, por
Hohenberg, Kohn e Sham, a DFT tornou-se indispensavel para cientistas e engenheiros ao
redor do mundo, oferecendo um equilibrio entre precisdo computacional e custo, permitindo a
exploracdo de sistemas anteriormente inacessiveis (Franca, 2008).

A DFT baseia-se no principio de que todas as propriedades de um sistema de muitos
férmions! em estado de equilibrio podem ser determinadas por sua densidade eletronica. Esta
compreensdo revolucionaria, formalizada pelos teoremas de Hohenberg e Kohn, deslocou o
foco dos complexos estados de muitos corpos para a densidade eletrénica, uma funcéo de trés
dimensdes muito mais tratdvel. O formalismo de Kohn-Sham, uma aproximacdo pratica
dentro da DFT, introduz um sistema ficticio de férmions ndo interagentes que reproduz a
densidade eletrénica exata do sistema real, facilitando o calculo de propriedades de interesse
com alta precisdo (Capelle, 2006).

No campo emergente da Informagdo Quantica, a DFT tem desempenhado um papel
crucial na modelagem de dispositivos quanticos e na investigacdo de materiais para
Computacdo Quantica. A capacidade da DFT para prever estruturas de bandas, estados de
superficie e propriedades de transporte eletrdbnico em materiais nanoestruturados a torna uma
ferramenta indispensavel para o desenho e otimizagdo de bits quénticos (qubits), os blocos
construtivos da Computacdo Quantica. Além disso, a analise de falhas em materiais
semicondutores, crucial para a criacdo de qubits baseados em defeitos, beneficia-se
enormemente das simula¢6es via DFT (Kilin, 1999).

Um dos aspectos fascinantes da DFT é sua aplicabilidade a sistemas fortemente
correlacionados, aos quais 0 modelo de Hubbard serve como um paradigma. Simples em sua
formulacdo, mas profundamente complexo em suas implicacdes, ele captura a esséncia da
competicdo entre a energia cinética dos férmions e a interacdo coulombiana, levando a
fendmenos ricos como magnetismo e supercondutividade (Franga, 2008).

Gracas ao avanco do controle experimental na deposicdo de atomos para composicao

de nanoestruturas, materiais nanoestruturados, como as super-redes condutoras, tém sido

! Férmions sdo uma classe de particulas elementares que seguem a estatistica de Fermi-Dirac e que
apresentam spin (um tipo de momento angular intrinseco) semi-inteiro. Os férmions incluem particulas como
elétrons, protons e néutrons, por exemplo (Nussenzveig, 2014).
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implementados em dispositivos tecnologicos atuais. Entretanto, para otimizar sua
aplicabilidade, torna-se crucial a investigacdo tedrica de suas propriedades, o que requer
invariavelmente o tratamento quantico de sistemas complexos. Desse modo, a DFT se destaca
como um dos métodos computacionais mais poderosos para o estudo de nanoestruturas
(Franga, 2008).

Neste trabalho, propomos a utilizacdo de célculos de DFT para investigar as
propriedades fisicas de super-redes condutoras descritas pelo modelo de Hubbard. Além da
analise da energia e do perfil de densidades, investigamos o grau de emaranhamento das
nanoestruturas, considerado um ingrediente essencial para o desenvolvimento de dispositivos
para processamento de Informacéo Quantica.

Primeiramente, no Capitulo 2, sera realizada uma reviséo da literatura, em que serdo
explicitados os conceitos fundamentais abordados neste trabalho, seguida da modelagem
matematica empregada, no Capitulo 3. Posteriormente, serdo apresentados os resultados e
discussdo, no Capitulo 4. O trabalho sera finalizado, no Capitulo 5, com as principais

conclusdes e sugestdes para futuras abordagens.
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2 REVISAO DA LITERATURA

Este Capitulo dedica-se a revisdao da literatura, constituindo uma exploracéo
meticulosa dos conceitos fundamentais que serdo necessarios para a compreensdo deste
trabalho, que esta embasado em diversos contetdos que aprofundam ainda mais o escopo das

disciplinas de Fisica e Quimica do curso de Engenharia Quimica.

2.1 Conceitos Basicos em Mecanica Quantica

Ao longo da historia, a humanidade tem buscado compreender os fundamentos do
universo, desde os vastos corpos celestes que orbitam no espaco até as minusculas particulas
gue compBdem a matéria ao nosso redor (Rovelli, 2015).

Nesse quadro, duas teorias se destacam por sua capacidade de descrever o
comportamento dos objetos fisicos sob diferentes condicGes: a Mecénica Classica e a
Mecanica Quantica. Embora ambas as teorias fornecam percepcdes profundas sobre o
funcionamento do universo, elas operam em dominios radicalmente diferentes e apresentam
contrastes fundamentais em seus principios e aplicagdes.

A Mecénica Classica, fundamentada nas leis de Newton e desenvolvida ao longo dos
séculos XVII e XVIII, oferece uma descricdo abrangente dos movimentos e interacdes de
objetos em escalas macroscopicas. Sob a égide da Mecanica Classica, 0 universo € um palco
determinista, em que o futuro de qualquer sistema pode ser precisamente predito, dado um
conhecimento completo de suas condicdes iniciais (Tipler; Mosca, 2009).

Essa teoria revelou-se extraordinariamente eficaz na descricdio de fenémenos
macroscopicos, desde 0 movimento dos planetas até as dinamicas de Engenharia Mecanica,
pavimentando o caminho para avancos tecnoldgicos sem precedentes.

No entanto, ao virar do século XX, experimentos e observacdes em escalas atbmicas e
subatdbmicas comecaram a desafiar o paradigma classico. Fendmenos como a quantizacdo da
energia, a dualidade onda-particula e o entrelacamento quantico ndo podiam ser explicados
dentro do quadro da Mecénica Classica. Essas discrepancias levaram ao desenvolvimento da
Mecénica Quantica, uma teoria revolucionaria que transformou nossa compreenséo da matéria
e da energia (Rovelli, 2015).

A Mecéanica Quantica, ao contrario de sua predecessora Classica, opera na premissa de
que a natureza € intrinsecamente probabilistica em escalas quanticas. Ela introduz conceitos
como a funcdo de onda (cuja definicdo serd abordada na Secédo 2.1.5) para descrever o estado

das particulas, em que o ato de medicdo influencia o sistema observado, “colapsando” a
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funcio de onda em um estado definido dentre vérias possibilidades probabilisticas®. Essa
indeterminacdo fundamental representa uma ruptura marcante com o determinismo cléssico
(Novaes; Studart, 2016).

Além disso, enquanto a Mecanica Classica trata particulas e ondas como entidades
distintas, a Mecanica Quantica revela que particulas subatdémicas, como elétrons e fétons,
podem exibir propriedades tanto de particulas quanto de ondas, dependendo de como s&o
observadas.

Este principio da dualidade onda-particula é apenas um dos muitos aspectos nao
intuitivos da Mecénica Quantica que desafiam nossa compreensdo convencional do mundo
(Griffiths, 2011).

A compreensdo da indeterminacdo fundamental nas particulas subatémicas nos leva a
dois principios basilares da Mecanica Quantica — de Pauli e Heisenberg —, que impdem regras

adicionais sobre como as particulas quanticas podem coexistir em estados préximos.
2.1.1 Principio da Exclusdo

Formulado pelo fisico austriaco Wolfgang E. Pauli em 1925, é um principio
fundamental da Mecénica Quantica, que estabelece que dois férmions idénticos ndo podem
ocupar 0 mesmo estado quéntico® simultaneamente dentro de um sistema quéntico®.
Matematicamente, isso significa que ndo é possivel para dois férmions terem todas as suas
propriedades quanticas idénticas ao mesmo tempo (Pauli, 1925).

Se aplicarmos isso ao caso dos férmions em um atomo, o Principio da Exclusdo de
Pauli explica por que os férmions se distribuem em diferentes niveis de energia ou orbitais

atémicos, em vez de todos ocuparem o estado de menor energia disponivel.
2.1.2  Principio da Incerteza

E um conceito fundamental na Mecanica Quantica que foi formulado pelo fisico
alemdo Werner K. Heisenberg em 1927. Ele estabelece que existe um limite fundamental na

precisdo com que pares de propriedades quanticas conjugadas, como a posi¢cdo e 0 momento

2 Valido ressaltar que, enquanto a possibilidade apresenta uma nogéao qualitativa se um evento pode ou
ndo acontecer, a probabilidade fornece uma medida quantitativa de quao provavel é a ocorréncia desse evento
(Walpole et al., 2009).

3 Um estado quantico define a condicdo de um sistema fisico no contexto da Mecéanica Quantica,
descrevendo todas as propriedades quantificaveis do sistema, como posi¢do, momento, spin e outras grandezas
fisicas (Halliday; Resnick; Walker, 2016).

4 Um sistema quantico refere-se a qualquer conjunto de entidades fisicas cujas propriedades e interacGes
sdo mais bem descritas pelos principios da Mecanica Quéntica, em contraste com as leis da Mecénica Cléssica
(Halliday; Resnick; Walker, 2016).



31
linear (ou a velocidade) de uma particula, podem ser conhecidas simultaneamente
(Heisenberg, 1927).

Esse principio implica que quanto mais precisamente determinamos uma dessas
propriedades, menos precisao teremos ao medir a outra. A forma mais comum do principio é

expressa pela relagio de incerteza® para posicdo (Ax) e momento (Ap):

h
Ap0bs examinar o Principio da Incerteza, exploraremos o espaco de Hilbert, a estrutura
matematica que formaliza como os estados e observaveis sdo descritos e manipulados na

Mecénica Quantica.
2.1.3 Espaco de Hilbert

Trata-se de um espaco vetorial completo dotado de um produto interno, que possibilita
a definicdo de conceitos como comprimento e angulo dentro do espagco — propriedades que o0
tornam ideal para descrever os estados quanticos de sistemas fisicos.

Na Mecéanica Quantica, os estados de um sistema sdo descritos por vetores (ou fungdes
de onda — mais detalhes na Secdo 2.1.5) em um espaco de Hilbert e os observaveis (como
veremos na Secdo 2.1.4) sdo representados por operadores lineares que atuam nesses vetores.

O produto interno no espaco de Hilbert é usado para calcular probabilidades de
medicdo e sobreposi¢cGes de estados. Assim, ele fornece a linguagem matematica para
descrever os fendmenos quanticos de maneira precisa e consistente (Griffiths, 2011).

Tendo introduzido o espaco de Hilbert como a estrutura matematica central para
descrever estados quanticos, abordaremos em seguida 0s observaveis, que sdo operadores
definidos dentro deste espaco e Sdo essenciais para a compreensdo das propriedades

mensuraveis dos sistemas quanticos.
2.1.4 Observaveis

Sdo quantidades fisicas que podem ser medidas em um sistema quéantico, como

posicdo, momento, energia, spin®, entre outras. Eles sdo representados matematicamente por

5> Importante esclarecer que a incerteza ndo é o resultado de falhas nas técnicas de medicdo, mas sim
uma caracteristica intrinseca da Mecéanica Quantica, refletindo o comportamento ondulatério das particulas.

6 O spin é uma propriedade fundamental de particulas elementares, assim como a massa e a carga
elétrica. Ao contrério do momento angular orbital, que resulta do movimento de uma particula no espaco, o spin
€ uma caracteristica inerente da prépria particula, independentemente de qualquer movimento externo. Para um
spin 1/2, existem duas possiveis projecdes ao longo de qualquer eixo: +h/2 e —h/2, frequentemente referidas
como spin up (para cima) e spin down (para baixo), respectivamente (Halliday; Resnick; Walker, 2016).
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operadores lineares autoadjuntos (ou hermitianos)’ que atuam sobre os estados quénticos do
sistema, que, por sua vez, sdo representados por vetores em um espaco de Hilbert.

Diferentemente das variaveis clssicas, que podem assumir um continuo de valores, 0s
observaveis quanticos frequentemente exibem quantizacdo, significando que eles podem
apenas tomar valores discretos (Liboff, 2003).

Assim, os valores que um observavel pode medir em um experimento sdo seus
autovalores. Quando um observavel ¢ medido, o sistema quantico “colapsa” em um autovetor
associado a esse autovalor.

Os autovetores de um observavel sdo os estados quanticos nos quais a medida do
observavel resultara em um valor especifico com certeza, sendo que a medicdo de um
observavel em um estado quéntico que ndo é um dos seus autovetores resulta em um
autovalor selecionado de acordo com uma distribuicdo de probabilidade.

Além disso, nem todos os pares de observaveis podem ser medidos com precisao
arbitréria simultaneamente. Se dois observaveis ndo comutam (ou seja, a ordem na qual séo
aplicados afeta o resultado), entdo o Principio da Incerteza estabelece um limite fundamental
na precisao com que esses observaveis podem ser conhecidos simultaneamente (Liboff,
2003).

Apos explorar os observaveis como operadores essenciais no espaco de Hilbert,
discutiremos a funcdo de onda, um conceito fundamental que nos permite descrever a

distribuicdo de probabilidade dos estados quanticos e sua evolucdo dindmica no tempo.

2.1.5 Funcdo de Onda

Objetos quanticos séo representados por fungdes densidade de probabilidade f(x,t),
que indicam o qudo provavel é que o objeto seja detectado na posi¢do x no instante de tempo
t. Em geral, essa funcdo pode assumir um comportamento oscilante. Na teoria quantica, fica
evidente que uso de probabilidades é inerente a teoria e a natureza dos objetos quanticos.

Desse modo, a funcdo de onda, representada matematicamente por ¥ (x,t), € uma
funcdo complexa do espaco e do tempo que contém informacdes sobre todas as propriedades

possiveis de um sistema. Em termos mais técnicos, € uma solucdo da equacao de Schrddinger,

" Operadores hermitianos sdo uma classe de operadores matematicos fundamentais na Mecanica
Quéntica, usados para representar observaveis e caracterizados por duas propriedades principais:
e Linearidade: quando se aplica o operador a uma combinagdo de fungdes, o resultado é a mesma
combinacdo das fungdes aplicadas individualmente pelo operador;
e Hermitianidade: um operador é hermitiano se for igual ao seu proprio adjunto, o que implica
que os resultados das medigBes sdo sempre nlmeros reais, garantindo que 0s observaveis
fisicos sejam quantidades reais e mensuraveis (Liboff, 2003).
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a equacdo diferencial que governa a evolucdo temporal dos sistemas quanticos, que sera
descrita mais adiante, na Secéo 2.1.7.

O valor absoluto da funcdo de onda ao quadrado fornece a densidade de probabilidade

de um objeto quantico estar na posic¢do x no instante t, descrevendo uma situacdo em que ndo

é possivel saber mais do que isso:

O, t) =[x, )% @)

Assim, [1(x,t)|?dx representa a probabilidade de encontrar a particula descrita pela
funcdo de onda na posicao x dentro de um pequeno intervalo dx em um dado instante t. Essa
interpretacdo é central para a Mecanica Quantica, refletindo a natureza intrinsecamente
probabilistica da descri¢do quantica dos fendmenos fisicos (Novaes; Studart, 2016).

Como consequéncia, o valor médio da posicdo pode ser calculado através da integral

<ﬂ=j¥ﬂwmm%m o)

Da mesma forma que a posi¢cdo de um objeto quantico é incerta, 0 momento também é
incerto. Ou seja, € preciso descrevé-lo por meio de uma funcéo densidade de probabilidade.
Por isso, existe uma funcdo ¢(p,t), denominada funcdo de onda do momento, tal que
lo(p,t)|? € a densidade de probabilidade de que 0 momento do objeto quantico em questao,
no instante t, seja medido. Analogamente, o valor médio do momento pode ser calculado

através da integral:

@=Lfmmowm @

Dizemos que as funcbGes de onda de posicdo e de momento sdo representagdes
diferentes do mesmo estado. O estado é algo mais fundamental, inerente ao sistema, enquanto
as funcdes de onda sdo diferentes maneiras que podemos escolher para escrever esses estados,
dependendo se estamos mais interessados na posicdo ou no momento, conforme for mais
conveniente.

Importante destacar que a funcéo de onda em si ndo é diretamente observavel — o que
é observavel sdo as quantidades fisicas (vide Secdo 0) que podem ser calculadas a partir dela.
A manipulacdo e interpretacdo das funcbes de onda sdo essenciais para a previsao de
resultados experimentais em Mecanica Quantica e para a compreensdo do comportamento dos
sistemas quanticos (Novaes; Studart, 2016).

Depois de delinear como a funcdo de onda descreve as propriedades estatisticas e a
evolugcdo dos estados quanticos, passaremos a discutir o Hamiltoniano, operador que

determina a evolucdo temporal da funcdo de onda.
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2.1.6 Hamiltoniano

E um operador fundamental que representa a energia total de um sistema quantico,
desempenhando um papel central na determinagdo da evolucdo temporal do estado quantico
do sistema, governando sua dinamica através da equacdo de Schrodinger (Capelle; Campo
Junior, 2013), como veremos na Se¢édo 2.1.7.

Matematicamente, o Hamiltoniano é denotado por H e é um operador linear
autoadjunto no espaco de Hilbert, o que garante que seus autovalores (0s possiveis resultados
de medicdes de energia) sejam reais, correspondendo as quantidades fisicas observaveis. O
Hamiltoniano é composto por duas partes principais:

e Energia cinética: representada por um termo que depende do momento das
particulas do sistema. Na formulacdo da Mecanica Quantica, o operador de
momento é frequentemente expresso em termos de derivadas parciais com
relagdo a posicdo, refletindo como a energia cinética de uma particula depende
de seu movimento; e

e Energia potencial: representada por um termo que depende da posi¢do das
particulas no espaco. Este termo descreve a energia devido a interacdo das
particulas com campos externos ou entre si (Liboff, 2003).

Apbs entender o Hamiltoniano como o operador que governa a dinamica dos sistemas
quanticos, exploraremos como a equacdo de Schrodinger, formulada em termos deste
operador crucial, descreve a evolugdo temporal das fungdes de onda e a mecénica subjacente

dos fenbmenos quanticos.
2.1.7 Equacdo de Schrodinger

Formulada pelo fisico austriaco Erwin R. J. A. Schrddinger em 1926, € notavel por
incorporar 0s conceitos da Mecénica Quantica de uma maneira matematicamente rigorosa,
permitindo prever a probabilidade de encontrar uma particula em uma determinada posicao no
espaco em um determinado instante de tempo.

Existem duas formas principais da equacdo de Schrodinger: a forma dependente do
tempo e a independente do tempo. A primeira é expressa como:

a(x,t)
LhT = Hlp(x' t)a (5)

sendo que o Hamiltoniano apresentado € assim definido:

h a*Pp(x,0)

H=-
2m  0x?

+ V(x). (6)
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Uma classe muito importante de estados quanticos sdo os estados estacionarios (em
que a energia ndo muda com o tempo), que acontecem quando a funcdo de onda é dada pelo
produto de uma parte que depende somente da posi¢éo e outra que depende apenas do tempo:
PY(x, t) = P(x)e Ft/" sendo 1 (x) a fungio de onda dependente somente da posicao.

A equacdo (5) descreve como a funcdo de onda e, consequentemente, 0 estado do
sistema, evolui no tempo. Solugdes desta equacdo fornecem fungdes de onda que representam
0s possiveis estados quanticos do sistema.

Por outro lado, a forma da equacdo de Schrodinger independente do tempo é uma

versdo simplificada usada para sistemas em estados estacionarios e é expressa como:

Hy(x) = Ey(x). %

Resolver a equacdo de Schrodinger para um sistema especifico frequentemente requer
métodos matematicos avancados e depende da natureza do potencial e das condicdes de
contorno do problema em questdo. As solucdes obtidas fornecem uma visao profunda sobre a
natureza quantica dos sistemas fisicos (Novaes; Studart, 2016).

Tendo explorado como a equacdo de Schrodinger descreve a evolucdo temporal dos
sistemas quanticos, agora introduziremos a notacdo de Dirac, uma ferramenta matematica
elegante que simplifica significativamente a representacdo e manipulagdo de estados
quanticos descritos por essa equacao fundamental.

2.1.8 Notacdo de Dirac

E uma representacdo matematica introduzida pelo fisico inglés Paul A. M. Dirac, um
dos precursores da Mecanica Quéntica. Essa notacdo é amplamente utilizada para descrever
estados quénticos e operagdes em espacos de Hilbert devido a sua clareza e conciséo.

Ela simplifica a manipulacdo de conceitos complexos, como superposicao,
entrelacamento quéntico e acdo de operadores sobre estados. A notacdo é composta por duas
partes principais:

e Ket: representa um vetor de estado em um espaco de Hilbert e é denotado por
|), sendo ¥ um simbolo, nimero ou descri¢do que identifica o estado. Os kets
séo usados para representar os estados quanticos de um sistema; e

e Bra: representa 0 vetor conjugado transposto (ou adjunto) de um ket e é
denotado por (y|. Os bras sdo usados para representar estados quanticos em
operacdes que envolvem produtos internos ou elementos de matriz (Griffiths,
2011).
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O produto interno entre dois vetores de estado é representado combinando um bra e
um ket: (@|i). Este produto é um numero complexo que reflete a amplitude de probabilidade
de transicdo de |y) para |¢) ou a sobreposicdo entre os dois estados.

Desta forma, as func¢des de onda da Secdo 2.1.5 podem ser assim escritas através do
estado, usando a notagéo de Dirac (Novaes; Studart, 2016):

P(x) = (x[p); e ®)

o (p) = (ple). )

Apos introduzir a notacdo de Dirac, exploraremos o Principio da Superposi¢do, que
descreve como o0s estados quanticos podem existir simultaneamente em mdaltiplas
configuracBGes possiveis, expandindo nossa compreensdo da natureza probabilistica e

complexa dos sistemas quanticos.
2.1.9 Principio da Superposicéao

Afirma que se um sistema fisico pode estar em qualquer um de varios estados, entdo
ele também pode estar em uma combinacdo desses estados simultaneamente.
Matematicamente, isso significa que o estado de um sistema quantico pode ser representado
pela soma (ou superposicdo) de dois ou mais estados quanticos.

Se um sistema possui estados quanticos possiveis descritos pelos vetores de estado
Y1), [Wa), e (W), entdo qualquer combinacéo linear desses estados,
ci ), s, ..., cplpy,), também é um estado quantico possivel do sistema, sendo
cy,Cy, ..., C, COeficientes que representam as amplitudes de probabilidades desses estados
(Novaes; Studart, 2016).

Esse principio é mais bem exemplificado pelo famoso experimento mental do gato de
Schrédinger, no qual um gato é colocado dentro de uma caixa fechada junto com um
dispositivo que contém uma pequena quantidade de material radioativo, um contador Geiger
(detector de radiacdo), um frasco de veneno e um martelo, como ilustra a X.

A configuracdo € tal que se um atomo do material radioativo decair, o contador
detectara a radiagdo, o que fard com que o martelo quebre o frasco de veneno, matando o
gato. Se nenhum atomo decair, 0 gato permanecera vivo.

A peculiaridade do experimento reside na aplicacdo das leis da Mecénica Quantica,
que sdo regidas por probabilidades. De acordo com essas leis, 0 &tomo radioativo esta em um

estado de superposicdo de decaido e ndo decaido até que seja observado. Portanto, se
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aplicarmos esses principios ao gato, isso sugere que, até que alguém abra a caixa para

verificar, o gato esta simultaneamente vivo e morto (Monroe, 1996).

Figura 1 — Experimento mental do gato de Schrédinger.

Fonte: Wikipédia (2024).

Apds explorarmos o Principio da Superposicdo, que revela a capacidade de sistemas
quanticos de existirem em multiplos estados simultaneamente, examinaremos como essa
propriedade é utilizada no campo da Informacdo Quéantica para desenvolver tecnologias

revolucionarias como Computacdo Quantica e Criptografia Quantica.

2.2 Informacdo Quantica

A teoria da Informacdo Quantica representa um dos avangos mais significativos na
intersecdo da Fisica Quantica, Ciéncia da Computacédo e Teoria da Informagdo. A Informacéo
Quantica difere da Informacdo Classica devido a natureza intrinseca dos sistemas quanticos
(Piqueira, 2012).

Enguanto a segunda € baseada em bits, que podem estar em um de dois estados
definidos (0 ou 1), a primeira é baseada em qubits, 0s quais podem existir ndo apenas nos
estados definidos de 0 ou 1, mas também em qualquer superposicdo desses estados, gracas ao
Principio da Superposicao (como vimos na Secédo 2.1.9).

Além disso, os qubits podem estar entrelacados, um fendémeno exclusivo da Mecénica
Quaéntica que permite que as propriedades de um qubit dependam do estado de outro qubit,
independentemente da distancia que os separa (Kilin, 1999).

O entrelacamento (ou emaranhamento) quantico € um recurso essencial da Informacao
Quantica, permitindo a existéncia de correlagdes fortes entre qubits que ndo tém analogo no
mundo classico. Este fendbmeno é a chave para muitas das propriedades Unicas e aplicacdes da

Informacdo Quéntica (Krantz et al., 2019).
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A Computacdo Quantica utiliza qubits para realizar calculos. Devido a superposicédo e
ao entrelacamento, os computadores quanticos tém o potencial de resolver certos problemas,
como a fatoracdo de grandes nimeros e a busca em banco de dados de maneira mais eficiente
do que os computadores classicos (Steane, 1998).

Além disso, a Criptografia Quantica utiliza principios da Mecéanica Quantica para
realizar a comunicagdo segura, empregando o entrelacamento quéntico e a indetectabilidade
de medicdo de estados quanticos sem perturbacdo para garantir a seguranca contra
interceptacdes (Pirandola et al., 2020).

Outra aplicacdo interessante é a Teleportagdo Quantica, um processo pelo qual o
estado quéntico de uma particula é transferido para outra particula distante, sem transferéncia
fisica da propria particula. Esse fendmeno, que explora o entrelagcamento quantico, tem
implicacdes significativas para a comunicacao quantica e a Computacdo Quantica distribuida
(Pirandola et al., 2015).

Apos discutir como o Principio da Superposicéo € aplicado na Informacdo Quantica
para potencializar avangos em computacdo e criptografia, exploraremos as super-redes
condutoras, investigando como as propriedades Unicas dessas estruturas nanoestruturadas

podem ser aproveitadas para avangos tecnologicos em dispositivos eletrdnicos.

2.3 Super-redes Condutoras

No avancado campo da Fisica da Matéria Condensada, as super-redes condutoras
emergem como estruturas inovadoras que manipulam as propriedades eletrdnicas de materiais
em escalas nanométricas, sendo formadas por uma modulagdo periddica no potencial externo
ou na interacdo eletronica (0 que veremos na secdo 2.4), como, por exemplo, um sistema
formado por materiais diferentes — condutores e isolantes — intercalados, criando potenciais

periddicos que afetam o movimento dos férmions (Paiva; Santos, 1998).

Figura 2 — llustracdo de uma super-rede formada por SrTiOs e LaTiOs.
LaTiO,

Sr:l:i’O3
Fonte: adaptado de Ohtomo et al. (2002) e Franca (2008).
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A caracteristica definidora das super-redes € justamente sua periodicidade estrutural,
que se manifesta na repeticdo regular das camadas constituintes. Exemplificativamente, a
Figura 2 ilustra uma super-rede tridimensional formada por dois diferentes materiais: titanato
de estroncio (SrTiOs) e titanato de lantanio (LaTiOg).

Na escala mais basica, as super-redes podem ser representadas como uma série
periddica de pogos de potencial®, em que cada pogo corresponde a uma regido de baixa
energia potencial (material condutor ou semicondutor) separada por barreiras de alta energia
potencial (material isolante ou semicondutor com uma largura de banda diferente).

Por exemplo, a Figura 3 apresenta uma super-rede ficticia, unidimensional, de
comprimento L = 24 sitios, com potencial do tipo 2:4, isto é, temos dois sitios com potencial

7, quatro sitios com potencial nulo e assim por diante, periodicamente.

Figura 3 — Representacdo de uma super-rede do tipo 2:4 via po¢os de potencial.
L

VOV E0 P00 0 PV VRO 0 P00 PV VS 0 0 R0 0 TV VR RO 0 0 0

|4

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

A estrutura periodica do potencial resulta na formacdo de minibandas de energia e
lacunas (gaps) entre elas. Os férmions podem se mover livremente dentro das minibandas,
mas para saltar de uma minibanda para outra, eles precisam superar uma lacuna de energia. A
largura dessas minibandas e o tamanho das lacunas dependem da espessura das camadas e da
diferenca nas propriedades dos materiais.

Devido ao confinamento quantico nos pocos de potencial, os estados de energia dos
férmions sdo quantizados. Em outras palavras, eles s6 podem ocupar certos niveis de energia
dentro dos pocos. Esses niveis de energia quantizados sdo determinados pelas dimensdes do
poco de potencial e pelas propriedades do material (Paiva; Santos, 1996).

A representacdo de potenciais de confinamento também leva em conta os efeitos de
tunelamento quantico, em que os férmions tém uma probabilidade finita de atravessar as
barreiras de potencial, mesmo que sua energia seja menor do que a altura da barreira. Isso é
especialmente relevante em super-redes com barreiras finas, nas quais o acoplamento entre os

pocos adjacentes pode levar a um comportamento de transporte eletrénico complexo.

8 O poco de potencial representa a energia potencial em forma de pogo envolvida num certo sistema
(Novaes; Studart, 2016).
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A precisdo e o controle sobre as propriedades quanticas das super-redes condutoras
também oferecem um terreno fértil para aplicacbes em Computacdo Quéntica. Estruturas
especificas podem ser projetadas para hospedar qubits baseados em estados de spin ou em
pontos quanticos, com potencial para integracdo em arquiteturas de Computacdo Quantica.

Além disso, as super-redes condutoras representam um sistema modelo ideal para o
estudo de fendmenos fisicos complexos, como a supercondutividade, 0 magnetismo quantico
e as transi¢Oes de fase quanticas.

Apdbs examinarmos as propriedades e aplicagdes das super-redes, abordaremos como
as forcas eletrostaticas entre cargas influenciam o comportamento eletrénico e as

caracteristicas de transporte nessas estruturas complexas.
2.4 Interagdo Coulombiana

No contexto das super-redes condutoras, a interacdo coulombiana refere-se a forca
eletrostatica entre as particulas carregadas dentro das camadas da super-rede. Essa interacdo €
fundamental para entender a dindmica dos férmions e as propriedades eletrbnicas dos
materiais.

Na Fisica Classica, a forca coulombiana entre duas cargas pontuais q, e g, é dada pela

lei de Coulomb, a qual afirma que a for¢a F, é diretamente proporcional ao produto das cargas
e inversamente proporcional ao quadrado da distancia ry, entre elas (Nussenzveig, 2015):

B 1 CI1CI2?
1 dreg |rio|? ' (10)

Em super-redes condutoras, as interagcdes coulombianas (neste trabalho denotadas por
U) afetam o confinamento quantico dos férmions nos pogos de potencial da super-rede,
contribuindo para a formacdo de estados eletrénicos quantizados. A repulsao entre férmions
dentro de um mesmo poco de potencial pode levar a uma modificacdo das energias dos
estados confinados, um fendmeno conhecido como efeito de corpo inteiro®.

Tendo discutido a influéncia da interacdo coulombiana nas propriedades elétricas das
super-redes, exploraremos a densidade e o perfil de densidade, fundamentais para entender
como as cargas estdo distribuidas dentro destas estruturas e como isso afeta seu

comportamento e funcionalidade geral.

% Efeito de corpo inteiro é uma traducdo imprecisa dos termos many-body effect e correlation effect, em
inglés, que se referem aos efeitos de correlagao entre multiplas particulas em sistemas quanticos.
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2.5 Densidade e Perfil de Densidade

A densidade média de particulas pode ser calculada considerando o numero total de
férmions (que podem apresentar spin up ou down) ao longo da cadeia da super-rede:
NN

—
Em termos praticos, a densidade de particulas nas super-redes condutoras refere-se a

n (11)

distribuicdo dos férmions dentro da estrutura. Ela pode variar significativamente devido a
estrutura da super-rede (incluindo o tipo de materiais utilizados, a espessura das camadas e a
periodicidade da estrutura), as interacfes coulombianas entre particulas e ao confinamento
quantico resultante das barreiras de potencial (Pauletti, 2021).

O perfil de densidade, por outro lado, descreve como a densidade eletrdnica varia
espacialmente na super-rede condutora, por cada sitio. Este perfil € determinado pela estrutura
das minibandas de energia e pelos potenciais de confinamento, que regulam a localiza¢éo dos
férmions dentro das camadas da super-rede (Capelle; Campo Junior, 2013).

Apds analisarmos a densidade e o perfil de densidade nas super-redes, aprofundaremos
no conceito de matriz densidade, que nos permite explorar de maneira mais detalhada as
propriedades estatisticas e os estados quanticos dos sistemas, essencial para compreender a

dindmica e as correlagdes em sistemas de muitos corpos.
2.6 Matriz Densidade

A matriz densidade é uma ferramenta matematica usada para descrever o estado de um
sistema quantico de maneira estatistica. Matematicamente, a matriz densidade p de um

sistema quantico que pode estar em um dos estados |y;) com probabilidades w, é dada por:

p= Z wi )il (12)
7

em que |y, Xy;| é o operador de projecdo®® para o estado [y;) e a soma €é sobre todos 0s
possiveis estados quanticos do sistema.

Ela é particularmente atil para lidar com sistemas que estdo em estados mistos, 0s
quais ndo podem ser representados por um unico vetor de estado. A matriz densidade de um
estado misto tem mais de um autovalor n&o nulo, refletindo a distribui¢éo probabilistica sobre

varios estados quanticos (Franca, 2008).

10 Em Algebra Linear, um operador de projecdo descreve a operagdo matematica que “projeta” um
vetor em um subespaco de um espaco vetorial mais amplo.
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Por outro lado, um estado puro é descrito por uma matriz densidade que pode ser
expressa como 0 produto externo de um Unico vetor de estado consigo mesmo. Para estados
puros, a matriz densidade tem apenas um autovalor ndo nulo, igual a 1 (Pauletti, 2021).

Considerando um sistema que possua dois subsistemas A e B e que seu estado total

puro é Y, a matriz densidade desse sistema € dada por:

PaB = [YasXWasl- (13)

2.7 Entropia de Emaranhamento

No contexto das super-redes condutoras, a entropia emaranhamento, também
conhecida como entropia de von Neumann!?, ¢ uma medida da quantidade de entrelagamento
quantico'? e da desordem (ou incerteza) em um estado quéntico do sistema (Franca, 2008).

Formalmente, é uma extensdo do conceito classico de entropia para sistemas
quanticos, baseada na Teoria da Informacdo Quaéntica (vide Secdo 2.2). Além disso, ela é
particularmente Gtil para analisar sistemas quéanticos complexos, como super-redes
condutoras, nas quais o entrelacamento entre diferentes partes do sistema pode desempenhar
um papel crucial em suas propriedades fisicas.

Para um sistema quantico descrito pela matriz densidade p, a entropia de

emaranhamento é definida como:

S(p) = —Tr(plog, p)¥, (14)

em que Tr denota o trago da matriz, que é a soma dos elementos de sua diagonal principal. A
equacdo (14) quantifica a incerteza ou a informacdo que falta sobre o estado exato do sistema
(Franga, 2008).

Em um sistema bipartido!*, cujo estado total ¢ um estado puro, como 0 estado
fundamental (EF)®® da super-rede, a entropia de von Neumann pode ser usada para medir o

grau de entrelacamento entre as partes. Um valor de entropia maior indica um maior

11 Uma homenagem ao matematico hiingaro John von Neumann.

2.0 entrelagamento quantico descreve uma conexdo profunda entre particulas quanticas, de forma que
0 estado de uma particula ndo pode ser descrito independentemente do estado de outra, qualquer que seja a
distancia que as separa (Piqueira, 2012).

13 Como as funcdes logaritmicas atuam em probabilidades, que sdo menores ou iguais a 1, o resultado
de log, p sera sempre nulo ou negativo. Assim, ao introduzir o logaritmo na defini¢do de emaranhamento, é
necessario acrescentar também um sinal negativo para que a entropia seja sempre positiva (Franca, 2008).

14 Sistema bipartido ¢ um sistema quantico que consiste em duas partes ou subsistemas distintos, os
quais podem interagir entre si ou estar entrelagcados quanticamente.

15 O estado fundamental de um sistema quantico é o estado de menor energia que o sistema pode ocupar
(Atkins; Jones, 2012).



43
entrelacamento, significando que as partes do sistema estdo mais fortemente correlacionadas
quanticamente (Pauletti, 2021).

Mudangas na entropia de von Neumann podem sinalizar transi¢cGes de fase quéanticas
em super-redes condutoras (como veremos adiante, na Secéo 2.8), de modo que uma variagdo
significativa na entropia com a mudanca de um parametro externo pode indicar uma transicao

entre diferentes fases quanticas do sistema.

2.8 Transicoes de Fase Quanticas

Transices de fase quanticas referem-se a mudancas abruptas nas propriedades
fundamentais de um sistema quéantico que ocorrem a temperaturas proximas ao zero absoluto,
em que as flutuagBes quanticas'®, e ndo as flutuagbes térmicas, desempenham o papel
dominante (Vojta, 2003). Essas transi¢des sdo impulsionadas pela variagdo de um pardmetro
externo, como pressao, campo magnético ou doping, em vez de temperatura (Barbeta; Jardim,
2006).

Ao contrario das transi¢cdes de fase classicas, que sdo governadas pela entropia e pela
“competicdo” entre a energia ¢ a desordem térmica, as transi¢oes de fase quanticas Sa0
caracterizadas por uma mudanca no estado fundamental do sistema, justamente devido a
“competicdo” entre diferentes intera¢des quanticas (Oliveira, 2014).

Um exemplo notavel de transicdo de fase quéantica é a transicdo de Mott, que é uma
transicdo de um metal para um isolante impulsionada pela correlagdo eletronica,
independentemente da desordem ou impurezas do sistema (Greiner, 2002).

A transicdo de Mott ocorre em sistemas nos quais os férmions interagem fortemente
uns com 0s outros e essa interacdo leva a um estado isolante devido a repulsdo muatua, apesar
da presenca de uma banda parcialmente preenchida, que, na auséncia de interacOes fortes,

permitiria a conducao elétrica (Sachdev, 2008).

16 FlutuagBes quanticas referem-se as variagOes temporais espontaneas nas propriedades fisicas de um
sistema quéantico, decorrentes dos principios inerentes a Mecanica Quéantica. Essas flutuagcbes sdo uma
manifestagdo direta do Principio da Incerteza de Heisenberg (Vojta, 2003).
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3 METODOLOGIA

No desenvolvimento deste trabalho, empregamos metodologias computacionais e
tedricas de ponta para investigar as propriedades eletrénicas de sistemas fortemente
correlacionados, centrando a analise no modelo de Hubbard, na Teoria do Funcional da
Densidade (DFT) e no Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade (DMRG), os quais séo
o foco da abordagem deste Capitulo.

3.1 Modelo de Hubbard

O modelo de Hubbard ocupa uma posi¢édo central na Fisica da Matéria Condensada,
oferecendo um quadro teérico simplificado, porém profundamente instrutivo, para o estudo de
sistemas eletronicos fortemente correlacionados, uma vez que visa capturar a esséncia da
“competicao” entre a energia cinética dos férmions em um reticulo e as interagdes repulsivas
de Coulomb guando eles estdo proximos uns dos outros (Hubbard, 1963).

Trata-se de uma das maneiras mais simples de obter uma visdo de como as interacdes
entre os férmions ddo origem a efeitos isolantes, magnéticos e até mesmo novos
supercondutores em um solido.

Foi concebido no inicio dos anos 1960 pelo matematico estadunidense John H.
Hubbard e inicialmente aplicado ao comportamento dos monoxidos de metais de transicdo
(FeO, NiO, Co0), que sdo isolantes antiferromagnéticos, mas que também foram previstos
como metalicos por outros métodos (Scalettar, 2016).

Apesar de sua aparente simplicidade, o modelo de Hubbard tem sido fundamental para
elucidar fendmenos complexos, como magnetismo, supercondutividade e transicGes de fase
metal-isolante (Campo Junior et al., 2007). Vamos, inicialmente, entender uma classe de
operadores com 0s quais 0 modelo de Hubbard esta relacionado.

3.1.1 Operadores de Aniquilacdo e Criagdo

Um operador de aniquilacdo, denotado por ¢;,, reduz o numero de particulas em um
estado quéntico em uma unidade — quando aplicado a um estado quantico, ele “aniquila” uma
particula de spin o no sitio i desse estado. Se o estado inicial contém n particulas, a aplicacdo
do operador de aniquilagdo resulta em um estado com n — 1 particulas. Matematicamente,

para um estado |n), que representa n particulas, o operador de aniquilagdo atua como:

CizIn) = Vnln — 1), (15)
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sendo que a raiz quadrada de n surge da normalizacdo do estado resultante.

Por outro lado, um operador de criagdo, denotado por é;ra,

aumenta o numero de
particulas em um estado quantico em uma unidade — ele “cria” uma particula de spin ¢ ao
sitio i do estado. Se o estado inicial contém n particulas, a aplicacdo do operador de criagdo
resulta em um estado com n + 1 particulas. Para 0 mesmo estado |n), o operador de criacéo

atua como:
el iny =vn+1|n+1). (16)

Para férmions, os operadores de criacdo e aniquilacdo anticomutam. Isso reflete o
Principio da Exclusdo de Pauli (vide Se¢do 2.1.1), ja que dois férmions ndo podem ocupar o

mesmo estado quantico:
{61'0’ CA]TU} = 6ij6crcr' € {61’0’ éfff} = {éljro’ éj?ra} =0, (17)

em que §;; e 8, sdo as funcOes delta de Kronecker!’ (Scalettar, 2016).

3.1.2 Formulacdo do Modelo

Em primeiro lugar, é preciso levar em consideragdo o fato de que existe uma série de
posi¢cOes nucleares regulares, ou seja, uma rede de atomos (sitios) nos quais os férmions se
movem. O modelo de Hubbard unidimensional (1D) simplifica os atomos em um sélido a
uma colecdo de sitios, cada um com um unico nivel (orbital).

Com esta grande simplificacdo, os sitios do modelo de Hubbard sdo limitados pelo
Principio da Exclusdo de Pauli (vide Secdo 2.1.1) a quatro configura¢@es: vazio, um Gnico
férmion com spin up, um Unico férmion com spin down ou ocupacdo dupla por um par de
férmions com spins up e down (Nardi, 2016).

A Figura 4 ilustra um sistema unidimensional, formado por uma cadeia de L sitios,

cada um representando um orbital eletrénico ndo degenerado.

Figura 4 — llustracdo do modelo de Hubbard 1D para uma cadeia de L sitios.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

17 A funcdo delta de Kronecker, em honra ao matematico aleméo Leopold Kronecker, é definida como:
5 = {1, sei=j
UT|0,sei#j°
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Duas particulas em um mesmo sitio i experimentam uma interacdo coulombiana U; e

as particulas possuem uma certa probabilidade ¢;; de se deslocarem de um sitio i para um sitio

vizinho j =i + 1, o termo de energia cinética ou hopping — literalmente, & um parametro de
salto (Franca, 2008).

A escala de energia t;; que governa este salto é determinada pela sobreposicéo de duas
funcbes de onda no par de atomos. Razoavelmente, o salto deve ocorrer apenas entre 0s
atomos mais préximos na rede. Além disso, cada sitio pode estar sujeito a acdo de algum
potencial externo v, elétrico ou magnético (Pauletti, 2021).

Assim, 0 modelo de Hubbard unidimensional e definido em um reticulo de sitios, com
férmions que podem saltar entre sitios adjacentes (contribuindo para a energia cinética do
sistema) e uma interacdo de Coulomb que opera quando dois férmions ocupam 0 mesmo sitio
(refletindo a energia potencial).

Matematicamente, o Hamiltoniano do modelo é expresso como (Franga, 2008):

A== ty(eht + Ehti) + ) Ui + ) vighiy s
(i,j)o i ic

Neste trabalho, utilizamos a Condicdo de Borda Aberta (OBC, do inglés Open
Boundary Condition), em que a distribuicdo de densidades é afetada pela presenca das bordas,
apresentando as chamadas oscilac@es de Friedel® (Pauletti, 2021).

A ocorréncia dessas oscila¢bes deve-se ao tamanho finito e a heterogeneidade entre 0s
sitios da cadeia. Consequentemente, a densidade ou a magnetizacdo ndo sera meramente

constante, mas se tornara inerente a posicao (Beddrftig et al., 1998).
3.1.3 ltinerancia das Particulas

A itinerancia das particulas ao longo da cadeia depende das probabilidades de salto
entre os sitios (t;;) e da interacdo (U;), que, juntamente com o potencial externo e com as
condicdes de contorno, definem a distribuicdo de densidades das particulas na cadeia (Franca,
2008).

Suponhamos que no sitio i ha uma particula de spin o. A probabilidade de uma
particula num sitio vizinho j migrar para i é:

e Nula, caso ela tenha 0 mesmo spin o; ou

8 Em homenagem ao fisico francés Jacques Friedel, as oscilagbes de Friedel descrevem a variagio
espacial na densidade eletrdnica em torno de um defeito ou impureza em um cristal metalico ou semicondutor.
Essas oscilacdes resultam da interferéncia construtiva e destrutiva de ondas eletronicas que sdo espalhadas pelo
defeito ou impureza (Bedurftig et al., 1998).
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e Baixa, caso ela esteja sozinha no sitio j (pois 0 custo energético € maior para
manter duas particulas no sitio 7).

Por outro lado, suponhamos que o sitio i esteja vazio e que o sitio vizinho j esteja
duplamente ocupado. A probabilidade de uma das particulas de j migrar para i é alta, pois
teremos a configuracdo de mais baixa energia e, consequentemente, de maior estabilidade
(Scalettar, 2016).

Referimo-nos a situacdo em que ha um férmion por sitio como semi-preenchimento,
uma vez que, neste caso, a rede contém metade do numero méaximo de férmions permitido no
modelo (dois por sitio). Vale ressaltar que essas suposi¢des sdo apenas ilustrativas, haja vista

que ha também uma certa probabilidade de ter ou ndo um ou mais férmions em cada sitio.

3.1.4 Método de Bethe (Ansatz)

Trata-se de uma técnica matematica poderosa usada para resolver problemas de muitos
corpos em Mecénica Quantica e Fisica Estatistica. Introduzido pelo fisico alemdo Hans A.
Bethe em 1931, originalmente para resolver o problema do modelo de Heisenberg para uma
cadeia linear de spins, o método se provou ser aplicavel a uma variedade de sistemas
integraveis, ou seja, sistemas que, apesar de envolverem muitas particulas interagentes,
possuem um conjunto completo de constantes de movimento que permitem sua solucéo exata.

Em primeiro lugar, ansatz € um termo adotado da lingua alema para descrever uma
suposicdo educada ou uma hipotese de trabalho sobre a forma funcional de uma solucgéo
desconhecida de um problema. Esse palpite inicial é usado para simplificar e resolver um
problema complexo, com a esperanca de que a solugdo proposta satisfaca as equacdes e as
condicdes de contorno do problema (Cambridge University Press, 2024).

O método de Bethe explora a simetria e as propriedades integraveis de um sistema
para construir solucdes exatas para suas funces de onda. A abordagem € caracterizada pelo
uso de uma ansatz (hipdtese sobre a forma da funcdo de onda) que transforma o problema
original, tipicamente formulado como um conjunto de equacdes diferenciais, em um conjunto
mais tratavel de equacGes algébricas (as equacbes de Bethe), que sdo, entdo, resolvidas para
encontrar os estados quanticos do sistema, incluindo suas energias e funcgdes de onda (Franca,
2008).

A aplicagdo do Bethe ansatz ao modelo de Hubbard unidimensional € um marco na
Fisica da Matéria Condensada, pois permite a obtengdo de solugdes exatas para o espectro de
energia e as funcdes de onda do sistema. As solugdes obtidas via Bethe ansatz tém profundo

impacto tanto tedrico quanto experimental.
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Teoricamente, elas servem como um teste rigoroso para aproximaces numéricas e
métodos analiticos em sistemas de muitos corpos; experimentalmente, os resultados orientam
a interpretacdo de dados em sistemas unidimensionais, como cadeias de 4&tomos em redes

oOpticas e nanofios, em que os efeitos de correlagdo sdo pronunciados (Ogata; Shiba, 1990).
3.1.5 AplicacGes e ImplicacGes

Para facilitar o entendimento do modelo de Hubbard unidimensional, podemos
imaginar o esquema de blocos apresentado na Figura 5.

Figura 5 — Esquema do modelo de Hubbard 1D.

Modelo de
Hubbard 1D

Descriciio

A 4
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com férmions interagentes
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Energia cinética (movimento entre Energia de interacio (repulsao entre
os sitios) os férmions do mesmo sitio)
Conceitos-chave Conceitos-chave
™) ™)
J J
Implicacdes fisicas Implicacdes fisicas
A 4 A 4
) ™
y, y,

Soluciio exata via Bethe ansatz
para propriedades do sistema

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

A riqueza do modelo de Hubbard manifesta-se nas diversas solucdes e fenébmenos
fisicos que ele prediz, dependendo das dimensdes do reticulo, da densidade eletronica e da
relagdo entre t;; e U;. Em uma dimensdo, o modelo é exatamente solucionavel pelo método de
Bethe (ansatz), revelando um estado fundamental altamente correlacionado.

Em dimens6es mais altas, 0 modelo prediz a transi¢cdo de Mott, uma transicao de fase
de um metal para um isolante puramente devido ao aumento das interacGes repulsivas, mesmo

na auséncia de desordem (Lieb; Wu, 1968) — vide Segdo 2.8.
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Além do mais, o modelo de Hubbard tem implicacdes significativas para a
compreensdo de materiais reais, pois serve como um modelo prototipico para estudar a
supercondutividade de alta temperatura em cupratos'®, nos quais a correlagdo eletrénica
desempenha um papel crucial.

Por fim, compreensdes derivadas do modelo ajudam na pesquisa de novos materiais
eletronicos, isolantes topoldgicos e sistemas bidimensionais como o grafeno, por exemplo
(Villagran, 2013).

3.2 Teoria do Funcional da Densidade

A Teoria do Funcional da Densidade (DFT, do inglés Density Functional Theory) €
uma abordagem poderosa e amplamente utilizada para o célculo das propriedades eletrénicas
de sistemas atdmicos, moleculares e sdlidos.

Desde a sua formulacdo nos trabalhos de Pierre Hohenberg, Walter Kohn e Lu J. Sham
na década de 1960, a DFT evoluiu para se tornar a espinha dorsal dos calculos de estrutura
eletrbnica na Fisica da Matéria Condensada (Capelle, 2006).

Vimos na Secdo 2.1.7 que a equacdo de Schrodinger (ES) de muitos corpos, que
descreve o comportamento quéantico de sistemas com muitos férmions, é notoriamente dificil
de resolver, devido a complexidade exponencial associada as interacdes eletronicas.

A abordagem usual para a ES pode ser resumida pela seguinte sequéncia: primeiro se
especifica o sistema, escolhendo V (x); dai, o insere nas equacdes (5) e (6); depois, resolve-se

a equacdo para a funcdo de onda; e, finalmente, calcula-se 0s observaveis. Esquematicamente:

(Wl.-.1¥)

V(x) E:S Y(xy,x,, ..., xy) = observaveis. (19)
Desse modo, a DFT simplifica os célculos envolvendo a ES de uma maneira
profundamente significativa, reformulando o problema, que depende das coordenadas de
todas as particulas, em termos da densidade eletrdnica, uma funcdo de apenas trés variaveis
espaciais (Gross; Dreizler, 2012).
Através da DFT, é possivel descrever um sistema de N particulas interagentes,
descritas pela ES para a fungdo de onda de muitos corpos ¥ (x4, x5, ..., xy), @ partir de um
sistema equivalente de uma Unica particula com um potencial efetivo vgg(x), como veremos

mais adiante, na Segdo 3.2.3.

19 Cupratos sdo uma familia de supercondutores de alta temperatura feitos de camadas de éxidos de
cobre alternadas com camadas de outros 6xidos metalicos que atuam como reservatorios de carga (BoZovic,
2019).
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Isso reduz drasticamente 0 numero de graus de liberdade a serem considerados,

transformando um problema de alta dimensionalidade em um muito mais gerenciével (Franca,
2008).

3.2.1 Teorema de Hohemberg-Kohn

A base tedrica da DFT é estabelecida pelo teorema de Hohenberg-Kohn (HK),
composto por duas partes. A primeira afirma que, para um sistema de férmions ndo
relativisticos interagindo sob a influéncia de um potencial externo v(x), a densidade de estado
fundamental p(x)? determina univocamente o v(x), exceto por uma constante aditiva.

Como resultado, a densidade de EF ¢, em principio, suficiente para determinar todas as
propriedades do sistema, incluindo sua energia total de EF. Isso implica que o potencial
externo e, portanto, o Hamiltoniano do sistema, € um funcional Unico da densidade eletrénica
de EF.

Além disso, a segunda parte do teorema estabelece um principio variacional para a
energia total do sistema: especificamente, entre todas as densidades eletrdnicas possiveis que
integram ao numero total de férmions, aquela que minimiza a energia total do sistema ¢ a
densidade de EF real do sistema. Assim, a energia correspondente a essa densidade minima é
igual a energia de EF do sistema (Hohenberg; Kohn, 1964).

A Figura 6 mostra um esquema simplificado que visa facilitar a compreensdo da
estrutura légica do teorema de HK, enfatizando a centralidade da densidade eletrbnica na

determinacdo das propriedades de um sistema eletrénico no EF.

3.2.2 Energia de Troca e Correlagao

A energia de troca origina-se do Principio da Exclusdo de Pauli (vide Secéo 2.1.1),
pois, uma vez que dois férmions ndo podem ocupar o mesmo estado quéantico
simultaneamente, isso leva a uma “troca” de posi¢do entre os férmions de mesmo Spin,
resultando em uma energia associada a essa troca.

Como consequéncia, a energia de troca propende a diminuir a energia total do sistema,
pois férmions com o mesmo spin tendem a evitar uns aos outros, reduzindo, assim, a repulsao

coulombiana direta entre eles.

20 A densidade de estado fundamental refere-se a distribuicdo espacial dos férmions no estado
fundamental de um sistema quantico. A fungdo p(x) descreve quantos férmions existem por unidade de volume
em cada ponto do espaco x (Hohenberg; Kohn, 1964).
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Figura 6 — Estrutura ldgica do teorema de Hohenberg-Kohn.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Por outro lado, a energia de correlagdo leva em conta as correlagbes no movimento
dos férmions devido as interacdes eletrostaticas entre eles, além das restricdes impostas pelo
Principio de Pauli.

Enquanto a energia de troca considera a indistinguibilidade dos férmions e o Principio
da Exclusdo, a energia de correlacido reflete o ajuste dinamico no comportamento dos

férmions para minimizar a repulsdo mutua (Capelle, 2006).
3.2.3 Equacdes de Kohn-Sham

As equagdes de Kohn-Sham (KS) reformulam o problema de muitos corpos,
caracterizado pela equacdo de Schrodinger, em termos de um sistema de particulas nédo
interagentes que reproduzem exatamente a densidade eletrénica do sistema real.

Essas equacdes revolucionaram o estudo de sistemas eletrénicos ao propor um método
eficaz para aproximar a complexa interacdo eletronica em termos de um sistema ficticio de
férmions ndo interagentes, simplificando enormemente os calculos de estrutura eletrdnica
(Khon, 1999).

Em sua forma, as equacgOes de KS sdo expressas como um conjunto de equagdes

diferenciais de autovalores para cada férmion no sistema ficticio:

hZ
l— %Vz + U[(s(x)l D;(x) = P;(x), (20)

em que as fungdes @;(x) sdo os orbitais de KS e €; sdo os correspondentes autovalores de
energia (Khon; Sham, 1965).
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Nesse contexto, o ciclo autoconsistente de Kohn-Sham €& um processo iterativo
essencial na DFT para determinar a estrutura eletronica de sistemas atdmicos, moleculares e
de sdlidos. Como mostra a Figura 7, o processo iterativo comega com um palpite inicial para a

densidade eletronica do sistema, p©@ (x).

Figura 7 — Ciclo autoconsistente de Kohn-Sham.

Funcio inicial da
densidade

Construa o potencial
de Kohn-Sham

Resolva as equacgdes
de Kohn-Sham
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ju?
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Fonte: adaptado de Nardi (2016).

A partir dessa densidade inicial estimada, calcula-se o potencial efetivo de KS. Com o
potencial efetivo, resolve-se o conjunto de equacdes diferenciais de KS para os orbitais @;(x).
Os autovalores ¢; associados fornecem as energias dos estados eletronicos.

A partir dos orbitais obtidos, calcula-se uma nova densidade eletrdnica p™*" (x)
somando as contribuicbes de todos os férmions ocupados. Compara-se, entdo, a nova
densidade eletrénica com a densidade da iteragdo anterior.

Se a diferenca entre elas for maior que um critério de convergéncia pré-estabelecido, a
nova densidade € usada para iniciar outra iteracdo do processo. Caso contrario, o ciclo é
considerado convergido.

Uma vez que o ciclo convergiu para a densidade de estado fundamental, calculam-se
as propriedades fisicas de interesse, como a energia total do sistema, forgas, pressdes, entre
outras (Nardi, 2016).
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3.2.4 Aproximacdo de Densidade Local

A Aproximagdo de Densidade Local (LDA, do inglés Local Density Approximation) é
uma técnica fundamental dentro da DFT para tratar a troca e correlagdo de férmions em
sistemas de muitos corpos. Trata-se de uma das aproximacgfes mais simples e, apesar disso,
muitas vezes surpreendentemente precisa para calcular a energia de troca e correlagdo (vide
Secdo 3.2.2) de um sistema eletronico (Yabana; Bertsch, 1996).

O principio basico da LDA é tratar a energia de troca e correlacdo de um sistema
eletrébnico complexo assumindo que a densidade eletrénica em cada ponto do espaco é
aproximadamente a mesma que a de um gas de férmions?* homogéneo e infinito com a
mesma densidade local (Negele, 1970).

Matematicamente, a energia de troca e correlacdo Ex. no formalismo da LDA é
expressa como uma integral sobre todo o volume do sistema da densidade eletrdnica p(x)
multiplicada por uma funcdo de energia de troca e correlacdo por particula exc(p), que

depende apenas da densidade local:

Exclp] = f p(exe(p()) dx. o

em que a funcdo ex.(p) é obtida a partir de célculos quanticos ou ajustes empiricos baseados
em sistemas de referéncia homogéneos, como o géas de férmions (Sahni; Bohnen; Harbola,
1988).

A grande vantagem da LDA é sua simplicidade e eficiéncia computacional, pois
fornece resultados bastante precisos para uma ampla variedade de sistemas, especialmente
para metais e semicondutores.

No entanto, ela apresenta suas limita¢des, ja que pode ndo ser adequada para sistemas
com fortes variaces na densidade eletrbnica, como moléculas com ligacdes quimicas fortes
ou sistemas com grande isolamento eletrénico.

A aproximacdo falha em capturar corretamente alguns efeitos de correlagéo, sobretudo
em sistemas de baixa dimensionalidade ou em situacbes nas quais as correlacdes entre
férmions sdo particularmente fortes (Capelle; Campo Junior, 2013).

Para facilitar o entendimento de como a LDA funciona dentro do contexto da DFT, a
Figura 8 apresenta um esquema simplificado, dividindo o conceito em etapas logicas e

destacando os principais componentes (e como eles se interconectam).

2L Um géas de férmions é a versdo na Mecanica Quantica de um géas ideal, para o caso de particulas
fermiodnicas. Este modelo descreve um conjunto de férmions que se movem livremente dentro de um volume
especifico sem estar sujeitos a qualquer potencial externo, exceto pelas interacBes coulombianas entre eles
(Hohenberg; Kohn, 1964).
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Figura 8 — Aplicacdo da LDA na DFT para um sistema unidimensional.
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Fonte: adaptado de Franca (2008).
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3.2.5 Aproximacdes com Funcional Totalmente Numérico

As aproximacdes com funcional totalmente numérico, ou fully numerical (n),
caracterizam-se pela resolucdo das equacdes de Kohn-Sham sem recurso a expressoes
analiticas pré-definidas para os funcionais de troca-correlacdo ou para a representacdo da
densidade eletrénica.

A implementacdo dessas aproximacgdes envolve a discretizagdo do espago em uma
malha ou grade, na qual a densidade eletronica, os orbitais de KS e o0s potenciais séo
definidos. Essa abordagem permite a modelagem direta de sistemas com geometrias
complexas e a captura de variacdes rapidas nas propriedades eletronicas.

Diferentemente das aproximacgdes analiticas comuns na DFT, como a LDA, por
exemplo, as aproximacdes totalmente numéricas aplicam os funcionais de troca-correlagdo de
maneira numérica direta, possibilitando a utilizacdo de formularios precisos e complexos que
seriam inabordaveis analiticamente (Capelle; Campo Junior, 2013).

Para efeito de comparagdo, o Quadro 1 destaca as principais diferengas entre a

aproximagéo com funcional totalmente numérico (n) e a LDA na DFT.
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Quadro 1 — Comparagcdes entre as aproximacdes com funcional n e LDA.

Caracteristica

Funcional totalmente numérico

Aproximacéo de Densidade

(n) Local (LDA)
Abordagem Numérica Analitica
] ] Baseados em expressdes
) Realizados numericamente em » o
Célculos o ) analiticas para funcionais de
uma malha espacial discretizada 3
troca-correlagéo
) Boa para muitos sistemas, mas
Potencialmente alta, .
L ) . ) pode ser menos precisa para
Precisdo especialmente Gtil para sistemas

com geometrias complexas

variacdes rapidas na densidade

eletrénica

Custo computacional

Elevado, devido a discretizacéo
espacial e ao tratamento numérico

integral

Relativamente baixo, eficiente

para sistemas grandes

Alta, permite modelagem direta

Menor, baseia-se na suposi¢do de

Flexibilidade de sistemas com geometrias ) o .
um gas de férmions homogéneo
complexas
Ideal para estudar defeitos, Ampla aplicabilidade, incluindo
L superficies, interfaces e sistemas moléculas, sélidos e sistemas
Aplicagdes

com propriedades ndo

convencionais

onde a densidade varia

suavemente

VariagOes na densidade

eletronica

Capaz de capturar com precisao
variagdes rapidas e complexas na

densidade eletrbnica

Melhor para sistemas onde a
densidade eletrdnica varia de

forma moderada

Implementacdo

Exige técnicas numéricas
avancadas e software

especializado

Mais simples e direta, com muitos

codigos disponiveis

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

3.3 Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade

O Grupo de Renormalizacdo da Matriz Densidade (DMRG, do inglés Density Matrix
Renormalization Group) é uma técnica poderosa e altamente precisa para estudar sistemas
quanticos de muitos corpos, especialmente eficaz em sistemas unidimensionais e de dimensao
reduzida (Malvezzi, 2003).

Desenvolvido pelo fisico estadunidense Steven R. White no inicio dos anos 1990, o

DMRG superou muitas das limitagdes dos métodos de renormalizacdo de grupo tradicionais,
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tornando-se a ferramenta de escolha para investigar propriedades de cadeias de spin, sistemas

fortemente correlacionados e outros sistemas complexos (White, 1992).
3.3.1 Renormalizacdo Numérica

A renormaliza¢do numérica € um conjunto de técnicas matematicas usadas em Fisica
Tedrica para investigar o comportamento de sistemas fisicos em diferentes escalas de
comprimento ou energia.

Trata-se uma ferramenta criada para obter a fisica de baixa energia de sistemas
qguanticos de muitos corpos com alta precisdo, tornando-a uma das principais técnicas
numéricas que tém sido aplicadas nas areas de sistemas complexos de Quimica, Fisica e
Ciéncia dos Materiais (Malvezzi, 2003).

Ela fornece uma visdao poderosa sobre a “universalidade” — a ideia de que sistemas
muito diferentes podem exibir 0 mesmo comportamento perto de transi¢es de fase. Isso
significa que detalhes microscopicos especificos do sistema podem ser menos importantes
para 0 comportamento critico do que a simetria geral e as dimensdes do sistema (Wilson,
1971).

O desenvolvimento da teoria da renormalizacdo e sua aplicacdo ao entendimento de
transicOes de fase e fendmenos criticos foram reconhecidos com o Prémio Nobel de Fisica de
1982, concedido ao fisico estadunidense Kenneth G. Wilson por suas contribui¢fes para a
teoria das transicOes de fase criticas (Wilson, 1983).

3.3.2 Fundamentos Teoricos

O DMRG baseia-se no intuito de simular sistemas quanticos fortemente
correlacionados unidimensionais. O modelo que utilizaremos € o modelo de Hubbard
unidimensional (vide Secdo 3.1), descrito pelo hamiltoniano da equagéo (18).

Tomando como partida essa equacdo, o Hamiltoniano de Hubbard é utilizado para
quantificar os observaveis desejados a partir da construcdo de uma matriz para um sistema
finito de L sitios. Em seguida, o Hamiltoniano é diagonalizado e, a partir do seu espectro e de
seus autovalores, calculam-se os observaveis (Dourado, 2021).

E possivel obter a matriz densidade reduzida do sistema desejado partindo da base de
ocupacdo de um sitio A, sendo os possiveis estados [n), = [T), [{),|TL) ou |0), respeitando o

Principio da Exclusdo de Pauli, em que:
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e |T) e |[l) séo os sitios de ocupacdo de uma unica particula, com spins up e
down, respectivamente;
e |Tl) éadupla ocupacéo de particulas com spins opostos em um Unico sitio; e
e |0) é o0 estado de ocupacdo em que o sitio encontra-se vazio (Schollwock,
2005).

Assim, a matriz densidade reduzida para um sitio A é dada por:
pa = wr DU+ wi KT+ wy [TUCTL] 4+ wo 0X0], (22)

em que w; e w; sdo as probabilidades de ocupacdo de uma Unica particula, wy; € a
probabilidade de dupla ocupacdo e w, é a probabilidade de nenhuma ocupacao (Medeiros,
2016), com wy + w;, + wq +wy = 1.

Ao desenvolver a matriz densidade reduzida, obtida pela varredura do DMRG, ¢
possivel auferir a partir de sua diagonal principal as probabilidades de ocupacéo. Entdo, pode-

se obter a equacdo da entropia de emaranhamento (Pauletti, 2021):
S(L) = —wylog, wy — wy log, wy — wy log, wyp — wg log, wy . (23)

Uma vez que o DMRG para sistemas unidimensionais é considerado um método
numericamente exato (White, 1992), ele foi utilizado, neste trabalho, para testar o
desempenho dos calculos de DFT nos sistemas estudados, como veremos no Capitulo 4.

De maneira geral, 0 DMRG trata-se de uma alternativa custosa computacionalmente,
que, mesmo para sistemas relativamente pequenos, necessita de recursos de memoria e tempo
de execucéo altos (Malvezzi, 2003).

Consequentemente, métodos aproximados, como a DFT, ganham destaque, ja que, na
maioria das vezes, conseguem obter bons resultados em um tempo de processamento menor
(Silva, 2022). Uma comparacdo geral entre as técnicas seré apresentada na Se¢éo 4.5.

Além da questdo do custo computacional, o Quadro 2 ressalta outras diferencas
fundamentais na abordagem e aplicabilidade da DFT e do DMRG. A escolha entre as técnicas
deve depender das caracteristicas especificas do sistema em estudo e dos detalhes fisicos de

interesse.



Quadro 2 — Diferengas fundamentais entre DFT e DMRG.

Caracteristica

DFT

DMRG

Principio bésico

Usa a densidade eletrénica como
variavel fundamental para

descrever sistemas quanticos

Foca na otimizacdo do espaco de
estados através da renormalizacédo

baseada na matriz densidade

Forca

Eficiente para sistemas grandes e

tridimensionais

Extremamente preciso para sistemas
unidimensionais e quase-

unidimensionais

Aplicag¢Oes comuns

Moléculas, solidos, superficies e

interfaces

Cadeias de spin, super-redes
unidimensionais e sistemas de

férmions fortemente correlacionados

Custo computacional

Relativamente baixo para

sistemas de grande escala

Elevado, especialmente para sistemas
grandes devido ao aumento

exponencial do espaco de estados

Tratamento de

correlacdes

Aproximagdes para os funcionais
de troca-correlagdo podem limitar

a precisdo

Capaz de capturar correlagdes
eletronicas fortes com alta precisdo

Complexidade de

implementacéo

Moderada, diversos pacotes de
software disponiveis
comercialmente e de codigo

aberto

Alta, requer uma implementacéo
cuidadosa e pode ser menos acessivel

para usuarios gerais

Precisao

Boa para muitos sistemas, mas
pode ser limitada por

aproximacdes especificas

Muito alta para estados de baixa
energia, especialmente em sistemas

unidimensionais

Dependéncia de

dimensao

Aplicavel a sistemas de qualquer

dimensao

Mais eficaz em sistemas
unidimensionais ou com geometria

restrita

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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4  ANALISE E DISCUSSAO DOS RESULTADOS

O preparo tedrico apresentado nos Capitulos 2 e 3 ndo apenas facilita o entendimento
dos resultados, mas também enriquece a discussdo que se segue, permitindo uma apreciacao
mais profunda das implicacdes e do significado do trabalho. Assim, este Capitulo dedica-se a

abordagem da interpretacao dos resultados e a avaliacdo dos calculos desenvolvidos.
4.1 Consideragdes Iniciais

Na elaboracdo deste trabalho, foram consideradas cadeias unidimensionais de
comprimento L = 90 sitios, com potencial de super-rede do tipo 2:7, ou seja, temos dois sitios
com uma impureza de potencial especificado (V), seguidos de sete sitios com potencial nulo e

assim por diante, periodicamente, como mostra a Figura 9.

Figura 9 — Representacdo de uma super-rede de 90 sitios com potencial 2:7.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Dentre as propriedades investigadas em funcédo dos varios parametros das super-redes,
estdo a energia e a entropia de emaranhamento, que foram analisadas em fungéo da interacao
coulombiana, que variou de 0 < U < 10, com intervalo de variacdo de uma unidade, para as
densidades n = 0,2, 0,4, 0,8 ¢ 1, bem como para os potenciais V = -1, -2 -4 ¢ -10.

Ainda, outra propriedade explorada € o perfil de densidade, bastante atil na
identificacdo de transi¢fes de fase quanticas, e que foi analisado em fungdo dos sitios da
cadeia, também para as densidades n =0,2,0,4,0,8 e 1, como veremos mais adiante, nas
SecbOes 4.2 a4.4.

As super-redes analisadas neste trabalho foram descritas usando o0 modelo de Hubbard
unidimensional via calculos de DFT, aproximados com funcional totalmente numérico (n) de
Bethe ansatz. Além disso, esses resultados também foram confrontados com célculos exatos
via DMRG (como sera discutido na Sec¢éo 4.5).

Todos os célculos de DFT foram executados num notebook convencional, enquanto

que os sistemas analisados via DMRG requereram um supercomputador??. Nesse caso, 0S

22 Um supercomputador é uma maquina extremamente potente com capacidades de processamento
muito superiores as de um computador convencional.
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calculos foram desenvolvidos no cluster?® de computadores do GridUNESP, localizado no
Nucleo de Computacdo Cientifica da UNESP, em seu Instituto de Fisica Teorica.

Vale ressaltar que os codigos utilizados neste trabalho, tanto de DFT quanto de
DMRG para 0 modelo de Hubbard unidimensional, ja haviam sido implementados no nosso

grupo de pesquisa (Laboratorio de Simulagdes Quanticas).
4.2 Energia

Inicialmente, foram performados calculos de energia em funcdo da interacdo
coulombiana, fixando-se o potencial externo, para as diferentes densidades eletrénicas
consideradas, tal como mencionado anteriormente.

Importante evidenciar que as cores utilizadas em todos os graficos deste trabalho
foram padronizadas e representam densidades especificas, a saber: n = 0,2 (turquesa), n =
0,4 (laranja), n = 0,8 (verde) e n = 1,0 (lil&s).

As Figuras 10 a 12 apresentam os graficos mais significativos dos dados de energia
produzidos, com destaque para a comparacdo entre 0s métodos analisados: os resultados via
DFT, por serem aproximados, foram graficados com linhas tracejadas, enquanto que o0s

pontos nos gréficos representam os resultados via DMRG, por se tratar de um método exato.

Figura 10 — Graficos de energia em funcéo da interagdo para V = -1.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

23 Um cluster é um grupo de computadores interligados que trabalham juntos para executar tarefas
como se fossem uma Unica maquina poderosa.
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Figura 11 — Graficos de energia em funcéo da interacdo para V = -4.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Figura 12 — Gréficos de energia em funcdo da interacdo para V = -10.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Numa primeira andlise, pode-se notar que, para um mesmo potencial externo,
conforme a densidade aumenta, a variacdo da energia com a interacdo coulombiana também
aumenta.

Observa-se, ainda, pelo cruzamento entre as curvas distintas, um comportamento nao
monotdnico?® em funcgdo da densidade para n = 1,0, isto €, a energia para esta densidade

eletronica é as vezes maior (menos negativa) que para as outras densidades.

24 Um comportamento n&o monoténico refere-se a algo que ndo segue uma Unica direcdo de aumento ou
diminuig8o constante.
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A medida que |V| aumenta, o sistema vai se tornando mais monoténico. Esse fato
pode sugerir que estamos captando uma transi¢cdo de fase quéantica (possivelmente metal-
isolante), via energia, em torno de n = 1,0, para potenciais baixos de super-rede (|V| < 4).

Também podemos observar visualmente que os resultados obtidos por DFT e DMRG
estdo condizentes, sendo que a DFT esta acompanhando os resultados do DMRG, ou seja,
para os sistemas analisados, a DFT tem sido uma boa aproximacéo para energia.

No entanto, foram calculados os desvios relativos (¢z) entre os dois métodos,
considerando que o resultado via DFT é aproximado e via DMRG, exato, utilizando a
equacao

Eppr — E
£:(%) = |Eprr — Epmrgl - 100%. ”
|Epmra|

As Tabelas 1 a 3 apresentam os desvios relativos calculados para os resultados
apresentados nos gréficos das Figuras 10 a 12. Em geral, os erros variaram entre 0% e 3%,
mostrando que, de fato, a DFT é uma boa aproximacéo para tais sistemas.

Tabela 1 — Desvios relativos para energiae V = -1.

U n=20,2 n=04 n=0_8 n=10
0 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
1 0,1% 0,0% 0,0% 0,0%
2 0,3% 8,2% 0,0% 0,3%
3 0,5% 0,2% 0,1% 1,0%
4 0,6% 0,2% 0,2% 1,3%
5 0,7% 0,2% 0,3% 1,2%
6 0,7% 0,3% 0,4% 1,2%
7 0,8% 0,3% 0,4% 1,2%
8 0,9% 0,3% 0,5% 1,2%
9 0,9% 0,3% 0,5% 1,3%
10 1,0% 0,3% 0,6% 1,4%

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Tabela 2 — Desvios relativos para energiae V = -4.

U n=20.2 n=04 n=038 n=10
0 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
1 0,3% 0,1% 0,0% 0,0%
2 0,7% 0,1% 0,0% 0,1%
3 1,2% 0,1% 0,1% 0,1%
4 1,6% 0,2% 0,3% 0,2%
5 2,0% 0,4% 0,6% 0,6%
6 2,3% 0,3% 0,8% 1,8%
7 2,6% 0,2% 0,0% 2,9%
8 2,8% 0,0% 0,5% 2,4%
9 3,0% 0,1% 0,8% 1,8%
10 3,1% 0,2% 1,0% 1,5%
Fonte: elaborado pelo autor (2024).
Tabela 3 — Desvios relativos para energiae V = -10.
U n=20,2 n=04 n=1038 n=10
0 0,0% 0,0% 0,0% 0,0%
1 0,1% 0,0% 0,1% 0,1%
2 0,4% 0,1% 0,1% 0,2%
3 0,7% 0,1% 0,1% 0,3%
4 0,9% 0,1% 0,2% 0,4%
5 1,2% 0,1% 0,2% 0,5%
6 1,4% 0,1% 0,2% 0,5%
7 1,5% 0,0% 0,2% 0,5%
8 1,6% 0,1% 0,1% 0,4%
9 1,7% 0,3% 0,1% 0,2%
10 1,8% 0,2% 0,4% 0,2%

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

A andlise das Tabelas 1 a 3 nos permite observar que a DFT é consideravelmente
precisa na reproducdo da energia do estado fundamental: em geral, os desvios aumentam ao
aumentar a interacdo U e o potencial da super-rede V, mas sdo menores que aproximadamente

3% para todos os regimes de parametros considerados (Pauletti et al., 2024).
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4.3 Emaranhamento

Também foram performados calculos de entropia de emaranhamento em funcéo da
interacdo coulombiana, fixando-se o potencial externo, para as diferentes densidades
eletronicas consideradas.

Analogamente, as Figuras 13 a 15 apresentam os graficos mais significativos dos

dados de energia produzidos, com destaque para a comparacao entre os métodos analisados.

Figura 13 — Gréficos de emaranhamento em fungéo da interacgéo para V = -1.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Figura 14 — Graficos de emaranhamento em funcéo da interacéo para V = -4.
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Figura 15 — Graficos de emaranhamento em funcéo da interacéo para V = -10.
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Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Os gréaficos de entropia de emaranhamento ajudam a interpretar os resultados de
energia, corroborando ainda mais com o fato de que detectamos uma transicdo de fase
quéantica (possivelmente metal-isolante) ndo sé via energia, mas também via entropia, em
torno de n = 1,0, para potenciais baixos de super-rede.

Conforme mostrado nas Figuras 13 a 15, nossos resultados revelam que o
emaranhamento se torna ndo monoténico com a densidade sempre que toda a cadeia ou uma
parte dela atinge o regime de isolante de Mott e isso ocorre apenas para a curva n = 1,0, uma
vez que este é o0 Unico regime para a fisica de Mott na auséncia do potencial da super-rede.

Em contraste, dependendo de V7, a ndo monotonicidade com n também é observada
para n < 1,0, detectando, assim, o isolante de Mott em uma parte (os locais de impureza) da
cadeia. Consistentemente, também vemos que a interacdo para a qual as curvas se “cruzam”
aumenta ao passo que V' aumenta, apoiando a interpretacdo de que o mecanismo por tras da
fase de isolante de Mott em super-redes é a competicdo entre U e V. Notavelmente, a DFT
capta corretamente toda essa fisica (Pauletti et al., 2024).

Assim como nos graficos de energia, também podemos observar, visualmente, que 0s
resultados obtidos por DFT e DMRG para entropia de emaranhamento estdo condizentes,
sendo que a DFT esta acompanhando os resultados do DMRG, ou seja, para 0s sistemas
analisados, a DFT também tem sido uma boa aproximacao para o emaranhamento.

No entanto, foram calculados os desvios relativos (¢5) entre os dois métodos pela

equacéo
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S - S
£.(%) = |SpFr — Spmral 100%. 5
|SpMral

As Tabelas 4 a 6 apresentam os desvios relativos calculados para os resultados
apresentados nos graficos das Figuras 13 a 15. Em geral, os erros variaram entre 0% e 4%,
mostrando que, de fato, a DFT é uma boa aproximacgéo para tais sistemas, exceto em alguns
poucos casos especificos, nos quais os erros foram maiores, da ordem de 10% a 30%.

Tabela 4 — Desvios relativos para emaranhamentoe V = -1.

U n=20,2 n=04 n=20_38 n=10
0 0,2% 0,4% 0,1% 0,4%
1 0,6% 1,3% 0,1% 0,4%
2 0,9% 2,3% 0,0% 0,4%
3 2,2% 0,4% 0,4% 1,0%
4 2,0% 0,5% 0,9% 0,4%
5 1,8% 0,5% 1,3% 0,3%
6 0,3% 0,6% 1,6% 0,1%
7 1,4% 0,5% 1,8% 0,1%
8 1,7% 0,5% 1,9% 0,0%
9 1,7% 0,5% 2,1% 0,0%
10 1,7% 0,5% 2,2% 0,0%
Fonte: elaborado pelo autor (2024).
Tabela 5 — Desvios relativos para emaranhamentoe V = -4.
U n=0,2 n=04 n=0_8 n=10
0 0,8% 0,2% 0,1% 0,2%
1 4,1% 0,7% 0,3% 0,6%
2 7,4% 1,1% 0,4% 1,0%
3 9,4% 1,0% 0,1% 0,5%
4 10,2% 0,5% 0,3% 0,2%
5 12,2% 1,5% 0,9% 0,9%
6 13,1% 2,2% 0,8% 3,0%
7 12,8% 2,6% 0,9% 2,3%
8 14,4% 2,9% 0,5% 3,5%
9 14,9% 3,4% 0,2% 2,5%
10 15,8% 3,6% 0,0% 1,8%

Fonte: elaborado pelo autor (2024).
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Tabela 6 — Desvios relativos para emaranhamento e V = -10.

U n=20.2 n=04 n=038 n=10
0 1,2% 5,8% 0,3% 1,2%
1 5,3% 23,5% 1,4% 1,4%
2 9,5% 41,2% 2,6% 1,6%
3 12,9% 31,8% 3,6% 2,1%
4 13,7% 26,9% 3,1% 2,4%
5 21,6% 18,4% 3,5% 2,5%
6 23,2% 6,5% 3,1% 2,5%
7 14,1% 3,8% 3,8% 2,5%
8 17,0% 1,3% 3,4% 2,4%
9 13,5% 0,6% 0,9% 1,6%
10 22,0% 3,1% 0,0% 0,0%

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

4.4 Perfil de Densidade

Na Secdo 4.2, observamos, para n = 1,0, um comportamento ndo monoténico da
energia em funcdo da densidade; na Secédo 4.3, os graficos de emaranhamento, que ajudam a
interpretar os resultados de energia, corroboraram ainda mais com a hipotese da deteccdo de
transicdo de fase quéntica, ndo so via energia, mas também via entropia.

A fim de confirmar esta conjectura, calculamos também os perfis de densidade em
funcdo dos sitios da super-rede, fixando-se o potencial externo e a interacdo coulombiana,
para as diferentes densidades eletrénicas consideradas.

As Figuras 16 a 24 apresentam alguns gréficos de perfis de densidade, comparando
DFT e DMRG. Podemos observar, visualmente, que os resultados obtidos por DFT e DMRG
estdo condizentes, revelando que o perfil de densidade na super-rede também é razoavelmente
bem reproduzido pela DFT.

Para sistemas ndo interagentes (Figuras 16, 19 e 22), a densidade se concentra nos
locais de impureza, uma vez que o potencial modulado €é atrativo, V < 0. Para U =0 e
densidades médias baixas (n =0,2 e n = 0,4), as particulas residem essencialmente nos
locais de impureza, esvaziando os locais sem impureza.

Para densidades médias mais altas (n = 0,8 e n = 1,0), os locais de impureza atingem
ocupacdo maxima e, assim, as particulas restantes também séo distribuidas nos locais sem

impureza.



Figura 16 — Gréaficos do perfil de densidade paraV =-1e U = 0.
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Figura 17 — Gréficos do perfil de densidade paraV =-1e U
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Figura 18 — Graficos do perfil de densidade paraV =-1e U = 4.
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Figura 19 — Gréficos do perfil de densidade paraV =-4e U = 0.
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Figura 20 — Gréficos do perfil de densidade paraV =-4e U = 2.

----- DFTN=02 =-=-=--

DFTn=04 ----- DFTn=0,8

----- DFTn=1,0
e DMRGn=02 ® DMRGn=04 A DMRGn=08 ¢ DMRGnN=10

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

Figura 21 — Gréficos do perfil de densidade paraV =-4e U = 4.
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Figura 22 — Gréaficos do perfil de densidade paraV =-10e U = 0.
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Figura 23 — Gréficos do perfil de densidade paraV =-10e U = 2.
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Figura 24 — Graficos do perfil de densidade paraV =-10e U = 4.
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Por outro lado, nas Figuras 17, 18, 20, 21, 23 e 24, observamos que os locais sem
impureza comecam a ser preenchidos com particulas mesmo para o regime de baixa
densidade (n = 0,4), uma vez que agora a competicdo entre V< 0 e U > 0 desfavorece a
ocupacao maxima nos locais de impureza.

Assim, dependendo dos trés parametros (V/, n e U), a interacdo pode ser forte o
suficiente para evitar n; > 1,0 nos locais de impureza, caracterizando assim uma fase de
isolante local de Mott (Mendes-Santos; Paiva; Santos, 2013). Isso ja é observado para U < 2
em n = 0,2, enquanto em n = 0,4, isso aparece para U < 4 e, emn = 0,8 e n = 1,0, apenas
para U < 10, para este IV = -4 fixo.

Através dos estudos sobre as transi¢cGes de fase quanticas, descritas na Secdo 2.8, e
analisando os graficos dos perfis de densidade, podemos confirmar que, de fato, estamos
capturando uma transicdo de Mott, em torno de n = 1,0, para potenciais baixos de super-rede
(IV] < 4), justamente devido a suspeita inicial do comportamento ndo monotonico citado
anteriormente.

Ademais, foram calculados os desvios relativos (¢;), para cada sitio i, entre os dois
métodos:

c o) IDFT, —DMRG;|
i(70) = . 0. 2
l IDMRG;| (26)

As Tabelas 7 a 9 apresentam o0s desvios relativos calculados para cada sitio do perfil

de densidade. Em geral, os erros variaram entre 0% e 4%, mostrando que, de fato, a DFT ¢
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uma boa aproximacao para tais sistemas, exceto em alguns poucos casos especificos, nos

quais os erros foram maiores, da ordem de 20% a 70%.

Tabela 7 — Desvios relativos para cada sitio do perfil de densidade e V = -1.

U n=20,2 n=04 n=0,8 n=10
0 0,0% 4,2% 0,7% 0,3%
2 7,9% 15,3% 0,6% 0,7%
4 10,5% 2,6% 2,9% 2,71%
8 16,2% 3,4% 4,4% 0,4%
Fonte: elaborado pelo autor (2024).
Tabela 8 — Desvios relativos para cada sitio do perfil de densidade e V = -4.
U n=20,2 n=04 n=1038 n=10
0 0,0% 2,4% 6,5% 1,0%
2 18,6% 15,7% 2,2% 1,1%
4 26,0% 7,0% 18,0% 1,9%
8 73,3% 26,9% 5,8% 3,2%
Fonte: elaborado pelo autor (2024).
Tabela 9 — Desvios relativos para cada sitio do perfil de densidade e V = -10.
U n=20,2 n=04 n=1038 n=10
0 0,0% 4,1% 9,9% 13,6%
2 16,0% 27,7% 5,2% 1,9%
4 20,9% 37,0% 5,5% 4,1%
8 28,8% 32,4% 5,8% 5,0%

Fonte: elaborado pelo autor (2024).

45 Comparacdo entre DFT e DMRG

Em geral, como pudemos observar nos graficos apresentados nas Secbes 4.2 a 4.4, a
DFT acompanhou os resultados do DMRG e, por isso, podemos concluir que se trata de uma
boa aproximagéo — com poucas ressalvas e exce¢des, nos casos dos erros mais elevados.

Essas observagOes sdo bastante satisfatorias, pois permitem comprovar a eficicia da
DFT, que, por se tratar de uma metodologia aproximada e mais simples, pode ser executada

num computador pessoal, enquanto que 0 DMRG requer um supercomputador.
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Além disso, a DFT apresenta uma vantagem temporal, pois proporciona os resultados
muito mais rapidamente que o DMRG, por ser bem menos custosa computacionalmente. Por
exemplo, em alguns dos célculos performados neste trabalho, enquanto o resultado via DFT
rodou em poucos minutos, o0 mesmo calculo via DMRG demandou horas (e outros mais
complexos levaram dias).

Para efeitos comparativos, a Tabela 10 apresenta o tempo aproximado de
processamento para a execugdo de um mesmo célculo, via DFT e DMRG, para diferentes

tamanhos de cadeia.

Tabela 10 — Comparacéo do custo computacional entre DFT e DMRG.

, " Tempo de processamento
NUmero de sitios

DFT DMRG
10 47 s 2 h 35 min
50 269s 7 h 45 min
100 1min4ds 17h

Fonte: adaptado de Pauletti (2021).

Ainda que o DRMG forneca uma descricdo acurada da funcdo de onda em sistemas
unidimensionais, ele sofre com limitacdes computacionais que restringem sua aplicabilidade a
nanoestruturas de maior tamanho.

A limitacdlo do DRMG reside no aumento do emaranhamento do sistema, que é
condicionado ao comprimento da cadeia, ao passo que a DFT pode ser aplicada em sistemas
de grande escala de maneira eficaz (Pauletti et al., 2024).

Assim sendo, vale ressaltar a relevancia de integrar as capacidades da DFT e do
DMRG para previsdo de propriedades eletrdnicas em nanoestruturas unidimensionais,
focando no desenvolvimento de metodologias hibridas que utilizem as vantagens de cada

técnica, particularmente na caracterizacdo do potencial de correlacdo (Baiardi; Reiher, 2020).
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5 CONCLUSAO

Neste trabalho, performamos calculos detalhados utilizando tanto a Teoria do
Funcional da Densidade (DFT) quanto o Grupo de Renormalizagdo da Matriz Densidade
(DMRG) para investigar especificamente as propriedades fisicas fundamentais das super-
redes condutoras, quais sejam, energia, emaranhamento e perfil de densidade.

Através de uma andlise rigorosa e sistematica, pudemos ndo apenas elucidar as
caracteristicas eletronicas e estruturais desses sistemas, mas também comparar a eficacia e as
limitacGes inerentes a cada um dos métodos aplicados. Essa abordagem metodol6gica nos
permitiu cumprir com sucesso 0s objetivos estabelecidos no inicio deste estudo.

Analisando os perfis de densidade dos diferentes regimes de parametros, concluimos
que, enquanto, de forma geral, a energia em tais sistemas mostra-se insensivel as transicdes de
fase quénticas, nossos resultados demonstram uma ndo monotonicidade indicativa da
transicdo de Mott em super-redes com baixo potencial externo.

Além disso, realizamos uma analise comparativa entre os célculos de DFT e DMRG,
focando na eficécia deles em descrever as propriedades eletrdnicas e as transicdes de fase
guanticas de super-redes. Nossos resultados revelaram que a energia, a entropia de
emaranhamento e o perfil de densidade na super-rede sdo razoavelmente bem reproduzidos
pela DFT.

Em super-redes, a relagdo entre os desvios é fortemente influenciada pela estrutura e
pela intensidade do confinamento, intensificando a imprecisdo dos célculos de DFT. Essa
imprecisdo € justificada pela natureza heterogénea da distribuicdo espacial da ocupacéo
eletronica, representando um desafio adicional para a abordagem baseada na LDA. Em geral,
0 aumento do nimero de impurezas na célula unitaria da super-rede resulta em uma menor
precisdo nos célculos de DFT.

Embora o DRMG ofereca uma descricdo precisa da funcdo de onda de sistemas
unidimensionais, ele enfrenta restricdes computacionais que impedem sua escalabilidade para
nanoestruturas maiores: o calculo do DRMG & restrito ao crescimento do emaranhamento do
sistema, que depende do comprimento da cadeia, enquanto a abordagem via DFT ¢é praticavel
em sistemas arbitrariamente grandes.

Além disso, os resultados da DFT s@o geralmente obtidos em tempos de simulagao
computacional mais curtos, tipicamente na ordem de minutos, enquanto a convergéncia
precisa do calculo do DMRG pode levar horas. Portanto, é importante aproveitar estratégias
gue combinem as capacidades da DFT e do DMRG para prever propriedades eletronicas

dentro de nanoestruturas unidimensionais.



78

Os esforcos de pesquisa futuros podem se concentrar no desenvolvimento de
metodologias hibridas que empreguem de forma sinérgica as vantagens dessas abordagens,
especialmente na descri¢cdo do potencial de correlacdo, oferecendo, assim, uma estrutura mais
robusta e precisa para modelar e entender sistemas em escala nanométrica.

Desse modo, contribuimos com a compreensdo do impacto de heterogeneidades
espaciais em propriedades de materiais nanoestruturados, o que, sem ddvidas, é de interesse
para diversas areas, como Quimica Quéntica, Ciéncia dos Materiais, Fisica da Matéria
Condensada e Informacéo Quantica.

Por fim, os resultados deste trabalho foram apresentados em algumas conferéncias®®
durante o periodo de vigéncia da bolsa de Inicia¢do Cientifica e parte dos resultados serviram
como base para a elaboracdo do artigo Quantum phase transitions in one-dimensional
nanostructures: a comparison between DFT and DMRG methodologies, que aprovado para

publicacdo no Journal of Molecular Modeling.

25 Dentre as conferéncias onde os resultados do trabalho foram apresentados, destacam-se o Encontro de
Outono da Sociedade Brasileira de Fisica (EOSBF), o Workshop on New Horizons in Quantum Currelated
Materials, realizado no International Centre for Theoretical Physics — South American Institute for Fundamental
Research (ICTP — SAIFR), o Congresso de Iniciacdo Cientifica da UNESP (CIQ) e a Feira Cientifica da Semana
Académica da Engenharia Quimica da UNESP (SEQ).
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