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Resumo

O objetivo deste trabalho é apresentar um estudo sobre as equagoes diferenciais
estocédsticas (EDEs) e propriedades qualitativas de sua soluc¢do, principalmente no
que diz respeito a estabilidade estocastica via fun¢ao de Lyapunov. Em um primeiro
momento, foi necessario, com o intuito de fixar a notacao utilizada no trabalho, introduzir
alguns conceitos, como, por exemplo, o movimento browniano e a integral de 1t6. Além
disso, também achamos pertinente estudar o método de Lyapunov primeiro para o caso
deterministico, pois desse modo ficaria mais facil entender como o método se estende
para as EDEs. Além disso, também foi feita uma andlise qualitativa, com simulagoes,

de uma aplicacao do método em um modelo de crescimento populacional.

Palavras-Chave: Fquacoes Diferenciais Fstocasticas, Fstabilidade, Método de

Lyapunov, Crescimento Populacional.






Abstract

The objective of this work is to present a study on stochastic differential equations
(SDEs) and qualitative properties of their solution, mainly with regard to stochastic
stability via the Lyapunov function. At first, in order to establish the notation used in
the work, it was necessary to introduce some concepts, such as, for example, Brownian
motion and [t0’s integral. In addition, we also find it pertinent to study Lyapunov’s
method first for the deterministic case, as this way it would be easier to understand
how the method extends to SDEs. In addition, a qualitative analysis was also carried

out, with simulations, of an application of the method in a population growth model.

Keywords: Stochastic Differential Equations, Stability, Lyapunov Method, Popu-

lation Growth.
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Introducao

Nem sempre as equagoes diferenciais estocasticas podem ser resolvidas por expres-
soes explicitas para as solugoes, ou mesmo quando é possivel obter a solucao explicita,
as expressoes podem ser suficientemente complicadas para impedir a determinagao das
propriedades fundamentais da solucao.

Sendo assim, para que as equacgoOes diferenciais nas aplicagOes sejam tteis é
importante que seja possivel determinar aspectos basicos da natureza das solugoes,
por isso a teoria qualitativa tem sua extrema importancia. A partir dela, é possivel
obter técnicas e métodos que permitem investigar o comportamento geral das solugoes
diretamente a partir da forma das equagoes diferenciais e nao da solugao explicita.

Dentre varias propriedades da solu¢ao, uma bastante importante do ponto de
vista das aplicagoes é a estabilidade. O primeiro trabalho tedrico sobre a estabilidade de
um problema surgiu com o matematico e fisico russo Aleksandr Mikhailovich Lyapunov
(1857-1918), nesse trabalho foi definido a fungdo de Lyapunov, sendo esta uma fungao
que nos da caracteristicas sobre a energia do sistema. Da teoria classica da mecanica,
sabe-se que um sistema vibratorio é estavel se sua energia total (uma func¢ao positiva)
for continuamente decrescente (derivada em relagdo ao tempo negativa) até que um
ponto de equilibrio seja alcancado.

Em um primeiro momento, achamos pertinente apresentar algumas defini¢bes
e teoremas em relacao a funcao de Lyapunov para o caso das equagoes diferenciais
ordindrias (EDOs), segundo Doering e Lopes (2016) [4], pois acreditamos que assim
ficaria mais facil de entender a ideia prinicipal do método de Lyapunov, ou seja, se situar
a respeito de como é definida uma funcao de Lyapunov e como é dada sua estabilidade,
para posteriormente estudarmos como se aplica a Equagoes Diferenciais Estocasticas

(EDESs), foco central da dissertagao.

13
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O método de Lyapunov para as EDOs nos diz que se existe uma func¢ao de
Lyapunov (fungdo com um minimo absoluto e ndo crescente ao longo de qualquer
trajetéria) em um ponto de equilibrio, entdo o ponto de equilibrio é estavel. Além disso,
se existe uma fungao de Lyapunov estrita (fungao efetivamente decresce ao longo das
trajetérias) para o ponto de equilibrio, entdo o ponto de equiibrio é assintoticamente
estavel. Ja para as EDEs, o método segue a mesma ideia, mas passamos a utilizar o
termo ponto de equilibrio estocastimente estavel ou assintoticamente estocastimente
estavel e passamos a tentar encontar uma funcao de Lyapunov estocastica.

O caso do método de Lyapunov para EDO(s) e EDE(s) possuem técnicas
diferentes, mas tem alguns pontos que podem ser comparados. Os dois casos utilizam
da definicao de ponto de equilibrio e possuem dois teoremas principais. No caso das
EDO(s), as condigoes-chave nos teoremas do tipo Lyapunov sdo expressas em termos
da derivada, conhecida do calculo usual. J& no caso das EDE(s), as condi¢oes chaves
sao expressas em termos do chamado gerador infinetisimal, que ¢é calculado a partir da
formula de 1t6, que pode ser vista como uma regra da cadeia para o calculo estocastico.

Uma grande vantagem do método de Lyapunov reside no fato de nao ser necessario
resolver explicitamente a equagdo. J4 a complicagao do método é a dificuldade de
encontrar essa funcao de Lyapunov ou func¢ao de Lyapunov estocastica, pois nao existe
um método geral para a construgoes de fungoes desse tipo.

Sendo assim, neste trabalho, apresentamos conceitos das EDOs e das EDEs
quanto ao que diz respeito ao método de Lyapunov e estabilidade e por fim, apresentamos
uma aplicacao do método em um modelo de crescimento populacional.

Para que o desenvolvimento do trabalho fosse possivel, também se fez necessario
alguns conceitos sobre a teoria de probabilidade, processos estocasticos, o movimento
browniano, a integral de It6 e a formula de Ito.

Dessa forma, o trabalho ficou dividido da seguinte maneira: no Capitulo[I} temos
as nogoes basicas de probabilidade e processos estocasticos que serao essenciais para
fixar a notacao utilizada no trabalho. No Capitulo [2] é apresentada as nogoes bésicas
da integral de It6 e EDE. No Capitulo [3| temos a anélise da estabilidade via método de
Lyapunov para o caso deterministico. No Capitulo [4] temos a analise da estabilidade
via método de Lyapunov para o caso estocastico. E por fim, no Capitulo 5| temos uma

aplicacao do método num modelo de crescimento populacional.



CAPITULO

1

Nocoes basicas de probabilidade e

processos estocasticos

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos introdutorios da teoria de proba-
bilidade e de processos estocésticos, que serao tteis ao longo do texto, e que podem ser
encontrados com mais detalhes, por exemplo, em Evans (2013) [6], Klebaner (2005) [11]
e Oksendal (2000) [I5]. Esse capitulo ndo pretende ser uma revisao ampla da teoria da
probabilidade e de processos estocasticos, mas apenas uma breve introducao de alguns

conceitos e resultados.

1.1 Uma introducao a teoria de probabilidade

E conhecido da literatura que uma medida em conjuntos € é uma funcio
que atribui um ntmero real ndo-negativo para um subconjunto de 2. Em particular,
probabilidade é uma medida que assume valores em [0, 1] em subcojuntos de  que
chamamos de eventos e definiremos a seguir. Aqui, {2 denota o espago amostral.

Indicaremos por F a classe dos eventos aleatérios, que deve possuir certas
propriedades essenciais para a teoria de probabilidade. Uma classe F de subconjuntos
de um conjunto nao-vazio ) é chamada o-algebra de subconjuntos de (2, isto é

F C P(Q), se:

15
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1. Qe F;
2. Se A € F entao A¢ € F;
3. Se A, € Fparan=1,2,3,---, entdo U2, A; € F.

Outro conceito importante é a definicdo de probabilidade. Uma maneira de definir
uma probabilidade P no conjunto dos eventos aleatérios é a chamada “estatistica”. Neste
contexto, definimos a probabilidade de um evento aleatério A, P(A), como o limite da
frequéncia relativa da ocorréncia de A em n repeticoes independentes do experimento,

com n tendendo ao infinito, isto é,

1
P(A) = lim — x {ntmero de ocorréncias de A em n “ensaios” independentes}.
n—00 7,

Esta maneira nao é unica para se definir probabilidade. No nosso trabalho,
usamos uma definicdo axiomatica para a probabilidade que se deve a Kolmogorov.

Assim probabilidade é uma funcgao
P:F—[0,1]

tal que se A € F temos
(i) P(A) = 0;
(i) P(Q2) = 1;

(iii) Se Aj, Ao, ... € F sao disjuntos, entao

P( [']1 A,) = il P(A,).

Um espago de probabilidade é um trio (€2, F,P), onde

e ) é um conjunto nao-vazio,
o F é uma o-algebra de subconjuntos de €2,

e [P é uma probabilidade em F.
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Os subconjuntos que estao em F sao denominados eventos. A cada evento A € F,
associamos sua probabilidade P(A).
A seguir temos a definicdo de uma variavel aleatoria, conceito importante para

introduzir processos estocasticos.

1.1.1 Variaveis aleatoérias

Seja (€2, F,P) um espago de probabilidade. Diremos que uma fungao X : Q@ — R

é uma varidvel aleatéria (v.a.) se o conjunto
{X<a}={we: X(w)<a}eF

(é um evento), para todo x € R. Em teoria da medida, X é chamada de fungao
mensuravel. Em palavras, X é tal que sua imagem inversa de intervalos abertos (ou
fechados) pertencem a o-dlgebra F. Assim é possivel calcular as probabilidades de
ocorréncia de seus valores.

Como a o- algebra F fornece o conhecimento sobre quais eventos sao possiveis
de ocorrer, entao F pode ser considerada como o componente de informacao: os valores

tomados por X sdo conhecidos por alguém que tenha acesso as informagoes F.

1.1.2 Esperanca e distribuicao gaussiana

Nesse momento, introduzimos o conceito de esperanca (média de uma v.a.)
e distribuigao gaussiana. Novamente, seja X uma varidvel aleatéria em (2, F,P). A

esperanca de X é definida por
EX = / X (w)dP(w).
Q

Além disso, temos a definicao da varidncia da v.a. X, que é uma medida de

dispersao e é dada por
V(X) = /Q X () — E(X)[2dP(w).

A variancia satisfaz as seguintes propriedades
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1. V(aX +b) = a*V(X);
2. V(X) = B(X?) — (E(X))2.

Seja X uma variavel aleatoria no espago de probabilidade (€2, F,P). A funcao
de distribui¢ao de X ¢ a fun¢ao Fy : R — [0, 1] definida por

Fy(x) = P(w; X () < 2).
Além disso, se tivermos

2 Fx(e) = pla),

entdao dizemos que p(z) é a funcdo densidade de probabilidade de uma v.a. X qualquer.
E importante observar a seguinte relacio entre funcdo de distribuicdo, probabili-

dade e funcao de densidade de probabilidade da varidvel aleatéria X

Fy(z) = P(X < z) = /{ o, ) = / " p(u)du.

A fungao de densidade de probabilidade p(z) tem as seguintes propriedades:
L p(z) = 0;
2. [Z p(u)du = 1.

Diz-se que uma variavel aleatoria X tem distribuicdo normal se sua funcao

densidade de probabilidade for dada por

1 —@m2/(20?)

x) = ,
p(x) T
com os pardmetros constantes e o > 0. A média e a variancia sao dadas por
E[X] =pu, Var[X]=o"

Se X tem uma distribuicdo normal com média p e varidncia o2, escrevemos

X ~ (u,0%).
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A seguir, temos o resultado conhecido como desigualdade de Markov

Se X é uma variavel aleatoria com X > 0 e a > 0, entao

E(X)

P(X >a) <
a

(1.1)

Por exemplo, a desigualdade de Markov nos diz que, desde que X nao assuma

valores negativos, a probabilidade de X ser duas vezes maior que seu valor esperado é

1

de no maximo 3, o que podemos ver definindo a = 2E(X).

1.2 Uma introducao aos processos estocasticos

A grosso modo, processo estocastico € uma colecao de varidveis aleatorias que,
em geral, sdo utilizadas para estudar a evolugao de fené6menos que sao observados ao
longo do tempo, seguindo a ideia de que dado uma condi¢ao inicial, ainda temos diversas
trajetorias possiveis para a evolugao do sistema.

Se F = 29, entdo qualquer funcdo em €2 é uma variavel aleatéria. Assim, qualquer
sequéncia de variavel aleatéria é mensuravel, porém o caso mais interessante e utilizado
é quando temos uma sequéncia crescente de informacoes chamada de filtracao.

Devido a esta evolucao temporal das varidveis aleatorias, uma filtracao é usada
para modelar esse fluxo de informagoes, isto é, conforme o tempo passa, um observador
consegue saber mais detalhes sobre os acontecimentos, ou seja, particoes mais “finas” de
Q2. Por exemplo, seja F; C H; , onde F; e H; sao duas filtracoes dadas que representam
o conhecimento que dois observadores podem adquirir até o tempo t. Dessa maneira, o
observador H; possui mais informacoes.

Mais precisamente, uma filtragao F é uma colecao de o-algebras de eventos JF,,,

Ccom

F={F,Fi,...,Fn,..., Fr}; onde F,C F,i1,

a qual é usada para modelar um fluxo de informacoes, obtidas com o decorrer dos
experimentos. Em geral, se toma Fy = {), 2}, ou seja, no instante n = 0 nao temos

nenhuma informagao. Com o passar do tempo, obtemos informagoes mais detalhadas.
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Definicao 1. Um processo estocastico adaptado a filtragio F = {Fi,..., Fr} é uma
sequéncia de varidveis aleatorias X, tal que cada X, € uma variavel aleatoria com

relagdo a (Q, F,,) para cada n =1,2,3,...,T.

Exemplo 2. Considere o lancamento de uma moeda nao viciada, para n = 1,2. Entao
Q={w; =(C,C),wy = (C,K),ws = (K,C),ws = (K,K)}.

Tome A = {wi,ws}, 0o qual representa o evento em que no tempo n = 1 o
resultado obtido foi cara. Assim, Fi = {0,Q, A, A°} e tome Fo = 2. Considere as

sequintes funcoes em ) :

e X(w)=X(w2)=15¢e X (w3) = X (wy) = 5.

X € uma varidvel aleatoria em Fy, jd que {w: X (w) = 15} = {wi,we} = A € F
e{w: X(w)=>5}={ws,wy} = A° € Fi.

e YV(wy)=15Y (we) =75,Y (w3) =75, e Y (wy) = 5.

Y ndo é uma varidvel aleatoria em Fy, pois {w : Y (w) = 75} = {ws, w3} ¢ Fi.

Por outro lado, € claro que Y € uma varidvel aleatoria em Fs.

Temos que a sequéncia {X, Y} é um processo estocdstico adaptado a filtra¢ao

F:{./T"l,f'g}.

Muitas vezes queremos fazer previsoes com o que vai ocorrer num determinado
tempo futuro, e por isso é interessante trabalhar com uma sequéncia infinita de variaveis
aleatorias. Existem dois casos de processos: um processo estocastico com tempo discreto
(enumerével como na Definigao (1)) e um processo estocastico com tempo continuo, como,
por exemplo, o movimento browniano que discutiremos na préxima secao.

No caso em que o tempo € continuo, a ideia é que t > 0 sera interpretado como
tempo e o conjunto de indices T serd tomado como um intervalo de tempo da forma
(—00, +00), [0, +00) ou [a, f]. Sendo assim, um processo estocastico continuo ¢ indicado

por X;.

1.2.1 Movimento browniano

O botanico Robert Brown descreveu o movimento de uma particula de pdlen

suspensa em um liquido em 1828. Observou-se que uma particula se movia de forma
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irregular e aleatéria. Einstein, em 1905, argumentou que o movimento era devido
ao bombardeio de outras particulas do fluido, assim ele obteve as equacoes para o
movimento browniano. Em 1900, Louis Bachelier usou o movimento browniano como
um modelo de movimento dos precos das agoes em sua teoria matematica da especulagao.
A base matematica do movimento browniano como processo estocastico foi feito por
Nobert Wiener em 1931, e esse processo também é chamado de processo Wiener. Aqui,
vamos denotar o processo estocastico conhecido como movimento browniano por B; ou
B(t).

Na pratica, normalmente observamos apenas uma tnica realizagao desse processo,
um unico caminho, dentre uma infinidade de caminhos possiveis. Qualquer caminho é
uma funcao aleatéria de ¢t no intervalo [0, T]. Para descrever a distribuicdo e poder fazer
calculos de probabilidade sobre o futuro incerto, é preciso conhecer as distribuicoes de
dimensoes finitas. Assim, precisamos especificar como calcular probabilidades da forma

P(B(t) < b) para qualquer momento ¢, isto é, as probabilidades na forma

P(B(t1) < by, B(t2) < ba, -+ B(tn) < by),

para qualquer escolha de pontos no tempo 0 < t; <ty---<t, <T, e qualquer n > 1,
com by, ---b, € R.

O movimento browniano B(t) serve como modelo basico para a acumulagiao
do efeito de ruido branco. O ruido branco é um dos principais processos estocasticos
encontrados na natureza, que possui propriedades parecidas com o movimento browniano.
Esse termo é mais utilizado, por exemplo, na fisica e na engenharia. Mais adiante, no
préximo capitulo, iremos dar a defini¢do desse ruido. Se B(t) denota a posi¢ao de uma
particula no tempo ¢, entao o deslocamento B(t) — B(0) é o efeito puramente aleatdrio
do ruido ao longo do tempo t. Além disso, B(t) é um processo estocdstico com as

seguintes propriedades:

 (Independéncia de incrementos) B(t) — B(s), para t > s, é independente do
passado, ou seja, de B,, 0 < u < s, ou de F; (informagao), o- dlgebra é gerada

por B(u),u < s.
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o (Incrementos normais) B(t)—B(s) tem distribuigao normal com média 0 (esperanca
¢ 0) e varidncia ¢t — s. Isso implica (considerando s = 0) que B(t) — B(0) possui

distribuigao N(0,t). Em particular, se B(0) = 0, segue que E(B;)* = t.

 (Continuidade dos caminhos) B(t),t > 0 sdo fungdes continuas em relagdo ao

tempo t.

Quando B(0) = z, dizemos que o movimento browniano é iniciado em z. As
propriedades acima determinam a distribuicdo do movimento browniano. Além disso, o
tempo no intervalo no qual o movimento browniano é definido é [0, T] para T > 0, que

é permitido ser infinito.

Definicao 3. A defini¢io do movimento browniano em um modelo mais geral € dada por
um par {B(t),F;},t >0, onde F, é uma sequéncia crescente de o- dlgebra (filtragao),
B(t) é um processo adaptado, isto €, B(t) é F; mensurdvel, de modo que as condi¢oes

ditas anteriormente se mantém.

Uma importante representacao usada para calculos em processos com indepen-

déncia de incrementos é que para qualquer s > 0
B(t+s) = B(s)+ (B(t+ s) — B(s)),

onde as duas variaveis sao independentes.

A variagao quadratica do movimento browniano [B, B|(t) é definida como

(B, B(t) = [B, BI(0.4]) = lim 3_ [B(t2) — B )P,

i=1

esse limite é assumido sobre todas as partigoes de [0,t], com 0, = maz;(t}", —t7) =0
e n — oo. Pode ser visto em Klebaner (2005) [I1], que esta variacao é igual a t .
Em resumo, temos que o movimento browniano B; tem as seguintes propriedades,

para quase todo w:

1. E uma funcdo continua em ¢, para qualquer ¢;
2. Possui variacao quadratica em [0, ¢] igual a ¢;

3. Nao é mondtona em nenhum intervalo, por menor que seja o intervalo;
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4. Nao ¢é diferenciavel em nenhum ponto;
5. Possui variagao total infinita em qualquer intervalo, por menor que seja.

O movimento browniano também pode ser definido em dimensoes superiores.
Mais precisamente, o movimento browniano n-dimensional pode ser visto como um
vetor aleatério B(t) = (B(t), B(t),..., B"(t))) com todas as coordenadas B(t) sendo
movimentos brownianos unidimensionais independentes. E nesse caso, defini-se F; = ]-"t(n)

como a o-algebra gerada pelas varidveis aleatorias Bs(.); s < t.

1.2.2 Martingales

Um martingale é uma sequéncia de variaveis aleatoérias para o qual, a qualquer
tempo especifico na sequéncia observada, a esperanca do proximo valor na sequéncia
¢é igual ao valor presentemente observado, mesmo dado o conhecimento de todos os

valores anteriormente considerados. Segue a defini¢do formal de um martingale.

Definicao 4. Um processo estocastico {X(t),t > 0} é um martingale, se todo t é

integravel, E| X (t)| < oo e para qualquer s >0
E(X(t+ s)|F) = X (1),

onde F; é a informagdo sobre o processo até o momento t, e a igualdade se mantém
quase certamente.
Também dizemos que um processo estocdstico X (t) é um supermartingale se for

uniformemente integrdvel e
E(X(t + s)[F) < X(¢).

A propriedade martingale significa que, se conhecermos os valores do processo
no tempo t, e X(t) = x, o valor futuro esperado a qualquer momento futuro é x.

Para exemplificar, seja X,, o dinheiro de um apostador depois que uma moeda
honesta foi jogada n vezes, sendo que o apostador ganha 1 se der cara e perde 1 se
der coroa. O valor esperado condicional do dinheiro do apostador depois que a moeda

for jogada novamente, dado o histérico, é igual ao dinheiro atual. Esta sequéncia é,



1. Nocgoes basicas de probabilidade e processos estocasticos 24

portanto, um martingale. Suponha agora que a moeda possa estar desonesta e que ela
dé cara com probabilidade p < %, o apostador perde dinheiro em média e a riqueza do

apostador ao longo do tempo é um supermartingale.
Proposigao 5. Seja B(t) um movimento browniano, entao B(t) é um martingale.

A prova dessa proposi¢ao pode ser encontrada em Klebaner (2005, p.65) [11] ou
Calin (2015, p.46) [3].

Alguns processos estocasticos possuem a propriedade de Markov, que significa
que se soubermos o estado atual do processo, entdo o comportamento futuro do processo
é independente de seu passado. O processo X () possui essa propriedade se a distribuigao
condicional de X (¢ + s) dada X (t) = x, ndo depende dos valores passados (mas pode

depender do valor presente x). Formalmente, temos

Definicao 6. Seja F; a o-dlgebra gerada pelo processo até o tempo t, X € um processo
de Markov se, para qualquert e s > 0, a distribui¢io condicional de X (t + s) dado F; é

a mesma que a distribuicio condicional de X (t + s) dado X (t), isto €,
P(X(t+s) <y|F) =P(X(t+s) <ylX(1)).

Um simples exemplo de um processo de markov é um interruptor com dois
estados: ligado e desligado. No comego do experimento, o interruptor esta ligado. A
cada minuto depois, jogamos um dado. Se o resultado do dado mostrar 6, mudamos
o estado do interruptor, caso contrario, deixamos como esta. O estado do interruptor
em funcao do tempo é um processo de Markov. Isso explica o significado de "nao ter

oy . ,
nenhuma memoéria'. Se conhecemos o estado do interruptor no tempo n, nés podemos
prever sua evolu¢ao (em termos de varidvel aleatéria) para todos os tempos futuros,

sem requerer conhecimento sobre o estado do interruptor em tempos menores que n.
Proposicao 7. O movimento browniano B(t) possui a propriedade de Markov.

A prova dessa proposigao pode ser encontrada em Klebaner (2005, p.67) [11].



CAPITULO

2

Nocoes basicas de Integral de Ito e

EDE

A definigao de equagoes diferencias estocasticas (EDEs) se baseia na integral de
It0 e suas propriedades. Novamente, esse capitulo tem a finalidade de introduzir alguns
conceitos que serao tuteis para o desenvolvimento do trabalho. Para ver mais detalhes,

consultar, por exemplo, Oksendal (2000) [15], Calin (2015) [3] e Klebaner (2005) [L1].

2.1 Uma introducao a integral de Ito

A integral de It0 é definida de maneira semelhante a integral de Riemann. A
integral de It6 ¢ tomada com relagao aos incrementos infinitesimais de um movimento
browniano dB;, que sdo variaveis aleatorias, enquanto a integral de Riemann considera
a integracao em relagao as mudancas infinitesimais previsiveis dt. A integral de 1t6 é
uma variavel aleatoria, enquanto a integral de Riemann é apenas um nimero real.

Seja 0 < a < be F,= f(B;,t) um processo mensuravel com

b
E[/ Fdt

< OQ.

25
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Dividindo o intervalo [a,b] em n subintervalos usando os pontos de partigao
temos
a=ty<t; < - <th_1<t,=0b,
e consideramos a soma parcial
n—1
Sn=3 F (B, — Bi).

1=0

Como o processo F; é mensuravel, as varidveis aleatorias Fy, e By, , — By, sao

independentes; este é um importante recurso na definicao da integral de Ito.

Definigao 8. A integral de Ité pode ser definida como o limite das somas parciais S,
b
mq— lim S, = [ FidB,

desde que o limite exista. Pode-se mostrar que a escolha da particio nao influencia o
valor da integral de Ito. Esta € a razdo pela qual, para fins prdticos, basta assumir os

intervalos equidistantes, isto é:

b—
ti+1—tizw, 2:(),1,,71—1
n

A convergéncia anterior estd no sentido da média quadratica (por isso usamos

mq — lim na defini¢do acima), ou seja,

n—oo

b
mnEV%—/zW&yyzo
Sabe-se que a integral estocastica de It f; F,dB, existe se o processo F; = f (B, t)

satisfaz as seguintes propriedades:

1. Os caminhos t — Fi(w) sdo continuos em |a, b] para qualquer estado w € €2;

2. O processo F; é mensuravel para t € [a, b];

3. E [ Ffdt] < oc.
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Por exemplo, existem as seguintes integrais estocasticas (que podem ser resolvidas

a partir da férmula de 1td, préximo tépico abordado):

T T b B
/ deBt,/ sen(Bt)dBt,/ COSE DaB, (a>0)
0 0

Além disso, a integral de It0 possui as seguintes propriedades:
1. Propriedade isométrica:
sl(ue.wan) | <2[ ro.oa)
2. [¢ fdB, = [§ fdB, + [} fdB,, para todo w,

3. Linearidade:

Ja(cf +9)dB, = c. [& fdB, + [4 gdB,, (c constante) para todo w,

4. Média zero:

EUST det} - 0. (2.1)

Também podemos tomar a integral de Itd com o tempo de parada. Seja L%(0,7T')

o espago de todos os processos estocasticos de valor real, progressivamente mensuraveis

G(-) tal que
E /T G2dt)| < oo
i :

Entdo se G € L2(0,7T) e 7 for um tempo de parada com 0 < 7 < T, definimos

/ " GdB, = / "\ en GdB.
E além disso, as seguintes condigoes sao satisfeitas:
(i) E(Jj GdB,) = 0
(i) E((J)y GdBy)*) = E(J7 Gdt).

A prova dessas condigdes pode ser encontrada em Evans (2012, p.104) [6].
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2.1.1 Fo6rmula de Ito

Como no caso da integral de Riemann, usar a definicdo ndo é uma maneira
eficiente de calcular as integrais. A mesma filosofia se aplica as integrais de It0, nesse
trabalho apresentamos um método eficiente para calcular as integrais de 1t6, conhecido
como férmula de Ito.

No célculo usual, uma regra bésica para a diferenciacdo de uma fung¢ao composta
¢ a regra da cadeia. Se f e g sdo diferencidveis, entao f(g(t)) é também diferenciavel e

tem derivada

9 1lo(0)) = £'(a(t)g' (1),

O calculo de It6 lida com funcoes aleatérias, ou seja, processos estocasticos.
Seja B; um movimento browniano e f uma funcao diferenciavel. Considere a funcao
composta f(B;), uma vez que quase todos os exemplos de caminhos de B; nao sdo
diferencidveis, a igualdade 4 f(B;) = f'(B,)B'(t) ndo tem mais significado. Por isso
precisamos utilizar da formula de It0, que é uma outra versao da regra da cadeia para
casos estocasticos.

Além disso, a féormula de Ito6 é um tipo de regra da cadeia para o calculo

estocdstico que torna possivel encontrar solugoes de algumas EDEs (equagoes diferenciais

estocdsticas).

Proposigao 9. (Férmula de Ité) Seja g(t,z) € C?*([0,00) x R) (isto é, g é duas
vezes continuamente diferencidvel em [0;00) X R). Entao Y; = g(t, X;) € novamente um

processo de Ito, e

1 2
av; = 294, xpdt + 21, x,)ax, + 129

at ax 2@(t7Xt)(dXt)27

onde (dX;)? = (dX;).(dX}) € calculado de acordo com as regras
dt x dt =dt x dBy =dBy x dt =0 e dB, x dB; = dt.

Para ver uma interpretagao para as regras dt X dt = dt X dB; = dB; x dt =

0 e dB; x dB; = dt, ver Apéndice [A]
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Exemplo 10. Seja X; = B; e g(t,z) = 2% Entdo dX; = dB;. Temos que

g g &g
— =0; = =2z, — =2.
ot " r D ag?
Desse modo, %, %, %, existem e sdo continuas e Yy = g(t, By) = B%. Logo,
dg dg 10%g
2 2
dB; = a(t, By)dt + %(t, B,)dB; + 5@(@ By)(dBy)

1
= 0.dt + 2B;dB; + 52(dBt)2 = 2B,dB; + dt.

Portanto, temos

1 1

Representando de outra maneira temos
t t
B} =B+ [ 1ds+ [ 2B.ap,
0 0

t
B2 = t+2/ B.dB,.
0

Também temos a férmula de It6 em dimensoes maiores. Seja B(t,w) = (By(t,w), -, Bn(t,w))

um movimento browniano m-dimensional. Se u; (¢, w) satisfaz [ |u; (t,w)| < 0o e vi;(t, w)

satisfaz [ |v3(t,w)|? < oo, ambos processos estocasticos adaptados a filtracdo F, entdo

podemos formar o seguinte processo n-dimensional

dX1 = uldt + UudBl + 4 UlmdBm

dX,, = u,dt + v,1dB1 + - - + Upd By,

Ou na notagao matricial simplesmente dX () = udt + vdB(t), onde

X1 (t) U1 Vi1 Uim dBl(t)
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Sejag : [07 OO]XR" - RP’ onde g(t,l’) = (gl<t7 l’), T 7gp(ta SL')) € C? ([07 OO) X Rn)
Entéo Y (t,w) = g (¢, X;) é novamente um processo de Itd, cujo nimero de componente

k,Y, é dado por

%9 4. x,) dt+zagk (t, X)) dX; + = Z

dYe =3, 7 83;18

(t, X,) - dX;dX;,

onde dBldB] = (Sijdt, dBZdt = dtdBZ = O, 5ij =1lse1= j e 5ij =0sez1 7é ]

2.2 Equacoes diferenciais estocasticas

Aqui iremos apresentar uma ideia das equagoes diferencias estocasticas (EDE).
Seja X; um processo estocastico continuo. De forma intuitiva se pequenas mu-
dancas no processo X; podem ser escrita como uma combinagao linear de pequenas

mudangas em ¢ e pequenos incrementos do movimento browniano B;, podemos escrever

onde b(t,z) e o(t,x) € R. Essa equagao é chamada de EDE, que é impulsionada pelo
movimento browniano.
Formalmente, a equacdo (2.2)) satisfaz a equagio estocastica na forma de integral

definida a seguir

t t
Xo= Xo+ [ b5 Xo)ds + [ o(s; X)dB,. (2.3)
0 0

que ¢é usualmente escrita da forma (2.2)).

A féormula de It6 é uma ferramenta bastante ttil para determinar a solucao de
muitas equagoes diferenciais estocasticas. Para exemplificar, vamos considerar o modelo
a seguir de crescimento populacional dada a equagao (com Ny dado):

W = a;Vy,

onde a; = ry + aW,;, W; = ruido branco, o = constante.
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Com base em muitas situac¢oes, por exemplo na engenharia, somos levados a

supor que W; possui, pelo menos aproximadamente, estas propriedades:
1.ty # to = Wy, e Wy, s@o independentes.

2. {W,;} é estacionario, ou seja, a distribuigdo (conjunta) de {Wy, 4+,..., Wy, ¢} ndo

depende de t.
3. E[W;] = 0 para todo ¢.

Seria interessante ter um processo que satisfaca a condicao 1 e 2, e o processo
que mais se aproxima ¢ os incrementos do movimento browniano. Sendo assim, podemos
trocar o ruido branco W, por % e multiplicar por dt. Para maiores detalhes, ver
Oksendal (2000, p.21) [15].

Supondo que r; = r = constante, representando da maneira que vimos na equagao

(2.2)), onde aqui o(t, x) = ax, temos

dNt = T’Ntdt + CKNtdBt, (24)
ou
dN,
th = rdt + adB,.
Consequentemente,
t dNy
/0 N = ritaB. (2.5)

com By = 0.

Para avaliar a integral do lado esquerdo, utilizamos a formula de It6 para a

funcao
g(t,x) = Inx; x>0,
e obtemos
d(lN)—idN—l—} L(OZN)2
niNy) = N, LTy N2 t
d Ny L g dNy 1 4
= — — Nidt = — — —a“dt.
N, aNnzd N, 2“
Consequentemente,
d Ny

1 2
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Integrando ambos os lados:

t dN, t t1
Ve [ aanN /—th
/0 Nt /0 (n t>+020é

1
rt +aB; = InN, — InNy + §a2t

Ny 1
rt+ aB, = In—% + —a’t;

Ny 2
entdo concluimos
N, 1
lnﬁé =(r— 5(12)15 + abB;
ou
N, = Nyelr=zo?)treab: (2.6)

Baseado no resultado que garante que para t grande quase sempre B; =

V2tloglogt, ou seja,

. B,
lim su

e S
o V2tloglogt ’

pode-se chegar que

e Ser > %oﬂ, entao N; — oo, com t — 00 quase sempre;
« Ser < ia? entdo N; — 0, com ¢ — 0o quase sempre;

e Ser= %az, entao quase sempre N, ird alternar arbritrariamente entre grande e

pequenos valores com t — oc.

Para mais detalhes dessa interpretacao, ver Oksendal (2000, p.62) [15].

Por fim, apresentamos o resultado de existéncia e unicidade na versao estocastica.

Proposicao 11. (Existéncia e unicidade) Seja X; satisfazendo
dXt = b(Xt,t)dt+U(Xt,t)dBt, (27)

com X (0) = Xy. Se as sequintes condigoes definidas a sequir sio satisfeitas,

1. Os coeficientes sao localmente Lipschitz na varidvel x e uniformemente na varidvel

t, isto €, para cada T e N, existe uma constante L dependendo somente de T' e
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de N de modo que para todos |x|, |y| < N e todos 0 <t <T':
|b(z,t) = bly, )| < Llz —yl;
|o(x,t) = o(y, t)| < Llz —yl.
2. Os coeficientes satisfazem a condigdo de crescimento linear
|b(z, £)] < L1+ |z));
|o(z, )] < L(1 + [x]).

3. X(0) é independente de (B;,0 <t <T) e EX?(0) < oo,
entdo existe uma unica solucao para a equacao diferencial estocdstica .

A prova dessa proposigao pode ser encontrada em Oksendal (2000, p.66) [15].






CAPITULO

3

Analise de estabilidade: caso

deterministico

Neste capitulo apresentamos o método de Lyapunov para o caso deterministico
para posteriormente, no proximo capitulo, analisarmos o método para o caso estocéstico.

Para comegar, também analisamos alguns casos em que nao é necessario o uso
do método de Lyapunov, como, por exemplo, o caso de sistemas lineares ou método de
linearizagao. Além disso, evidenciamos uma segdo somente para o caso de EDO(s) nao
autonomas, que é um caso mais geral, no intuito de ficar mais facil a comparacao do
método em relagao as EDE(s). Essa comparagao serd possivel por conta da férmula de
[t0, que é um tipo de regra da cadeia para o calctilo estocastico.

Existem diferentes abordagens ao problema da estabilidade: o método da line-
arizacao, que busca reduzir o estudo da estabilidade ao caso de sistemas lineares, e
o método das fungoes de Lyapunov, cuja motivagao original remonta ao estudo de
sistemas mecénicos que dissipam energia. Daqui em diante, seguimos os livros Lopes e
Doering (2016) [4] e Viana e Espinar (2018) [17].

Para as EDO(s), em particular, veremos que os resultados encontrados incorporam
a versao mais simples de integracao de uma desigualdade diferencial pois deduz-se, da
nao positividade de sua derivada, que uma func¢ao do tipo Lyapunov aplicada a uma

solugdo é uma funcao nao crescente. Essa abordagem é 1til para resultados qualitativos,

35
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pois apenas a forma da funcido de Lyapunov e a equagao diferencial, e ndo a forma
explicita da solucao, sdo necessarias para estabelecer a nao positividade da derivada.

Na dindmica de um campo de vetores, as singularidades possuem as trajetorias de
campo constantes, nao movendo sobre o ponto de equilibrio, ou seja, dizemos que xg € F
¢ uma singularidade, ou um ponto singular do campo f (ou da equagao diferencial
¥ = f(z)) se f(xg) =0 €R™

Por exemplo, para as equacoes diferenciais lineares ' = Ax, a origem 2o = 0 € R"
é sempre um ponto singular, pois sempre vale A.0 = 0.

Também dizemos que uma singularidade do campo f é um ponto de equilibrio
de f, j& que o sistema fica em repouso em um ponto de equilibrio, pois z(t) = z, para
todo t € R. Decorre que um ponto xq de equilibrio de f pode ser caracterizado como
um ponto tal que ¢ (t,xy) = zo, para cada t € R, onde ¢ : R x R" — R" é o fluxo
associado ao campo f.

No caso de retratos de fase de sistemas de equagoes diferenciais lineares no plano,
podemos simplificar e observar que existem apenas trés tipos geométricos de retratos
de fase de equagoes diferenciais lineares hiperbdlicas no plano (dizemos que uma matriz
A € M (2) é hiperbdlica se a parte real de cada um de seus dois autovalores generalizados
¢ nao-nula), classificados de acordo com o niimero de autovalores generalizados com

parte real positiva, a saber:

a) Os atratores, com ambos autovalores generalizados de parte real negativa: todas

solugoes tendem a origem com ¢t — +0o0;

b) Os repulsores, com ambos autovalores generalizados de parte real positiva: todas

solugoes tendem a origem com t — —o0;

c¢) As selas, com um autovalor real positivo e o outro negativo: duas solugoes tendem
a origem com t — —o0, duas com { — 400 e as demais nao tendem a origem com

t — +oo.

Exemplo 12. Considere a EDO linear x' = Ax. Suponha que o polinémio caracteristico

da matriz A € M(2) tem duas raizes reais iguais A = A\ = Ag € tem a solugdo a sequir

x(t) = (kle’\t, er’\t) = M (k1, ko) = e)‘tm(O),
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com a condicao inicial x(0) = (ki, ko) € R%. Entdo, se X # 0, as curvas definidas pelas
solugoes sao todas semi-retas na origem.

Se A\ € negativo, ambas coordenadas das solugoes tendem a 0 com t — +00 ao
longo da semi-reta definida pelo autovetor e a +00, com t — —oo. O retrato de fase é
perfeitamente radial, como indica a Fz'gum a). Dizemos que um campo linear com
esse comportamento é um atrator linear, ou que a origem € um pogo; mais precisamente,
nesse caso, dizemos que a origem € um foco estavel.

Se X\ € positivo, o retrato de fase € como o anterior, trocando t por —t e, portanto,
o sentido das setas, como indica a Figum b). Dizemos que um campo linear com
esse comportamento € um repulsor linear; ou entdo, que a origem € uma fonte; mais

precisamente, nesse caso, dizemos que a origem € um foco instdvel.

a) b)

Figura 3.1: Foco a) estavel: A < 0; b) instdvel: A > 0. Fonte: Doering e Lopes (2016).

A analise dos pontos de equilibrio de uma equacao diferencial é muitas vezes
extremamente importante para ajudar no entendimento global do comportamento das
trajetérias no espaco de fase. No caso de equagoes diferenciais definidas por campos de
vetores nao-lineares, o comportamento das solugoes da equacao diferencial em torno de
uma singularidade pode exibir uma riqueza dindmica muito maior do que no caso de
campos lineares.

Assumindo que f : E — R" é sempre um campo de vetores de classe C' no
aberto F C R", com fluxo global ¢(t,z) = ¢;(z) definido em cada (t,z) € Q =R x E,

temos as seguintes defini¢oes:
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Definicao 13. Seja x¢y um ponto de equilibrio para o campo f. Dizemos que xy € um
ponto de equilibrio estdvel de [ se, para qualquer vizinhanca U C R™ de xg, existe

uma vizinhanca W C R™ de xg, tal que
a) WCENU;
b) ¢i(x) € U, para quaisquer z € W et > 0.

Em termos mais analiticos, a singularidade xo de f é estavel se, para qualquer
e > 0, podemos sempre encontrar r > 0, tal que |p(x) — xo| < €, para cada t > 0 e

cada v € E CR"™, com | — xzo| <.

Aqui, como é usado na literatura, |.| sempre denota norma eucludiana se estiver-
mos no R, e moédulo caso estejamos com apenas uma variavel.
Podemos interpretar essa definicdo graficamente, onde o eixo x representa o

tempo. (Ver Figura (3.2)

f |

Y

Figura 3.2: Interpretacdo grafica de um ponto de equilibrio estavel. Fonte: Elaboragdo Proépria.

Também dizemos que xg é um ponto de equilibrio instavel se xy nao é um ponto
de equilibrio estavel. Além disso, dizemos que zy é um ponto de equilibrio isolado se

existe uma vizinhanga W C R de zy, tal que xy ¢ a tinica singularidade de f em ENW.

Definicao 14. Seja x¢ um ponto de equilibrio para um campo f : E — R™. Dizemos que
o € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel para f se, para qualquer

vizinhangca U C R"™ de xq, existe uma vizinhanca W C R"™ de xq, tal que
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a) WCENU;
b) ¢i(x) € U, para quaisquer x € W et > 0;
c) limy_, oo ¢¢(x) = g, para qualquer x € W.

Também podemos interpretar essa definicao graficamente, onde o eixo x repre-

senta o tempo (Ver Figura (3.3)).

v

Figura 3.3: Interpretacao grafica de um ponto de equilibrio assintoticamente estéavel. Fonte: Elaboracao
Proépria.

Um ponto de equilibrio assintoticamente estavel é sempre um ponto de equilibrio
isolado. E claro que todo ponto de equilibrio assintoticamente estdvel é, em particular,
um ponto de equilibrio estavel, mas a reciproca nao vale.

Seja o campo linear f(xy,z) = (z2, —x1). A origem é um ponto de equilibrio
estavel desse campo, que nao é um ponto de equilibrio assintoticamente estavel. Todas
as trajetorias percorrem circulos em torno da origem, como pode ser visto na Figura
.4 Porém, as trajetérias na vizinhanca da origem sao todas periddicas, rodando em

circulos, e nao convergem a o = (0,0), quando ¢ tende ao infinito.



3. Analise de estabilidade: caso deterministico 40

Figura 3.4: Exemplo de um ponto de equilibrio estdvel, que nao é assintoticamente estavel. Fonte:
Doering e Lopes (2016).

Sabemos que para campos lineares, um critério necessario e suficiente para que
o equilibrio na origem de um sistema linear em R™ seja assintoticamente estavel, é que
todos os autovalores generalizados do campo tenham parte real negativa.

Além disso, existe também um método chamado de método de linearizacao, que
é um método que transforma uma equacao nao linear, em uma quase linear. Com isso,
as propriedades obtidas para sistemas lineares sao lteis para os sistemas nao lineares,
pois agora basta analisar a parte linear dos campos nao lineares, ou seja, sua aplicacao
derivada. Mas esse método so é valido com algumas condigoes.

Quando a aproximacao linear é hiperbodlica ela determina completamente a
estabilidade do equilibrio, mas quando a matriz A tem autovalores com parte real nula
nao ¢ possivel, em geral, inferir nada quanto a estabilidade do equilibrio zy = 0 para a
equacao quase linear.

Seja a equacao autdénoma

¥ = f(z), (3.1)

onde a aplicacdo f : U C R? — R? ¢ um campo de vetores de classe C' satisfazendo
f(0)=0.

Sabendo que as solugoes de uma equagao autonoma nao dependem da escolha
do tempo inicial e as propriedades de estabilidade e estabilidade assintética nao sao

afetadas pela escolha de ty, fixaremos ty = 0 para o caso auténomo.
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Em geral, f(x) pode ser vista como a soma de sua série de Taylor:

f(z) = lim T,(x).

n—oo

Se considerarmos R, (z) = f(x) — T,,(x) de modo que f(z) = T,(z) + R,(x).
Entao, R, (z) é denominado resto da série de Taylor.

Sabendo que f(0) = 0, podemos escrever o campo nao linear como f(x) =
f(0) + Az + R(x), onde A(zx) representa a parte diferencial, matricialmente.

Como f ¢é n-vezes derivavel em z( entdo podemos utilizar a Férmula de Taylor

de vérias variaveis para decompor a fungao f(z) = A(z) + R(x) com

A=Df(0) € £L(R",R?) e lim |R(w)

z—0 |{L’|

=0.

Como R(x) se torna desprezivel, podemos escrever a equagao (3.1)) como uma

equacao diferencial quase linear:
' = Az + R(z). (3.2)

Isto sugere que busquemos condigbes para estabilidade (ou instabilidade) em
termos da derivada A do campo de vetores no ponto estacionario. Esta abordagem do

problema da estabilidade é chamada método da linearizagao e a equagao
7 = Ax

¢ chamada linearizacao da equagao (3.1]).

Proposicao 15. Se A : RY — R? é um campo de vetores linear hiperbélico entdo o
equilibrio xo = 0 € estdvel para o fluxo da equagdo , se e somente se, A € um

atrator hiperbolico. Nesse caso, o equilibrio € assintoticamente estdavel, para .
A prova desse resultado pode ser vista em Viana e Espinar (2018, p.225) [17].

Exemplo 16. Considere o ponto estaciondrio (mw,0) de um péndulo harmdnico

/

=y
y'=—(g/l)senz
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O campo de vetores é f(z,y) = (y, —(g/l)senz) e a derivada A = Df(r,0) estd dada

por

0 1
A= . (3.4)

g/l 0

Portanto, a linearizacdio de no ponto (m,0) é a equagdo

x =

y = (g/D)x.

Note que A tem autovalores reais +4/g/l. Segue que o ponto estaciondrio é
instdvel, tanto para A quanto para f.
Consideremos agora a equacao do péndulo com atrito

vy (3.5)

y'=—(g/l)senz —cy,
onde ¢ é uma constante nao negativa. Se a constante ¢ = 0, voltamos d equacao
do péndulo harmonico.

Ao fazer a mesma andlise, obtemos que a linearizacio da equagdo é

!/
-T—y,

y = —(g/x,

e o respectivo campo de vetores linear tem autovalores com parte real nula. Nessas
circunstancias, o método da linearizacao nao permite inferir nada sobre a estabilidade

da equacdo quase linear.

3.1 Meétodo de Lyapunov para EDO

Finalmente, apresentamos critérios que sao suficientes para saber se um ponto
de equilibrio de um campo é estavel ou, entao, assintoticamente estavel, mas que nao
envolvem o conhecimento dos autovalores da parte linear do campo, e sim o conhecimento
de uma funcdo de Lyapunov. Primeiro foi visto o Teorema de Lyapunov (Parte I), que

usa a definicao de uma funcao de Lyapunov e ponto de equilibrio estavel. Logo em
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seguida, analisamos também o Teorema de Lyapunov (Parte II), que usa a definigdo de

uma funcao de Lyapunov estrita e ponto de equilibrio assintoticamente estavel.

Definicao 17. Sejam f : E — R™ um campo de vetores no aberto E C R" xzy € E um
ponto de equilibrio de f e V : W — R uma fungdo continua numa vizinhanca W C R™
de xo. Além disso, seja x(t) = ¢(x) = ¢(t,x), onde ¢y € o fluro associado ao campo f.

Dizemos que V € uma fungdo de Lyapunov para [ em x( se
a) V(xg) =0,comV(x) >0, para cada v € W — {z¢};

b) V(o (t1,z)) > V(¢ (ta,x)), para quaisquer x € E t1,ty € R, tais que t; <ty €
bt ) €W, sety <t <ty

Também dizemos que V' é definida positiva se V' (z) > 0 para cada x € W —{xzo} .

A primeira condigao dessa defini¢ao afirma que V' tem um minimo estrito absoluto
na singularidade e a segunda que V nao ¢ crescente ao longo de qualquer trajetéria
z(t) = ¢i(x) = ¢(t,z) de f, enquanto essa trajetéria estiver no dominio W de V.

Examinemos mais de perto a segunda condicao exigida de uma funcao de
Lyapunov. Para funges V' que sao diferencidveis em W —{x}, essa condi¢ao é garantida
sempre que

(Vex)(t) <0,

para cada t € R, tal que z(t) € W. Essa condi¢ao mais forte envolve o conhecimento
das solugbes x(t). No entanto, lembrando que o fluxo ¢;(x) de f satisfaz a equagao

diferencial %@(:U) = f(¢¢(x)) do campo f, vemos que

(Vo2 (0) = 4V () = (VY (6(a) yon(o))

= (VV (¢i(2)), f (¢e(2)))

onde, (u,v) indica o produto interno euclidiano de u,v € R™. Isso mostra que, em geral,
nao precisamos conhecer as solugoes explicitas x(t) de 2’ = f(z) e em seguida conferir
se V(z(t)) é ndo-crescente para verificar a segunda condigao exigida de uma fungao de

Lyapunov diferenciavel, mas apenas conferir se

(VV(2), f(x)) <0,
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para x na vizinhanga de zy, o que é extremamente mais pratico.

O método que vamos introduzir a seguir tem a sua origem na observagao empirica
de que se a energia de um sistema fisico é dissipada ao longo do tempo, entao o sistema
costuma tender a um estado de equilibrio estavel. Este método se aplica igualmente
bem a sistemas lineares e nao lineares e, como veremos, permite uma analise muito
mais global do que aquela que é facultada pelo método da linearizagao, além de que
pode ser aplicado em muitas situagoes em que o método da linearizagdo é inconclusivo.

A existéncia de uma funcao de Lyapunov numa singularidade de um campo

garante a estabilidade dessa singularidade, como segue.

Teorema 18. (Teorema de Lyapunov - Parte I). Seja xy um ponto de equilibrio
de um campo de vetores f : E — R" de classe C' no aberto E C R". Se existe uma

funcao de Lyapunov para f em xg, entdo xo é um ponto de equilibrio estdvel de f.

Demonstracao: Seja xyp um ponto de equilibrio de f e suponhamos que exista
uma funcao de Lyapunov de f em xy; mais precisamente, seja V' : W — R uma funcao
continua na vizinhanga W de zg em R", tal que V (z9) = 0, com V(x) > 0 para cada
r €W —{xp}, e tal que Vox: I — R é uma funcio ndo crescente para qualquer

solugdo z : I — E de 2’ = f(x), tal que x(t) € W, para cada t € I.

(Curva de Nivel V=«

e

Figura 3.5: Demonstracio do Teorema de Lyapunov I em R2. Fonte: Doering e Lopes (2016).

Vamos demonstrar que o ponto de equilibrio xj é estavel; em outras palavras,
queremos mostrar que, para qualquer vizinhanca U de xy em R", existe uma vizinhanga

Wy de xg, tal que Wy C U e ¢y(x) € U, para quaisquer x € Wy e t > 0.
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Seja, pois, U uma vizinhanca qualquer de xg em R". Escolhemos ¢ > 0, tal que
B (x9,6) CUNW, onde B(zg,0) = {u € R": |u—x( |< } denota a bola em R™ de
centro zo € R™ e raio §. Como V' é continua e a esfera {x € R" : |[x —zg |=0} CW é
compacta, temos que

a= min V(x)>0,

|—0|=5
ja que V(z) > 0 para x € W — {zo}. Novamente pela continuidade de V', o conjunto
definido por Wy = {x € B (x¢,0) | V(z) < a} é aberto, pois Wy = V"{(—o0,a)} N
B(zg,0) (unido de abertos é um aberto).

Portanto, como V (xzg) = 0, W, é uma vizinhanca de xy que, por construcao,
satisfaz Wy C UNW (ver na Figura 3.5/ que Wy C B(xy, d)). Resta provar que ¢(z) € U,
para quaisquer z € Wy et > 0.

Dado qualquer = € W, suponha, para obter uma contradi¢ao, que valha ¢,(z) ¢
U, para algum t > 0. Em particular, ¢;(z) ¢ B (z,9d) e, portanto, como z € Wy C
B (z9,9) CUNW, em algum instante 0 < ¢, < t, a trajetoria por x deve passar uma
primeira vez pela esfera de centro zg e raio d, ou seja, |¢, (x) — zo| = §. Mas entdo
Vigo(z)) = V(z) < aa < V(¢ (x)), pois a é o minimo dos valores de V(x) na esfera

S(zo,9). Sendo assim,

Vido(x)) < V(¢r.(x)),

com 0 < t,, o que contradiz nossa hipotese que afirma que V nao cresce ao longo das
trajetérias de f. Isso prova que ¢;(z) € U, para quaisquer = € Wy e t > 0 e, portanto,
que xp ¢ um ponto de equilibrio estavel. [

Apresentamos a seguir um exemplo que utiliza do Teorema de Lyapunov - Parte

I (T9).

Exemplo 19. Consideremos a equagdo diferencial

¥ =2y(z—1)
/

Yy =—-x(z—1)

Z = —Z



3. Analise de estabilidade: caso deterministico 46

definida pelo campo de vetores nao-linear,
f (:Ca Y, Z) = <2yz - 23/,55 — Xz, —Z) .

A parte linear desse sistema no ponto de equilibrio dado pela origem (xq, Yo, 20) =
(0,0,0) e R? ¢
-2 0
0

Df (%,yo,zo) = 0
0 -1

oS = O

cujos autovalores sio +iv/2 e —1 e, portanto, nio vale que todos tém parte real negativa e,
assim, nao podemos utilizar os resultados ja conhecidos sobre autovalores para estabelecer
a estabilidade do sistema na origem.

Vamos tentar obter uma func¢do de Lyapunov para o sistema na origem no
formato quadrdtico. Se tormarmos V (x,vy, 2) = ax? + by* + cz?, com a,b,c > 0; temos

que:
¢ V<O7070) =0e V(QZ,y,Z) > 07 para cada (CE,y,Z) 7£ <x07y07Z0) = (07070)

o V é diferencidvel e

(VV(2,y,2) , f(2,y,2))
= ((2ax,2by, 2cz) , (2yz — 2y, x — vz, —2))

= (2b — 4a)zy + (4a — 2b)zyz — 2c2°.
(VV (z,y,2), f(z,y,2)) = =22 <0,

para V (z,y,2) = 2° + 2> + 2°.
Logo, pelo Teorema de Lyapunov (Parte 1) (1), podemos concluir que (o, yo, 2o)

¢ um ponto de equilibrio estavel do sistema.

Definicao 20. Sejam f : E — R™ um campo de vetores no aberto E C R", xg € E um
ponto de equilibrio de f eV : W — R uma fung¢do continua numa vizinhanga W C R”

de xy. Dizemos que V é uma fungdo de Lyapunov estrita de [ em x| se
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a) V(zg) =0,comV(x) >0, para cada x € W — {zo};

b) V(o (t1,z)) > V(¢ (te,x)) para quaisquer x € E t1,to € R, tais que t; < ty €
o (t,x) e W —{xp}, sety <t <t

A segunda condicao dessa definicdo agora afirma que V' efetivamente decresce ao
longo de qualquer trajetéria x(t) = ¢y(x) = ¢(t, x) de f, enquanto essa trajetéria estiver
em W — {zo}. Pelo que vimos acima, se V' é uma funcao diferenciavel em W — {x},
1sso ocorre se

(VV(2), f(x)) <0,

para cada x # z( na vizinhanca de . Também dizemos que V'(x) é definida negativa
se V'(z) <0, para cada x € W — {xo} .
A existéncia de uma funcao de Lyapunov estrita numa singularidade de um

campo garante a estabilidade assintética da singularidade, como mostraremos a seguir.

Teorema 21. (Teorema de Lyapunov - Parte II). Seja xq um ponto de equilibrio
de um campo de vetores f : E — R™ de classe C* no aberto E C R™. Se existe
uma fungdo de Lyapunov estrita para f em xq, entdo xoy é um ponto de equilibrio

assintoticamente estavel de f.

Demonstracgao:

Sejam zy um ponto de equilibrio para f e V : W — R uma func¢ao de Lyapunov
estrita de f em xg, ou seja, V' é continua na vizinhanga W de zp em R" e V (¢ (¢1,z)) >
V (¢ (t2,x)), para quaisquer = € E|t1,t; € R, tais que t; <ty e ¢ (t1,z),¢ (t2,z) € W,
Queremos provar que xy € um ponto de equilibrio assintoticamente estavel para f, ou
seja, que dada uma vizinhanga qualquer U de xy em R", existe uma vizinhanca W, de
xg, tal que Wy C U e, além de valer ¢;(x) € U, para quaisquer x € Wy e t > 0, também
vale limy_, o ¢(z) = o, para qualquer x € W

Como antes, na demonstracao da parte I do Teorema de Lyapunov, tomamos
J, tal que B (z9,0) CUNE e a =minV(z) com |z — zg| = §. Novamente, a > 0 e
definimos Wy = {2 € B(z¢,0) | V(z) < o} (ver Figura [3.5)). Pelo que demonstramos
na parte I do Teorema de Lyapunov, temos xg € Wy CUNE C U e ¢y(x) € B (xg,9),

para quaisquer x € Wy e t > 0; em particular, ¢;(x) € U para quaisquer x € Wy et > 0
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e, portanto, somente resta mostrar que, para qualquer z € Wy,

tLlErnoo ¢t (33) = To-

E claro que isso vale para & = 1z, pois zo é um ponto de equilibrio para fi0que
devemos mostrar, entao, é que isso vale para os demais x # xy. Vamos procurar uma
contradi¢ao, supondo, contrariamente, que existam z € Wy — {zo} e 9 > 0 tais que,
para cada 7' > 0, podemos encontrar ¢ > T, tal que |¢;(Z) — x| > &¢. Para cada T' = k
inteiro, obtemos, entao, tx > k, tal que ¢y, () ¢ B (o, ). Por outro lado, pela escolha
de § e de Wy, temos ¢y, (%) € B (x0,d), para cada k, ou seja, a sequéncia dada por
x = ¢y, (Z) € limitada. Toda sequéncia limitada num compacto, possui subsequéncia
convergente. Podemos, portanto, tomar uma subsequéncia convergente, cujo limite
r1 estd em U, mas nao estd em B (xg,e0); em particular, x; # xy. Por hipdtese,
temos f (x1) # 0, pois, caso contrario, x; seria uma singularidade e, portanto, teriamos
V (¢¢ (1)) =V (1) constante em ¢, contrariando a hipdtese de que V' é decrescente ao

longo das trajetérias fora de xg.

Figura 3.6: Demonstracdo do Teorema de Lyapunov II em R2. Fonte: Doering e Lopes (2016).

Como x; nao é um ponto de equilibrio, o Teorema garante que x; tem a
propriedade fluxo tubular (ver Apendice , ou seja, existe uma vizinhanca de z
contendo uma caixa na qual as trajetorias de f entram por um lado e saem pelo outro
(ver Figura [3.6).

Vamos escolher essa vizinhanga tubular de maneira conveniente. Ja que x1 € W

e x1 # xo, temos V (¢_. (x1)) > V (x1) > V (¢ (x1)), para qualquer € > 0 pequeno:
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fixamos a caixa de tal modo que os pontos ¢_. (1) e ¢. (x1) estejam nas faces extremas
de entrada da caixa e de saida da caixa, respectivamente.

Por continuidade de V/, é facil, entao, estabelecer que os valores de V' nos pontos
da face de entrada na caixa sdo todos estritamente maiores que os valores de V nos
pontos da face de saida da caixa. (Isso ocorre pois, por hipdtese, V' é necessariamente
decrescente.)

Por outro lado, como uma subsequéncia zj, = ¢y, (¥) converge a 1, a mesma
trajetoria por T passa infinitas vezes pela caixa; mas entre um tempo de saida da caixa
e o seguinte de entrada, V necessariamente decresce. Vemos entao que a trajetéria por
Z sai da caixa com valor de V' cada vez menor, pois estd se aproximando de x1, o que
acarreta uma contradigao. (Os valores de entrada deveriam ser maiores e ndo menores).

Isso prova que limy_, o ¢i(x) = xg, para qualquer x € Wy e, portanto, que o
ponto de equilibrio xg é assintoticamente estavel. [

Apresentamos a seguir um exemplo que utiliza do Teorema de Lyapunov - Parte

11 21).
Exemplo 22. Consideremos a equacio diferencial em R?
Y —z (@ - 1) -y

v=y@*+y*—1)+=x

que € associada ao campo f(z,y) = (z (2® +y* — 1) —y,y (z? + y* — 1) + ), temos em
(0,0) um ponto de equilibrio pois, f(0,0) = (0,0).

Se tomarmos V (z,y) = 3 (z* 4+ y*) em torno de (0,0) temos que
e V(0,0)=0 e V(x,y) >0, para qualquer (z,y) € R*\(0,0).
o V é diferenciavel e
(VV(2,9), f(z,9)) = ((z,y), (2" + 2y’ =2 —y,ya* + v —y + 7))

=(@*+y?) - (2 +y*—1).
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Temos que V' serd definida negativa somente no interior do circulo unitdrio, ou
seja

2yt <1=>V <.

Logo, para uma vizinhanga W da origem (interior do circulo unitdrio), pelo
Teorema de Lyapunov (Parte I1)[21]), podemos concluir que (0,0) é um ponto de equilibrio

assintoticamente estdvel do sistema.

Para ver mais exemplos utilizando o Teorema de Lyapunov (Parte I) e o Teorema
de Lyapunov (Parte II), consultar Apéndice [C|

A seguir temos uma ilustragao (ver Figura que evidencia a diferenga entre
uma func¢ao de Lyapunov e uma funcao de Lyapunov estrita. Essa representacao é o
grafico de V. Em ambas as partes, tracamos V' (z) versus a trajetéria de solucao x(t),
que se encontra no plano horizontal. Um equilibrio é o ponto critico do grafico da fungao

de Lyapunov V.

(a) (b)

Figura 3.7: (a) O equilibrio é (Lyapunov) estavel, uma vez que qualquer solugdo préxima nao pode
subir e pode apenas se afastar uma distancia limitada ditada por seu nivel de energia original. (b)
Para uma funcado de Lyapunov estrita, a energia das solu¢bes deve diminuir continuamente até zero,
cortando através de conjuntos de niveis de energia. O equilibrio é assintoticamente estavel. Fonte:
Alligood, et al. (1998).

3.1.1 Caso deterministico nao autonomo

A seguir temos algumas defini¢oes e resultados sobre solugoes limitadas, para

o caso deterministico. Aqui, evidenciamos novamente mais algumas defini¢bes para
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EDO(s), pois trata-se de definigoes adaptadas para o caso ndo auténomo que serao mais
lteis para serem comparadas com as definigoes para as EDE(s), topico abordado no
proximo capitulo. O objetivo é apresentar a ideia principal de como seria as definigoes
para o caso nao auténomo, entao nao serd feita nenhuma demonstracao. A partir dessa
segao seguimos o livro do Gard (1998) [7].

Seja f(t,x) continua em R", definida para todo t € [ty,T] e x € R™. Seja

x (t;to, xo) a solugao do problema deterministico de valor inicial definido a seguir

dz

= = f(t2), com z(to) = 7o, (3.6)

Essa solugao é limitada se existir uma constante 5 = (3 (o, xo) > 0, tal que
|z (t;to, x0)| < B, para todo t > t. (3.7)

A solugao é dita uniformemente limitada se J for independente de ty > 0 e

se para cada « > 0, existe uma constante 5, > 0, tal que

|z (t;to, o) < Ba, t > to, para todo tg, e |xo| < a. (3.8)

Figura 3.8: Representacdo de uniformemente limitado. Fonte: Elaboragdo Propria.
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Os seguintes resultados fornecem uma condigdo em termos de fungdes do tipo
Lyapunov para a limitagao de solugoes z(t) da equagao . As fungbes V nestes
resultados serdao assumidas como nao negativas e continuamente diferenciaveis em um
conjunto apropriado. As condigoes-chave nos teoremas do tipo Lyapunov sdo expressas
em termos da derivada de V' ao longo das curvas de solucao de ,

AV (t, z(t))
dt

=V'(t,x) = [aa‘t/ + V.V - f} (t, z(t)),

o que torna possivel sua verificagdo sem o conhecimento explicito de z(t).

Proposigao 23. Suponha parat > 0 e |x| > K, onde K ¢é constante, existe uma fungio

nao-negativa continuamente diferencidvel V (t,x) que satisfaz as condigoes
a) a(|z]) < V(t,x) < b(|z|), onde a e b sdo continuos, e a(r) — oo quando r — 0.
b) V'(t,z) <0.

Entao as solugoes de (3.6) sao uniformemente limitadas.

A prova desse resultado pode ser encontrada em Yoshizawa (1966) [19].

A seguir temos uma definicao de estabilidade mais geral para o caso deterministico
nao autéonomo e que pode ser visto como uma generalizacao dos conceitos ja vistos
anteriormente, mas agora para varias variaveis.

A estabilidade para uma solucao de equilibrio ou outra solucgdo escolhida de uma
equacao diferencial constitui um conceito qualitativo importante para aplicagoes. A
grosso modo, solucoes que comecam perto da solugao escolhida permanecem sempre
proximas a essa solugao particular para o tempo tendendo ao infinito. Mais precisamente,
considere a equagao diferencial e suponha também que f(¢,0) = 0, para todo t;
entdo z (t; ¢y, 0) = 0 é uma solucao de (3.6).

Esta solugao é dita estavel, se dado € > 0, existe um 6 = d(s,¢) > 0, tal que

para todos t > s > t,

|z(t;s,2)| < e, sempre que |z| < 0.
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Se, além disso, existir um § = §(s) > 0, de tal modo que
z(t;s,x) — 0 com t — o0, (3.9)

sempre que |z| < 0, entdo a solugao nula é assintoticamente estavel.

Se 6 (&) ndo é dependente de s, a estabilidade (estabilidade assintética) é uniforme.
Se (3.9)) vale para todos zg, entdo x(t) = 0 é referido como globalmente assintoticamente
estavel.

A seguir temos duas proposicoes, que sao generalizagoes dos Teoremas de Lya-
punov Parte I e Parte 11 e e que, por sua vez, podem ser vistas como um
caso particular do caso estocastico, que vamos tratar no proximo capitulo. Essas duas
proposi¢oes se encontram em Gard (1998, p.133) [7].

Seja U uma vizinhanca de origem em R™, e seja h : U — Ry = [0,00); se
h(0) =0 e h(x) > 0,z € U,z # 0, entao h é dito positivo definido. Além disso, h é

chamado definido negativo se —h é definido positivo.

Proposicao 24. Suponha, port > 0 e |x| < K, alguma constante K, existe uma fungao

continuamente diferencidvel V (t,z) que satisfaz as condigoes

(i) a(|z|) < V(t,z) < b(|z|) onde as fungoes a e b sao continuas e definidas positivas

em R,
(ii) V'(t,x) <O0.
Entao a solugdo nula de (3.6) é (uniformemente) estdvel.

Proposicao 25. Se as premissas da Proposi¢ao forem mantidas, exceto (ii) for
substituido por

(@) V'(t,x) < —c(lz]),

onde ¢ é uma funcdao definida positiva continua em R, entdo a solucao nula de (@) é
(uniformemente) assintoticamente estdvel. Além disso, se (i) e (ii’) valem para todo x,
e a fungio a que aparece em (i) também satisfaz a(r) — oo, com r — oo (V' € chamado

radialmente ilimitado), entao x(t) =0 é globalmente assintoticamente estdvel.






CAPITULO

4

Analise de estabilidade: caso

estocastico

Neste capitulo, analisamos o método de Lyapunov para o caso estocéstico, no
qual utiliza-se a féormula de It6, presente na Proposigao [9} Daremos aqui a prova de um
Teorema de Lyapunov para o caso estocdstico e mostraremos um Corolario que sera
util para a nossa aplicagao, presente no proximo capitulo.

A seguir teremos algumas defini¢bes importantes para analisar o método de
Lyapunov para o caso estocastico. Veremos que a partir da formula de It6, pode-se
fornecer uma expressao para a diferencial estocastica da funcao de Lyapunov aplicada a
uma solucao da equagao diferencial estocastica (EDE). Pode-se verificar que a partir da
nao positividade do “drift” desta expressao, pode-se concluir que a funcao de Lyapunov
aplicada a uma solucao ¢ um supermartingale. Na teoria de estabilidade estocastica,
existem outras defini¢oes de estabilidade, como pode ser visto no livro Mao (2007) [13],
aqui seguimos o livro do Gard (1998) [7].

Ao longo das proximas defini¢oes, considera-se o seguinte sistema estocastico,
sob condi¢oes que garantem a existéncia e unicidade de solu¢oes para problemas de
valor inicial:

dX(t) = f(t, X ())dt + G(t, X (t))dB(¢), (4.1)

25
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onde f : [ty,T] x R® — R™ é uma fun¢do continua, G é uma fungdo continua que
assume valores no espaco das matrizes n X m, para cada t € [to, T] e x € R"; f(t,x) e
G(t, x) sao pelo menos localmente Lipschitz em x e B = {B;} ¢ o movimento browniano
m-dimensional.

A defini¢ao de limitacao estocastica é de modo geral, analoga a defini¢ao para o
caso deterministico nao autonomo, presente na equacao . Para solugoes da equagao
(1), X(t) = X (t;to, mo) satisfazendo X (ty) =z, é estocasticamente limitado (ou
limitado em probabilidade), se para cada € > 0, existe um S, = B (tg, zo) > 0, tal
que

inf P(X(t)]<B)>1—e (4.2)

to<t<T

A definicao de limitacao estocastica uniforme é definida de forma analoga a
equagao : [ em depende apenas de x.

A limitacao estocastica implica que o processo nao exibe tendéncias para va-
lores cada vez maiores e que a frequéncia média de flutuacdes para grandes valores
nao aumenta com o tempo, ou seja, essencialmente, que grandes valores para X sao
observados com pouca frequéncia. Uma condigao suficiente para limitacao estocastica é
que para algum a > 0, E|X(¢)|* é limitada no intervalo [tg, T].

Assim como a estabilidade, a limitacao para solugoes de também pode ser

verificada através de uma funcao do tipo Lyapunov.

Proposicao 26. Suponha que exista uma fung¢do continua nao negativa V(t,z) com

derivadas parciais continuas OV /0t,0V/dx; e 0*V/0x;0x; que satisfaz as condigoes
(i) a(|z|) < V(t,z) < b(|z|), onde a e b sao continuas, e a(r) — oo com r — o0

(i) LV (t,z) <0, parat >0 e |x| > K, com K constante, onde

LV(t,x) = [88‘15/ +V,.V-f+ ;tr (GGTVM)] (t,x). (4.3)

Seja T = T 0 primeiro tempo de saida de {|z| > K} para a solugio X(t) de
com X (to) = xo,|zo| > K. Entao, para cada € > 0, existe um 5. = P (xg) > 0,

tal que
IP( sup | X(t)| < 66> >1—c.

to<t<rt

A prova desse resultado pode ser encontrada em Gard (1988, p.129) [7].
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Comparando a Proposicao com o resultado acima, observe que V'(t,x) é
substituido pela expressao LV (¢, x). Essa troca é necessaria por conta da férmula de

[t6. Sabemos que:

o & " 0%V
dv(t, X(t)) = +Z ZE:%Mk (t, X(#))dt
ot a i L= 27 Oy
= (4.4)
+Z 7 Zgw (¢, X (t))dB;(t),

para a fun¢do V com derivadas parciais continuas 9V/dt, 0V /dz;, e 9*V/0x;0x;.

A expressao presente na equagao (4.4) pode ser escrita de forma simplicada por

1
AV = Vit [TV, + St (GGTVM)] dt + VI GdB, (4.5)
onde
oV oV oV
Vi=—- va = \a53 """y a5 |
oot (8:)&1 83cd>
o%v . o%v

0x1011 0x10xq

o?V

W ey gy
Oz 4071 O0xy0zq

Quando escrevemos a equacao (4.5)) na forma integral e tomamos a esperanca dos
dois lados a integral de It resulta em zero, portanto o termo ftg VIGdB desaparece,
obtendo a esperanca da equagao (4.3]). Esse resultado é valido por conta da propriedade

de média zero vista na equacao (2.1)), no Capitulo , com isso temos que

T
IE( / V;TGdBu> ~ 0.
to

Considere agora, mais uma vez, a equagao estocastica (4.1)). Seja f e G satisfa-

zendo, além das condigoes ja mencionadas, que
f(t,0)=0 e G(t0)=0, paratodot > t.

Isso garante que a solucao de (4.1)) satisfazendo a condigao inicial X (tg) = 0

é a solugao identicamente nula X (¢) = 0, para todo t > ty. Nessas condigoes, temos
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as seguintes definigdes do conceito de estabilidade estocéstica (a desenvolvida por

Has'minskii, tem recebido a maior aceitagao).

Definicao 27. A solugio X (t) =0 € estocasticamente estdvel se para cada € > 0 e
S Z t()

lim P (Sup | X (t;s,2)| > 5) =0, (4.6)

20"\ [5.00)

onde X (t;s,z) denota a solugio de satisfazendo a condigcdo inicial constante
X(tg) = . Diz-se que a estabilidade é uniforme se o limite em (@ for uniforme em
s. Has’minskii usa a terminologia “estdvel em probabilidade” para (@, 0 que se
justifica ja que @ ¢ equivalente a condigcdo:

Para cada s > tg e €1, €9 > 0 existe 6 > 0, tal que

P (sup X(t5,2)] > ) <o, (47)

t>s
sempre que |x| < 9.

Por exemplo, na figura a seguir temos uma ilustracao para representar trés
possiveis trajetorias. Para as denotadas por X (¢;s,z,w) e X (t;s,2,w), temos que o
supremo da norma dessas trajetorias tem valor menor que ¢; (Ver Figura [4.1). Por

outro lado, o supremo da norma da trajetéria X (t; s, x,w) tem valor maior que &;.

R,

X (t:s: X W) |

€1 A,

IX (t;s:x;w)

to S t

Figura 4.1: Uma ilustracdo de trés possiveis trajetérias para | X (¢, s, z)|. Fonte: Elaboracao Prépria.
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Definicao 28. A solugio X(t) = 0 ¢é estocasticamente assintoticamente estdvel

se, além de satisfazer a condicdao presente na equacao ,

limIF’(lim X(t;s,7) :0> =1, s>t

x—0 t—00

e estocasticamente assintoticamente estdvel globalmente se, além disso,
P (tlim X(t;s,2) = 0) =1, para todo x € R"™.

Na proxima secao sera dado um exemplo que satisfaz essa definicao, que se

encontra no Coroldrio 31.1]

4.1 Meétodo de Lyapunov para EDE

No estudo de estabilidade, os teoremas estocasticos de Lyapunov podem ser
obtidos a partir de resultados deterministicos correspondentes substituindo V' pela
expressao LV dada por . A seguir apresentamos o teorema principal desse trabalho.
Antes de enunciar esse teorema, apresentamos um lema que serd necessario para a

demonstracao.

Lema 29. (Lema de Gronwall-Bellman) Sejam u(t) e v(t) fungées nao negativas e k

uma constante positiva, tal que para t > s,

u(t) §k+/stu(r)v(r)dr.

Entao,

t
u(t) < kexp {/ v (r) dr} :
A prova desse Lema pode ser vista em Dragomir (2002, p.2) [5].

Teorema 30. Suponha que para t > 0 e alguma constante K temos as sequintes

condicoes:
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(i) Eziste uma fungao continua V (t,x) que satisfaz, para |z| < K,
a(lz]) < V(t,z) < b(|z]),

onde as funcoes a e b sdo continuas e definidas positivas em R .

(ii) As derivadas parciais OV/0t,0V/0x; e 0*V/dx;0x; existem, sdo continuas e

LV (t,z) <0, (4.8)

para 0 < |z| < K, onde L € dado por (4.3).
Entdo a solugio X(t) =0 da EDE (4.1) € (uniformemente) estocasticamente estdvel.

Demonstragao:

Para qualquer 0 < r < K, seja

V.= inf V(tux);

r<|z|<K

com r > 0 e, pelo item (i), V. > 0.

Temos por hipétese que para |z| < K, a funcao V (¢, z) satisfaz
a(lz]) < V (¢, ) < b(|z]),

onde as funcgoes a e b sao continuas e definidas positivas em R,. Observe que V
nao necessariamente é diferencidvel em xz = 0. Para utilizar a féormula de It6 em
V(t, X (t)), precisamos garantir que X (¢) # 0. Sendo assim, para ¢ < |z| < r, considere
X(t) = X(t; s, x) solugao da seguinte EDE:

dX(t) = f(t, X(8))dt + G(t, X (t))dB(t),

com condicdo inicial X (s) = z (Ver Figura [1.2)).
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Figura 4.2: Demonstragdo do Teorema de Lyapunov para EDE. Fonte: Elaboracdo Proépria.

Seja 75 o primeiro tempo de saida de X (¢) de B, \ Bs (chamado de tempo de
parada), e seja

75(t) = 75 At = min {75,1}.

Para encontrar uma EDE para V(75(t), X75(t)), usamos a férmula de Ito.

Na forma matricial, temos

1
AV = Vit [TVe + 5 b (GGTvm)] dt + V' GdB,
e usando a formula de It6 com tempo de parada (Gard (1998), p. 104) [7], temos
75 (t)
V (rs(t), Xr(t) = V (5, X () = [ LV (1, X,) du
7s(t)
+ / VIG (u, X)) dBa.
Pelo item (ii), temos que
75(t)
V(ms(t), Xro(t) = Vs, X(9)) < [ VIGlu, X.)dB.

Pela condicao vista no Capitulo [2] (ver equagao (2.1))), sabemos que

T,s(t)
E(/ V;G(U,Xu)dBu> — 0,
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e, portanto,

E |V (rs(t), X75(t)) = V(5. X(5))] <0,

e assim

E[V(7s(t), X75(1))| < V(s,), (4.9)
parat >sed < |x| <7
Adiante mostraremos que

P(7s(t) — 7-(t), quando § — 0) =1,

onde 7, é o primeiro tempo de saida de X () da bola de raio r sobre a origem (chamado
de tempo de parada), e
7,.(t) ;== 7. ANt = min{7,,t}.

Sendo assim, fazendo 0 — 0 na equagao (4.9)) temos que
E[V(r(), X (7:(1)))] < V(s,2),

parat >se 0 < |z| <.

Seja A := {w € Q : SUPycy<q ) [ X (0)] > 7“} C €, temos que

E(V(Tr(t),XTr(t))> _ /Q V(. (1), X7 ())dP.

> /A V (1,(t), X7,(1)) dP

> inf V(t,2)P(A) = V, - P(A).

r<|z|<k
Com isso, temos que
1
P(4) < FEV (1), X7:(1)) < - V(s, 2).
Fazendo t — oo segue que

P (Sup | X (u)| > 7“) < iV(s,:z:).

s<u r
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Como V(s,0) =0 e V(s,x) é continua em z, segue que
V(s,x) — 0 quando = — 0,

e assim

P (sup | X (u)| > 7“) — 0, quando =z — 0,

s<u
que ¢ o que garante a estabilidade estocastica em x = 0.

Agora, resta mostrar que
P(75(t) — 7-(t), quando 6 — 0) = 1.

Note primeiramente que P (75(t) < 7.(t)) = 1.
Se mostrarmos que P (75(¢) < 7,(t)) — 0 quando § — 0, entdao temos que para

quase toda trajetéria iniciada em x existe ; > 0 suficientemente pequeno, tal que

751 (t) =Tr (t)a

e, portanto, 75(t) = 7,.(t) para todo § < 0, (Ver Figura {4.3)).

Figura 4.3: Demonstragdo do Teorema de Lyapunov para EDE. Fonte: Elaboracdo Proépria.

Para isto mostraremos que

P(75(t) < 7.(t)) < — k=), (4.10)
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com condic¢ao inicial z # 0.

Para provar a equacao (4.10) considere o processo
Y(t)=|X ()", com 8 € R.
Utilizando a férmula de Itd, pode-se verificar que
75 (t)
E(Y(Tg(ﬂ)) < |zff + kE/ Y (u)du
5

(ver Khasminskii (2011, p.150) [10]).

Como u = 75(u) para u < 75(t), podemos escrever

E(Y (75(1))) < ||’ + k]E/”(t) Y (75(u)) du

=0

Aplicando Bellman-Gronwall (Lema em E (Y (75(+))), com v = 1, temos
E(Y (75(1))) < || ).

Como Y (t) = | X (¢)|?, segue que
E|X (75(1)))” < |2|7e"),

com 3 € R.

Por outro lado,

P (rs(t) <7 (t)) =P (| X (7s(t) [< 0)

1 1
:P<|X(Té(t)! >5>

< (1) E(x ).

A ltima desigualdade é verdadeira por conta da desigualdade de Markov,

presente no Capitulo , mais especificamente, na equagao (1.1)).
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Com isso, temos finalmente que

tomando § = —1.

Teorema 31. Suponha que as suposi¢oes do Teorema [3( se mantenham, exceto que
(@ ¢ substituido por
LV(t,x) < —c(|z|) (4.11)

onde a funcao c é continua e definida positiva em R, . Entdo a solugao nula de éa
estocasticamente assintoticamente estavel. Além disso, se essas suposigoes sao satisfeitas

para todo x # 0 e a funcao a que aparece no teorema acima também satisfaz
a(r) — oo,  quando r — 00,

entdo X (t) = 0 € estocasticamente assintoticamente estdvel globalmente.

A demonstragao desse teorema pode ser encontrada em Gard (1998, p.137) [7].
Aqui, optamos por nao provar esse teorema por conta da prova ser bastante técnica
com relagdo ao tempo de parada. Por outro lado, apresentamos a seguir um resultado,

que é uma consequéncia desse teorema, que permite fazer algumas aplicagoes.

Corolario 31.1. Considere a equagdo escalar nao autéonoma
AX () = f(t, X (0))dt + g(t, X (1)) dB(2), (1.12)

onde estamos supondo que além das condigoes de existéncia e unicidade, as funcoes f e

g satisfazem a sequinte condi¢io (para algumas constantes a e b):

flt,x) = azx + f(t,m)

(4.13)
g(t,z) =bx + g(t, z),

com

lim + =0, wuniformemente em t.
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Entao a solugao X(t) =0 de ¢ estocasticamente assintoticamente estdvel
localmente se

1
-~ <.
7y

Demonstragao:
De fato, considere a fungao V(z) = |z|*, para k > 0 e |z| > 0.

Sabemos que

LV(t,z) = 88‘; + V.V f+ ;tr (GGTVZEI)] (t, ). (4.14)

Para a nossa escolha de V', temos entao

LV (z) = [0+ klz|" ' f + ;92]6(]6 — 1)|zF2.

A partir da equagao (4.13)), obtemos

LV (x) = [k|x|k_1 <am + f(t, x)) + ;(bx + g(t, x)) k(k — 1)|x|k_2]]

f(t x)

X

+ ;(k; —1) <bx + g(t, x)) x_Q] k|ax|®

= [a + (z;x) + ;(k: -1) ((bx)2 + 2bzg(t, ) + (9)*(t, :L'))x_Q] k|z|F

(t,2) O (OB )

_|_7
x 2

:[&—l— - 5

_P+f%@+<§_D<y+%¢mw+@vwmﬂMﬂk

- [a . ft,z) bk L kgt x) | k(g)(ta) B bgltr) (Q)Q(t,x)]mﬂk
x 2 T 222 2 x 202
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fo- B L) G (10) | @) () | )]

2 T 2 212 x 22

fom G L) B () D]

92 T 2 T 212

Como k pode ser escolhido tao pequeno (préximo de 0) pois temos que

o D] Jgtt,)
2|0 |z ||

=0,

presente em (4.13)), podemos notar que

'f(t,x)

Y

z T 212

1 bg(t g(t 1

em B,\{0}.

Com isso temos que:
o As derivadas parciais de V' existem e temos que
LV (z) < —ck|z|®, (4.15)

onde h(|z|) = ck|z|¥, continua e positiva definida no R,. No Teorema , héa
funcao procurada para (4.11)).

o Ainda temos que vale
V(t,x) = [z, (z #0,k>0),

Tomando a(|z]|) = b(|z|) = |z|*, logo a e b sdo fungdes continuas e assumem

valores positivos.
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Observacao 31.1. Para o caso particular com a equagdo linear correspondente,
dX(t) = aX(t)dt + bX(t)dB(t), (4.16)

com f =0eg =0 para qualquer x (inclusive x — 00), a andlise anterior resulta
em valendo para todo x # 0. Como V (z) = |z|¥ € radialmente ilimitado, pode-
se concluir que X (t) = 0 € estocasticamente assintoticamente estdvel globalmente se

(a — 3b*) <0, pela sequnda parte do Teorema .

Note que é possivel encontrar a solugao de (4.16)), assim como foi feito no Capitulo
(ver equacgao (22.6))). E utilizando um processo de limite (apresentado no Capitulo [2]) é
possivel mostrar que a solucao dessa EDE tende a 0, quando t — oo independente da

condicdo inicial se (a — £b%) < 0.



CAPITULO

5

Aplicacao em um modelo de

crescimento populacional

Um caminho para se estudar o crescimento de populacoes, considerando sob
a dindmica influéncias externas de natureza estocastica é a modelagem por meio das
equagoes diferenciais estocasticas (EDEs). As EDEs surgem quando se incorpora a uma
equagao diferencial ordinaria um "ruido". Os efeitos do ruido estdao sempre presentes na
dindmica de populagoes reais e surgem de diferentes origens, tanto por conta de uma
forca externa ou variacdo de um ou mais parametros do sistema, devido as incertezas.

O estudo dos ambientes estocdsticos é importante, pois eles sdo mais comuns
nos ecossistemas. Muitas vezes, a dinamica de populagoes esta sujeita a influéncias
externas, tais como fatores ambientais ou interagao com outros sistemas dindmicos e
é muito comum que estas influéncias tenham natureza estocastica. Fatores climaticos,
por exemplo, resultam da dindmica cadtica da atmosfera, sendo, portanto, um fator
estocastico.

Neste capitulo, apresentamos um modelo de uma EDE para o crescimento popu-
lacional, proposto em Lungu e Oksendal (1997) ([12]). Inicialmente, temos o modelo
classico de crescimento populacional, representado pela equacao diferencial logistica

(modelo deterministico). Porém, como a taxa de crescimento de uma populagao, em mui-
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tas situagoes, esta sujeita a flutuacoes aleatorias, apresentamos o modelo representado
pela equagao diferencial 16gistica estocéastica, sob uma analise qualitativa.

Um modelo classico de crescimento populacional em um ambiente superlotado
(deterministico) é dado pela equagao diferencial logistica a seguir, na qual o tamanho

da populagao no tempo t é a solucao dessa equagao.

dX
L X, (K—X,); t>0

dt (5.1)

onde r € R, K > (0 sao constantes.

A constante K é chamada de capacidade de carga do ambiente para essa po-
pulacdo. A capacidade de carga de um organismo em um determinado ambiente é
definida como a populagao maxima desse organismo que o meio ambiente pode sustentar
indefinidamente. A constante r é a taxa de crescimento.

Varios fatores podem alterar a taxa de crescimento de uma determinada po-
pulacao. Sendo assim, em muitas situagoes, a taxa r nao é constante, mas sujeita a
flutuagoes aleatérias. Suponha que a constante r seja estocasticamente perturbada, ou
seja

r— 1+ pu(t),
onde w(t) é o ruido branco, definido no Capitulo [, na Secdo 2.2, e 3 representa a

intensidade do ruido. Entao este sistema ambientalmente perturbado pode ser descrito,

formalmente, pela equacao diferencial logistica estocastica dada por

dXt = T’Xt(K - Xt>dt + BXt(K - Xt)dBt, ( )
5.2
Xo = o,

frequentemente usada como modelo para o crescimento de uma populagao de tamanho
X .

Podemos notar que a EDE tem os seguintes campos:
f(z) =rKz + f(x), onde f(x) = —ra?; (5.3)

9(z) = BKz + g(z), onde g(x) = —Bz* (5.4)
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e f(0) = g(0) = 0. Assim temos

. lrﬂa:)\ ) \g(xﬂ} L 655)

z|—0 | |x] ||

e, portanto, pelo Corolario BI.1], temos que a solugdo X; = 0 é estocasticamente
assintoticamente estével localmente se (rK — £(8K)?) < 0, ou seja, para um tempo
muito grande se estivermos com uma populagdo com uma condicao inicial suficientemente
proxima de 0 e (r — % (%K) < 0, essa populagao pode ser extinta com probabilidade 1,
quando t — oo.

Ainda vale observar que a trajetéria com condicdo inicial x nao vai "tocar'a
trajetoria X; = 0 por conta do Teorema da Existéncia e Unicidade e que dependendo
da condicao inicial, a solucdo X; = 0 ndo é estocasticamente assintoticamente estavel,
mesmo que (rK — 3(8K)?) < 0.

A partir dos resultados encontrados na aplicacao apresentada, foram realizadas
simulacoes de graficos que exemplificam a dindmica estocastica da populagao, com
utilizacao de programacao no programa Matlab. A figura [5.1| representa o algoritmo no
software.

O método utilizado para gerar os graficos foi o método de Euler-Maruyama, que é
uma extensao do método de Euler, conhecido por ser um método numérico desenvolvido

para resolver equacoes diferenciais estocasticas.
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function EulerMaruyama

%This function applies the method of Euler-Maruyama for solving the
Zstochastic differential equation: d¥X(t)= rX(t)(K-X(t))dt +
HsigmaX (t) ) (K-X({t))du(t)

r=-8.85;%growth rate

K=3;%Carrying capacity

sigma=0;%stochasticity coefficient

T=18 ¥time for simulation

N=58@;%number of steps in the grid

dt=T/MN;%small intervals of time

x@=5;%initial condition

X=x8;¥state vector
Xvector=x8;¥list of state vectors

for t=1:N
%this loop shall repeat until we achieve the end of the simulation
X=X + r*XF(K - X)¥dt + sigma*X*(K - X)*sgrt(dt)*randn;¥ the SDE
Xvector=[Xvector,X];¥save current simulation

end

time=@:dt:T;
plot(time, Xwecteor)
hold on

ylim([e,2e]};
x1im([e, 1@]1);

end

Figura 5.1: Algoritmo do método de Euler-Maruyama no software Matlab.

Destaca-se que essas simulagoes sao aleatérias, pois com os mesmos parametros
podemos gerar diferentes graficos, por conta do movimento browniano. Seguem alguns

comentarios particulares das analises feitas:

1. Seja K =10 e r = 0,5 temos que:

Caso 1: para g = 0; 15,
1 2
0,5 — 5(0, 15)%10 > 0.

Caso 2: para 8 = 0;5,
1
0,5— 5(0, 5)%10 < 0.

Com isso, pode-se notar que, nesse caso, um ruido maior trouxe estabilidade para

o problema, com esses valores.
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7 ]II T T T T
J'3:0,5
—3=05 | ]
3=0,15
— 3=0,15
Wﬁvﬁ.\
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.2: Para § = 0,5, a solugao X; = 0, com ¢ = 0,2 e xg = 4, apresenta um comportamento
assintoticamente estavel. Fonte: Elaboracao Propria.

2. Sejar =0,45, 8 =0,15 e xg = 2, temos que:

Caso 1: para K = 10,
1 2
0,45 — 5(0, 15)°10 > 0.

Caso 2: para K = 45,
1
0,45 — 5(0, 15)%45 < 0.

Com isso, pode-se notar que, nesse caso, a capacidade do ambiente sendo maior

traz estabilidade para o problema, com esses valores.
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Figura 5.3: Para K = 45, a solugdo X; = 0, com zy = 2, apresenta comportamento assintoticamente
estavel. Fonte: Elaboragao Prépria.

Além disso, mantida as mesmas condi¢oes que garantiram a estabilidade local
(r =0.45, 8 = 0,15 e K = 45) e alterando apenas a condi¢ao inicial, temos o

seguinte grafico:

50
N )(0:50 ||
)(0:30
40 X,=20
)(0:;5
X =
0
30 X,=2
20 ¢
10
0 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.4: Para z(y = 2, a solugdo X; = 0 apresenta comportamento assintoticamente estavel. Fonte:
Elaboragao Prépria.

Sendo assim, como a aplicagdo garantia a estabilidade apenas localmente (ou seja,
para um valor suficientemente perto do 0), ji era de se esperar que ao alterar

apenas a condicao inicial, a estabilidade fosse alterada.
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E interessante notar que para uma condicdo inicial menor, sob essas condicdes, a
populacao tendera a crescer e ficar em torno de 45, que é o valor de K. Mas, para
uma condicao inicial maior, a populacao tende a diminuir e ficar em torno de
45, ou seja, o tamanho populacional esta restrito ao valor de K, podendo variar
um pouco quando atinge a capacidade de carga, flutuando abaixo e acima de seu

valor.

3. Seja K =10, 8 =0,15 e o = 9, temos que:
Caso 1: para r = 0; 5,

1
0,5 — 5(0, 15)%10 > 0.

Caso 2: para r = —0; 5,
1
—0,5 — 5(0, 15)%10 < 0.

Podemos observar que, nessas condigoes, a taxa de crescimento negativa trouxe

estabilidade para o problema, com esses valores.

30 . . :

r=0,5
r=-0,5

25

15

10

0 1 1
0 0.5 1 1.5 2

Figura 5.5: Para r = —0, 5, a solucao X; = 0 apresenta comportamento assintoticamente estavel. Fonte:
Elaboragao Prépria.

Solugoes de equagoes diferenciais, ordinarias ou estocéasticas, podem explodir em

tempo finito, o que significa que as trajetérias divergem para infinito em tempo finito.
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Por exemplo, a fungao f(t) = Tt < 1, explode em ¢t = 1. Da mesma forma, a

solugdo z(t) para a equagao diferencial ordinaria

1
t

da(t) = (1+2°(t)) dt, x(0) =0

explode. De fato, considere a solugao x(t) = tan(t), que se aproxima do infinito quando
t se aproxima de 7/2. O tempo de explosao é 7/2.
Com relagao ao modelo de crescimento populacional podemos analisar se
tem explosao ou nao dependendo dos parametros. Lembrando que como X; denota o
tamanho da populagao, estamos interessados apenas nas solugoes positivas.
Sendo r > 0 e, com isso, rK > 0, a Equacao tem a solucao global
rk

X, = £>0),
YT or e K (rK — 1) Jag ( )

que é positiva e limitada, e além disso, tem a propriedade assintotica de que lim;_, X; =
rK/| —r| =K.

Seja, por exemplo, os parametros K = 20,7 = 0.25 e xg = 100, temos o seguinte

grafico:
100
X.=2

80 Xo= 100

60

40 1

20 ///

0 L L L L
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Figura 5.6: Propriedade assintética do modelo EDO, visto em ({5.1]), com os pardmetros K = 20,7 = 0.25.
Fonte: Elaboracao Prépria.
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Note que K é a cota superior que é aproximada, mas nunca excedida, por
populacoes crescentes comecando abaixo desse valor. Além disso, quando tem mais
individuos que a capacidade, nota-se que a populagao tende ao valor de K.

Em contraste, se considerarmos r < 0, temos que rK < 0, entao a Equacao
tem apenas a solucgao local

rkK

X; = 0<t<T),
YTt e K (rK — 1) [0 ( )

que explode ao infinito no tempo finito:

T:_lln(—mo)_

rK —rxg

Situagoes similares podem ocorrer com solugoes para as EDEs, exceto que o
tempo de explosao serd aleatorio. As solugdes podem ser consideradas até o momento
da explosao.

Um fato interessante para as EDEs, que é um resultado que chama atencao e
aparece no artigo Mao et all (2002) [I4], nos diz que com probabilidade 1, a solucao da
Equacao nao tem mais explosao em um tempo finito mesmo para r < 0, desde
que S > 0. Em outras palavras, o ruido ambiental estocéstico suprime a explosao

deterministica. Resumindo,
(i) quando r < 0 e = 0 a solugdo explode no tempo finito t = T’;
(ii) quando B > 0 (ndo importa quao pequeno), a solugdo nao explodird em um tempo
finito.

Seja, por exemplo, parametros K = 3,7 = —0.05 e zy = 5. Calculando o valor

do tempo de explosao T para o caso deterministico, obtemos:

1 0,05.5
T—— 1 ) ~ 6, 1086
3.(—0,05) (3.(—0,05) n 0,05.5) D

ou seja, para esses valores a solucao explode no tempo finito 6, 1086.

Mantendo o mesmos parametros para o caso estocdstico, ndo importa quao
pequeno seja 3 > 0, a solu¢do nao explode em um tempo finito. A Figura a seguir
deixa claro que para 3 = 0 a solucao explode em, aproximadamente, 7' = 6, 1086 e para

diferentes valores de 5 > 0, a solu¢ao nao explode mais.
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22_ T T T T O

20

18
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Figura 5.7: Riido suprime explosdo. Fonte: Elaboracdo Prépria.



Consideracoes finais

Nessa dissertagao apresentamos um estudo qualitativo, envolvendo os conceitos
de estabilidades e o método de Lyapunov, para o caso deterministico e para o caso
estocéstico, e ainda evidenciamos uma aplicagao em um modelo de crescimento popu-
lacional. E importante destacar que existem artigos que possuem mais resultados e
aplicagdes em relacao a func¢ao de Lyapunov, como, por exemplo, andlise de estabilidade
estocastica em modelos epidémicos. Dentre estes trabalhos, podemos destacar os artigos
de Zhao e Jiang (2016) [20], Zhao et all (2015) [21] e Jiang et all (2010) [9], que podem
servir de inspiragao para trabalhos futuros com andlise de estabilidade via fungoes de

Lyapunov.
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APENDICE

A

Regras da formula de 1to

Iremos dar uma interpretagao para as regras dt X dt = dt X dB; = dB; X dt =
0 e dB; x dB; = dt que aparecem na férmula de Itd, presente na Proposicao [9
Para isso, precisamos lembrar que a sequéncia X,, converge para X em média

quadrada (ou L?) se

lim E[\Xn - X\Q] = 0. (A.1)

n—o0

Pensando no intervalo de 0 até ¢, podemos subdividir esse intervalo em n

subintervalos de medida At, ou seja

(A.2)

tO tl tg tn

Figura A.1: Representagio dos subintervalos. Fonte: Elaboragdo Proépria.

Para provar a primeira regra dt x dt = 0, representamos dt? na sua forma integral

que pode ser escrita sob a forma de um limite devido ao subintervalos criados em (|A.2]):

t n
at? = [ ds* = m 3" A8,
k=1
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Assumindo que fot ds* = 0, temos devido a equacdo (A.1)) que

nh_}r&EU STAL - oﬂ — 0.

=1

Portanto, temos

n n 2 n 2 n 2
dim, > Aty = ,}LIEOEKZ Ati) ] = Jim, (Z Ati> =i, (Z (t)2>
k=1 k=1 k=1

2 2
t t?

= lim (n()2> = lim <> = 0.
n—oo n n—oo n

Para provar a segunda regra dt x dB; = dB; x dt = 0 representamos dB;dt na
sua forma integral que pode ser escrita sob a forma de um limite devido ao subintervalos

criados

t n n
dBtdt = /0 stdS = TlIL)IEO kgl ABtkAtk‘ = nh~>ngo Z(Btk — Btk_l)(tk’ — tk-_l).

k=1

Chamando z, = AB;, Aty e X,, = >j_ x temos

lim Z AB;, Aty = hm Zxk hl{}o X,.

n—oo

Assumindo que fg dB,ds = 0, temos devido a equacdo (A.1)) que

71113301@“ ;A:ﬁk . oﬂ —0.

Portanto, temos
t n 2 n n
. . 2
: stdSZJL%E[(ijk) ] =J;%E[ka+22 .

n n k—1
= lim E[Z(ABtkAtk +23° 3 AB, Al AB, At ]
k=1

n— oo
k=1 j=1

n n k-1
= lim [Z E[AB} |At; +2Y > E[AB, Aty]AB, At; ] = lim Z E[AB} Aty
k=1

n—oo n—oo
k=1 j=1
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pois como ja visto o movimento browniano tem incrementos independentes e, portanto

Continuando
lim ;E[ABfk]Ati = lim ];Atkmi = lim ;Ati =

e note que para n = 1, temos At = 1 e At? = 1, para n = 2, temos At = 0,5 e
A0,5% = 0,25, para n = 8, temos At = 0,125 e At3 = 0, 015625, portanto, vemos que
lim,, o0 Yo7_; At3 estd convergindo para 0.

Para provar a terceira regra B; X B; = dt, representamos B? na sua forma

integral que pode ser escrita sob a forma de um limite devido ao subintervalos criados
t n
2 _ 2 _ 1 2
B2 = /0 dB? = lim ;ABtk.
Assumindo que fj dB? = t, temos devido a equacio ‘} que

JLI{}OE[<§: ABZ — tﬂ — 0.
k=1

Portanto, temos

/ dB? = lim E[(ZAB )21 :T}L%El(ZABEk)2+t2 —QtZABfk]
k=1

k=1 k=1

n n n—1
:JL%E[Z Bfk+QZZABkaBfk+t2—QtZABtk],
k=1

k=1 j=1 k=1

como E[AB}] = 3At? e E[AB?] = At temos

n n—1
= lim [SZAtk—I—QZZAtkAt +t2—2tZAtk]

k=1 j=1 k=1

n n—1 n n n—1
= lim 32At2+QZZAtkAt+t2 2t2]:hm [32() 222”—#1

n—oo
L k=1 k=1 j—1 k=1 k=1,—1 1T

12 —1) t? 12 1
= lim 3n+2(”2>—t21 = lim [3+<1—>t2—t2] = [0+(1-0)t*—t*] = 0.
n—o00 n

n n—oo n







APENDICE

B

Fluxo tubular

O fluxo tubular ou laminar, a grosso modo, é formado por uma familia de retas

paralelas que passam por um “tubo”.

Figura B.1: Um fluxo laminar em R®. Fonte: Doering e Lopes (2016).

Dizemos que o fluxo do campo constante f é laminar ou tubular, pois todas as
trajetérias que estdo no hiperplano afim y; = ¢ estardo no hiperplano afim y; = ¢ + ¢,
ap6s decorrido o tempo t. No caso tridimensional, o retrato de fase do fluxo laminar f
¢ descrito pela Figura

Em geral, dado um campo f : E — R" dizemos que o ponto zy € E tem a

propriedade do fluxo tubular se o campo de vetores f, na vizinhanca de x4, é dado por
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f, a menos de uma mudanca de coordenadas, ou seja, o campo f em xo é localmente
diferenciavelmente conjugado ao campo constante f na origem de R™.

Mais precisamente, o ponto xy € E tem a propriedade do fluxo tubular se
existem uma vizinhanca U C FE de x(, denominada vizinhanca tubular de xy, um aberto
W C R™! uma constante r > 0 e um difeomorfismo g : U — (—7r,7) x W que conjuga
o fluxo ¢, de f em U localmente com o fluxo 1, do campo constante f (y1, s, ..., Yn) =

(1,0,...,0) em (—r,r) x W, ou seja, vale

Y(t,g(x)) = g(o(t, ),

com quaisquer x € g~ ({0} x W) e |t| < r. Note que numa vizinhanga tubular U nao

pode haver singularidades do campo.

g k:
(- ;

Figura B.2: Um fluxo tubular no plano. Fonte: Doering e Lopes (2016).

No caso do R?, se zy tem a propriedade do fluxo tubular, existe uma faixa
retangular U = ¢! ([-1,1]*) = ¢ '([-1,1] x [~1,1]) contendo x( tal que ¢(z) =
g7 (¥(g(x))), com quaisquer x € g~ ({0} x W) e [t| < r. As trajetérias descritas pelas
solugoes de ' = f(z) entram por um lado da faixa e saem pelo outro lado da faixa,
a0 passo que os outros dois lados dessa faixa sao constituidos por duas trajetérias do
sistema. Na Figura (B.2]), mostramos um pequeno pedaco do retrato de fase de 2’ = Ax,
no caso de A € M(2) ter um autovalor real positivo e outro negativo. As figuras nos
dois pedagos de espacos de fase sdo as mesmas a menos de uma distorcao definida pelo

difeomorfismo g que os conjuga. Note que a propriedade do fluxo tubular vale apenas
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na faixa hachurada e que a vizinhancga tubular U nao pode ser tomada arbitrariamente

grande, pois nao pode conter a origem do plano.

Teorema 32. (Teorema do Fluzo Tubular). Seja f : E — R™ um campo de classe C*
no aberto E C R™. Se xg € E nao é um ponto de equilibrio, entdo xy tem a propriedade

do fluxo tubular.

A demonstragao desse Teorema pode ser encontrada em Doering e Lopes (2016,
p.178) [4].

Observe que, se xg tem a propriedade do fluxo tubular, entdo o campo f restrito
a uma vizinhanca U de x( é sempre integravel. O teorema acima afirma, portanto, um
fato muito importante: localmente, em torno de um ponto xy que nao é de equilibrio,

qualquer sistema é integravel.






APENDICE

C

Exemplos do Método de Lyapunov

(EDO)

Exemplo 33. Consideremos a equacio diferencial em R?

que € associada ao campo f(x,y) = (y, —senx), temos em (0,0) um ponto de equilibrio
pois, f(0,0) = (0,—sen0) = (0,0).

Se tomarmos

2
Vi(z,y) = 5+ 1 — cosz,

em torno de (0,0) temos que

e V(0,0) =0 e V(x,y) > 0 para qualquer vizinhanga suficientemente pequena da

origem tal que (x,y) # (27r,0) para r € Z\{0}.

o V € diferencidvel e VV (x,y) = (senz,y) logo,

(VV(z,y), f(z,y)) = ((senz,y), (y, —senx)) = senxy — ysenz = 0.

91
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Logo, pelo Teorema de Lyapunov (Parte I) podemos concluir que (0,0) é um

ponto de equilibrio estavel do sistema.

Exemplo 34. Consideremos a equacdo diferencial em R?

r =1
y' =-—r—-2y

que € associada ao campo linear f(x,y) = (y, —x — 2y), temos em (0,0) um ponto de
equilibrio pois, f(0,0) = (0,—0 — 2.0) = (0,0).
Se tomarmos
V(z,y) =a*+y?
em torno de (0,0) temos que
e V(0,0)=0 e V(x,y) >0 para qualquer (z,y) € R?\(0,0).

o V € diferencidvel e
(VV(z,y), f(z,9)) = ((22,2y), (y, —x — 2y)) = 2zy — 20y — 4y* = —4y* < 0.
Logo, pelo Teorema de Lyapunov (Parte I) podemos concluir que (0,0) é um
ponto de equilibrio estavel do sistema.

Exemplo 35. Consideremos a equacio diferencial em R?

= 2yxr — 23

y =—x
que € associada ao campo f(x,y) = (2yx — 3, —x?), temos em (0,0) um ponto de

equilibrio pois, £(0,0) = (2.0.0 — 02, —0%) = (0, 0).

Se tomarmos V (x,y) = 2% + 2y* em torno de (0,0) temos que

e V(0,0)=0 e V(z,y) >0 para qualquer (z,y) € R*\(0,0).
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o V € diferencidvel e

(VV(z,y), f(z,y)) = (22, 4y), (2y2 — 2*, —2%))
= 4oy — 22" — da?y = —22* < 0.

Logo, pelo Teorema de Lyapunov (Parte I) podemos concluir que (0,0) é um

ponto de equilibrio estdvel do sistema.

Exemplo 36. Consideremos a equagdo diferencial em R?
¥ =—y—a3
Yy =x—y

que é associada ao campo f(z,y) = (—y — 23,z — y3), temos em (0,0) um ponto de

equilibrio pois, f(0,0) = (=0 — 03,0 —0%) = (0,0).

Se tomarmos V(x,y) = 2% + y* em torno de (0,0) temos que
e V(0,0)=0 e V(z,y) >0 para qualquer (z,y) € R*\(0,0).

o V € diferencidvel e

<VV<£L‘,y), f(xvy» = <(2$, 23/)7 (_y - CC3,33' - y3>>
= 2y — 22* + 2yx — 2yt = —22* — 29* < 0,

para qualquer (z,y) € R?\(0,0).

Logo, pelo Teorema de Lyapunov (Parte 11) podemos concluir que (0,0) é

um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel do sistema.
Exemplo 37. Consideremos a sequinte equagdo diferencial em R?
¥ =—y—ad

y=z-y-—y’

que € associada ao campo f(x,y) = (—y — 23,z —y —y®), temos em (0,0) um ponto

de equilibrio pois, f(0,0) = (=0 — 03,0 —0%) = (0,0).
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Se tomarmos a fungio V(x,y) = 2* +y*, onde V associa cada ponto (z,y) € R?

ao quadrado de sua norma, temos que:
e V(0,0) =0 e V(x,y) >0 para todo (x,y) € R*\(0,0).

o V é uma fungdao diferencidvel e,

<VV(:U,y), f(xa y>> = <<2.§C, 2y)7 (_y - .T3, rT—=Y— y3)>
= —2xy — 22* + 2zy — 2y? — 2yt = —22* — 2% — 2t

Vemos que, para qualquer vizinhanga U de (0,0) e qualquer (z,y) € U\{(0,0)}
temos que

—2z* — 22 — 2yt < 0.

Logo, pelo Teorema de Lyapunov (Parte 1) podemos concluir que (0,0) é

um ponto de equilibrio assintoticamente estavel do sistema.
Nos proximos exemplos, utilizara o seguinte resultado:

Proposicao 38. Se xy e um ponto critico isolado que € um ponto de minimo local
estrito da fungao U : E — R, entao xy € um ponto de equilibrio assintoticamente estdvel

do campo gradiente f = —VU em F.

A demonstracao desse resultado se encontra em Doering e Lopes (2016, p.216)

.

Exemplo 39. Defina U (x1,22) = 7 (1 + 1) + 23. Sabemos que U € de classe C* em
R? e que
VU (x1,22) = (21 (2 4 321) , 222) ,

de modo que f (z1,79) = (=21 — 323 — 2x3) é 0 campo gradiente associado a U.
Os tinicos pontos de equilibrio de f sio a origem (0,0) de R? e (—%, O) ; esse ponto
critico de U ndo é extremo mas o primeiro € um ponto de minimo local nao-degenerado

de U, pois a matriz hessiana das derivadas parciais de sequnda ordem

2 0
0 2
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¢ positivo definida, ou seja, seus dois autovalores sao estritamente positivos.

Logo, (0,0) é um ponto de equilibro assintoticamente estavel de f pela Proposicio

(38,

Figura C.1: O gréfico e as curvas de nivel de U. Fonte: Doering e Lopes (2016).

Exemplo 40. Defina U (x1,25) = x — 223 + 22 + 23 = 22 (z, — 1)> + 22. E claro que

U é de classe C? em R? e que
f (fﬂl,xz) =-VU (331, 1'2) = (-21}1 (.1'1 — 1) (21‘1 — 1) y —25[)2),

€ o campo gradiente associado a U, cujas unicas singularidades sao as pontos

0,0), (1,0 ¢ (;0)

Nesse caso, (0,0) e (1,0) sao pontos de equilibrio assintoticamente estdveis para
o campo f, pois a matriz hessiana de U € positivo definida nesses pontos; no ponto (%, 0)
nao temos essa propriedade, logo nao podemos afirmar que esse ponto é de equilibrio
estavel.

Como (%,O) ¢ um ponto de sela para U e o campo gradiente de U deve ser

normal as curvas de nivel de U, podemos deduzir que o retrato de fase de f = —VU

perto de (%, O) € uma versao nao-linear do comportamento de uma sela. Assim, (%, 0)
nao € um ponto de equilibro estdvel. O grifico de U é apresentado na Figura[C 1] e a

descrigao global do retrato de fase dessa equagao ' = f(z) € dada pela Figura .
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Figura C.2: O retrato de fase de —VU. Fonte: Doering e Lopes (2016).

Podemos, também, concluir que (0,0) e (1,0) sdo singularidades assintoticamente
estaveis e que (%, O) ¢ uma singularidade instdvel de f = —VU de uma outra forma,

usando os autovalores da derivada D f nessas singularidades. De fato,

-2 0 1 1 0
Df(0,0) = Df(1,0) = e Df(5.0) =

0 -2 0 —2
de modo que os autovalores nas duas primeiras singularidades sao idénticos e iquais
a —2 e na ultima existe o autovalor 1 positivo. Sabemos que se todos autovalores tem
parte real negativa entao temos um ponto de equilibrio assintoticamente estdavel e se tem
algum autovalor com parte real positiva, entao temos uma instabilidade na singularidade.
Sendo assim, as primeiras duas singularidades sao assintoticamente estdveis e a ultima

€ instavel.
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