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RESUMO

Em [3], apds terminar a classificagdo G,(M(A, n)) para n > 2 e A um grupo abeliano finitamente
gerado, os autores fazem o seguinte comentario: [3, Remark 4.5]: “Seria interessante calcular outros

grupos de Gottlieb de espagos de Moore como, por exemplo, G, +1(M(A, n))”. Fomos entdo mo-
tivados por esse comentario e também por célculos de G, (M(Z @ A,n)), k =1,2,3,4,5 para
A grupo abeliano finito de ordem impar, feitos em [8, Chapter 3], para calcular os grupos de Got-
tlieb Gy k(M(Z' @ Z,)) para k = 1,2 e t > 1, e consequentemente, calcular os grupos de Got-
tlieb G, x(M(Z*@® A)) parak =1,2,t > 1 e A um grupo abeliano finito com |A| = 2 (mod 4).
Além do mais, também motivados por [3, Corollary 3.6], derivado de [3, Theorem 3.4], que diz:
Gn(S™VS")=0com2<m<neN < 2m — 1, estendemos o resultado para uma quantidade

arbitraria de esferas podendo infinitas delas ser S!. Estes resultados estédo disponiveis também no

trabalho em conjunto [7].

Palavras-chave: Topologia algébrica. Teoria de homotopia. Grupos de Gottlieb. Espagos de Moore.



ABSTRACT

In [3], after finishing the classification G,(M(A,n)) for n > 2 and A a finitely generated abelian
group, the authors make the following comment: [3, Remark 4.5]: “It would be interesting to compute
other Gottlieb groups of Moore spaces like, for example, G,+1(M(A,n))”. We were then motivated
by this comment and also by computations of G, «(M(Z @& A,n)), k = 1,2,3,45 for A finite odd-
order abelian group, made in [8, Chapter 3], to calculate the Gottlieb groups G, (M(Z' & Z,)) for
k = 1,2 andt > 1, and consequently calculate the Gottlieb groups G, «(M(Z* @ A)) fork = 1,2,
t > 1 and A a finite abelian group with |A| = 2 (mod 4). In addition, also motivated by [3, Co-
rollary 3.6], derived from [3, Theorem 3.4], which says: Gn(S™V S") =0 with2 < m <n and
N < 2m — 1, we extend the result to an arbitrary amount of spheres, infinite of which can be S*.

These results are also available in the joint work [7].

Keywords: Algebraic topology. Homotopy theory. Gottlieb groups. Moore spaces.
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1 Introducao

Dado um espago baseado X, seu n-ésimo grupo de Gottlieb G,(X) com n > 1 foi in-
troduzido e estudado por Gottlieb em [9], [10] e mostrou ter varias aplicagoes topolégicas.
Houve resultados recentes em grupos de Gottlieb de esferas, espacos projetivos e espagos
de Moore [8]. O artigo [3] trata de G,,(XX; VEX, V.-V XX}), onde XX; é a suspensao
do espaco X;, com atencao especial para o caso k = 2 e X; uma esfera. Condigoes neces-
sarias e suficientes para um elemento do grupo de homotopia 7,(XX; V - -V X X}) estar
em G,(XX; V-V XX}) sdo apresentadas.

Somos motivados por [3, Comentario 4.5]: “Seria interessante calcular outros grupos
de Gottlieb de espagos de Moore como, por exemplo, G, 1(M(A,n))” para calcular os
grupos de Gottlieb G, (M (Z' ® Z5)) para k = 1,2,3,4,5e m > 1.

Esta tese esta organizado da seguinte forma. O Capitulo 2, que chamamos de preli-
minares, apresenta algumas teorias, defini¢des e resultados que julgamos necessarias para
o entendimento base desta tese, com destaque para a secao que fala sobre produto de
Whitehead generalizado, o qual serd uma das nossas principais ferramentas em nossos
resultados.

No Capitulo 3 apresentamos o grupo de Gottlieb e o espago de Moore, que serdao
nossos principais objetos de estudo. Também, no Capitulo 3, apresentamos resultados
sobre grupos de Gottlieb de wedge de esferas, muito estudado em [3] e de modo mais
geral, resultados sobre grupos de Gottlieb de wedge de espacos de Moore.

O Capitulo 4, em sua maior parte, traz com maior detalhamento os resultados obtidos
em [7]. Apresentamos a classificagdo do n-ésimo grupo de Gottlieb de um espago de
Moore do tipo (A,n), com A abeliano finitamente gerado e n > 2 e cdlculos do (n + k)-
ésimo grupo de Gottlieb de alguns espagos de Moore, para k = 1,2, 3,4, 5, que serviu de
motivacdo para nossos principais resultados desta tese, que se localizam na Secao 4.4 e
4.5, a saber:

Teorema 4.29. Se n > 3 entio G,11(M(Z @ Za,n)) = 0.
Teorema 4.38. Sen >4 entio Gp1o(M(Z & Zg,n)) = 0.

Na Segao 4.6 generalizamos alguns resultados apresentados em [3]. Primeiro, os grupos

Gn(Vier S™) com |T| >2en; >2parat € T e N < 2min{n; };er — 1 s@o calculados e

depois fazendo uso de [9] e [10] computamos o principal resultado da segao:
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Teorema 4.44. Se |R| > 1 e |T| > 1 entdo Gn(V,er S* V Vier S™) = 0 para N <
2min{n, ber — 1.

Um dos pontos-chave para a obtencao dos resultados neste trabalho é o conhecimento
do elemento ¢y A 1y, encontrado em [15, Lemma 3.1]. Agradecemos profundamente ao
Prof. Marek Golasinski pelas discussoes e sugestoes para o desenvolvimento do trabalho,
em particular nos calculos realizados com este elemento, bem como pelo contato com o
Prof. Juno Mukai, a partir do qual nos foi apresentada a referéncia acima citada. Os

resultados dessas discussoes estao também em [7].



2 Preliminares

Ao longo desta tese, a menos que se diga ao contrario, todas aplicacoes sdo assumidas
como baseadas e todos os espacos conexos, baseados e com o mesmo tipo homotopia de
CW-complexos. Usamos a terminologia e notagdes padrao da teoria de homotopia, prin-
cipalmente do [19]. Nao fazemos distin¢ao entre uma aplicagao e sua classe de homotopia.
Escrevemos QX (resp. XX ) para o espago loop (resp. suspensao) de um espago X e [X, Y]
para o conjunto de classes de homotopia das aplicagoes de X para Y. Escrevemos X ~ Y
e f ~ g para uma equivaléncia de homotopia dos espacos X e Y e para indicar aplicagoes
homotdpicas, respectivamente. Usaremos também a notagao X ~ Y para indicar espacos
homeomorfos.

Dados os espagos X e Y, usamos as notagoes usuais X VY e X AY = X xY/X VY
para o wedge e o smash de X e Y, respectivamente. Escrevemos tx para a aplicacao
identidade de um espaco X, «, para a aplicagdo identidade da n-esfera S™ e m,(X) com

n > 1 para o n-ésimo grupo de homotopia de X.

2.1 Somas Diretas

O conceito de soma direta é de extrema importancia na teoria de grupos abelianos.
Isso se deve a dois fatos: primeiro, se um grupo se decompde em uma soma direta, ele pode
ser estudado pelas componentes da soma direta, e estes sao, em varios casos, de estrutura
mais simples; em segundo lugar, novos grupos podem ser construidos como somas diretas
de grupos conhecidos. Veremos no decorrer do trabalho que uma decomposicao especifica
de um grupo abeliano finito, a saber, a decomposi¢ao primaria, sera de grande utilidade
para obtengoes de resultados relevantes na teoria de grupos de Gottlieb de espacos de
Moore.

Definicao 2.1. Seja B;, i € I, uma familia de subgrupos de A. Denotamos por Y B; o

icl
subgrupo de A formado por todas as somas finitas do tipo a = b;, + -+ +b;,, com b;; # 0

pertencendo a diferentes componentes B;, j = 1,...,k e k > 0. Dizemos que os B; geram
Ase Y B, = A.
iel

Definicao 2.2. Dados B e C' subgrupos de A, assumimos que satisfazem

11
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1. B+C=A4;
2. BNC=0
Neste caso chamamos A de soma direta (interna) dos subgrupos B e C, e escrevemos
A=BaC.

A condigao 1. afirma que todo a € A pode ser escrito na forma a =b+c¢, com b € B e
¢ € C, e a condicao 2. equivale a unicidade desta forma, pois se a = b+ ¢ = b + ¢, com
bVeBedeC,entaiob—V =c—c € BNC =0 e por outro lado a unicidade da forma
a = b+ c exclui a possibilidade de b + 0 = 0 4 ¢ ser um elemento nao nulo comum entre
Be(C.

Se 2. ¢ satisfeito, entdo dizemos que os subgrupos B e C' sao disjuntos. Isto nao é
consistente com a teoria de conjuntos, pois B e C' possuem o elemento neutro em comum,
porém esse abuso nao acarretara confusao.

Seja B;, © € I, uma familia de subgrupos de A, sujeitos a seguintes condigoes:
1. > B; = A, isto é, os B; geram A;

2. Para todo 7 € I,
B;N> B;=0.
J#i
Entao A é dito ser soma direta dos subgrupos B;, e escrevemos
iel
ou
A= B® --®B,

se I = {1,...,n}. Novamente, para todo a € A podemos escrever de forma tnica a =
bi, + - +b;,, com b;; # 0 pertencendo a diferentes componentes B;;, j =1,... , kek > 0.

Como todo elemento de Y B; estd contido em um subgrupo gerado por uma quantidade
icl
finita de B;, a condicao 2. pode ser substituida por uma condi¢cao mais fraca

onde i; #1i, e k > 1.

Definicao 2.3. Sejam A um grupo de tor¢ao e p um ndimero primo. Definimos A,

consistindo de todos os elementos de A cuja sua ordem é uma poténcia de p, isto é,
A, ={a € A|t(a) =p™, para algum inteiro m > 0}.

Chamamos A, de componente p-primadria de A.
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Dado p primo, 0 € A, e entao A, é nao vazio. Se a,b € Ay, p"a = p"b = 0, para
algum inteiro m,n > 0, entdo p™>{mn}(q — b) = 0. Assim, a — b € A, e portanto A,
é subgrupo de A. O teorema abaixo garante que A é uma soma direta desses p-grupos

especificos. A fatoragao abaixo sera de suma importancia para nosso trabalho.

Teorema 2.4 ([6, Theorem 8.4]). Seja A um grupo de tor¢io. Entio A é soma direta

das componentes p-primdrias A, de A e essa decomposi¢ao em p-grupos € unica.

Teorema 2.5 ([6, Theorem 15.2]). Se A é um grupo finito, entdo A é soma direta de

grupos ciclicos finitos de ordens poténcias de primos.

O préximo resultado e suas consequéncias sao de suma importancia para os resultados
finais obtidos na tese.

Proposigao 2.6. Seja A um grupo finito de ordem p'ps? ...pe*. Entdo:
1. A,, tem ordem p;*, para todo i =1,... k.

2. Ay, € a soma direta de grupos ciclicos finitos de ordens poténcias de p;, cujo produto

destas ordens € exatamente py*, para todo i =1,...k.

Demonstragio. 1. Sejai € {1,...,k}. Como A,, é um subgrupo de A, segue que |A,,|
divide a |A|. Logo, |A4,,

supor que f3; > 1 para algum j # i, logo p; divide |A,,|, e portanto, pelo famoso

= pf1p§2 . .pf’“, com 3; < «; para todo j = 1,... k. Vamos

Teorema de Cauchy da Teoria de Galois, segue que existe um elemento a € A,, tal
que #(a) = p;. Isso gera uma contradicao pois A,, s6 possui elementos de ordens

= pf Agora, como o

poténcias de p;. Logo ; = 0 para todo j # ¢ e assim |A,,

produto das ordens de A,,, 7 =1,...,k é igual a ordem de A, segue que j3; = «;.
2. Segue imediatamente do teorema anterior. O]

Corolario 2.7. Seja A um grupo finito com |A| = 2 (mod 4). Entio Ay é um grupo

ciclico de ordem 2, isto é, Ay = Zsy a menos de um isomorfismo.

Corolario 2.8. Seja m = pi'...pi» a decomposicio em produto de poténcias numeros
primos de m > 0 inteiro. As componentes p-primdria de Z., (grupo finito ciclico de

ordem m) sdo ciclicos e A, tem ordem p;', i =1,...,n. Consequentemente

Zm:Apl@...@Apnzqul@...@me

2.2 Cofibracoes

A teoria de cofibracao é uma das centrais da teoria de homotopia, isto é, veremos que
a propriedade de extensdao de homotopia do par (X, A) é essencialmente equivalente a

propriedade que define uma cofibracao para a aplicagao inclusao i: A — X. O conceito
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de cofibracao é totalmente difundido na teoria de homotopia e tem um papel fundamental
nesta tese, ja que o principal espago que sera estudado aqui esta inteiramente ligado a uma
cofibracao particular. Vamos aqui nos concentrar na parte que é relevante para o nosso

trabalho. Nesta secao vamos sempre considerar espacos baseados e homotopias baseadas.

Defini¢ao 2.9. Uma homotopia h;: X — X (0 <t < 1) é dita ser uma deformagao se
ho € a aplicacao identidade de X.

Definicao 2.10. Um subespaco A de um espaco topologico X é dito ser um retrato de
X, se existe uma aplicagdo continua r: X — A tal que r(a) = a, para todo a € A. A

aplicacao r é chamada de retracao de X em A, e escrevemos r: X D A.

Definicao 2.11. Um subespaco A de um espago topologico X é dito ser um retrato por
deformagao de X se existe uma deformacdo h;: X — X (0 <t < 1) tal que hy =ior,
onde 7: X D A é uma retracdo de X em A e i: A — X é a aplicagdo inclusao. Se a
deformagao h, satisfaz a condi¢ao que h;(a) = a, para todo a € A et € I, entdao A é dito
ser um retrato por deformacao forte de X. Neste caso, h; serd chamada de retragdo por

deformagdo de X em A.

Observacao 2.12. Se A é um retrato por deformacao de X, entao A possui o mesmo tipo
de homotopia de X. De fato, a inclusao i: A — X é uma equivaléncia de homotopia com
inversa homotépica r: X D A, cuja sua existéncia é garantida pela defini¢do de retrato

por deformacao.

Observacgao 2.13. Dizer que existe uma aplica¢ao continua r: X — A tal que r(a) = a,
para todo a € A, é equivalente a dizer que toda aplicacdo continua f: A — Y, onde
Y é um espaco topoldgico arbitrario, admite uma extensao continua para X. De fato,
para a primeira implicacao basta tomar a extensao continua como sendo f or, e para a

implicacdo contraria tome Y = A e f = id4.

Portanto, pela observacao anterior, a Definicdo 2.10 pode ser apresentada de modo
equivalente por: Um subespago A de um espaco topoldgico X é dito ser um retrato de X,
se toda aplicacao continua f: A — Y, onde Y é um espaco topolégico arbitrario, admite

uma extensao continua para X.

Definicao 2.14. Um subespago A de um espaco topologico X é dito ter a propriedade
da extensao de homotopia a X com respeito a Y, se toda homotopia parcial h;: A — Y
(0 <t < 1) de uma aplicagao continua arbitraria f: X — Y (isto é, hg = f|A) tem uma
extensdo continua h;: X — Y (0 <t < 1) (ou seja hy|A = hy, para todo t € I) tal que
ho = f. Neste caso, dizemos também que o par (X, A) tem a propriedade de extensdo de

homotopia.

Da definigao acima, da Observagao 2.13 e do Lema da Colagem de aplicagoes continuas,

segue a seguinte proposicao.
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Proposicao 2.15. Seja A um subespaco de X

1. Se A um subespaco fechado de X e (X x {0}) U (A x I) é um retrato do espago

produto X x I entdo o par (X, A) tem a propriedade de extensio de homotopia.

2. Se o par (X, A) tem a propriedade de extensao de homotopia entio (X x{0})U(AXT)

¢ um retrato do espago produto X x I.

Definigao 2.16. Seja X um CW complexo e A um subespago de X. Entdao A é um
subcomplexo de X se é uma unido de células abertas de X tal que se €™ é um célula
aberta com e™ C A, entao e® C A. Claramente A é um CW complexo. Dizemos que o
par (X, A) é um par CW.

Observacao 2.17. Se A é um subcomplexo de X, entdao facilmente mostra-se que A
é fechado em X e que a topologia de A como CW complexo coincide com a topologia

induzida de X no subespago A.

Observagao 2.18. Da observagao anterior, se (X, A) é um par CW a Proposicao 2.15
fica resumida da seguinte forma: “(X x {0}) U (A x I) é um retrato do espago produto

X x I se e somente se o par (X, A) tem a propriedade de extensao de homotopia.”

Proposicao 2.19. Se (X, A) é um par CW, entio (X, A) tem a propriedade de extensao

de homotopia.

Demonstra¢io. A demonstragao consiste em construir uma retragao r: X x I — (X X
{0}) U (A x I) indutivamente e depois aplicar a observac¢ao anterior. Para mais detalhes,
ver [2, p. 2]. O

Definigao 2.20. Uma aplicagdo f: A — X serd chamada de aplicacao de cofibra ou
cofibragcdo se para todo espago Z, aplicagbes go: A — Z e hy: X — Z e homotopia
gi: A — Z de gog tal que hof = go, existe uma homotopia h;: X — Z e hgy tal que
hif = g

A A
fl\gz — fl&
XT0>Z X ht>Z

Se f é uma cofibracao, entao Q@ = X/f(A) é chamado de cofibra de f e a sequéncia
ALy x 40

é chamada de sequéncia da cofibra de f, onde g é a aplicacdo quociente. Usamos também

a palavra cofibragdo para se referir a sequéncia da cofibra de f.

Definicao 2.21. Dado um espaco qualquer A, definimos o cone reduzido de A por A X
I/((Ax {1}) U ({*} x I)) e denotamos por C'A. Definimos a inclusdo de A em CA,
i: A— CA, pori(a) = [a,0].
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Proposigao 2.22. i: A — CA € uma cofibracdo.

Esté claro na Definigdo 2.14 que um par (X, A) de CW tem a propriedade de extensao
de homotopia se, e somente se, a aplicacao inclusao i: A — X é uma cofibracdo. Da

Proposicao 2.19, temos entao o seguinte resultado

Proposigao 2.23. Se (X, A) é um par CW, entdo a aplicagao inclusio i: A — X é uma

cofibracao.

Exemplo 2.24. 1. Para quaisquer dois espacos A e B, as injecoes i;: A — AV B e
is: B — AV B sao cofibragoes.

2. Se f: A= Xe f': A — X' sao cofibragoes, entao fV f': AVA'— XV X' é uma
cofibracao.
Portanto, temos os seguintes exemplos de sequéncias de cofibragoes.

« A5 0A-Y YA, para qualquer espago A.
« AL x Y X/A, para qualquer par (X, A) CW-complexo.
e A2 AV B -2 B, para quaisquer espacos A e B.

o Ava Y xy xr e Q V @', onde as seguintes sequéncias de cofibras sdo dadas
porALX#QeA’QX’LQ’.

Note que todos os exemplos acima, a cofibragao é um mergulho, isto ¢, um homeo-

morfismo sobre a imagem. Este fato é verdadeiro para todas cofibracoes.

Proposicao 2.25 ([2, Proposition 3.2.6]). Se f: X — Y € uma aplicagio de cofibra,

entdo f é um merqgulho.

Isto nos mostra que a propriedade de cofibracao e a propriedade de extensao de ho-
motopia baseada sao essencialmente as mesmas. Mais precisamente, se f: X — Y é uma
aplicagao de cofibra, entao a inclusdo de f(X), a imagem de f, em Y tem a propriedade

de extensao de homotopia e X ~ f(X).

2.3 Pushout
Definicao 2.26. Dados os espacos e as aplicagoes
g f
Y+— A—X (%)

um pushout de (x) consiste de um espago P e aplicagdes u: X — P ewv:Y — P sdo

tais que uf = vg. Além do mais, pedimos o seguinte: Se Z é qualquer outro espacgo e se
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r: X — Zes: Y — Z sao tais que rf = sg, entao existe uma tnica aplicacao t: P — Z

tal que tu =r e tv = s.

Chamamos P ou a tripla (P, u,v), de o pushout de (x). O diagrama quadrado acima é

chamado de quadrado pushout.
Proposicao 2.27. Quaisquer dois pushouts de (x) sao homeomorfos.

Demonstragio. Sejam (P,u,v) e (P',u',v") pushouts de (). Como P é um pushout,
existe uma aplicacao t: P — P’ tal que tu = v’ e tv = v'. Como P’ é um pushout, existe
uma aplicagao t': P' — P tal que t'u’ = u e t'v' = v. Portanto, t'tu = uet'tv = v. Pela
unicidade da definicdo de pushout, ¢t = tp. Analogamente, tt' = 1p/, ¢ entdo ¢t é um

homeomorfismo com inversa t'. O
Agora vamos mostrar a existéncia de um pushout (P, u,v).
Proposigao 2.28. Dado (%), existe um pushout (P, u,v).

Demonstracdo. Considere X VY, como um subespago de X x Y, e definimos uma relacao
de equivaléncia em X VY por (f(a),*) ~ (x,g(a)), para todoa € A. Seja P=XVY/ ~
esejaq: X VY: — P a aplicagdo quociente. Defina u e v por u = qi; e v = qio, onde
i1: X > X VY eir: Y — X VY sdo as aplicagoes inclusoes. Claramente uf = vg.
Agora, vamos mostrar que (P, u,v) é um pushout de (x). Ser: X — Z e s: Y — Z sao

aplicagoes tais que 7 f = sg, entao existe uma aplicacdo V(rVs): X VY — Z satisfazendo

V(rVs)(f(a),x) =rfla) = sgla) = V(rVs)(x g(a)).

Portanto, V(r V s) induz uma aplicagdo t: P — Z tal que tu = r e tv = s. Para provar a

unicidade de t, seja m: P — Z uma aplicacao tal que mu = r e mv = s. Entao

mqi, = mu =r = tu = tqi,,
e similarmente, mqiy = tqiy. Logo, mq = tq, e como q é sobrejetora, segue que m =t. [
Proposigao 2.29 ([2, Proposicao 3.2.10]). Seja

A—f>X

Y ——— P

um quadrado pushout. Se g é uma cofibracao entao u também é uma cofibracao. Neste

caso, v induz um homeomorfismo v': Y/g(A) — P/u(X) de cofibras.
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2.4 Mapping cone e mapping cylinder
Agora vamos introduzir um caso especial de um pushout. Esse caso serda muito usado
no decorrer da tese.

Definicao 2.30. Seja f: X — Y uma aplicagao qualquer e considere o quadrado pushout

x—1 .y

] |

C’Xj—>P

Chamamos P de espaco obtido colando um cone de X por f em Y ou, mais brevemente,
o mapping cone de f ou homotopy cofiber de f. Nés escrevemos P = Cy =Y Uy CX. Por

causa que X — C'X — Y X é uma sequéncia de cofibra, entao pela proposi¢ao anterior
Yy 5 o 4 vx

também é uma sequéncia de cofibra. Chamada de cofibragao principal induzida por f.(Ver
Figura 2.1)

onc-$

of EX - Cp k(YY)

Figura 2.1: |2, Figura 3.1]

O mapping cone é uma constru¢ao muito importante para esta tese, tendo em vista que
o principais espagos que iremos trabalhar aqui, a saber, os espagos de Moore, sao mapping

cone de uma aplicacao especifica. Apresentamos a seguir algumas das suas propriedades.

Proposicao 2.31 ([2, Proposition 3.2.12]). Seja f: X =Y uma aplica¢ao e Cy o map-
ping cone de f. Entao uma aplicagao g: Y — Z pode-se estender para Cy se, e somente
se, gf ~x: X — Z.

Proposicao 2.32 ([2, Proposition 3.2.14]). Se f: A — X € uma aplicagio e f: YA —
XX € sua suspensao dada por Lf[(x,t)] = [(f(x),t)], entdo existe um homeomorfismo

0: Csy — XCy tal que o sequinte diagrama é comutativo.

XX
2N
sz 9 ECf
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onde k e k' sao inclusoes.
Proposicao 2.33 (]2, Proposition 3.2.15]). Se fo ~ fi: X =Y, entdo Cy, ~ C},

Definicao 2.34. Dada uma aplicacao f: X — Y, tomemos a uniao disjunta de X x IUY
e introduzimos a relagdo de equivaléncia (z,0) ~ f(x), para todo z € X, e (xx,t) ~ *y,
para todo ¢ € I. O espago quociente obtido é denotado por M e chamado de mapping
cylinder de f. Equivalentemente, definimos X x I = X x I/{(x,t)|t € I} e consideremos
(X xI)VY. Neste tltimo espago definimos a relagao de equivaléncia ((z,0), x) ~ (*, f(z)).
O espago quociente resultante é My. Existem aplicacoes f': X — My e f": My — Y
definidas por f'(z) = (z,1), f"(z,t) = f(z) e f"(y) =y, paratodox € X,y €Y et € I.

Claramente f = f" f'.
CD
dx)

M;

CD

Figura 2.2: [2, Figura 3.4]

Proposicao 2.35 (]2, Proposition 3.5.2]). 1. f': X — M/ € uma cofibragao.
2. f": My —Y € uma equivaléncia de homotopia.

Observagao 2.36. 1. Sejam X um espaco com o tipo de homotopia de um C'W com-
plexo K e Y um espaco com o mesmo tipo de homotopia de um CW complexo L.e
seja f: X — Y uma aplicacdo. Se g: K — L ¢é uma aplicagdo celular homotopica
a f, entao pode ser mostrado que o mapping cylinder M, e o mapping cone Cy sao
CW complexos. Segue entao de [2, Exercise 3.27] e da Proposicdo 2.33 que My e

C'y possuem o mesmo tipo de homotopia de um C'W complexo.

2. A cofibra de f': X — M/ é justamente o mapping cone Cy de f, e portanto temos

a seguinte sequéncia de cofibra
I P
X — My — Cy.

Observamos que esta ¢ uma das duas sequéncias de cofibras em que o mapping cone

C'y aparece. A outra ¢ a cofibragao principal induzida por f

y 50 Lvx
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f
i | 1
i f ;|

> /”’"'"Il_ 4z
% (=D =)
N~
X M;y Cy

Figura 2.3: [2, Figura 3.5

Seja f: X — Y uma cofibragdo e considere a cofibra Z = Y/f(X) de f e o mapping
cone Cy de f. Considere

x Lyt oz
a sequéncia de cofibra de f e f”: My — Y a equivaléncia de homotopia da proposicao

anterior. A aplicacdo f” induz uma aplicacdo a: My/f'(X) = Cy — Y/f(X), onde f' é
a cofibracao da proposicao anterior.

Proposicao 2.37 ([2, Proposition 3.5.4]). Com a notagdo acima, o é uma equivaléncia
de homotopia tal que o sequinte diagrama é comutativo

y_— ke

N

Z

onde k ¢ a inclusao.

2.5 Sequéncias coexatas

Definicao 2.38. Um conjunto S com um elemento fixo denotado por 0 é chamado de
conjunto baseado. Se S e T sdo conjuntos baseados, a funcao ¢: S — T tal que ¢(0) =0
é chamada de funcio baseada. O Kernel de ¢, denotado por Ker ¢, é o conjunto {z €
S| ¢(x) =0} e a imagem de ¢, denotada por Im ¢, é justamente a imagem da fungao ¢.
Sejam S;, © = 1,2 e 3, conjuntos baseados e ¢;: S; — S;11 fungoes baseadas para ¢ = 1, 2.
Entao a sequéncia

¢é chamada de exzata em Sy se Im ¢ = Ker ¢. A sequéncia (finita ou infinita) de conjuntos
baseados e fun¢oes baseadas
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¢é erata se é exata em cada S;. Se

g/ i1 g/ ;
i—1 %

(2

!
Sy

(3

¢é outra sequéncia exata, entdo uma funcao da primeira sequéncia exata para a segunda
sequéncia exata consiste de fungoes baseadas h;: S; — S! tal que o seguinte diagrama é

comutativo

i @i
Si—1 : S Sit1

lhi—l lhi Jhiﬂ
/ ¢/

/ i—1 1 i /
Si—l Sz i+1

Agora vamos considerar uma sequéncia (finita ou infinita) de espagos e aplicagoes

fi P I3

Xy Xo

X3

Esta sequéncia é chamada de coezata se para todo espago Z, a sequéncia dos conjuntos
baseados e fungoes

Xy, 2 X, 21 X, 7]

é exata.

Se 0s 5; sdo grupos com elemento neutro 0 e os ¢; sao homomorfismos, entao Ker ¢;
e Im ¢; sdo grupos e esta nocao de exatidao se transforma numa noc¢ao mais familiar de
exatidao algébrica. Vamos nos referir a uma sequéncia de conjuntos e fungoes baseados
como uma sequéncia de conjuntos, a uma sequéncia de grupos e homomorfismos como
uma sequéncia de grupos e a uma sequéncia de espacos e aplicacoes como uma sequéncia
de espacos.

Definicao 2.39. Sejam

gi—1

Yy Y, —5 Vi

duas sequéncias de espagos. Suponha que ambas sequéncias sejam finitas a esquerda, isto
é, existe M € Z tal que M < i, ou finitas a direita (i < N, para algum N), ou finitas
(M <i < N), ou infinitas (sem restrigoes para ). Entao as sequéncias sdo chamadas de
equivalentes se existem equivaléncias de homotopia «a;: X; — Y; tais que cada quadrado

no diagrama abaixo

fi— fi
e X ' X Xit1

J{O{Z‘_l lai lai-&-l

gi—1 gi
Y;fl er Y;Jrl

seja comutativo a menos de homotopia.
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Lema 2.40 ([2, Lemma 4.2.3]). Seja X, L x, - X3 By uma sequéncia coe-
xata. Entao

19X, =X, 2Enx, 2B ¢ coenata

2. Se a sequéncia Y Y, Ly, L. § equivalente a sequéncia dada, entdo

ela também € coexata.

s

Lema 2.41. 1. Se f: X — Y € uma aplicacio qualquer, entao XL>Y—k>C’f é

coexata, onde k € a inclusdo.

2. Qualquer sequéncia de cofibra é coexata

Demonstragao. A afirmacao 1. é consequéncia imediata da Proposicao 2.31 e a afirmacao

2. segue também de modo imediato da Proposi¢ao 2.37 e do lema anterior. O

Enunciaremos o resultado que diz que a sequéncia infinita dos espagos e aplicagoes
obtidos da construcao do mapping cone é coexata. O passo principal da prova é a seguinte

proposicao.

Proposigao 2.42 ([2, Proposition 4.2.5]). Sejam f: X — Y wuma aplicagio qualquer,
k:Y — Cy a inclusao e p: Cy — Cr/k(Y) = XX a projecio. Entdao a sequéncia de

espagos
,Ef

X Yy o —tanx %Y,

Y

€ coezata.

Corolario 2.43. Como (Xf)*: [XY,Z] — [XX,Z] é um homomorfismo de grupos e
—(32f)* = (=Xf)* obtemos, da proposicio anterior, que a sequinte sequéncia de espa-

¢oS
zf

X Yy ot wx YY,

€ coexata.

Teorema 2.44 ([2, Theorem 4.2.7]). Seja f: X — Y wma aplicacao qualquer, entdao a

sequéncia de espagos

Xty ko2 anx— ..
srx 2wy Zh sno, EBymiiy

€ coezata.

Corolario 2.45. Seja f: X — Y wma aplicagio e Z um espago quaisquer, entdo a

sequinte sequéncia de grupos € exata

k)" =" (=" p)*

— iz, 25wy, 21 S e x, 2] 51Oy, Z] s

0y 2y, 2L X, 2)
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2.6 O produto de Whitehead generalizado

Nesta se¢do estamos interessados em definir uma operacao que generalize o produto
de Whithead para grupos de homotopia, a saber, o produto de Whitehead generalizado.
O produto de Whitehead generalizado, associa para cada o € [ZA, X] e f € [¥B, X] um
elemento [«, 8] € [X(A A B), X], onde A e B sao espagos CW complexos e X um espago
topologico. Este produto serd de grande utilidade em nosso trabalho, uma vez que o
grupo de Gottlieb de um espago X esta totalmente relacionado ao produto de Whitehead
generalizado sob condi¢Oes necessarias e suficientes. Para nao haver confusao, usaremos,

quando conveniente, o simbolo “o” para indicar composicao.

Proposicao 2.46 ([1, Proposition 1.1]). Para todos espagos R e S, o grupo [ER, S| é

abeliano se R é uma suspensao ou se S é um H-espago.

Nao é dificil mostrar que [R,€2S] tem uma estrutura de grupo, para todo espago R,
onde €25, o espago dos lagos de S, ¢é a colegao de caminhos I: I — S tal que [(0) = [(1) = *
com a topologia compacta-aberta, ver [12, p.7]. Além do mais, existe uma transformagao

que associa a cada aplicagdo f: ¥R — S uma aplicacdo k(f): R — .S, definida por

R(()(E) = F(r,1).

Proposigao 2.47 ([1, Proposition 1.2]). A transformacao k.: [ER, S| — [R,QS], definida

por k.([f]) = [k([f)] € um isomorfismo natural.

Dadas duas classes a € [XA, X] e f € [X¥B, X], onde A e B sao espagos CW e X
um espago qualquer, podemos construir uma nova classe [a, 8] € [Z(A A B), X]. Sejam
f: XA — Xeg: XB — X representantes de « e 3, respectivamente, e sejam p;: Ax B —
Aepy: AXx B — B as projegoes e Yp: U(A X B) - XA e Xpy: X(A X B) — XB suas
suspensoes.

Denotemos por f’ e ¢’ as aplicagoes f¥p;: X(A X B) — X e g¥py: ¥(A X B) — X
respectivamente e definimos a aplicacao k': ¥(A x B) — X por

=g ()

em que o produto - e a inversa vem do co-produto de (A x B).

Observe que, ¢'|s(axs) = ¢ ' saxs = 0 e portanto k'|saxqg = f~' - f/ ~ 0. Analo-
gamente, f'|suxn) = [ sexp = 0 e portanto k'|suxp) = ¢ - ¢’ ~ 0. Pela proprie-
dade de extensdao de homotopia do par CW (3(A x B), (A V B)), existe uma aplicagdo
k:3(A x B) — X tal que k ~ k' e klyavp) = 0. Assim, k£ induz uma aplicagio
k: Y(AANB)— X tal que k = kXq, onde ¢: A x B — A A B é a projecao.
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YA
p1 f
f/
S(A x B) y X
Xp2 9
B

S(AA B)

\ (fl71'9,71)~(f/~g/):k’:k
X

O proximo lema nos fornece que a classe de homotopia da aplicagao k nao depende
da escolha da aplicagao k, e portanto k nao depende das escolhas dos representantes f e

g de « e B respectivamente.

Lema 2.48 ([1, Lemma 2.1]). Dadas duas aplicagoes r,s: 3(A x B) — X, tais que
rlsavey) = 0 e s|savpy) =0, 7 e s induzem aplicagoes T,5: L(ANB) = X comr =7%q

es=235Xqeser~sentdor ~s.
Agora, estamos aptos a definir o produto de Whitehead generalizado.

Definicao 2.49. Definimos o produto de Whitehead generalizado de o e 8 como sendo
o, B] = [k] € [E(A A B), X].

Observagao 2.50. Em [1, p.11], Arkowitz d4 uma defini¢ao alternativa e equivalente
para o Produto de Whitehead generalizado, ao qual ndo daremos énfase aqui, porém é de

grande importancia para demonstragoes de resultados envolvendo o produto.

Definicao 2.51. Sejam i;: XA — XAVYBeiy: 2B — Y AVYB as aplicagoes inclusoes.
A aplicacdo k construida acima, tomando f =11 e g =19, é chamada de aplicacio de
Whitehead, e denotada por w: (A A B) — XAV ¥B. Observe que, nesse caso, k' =k e

portanto a aplicacao w fica unicamente definida.

Teorema 2.52. Se f: YA — X e g: ¥B — X sdo aplicagoes e o = [f] e f = [g],
entio [o,B] = [Vo (fVg) ow € [E(AAB),X], onde V: X VX — X ¢é tal que
V(x,*) =V (x,x) =z, para todo x € X.

Demonstra¢io. Sejam iy = i13py, th = isXps: N(A X B) — YAV XB e f = f¥p,
g =g¥ps: Y(A x B) — X. Provemos que
Vol(fvg)o((iy iy ') (iy-i5) = (f-g7) - (f )

Se v: X(A x B) — X(A x B) é a inversa do co-produto, isto é, se v: (A X B) —
Y(A x B) é a aplicagio que satisfaz [hv] = [h]™!, para todo h: X(A x B) — X, entdo

podemos escrever o lado esquerdo da igualdade acima como
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Vo(fVvg)o((iyh i5 ') (i) =Vo(fVg)o((iov-iyouv): (i) i) =
Vo(fVg)o((iyoXpiov-igoXpyov)-(iyoXp; iz 0o Xps)).

Agora, observe que Vo (fVg)oi;=feVo(fVg)oiy=g,logo a igualdade acima
fica igual a

(foXprov)-(goXprov)-(foXp)-(goXps) = (f'ov)-(g'ov)-f"-g' = (f1-g~")-(f-9).

Da construgao do produto de Whitehead, existe uma aplicacao k: X(A x B) — X tal
que klsavp =0e k>~ (f~'-¢71)-(f'-¢) e portanto k induz k: S(AAB) — X tal que
k = kXq. Assim,

FEq=k=Vo(fVg)o((iy'-igh)- (it i) = (Vo(fVg)ow)oLq,

e portanto, pelo Lema 2.48,

o, 8] = [} = [V o (f v g) ow] € [S(AA B), X]. =
Vamos agora derivar algumas propriedades do produto de Whitehead generalizado.
Em todos os casos, usaremos fortemente o Lema 2.48 e propriedades sobre o comutador

1

(x7'-y™1) - (z - y) de dois elementos x e y de um grupo. Vamos denotar o comutador

1

(x7t -y (z - y) de dois elementos z e y por (x,y). Devemos, no entanto, geralmente

denotar a operacao de grupo em [XR, S] aditivamente, para todos os espagos R e S.

Proposicao 2.53. Se X é um H-space, entio [, 5] = 0, para todo o € [YA, X] e
g€ [¥XB, X].

Demonstragio. Pela Proposicao 2.46, o grupo [X(A x B), X| é abeliano e entao o comu-
tador £ = (f’, ¢') da defini¢do do produto é nulo homotdpico. Portanto, pelo Lema 2.48,
k ~ 0, ou seja, [a, ] = 0. ]

Dada uma aplicacao f: R — S, sabemos que podemos definir uma nova aplica-
gdo Xf: ¥R — XS por Xf[(r,t)] = [(f(r),t)]. Portanto, temos uma transformagao
Y1 [R,S] — [ER, XS] que para cada aplicagao f € [R, S] associa a uma nova aplicagao
Y.(f) = Xf € [ER,XS]. Quando R é uma suspensao [R,S] tem estrutura de grupo
e prova-se que >, ¢ um homomorfismo, e neste caso >, é chamado de homomorfismo
SUSPENSao.

As demonstracoes das duas proposicoes seguintes sao relativamente faceis, para mais
detalhes, ver [1, p.13].

Proposigao 2.54 ([1, Proposition 3.2]). Se X,: [2(A A B), X] — [Z*(AA B),XX] € o
homomorfismo suspensdo, entao ¥.([a, B]) = 0 para todo a € [¥A, X] e p € [XB, X].

Proposigao 2.55 ([1, Proposition 3.3]). Para todo o € [EA, X] e § € [£B, X]|, temos
6, a] = =(%0)"([ev, 5]),

ondeoc: BANA — AAB € induzida da aplicacao natural B x A — A X B que associa cada

elemento (b,a) em (a,b).
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Proposigao 2.56 ([1, Proposition 3.4]). Se A e B sdo suspensoes, entao

1 [a+a,p] = |, 5] + [@, ]

2. [, B+ 8] = [o, 8] + [a, ]
para todo o, @ € (XA, X] e 3, B € [XB, X].
Definicao 2.57. Dado um espaco X, definimos o cone de X por

TX =X xI1/X x{1}
e recordemos que o cone reduzido de X é definido por
CX =X xT/(Xx{1}U{x} x1I)

e a aplicagao i: X — CX, dada por i(x) = [(x,0))], para todo x € X, é a inclusao de X
em C'X.

Recordemos que dada uma aplicacao f: X — Y o espago Y Uy CX definido como
sendo o espago quociente da uniao disjunta de Y e CX pela relagao i(z) ~ f(x), para
todo x € X, é chamado de mapping cone da aplicagdo f ou de pushout das aplicacoes f

e ¢ e temos o seguinte diagrama comutativo.

X f Y

CX ———— Y U; CX

onde j: CX =Y U;CX ek:Y — Y Uy CX sao as aplicacoes dadas por j(a) = [a], para
todo a € CX e k(y) = [y], para todo y € Y.

Recordemos também, da defini¢ao de pushout, que Y Uy C'X possui a seguinte pro-
priedade: Dadas duas aplicagoes s: Y — Z e r: CX — Z tais que sf = ri, entao existe
uma unica aplicagao [: Y Uy CX — Z tal que [k = s e [j = r, isto é, existe uma tUnica

aplicagao [: Y Uy CX — Z que comuta o diagrama abaixo.

Dada essa breve revisao, apresentemos agora um dos principais resultados de [1].

Teorema 2.58 ([1, Corollary 4.3]). Seja w: (AN B) — XAV 3B a aplicagio de Whi-
tehead, entio XA X ¥.B ~ (YAV XB)U, CE(AA B) = C,.
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Corolario 2.59 ([1, Corollary 4.4]). Se j: YAVYEB — YA x ¥B ¢ a aplica¢io inclusao,
entdo jw ~0: X(AANB) - XA X ¥B.

Corolario 2.60 ([1, Corollary 4.6]). Se p: YA X ¥B — SAAXB é a aplica¢io projegio,
j: LAVYEB — YA X XB a aplicagio inclusio e w: X(ANB) — YAV YXB a aplicagio de

Whitehead, entao para todo espagco X a sequéncia a sequir é exata
[XANAYB, X] , (YA x XB, X] AN YAV YEB, X| , [X(AA B), X]

Teorema 2.61. Sejam o = [f] € [Y¥A, X] e 8 = [g] € [EB,X]. Entao [a,] =0 se, e
somente se, existe uma aplicagio m: SAX LB — X tal que [m|saxs] = o e [m|uxsp] = B,
isto €, existe uma aplicacao m: XA x B — X tal que o sequinte diagrama comuta a

menos de homotopia:

YAVYB

gi ~L
SAx OB — X
ondel=Vo(fVg):XAVEB — X.

Demonstragcao. Sejam f e g representantes de « e [3, respectivamente. Segue do Teo-

rema 2.52 que
[[ow]=[Vo(fVg)ouwl=la,pl.
Suponha [a, 8] = 0. Entao [low] = w*(l) = 0 € [EAANEB, X], isto ¢, [I] € Ker w*. Pelo
corolario anterior, temos que Ker w* = Im j*, logo, existe uma aplicacao m: YA x X B —
X tal que j*([m]) = [m o j] = [l], ou seja, mo j ~ 1.

Reciprocamente, se existe uma aplicacao m: XA x ¥B — X que comuta o diagrama

a menos de homotopia, isto é, [m o j| = [I]. Entao,
[a, 5] = [low] = [mo jow] =w([moj]) = (w0 j")([m]) =0,
pois, Ker w* = Im j*. O

Corolario 2.62. Seja ¢ a classe da aplicacao identidade, id: YA — YA, de X A. Se
[t,t] =0, entdo XA é um H-espago.

Demonstracdo. Do teorema anterior, existe uma aplicacao m: YA x YA — YA, tal que
[M|saxs] =t e [m]ixsa] =, isto é, moj; ~id e mojy ~ id, onde ji, jo: LA — XA sdo as
aplicacoes inclusodes de ¥ A no primeiro e no segundo termo do produto, respectivamente.

Portanto, m é um produto para XA e assim XA é um H-espaco. O



3 Grupos de Gottlieb e espacos de

Moore

Neste capitulo introduziremos o Grupo de Gottlieb muito estudado em [9, 10] e espagos
de Moore. Esses sdo os conceitos principais para a construcao de nosso trabalho. Ao
longo do capitulo apresentaremos varias defini¢goes e resultados que julgamos necessario
para o desenvolvimento desta tese. Durante todo o capitulo, X sempre denotard um

CW-complexo conexo por caminhos.

3.1 Grupos de Gottlieb

Definicao 3.1. Seja X um espago topologico com ponto base xy. Uma homotopia H: X x
I — X é dita ser uma homotopia ciclica se H(xz,0) = x = H(z, 1), para todo =z € X. Em
outra notagao, h; ¢ uma homotopia ciclica se hy = h; = tx, onde tx denota a aplicagdo
identidade de X. Se H é uma homotopia ciclica, o lago dado por o(t) = H(xo,t) sera

chamado de trago da homotopia ciclica.

Teorema 3.2. Se a: [ — X € o trago de uma homotopia ciclica e 5: I — X é um lago

homotdpico a o (rel. {0,1}), entao 5 também é o trago de uma homotopia ciclica.

Demonstracdo. Seja H: X x I — X uma homotopia ciclica e seja o o seu trago. Sejam
L = (X x{0,1}) U ({zo} x I) subcomplexo de X x [ e k: [ x I — X uma homotopia
entre o e 3, isto é, tal que kg = v e k; = . Defina a homotopia parcial F': L x I — X
dada por Fy(z,0) =z = Fy(z,1) para todo z € X e Fy(xo,t) = ks(t), para todo t,s € I.
Agora, como L é um subcomplexo de X x I, a propriedade de extensao de homotopia nos
dé que existe uma homotopia K : X x I x I — X tal que Ko(z,t) = H(X,t) e Ks|L = Fi.
Dali,
Ki(wo,t) = Fi(wo,t) = ki (t) = B(t)

Ki(x,0) = Fi(2,0) =2 = Fi(z,1) = Ky(z,1).

Logo, K; é uma homotopia ciclica cujo trago é . O

28
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Definicao 3.3. Seja G(X, ) o conjunto de todos os a € 71 (X, xg) tal que « é trago de

uma homotopia ciclica.
Teorema 3.4. G(X,xy) é um subgrupo de m (X, o).

Demonstragdo. Defina a aplicagao J: X xI — X por J(x,t) = x, para todo (z,t) € X xI.
J é uma homotopia ciclica cujo o trago é o lago constante e: I — X dado por e(t) = x,
para todo t € I. Logo, o lago constante, elemento neutro de 7 (X, .x¢), pertence ao
G(X, o).

Sejam [f], [g] € G(X,x0). Logo, existem homotopias ciclicas F, K: X x I — X cujos
tragos sao f e g, respectivamente. Defina H: X x I — X por

Logo, H é uma homotopia ciclica cujo trago é fx*g, e portanto [f*g] = [f]-[g] € G(X, o).
Também [f]™! = [f7!] € G(X, ), uma vez que f~! é o trago da homotopia ciclica
L: X x I — X definida por L(z,t) = F(xz,1 —t). O

O grupo G(X,xg) é chamado de grupo de Gottlieb do espago X associado ao ponto
base 9. E comum encontrar na literatura o termo espaco de Gottlieb ou G-espaco para
um espago X tal que G(X,z¢) = m(X,z9). Em um espaco topolégico X conexo por
caminhos, o grupo fundamental nao depende do ponto base, no sentido de que pontos
distintos fornecem grupos fundamentais isomorfos, como mostra o Teorema 3.8. No caso
em que X é um CW-complexo conexo por caminhos, o grupo de Gottlieb G (X, zy) também
independe do ponto base, como mostra o proximo resultado. Por causa disso, podemos
abreviar G(X, zg) para G(X) quando nao houver confusao.

Seja o: I — X um caminho tal que ¢(0) = zg e o(1) = z1, xp, x1 € X. Entdo o
induz um isomorfismo o,: m (X, ;) — m (X, 70) tal que o.([a]) = [0 * a* o ']. Esse
isomorfismo e o resultado abaixo serao introduzido e demonstrados de modo mais geral

no Teorema 3.8 e na Proposicao 3.39.

Teorema 3.5. 0,.: m (X, 21) — 7 (X, x0) restrita a G(X,x1) é um isomorfismo tal que
0.(G(X,x1)) = G(X, xg), isto é, G(X,x1) € isomorfo a G(X, xy).

O teorema abaixo fornece uma nova caracterizagao para o grupo de Gottlieb e serd de

grande utilidade em futuras generalizagcoes de grupos de Gottlieb de ordens superiores.

Teorema 3.6. Seja o: (S1,s0) — (X, x). Entdio [0] € G(X,x0) se, e somente se, a
aplicagio f: X V.S — X dada por f(x,sy) = x para todo v € X e f(xg,s) = o(s) para
todo s € S pode ser estendida para X x S*.

Demonstragio. Suponha que [0] € G(X,xq). Entdo existe H: X x S' — X homotopia
ciclica cujo trago é o, isto é, H(x,s9) = x = f(x,sp), para todo x € X e H(xg,s) =
o(s) = f(xo,s), para todo s € S'. Portanto, H estende f.
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Reciprocamente, seja H: X x.S* — X uma aplicacido que estende f, ou seja, H(x, sq) =
f(x,s0) =z, para todo x € X e H(zg,s) = f(xg,s) = o(s), para todo s € S'. Logo, H ¢é

uma homotopia ciclica com trago o. O]

Lema 3.7. Se f,g: (I",0I™) — (X, x1) sao aplicagoes homotdpicas relativamente a OI"
(isto €, [f] = [g] em m, (X, x1)), 0, T: I — X sao caminhos que ligam xy a x1 homotdpicos
relativamente a {0,1}, e fi,g:: I™ — X (0 < t < 1) sao homotopias de f ao longo de o
e de g ao longo de T respectivamente, entao fi, g1 sdo homotopicas relativamente a OI"
(isto €, [f1] = [g1] em T (X, x0)).

Demonstragdo. Definimos duas aplicagoes F, K: I™ x I — X como sendo as homotopias
ft, gi, isto é, F(z,t) = fi(x) e K(z,t) = g;(x), para todos x € I" e t € I. Consideremos o
subespaco fechado A = (1" x {0})U(OI" x I) de I" x I. Da hipdtese f ~gm ge o~y 7,
segue que F'|A e K|A sdo homotopicas relativamente a (0I™ x {0}) U (01" x {1}). Como
A tem a propriedade da extensdo de homotopia em I™ X I com respeito a qualquer espago
X segue que existe uma homotopia Fy: I" x I — X (0 < ¢t < 1), tal que Fy = F,
Fi|A = K|A, e F,(0I" x {1}) = zo, para todo t € I. A aplicagao F, que denotaremos por
he: I — X (0 <t < 1), é uma homotopia de g ao longo de 7. Como F;(0I"™ x {1}) = xy,
para todo t € I, segue que f; e hy sao homotopicas relativamente a 0I™.
Resta-nos provar que g; e hy sdo homotdpicas relativamente a 91".

Definimos uma aplicagdo M : I x I — X por

M(p q) _ 91*2Q(p)7 s€ (p € In’O
’ hag-1(p), se (p€ I}

Entéao, para todo p € 91", temos M (p,q) = M(p,1 — q). Portanto, podemos definir uma,
homotopia parcial Ny: B — X, (0 < t < 1), de M sobre o bordo B = 9(I" x I) =
(OI" x I) U (I" x 9I) de I" x I por

Ni(p,q) =14 M(p,q—tq), s (peafn <g<h)
Ni(p,1—¢q), se(pedl, 5 <q<1).
Note que, se 3 < ¢ < 1entdo 0 <1 — ¢ < 3 e portanto N,(p, 1 —q)=M(p,(1—q) —

t(1—q)) = M(p, (1—q)(1—t)), para todo p € dI". Logo, para q = 3, Ny(p, 3) = M(p, 15%),
para todo p € 0I™.

Agora, B tem a propriedade da extensao de homotopia em I™ x I com respeito a
qualquer espago X, logo V; tem uma extensao continua M;: I" x I — X (0 <t < 1),
tal que My = M. A aplicacdo M;, que denotaremos por u;: [" — X (0 <t < 1), é
uma homotopia, tal que ug = g1, u1 = hy. Além do mais, u,(0I™) = M(0I" X t) = xg
isto implica que g; e h; sao homotopicas relativamente a 91", e portanto f; e g; sdo

homotodpicas relativamente a 0I". O]
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Teorema 3.8. Para cada n > 0, todo caminho o: I — X (ligando xy a 1) fornece, de

forma natural, um isomorfismo
On: (X, 21) = m (X, 20),

que depende somente da classe de homotopia (relativa a {0,1}) do caminho o . Se o
¢ o caminho constante o(I) = xo, entdo o, € o automorfismo identidade. Se o, T sao
caminhos com o(1) = 7(0), entio (¢ % T), = 0, 0 T,. Finalmente, para cada caminho

o: 1 — X e cada aplica¢ao continua f: X — Y, temos a comutatividade do retangulo

Tn( X, 11) 2 0 (X, 20)

A |

ﬂ-n(ya yl) L> Trn(Y) yO)

onde 7= foo, yo= f(ro) eyr = f(x1).

Demonstracdo. Seja o: I — X um caminho ligando zy a x;. Para provar este teorema,
vamos construir o,, como segue. Seja a um elemento qualquer de m, (X, z;) e escolhemos

um representante

f: (" 0I") — (X, xq)

para . A ideia geométrica da construgao é puxar a imagem de 0I™ ao longo do caminho
o para o ponto xy com a imagem de [" sendo arrastada continuamente de forma arbi-
traria. A aplicagdo obtida apds essa homotopia representard um elemento 5 € m,(X, xo)
que dependerd somente de « e da classe de homotopia (relativa a {0, 1}) de o. Entao
definiremos o, (a) = 5. Os detalhes seguem abaixo.

Primeiramente, vamos provar que existe uma homotopia fi: I" — X (0 < t < 1)
de f tal que f;(0I") = o(1 —t), para todo t € I. Toda homotopia de f satisfazendo
essas condigoes é chamada de uma homotopia de f ao longo de o. Para este proposito,
definimos uma homotopia parcial ¢,: 01" — X (0 <t < 1), de f colocando-se ¢, (0I") =
o(1 —t), para todo t € I. Agora, I" tem a propriedade da extensdo de homotopia
em [™ com respeito a qualquer espaco X, consequentemente a homotopia ¢; tem uma
extensdo continua fi: I" — X (0 <t < 1), tal que fo = f e f:(0I") = o(1 —t), para todo
t € I. Como f; é uma aplicagao continua que aplica 1™ em o(0) = x¢, ela representa um
elemento € 7, (X, zp). Definimos entao o,(«a) = 5.

Que (3 depende somente de a e da classe de homotopia (relativa a {0, 1}) de o é uma
consequéncia imediata do lema anterior. Outra consequéncia imediata do lema anterior é
que 3 nao depende da homotopia de f ao longo de o.

Portanto, construimos uma transformacao
on: (X, 1) = (X, 20)

que depende somente da classe de homotopia (relativa a {0, 1}) do caminho o e nao

depende da homotopia escolhida ao longo de o.
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Provemos agora, que se o, 7: I — X s@o caminhos, tais que (0) = x¢, o(1) = 7(0) =
x1 e 7(1) = x9, entdo (o * 7), = 0, 0Ty, Seja a € m,(X,x2) e tomemos f: ([",0I") —
(X, z9) como um representante de a. Consideremos f;: I" — X (0 < t < 1) uma
homotopia de f ao longo de 7 e g;: I™ — X (0 < ¢t < 1) uma homotopia de f; ao longo
o. Note que f; é um representante de 7,,(a) e g; é um representante de (o, o 7,)(«).
Definimos uma homotopia hs: I™ — X (0 <t < 1) por

= f B0

<
<

—_ N

t
t

VAN

Gat—1(s),

o~ O

Entao, ho = fo=f, h1 = ¢1, e h(0I") = (0 x 7)(1 — t), para todo t € I, e portanto h; é
uma homotopia de f ao longo de o 7. Isto implica que g; também representa (o *7), ().
Portanto, (0, o 7,)(c) = (0 % 7), (). Como « é arbitrario, segue que o, o 7, = (0 * 7).

Note que se 0: I — X é o caminho constante o(I) = xg, entdo o, é o automorfismo
identidade de m,(X, o).

Mostremos agora que ¢, € um homomorfismo. Sejam «, 3 elementos arbitrarios de
(X, z1) representados pelas aplicagoes f,g: (I, 0I") — (X, x1). Sejam f, g [" — X
(0 < t < 1) homotopias ao longo de o de f e g respectivamente. Entao f; representa
on(a) e g1 representa o, (). Definimos uma homotopia h;: I" — X (0 < ¢t < 1), por
hi = fi+g;. Entao hg representa o+ 3, hy representa o, («)+0,(3) e hy é uma homotopia
ao longo de o. Isto implica que o, (a+ ) = o,(«) + 0,(5) e, consequentemente, o,, ¢ um
homomorfismo.

Finalmente, mostremos que o, ¢ um isomorfismo. Para este propésito, seja 7 o ca-
minho inverso de o, isto é 7(t) = o(1 — t), para todo t € I. Consideremos o caminho
o % 7. J& mostramos que o, o7, = (0 * 7),. Como 7 é o caminho inverso de o, segue
que o * 7 é homotdpico ao caminho constante I — x, relativamente a {0,1}. Dai, pelo
lema anterior, segue que o, o T, é o automorfismo identidade de 7,(X, ), e portanto o,
é um epimorfismo. Por um argumento analogo mostramos que 7, o g,, é o automorfismo
identidade de 7, (X, x1), e portanto ¢, ¢ um monomorfismo. Isto completa a prova do

teorema. A comutatividade do retangulo é facil de se verificar. n

Portanto, para um espago conexo por caminhos X e n > 0, os grupos 7, (X, z), x € X,

sdo todos isomorfos e podem ser denotados simplesmente por 7, (X).

Defini¢ao 3.9. Diz-se que temos um sistema local de grupos {G,}.ex em um espago X,

se as seguintes condigoes sao satisfeitas:
G1. Para cada ponto z € X, existe um grupo G, associado.

G2. Para cada caminho o: I — X ligando zy e x;, existe um homomorfismo
o3 Gy — Gy

G3. Se ¢ é o caminho constante o(/) = zy, entdo oy é o homomorfismo identidade de

G-
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G4. Se dois caminhos o, 7: I — X sao caminhos equivalentes, isto é, se o, 7 tem
0s mesmos pontos iniciais e finais e sdo homotdpicos relativamente a {0,1}, entéo

O’ﬁ = Tﬁ.

G5. Se dois caminhos o, 7: I — X s@o consecutivos, isto é, se o(1) = 7(0), entdo

O %T)y = 0y 0Ty
# §> 71

Observacao 3.10. De acordo com o Teorema 3.8, a cole¢ao dos grupos de homotopia
{m(X,x) | x € X}, para um espago X e um inteiro n > 0, forma um sistema local de
grupos em X. Similarmente, a cole¢do dos grupos de homotopia relativa {m,(X, A, z) |

x € A}, n > 1, forma um sistema local de grupos no subespago A de X.

Observacao 3.11. Como uma consequéncia imediata de G3 e G5, deduzimos como na
prova do Teorema 3.8, que cada oy ¢ um isomorfismo. Consequentemente, se X ¢ um

espaco conexo por caminhos, entao todos os grupos G,, r € X, sdo isomorfos.

Seja {G,}zex um sistema local de grupos em X. Como os elementos do grupo fun-
damental 7 (X, x) s@o classes de homotopia (relativa a {0,1}) dos caminhos em X com
pontos iniciais e finais iguais a xg, isto é, classes de homotopia relativa a {0,1} dos lagos
em X baseados em xj, deduzimos como uma consequéncia direta de G3 e G5 que, para
cada zg € X, m(X, x9) age como um grupo de operadores (ou automorfismo) em G, no

sentido definido abaixo.

Definicao 3.12. Dizemos que um grupo multiplicativo H age como um grupo de opera-
dores em um grupo aditivo G, (ou, simplesmente H age em (), se, para todo h € H e

todo g € G, um elemento h - g € G é definido de tal forma que
he(g+g2)=h-gi+h-gs ho-(hi-g)=(haxhi)-g, 1-g=g,

onde g, g1, g2 € G, h, hy, hy € H sao elementos arbitrarios, 1 € H denota o elemento
neutro de H e x indica a operagdo em H. Neste caso, a aplicagdo w: H x G — G dada

por w(h,g) = h - g serd chamada de operagio (ou ag¢io) de H sobre G.

Para cada zg € X, a agao w: m (X, zg) X Gy, = Gy, de m (X, zg) sobre G, ¢é definida
de modo natural por w([o],y) = [o] - y = 04(y), para todo [0] € m(X,z0) e y € Gyy.
Particularizando para o sistema local de grupos {m,(X,z) | x € X}, n > 0, em X,

obtemos o seguinte resultado

Proposicao 3.13. Para cada xy € X, o grupo fundamental m (X, x¢) age no n-ésimo

grupo de homotopia 7,(X, zg), n > 0, como um grupo de operadores.

Neste caso, a agao w: m (X, zg) X T (X, x9) — (X, z) é chamada de agio de
m (X, zo) em m,(X, x0).

Observagao 3.14. Para o caso especial n = 1, pode-se ver que, a a¢ao w: m(X, zg) X
m (X, o) — m (X, 20) é tal que, para quaisquer [o], [7] em 7 (X, zo), w([o], [7]) = [o]-[7] =

oy([7])) = [oxT*x 07
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Agora, vamos considerar duas aplicagdes homotopicas
f,g: X =Y.

Seja hy: X — Y (0 < ¢t < 1) uma homotopia entre f e g, com hyg = f e hy = g. Seja

zo € X e denotemos por yo = f(x9) e y1 = g(xp). Definimos um caminho o: [ — Y por

o(t) = hy(xz), t € 1.
Entao, 0(0) = yo e (1) = y;. As aplicagoes f e g induzem os homomorfismos

for (X, o) = m(Yowo), gt mu(X, m0) = mu(Y, ),
para cada n > 0. Por outro lado, o caminho ¢ determina um isomorfismo
ont (Y, 91) = ma(Y, yo).

Logo, temos o seguinte resultado
Proposicao 3.15. Nas condigoes acima, f. = 0, 0 g..

Demonstragio. Sejam « € m,(X,xg) e a aplicagdo ¢: (I",0I") — (X, zo) representante
de a.. Definimos uma homotopia ¢;: I" — Y (0 <t < 1), por ¢y = hyo¢, para todot € I.
Entao, 1y = fo¢ representa f,(a) e 1)y = go¢ representa g.(«). Como ¢(9I") = o(t), para
todo t € I, segue que p; = 91—y I" =Y (0 < t < 1) é uma homotopia, tal que pg = go¢
representa g. (o), p1 = fo¢ representa fi(a), e p,(0I") = _p(01") = o(1—1t), para todo
t € 1. Logo p; é uma homotopia de gog ao longo de o, e portanto o, (g.(a)) = [p1] = fu().

Como « é arbitrario, segue que f, = g, 0 g,. O

Corolario 3.16. Se f,g: X — Y sdo aplicagées homotopicas tais que f(xo) = yo = g(xo),

entao existe um elemento 5 € m(Y,yo) tal que fo =5+ gs.

Demonstragao. Da proposicao anterior, segue que existe um lago baseado em yy, o: [ —
Y, tal que f. = 0,0¢.. Mas 0, 0g.(a) = 0,(9.(a)) = [0] - g« (), para todo a € 1, (X, xp).
Tome 3 = [o] € mi (Y, 10). H

Como outra consequéncia da proposicao anterior temos o famoso teorema em To-
pologia Algébrica, conhecido como o Teorema da invariancia homotopica dos grupos de

homotopia.

Teorema 3.17. Se f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia e se f(xg) = yo, entao

f*: 7Tn(X7 :BO) — 7Tn(Y; yO)

¢ um isomorfismo, para todo n > 0.
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Demonstracao. Como f é uma equivaléncia de homotopia, existe uma aplicagdo continua
g:Y — X tal que go f e f o g sao homotdpicas as aplicagoes identidades de X e Y

respectivamente. Seja x1 = g(yo). Entao g induz o homomorfismo
G« Wn(}/a y0) — 7Tn()(? l’l),

para todo n > 0. Seja h;: X — X (0 < t < 1) uma homotopia entre go f e tx, com
ho =go f e hy =tx. Definimos o caminho o: I — X por o(t) = h(zy), para todo t € I.

Entao, pela proposicao anterior, temos

g*of*:0n~

Como o, ¢ um isomorfismo, para todo n > 0, isto implica que f. é um monomorfismo e
n ) Y

g« ¢ um epimorfismo. Como ¢ é também uma equivaléncia de homotopia, segue que g, ¢é

também um monomorfismo. Consequentemente, g, é um isomorfismo e entdo f, = g too,

é também um isomorfismo, para todo n > 0. O

Proposicao 3.18. Seja n > 1 inteiro. O subconjunto de m(X,xo) formado pelos ele-

mentos que agem trivialmente em m,(X,xq) € um subgrupo de m (X, o).

Demonstracio. Sabemos que se e: S — X é o laco constante x, entdo e, é o automor-
fismo identidade, e portanto e age trivialmente em m, (X, x¢).
Sejam [o], [7] € m(X,x0) que agem trivialmente em 7, (X, zo) e [f] € mn(X, x¢) um

elemento qualquer. Entao

(0% T)n([f]) = on(7a(f]) = on((f]) = [/]

[f1=enllf]) = (07" % )u([f]) = 0, (on([f]) = o, ([f])

ou seja, tanto [0 * 7] = [0] - [7] quanto [¢7!] = [0]7! agem trivialmente em 7, (X, zg). O
Definicao 3.19. Definimos
P(X,x9) = {a € m(X,x0) | @ age trivialmente em m;(X, xg), Vi > 1}.

Observe que P(X,xy) é um subgrupo de 7 (X, zg), pois ele é a intersegdo dos subgrupos
de m(X,z0) formados pelos elementos que agem trivialmente em 7;(X, z¢), para cada
1> 1.

Proposicao 3.20 ([9, Remark II]). Sejam o = [f] € m(X,z9) e n > 1. Entao, «
age trivialmente em m, (X, xg) se, e somente se, toda aplicacio g: S™ — X admite uma
extensdo F: S" x St — X tal que F|s1 = f.

Teorema 3.21. G(X,xz9) C P(X,z0) C Z(m (X, x0)).
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Demonstracdo. A primeira inclusao segue do Teorema 3.6 e da proposicao anterior, a

segunda inclusao segue da Observacao 3.14. O]

Corolario 3.22. Se T é um CW-complexo 1-dimensional que ndo é homotopicamente
equivalente a S*, entao G(T) = {1}.

Demonstragio. Se T é contratil, entdo G(T) C m(T) = {1}. Caso contrério, T' é ho-
motopicamente equivalente ao wedge de n circulos, com n podendo ser infinito. O caso
n = 1 foi excluido por hipétese. Se n > 3 ou n = oo, [17, Theorem 1] nos garante que
Z(m(T)) = {1}, e entdao G(T') = {1}.

Para n =2, m(T) ~ Z * Z , o produto livre de Z com Z. Sejam a e b os geradores de
7 x 7., os elementos de Z * Z sao da forma ¢1¢s ... g, onde ¢; = a® ou ¢; = b%, com ay,
B; €7Z. Se v = a*b% ... a*b’ € Z(7(T)), entdo

ara”! =z = aa® VP .. PraTt = gt L g@m P

= ab? .. a® et =00 0P = 6 =0,

e entdo x = a1 T2p%2  q*mbPn . Aplicando o argumento acima varias vezes, conseguimos
provar que 3; = 0, para todo i. Portanto, x = a”, com r € Z, mas a'b = ba” = r = 0.
Assim, = é a palavra nula, isto é, o elemento identidade de Z * Z. As outras possibilidades
para = sdo x = a®'b® .. a® x = bPa™ . a®mbPm e x = bPra™ ... %", e para todas elas
o argumento anterior, as vezes fazendo bxb™! = x, nos dd = 0. Logo, Z(m(T)) é trivial,
e portanto G(T') = {1}. O

Corolario 3.23 (]9, Corollary 1.6]). Seja RP™ o espago projetivo real de dimensao n.
Entio G(RP?") = {1}, para todo n > 0.

Corolario 3.24 ([9, Corollary 1.7]). Se M ¢é uma superficie fechada (isto é, uma variedade
compacta e sem bordo) de dimensao 2 que nao é homeomorfa ao toro e nem a garrafa de
Klein, entao G(M) = {1}.

Teorema 3.25 ([9, Theorem 1.6]). Seja RP™ o espago projetivo real de dimensdo n.
Entio G(RP?"™) = m(RP* 1) =~ Zy, para todo n > 0.

Definicao 3.26. Uma aplicacao f: A — X é dita ciclica se existe H: X x A — X tal
que H(x,a9) = x e H(xg,a) = f(a), para todo = € X e a € A, onde z( é ponto base de
X e ag é ponto base de A.

E facil ver que f é ciclica se, e somente se, aplicacio VixV f): XVA— X possui

uma extensao para X x A.

Proposicao 3.27. Seja H: X x A — X tal que H|x ~1x e H|a ~ f. Entao f é ciclica.

Em particular, se [ € ciclica e f ~ [, entao [’ é ciclica também.
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Demonstragio. Sejam g;: X — X e hy: A — X as homotopias tais que go = Hlx,
g1 = tx,ho = H|a e hy = f, entdo F, = V(g V hy): X VA — X satisfaz Fy = Hxya,
e como X V A é um subcomplexo de X x A, a propriedade de extensdao de homotopia
nos garante que existe uma homotopia K;: X x A — X tal que Ky = H e K|xya = Fi.
Assim, K satisfaz Ki(x,a9) = x e K1(xg,a) = f(a), para todo x € X e a € A, e entdo f

é ciclica. O

Observacao 3.28. Note que, se A = S, uma aplicacao f: S' — X é ciclica no sentido
acima se, e somente se, existe uma homotopia ciclica H: X x S* — X tal que H(z, sy) = x
e H(xg,s) = f(s), para todo z € X e s € S*.

Proposigao 3.29. Se f: A — X € ciclica e h: B — A € uma aplica¢io qualquer, entdo
fh: B— X ¢ ciclica.

Demonstragio. Seja F': X x A — X a aplicagao que satisfaz F(z,a0) = x e F(zg,a) =
f(a), para todo x € X e a € A. Defina K: X x B — X por K = F(tx x h). Entao K
satisfaz

K(x,by) = F(tx x h)(x,by) = F(x,h(by)) = F(x,a0) = z,

K(x9,b) = F(tx x h)(zo,b) = F(x0,h(b)) = fh(b).
Portanto, fh é uma aplicacao ciclica. n

Observacao 3.30. Nem sempre vale que se f: A — X é ciclica e g: X — Y é uma
aplicacdo qualquer entdao gf: A — Y é ciclica. Basta tomar, por exemplo, f = tg1: St —
Steg: St — S'v S!a inclusio dada por g(s) = g(s,sp). Entdo, f é ciclica, pois
G(S', s0) = m (S, s0) pelo Coroldrio 3.45, mas gf nao o é, pois [gf] é um dos geradores
de 71 (S* v S') & Z % Z, porém pelo Corolario 3.22, G(S* v S') = {1}.

Mas, para uma classe de aplicagoes especificas isso é, de fato, verdade.

Proposigao 3.31. Se g: X — Y possui inversa a direita a menos de homotopia e f: A —
X ¢ ciclica, entao gf : A —'Y € ciclica.

Demonstracdo. Seja j: Y — X inversa a direita de g a menos de homotopia, isto é,
gj ~ty e F: X x A— X aaplicagdo que satisfaz F(z,a9) = x e F(x9,a) = f(a). Defina
K:Y xA—Y por K=gF(jxt4). Entdo K satisfaz

K(y,a0) = g(F(j(y),a0)) = 9(i(v)) = 9i(y),

e também
K(yo, a) = g(F(j(yo),a)) = g(F(z0,a)) = g(f(a)) = gf(a).

Como, g7 =~ 1y, segue pelo lema anterior que gf é ciclica. O

Os préximos resultados sdo consequéncias imediatas da proposi¢ao acima.
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Corolario 3.32. Ser: X — Y € uma retragio e f: A — X € ciclica, entiorf: A —Y

é ciclica.

Corolario 3.33. Se g: X — Y € uma equivaléncia de homotopia e f: A — X ¢é ciclica,
entdo gf : A =Y ¢€ ciclica.

Corolario 3.34. Se g: X — Y possui inversa a direita a menos de homotopia en-
tao o homomorfismo g.: m(X,x0) — m (Y, g(x0)) leva G(X,x9) em G(Y,g(xo)), isto
€, 9:(G(X,29)) C G(Y, g(x0)).

Vamos agora generalizar o conceito de Grupo de Gottlieb de um espago CW-complexo
X, paran > 1, e apresentar algumas propriedades para tais grupos.
Sejam X um espago CW-complexo e S™ a esfera n-dimensional. Considere a classe
das aplicagoes continuas
F: XxS8"—=X

tais que F(z,s9) = x, para todo z € X, onde sy é um ponto base de S". Entao a
aplicacao f: S™ — X definida por f(s) = F(xo, s), para todo s € S™ e xy ponto base de

X, representa um elemento o = [f] € 7, (X, xg).

Definigao 3.35. O conjunto de todos os elementos o € m,(X, zy) obtidos da maneira

acima, para alguma F, serd denotado por G, (X, x).

Portanto, para todo o € G,,(X, xg), existe pelo menos uma aplicagdo continua F': X X
S™ — X tal que F(z,s¢) = x, para todo x € X e aaplicagao f definida por f(s) = F(zo, s)

é tal que [f] = a. Dizemos que a aplicagdo F' é uma aplicagcao associada a c.
Observacao 3.36. Para n = 1, pelo Teorema 3.6, segue que G1(X, z9) = G(X, x).
Proposicao 3.37. G,(X,xy) € um subgrupo de m,(X, xo).

Demonstragcao. Sejam c: S™ — S™ x 8™ o co-produto e v: S™ — S™ a inversao do co-
produto de S™ (essas duas aplicagdes existem, pois S™ é um co-H-grupo, uma vez que S"
¢ uma suspensao de S™71).
Sejam o = [f], 8 = [g] € Gn(X,x0), logo existem aplicagoes F,G: X x A — X tais
que
F(z,a0) =z, F(x9,a) = f(a)

G(l’,ao) - Z’,G(Jfo, CL) = g(a)a
para todo x € X ea € A. Seja J: X x (AV A) — X, definida por

J(x,a,a0) = F(z,a),J(x,a9,a) = G(x,a).
Note que J estd bem definida, pois F(z,a¢) = G(z,a9) = x. E também,

c(a) = (byag) = J(zo,c(a)) = F(x9,b) = f(b) = V(f V g)c(a),
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c(a) = (ao,b) = J(wo,c(a)) = G(x9,b) = g(b) = V(f V g)c(a),

e entdo, J(xo,c(a)) = V(f V g)c(a), para todo a € A.
Defina H: X x A — X por H = J(1x X ¢), entdo H satisfaz

H(z,a9) = J(x,a9,a0) =

H(wo,a) = J(xo,c(a)) = V(f V g)e(a),

o que prova que V(f V g)c é ciclica. Como por defini¢ao

f1+1gl=1f +g] =[V(fVg),

segue que [f] + [g] € Gl X, 30).

Agora, pela Proposigao 3.1, como [ é ciclica segue que fv é ciclica, e entdo —[f] =
[fv] € Gn(X, o).

Portanto, G, (X, zg) é um subgrupo de m, (X, xg). O

Defini¢ao 3.38. Chamamos G,,(X,zo) de n-ésimo grupo de Gottlieb do espagco X em

relacdo a x.

O préximo resultado, assim como para G1(X), mostra que G, (X, xq) visto como sub-
grupo de m, (X, x¢) independe do ponto base. Seja o um caminho em X tal que o(0) = x e
o(1) = z1. Entao, pelo Teorema 3.8, o induz um isomorfismo o,,: m, (X, z1) — m,(X, x0),

paran > 1.
Proposigao 3.39. 0,,: G,,(X,21) = G.(X, o) € um isomorfismo .

Demonstragio. Seja o € G(X, 1), entdo existe uma aplicagao associada F': X xS™ — X
tal que F(z,%) =z e F(z1,y) = f(y) onde o = [f]. Agora, definimos h;: S — X por

hi(y) = F(o(1 —1),y),

para todo y € S™ e t € I. Claramente que hy = f e hy representa o,([f]) € m,(X, z0),
logo, pela Proposicao 3.27, segue que o,,([f]) € G,(X, xg). Isto prova que o, (G (X, x1)) C

I induz o isomorfismo

Gn(X,x0). Por outro lado, sabemos que o caminho inverso o~
inverso (071, = (0,)7': (X, 20) = 7(X, z1) para g,. Do mesmo modo, mostra-se

que (0,)"HGn(X, 29)) € G,(X, 1) e portanto o resultado segue. O

Em virtude do resultado acima, frequentemente escreveremos G,(X) ao invés de
Gn(X, xo).

Da Observacao 3.30 pode-se concluir que nao é verdade que uma aplicacao f: X — Y
sempre induz homomorfismo de G,,(X) em G, (Y). Porém, assim como para n = 1, como

consequéncia da Proposicao 3.31, temos os seguintes resultados:
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Proposicao 3.40. Se g: X — Y possui inversa a direita a menos de homotopia en-
tao o homomorfismo g.: m,(X,z0) = (Y, y0) leva G (X, x0) em G,(Y, g(x0)), isto €,
9« (G (X, 20)) C Go(Y, g(x0)), para n > 0, onde g(xo) = yo..

Corolario 3.41. Seja Y um CW -complexo. Sei: Y — X tem uma inversa d esquerda a

menos de homotopia, entdo i.(«) € G(X,x0) implica que o € G, (Y, y0) onde i(yo) = xo.

Demonstragao. Pela propriedade de extensao de homotopia para pontos de Y nés podemos
encontra uma aplicacao r: X — Y tal que r(xg) = yo € r 0@ = 1y (identidade de Y'). Seja
h::'Y — Y a homotopia entre roi e ty. Seja o: I — Y o lago baseado em g, dado por
o(t) = hi(yo). Entao

re 0y =0y m(Y,40) = mi(Y, 40),

onde o, é o isomorfismo induzido por o segundo o Teorema 3.8. Se i.(«) € G,,(X), entdo,
pela proposicao anterior, r.(i.(a)) € G,(Y) e consequentemente, pela Proposi¢ao 3.39,
a = (0,)"Hr.(i«(a))) € Gu(Y). O

Como consequéncia da proposicao e do corolario anteriores temos o seguinte resultado:

Corolario 3.42 ([10, Theorem 1-7]). Suponha que X eY sejam ambos espagos com tipos
de homotopia de CW -complexos. Se f: X — Y é uma equivaléncia de homotopia, entdo
f« conduz G (X, zg) isomorficamente em G,(Y, f(xg)).

Considerando a mesma ideia usada para mostrar que m, (X XY, (g, o)) &= 7, (X, zo) B

(Y, 4o), prova-se:

Teorema 3.43 ([10, Theorem 2-1]). G,(X X Y, (z0,%0)) = Gn(X,x0) ® Gn(Y, %), para
n > 0.

Proposicao 3.44. Seja X um H-espago, entio G,(X) = m,(X), para todo n > 0.

Demonstragdo. Seja e o elemento identidade de X e denote por z -y a multiplicagao de
x por y. Dada uma aplicagao qualquer f: S™ — X tal que f(x) = e, podemos definir a
aplicacao F': X x 8™ — X da seguinte forma

F(z,s)=x- f(s).

Como F(z,%x) =z-e=xe F(e,s) = f(s), segue que [f] € G,,(X). Como f é qualquer, o

resultado segue. O
Coroléario 3.45. G1(S') =m(SY) = Z e G,(S') = 7,(S') =0, paran > 1.

Em geral, G,,(X) # m,(X). Vamos agora definir outro subgrupo de 7,(X, o), a saber,
P,(X,xp), que é uma generalizacao do P(X,zo) C m(X,x0). Mostraremos também,

assim como para n = 1, que G, (X, zo) C P,(X, o).
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Definicao 3.46. P,(X,x9) = {a € m,(X,z0) | [, ] =0, VB € me(X,x0), k > 0}, ou
seja, P, (X, zg) é formado pelos elementos de 7,(X, zg) cujo o produto de Whitehead com

todos os elementos de todos os grupos de homotopia é nulo.

Observacao 3.47. Pode-se mostrar facilmente que P(X,z) (Definigdo 3.19) coincide

exatamente com P (X, zg).
Assim como para P(X,zg) podemos caracterizar P, (X, zq) da seguinte forma:

Proposigao 3.48. Seja o = [f] € mo(X,x0). Entao, o € P,(X,x0) se, e somente se,
para todo k > 1, toda aplicacdo g: S* — X admite uma extensdo F: S¥ x 8" — X tal
que Flgn = f.

Corolario 3.49. G,,(X,x9) C P,(X,xg), n > 0.

Chamamos a atengao agora para o proximo resultado, que nos fornece uma caracteri-
zagao de G,,(X) quando X é uma suspensdo. Esse resultado é obtido imediatamente da
definigao de G,,(X) e do Teorema 2.61.

Proposigao 3.50. G,,(XX) = {a € m,(2X) | [o,tux] = 0}, onde txx € a classe da
aplicacao identidade de XX .

3.2 Espaco de Moore

Lema 3.51 ([2, Lemma 2.5.1]). Sejamn > 1 e X um espaco CW-complexo com (n —1)-
esqueleto X" = {x} e dim(X) <n+1, X = X UUgepej™, para X =V e 57,

1 sdo (n+1)—células abertas. SejaY um espaco

onde Siy sao esferas n dimensionais e ey
e seja ¢: m,(X) = m,(Y) um homomorfismo. Entao existe uma aplicagio f: X — Y tal

que fo = ¢: m(X) = (V).

Demonstragido. Consideremos k: X™ — X ei,: S — X as aplicacbes inclusdes. Entao,

podemos considerar a sequéncia

Tu(XM) Eo 1 (X) -2 ma(Y)
e definir f,: S? — Y de modo que ¢k.([ia]) = [fa]. Logo, fl([ia]) = [fa] = Ok«([ia))-
Agora, o conjunto {[is]|a € A} gera 7,(X™) e entdo f7 = ¢k,.

Seja hg: Sp — X (") a aplicacdo colagem da célula egﬂ. Podemos assumir que hg
¢ uma aplicagdo baseada. Entao, khg =~ *, pois khg se fatora pelo espago contratil
Eg“ = E"'. Consequentemente, fI([hs]) = ¢k.([hs]) = 0 e portanto f"hg ~ *, para
todo B € B. Como f"hg >~ *, para todo S € B, segue que f" se estende para uma
aplicacdo f: X — Y. Agora, ¢k, = f* = f.k, e k,: m,(X™) — 7,(X) é um isomorfismo
por [2, Proposition 1.5.24], Portanto, f, = ¢. ]
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Lema 3.52 ([2, Lemma 2.5.2]). Para todo grupo abeliano G e inteiro n > 1, existe um

CW-complexo X com as sequintes propriedades:
i. O (n—1)-esqueleto X1 = {5}
it. dim(X) <n+ 1.

115. Para todo 1 > 0

m={ &

Demonstragio. Seja F o grupo abeliano livre gerado por {x,}aca, onde {z4}aca é um
conjunto de geradores de G. Tomemos ¢: F' — G o homomorfismo que leva a base de
F nos geradores de G e seja K o Kernel de ¢. Logo, G = F//K. K é um subgrupo de
uma grupo abeliano livre, consequentemente ele também ¢é abeliano livre. Escolhemos
uma base {ys}sep para K, e escrevemos yz = YadgaTa. Seja XM =\, S" entdo
H,(X™) ~ F, ji que X1 = {x}. Agora, vamos construir X a partir de X colando
células egH via aplicagoes fz: S™ — X (™) tal que a composicao de fs com a projecao
no somando S? tenha grau d,f. Entao a aplicacao bordo d,,;; sera a inclusao K — F.

Logo, X tera os grupos de homologia exigidos em iiz. O]

Definicao 3.53. Seja G' um grupo abeliano e n > 2 inteiro. Um espaco CW-complexo

conexo por caminhos X é dito ser um espago de Moore do tipo (G, n) se X é simplesmente

HL(X) = G, sei=n
' | {0}, sei#n.

O lema anterior garante a existéncia de um espago de Moore X do tipo (G, n). Iremos

conexo e para todo ¢ > 0

denotar este espago (ou qualquer outro espago homeomorfo a ele) por M (G, n).

Exemplo 3.54. Um caso especial é quando G = Z ou G = Z,,. Neste caso, M(Z,n) = S"
e M(Zy,,n) pode ser considerado como sendo o espago S™ U,, " que é S unida com
uma célula e"™! colada por uma aplicacdo S™ — S™ de grau m. Além do mais, se F é
um grupo abeliano livre com uma base de cardinalidade igual a de um conjunto A, entao
M(F,n) = VaeaSt. Mais geralmente, se G é um grupo abeliano finitamente gerado, o
M (G, n) pode ser considerado como sendo wedges dos tipos M(Z,,,n) para os somandos
ciclicos finitos de G, junto com copias de S™ = M (Z,n) para os somandos ciclicos infinitos
de G.

Observacgao 3.55. Note que vdrias escolhas foram feitas na construgao de M (G, n), tais
como as escolhas de um conjunto de geradores para GG e uma base para F' e K. Usando o
resultado acima pode-se mostrar facilmente que a menos de tipo de homotopia os espagos
M (G,n) sao iguais, isto é, independente das escolhas feitas na construgao os espagos
obtidos possuem o mesmo tipo de homotopia. De fato, vale mais geral, quaisquer dois
espagos de Moore do tipo (G,n) possuem o mesmo tipo de homotopia, como mostra o

resultado abaixo.
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Proposigao 3.56 (]2, Proposition 6.4.16]). Se X e Y sao espagos de Moore do tipo (G,n).
Entao, X ~ Y.

Observagao 3.57. Para n = 1, definimos o espago de Moore M(Z,1) = S*. Nao consi-
deramos M (G, 1) para outros grupos G.

Os proximos dois teoremas sao resultados classicos da topologia algébrica e serdao de
grande utilidade no decorrer deste trabalho, a saber, o Primeiro Teorema de Whitehead

e 0 Teorema de Hurewicz.

Teorema 3.58 ([2, Theorem 2.4.7]). Se f: X — Y € uma aplicagio de CW -complezos,
entao f.: m(X) — m,(Y) € um isomorfismo para todo n se, e somente se f é uma

equivaléncia de homotopia.

Teorema 3.59 ([2, Theorem 6.4.8]). Se X € um espago 1-conexo e H,(X) = 0 para todo
q < n, onden =2, entdo my,(X) = 0 para todo ¢ < n e o homomorfismo de Hurewicz
hy: mo(X) = H,(X) € um isomorfismo.

Lema 3.60 ([2, Lemma 2.5.4]). 1. O homomorfismo de Hurewicz h,: m,(M(G,n)) —
H,(M(G,n)) é um isomorfismo, e entao m,(M(G,n)) =G.

2. Se ¢p: G — H € um homomorfismo entre grupos abelianos, entdo existe uma aplica-
cao f: M(G,n) — M(H,n) tal que f. = ¢: H,(M(G,n)) — H,(M(H,n)).

Observagao 3.61. Paran > 3, M(G,n) ~ XM(G,n — 1), ver [2, Exercise 3.6.1]. Além
do mais, se X é o espago do Lema 3.52 com n = 1, entdao M(G,2) = ¥X. Portanto, todos
espagos de Moore M (G, n) sdo suspensoes, ainda mais, M (G, n) é uma suspensao dupla
sen > 3ousen =2e G éabeliano livre. Consequentemente, [M(G,n), X| tem estrutura

de grupo, para todo espaco X, e é abeliano se n > 3 ou se n = 2 e G é abeliano livre.

Essa estrutura de suspensao dos espagos de Moore M (G, n) nos permite definir grupos

de homotopia com coeficientes.

Definicao 3.62. Dados G um grupo abelino e n > 1 inteiro, com G = Z se n = 1,
definimos para todo espaco X o n-ésimo grupo de homotopia de X com coeficientes em
G por

™ (X; G) = [M(G,n), X].

Observagao 3.63. Observe que 7,(X;Z) = 7,(X), o n-ésimo grupo de homotopia de
X. Além do mais, uma aplicagdo h: X — Y induz um homomorfismo h,: 7,(X;G) —
m(Y; G) definida como o homomorfismo induzido h.: [M(G,n), X] — [M(G,n),Y].

Teorema 3.64 ([2, Theorem 5.6.6]). Seja A um CW -complezo de dimensao finita e seja
X um espago (n — 1)-conexo, n > 2. Entao a fungio suspensio 3: [A, X]| — [ZA,XX] é

bijetiva se dim A < 2n — 2 e sobrejetiva se dim A =2n — 1.
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O teorema acima é conhecido como o Teorema Generalizado de Freudenthal e como

consequéncia temos o classico Teorema da Suspensao de Freudenthal.

Teorema 3.65 ([2, Theorem 5.6.7]). Seja X um espago (n — 1)-conexo, n > 2, entdo o
homomorfismo suspensao ¥: m.(X) — m11(XX) € um isomorfismo para r < 2n—1 e um

epimorfismo para r = 2n — 1.

Sejam X um espaco, G um grupo abeliano e n > 2 um inteiro quaisquer. Se [f] €
m(X;G), entdo f.: G = m,(M(G,n)) — m,(X). Dali, podemos definir uma fungao
n = ng: m(X;G) — Hom(G,m,(X)) por, n([f]) = f.. Pode-se mostrar que n é um

homomorfismo, para detalhes ver [12, p.29].

Lema 3.66. O homomorfismo ng: m,(X; F) — Hom(F, 7, (X)) é um isomorfismo se F

é um grupo abeliano livre.

Demonstragio. Seja A o conjunto onde um conjunto de geradores de F' esta indexado.
Temos M (F,n) = Vaeca S, onde S” é a esfera n-dimensional. Seja i,: S? — M(F,n) a
inclusdo de S” na a-ésima copia do wedge. Entao {[i,]|a € A} C m,(M(F,n)) = F é
uma base para F. Se f,g: M(F,n) — X sao aplicagoes tais que f, = g.: m,(M(F,n)) —
mn(F), entao fi([ia]) = 9«([ia]), para todo [iy]. Logo, fi, =~ gia, para todo i, e portanto
f =~ g. Portanto, np € injetora.

Se ¢: F — 7m,(X) é um homomorfismo, entdao ¢([is]) = [fo] € mn(X), para algum
fo: S? — X. Definimos f: M(F,n) — X de modo que fi, = fo. Logo, fi([ia]) =
[fia] = [fa]l = ¢([ia]), para todo [is] € F. Como {[i,]|a € A} C m,(M(F,n)) = F é uma
base para F, seque que f, = ¢: m,(M(F,n)) — m,(X). Portanto, ng é sobrejetora. [

Corolario 3.67. O homomorfismo ng: 7,(M(F',n), F') — Hom(F, F") é um isomorfismo

se F' e F' sao grupos abelianos livres.

Teorema 3.68 (Universal coefficient theorem for homotopy [2, Theorem 5.2.9]). Para
quaisquer espaco X, grupo abeliano G e inteiro n > 2, existe um homomorfismo

¢: Ext(G, mp41(X)) = m.(X; Q) tal que a sequinte sequéncia curta de grupos é exata
0 — Ext(G, mui1(X)) = m(X: G) — Hom(G, 1, (X)) — 0.
Demonstracdo. Consideremos uma representagao de G representada pela sequéncia abaixo
0—R-F-5G—0

onde R e F sao grupos abelianos livres, ¢ a aplicacao inclusao e p a aplicagdo quo-
ciente. Pelo Lema 3.66, ¢ determina uma aplicacao i: M(R,n) — M(F,n) tal que
i = v T(M(R,n)) — m,(M(F,n)). Agora, pelo modo que i é construida e pelo
Lema 3.52, segue que i ¢ exatamente a aplicacao obtida das aplicagoes colagens na

construgdo de M(G,n), e portanto M(G,n) é o mapping cone da aplicagdo i. Seja
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j: M(F,n) — M(G,n) a inclusdo de M(F,n) no mapping cone de i. Agora, pelo [2,

Corollary 4.1.8], temos a seguinte sequéncia exata de grupos
Tnt1 (X5 F) AN Tnt1(X; R) AN (X G) AN (X F) SN (X5 R)

que da origem a sequéncia exata curta

Tnt1(X; R)

U e (X F))

EAN T (X; G) I Ker it — 0,

onde j™ e p™* sdo aplicacoes induzidas por j* e p* respectivamente.

Usando o Lema 3.66, vemos que existe um isomorfismo 6: Ker i* — Hom(G, m, (X))
tal que 05 = n. Agora, da construcao do Ext da resolucao de G segue que Ker i* ~
Hom(G, m,(X)). E também, usando o Lema 3.66 e a definigdo de Ext da resolugao de G,

segue que
7Tn+1(X§ R)
(M1 (X5 F))

~ Ext(G, mp51(X)). O

3.3 Grupo de Gottlieb de wedge de esferas

E bem conhecido, Teorema 3.43, que existe um isomorfismo
Go(X xY) =~ G,(X)®G(Y).

No entanto, parece nao haver tal simplicidade para uma soma que expressaria G, (X VY')
em termos de G,(X) e G,(Y). Nesta segao estudamos, embasados em [3], os G, (XX, V
XXy V.-V EXy), onde X; é a suspensdo do espago X;, com particular aten¢ao para o
caso k = 2 e X; uma esfera. Damos condi¢oes necessarias e suficientes para um elemento
de (XX VEXy V- VEXy) estar em G, (XX, VEXy V- VEXy).

Seja X um espaco baseado conexo por caminhos com o n-ésimo grupo de homotopia
mn(X). Lembremos que o n-ésimo grupo de Gottlieb de X ¢é definido da seguinte forma:
a = [f] € G,.(X) se, e somente se, existe uma aplicagao f': S" x X — X tal que o

seguinte diagrama

gy x Iy

S x X
é homotopicamente equivalente, onde j é a inclusao, ¢ty é a aplicacao identidade de X e
(f,tx) é a aplicagao determinada por f e tx.

Lembremos também do produto de Whitehead generalizado. Dados
a€ XX, Z]epeXyY, 7],

pode-se definir uma aplicacao 75(04, B): B(X ANY) — Z, no qual detalhes de sua cons-
trugao pode ser visto na Secao 2.6, cuja classe de homotopia é o produto de Whitehead
generalizado

[, 8] = [k(e, B)] € [B(X AY), Z].
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Em particular, se j;: XX — XX VXYY e jo: XY = XX VXY sao as aplicagoes inclusoes
entdao w = k(j1,j2): (X AY) = LX VIV é a aplicacio de Whitehead.

Proposigao 3.69 ([1], Corollary 4.3). Se w: X(X AY) — XX V XY ¢é a aplicagio de
Whitehead e Cy, é o mapping cone de w, entdo existe uma equivaléncia de homotopia
w: Cpy = BX X XY

Proposigao 3.70 ([3], Proposition 2.2). Se a € 7,(XX VYY), entio a € G,,(XX VXY

se, e somente se [a,id] = 0.

Proposigao 3.71 ([3], Proposition 2.3). Seja o € m,(3XVXY). Entio o € G,,(XXVXY)

se, e somente se [a, j1] = 0 = [a, Ja].

Uma extensao direta do resultado anterior para k suspensoes produz a seguinte gene-

ralizagao da Proposigao 3.71.

Proposigao 3.72 ([3], Proposition 2.4). Seja T uma soma de wedge X1V -+ V LX,

com js € [XX,,T] a classe da aplicagao inclusao, s = 1,2,... k. Entio o € m,(T) estd
em Gn(T) se, e somente se, [, js] =0, para s =1,2,... k.
Agora, vamos particularizar o estudo para o caso k = 2 e X, uma esfera. Seja

W = 8"V S com 2 < m < [. Aqui ndo distinguiremos aplicacio e classe de homo-
topia. Primeiramente vamos enunciar o resultado de Hilton [11] em relagio aos grupos de
homotopia de W.

Seja j; € m,, (W) a classe das aplicagoes de inclusoes, i = 1,2 (ny = m,ng = 1). Co-
mentemos brevemente sobre os produtos basicos de Whitehead nos grupos de homotopia
de W (Ver mais em [11] e [21, Chapter 6]). Os produtos béasicos de Whitehead de peso r,

r > 1, sd@o definidos da seguinte maneira:
1. Peso 1: j1, Jjo;
2. Peso 2: [j1, J2);
3. Peso 3: [j1, [j1, jall, [J2s [J1, J2l]-

4. Peso 4: [j1, [71, [, J2]l], [ [, [0, 22ll]s (2, Jo, (41, J2]]]

e assim por diante. Estes produtos sao ordenados como foram exibidos acima e escrevemos
eles em ordem como uma sequéncia infinita wy, wy, ws, . . .. Entdo, w, € m,, (W) para algum
inteiro n,, onde n, = |w,| é chamado de grau de w,. O préximo resultado é conhecido

como Teorema de Hilton.

Teorema 3.73 ([11, Theorem Al). Para qualquer inteiro positivo k, existe um isomor-
fismo
0: EPmp(S™) = m(W)
p=1
que ¢ definido por
O] r(s0) = Wit T(S™) = m(W).
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Note que a soma direta é finita para cada k, pois n, — oo e m(S"™) é trivial para

n, > k. Portanto, para cada = € (W),

ti
= woa,
p=1

para Unicos a, € m,(S"?).

Agora, sejam = [ =n, entao W = S"V.S" eseja p: S™ — S"V.S™ a co-produto usual
de S™. Entao, como em [11] e [21], o invariante de Hopf-Hilton H,: m,(S™) — m,(S"+3)
é definido como

Hy = gpyse0 ‘97190*7

onde p > 0 e g; é a projecdo no i-ésimo somando.

A co-multiplicacao ¢ = j; + jo e portanto podemos expressar a seguinte formula:

(1 +j2) o (@) =wi0ad +wp0a” +) w0 Hy s(a)
p=3

=jioa +jp0a" + ) w,o Hys(a),
p=3
para o € m(S™).

A projegao g, : S"V.S™ — S™ tem a propriedade que q1.(j1) = iy, a aplicagao identidade
de 7,(S™), enquanto que ¢1.(j2) = 0. Logo, pela bi-aditividade do produto de Whitehead,
¢1+(wp) = 0, para todo p > 3. Dali, aplicando ¢; em ambos os lados da igualdade acima
obtemos que o/ = a. De modo similar, se obtém que o” = a. Assim, temos o seguinte

resultado:

Proposicao 3.74. Para o € m(S™), vale a relagao
(it j2)o(a)=jioa+jroa+d wyzoHy(a).
p=0

De fato vale um resultado mais geral:

Teorema 3.75 ([21],(8.5) Theorem). Se X ¢é um espago qualquer e o € m(S™), P,
B € m(X), entao

(Bi+ )0 (@) = BroatBroat wsl(Bi, Bs) o Hyla),

p=0
onde wy13(S1, B2) € o produto bdsico de Whitehead trocando ji e jo por [y e [y respecti-
vamente.

Lema 3.76. Se H,: m,(S™) — m,(S™*3) € o invariante de Hopf-Hilton e o € m,(S™) €

uma suspensao, entao Hy(a) =0, para p > 0.

Demonstracdo. A co-multiplicagdo ¢ = ji +jo. Entao, como a é uma suspensao, é facil de
se verificar que ¢, (@) = (j1+7J2)(a) = j1oa+jroa. Mas 0(a, a,0,0,...) = jioa+jroa.
Portanto, 67! o . (o) = (o, @,0,0...), e entdo Hy(a) = gyr3060~ ' o p.(a) =0. O
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Dos teorema e lema anteriores temos o seguinte resultado:

Proposigao 3.77. Se X ¢ um espaco qualquer e a € mp(S™) uma suspensio, (1, Py €
(X)), entdo
(B1+ P2)o(a) =Froa+ Paoa.

Agora precisaremos de um resultado de Barcus e Barratt, para isso, vamos introduzir
algumas notagoes como em [4], para melhor entendimento.

Para elementos A, d no grupo de homotopia de um espago X, definimos indutivamente
ao(N,0) = [N, 6], ..., 0p11(N,0) = [N, 0p(N,0)]. Quando X = S"V S" e X =j1ed = jo
respectivamente, temos que o,(j1,j2) sdo produtos bésicos, mas nao todos eles. Seja
B, o invariante de Hopf-Hilton correspondente ao o,(j1,j2), entdo By = Hy, By = Hj,
By = Hs, e assim por diante. Portanto, B, : m,,,(S™) = 7, (SP+H2"P~1) para p > 0. Para

obter a férmula compacta abaixo, definimos B_; = id: 7, (S") — m,(S™).

Lema 3.78 ([4], Corollary 7.4). Se A € m,(S™), a € m,(X), B € m(X) e m,n > 2,
entao -
[ao Bl = > (=)D i (a,8) 0 EIB,(N).
p=—1
O resultado acima é de suma importancia para os préximos resultados de [3] e a
generalizacao desse lema, Proposicao 4.21, serd de grande importancia para os resultados
desta tese.

Usando a 3.71 e lema anterior pode-se mostrar facilmente o préoximo resultado.

Proposigao 3.79 ([3], Proposition 3.3). Sejam j; € m,(S™V S e jo € m(S™V S!) as
classes de homotopia das aplicagoes inclusoes. Se A € wn(S™) € um elemento qualquer,
entio j o\ € Gn(S™V SY) se, e somente se, A € Gy (S™) e XI71B,(A\) =0, parap > —1.
Similarmente, se X € mn(S), entdo jo o A € Gn(S™V SY) se, e somente se, A € Gy(S!)
e X" 1B,(N\) = 0.

Sejam a; € T (S™) e ap € wn(SY), m <1l em,N > 2. A proposicio anterior nos
fornece uma condigao necessaria e suficiente para um elemento da forma j; o ou jp 0 ap
de mn(S™V SY) estar em Gy (S™V SY). Contudo, um elemento qualquer 6 € 7y (S™V St)
tem forma

9:j10&1+j20042+zwp004p7
p=>3

onde a,, € an(Slrl) e w, sao produtos bésicos (com j; = wy € jo = wy). Entdo 0 €
Gn(S™ V S') se, e somente se, [0,71] = 0 = [0, ja], como os w, sdo produtos bésicos,
podemos expressar essa condi¢do por, [wy, © oy, j1] = 0 = [w), 0 ay, jo], para todo p. Nos
expressamos cada um desses produtos de Whitehead (exceto p = 1 no primeiro e p = 2 no
segundo) como uma soma pelo Lema 3.78. Em geral, isso produziria um niimero muito
grande de condicoes para 6 estar em Gy(S™ V S!). Mas, podemos reduzir o nimero

assumindo que N é menor que algum expressao linear em m tal como N < am —a + 1
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para algum inteiro a > 2 (e, consequentemente, N < aym+asl —a+ 1, para a; +as = a).
Observe que a;m + asl — a + 1 é exatamente a dimensao das esfera de chegada dos a,
conforme vai construindo os produtos bésicos wy, isto é, a;m + asl —a + 1 é exatamente
0s |wp|. Iustramos isso a seguir no caso de a = 4.

Se € mn(S™V S comm <leN < 4m — 3, entdo

5
0= pr © Qp,
p=1

com a; € mn(S™), ay € Tn(SY), az € T (ST ay € TN (SR e iy € Ty (S™T2).
Note que, a,, € mn(S1?!) = 0, para p > 6, pois N < 4m — 3 < |w,|.

O préximo teorema é o principal resultado de [3], iremos aqui reproduzir sua demons-
tracao, pois a técnica usada é fundamental para o entendimento de suas generalizagoes,

que a priori, sao fundamentais para o nosso trabalho, como por exemplo, a Proposicao
3.84.

Teorema 3.80 ([3, Theorem 3.4]). Com as condicoes e notagoes anteriores, 0 € Gn(S™V
Sh) se, e somente se, a; € Gn(S™), as € Gy (SY), oy =0, ¥ tay =0, By(a;) = 0,

parap=0,1et=1,2, eas=a4 = a5 =0.
Demonstragio. 6 € Gn(S™V S') se, e somente se, [0, 7] = 0= [0, jo]. Agora,

[0, j2] = [J1 0 au, ja] + [j2 © g, Jo] + [ws 0 3, fio] + [wa © vy, o] + [ws 0 s, Jo]
e examinando esses cincos termos separadamente usando o Lema 3.78, temos:

[j10 a1, jo] =wz o X tay + > top41(j1,j2) © S B (an), (3.1)

p=0,1

pois, B,(ap) € my(SPT2m=P=1) = (), para p > 2.

[j2 © ag, ja] = Ja © [z, 1g]. (3.2)

[ws 0 ag, jo] = [wa, ja] © X' e, (3.3)
pois, By(az) € my(SPHDmH=D=p=1) = () para p > 0.

(Wi 0 g, Jo] = [wa, Jo] © X' e, (3.4)
pois, B,(ay) € my(SPT2CmH=2)=p=1) — () para p > 0.

[ws 0 a5, Jo] = [ws, jia] © X' axs, (3.5)
pois, By(as) € my(SPHIm+2A=2=p=1) — () para p > 0. Portanto, das equagdes acima,

[Q,jg] = W3 O Elil()zl +wy o0 ZlilBo(Oél) + wg o ElilBl (Oél)
+j2 0 [ag, u] + [ws, ja] 0 By
+{was Jo) 0 B ay + [ws, Jo] 0 B a.
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Cada um dos produtos Whitehead que aparecem no lado direito desta expressao é ou um
produto basico ou, usando anticomutatividade, o negativo de um produto bésico. Por

isso, temos a seguinte equivaléncia:

[0,72] =0 & as € GN(SY); X ta, =0, p=1,3,4,5;
YIB () =0, p=0,1,

uma vez que, js o [, ] = 0 & [ag, 1] = 0 & ay € G (SY).

Agora, consideremos a aplica¢ao suspensao iterada
I-1. m4l—1 m+21—1
b : WN(S ) —>7TN+I,1(S )

Pelo Teorema 3.65, ¥'"! é um isomorfismo, pois N < 2(m + [ — 1) — 1. Portanto,
Y laz = 0 se, e somente se, a3 = 0. Analogamente, %' 'a, = 0 se, e somente se, a,, = 0,

para p = 4,5. Consequentemente, [0, jo] = 0 se, e somente se,
ay € Gn(SH; 2 ay = 0; By(an) = 0,p=0,1;04 = 0,7 = 3,4, 5.

Um célculo similar pode ser feito para [0, j1] e se assumirmos que [, jo] = 0, entdo

a; =0, para i = 3,4,5. Assim,

[0, 51] = ji o[, tm] + [J2. j1] 0 X" aa + Y E0p41(f2, j1) 0 B By(an).
p=0,1

Os produtos de Whitehead que aparecem a direita sdo produtos basicos a menos de sinal.
Portanto, [0, j;] = 0 (junto com [0, js] = 0 e o Teorema de Freudenthal) implica que
a; € Gy (S™), X lay =0, e By(ag) = 0, para p =0, 1. Isto prova a primeira implicacao
do teorema (“ = 7).

A outra implicagdo as hip6teses facilmente implicam que [0, j;] = 0 = [0, jo], e entdo

0 € Gy(S™V 5. 0

Observagao 3.81. Se trocarmos a hipdtese B,(a;) = 0, para p = 0,1 e ¢ = 1,2 com
a hipdtese «; é uma suspensao, para ¢ = 1,2 e mantermos as outras hipoteses, entao

conclufmos que 6 € Gy (S™V.S). Isto segue diretamente do Lema 3.76 e teorema anterior.

Queremos enfatizar que apresentamos o teorema anterior para ilustrar o método usado
em [3] de mostrar que um limite superior para N nos leva a um nimero menor de condigdes
necessarias e suficientes para um elemento estar no grupo de Gottlieb. Claramente este
método pode ser usado para outros limites superiores. No corolario abaixo enunciamos

este resultado para limites menores do que o dado no teorema.
Corolério 3.82. Seja 6 € ny(S™V SY), m <1, m,N > 2.
1. Se N < 2m — 1, entdo Gn(S™V S') = 0.

3
2. Se N <3m—2, entio 0 = Y. wyoa, € Gn(S™VS) & a1 € Gy(S™), ag € Gy(5Y),
p=1
Ylay =0, ¥ lay =0, By(ay) =0, parai=1,2 e az = 0.
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Usando a mesma técnica, aplicando a Proposicao 3.72, é possivel estender esses resul-
tados para um bouquet de k esferas Y = S™V.S™ V.- -VS§™ onde2 < nj; < ng < --- < my
e fornecer condigbes para um elemento 6 = - 5w, 0 oy, € T (Y) estar em Gy (Y). Os
detalhes sdo formidaveis porém exige muitos calculos e nds também os omitimos como em
[3], porém chamamos a atengdo para essa extensao no corolario anterior item 1. Apresen-

temos essa extensao como uma proposicao.

Proposicao 3.83. Seja 0 € wn(S™ vV .S™2V .- S”k) onde 2 <ny <ng <---<my e
2 <N <2ny —1, entio Gn(S™ V S™2V --. v S%) =

Como consequéncia dessa proposicao temos o proximo resultado que serda de suma

importancia para resultados desta tese.

Proposicao 3.84. Se t > 1 entio Gpyi(M(Z',m)) = 0 para i < m — 1, onde Z' é a

soma direta de t copias de 7.

3.4 Grupo de Gottlieb de wedge de espacos de Moore

Proposigao 3.85 ([8, Lemma 3.15]). Se A e B sao grupos abelianos de tor¢ées cujas
componentes primdrias sao determinadas por conjuntos disjuntos de primos distintos,
entao a aplicagio inclusio M (A, m)V M (B,n) < M(A,m)x M(B,n) é uma equivaléncia

de homotopia, para m,n > 2.

Demonstragio. Pela formula de Kiinneth para o par de espagos baseados (X, xg) e (Y, vo),

temos

k
Hk(XX}/,X\/Y @Hz X 1’0 ®Hk (Y Yo @@TOI‘ X Io) Hk—i—l(y’yO))-
=0 1=0
Como as componentes primérias de A e B sao determinadas por conjuntos disjuntos de
primos, segue que
Hi(M(A,m), 0) @ Hi(M(B,n),y0) =0

Tor(H;(M(A,m),xo), Hx_;1(M(B,n),yo)) =0,

para pontos bases zg € M(A,m) e yo € M(B,n).

Consequentemente, da sequéncia exata em grupos de homologia do par (M (A, m) X
M(B,n), M(A,m)V M(B,n)) obtemos que a aplica¢ao inclusao M (A, m)V M(B,n) <
M (A, m) x M(B,n) induz isomorfismo nos grupos de homologia. Agora, como os espagos
M(A,m) e M(B,n) sao 1-conexos, segue que a aplica¢do inclusao também induz isomor-
fismos nos grupos de homotopia, e portanto, pelo Teorema 3.58, segue que a aplicacdo
inclusao M (A, m)VM(B,n) < M(A,m)xM(B,n) é uma equivaléncia de homotopia. [
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Observagao 3.86. A proposigao anterior implica que o espago M(A,m) AN M(B,n) é
contratil, para m,n > 2 e componentes primarias de A e B determinadas por conjuntos
disjuntos de primos. Em particular, o espago M (Zy,m) A M(Z;,n) é contratil, para

m,n > 2 e k e [ relativamente primos.

Segue diretamente da proposicao anterior e dos resultados de Gottlieb em [10, Theorem

1-7, 2-1], o seguinte resultado

Corolario 3.87. 1. Sejam A e B grupos abelianos de tor¢oes com componentes primdrias
determinadas por conjuntos de primos disjuntos. Entao Gp(M(A,m)V M(B,n)) =
J1:Ge(M(A,m)) @ jo. Ge(M(B,n)), para todo k > 1, m,n > 2. Em particular,
Gr(M(Zg,m)V M(A,n)) = j1.Ge(M(Za,m)) ® jorGp(M (A, n)), para todo k > 1,
m>2en>2, se A éum grupo abeliano de torcao com a componente 2-primdria
trivial.

t
2. Se A= @Api ¢ a decomposicio primaria de um grupo abeliano finito A, entao
i=1

t
GL(M(A,m)) = D jiGr(M (A, m)),
i=1
para todo k >1 em > 2.

Se X &% X,V X, 2 X, sdo as aplicagoes inclusdes e projecdes, respectivamente,

entao pjr = O, para k,l = 1,2. Entao podemos afirmar:

Proposicao 3.88. Se 7, (X1 V X3) = j1amm(X1) @ Joumn(X2), para algum m > 1, entdo
Gm(Xl \ X2) g jl*Gm(Xl) ®j2*Gm(X2>'

Demonstragio. Como pyj; = Lx,, segue por [10, Proposition 1-4] que pp: G (X1 V X)) —
G (X)), paral = 1,2. Se a € G, (X1 V X3), entdo o = j.aq + Joxa, com ay, € mp(Xg),
k= 1,2. Logo, oy = precx € g € Gp(Xy), para k = 1,2. Entdo, concluimos que
Gm(X1V X3) C j1.Gn(X1) @ J2:Gin(X2) = G (X7 X X3). O]

Observacao 3.89. Se os espagos X e Y sao (m — 1) e (n — 1) conexos, respectivamente,
entdo T (X XY, X VY) =0, para k+ 1 < m+n. Isto implica que a aplica¢do inclusao
XVY < X xY éuma (m-+n—1)-equivaléncia de homotopia, isto é, a aplicagio inclusao
X VY < X x Y induz isomorfismo m,(X VY) = m(X x Y), para k <m +n — 1.

Consequentemente, como os espagos M (A, m) e M(B,n) sao (m—1) e (n—1) conexos,
respectivamente, a aplicacdo inclusao M (A, m)V M(B,n) < M(A, m) x M(B,n) implica

um isomorfismo
(M (A,m) VvV M(B,n)) = m,(M(A,m)) ® m(M(B,n)),
para k < m+n — 1. Em particular, M(A & B,n) = M(A,n)V M(B,n), e entao

T(M(A® B,n)) = m(M(A,n)) @ m(M(B,n)),
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para k < 2n — 1.

O préximo resultado é consequéncia imediata da proposicao e observagao anteriores.

Corolario 3.90. Se k <m+n — 1, entao

para todo k >1 em,n > 2.



4 Calculos de grupos de (Gottlieb de

espacos de Moore

Neste Capitulo, mais precisamente, nas Secoes 4.1, 4.2 e 4.3, apresentamos alguns
resultados importantes de [3, 8], que servirdo de base e motivagao para calculos de grupos
de Gottlieb de espacos de Moore. Nas demais se¢oes, obtemos resultados relevantes
no célculo de grupos de Gottlieb para alguns espagos de Moore do tipo (A,n), com A
abeliano finitamente gerado. O material apresentado nas se¢oes finais é parte do trabalho

em conjunto [7].

4.1 O n-ésimo grupo de Gottlieb de espacos de Moore

Agora, vamos discutir o n-ésimo grupo de Gottlieb de um espago de Moore M (A, n) do
tipo (A,n), n > 2. Assumimos que A é um grupo abeliano finitamente gerado e M (A, n)
é uma soma de wedge de suspensoes, a saber, esferas e espagos de Moore do tipo finito,
como ja visto anteriormente. O préximo resultado é consequéncia de [10, Theorem 5.2
and 5.4].

Teorema 4.1. Se n > 2, entdo

0, sen € par

Go(M(An) = sen ¢ émpar, rank A # 1
22 C 7 = mp(S™), se A=17Z,n# 3,7 é impar
Z = (S"), se A=7,n=3,7

Para fechar todos os casos resta somente os espagos de Moore M (Z@ A, n) com n impar
e A abeliano finito. Em [3] os autores fizeram esse trabalho. Vamos aqui reproduzir os
calculos. Para isso, vamos enunciar o seguinte resultado que ¢é imediato da Proposicao
3.88.

Proposicao 4.2. Sejam X e Y espagos tal que m,(X VY) = jr.m(X) + jamn(Y) e
G,(Y) =0, onde j1: X - X VY ejo: Y = X VY sao as aplicagoes inclusoes. Entdio

o4
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Corolario 4.3. Assumindo a hipdtese da proposi¢io acima e adicionando que G, (X) = 0.
Entio G,,(X VY)=0.

Corolario 4.4. Se n é impar, entio G,(M(Z & A,n)) é um grupo ciclico infinito, onde

A € um grupo abeliano finito.

Demonstragio. Sejam My = M(A,n), X = M(Z&A,n) = S"V Mu e, = [id] € m,(S™).

Pela Observacgao 3.89, a hipdtese da Proposicao 4.2 é satisfeita e portanto,

2Z{2]1}7 sen # 37 77

G, (X) =G, (5"V My) C j1.G,(S™) =
(X) ( a) S (57) {Z{jl}, sen=3,7.

Agora, como j1.(G,(S™)) é um grupo ciclico infinito, basta mostrar que G,(X) é um
grupo nao trivial. Para isso, pela Proposicao 3.71, é suficiente mostrar que existe um

inteiro positivo k tal que [kji, 1] = 0 e [kj1,42] = 0.

0, sen=3,7ek >0,

1. kb,. = kJ1s nan:.*k' ny bn]) =
[]131] 1 [L L] Jl( [L b]) {07 sen #3,7ek >0 par.

2. O elemento jy € [My4, X] tem ordem finita [ uma vez que o grupo [M,4, X| tem ordem

finita pelo Teorema dos Coeficientes Universais. Portanto, [l71, j2] = [j1,1j2] = 0.

Basta tomar k£ = 2[ e o resultado segue. O]

Observagao 4.5. Observe que acima mostramos que existe um k tal que kj1.G,,(S™) C
Gn(M(Z ® A)) C j1.Gn(S™).

No final do Artigo [3], Remark 4.5, surge um comentdrio natural levantado pelos
autores, que € o seguinte: “Seria interessante calcular outros grupos de Gottlieb de espagos
de Moore tal como, por exemplo, G, 1 (M(A,n)).”

No intuito de responder essa questao para A grupo abeliano finitamente gerado, de-
senvolvemos a préxima segdo, onde calculamos os grupos m,.1(M(A,n)), n > 3, para

alguns grupos A.

4.2 Célculo do (n + 1)-ésimo grupo de homotopia do

espaco de Moore

Sejam m,n > 2 inteiros. Primeiramente, consideramos o espaco de Moore M (Z,,,n).
Seja m: S™ — S™ uma aplicagdo de grau m, seja X o mapping cylinder de m e seja
M = S™U,, "™ 0 mapping cone de m. Entdao M = M(Z,,,n) e temos uma sequéncia de
cofibra

S XM
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onde S™ e M sao (n — 1)—conexas e m’ é a aplicagdo de S™ em X induzida por m.
Tomemos a sequéncia exata da cofibragdo m’, trocando X por S™ e m’ por m, uma vez

que X e S™ tem o mesmo tipo de homotopia, obtemos a sequéncia exata
n M n T d n M n
T (S™) = mp(S™) == (M) — m_1(S™) =5 mp_1(S™) (%)

onde i = 7,,1: 8™ — M é a inclusao, di é o homomorfismo bordo e k < 2n — 2. Segue
do Teorema de Freudenthal que ¥: m;_1(S™ 1) — m(S™) é um epimorfismo. Portanto
se a € m(S™), entdo a = X3, para algum 3 = [g] € m_1(S"!). Consequentemente

m, (o) = [mXg] = (Xg)*[m]. Porém m = m(¢,) e (Xg)* é um homomorfismo. Portanto,
m,(a) = m[Xg| = ma.

Similarmente m,(A) = m\, para A € m;_1(S™). Assim, os dois homomorfismo m, na
sequéncia exata (x) sdo ambos multiplica¢oes por m que serd denotado por xm.

Suponhamos k = n em (x), onde n > 2. Temos a sequéncia exata
% 0 =5 0.

728 7, L, (M) 25 0

Portanto, 7,(M) = Zp{ins1}-

Se k =n-+1em (%), onde n > 3. Temos a sequéncia exata
Ty 28 Ty 255 oy (M) 25 2 25 7,

Portanto, se m é par, entao m,+1(M) = Zg{in11m.}, onde 1, é o gerador de m,,41(S™) = Za,
e se m é impar, entdao m,1 (M) = 0.
Agora, se k =n + 2 em (x), onde n > 4. Entao temos a sequéncia exata
A i,
Ly =™ Ty = Tpio(M) 228 7y 2% 7,

Se m é par obtemos 7, 2(M) como uma extensao de Zy por Zs, assim podendo ser Zy ® Zo
ou Z4. Se m é impar, entao m,12(M) = 0. Em resumo desses célculos temos a seguinte

proposicao.
Proposicao 4.6. Seja m > 2. Entao:
1. Sen > 2, 1,(M(Zm,n)) = Zp{ini1}-

2. Sen >3, entdo

Zodini1mn ), ,
Tni1(M (Zop,m)) = { o{ins1nn}, sem € par

0, sem € impar
3. Sem é par e n > 4, entdo existe uma sequéncia exata curta
0 — Zo — mpi2(M(Zyyy,n)) — Zg — 0,

e portanto, Tp1o(M(Zy,n)) pode ser Zo & Ly ou Zy
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4. Se m é impar e n > 4, entio m,o(M(Zy,,n)) = 0.

Agora discutiremos a relacao entre os grupos de homotopia do espago de Moore do
tipo (Zm,n) e de todos os espagos de Moore do tipo (A, n), para um grupo abeliano A
finitamente gerado.

Seja A um grupo abeliano finitamente gerado e seja P o conjunto de todos os primos
que dividem a ordem do subgrupo de torcao de A. Escrevemos A como uma soma direta
A=2® --OLEP A,
onde r é o rank de A e A, é a componente p-priméria de A, que ¢é a soma direta de grupos

ciclicos de ordem poténcias de p. Entao, para n > 2, formamos o wedge
X=85"V---vS§"Vv\ M(4,n)
r termos peEP
onde M(A,,n) é o wedge de espacos de Moore da forma M (Zya,n). Claramente X é um
espaco de Moore M (A, n). Além do mais, os espagos S™ e M(A,,n) saio CW complexos

cujo (n — 1)—esqueleto é o ponto base. Logo, temos o seguinte resultado.

Proposicao 4.7. Sei <2n—2 en > 2, entdo

(X)) = m(S") @ - @& m(S™) @ m(M(Ap, n)).

peEP

r somandos
Demonstracio. Seja
YV =8"x--xS"x [[ M(Ay,n)
—_——

r fatores peP

e seja j: X — Y a inclusdo. Entdo Y?" ! = X e entdao j,: m(X) — m(Y) é um
isomorfismo (Ver [2, Proposition 1.5.24]). Logo,

peEP

r somandos

Corolario 4.8. Seja A um grupo abeliano finitamente gerado de rank r cuja componente

2-primdria é a soma direta de s grupos ciclicos com ordens poténcia de 2. Entdo

1. Sen >3, entio w1 (M(A,n)) = Zo @ -+ & Ls.
—_——
r + s somandos

2. Sen >4, entdo mpyo(M(A,n)) = Zo @ --- B Ly ®H, e existe uma sequéncia exata
—_——

r somandos
curta

0—Zo® - ®Zy —H —ZyD--DZy — 0.
— ——

s somandos s somandos

Corolario 4.9. Seja A um grupo abeliano finito de ordem impar, entdo
1. 1 (M(A,n)) =0, paran > 3

2. Tpio(M(A,n)) =0, para n > 4.
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4.3 Grupos de Gottlieb de alguns espacos de Moore

Seja M™ = ¥ 2RP? para n > 2, onde RP? denota o plano projetivo real. O espaco
M™ é um espago de Moore do tipo (Zg,n — 1), para n > 3, muito estudado por Mukai e
outros pesquisadores em [8], [15], [16], [13], [14], entre outros trabalhos. Esse vasto estudo
servira como base para a maioria de nossos resultados. A seguir, apresentaremos o que
servira de apoio e também motivagdo para as proximas segoes, onde desenvolvemos nossa

contribuigdo para a pesquisa, disponiveis em [7].

Observacao 4.10. Do Teorema 4.1, se A é um grupo abeliano finitamente gerado e
M (A, n) é um espago de Moore do tipo (A,n), n > 2, entdao G,(M(A,n)) =0 se n é par
ou se n é impar e A é um grupo de tor¢gdo. Em particular, se n > 3, entdo G,,_1(M™) = 0.
Para M? = RP?, Gottlieb em [9, Corollary 1.6] mostra que G;(RP?) = 0.

Da Proposicao 4.6, m,(M(Zy,,n)) = Zp{ins1}, onde iyqq: S™ — M(Zy,,n) é a inclu-

3 2m, sem =2 (mod 4),
sao. De [20, Theorem 4.4] temos ftrr(z,,n) =

m,  caso contrario.
Compilando essas informacoes com a observacao acima, obtemos o seguinte resultado:
Proposigao 4.11. fini1, tar(z,,m)) = M.
Fazendo uso da equacao:

[0 Xy, B oXd] = [a, ] oX(yAd), (4.1)

e de outros resultados computados em [8], obtemos o importante resultado abaixo, que

serda de grande utilidade para as préximas segoes:
Proposigao 4.12 ([8, Proposition 3.10]). 1. P,_1(M"™) =0, para todo n > 3.
2. P3(M?3) = 2m3(M?3) = Zy{2i3m2} e B,(M™) =0, para todo n > 4.
3. N1 & Por1(M™) para todon >3 e P, 1(M™) =0, para n > 3 impar.
4. Poio(M™) =0 e P, 3(M"™) =0, para n > 7 impar.
5. Poya(M™) =0, paran > 8.
Corolario 4.13 ([8, Corollary 3.11]). 1. G,—1(M™) =0, para todo n > 3.
2. G3(M?3) = 2n3(M?) = Zo{2i3me} € G,,(M™) =0, para n > 4.
3. Gpy1(M™) =0 para todo n > 3.
4. Guia(M™) =0 e Gpy3(M™) =0, para n > 7 impar.

5. Gpya(M™) =0, paran > 8.
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Da Proposigao 3.88, do corolario anterior e do fato que 7 (M (A, n)) = 0, para k < n,

n > 2, podemos obter o seguinte resultado:
Proposicao 4.14. Seja A um grupo abeliano. Entdo:
1. G a(M™NV M(A;n)) C j1.Gr1(M™), para m >3 en > 2;

2. G (M™V M(A,n)) C jouGm-1(M(A,n)), para m >3 en > 2;

3. Gu(M™N M(A,n)) C jo.Grn(M(A,n)), param >4 en > 3;

4. Gra(M™NV M(A;n)) C jouGmi1(M(A,n)), para m >3 en > 4;

5. Guio(M™ NV M(A,n)) C jouGraa(M(A,n)), para m > 7 impar e n > 5;
6. Guis(M™N M(A,;n)) C jouGras(M(A,n)), para m > 7 impar e n > 6;

7. Guaa(M™ NV M(A;n)) C jouGria(M(A,n)), param>8 en>7
E imediato que:
Corolario 4.15. 1. G,_1(M™V M(A,n))) =0, param >n+1en>2;
2. G (M™V M™% =0, para k>0 en > 3;
3. Gp(M™V M™% =0, para k >0 en > 4;
4. Guia(M™V M™*) =0, para k>0 en > 3;
5. Guio(M™"V M™™) =0 e Gnyz(M™V M™*) =0, para k > 0 e n impar comm > 7;
6. Grya(M™N M™*) =0, para k>0 en > 8.
Observacgao 4.16. Note que do Coroldrio 4.13 e do corolario anterior (2) — (6) segue que

Grax(M(Zh,n)) = Gryp(M™ v oo v MY =0,

t vezes

para k =0,1,2,3,4,5 e qualquer ¢ > 0, sob as mesmas restrigoes sobre n acima, onde Z

¢ a soma direta de t copias do grupo ciclico Zs.

No Corolario 4.9 vimos que m,41(M(A,n)) = 0, para n > 3 e mo(M(A,n)) = 0,
para n > 4, para A abeliano finito de ordem ifmpar. Usando a mesma ideia e algumas
informagoes a mais podemos estender esse resultado para grupos de ordens superiores,

COomo segue:

Proposicao 4.17 ([8, Proposition 3.19]). Seja A um grupo abeliano finito de ordem

impar. Entdo:

1. mpp3(M(A,n)) = 0, para n > 5 e mpa(M(A,n)) = 0, para n > 6 desde que a

componente 3-primadria de A seja trivial, isto é, A3 = 0;
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2. Tpps(M(A,n)) =0, paran > 1.

Dos Corolarios 3.90, 4.9 e da proposicao anterior, obtemos o seguinte teorema:
Teorema 4.18. Seja A um grupo abeliano finito de ordem impar. Entdo:

1. Guix(M(A® Z,n)) C jou Gy (S™), para k =1,2 en > k + 2.

2. Guik(M(A®Z,n)) C jouGnik(S™), para k =3,4, n > k+2 e A3 = 0.

3. Guys(M(ABZ,n)) C jouGrys(S™), paran > 7.

t

Do Corolario 3.87 sabemos que se A = EB A,, é a decomposicao primaria de um grupo
i=1
de tor¢ao A, entao

Gk(M(A7 m)) - @]Z*Gk(M(APw m)),

para todo kK > 1 e m > 2. Em particular, para A grupo abeliano finito. Da Observacao
4.5, sabemos que se n é impar e A um grupo abeliano finito, existe um [ par tal que
[j2:Gn(S™) C Go(M(A® Z)) C jouGn(S™). O corolario abaixo, sob as condigoes da
proposicao anterior, nos diz que [ = 1, para k = 1,2,3,4,5, se A tem ordem impar.
Vamos dar atencao para essa demonstracao, pois é fundamental a ordem de A ser impar

para a técnica usada.

Corolario 4.19 ([8, Corollary 3.20]). Seja A um grupo abeliano finito de ordem impar.

Entao:
1. Guix(M(ADZ,n)) = jou Gk (S™), para k =1,2 en > k + 2.
2. Gpis(M(A®Z,n)) = jouGrny3(S™), para, n > 5 e A3 = 0.
3. Gia(M(AD®Z,n)) = jouGria(S™) =0, paran > 6 e Az = 0.
4. Guis(M(A®Z,n)) = j2uGni5(S™) =0, paran > 7.

Demonstragio. Para os n em que G, (S™) =0, k = 1,2,3,4,5, o resultado é imediato.
Vamos entao considerar os casos que G, (S™) # 0, para k = 1,2, 3,4, 5, de [20, Chapter
V] temos que 7, 11(S™) = Zo{n,} paran > 3, T,42(S™) = Zo{n?} paran > 2, m,,3(S") =
Zoy{v;} para n > 5, m,4(S™) = 0 para n > 6, m,45(S") = 0 para n > 7, onde 7, =
X209, 2 = NuNpa1 € 12 a aplicacdo de Hopf. Do Teorema 3.68 (Teorema dos Coeficientes

Universais), para qualquer espago X, grupo abeliano A e n > 2 temos a sequéncia exata:
0 — Ext(A, m41(X)) — [M(A,n), X] — Hom(A, 7, (X)) — 0.

Agora, se A tem ordem impar e X = M (A @ Z,n) entdo a sequéncia exata curta acima
implica que jo: M(A,n) — M(A®Z,n) tem ordem impar no grupo [M(A,n), M(ASZ,n)]
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pois A tem ordem impar e se k = 3,4 essa ordem nao é divisivel por 3, uma vez que As = 0.
Consequentemente, [J17,, jo] = [1172, J2] = [J1v;}, j2] = 0.
Por [8, (1.15), (1.16), (1.32)],

1, sen=26oun=3 (mod4),

ﬂ[bnann} = L.
2, caso contrario,
o1 I, sen=2,3 (mod 4),
N
2, caso contrario,
1, sen=7 (mod8)oun=2"—3parai>3;
2, sen=1,35 (mod8),n>9en#2" —3;
Bin, v ] =

12, sen=2 (mod4)en>6oun=4,12;
24, sen=0 (mod4)en>38 n#l2.

Essas condigoes determinam completamente G, (S™), k = 1,2, 3 e dai, como estamos nos
casos que Gn-i—k(Sn) 7é 07 concluimos que [jlnnajl] = jl [Um Ln] = 07 []1777217]1] = jl [777217 Ln] =
0 e [51lvl, 1] = ;1[lvt, ] = 0, para algum 1 < 1 < 23. Agora, da Proposigdo 3.71, o

resultado segue. O]

Usando o Corolario 3.87, Corolario 4.9, Proposicao 4.17 e por fim a Proposicao 3.84,

podemos obter o seguinte resultado:
Proposicao 4.20. Seja A um grupo abeliano finito de ordem impar. Entdo:
1. Guxy(M(A®Z'n)) =0, parak=1,2, n>k+2et>1.
2. Guis(M(A®Z',n)) =0, para,n >5,t>1¢e A3 =0.
3. Gua(M(A®Zn)) =0, paran>6,t>1e A3 =0.
4. Guis(M(A®Z'n)) =0, paraen>Tet>1.

Depois de tudo que vimos até aqui, na motivacao de classificar ao maximo os grupos
Grnin(M(A® Z',n)), t > 1 e A abeliano finito, é natural se fazer a seguinte pergunta:
“Qual é o (n+1)-ésimo Grupo de Gottlieb dos espagos de Moore do tipo (A& Z', n) para
t > 1 e A abeliano finito de ordem par”. Nas préximas se¢oes respondemos essa pergunta
para quando A tem ordem par com |A| =2 (mod 4) e estendemos essa discussao para o
(n+2)-ésimo grupo de Gottlieb dos espagos de Moore do tipo (A@Z!, n) para A abeliano
finito de ordem par com |A| =2 (mod 4).
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4.4 Calculo do (n+ 1)-ésimo grupo de Gottlieb de es-

pacos de Moore

Sejam i,.1: S"™ — M"" = M(Zy,n) a aplicagao inclusdo e 1, = X" 2, onde 7,
é a aplicagdo de Hopf, o gerador do grupo m,.1(S™), para n > 2. De [20, Chapter V]
Tni1(S™) = Zo{n}, para n > 3 e da Proposigao 4.6, 7, 1(M™) = Zy{in11m.}, para
n > 3.

Do Corolério 4.13 sabemos que G, 11(M™!) = 0, para n > 3, vamos agora usar a
Proposigao 3.84 e outros resultados para obtermos o (n+ 1)-ésimo grupo de Gottlieb para
uma classe maior de espacos de Moore.

Na sequéncia, nds apresentamos uma féormula que generaliza outras provada por Bar-
cus e Barratt [4, Corollary (7.4)] no caso em que A e B sao esferas e por Rutter [18,
Theorem 3.5.1] no caso em que A e B sdo suspensoes. De fato, somente precisamos que

A seja um co- H-espago.

Proposicao 4.21 ([5, (3.4) Proposition, p. 51]). Sejam A um co-H-space e B um espago
de dimensdo finita. Entdo, o produto de Whitehead de YA % Z ¢ B 5 XY LNy

satisfaz a formula

(@, 87] = 3 [[er, 8] © (14 A (7))

k=1
para os invariantes de James-Hopf

hy: [SB,XY] — [EB, (ZY)"),
onde [[a, B¥] = [...[[e, B, B, ..., ] denota o produto de Whitehead iterado.
Observacgao 4.22. [5, p. 43]
1. O invariante hy é a aplicacao identidade de [XB, XY
2. Se v é uma suspensao entao hi(y) = 0, para k > 2.

3. A decomposi¢ao em soma do elemento [«, 5] induzida pelos produtos de Whitehead
iterado é unicamente determinada pela proposicao acima quando o = j5 e 8 = j;
sao as aplicagoes inclusoes em Z = XAV X B, ou seja, é uma soma direta induzida

pelos produtos de Whitehead iterado.

A proposicao e a observagao acima serao muito importante para as obtencoes de nossos

principais resultados, como veremos em sequéncia.
Proposicao 4.23. Seja n > 3. Entao:
1. Go1(M(Z! ® Zo,n)) =0, para t > 1.

, Zo{jinn}, sen =06 oun=3 (mod 4),
2. Gon(M(Z& Z,n)) C 1uGria(S7) =2

0, caso contrario.
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Demonstragio. 1. Sabemos que G, 11(M(Z' @ Za,n)) = Gt (M(Z!,n) v M™1) e por-

tanto, pelos Corolario 3.90 e 4.13 e a proposi¢ao anterior o resultado segue.

2. Segue dos Corolarios 3.90 e 4.13 e de [8, (1.15)], que diz

1, sen=6oun=3 (mod4),
8[tn, nn) = .
2, caso contrario.

O
Proposicao 4.24. Seja A um grupo abeliano finito com |A| =2 (mod 4) en > 3. Entao:
1. G (M(A,n)) =0.
2. Gui(M(Z'® A;n)) =0 para t > 1.

‘ Zo{jinn}, sen =06 oun=3 (mod 4),
5. Grpt(M(Z & A;n)) C j1:Gnia(S") =
0, caso contrario.

Demonstragio. 1. Pelo Corolario 3.87 temos
t
Gn+1 (M(Aa n)) = @ji*Gn-i-l(M(pr n))>
i=1

onde A = @!_, A,, é a decomposicdo primdria do grupo A. Além disso, por [8,
Proposition 3.29], G, 11(M(A,,,n)) = 0 para p; > 2 e pelo Corolario 2.7, Ay ~ Z,
para |A| =2 (mod 4). Dali, segue que

Gni1(M(A,n)) = jouGni1 (M (Az,n)) =~ Gn+1(Mn+1)'
Portanto, pelo Corolario 4.13, concluimos que G, 41(M(A,n)) = 0.

2. Gui(M(Zt® Ayn)) = Gpya (M(ZE,n) vV M(A,n)). Entao, pelo Corolério 3.90, pela

Proposicao 3.84 e pelo item anterior, o resultado segue.
3. Andlogo a Proposigao 4.23(2), usando agora o primeiro item. O

A Proposi¢do 4.23(2) nos fornece somente duas possibilidades para G (M(Z &
Zs,n)). Na sequéncia vamos mostrar que esse grupo também é um grupo trivial. Mas,
antes, precisamos de alguns resultados.

Considere o pushout do mapping cone M5 = M (Zy,4) = S§* Uy, €® e 13 o gerador de
74(S?) & Zy{n3}. Como 73 tem grau 2, entdo n3 o (2t4) = 0, e entao 13 o (214) se estende
para o disco €’, logo, pela propriedade universal de pushout, existe uma tinica aplicacao
(a menos de homotopia), 75, tal que Tj3i5 = 73, essa aplicagdo é chamada de extensao da

aplicacao 13
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g4 24 g4

I

e® —— M(Zy, 4) - » 3

3
De modo analogo, podemos obter a extensao, 7,, da aplicacao 7,, de modo que

Npint2 = Nn, Para n > 4.

gnt+l 2tnt1 gnt+l

| e e o

et —— M(Zy,n + 1) o ST

n

Como o Diagrama 4.3 é obtido do Diagrama 4.2 através de suspensoes iteradas, também
concluimos que, 7, = X737, para n > 3. Por [13, (3.2)] [M(Z,,3), 5% = Zao{nips},
[M(Za,n + 1), 5™ = Z4{7,}, e vale a relacdo

2, = Napni2, (0> 3). (4.4)

Sejam 7y € T4(M(Za,n)) € 1, = X" 1)y € Tpy2(M(Zy,n)) os tinicos elemento satisfa-
zendo a relacao

pn+177n = Tn+1, (n > 2) (45)

A aplicagao 7, é obtido da sequéncia de cofibragao de M(Zs, n) e é chamada de co-extensao

de n,. Além do mais, 7, o(M(Zy,n)) = Z4{N,} e vale a relacao
20, = in—&-lnia (n = 2)- (4'6)

Lema 4.25 ([14, Lemma 1.5]). 1. [M(Z,3), M(Z,2)] = Zo{XXa} & Zo{ips} € ainda
S(XXe) = Maps

2. [M(Za,n), M(Za,n — 1)] = Zo{tnT—1 } @ ZoANp—1Pnt1}, 1 > 4.
Observacao 4.26. Do lema acima, concluimos que a aplicagdo suspensao
¥ [M(Za,n), M(Za,n — 1)] = [M(Za,n+ 1), M(Za,n)]
nao é um isomorfismo para n = 3, porém ¢ isomorfismo para n > 4.

Recordamos que da Proposi¢ao 4.23(2) temos que

: n Zo{jinn}, sen=6oun=3 (mod4),
Crs(M(Z & T ) € o, Gor(57) = | 21 (mod 4)

0, caso contrario.

Para os casos que j1.Gp1(S™) nao sdo triviais, temos que j1n, € G, 1(M(Z &

Zs,n)) se, e somente se, [j1Mn,J1] = 0 = [j10n, jo], onde ji: S™ — M(Z & Zs,n) e
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Jo: M(Zo,n) — M(Z @ Zs,n) sao as aplicagoes inclusoes. Agora [j17,, j1] = 71([n, tn]) =
0, pois Gp41(S™) = Zo{nn}, logo j1nn € Gui1(M(Z®Zs,n)) se, e somente se, [j17n, Ja] = 0.
Para estudar o produto [j17,, jo], vamos usar a Proposi¢ao 4.21 e a Observacao 4.22,

dal temos:

2y 1] = (G2, 31] © (thrzam—1) A ) + g_:z[[jmjﬂ o (tr(zan—1) N Pie(1)) (47
= [j2, J1] © (trs@ain-1) A\ 1)

para n > 3, onde hy é o invariante de James-Hopf e [[j2, j¥] = [.. . [[j2, 51}, 41),- - -, 1] ©
produto iterado de Whitehead.

Agora, lembramos uma férmula muito 1til que se encontra na prova de [15, Lemma 3.1].
Novamente, agradecemos aos professores Marek Golasinski e Juno Mukai, por nos apre-

sentarem tal decomposicao.
Lema 4.27 ([7, Lemma 3.7]). tp2 A 02 = 475 + 73ps.
Demonstracdo. A cofibracao S* 5 M5 B85 induz a sequéncia exata
oo (M) = Zafin} B (M7, MY 5wy (M) = Zofians} — 0.

Mas, tap2 Ay € [M®, M*) = Zo{isns} ® Zo{ijzps} e

o« Ga A =lat1 Aot = (12 ANi2) © (11 Anp) = ians = (iaf]s) o is,

o 9 Ao = p2ia Aoty = (a2 A1) 0 (g A tg) = (Lagz A1) 0 5.
Consequentemente, i (zp2 A 12 —i473) = 0 € a sequéncia exata acima implica

Ly AN Mg = 1473 + X1)3Ps (4.8)

com x = 0, 1.

Agora, consideremos a sequéncia exata
0 = 75(S*) = Zofma} 2 [M°, S 5 74(S*) = Z{un} — ..

determinada pela cofibracao S* %5 M® 23 §5_ Entdo, po Ans € [M?, 54 € pi(na) = naps #
0.

Além do mais,
o P2 ANy = tap2 Aoty = (12 A12) © (P2 A t3) = maps # 0,
o P2 A2 = patarz Aoy = (P2 A ta) © (tar2 A2) = palear2 Am2) # 0.

Logo, a equagao (4.8) nos conduz para py(tyz A M) = paisfs + Tpatisps = Tpafsps. Como,
pa(tarz Ama) # 0, derivamos que x = 1 e a prova segue. ]

Suspendendo ambos os lados da equacao obtida acima e usando o Lema 4.25 obtemos

o seguinte resultado:
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Lema 4.28. X" 2(tpr2 A1) = ini2Tpsq + Tnt1Pnss # 0, para n > 2.
Agora, vamos enunciar e demonstrar o principal resultado desta secao.
Teorema 4.29. Seja n > 3. Entio G (M(Z & Za,n)) = 0.

Demonstragio. Escrevendo tarz, n—1) An = " 2tp2 AX" 29 = S22 (12 A1) vemos
pelo lema anterior que tarzym-1) A N # 0, para todo n > 2. Dai, por (4.7), segue
que [j2,71ma]) # 0, para todo n > 3. Portanto, jin, ¢ Gui1(M(Z @& Za,n)) e entdao
Gni1(M(Z @ Zy,n)) =0, para n > 3. O

Corolario 4.30. Seja A um grupo abeliano finito com ordem |A| = 2 (mod 4). Entdo
Gnii(M(Z® A,n)) =0, para n > 3.

Demonstragio. Seja A = @i_; A,, a decomposi¢do priméria de A com p; = 2. Pelos
Corolarios 3.90 e 3.87 temos

Gnii(M(Z® A;n)) C j1.Gnia(M(Z & Ay,n) @J@* ni1(M(Ap,,n)).
Além disso, ja vimos que Gpy1(M(Ap,,n)) = 0 para p; > 2 e Ay &~ Z, para [A| = 2
(mod 4). Dai, segue que
Grnii(M(Z& An)) CGrii(M(Z & Agyn)) = Gt (M(Z & Za, n)).
Portanto, pelo teorema anterior, concluimos que G, 1(M(Z @ A,n)) = 0. O

Com isso, nés computamos todos os G,41(M(B,n)), para n > 3, onde B é um grupo

abeliano finitamente gerado tal que o seu subgrupo de tor¢ao A tem ordem 2 (mod 4).

4.5 Célculo do (n+ 2)-ésimo grupo de Gottlieb de es-

pacos de Moore

Nesta se¢ao, computamos os grupos G, 2(M(B,n)), para n > 4, sob as mesmas con-
dig¢oes para B como anteriormente, ou seja, B é um grupo abeliano finitamente gerado tal
que o seu subgrupo de torgao A tem ordem ordem 2 (mod 4). Primeiramente, recordamos
do Corolério 4.13 que G,42(M(Zso,n)) = 0, para n > 2 e que de [20, Chapter V] temos
Tnia(S™) = Za{n2} para n > 2. Além do mais, por [8, (1.16)],

I, sen=2,3 (mod4),
Hlen, 03] = .
2, caso contrario.

Com isso, de maneira semelhante as Proposicoes 4.23 e 4.24, da secao anterior, pode-

mos obter os seguintes resultados:

Proposicao 4.31. Seja n > 4. Entao:
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1. Gno(M(Z! ® Zo,n)) =0, para t > 1.

; Zo{j1m?}, sen=2,3 (mod 4),
2. Guio(M(Z @ Za,n)) C j1.Gpia(S™) = {1} ( )

0, caso contrdrio.

Proposicao 4.32. Seja A um grupo abeliano finito com |A| = 2 (mod 4). Para n > 4,
temos:

1. Gpio(M(A,n)) =0.
2. Guio(M(Z'® A,n)) =0 para t > 1.

Zo{jim?}, sen=2,3 (mod 4),
3. Gria(M(Z ® A,n)) C j1.Gnia(S™) = 2 (i} ( )

0, caso contrario.

Agora vamos mostrar que o grupo dado na Proposi¢ao 4.31(2) também é um grupo
trivial e para isso iremos usar as mesmas técnicas usadas para obter a Proposigao 4.23(2).
Mas, antes, precisamos fornecer e obter alguns resultados importantes.

Compilando os resultados dos [13, Lemma 3.7] e [16, Lemma 2.1], obtemos:
Lema 4.33. 1. [M® M?] = Zy{isnaT3} @ Zo{iomups} © Zo{7ps} © Zo{ENaMsps}

2. [M® M*] = Zo{ianss} © Zo{nsnsps} @ Zo{dps}

3. [M7, M°] = Zo{isnans} ® Zo{nunepr} @ Lo{isvapr}

Para n > 6, temos o seguinte:

Lema 4.34. [M"*? M"] = Zo{inn-17,} & Zo{fn-11ns1Pn12} © Zo{inVn-1Pni2}, para
todo n > 6.

Demonstragio. Fazendo uso da sequéncia de cofibra
nl nt2 n+2 Prt2 on42
St — pnte —= gt
pelo Corolario 2.45 com Z = M", obtemos a seguinte sequéncia exata

0 —— Ty (M™) 225 (M2, M 2 27, (M) —— 0

Y

para todo n > 6.
Por [8, Lemma 1.27], temos que m,42(M™) = Zo{fn-11Mm+1} © Zo{invsn—_1}, para todo
n > 6. Sabemos também que 7,1 (M"™) = Z4{7,_1}, paran > 6. Logo, a sequéncia exata

acima fica da seguinte forma:

0—— Zo{Tn_1Mns1} @ Zofintn1} —2 [M2, M™] 2 7, {27, 1} —— 0,

para todo n > 6.
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Definimos 0: Zo{27,_1} — [M™*2, M"] no gerador por 0(27,_1) = i,Np_17,,. Assim,
(0r190)(2Mn—1) = Unn—1Tpinte. Por (4.3) e (4.6), obtemos (i}, ,0)(27,—1) = 20,—1 €
portanto 7,0 = iz, 27,13+ L0go, a sequéncia exata acima splita e assim o resultado

segue. O

Observacao 4.35. Dos Lemas 4.33 e 4.34 concluimos que o homomorfismo suspensao
Yo [M™2 M — [M™3) M™TY é um isomorfismo, para n > 5.

Seja v/ o gerador da componente 2-priméria Z, de 7w6(S?), mp = Z4{'} (ver [19,
Proposition 5.6]) e vy (aplicacio de Hopf) gerador da parte livre Z de m7(S*). De [16,
(2.1) e (2.2)], temos que ¥/ é gerador da componente 2-primaria Z; de m7(S?) e valem

as seguintes relacoes:

mo(M*) = Za{6} @ Za{7i3ns}, 20 =iy,
7T7(M5> = Z4{i5V4} S5 Z4{T~]47]6}, Y0 = 2<i5V4) S 7T7(M5), (49)
[LM47 24] = 0ps, +/ = 374

Do Lema 4.27 temos que ty2 A1)y = i47)5 + 73ps. Para tj2 A ns temos o seguinte:
Lema 4.36. 132 A 13 = i4m37, + 73756

Demonstragio. typ2 A3 = a2 A (anz) = (earz An2) (tarz Anz) = (tar2 Anz) (S(earz Ang)) =
(iam3 + 73ps) (B (earz A m2)) = (4a73)(E(earz A n2)) + (Taps) (X(earz A m2)) = (iam3) (is7, +
Nape) + (11305 ) (1574 +14D6) = 14731574 +14T37aP6 +113P55T4 +713P574Pe = 14730574 +14Tj374P6 +
N3PsNaPe, UmMa vez que izpr = 0.

De (4.2), (4.5) e (4.9), obtemos:

Lz A3 = iamly + ia(2V)ps + T3mspe = 1437, £ 14V Pe + T305Pe

/

M6 P g6 vV, g3 s

De (4.9) temos que i,/ = 2§ € [tpp4,14] = Ipg , entao igt/'ps = (20)ps = (6 +9)(Xps) =
0(Xps) + 0(Xps) = 2(0ps) = 2[tnpa, 4] = [tass, 2i4] = [tas,0] = 0. Logo, o resultado

segue. O
Fazendo uso dos Lemas 4.33 e 4.34 obtemos um elemento suspendido nao trivial:
Lema 4.37. X" ?(tpr2 A13) = tnsoMn1Tnys + Tnt1n43Pnta 7 0, para n > 2.

Sabemos da Proposigao 4.31(2) que, para n > 4:

; Zo{jin?}, sen=2,3 (mod4),
Gn+2(M(Z @22’n)) g JI*GTL"FQ(STZ) - 2{ ! } ( )

0, caso contrario.

Para os casos que j1.G,.2(S™) ndo sdo triviais, temos que j1n2 € Gui2(M(Z &
Zo,n)) se, e somente se, [jinZ,ji] = 0 = [jinZ,ja], onde ji: §" = M(Z & Za,n) e
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Jo: M(Zg,n) — M(Z® Zy,n) sdo as aplicagoes inclusdes. Agora [j1n2, 71] = j1([n2, tn]) =
0, pois Gpi2(S™) = Zo{n?}, logo j1m? € G, io( M(Z&Zso, n)) se, e somente se, [J102, j2] = 0.

Para estudar o produto [ji72, jo|, vamos usar novamente a Proposigdo 4.21 e a Obser-
vagao 4.22, dai temos:

U2, il = (2o g1 © (e@am—1) A1) + 3 (2, 58] © (tar(zamn—1) A hu(n2))
k=2 (4.10)
= [j2, J1) © (trs@asn—1) A1)

O principal resultado desta secdo vem agora:
Teorema 4.38. Seja n > 4. Entao, Gpio(M(Z & Za,n)) = 0.

Demonstrago. tazyn-1y An2 = X" 2z A S22 = B2 (12 An2) e consequente-
mente, do lema anterior, tyr(z,n—1) A 72 # 0, para todo n > 2. Dali, por (4.10), segue que
[j2, 71m2] # 0, para todo n > 3. Portanto, j1n> & Gpnio(M(Z ® Zy,n)) para todon > 4 e

o resultado segue. O

Corolario 4.39. Seja A um grupo abeliano finito com ordem |A| = 2 (mod 4). Entao
Gnio(M(Z & A,n)) =0, para n > 4.

Demonstragio. Pelos Corolarios 3.90 e 3.87 temos
Gnio(M(Z @ A;n)) C j1.Gnia(M(Z ® Ay, n) @Jz* nt1(M(Ap,, n)),

onde A = @!_, A,, é a decomposiciao primaria do grupo A e p; = 2. Além disso, como
Gpni2(M(Ap,,n)) =0 para p;, > 2 com n >4 e Ay &= Zy para |A| =2 (mod 4), segue que

Gria(M(Z ® A, 1)) C Graa(M(Z® Ag,n)) = Grso(M(Z & Zs, n)).

Portanto, pelo teorema anterior, concluimos que G, 2(M(Z ® A,n)) = 0. ]

Assim, terminamos todos os célculos dos G,1o(M(B,n)), n > 4, para os grupos B
abelianos finitamente gerados tais que o seu subgrupo de torgao A (parte de torgao de B)
tem ordem 2 (mod 4).

4.6 Calculo do grupo de Gottlieb de bouquet infinito

de esferas

Em vista de [3, Corollary 3.6], derivado de [3, Theorem 3.4], Gn(S™ V S™) = 0
com 2 <m<neN < 2m — 1. Aplicando a Proposicao 3.72, pode-se fornecer uma
versao generalizada de [3, Theorem 3.4] que conduz para uma versao generalizada de [3,
Corollary 3.6]: Gn(S™ V ---V S™) =0 para N < 2min{n;}*_, — 1 e n; > 2, conforme a
Proposicao 3.83.
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Nesta se¢ao, primeiro computamos Gy (Ver S™) com |T| >2en, >2parat € T e
N < 2min{n; }4er— 1. Depois, fazendo uso de [9] e [10] estudamos G (Veg SV Vier S™)
com |S|>1,|T|>1eny >2parat €T e N <2min{n;}ter — 1.

O resultado abaixo é um generalizacao de [3, Corollary 3.6] para infinitas esfera:

Proposicao 4.40. Seja T um conjunto com |T| > 2 eny > 2 para t € T. Entao
GnN(Vier S™) =0 para N < 2min{n; }rer — 1.

Demonstragio. Seja a = [f] € Gy(Vier S™). Como Ve S™ nao é compacto mas f(SV)
é compacto, existem 2 < ny; < ng < - < mpe f: SNV o \/f:1 S C Vyer S™, tal
que if' = f, onde i: V¥, S™ < V,cp S™ é a aplicacdo inclusdao, em outras palavras, a
imagem da f estd contida somente em uma quantidade finita de esferas.

Vamos chamar de W = \/,cp S™ e T = \/¥_, S™.

T
Agora, como a = [f] € Gy (W), existe uma aplicacio continua F: S¥ x W — W tal
que Flgv = f e Flyw = tw. Defina F': SN x T — T, por pF|gnyp, onde p: W — T é a
aplicagao projecao.
%%
FlSV l
p

SN XT?T

Logo, F'|sv = pf = f' e F'|r = vr, e portanto f' € Gy (T). Porém, pela Proposigao
3.83, temos que Gn(T') = 0, logo f' =0, e entdao f = if’ = 0. Portanto, Gy (Vier S™) =
0. O

Uma vez computado G (Ver S™) = 0 para N < 2min{n; };c7—1, surge uma pergunta
natural: “O que acontece se algum n, for igual a 1, ou ainda mais, se uma quantidade
finita ou infinita de n;’s forem iguais a 17”. Para essa discussao, vamos comecgar com

N =1, para isso precisamos:

Teorema 4.41 ([9, Theorem IV.1]). Suponha que X tenha o mesmo tipo de homotopia de

um poliedro conexo e compacto. Entao, G1(X) =0 se a caracteristica de Euler-Poincaré
x(X) # 0.

Como x(S'VS™) = (—1)" paran > 1 e x(Vr, S') = 1—k, deduzimos do Teorema 4.41
que

Gi(S*vS") =0 (4.11)

paran >1e

Gi(ViL §1) =0 (4.12)
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para k > 2.

Além do mais, aplicando (4.12) como na prova da Proposicao 4.40, temos:
G1(Vier SY) =0 (4.13)

para |T'| > 2.

Entao, podemos afirmar:

Proposigao 4.42. Se R e T sdo conjuntos com |R| > 1 e |T| > 1 entdo G1(V,ep S'V
Vier S™) =0 para ny > 2 comt € T.

Demonstra¢do. Primeiramente, note que o caso |R| = |T'| = 1 segue de (4.11).

Aplicando o Teorema de Seifert-van Kampen, temos:

o T1(S'V Vier S™) = jrmi (ST V §™0) * jo.mi(Viem 1oy S™) = jrami (ST V S™0) com
|T| > 2 para a aplicacao inclusao ji: S'V.S™0 < STV, S™ € jo: Vier\q19y S™ —
STV Ver S™.

o Ti(VeerS' V Vier ™) = j1umi(Vrer S*) * jomi(Vier ™) = jremi(Vyer S') com
|R| > 2 para a aplicagao inclusao j;: V,er S* = Voer S'VVier S™ € jo: Vier S™ —
\/TER Sl \% VtET St

Agora, da Proposigao 3.88 e equagoes (4.11) e (4.13) segue que

G1(S'V Vyep S™) € G1(S'V S™0) = 0

Gl(vreR Stv \/tET Snt) - Gl(\/reR Sl) =0

com |R| > 2 e a prova segue. O
Para estender essa discussdo precisamos de um resultado de [10]:

Teorema 4.43 ([10, Theorem 6-1 and 6-2]). Seja p: X — X uma aplicagio de reco-

brimento. Se n > 1, entio p,'(G,(X)) C G,(X). Consequentemente, para n > 2, se

identificarmos m,(X) com m,(X) sob o isomorfismo p,, entio Gp(X) C Gn(X).

Agora, considere o espago X = V,cpS'V Vier S™ com |R| > 1, |T| > 1en; > 2
para t € T. Entdo, pelo Teorema de Seifert-van Kampen, 71 (X) = 71(V,cp S') e entdo o
espago

X = Vaem(V,cnsH (VtET Snt)

é uma cobertura universal de X.
Portanto, Proposicao 4.40, Proposicao 4.42 e Teorema 4.43 nos conduz para o principal

resultado desta sec¢ao:

Teorema 4.44. 1. Se |R| > 1 entdo Gn(V,ep S'V S™) =0 para N < 2n — 1.
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2. Se|R| >1¢|T|>2 entio Gy(Vyer SV Vier S™) = 0 para N < 2min{n; her — 1.

Demonstracio. 1. Se N = 1, o resultado segue da Proposi¢ao 4.42. Se N > 2, segue da
Proposicao 4.40, que Gn(X) = 0 para N < 2n — 1, onde X = Vgem(V L5 S" e
TeER

do Teorema 4.43 segue o resultado.

2. Se N = 1, oresultado segue da Proposicao 4.42. Se N > 2, segue da Proposicao 4.40,
que Gy (X) = 0 para N < 2min{n;}er — 1, onde X = Veri(V, 51 (VteT S"t) e
do Teorema 4.43 segue o resultado. O
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