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RESUMO

Neste trabalho apresentamos resultados basicos da teoria algébrica dos numeros, en-
tre eles trago, norma, discriminante e anel de inteiros algébricos. Estes serviram como
base para encontrar as unidades (elementos invertiveis) de corpos de numeros, como
0 quadratico, cubico e ciclotdbmico. Um artefato utilizado para encontrar as unidades
dos corpos cubicos foi o Teorema das Unidades de Dirichlet. Esse teorema representa
o resultado mais significativo deste trabalho, fornecendo uma descricao quase com-
pleta em termos abstratos do grupo das unidades de um corpos de numeros, de modo
a implicar que este grupo é finitamente gerado. Por fim, como aplicagéo deste teo-
rema, apresentamos a construcao dos reticulados logaritmicos, feitos a partir de um
mergulho logaritmico restrito ao grupo das unidades do anel de inteiros algébricos de
um corpo de numeros. Ainda, apresentamos uma cota superior para raio de cobertura

deste reticulado através das unidades de um corpo ciclotémico.

Palavras-chave: Teoria algébrica dos numeros. Teorema das unidades de Dirichlet.

Unidades. Anel de inteiros. Reticulado Logaritmico.



ABSTRACT

In this work, we present basic results of the algebraic number theory, among them
trace, norm, discriminant, and ring of algebraic integers. These served as the basis for
finding the units (invertible elements) of a number field, such as the quadratic, cubic,
and cyclotomic. We used Dirichlet’s Unit Theorem to find the cubic fields units. The
mentioned theorem is the most significant result of this work, giving us an almost com-
plete description of it in abstract terms of the group of units of a number field, implying
that this group is finitely generated. Finally, as an application of this theorem, we have
the construction of logarithmic lattices, made from a logarithmic homomorphism res-
tricted to the group of units of the ring of algebraic integers of a number field. Also,
we present an upper bound of the covering radius of this lattice through the units of a

cyclotomic field.

Keywords: Algebraic number theory. Dirichlet’s unit theorem. Units. Ring of integers.

Logarithmic lattice.
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1 Introducao

A Teoria Algébrica dos Numeros é uma area classica e fascinante da Matematica. No
inicio de seus estudos, nao se havia um fim pratico especifico. Entretanto, atualmente a
Teoria dos Niimeros, assim como a Algebra, tem diversas aplicacoes, dentre elas na Teoria
da Informacao, codigos e criptografias.

A Teoria da Informagao surgiu com o mateméatico Claude E. Shannon, a partir da
publicacdo do artigo A Mathematical Theory of Communication [2]. A partir deste mo-
mento, houve uma jungdo entre a Matematica (em especial, da Teoria dos Niimeros) e a
Engenharia Elétrica, com o objetivo de garantir uma transmissao de mensagens que fosse
segura e eficiente, por meio dos canais de comunicagao. Assim, surge a Teoria de Codi-
gos Corretores de Erros, que permitem uma melhor qualidade na transmissao de sinais
e dados. Além disso, as criptografias garantem a seguranca e sigilo da mensagem e dos
dados.

Uma das estruturas matematicas de fundamental importancia na teoria dos cédigos
corretores de erros sao os reticulados, que sdo subgrupos discretos de pontos do R™. Os
reticulados surgiram a partir de um problema geométrico como cobrir da melhor maneira
possivel o espacgo euclidiano com esferas idénticas de forma que quaisquer duas esferas
apenas se tangenciem e ocupem o maior espago possivel. Este problema é conhecido
como empacotamento esférico no espago euclidiano n-dimensional. H4 uma importante
relacdo entre empacotamento esférico e a Teoria de Codigos, que se explicita no fato
de que o problema de encontrar empacotamentos esféricos densos em um dado espaco
(isto é, esferas dispostas no espago, de modo que ocupem a maior fragao desse espago)
é equivalente a encontrar cddigos corretores de erros eficientes, o que permite associar o
estudo dos cédigos aos reticulados e surgiram varias familias de reticulados.

O presente texto tem como objetivo de fazer o estudo do grupo de unidades de corpos
de ntmeros especificos, como meta gerar reticulados logaritmicos, que sao definidos a
partir do grupo de unidades do anel de inteiros de corpos de niimeros.

Este estudo tém diversas aplicabilidades tanto em codigos quanto em criptografia.
Pode se encontrar em [3] e [4] a dependéncia da capacidade de canais de desvanecimento
em bloco com o raio de cobertura do reticulado logaritmico. Em [5] é mostrado que
o reticulado logaritmico é eficientemente decodificavel quando o corpo é ciclotémico de
ordem igual a uma poténcia de primo, o que pode ser utilizado para atacar problemas
em criptografia baseados no Problema do Ideal Principal. Ainda em [5] é dado um li-
mitante superior para o raio de cobertura na norma infinito do reticulado logaritmico
associado a corpos ciclotomicos de ordem igual a uma poténcia de primo, com alta proba-
bilidade. Nesta dissertacao apresentaremos uma generalizagdo deste limite superior feita
em [6], onde é dada uma cota superior para o reticulado logaritmico de qualquer corpo
ciclotomico.

15
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No Capitulo 2] apresentamos alguns pré-requisitos que sao utilizados no decorrer deste
trabalho. As principais referéncias neste capitulo sdo [7], [8] e [9]. Dividido entre 6 se-
¢oes, o objetivo foi trazer resultados essenciais para compreender os capitulos posteriores.
Iniciamos, na Secao [2.1 apresentando o importante conceito de elemento inteiro e anel
de inteiros. Na Secdo [2.2] introduzimos as extensoes algébricas e os corpos de nimeros,
elementos que sao utilizados reiteradamente durante todo desenvolvimento. Na Secao
2.3 apresentamos as defini¢oes e principais resultados de norma e traco e, em seguida,
na Secao introduzimos o conceito de base integral, colocando exemplos como a base
integral de um corpo quadratico e de um corpo cubico. Na Secao [2.5, apresentamos o
conceito de discriminante e alguns resultados que facilitam seu calculo. Por fim, na Se¢ao
2.6] apresentamos algumas defini¢es e propriedades das unidades, que é o nosso principal
objeto de estudo.

No Capitulo [3 iniciamos o estudo das unidades em corpos quadraticos e as principais
bibliografias sao [§] e [10]. A Secao ¢ dedicada as unidades em corpos quadraticos
imagindarios, que sao mais simples de ser determinados. Entretanto, quando consideramos
corpos quadraticos reais, o trabalho nao é tao simples. Comecamos esta andlise na Se¢ao
, fazendo um caso particular, e calculando o grupo das unidades de K = Q(v/2). O
objetivo geral é determinar as unidades de K = Q(y/m), com m um inteiro positivo livre
de quadrados. Este estudo estd vinculado a equacdo de Pell, dada por 22 — my? = £1.
Fizemos uma breve andlise das solugdes desta equacao na Se¢ao [3.3] Dando continuidade
as unidades em corpos quadraticos, primeiro analisamos as unidades com norma 1 na
Segdo [3.4) e, em seguida, as unidades de norma —1 na Se¢ao [3.5] Este estudo foi essencial
para introduzir o conceito de unidade fundamental, apresentado na Secao [3.6| Por fim,
apesar de termos apresentados alguns casos de como calcular a unidade fundamental
n para alguns corpos de nimeros, ainda nao foi apresentado como encontrar a unidade
fundamental 1 de um corpo quadratico Q(y/m), com m inteiro positivo livre de quadrados
qualquer. Este problema foi enderecado a Secao [3.7, que apresentamos um algoritmo de
como encontrar essas unidades através da expansdo de y/m em fragdes continuas; onde
para fazer uma revisao dos conceitos de fragoes continuas, utilizamos a bibliografia [I1].

Dando seguimento, no Capitulo [ apresentamos o principal resultado deste trabalho,
o Teorema das Unidades de Dirichlet que apresenta, em termos abstratos, a carac-
terizacao do grupo de unidades de um corpo de niimeros qualquer. A bibliografia utilizada
para o desenvolvimento deste capitulo foi [§]. Na Secao , apresentamos resultados sobre
valorizagoes de elementos de corpos de niimeros, onde estes resultados sao essenciais para
a prova do Teorema [4.2.1] feita na Segao Na Sec¢do [4.3] apresentamos a defini¢do de
sistema de unidades fundamentais. Dando continuidade, na Secao [4.4] apresentamos as
raizes da unidade contidas no anel de inteiros do corpo de nimeros K, para isso fizemos
uma breve revisdo da fun¢do ¢ de Euler, e utilizamos a bibliografia [12]. Na Segao [4.5]
apresentamos resultados sobre o grupo de unidades de corpos de niimeros ctubicos, dando
um limite inferior para a unidade fundamental em termos do discriminante do corpo K.
Finalmente, na Secao 4.6, apresentamos o conceito de regulador.

No Capitulo [5] apresentamos as unidades em corpos ciclotémicos. As principais bi-
bliografias utilizadas foram [13], [14] e [I5]. Na Se¢ao [5.1] fizemos uma breve introdugao
sobre raizes da unidade e corpos ciclotomicos. Na Secao apresentamos o anel de
inteiros de um corpo ciclotomico Q(¢,,) em trés casos: n = p primo, n = p" uma poténcia
de primo e, por fim, para n um inteiro positivo qualquer. Na Secado [5.3] apresentamos
resultados sobre unidades em corpos ciclotémicos. Por fim, na Segdo [5.4] aprofundamos
nas unidades ciclotomicas, que permitem uma categorizacao mais a fundo do grupo de
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unidades de Q((,)-

Finalmente, no Capitulo [6] as principais referéncias utilizadas foram [7], [9], [6], [16],
[17], [18] e [19]. Na Segdo [6.1] fizemos a introdugdo do conceito de reticulados, apresen-
tando suas principais defini¢des e resultados. Em seguida, apresentamos o problema de
empacotamento esférico no R", dando exemplos de algumas coberturas esféricas. Defini-
mos o conceito de minimo sucessivo na Segdo [6.3] Finalmente, na Se¢do [6.4] definimos o
reticulado logaritmico, definido a partir de um homomorfismo utilizando a fun¢ao log res-
trito ao grupo das unidades do anel de inteiros Ox de um corpo de nimeros K. Na Secao
[6.5] finalizamos o capitulo apresentando o raio de cobertura do reticulado logaritmico em
corpos ciclotomicos.

Ademais, no Apéndice[A] apresentamos uma breve introdugdo sobre grupos abelianos
finitamente gerados e provamos o Teorema Fundamental dos Grupos Abelianos Finita-
mente Gerados, que foi 0til na demonstracao do Teorema das Unidades de Dirichlet.
Para isso, utilizamos as referéncias [13] e [20].

No Capitulo[7], apresentamos a conclusao deste trabalho e algumas perspectivas futuras
de estudos. Outras referéncias foram utilizadas como apoio durante o desenvolvimento
desta dissertacao e foram citadas no final do trabalho, juntamente com as outras.



2 Resultados basicos da teoria
algébrica dos niimeros

Neste capitulo, apresentamos uma breve revisao sobre conceitos que sao utilizados
durante este trabalho, inserindo alguns dos resultados notérios de cada topico. As prin-
cipais referéncias utilizadas foram [7], [8] e [9]. Na Secao apresentamos o conceito de
elemento inteiro e anel de inteiros. Na Se¢do [2.2] introduzimos as extensoes algébricas e
os corpos de numeros, elementos que sao utilizados reiteradamente durante todo desen-
volvimento. Na Secao 2.3 apresentamos as definigdes e principais resultados de norma
e traco e, em seguida, na Se¢ao introduzimos o conceito de base integral, colocando
exemplos como a base integral de um corpo quadratico e de um corpo cubico. Na Se-
¢ao [2.5] apresentamos o conceito de discriminante e alguns resultados que facilitam seu
calculo. Finalmente, na Secao [2.6] apresentamos algumas defini¢oes e propriedades das
unidades, que é o nosso principal objeto de estudo.

2.1 Anel de inteiros

Nesta secao, consideramos A e B dois anéis tal que A é subanel de B.

Definicao 2.1.1. Um elemento o € B ¢ dito inteiro sobre A se « é raiz de um polinémio
monico com coeficientes em A, isto é, se existem ag,aq,...,a,-1 € A, ndo todos nulos,
tais que

Q"+ @ ara+ag = 0.

Observagao 2.1.2. Sejam B=Ce A= Q. O elemento o da Defini¢ao é chamado
de niimero algébrico. Se A = Z, entao o é chamado inteiro algébrico.

Exemplo 2.1.3.

1. Todo elemento de A é inteiro sobre A. De fato: Para todo o« € A, « é raiz de
r—ac Alz.

2. O elemento a = %(—1 +iv/3) é inteiro algébrico, pois é raiz do polindmio ménico
2?2 + 2 + 1 com coeficientes em Z.

3. a=+/2 € C é raiz do polinémio 22 — 2 € Z [z]. Portanto, é um inteiro algébrico.

1

4. O elemento a = s

a? — 5 € Qlal.

€ C é um numero algébrico, pois é raiz do polindomio monico

N

18
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a:3\/§—i\/§

5. 5 € C é inteiro sobre Z+ Zi, pois é raiz de 2> — (4—3i) € (Z+Zi) [x].
r L o ) o .
6. o = ﬁ nao é um inteiro algébrico. De fato: Suponha que é um inteiro algébrico.
Assim, existem coeficientes ag, aq, . .., a,_1 € Z[z] tais que

(é)n — (an1) (é)nl R

Multiplicando por (1/2)", segue que

71 " —(a 1)-
o VD" )

Assim, 1 — ap_1V2 — ap_o(V/2)? + ...+ ag(v/2)" = 0, ou seja,

(14 2an-9+4an_g+...)+V2(an_1 + 2an_3+...) = 0.

1

(V2)" + ...+ ap(v/2)" = 0.

S

—(142a, o+4a, 4+ ...)

Note que, se a,_1 + 2a,_3+ ... # 0, entdo 2 = € Q,

q ! 3 7£ \/_ (an_l + 26Ln_3 + .. ) Q
mas isso é um absurdo pois v/2 ¢ Q. Assim, a,_1+2a,_3+... = 0, o que implica que
(\1/ +2a, 9 +4a,-4+...) =0, 0 que também é um absurdo. Portanto, E cR

impar par
nao é um inteiro algébrico.

Proposigao 2.1.4. Sejam 5 € B um inteiro sobre A e a« € A. Assim, a3 € inteiro sobre
um subanel R de B que contém A.

Demonstragdo. Se [ é inteiro sobre A, entao existem ag, ..., a,_1 € A tais que
B+ an 1"+ Faif+ag=0.
Seja aw € A C B. Considere R um subanel de B. Logo, por ser subanel, af € R. Assim,
"B+ a1 S+ a1 B+ag) =0
= (af)" + ap_1a(aB)"t + ... + a0 (aB) + apa™ = 0
= (af)" +al,_(aB)" '+ ...+ d}(aB) + apa™ = 0.
Como ag,a; € A, parai=1,...,n — 1, segue que af é inteiro sobre R. O

Proposigao 2.1.5. Considere a inclusdo de anéis A C B C C. Se a € C ¢ inteiro sobre
A, entao a € inteiro sobre B.

Demonstracio. Se « é inteiro sobre A, entao existem ag,...,a,_1 € A tais que
pla) =a"+a, 10" +...+aja+ay =0. Como A C B, segue que qay,...,a, 1 € B, ou
seja, p(z) € Blz]. Logo, a é inteiro sobre B. ]

Definigao 2.1.6. Seja A C B. Se para todo elemento o de B, « é inteiro sobre A,
entao dizemos que B é inteiro sobre A.

Corolario 2.1.7. Sejam A C B C C anéis. Se C € inteiro sobre A, entdo C' € inteiro
sobre B.
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Demonstragdo. Seja o um elemento inteiro sobre A. Pela Proposicao [2.1.5] a é inteiro
sobre B. Como vale para todo o € (', segue que C ¢ inteiro sobre B. O]

Para o préximo teorema, precisamos das seguintes defini¢oes.

Definicao 2.1.8. Um A-mdédulo M é um grupo aditivo com uma operacao por escalar
¢: Ax M — M, denotado por (a,m) — ¢(a,u) = au, tal que Va,b € A, u,v € M:

1. (a+ b)u = au + bu;
2. a(u+v) = au+ av;
3. (ab)u = a(bu);
4. lu = u.

Definicao 2.1.9.

1. Um A-médulo M é dito finitamente gerado se existe B = {«;}¢s finito tal que
todo elemento de M pode ser escrito como uma combinagao linear de B. Notacao:
M = (B).

2. Além disso, se B for linearmente independente, isto é, se 3-,c; a;o; = 0 implicar que
a; =0, parat=1,...,n, o conjunto B forma uma base para M, que neste caso, M
¢ chamado de médulo livre.

Observagao 2.1.10. Seja a € B. O conjunto Ala] = {f(«a) : f(z) € Alz]} é um
A-médulo, e também, é o menor anel contido em B que contém « e A.

Teorema 2.1.11. Seja a um elemento de B. As sequintes afirmagoes sao equivalentes:
1. « € inteiro sobre A.
2. O anel Ala] é um A-mddulo finitamente gerado.
3. Eziste um subanel R de B contendo A e a que é um A-mdédulo finitamente gerado.

Demonstragio. Para (1) = (2), como « é inteiro, segue que existem ag, ai, ..., 0,1 € A,
nao todos nulos, tais que

1

o — a1 — . —aia —ag = 0.

Seja M o submédulo de B gerado por {1,q,...,a" '}, Assim, M C Ala]. Por outro
lado,
a" = —(ap_1&" -+ aja+ag) € M.

Por indugao, segue que a7 € M, para todo j > 0. Assim, Ala] C M, e deste modo,
Ala] = M. Portanto, Ala] é um A-médulo finitamente gerado. Para (2) = (3), basta
tomar R = Afa]. Finalmente, para (3) = (1), considere um conjunto finito {fi,..., 8.}
de geradores de R como um A-médulo. Assim,

R=AB+ -+ AB,.
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Por hipotese, segue que a € R. Como R é um subanel de B, segue que af3; € R, para
n

todo ¢« = 1,...,n. Desse modo, podemos escrever af3; = Zamﬂj, com a;; € A para
j=1
1 <14,5 <n. Logo,

aﬁi—aﬁi:aﬁi—zai,jﬁg 0:>Z< 5 )5; Z —a;;)p; =0,
Jj=1 J

onde i = 1,...,n. Obtendo, assim, um sistema de n equacoes lineares homogéneas, dado
por

ZO((Sl] amﬂ =0

J=1

Y (b — an;)B; = 0.

j=1

Escrevendo na forma matricial, segue que

adiy — a1 g —aip - i, — A1 163} 0
0452,1 — a2 0452,2 — Q22 - 0452,n — Qg B2 0
a(sn,l — Qnp,1 Ck5n,2 —Qp2 - Oéén,n — Qnn ﬁn 0

Seja d o determinante det(d; joo — a; ;). Pela regra de Cramer,
Bid=0, onde i=1,...,n.

Portanto, Sdet(M) = 0, para todo 8 € B. Assim, det(M) = 0. segue que df; = 0 para
todo i = 1,2,...,n. Como cada [3; gera B, segue que B = (f1,...,[3,). Assim, segue
que dR = 0. E em particular d1 = d = 0. Como o determinante ¢é zero, segue que d é
um polindmio moénico em «, onde o termo com ordem maxima aparece na expansao do
produto

n

H(@‘,ﬂ - ai,i) = ﬁ (?C‘é - ai,i) = ﬁ(a - ai,i)
i=1 \Mi

i=1 i=1
das entradas da diagonal principal, ou seja, « é raiz de um polinémio monico com coefi-
cientes em A e, portanto, « € inteiro sobre A. n

um A-mddulo
um A-modulo

Proposigao 2.1.12. Seja A C B C C uma inclusdo de anéis. Se B
finitamente gerado e C' é um B-mddulo finitamente gerado, entao C
finitamente gerado.

IS NI \N

Demonstracao. Pela hipotese,
1. B é A-médulo f.g, e assim, existem [y, ..., 5, tais que B = AB; + ...+ AB,.
2. C é B-médulo f.g., e assim, existem ay, ..., q,, tais que C' = Baj + ...+ Ba,,.
Considere a € C. Assim,

a:ijozj, com b€ B, onde j=1,...,n

J=1
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Por (1), segue que
o= Z (Z ai]ﬂ,) o, onde cada a;; € A.

7j=1 \i=1

Logo, para todo o € C, segue que a = Y _ > a;;8;1;, ou seja, C = A(Bran) + A(Bac) +
j=1i=1

... + A(Bmay,). Portanto, C' é um A-médulo finitamente gerado. O
Proposicao 2.1.13. Sejam aq, s, ..., «a, € B. Seayq € inteiro sobre A e «; € inteiro sobre
Alo, ..., 1], para i = 2,...,n, entio Aloy, e, ..., a,] € um A-mddulo finitamente
gerado.

Demonstragcio. Vamos provar por inducao sobre n. Se n = 1, entdo «a; é inteiro sobre
A. Pelo Teorema , segue que Alay] é A-médulo finitamente gerado. Suponhamos
que o resultado é valido para n — 1. Assim, «; inteiro sobre A e «; inteiro sobre R =
Alay, ..., a,_1] implicando que R é um A-médulo finitamente gerado. Mostremos que o
resultado é valido para n. De R ser finitamente gerado, segue que existe um conjunto

finito de geradores {f, B, ..., 3y} sobre A. Assim, R = Y-%_; AB;. Pelo Teorema [2.1.11}

segue que Alay, ag,...,a,] = Rla,] é um R-médulo finitamente gerado. Desse, modo,
existe um conjunto finito de geradores sobre R dado por {v1,72,...,7,}. Assim, todo
q
elemento de R[a,] ¢ dado por R[a,,] = > Ryy. Dal,
k=1

Alo, o, ... ) = Ry, =Y Ry fele SO AB) =D ABj,
=1 k=1

J=1 Jk

Note que (Bjv), onde 1 < j < pel < k < ¢, é um conjunto finito de geradores

de Alag, s, ..., a,] como um A-moédulo. Portanto, Alaq,as,...,a,] é um A-mddulo
finitamente gerado. O
Corolario 2.1.14. Se ay,as, ..., q, sdio elementos de B que sdo inteiros sobre A, entao
Alag, g, ..., o] € um A-mddulo finitamente gerado.

Demonstra¢io. Como A C Alay,...,a,] e cada «; é inteiro sobre A, segue que «; é
inteiro sobre Alay, g, ..., a; 1], parai =1,2,...,n. Desse modo, pela Proposi¢ao[2.1.13]
podemos concluir que que Alay, as, ..., a,] é um A-moddulo finitamente gerado. O

Proposicao 2.1.15. Se a e [ sdo elementos de B que sao inteiros sobre A, entdo o+ f3,
a— [ eaf sdo inteiros sobre A.

Demonstra¢io. Como A C B e a, € B, segue que Ala, ] é um subanel de B. Cla-
ramente, «, 5 € Ala, f]. Assim, (a + ), (a — ) e (aff) também pertencem a Ala, f].
Agora, por a e 3 serem inteiros sobre A, pelo Corolario , segue que Ala, 8] é um
A-médulo finitamente gerado. Assim, obtemos um subanel Ala, 5] de B que contém A,
a+ B, a—peaf, que é um A—moédulo finitamente gerado. Logo, pelo Teorema [2.1.11],
segue que cada um desses elementos é inteiro sobre A. O]

Proposicao 2.1.16. Sejam A, B anéis tal que A C B. Se cada B1,...,0, € B € inteiro
sobre A, entdo Al ..., Bn] € inteiro sobre um subanel R de B que contém A.
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Demonstragcao. Faremos essa prova por inducao sobre n. Se n = 1, entdao [3; é inteiro
sobre A. Assim, existem aq,...,a, € A tais que

5?4-@”,16?71 +...—|—CL1B1 +6L0 :O

Seja R um subanel de B. Das Proposicoes e [2.1.15) podemos garantir que A[3] é
inteiro sobre R, uma vez que valera para quaisquer a; € A, onde 7 =1,...,n— 1. Agora,

suponha que o resultado é valido para n — 1, isto é, cada [, ..., 3,_1 é inteiro sobre A e
A=10,...,Pn_1] é inteiro sobre R. Queremos mostrar que o resultado é valido para n.
Seja (3, um elemento inteiro de B sobre A. Assim, existem xq,...,x, € A[f1,..., Bn_1]
tal que

T (Ba)™ + o+ 21(Ba) + 10 = 0. (2.1)

Note que o polindémio pertence a A[f1,...,5,]. Da hipdtese de inducao, segue que
cada z; € A[fB,..., 1] é inteiro sobre R, uma vez que todo conjunto é. Mas, pela
Proposicao podemos concluir que z,,,(3,)™ + . .. +x1(8,)" + 7o sempre serd inteiro
sobre R, independente dos coeficientes x;. Portanto, todo x; de A[f, ..., [3,] é inteiro
sobre R. Logo, A[f1, ..., ] é inteiro sobre R. O

Proposigao 2.1.17. Considere a sequinte inclusao de anéis A C B C C. Se B € inteiro
sobre A e a € C' € inteiro sobre B, entdo « € inteiro sobre A.

Demonstracio. Se a € C é inteiro sobre B, entao existem elementos bg,...,b,_1 € B
tal que a™ + b, "' + ... + bia + by = 0. Logo, « é inteiro sobre R = Alby, ..., b, 1].
Como cada b; pertence a B e B é inteiro sobre A, segue que b; é inteiro sobre A, onde
i=0,...,n— 1. Pelo Corolario 2.1.14] segue que R é um A-mddulo finitamente gerado.
Agora, como « é inteiro sobre R, pelo Teorema segue que R[a] é inteiro sobre R.
Mais ainda, « € inteiro sobre A, como queriamos demonstrar. n

O préximo corolario mostra a relagdo transitiva de extensoes inteiras.

Corolario 2.1.18. Sejam A C B C C anéis. Se C' ¢ inteiro sobre B e B ¢ inteiro sobre
A, entdo C € inteiro sobre A.

Demonstracio. A prova é direta pela Proposicao [2.1.17], uma vez que vale para todo
elemento o € C. O

Definicao 2.1.19. Sejam A C B anéis. O conjunto dos elementos de B que sao inteiros
sobre A é dado por
Op = {a € B | a ¢ inteiro sobre A},

e é chamado fecho inteiro de A ou anel de inteiros de A em B.

Exemplo 2.1.20. Se A = B, entao O4 = A.

Observagao 2.1.21. Sejam A C B anéis. O anel de inteiros Op de A em B é um anel
satisfazendo

ACOp CB.

De fato: Pela Proposicao 2.1.15] segue que Op é um subanel de B. Como todo elemento
de A é inteiro sobre A, segue que Op contém A.

Proposigao 2.1.22. Todo subanel de B que é um A-mddulo finitamente gerado estd
contido em Opg.
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Demonstragio. Seja R = (v, ..., a,) um subanel de B que é um A-mddulo finitamente
gerado. Claramente se « € R, Ala] é finitamente gerado como A-mdédulo, uma vez que
a = aia; + -+ a,a,, com a; € A. Assim, pelo Teorema [2.1.11] segue que « é inteiro
sobre A e, portanto, @ € Og. Como vale para todo a € R, R esta contido em Ogp. n

No préximo teorema, apresentamos uma relagdo entre o conceito de corpo e o anel de
inteiros.

Teorema 2.1.23. Seja B um dominio tais que B ¢ inteiro sobre A. O anel B € um corpo
se, e somente se, A é um corpo.

Demonstraciao. Mostremos primeiramente que se o anel B é um corpo, entdo A também
¢ um corpo. Para isso, precisamos mostrar que se a € A, entdo existe a=! € A. Sejam
B um corpo e a € A tal que o« # 0. Como, por hip6tese, B é inteiro sobre A, segue
que A C B. Dal, se a € A, entdao o € B. Além disso, como a # 0, segue que existe
elemento inverso o' € B, uma vez que B é corpo. Logo, o € B e possui inverso a~ ! € B.
Novamente da hipétese de B ser inteiro sobre A, segue que este elemento o' sera raiz de
um polindémio moénico em Alz]. Seja

p(z) = 2" + a2 4.+ agr® + a1x + ag € Alz] tal que p(a”t) = 0.
Dali,
a " +a, 0"+ gt +a;=0
a4 (et et ac T+ aga ! = 0
= () +a,q+...+a(a"?) +ag(a™ 1) =0

=al=—(a,1+...+@a"? + aqpa" ).

Como p(r) € Alx], segue que cada a; € A, onde i = 1,...,n — 1. Logo, ™ € A. Assim,
A é um corpo. Reciprocamente, suponha que A é um corpo e a # 0 é elemento de B.
Como « é um elemento de B e B é inteiro sobre A, pelo Teorema [2.1.11] segue que Ala] é
um A-médulo finitamente gerado. Por A ser corpo, segue que Ala] é um espago vetorial
de dimensao finita sobre A. Agora, considere a seguinte aplicagao:

W{A[a] — Ao

y o ay (y € Ala]).

Provemos que v é uma transformacao linear e uma bijecao. Para isso, considere a,b €
Ala]. Primeiramente, note que 1 estd bem definida, uma vez que

a=>b= aa=ab= y(a)=1(b).

Para mostrar que é uma transformacao linear, devemos mostrar que preserva a operagao.

Vejamos,
P(a+b) =ala+b) = aa+ ab = 1P(a) + (D)

¥(Pa) = a(Ba) = Blaa) = Sy(a).

Por fim, para mostrar que é bijetiva, note que

y € ker()) & ay =0 Py y =0, isto ¢, ker(¢)) = {0}.
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Portanto, ¢ é injetora. Além disso, como Ala] é um espago vetorial de dimensao finita,
segue que toda transformacao linear é bijetora. Dessa forma, todo elemento de A[a] pode
ser escrito como aa e, assim, garantimos também que i é sobrejetiva. Logo, é bijetora.
Agora, como 1 € Ala], segue que existe § € Ala] € B tal que aff = 1, ou seja, a é
inversivel em B. Logo, concluimos que B é um corpo. O

Definicao 2.1.24. O anel A é chamado integralmente fechado em B quando Op = A.
Se A é um dominio e K é o seu corpo de fragoes, o anel A é chamado integralmente fechado
se Og = A.

Proposigao 2.1.25. Sejam A um dominio e K o seu corpo de fragcoes. O anel de inteiros
Ok de A ¢ integralmente fechado.

Demonstragio. Seja Ok o anel de inteiros algébricos de Ok, isto é,
Ok = {a € K| a é inteiro sobre Ok }.

Por defini¢ao, segue que Ox C Of. Assim, se a € K, com « inteiro sobre Ok, entao
a € Ok. Como vale a seguinte cadeia de inclusdes,

pela Proposicao [2.1.17] segue que « é inteiro sobre A. Portanto, O C Ok, garantindo
que Ok = O, ou seja, Ok ¢ integralmente fechado. O

Teorema 2.1.26. Se A é um dominio principal, entdo A € integralmente fechado.

Demonstracdo. Seja K o corpo de fragoes de A. Seja o € K. Se « é inteiro sobre A, entao
a

a=—-,b#0,a,b€ Aemde(a,b) =1. Além disso, existem ag, ay, . .., a,_1 tais que

b

a+aa+...+a,_1a" M +a =0

a=%
=" ap+aa+...+ap, 10" P+ a" =0

a a n—1 a\™m
:>a0+a1<b>+...+an_1(b) +(b) =0

A apb” + a1ab™ 4 ...+ a,_1b+a" =0

= a" = b(—agh"' —a1ab"? — ... — ap_1a"t).
Assim, bla". Como mdc(a,b) = 1, segue que bla. Assim, existe u € A tal que

a:ubéa:%:ueA.

Dessa forma, Og C A. Como A é um dominio, segue que A esta contido no anel de

inteiros do seu corpo de fragoes, isto é, A C Ok. Logo, Ox = A. Portanto, pela Definicao
A ¢é integralmente fechado. O

Exemplo 2.1.27. O anel Z ¢ integralmente fechado, uma vez que é um dominio principal.
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2.2 Extensao algébrica

A seguir, apresentamos alguns conceitos de extensoes de corpos algébricas que utili-
zamos no restante do trabalho.

Definicao 2.2.1. Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. Um elemento a € R é
dito algébrico sobre K se for raiz de um polinémio com coeficientes em K. Caso contrario,
a é chamado transcendente sobre K.

Defini¢ao 2.2.2. Se a é algébrico sobre K, entdo o polinémio ménico m,(z) de grau
minimo tal que mg(«) = 0 é chamado polinémio minimal de « sobre K.
Definicao 2.2.3. Sejam R um anel e K um corpo. O conjunto dos elementos de R que

sao algébricos sobre K é chamado fecho algébrico de K em R e denotado por Ok.

Definicao 2.2.4. Sejam R um anel e K um corpo tal que K C R. O anel R é chamado
algébrico sobre K se todo elemento de R é algébrico sobre K. Se R é um corpo, R é
chamado uma extensao algébrica de K.

Observagao 2.2.5. Sejam K C L corpos.

1. O fecho algébrico de K em L ¢é igual a L se, e somente se, . ¢ uma extensao algébrica
sobre K.

2. Todo elemento algébrico sobre K é um elemento inteiro sobre K. Em particular,
sobre corpos, elementos algébricos e inteiros sao equivalentes.

Exemplo 2.2.6. O elemento o = /7 — /3 é algébrico sobre Q, pois é raiz do polindmio
2*—2022416 com coeficientes em Q. Note que esse elemento também poderia ser chamado

de niimero algébrico pelas Observagoes e2.2.5

Definicao 2.2.7. Sejam K e L corpos tal que K C L. Chamamos de grau de L sobre K,
a dimensao da extensdo de L sobre K e denotamos por [L : K].

Apresentamos, a seguir, algumas outras defini¢coes que sao relevantes. Para isso, sejam
K e IL corpos tal que K C IL e seja a € L.

1. O menor anel contido em L que contém « e K é definido por K[a].

2. O menor corpo contido em L que contém a e K é definido por K(a).
Além disso,

1. K[q]

2. Kla] = {f(a) : f(z) € Klal]}.

3. K(a) = {12 : f(x),g(z) € Kz] e g(a) # 0}.

Observe que se a extensao que estamos considerando é dada por L = K(«) de K, com
«a um numero algébrico sobre K, podemos concluir que

N

K(a).

peKa) e B=a+aa+...+a, 10" coma; € K,ondei=1,...,ne
n = [K(a): K].
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Assim, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.8. Seja K um subcorpo de C de graun. Se a € C € algébrico sobre K,
entao

K(a) = {ap+aja+ ... +a, 10" | coma; €K, onde i=1,... ,n}.
A seguir, vamos provar uma proposicao que é de extrema importancia.
Proposicao 2.2.9. Toda extensdo finita é algébrica.

Demonstracdo. Considere a extensao de corpos K C L. Como é finita por hipotese, segue
que [L : K] = m < co. Tome a € L. Como Kla] é um subespago de L, segue que
[K(a) : K] = n < m. Assim, o conjunto {1,a,a?,...,a"} é um conjunto linearmente
dependente, e portanto, « é algébrico sobre K. Portanto, I é uma extensao algébrica. [

Teorema 2.2.10. Sejam K, L e M corpos. Se Ml é uma extensao algébrica finita de IL e
IL € uma extensao algébrica finita de K, entdo M é uma extensao algébrica finita de K, e
assim,

[M: K] =[M:LIJL :K].

Demonstragio. Considere {aq, v, . . ., ay, } uma base de M sobre L e {1, 52, . . ., 5, } uma
base de L sobre K. Verifiquemos que {a;0,...,a,B,} é uma base de M sobre K. Se
a €M, entao o = a1 81 +asfB + - - - +ay By, onde a; € L, para j =1,2,...,n. Como cada
a; € L, segue que podemos escreve-lo como a; = by + baarg + - - - + by, onde b; € K,
para i =1,2,...,m. Assim,

n
o = Z ajﬁj = Zbivjazﬂj, onde bi,j e K.
J=1 1]

Logo, {a11,...,anfn} gera M sobre K. Agora, note que
meaiﬁj =0= Z (Z b@j()é,’) Bj = 0.
irj j=1 \i=1

Como Sy, B, ..., B, formam uma base, segue que sao linearmente independentes. Assim,
m

Zbi,jaz‘ = 0. Analogamente, como «q,qs,...,q, formam uma base, segue que sao
i=1

linearmente independentes, segue que b; ; = 0 para todo i =1,2,...,mej=1,2,...,n.
Dessa forma, {a;01,...,a,0,} € linearmente independente. Portanto, é uma base de M
sobre K e podemos concluir que

M: K] =[M:LI|L: K],
0 que prova o teorema. O

Definicao 2.2.11. Seja L uma extensao do corpo Q. Se o grau de LL sobre Q ¢ finito,
o corpo L é chamado um corpo de niimeros algébrico, ou simplesmente corpo de
nimeros ou corpo numérico.

Definigao 2.2.12. Sejam L e M extensoes de um corpo K.

1. Dois elementos «, § € L sao chamados conjugados se sao raizes do mesmo polino-
mio minimal.
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2. Dois elementos a@ € L e f € M sdao chamados conjugados sobre K se existe um
K-isomorfismo ¢ de K(a) em K(5) tal que ¢(a) = 3.

Definicao 2.2.13. Sejam L e M extensoes de um corpo K. Os corpos L e M sdo con-
jugados sobre K, ou sdo K-isomorfos, se existe um K-isomorfismo ¢ de . em M tal que
o(a) = a, para todo a € K.

Definicao 2.2.14. Seja K um corpo. O corpo K tem caracteristica m se ma = 0, para
todo elemento o € K, e m é o menor inteiro positivo com esta propriedade. Se ma # 0
para todo elemento nao nulo « e inteiro positivo m, o corpo K tem caracteristica zero.

Observagao 2.2.15. Um corpo possui um tnico subcorpo minimal, chamado subcorpo
primo, e este é isomorfo a QQ ou a Z,, onde p é primo. Se é isomorfo a Q o corpo tem
caracteristica zero, e se ¢ isomorfo a Z,, o corpo tem caracteristica p.

Teorema 2.2.16. Seja K um subcorpo de C. Se o € C ¢é algébrico sobre K, entdo os
conjugados de o sobre K sao distintos.

Demonstra¢io. Suponha que « tenha dois conjugados sobre K iguais. Considere mg(«)
o polinémio minimal de a sobre K. Assim, mg(«) tem uma raiz de multiplicidade 2. Seja
B € C essa raiz. Assim,

onde 7(z) € C[z]. Dessa forma,
mig(a) = 2(x — B)r(x) + (z — B)*r'(w).
Logo, A ¢ uma raiz de mj (o) e de mx(a). Além disso, como mf (a) € K[z], segue que
mig(@) € Ix(a) = (mi(a)) = mx(a)|mi(a) = deg(my(a)) < deg(mi(a)),

o que é um absurdo, uma vez que mj («) é a derivada de mg(«). Portanto, os conjugados
de a sobre K sao distintos. O

Teorema 2.2.17. Se a é um inteiro algébrico, entdo seus conjugados sobre Q também
sao inteiros algébricos.

Demonstragdo. Se « é inteiro algébrico, entdo existem a; € Z, onde ¢ = 1,...,n — 1 tais
que

A"+ ap 10" P Faja+ap = 0.
Note que h(z) = 2" + a,_ 12" + ... + a7 + ag € Z[x] C Q[z] e h(a) = 0. Considere
mx () o polinémio minimal de a sobre K. Assim,

h(z) € Ig(a) = (mg(a)) = h(z) = mg(a).q(z), com ¢(z) € Qlz].
Se B é um conjugado de «, entao mg)(3) = 0, isto é, h() = 0 e, portanto, § ¢ um

inteiro algébrico. O

Teorema 2.2.18. Seja K um subcorpo de C. Se «a, 5 € C sdo algébricos sobre K, entao
existe vy € C algébrico sobre K tal que K(a, 5) = K(7).
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Demonstragio. Seja p(x) o polindbmio minimal de « sobre K e ¢(x) o polinémio minimal

de B sobre K. Assim,

p(r) =(r—aq)(x —ag) - (r — ap) € Klz],
q(z) = (x = B)(z — B2) -~ (z — B,) € Klz],

com a; = @, o, ...,q, conjugados de a sobre K e 5y = 3, 5s,..., [, conjugados de [
sobre K. Pelo Teorema [2.2.16| segue que a; # «j, @ # j e 5; # B;, ¢ # j. Considere o
conjunto
a, — «
S =37 2 r,s:l,...,m,et,u:l,...,n,t#u}.
{ ﬁt - Bu

Note que S é um subconjunto finito de C. Seja ¢ € Q, ¢ # z, para todo x € S. A partir
de ¢, podemos obter mn elementos distintos, dois a dois, da forma

a;+cB;, onde i=1,....m e j=1,...,n

Seja v = a1 + ¢f1 = a + ¢f. Defina K; = K(v). Defina também p;(z) = p(y — cx) €
Kyf[z] = (K(v))[z]. Como pi(B) = p(y — ¢B) = p(a) = 0 e () = 0, segue que 3 é raiz de

p1(x) e g(z). Seja A € C uma raiz comum entre p;(x) e ¢(x), com X # . Assim, A\ = 3;,
para algum j = 2,...,n. Assim,

p(y = ¢fB;) = pa(B;) = 0

Dessa forma, para algum k£ = 1,...,m, segue que oy = v — ¢f3;. Logo,

ap+cfj=v=a1+cbh = c(fi — Bj) = — aq,

e assim,
A — O

B — B;
O que é absurdo, pois tomamos ¢ ¢ S. Portanto, a tnica raiz comum entre p;(z) e q(z) é

B. Agora, seja h(x) = mg, (). Logo, h(x)|p1(x) e h(z)|g(z). Como p;(x) e h(x) possuem
apenas uma raiz em comum em C, segue que deg(h(z)) = 1. De fato: Se deg(h(z)) < 2
entao existe uma outra raiz y tal que

€.

CcC =

= h(z)r(z) = pi(y) =0,
h(x)s(x) = q(y) =0,

o que sao absurdos. Portanto, h(z) = z + J, para algum 0 € K;. Assim,

hip1 = pi(z)
hlg = q(x) =

h(f)=0=p0+6=0=p=—-0€K,
=a= 7 —c  =K(a,[5) CK(>).
-

Por outro lado, como v = a + ¢/ € K(q, §), segue que K(v) C K(a, ). Logo, K(a, f) =
K(v) e v é algébrico sobre K. O

Corolario 2.2.19. Seja K um subcorpo algébrico de C. Se ay, . .., a, sao algébricos sobre
K, entdo existe o € C algébrico tal que K(ay, ..., a,) = K(a).

Demonstragio. A prova segue por inducao sobre n, aplicando o Teorema [2.2.18] O
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Teorema 2.2.20. (Teorema do Elemento Primitivo) Se K é um corpo de nimeros
algébrico, entao existe um nimero algébrico 0 tal que K = Q(0).

Demonstrag¢io. Por hipotese, segue que K = Q(ay, ..., a,), com ay, . .., a, nimeros algé-
bricos. Pelo Corolério[2.2.19] existe § € C algébrico sobre Q tal que Q(ay, . .., a,) = Q(0),
isto é, K = Q(0). =

Observacao 2.2.21. O elemento 6 do Teorema [2.2.20| ¢ chamado elemento primitivo.

Teorema 2.2.22. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros algébrico, onde 6 é um nimero
algébrico. Se deg(mq(f)) = n, entdo todo elemento de K é expresso unicamente da forma
co+ci+ ... +cp 10"t come; €Q, ondei=1,...,n—1 e cada um desses elementos
pertence a K.

Demonstragao. Por hipétese, segue que K = Q(#), com # ntiimero algébrico e deg(mg(f)) =
n. Pela Proposicao [2.2.8] segue que

K=Q0) ={ao+ai+...+a,10"" | ag,...,a, € Q}.
Logo,
aceKea=c+c+...+¢, 10", come; €Q, onde i=1,...,n,
0 que prova o resultado. O

Observagao 2.2.23. Um corpo de nimeros algébrico K = Q(#) é um espago vetorial
sobre Q de dimensao finita n = deg(mg(#)). Se n = 2, dizemos que K é corpo quadrético.
Se n = 3, entao K é um corpo cibico. Se n = 4, entao K é um corpo quartico.

A seguir, provamos um resultado essencial para este trabalho. Para isso, seja K
um corpo de nimeros algébricos. Nesta se¢do, comecamos determinando o niimero de
monomorfismos ¢ : K — C. Um exemplo simples disso é o seguinte.

Exemplo 2.2.24. Se K = Q(i), entdo 7 é um elemento algébrico, uma vez que é raiz do
polindmio minimal p(x) = x? + 1. Desse modo, {1,i} é uma base de Q(i) sobre Q. Se
a € Q(i), entdo a = a + bi, com a,b € Q. Como —i e i sdo raizes de p(x), seque que o0s
Q-monomorfismos sao dados por

o1(a+bi)=a+bi
O'l(CL+ bZ) =aq — bi.

Teorema 2.2.25. Se K é um corpo de niumeros algébrico de graun sobre Q, entdo existem
exatamente n monomorfismos o, : K — C, onde k =1,...,n.

Demonstragcio. Como K é um corpo de nimeros algébrico, segue que existe um niimero
algébrico € K tal que K = Q(f). Assim, mostraremos que existem exatamente n
Q-monomorfismos oy, onde k = 1,...,n. Considere p(x) = mg(f#). Logo,

deg(p(x)) = deg(mq(0)) = [Q(F) : Q] = n.

Assim, pelo Teorema [2.2.16] segue que 6 tem n conjugados distintos sobre Q. Se
0, =0,0,,...,0, sdo os conjugados de 6, entao

p(x) = (2 = 01)(x = b3) - (2 = On).
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Ainda, pelo Teorema [2.2.22] segue que cada elemento o € K é expresso unicamente da,

forma a = ag+a10+...+a,_10" 1, comayg,...,a,_1 € Q. Paracada k =1,...,n, defina
K —- C
O
g a = opla) =ag+ a4+ ...+ a, 1077h).

1. Dados a, f C K, segue que

a=ay+ a0+ ...+ a,10"",
6 = by + b10 + ...+ bn_lgn_l,

com a;,b; € Q,ondet=1,...,n— 1. Assim,
a+p= (CL() + bo) + (Gl + bl)e +...+ (anfl + bnfl)(gni1 =

O'k(Oz —+ 6) = (ao =+ bo) + (CLl + bl)Hk 4+ ...+ (an_l + bn_l)H,Z_l
= ap+alp+...+an 107+ by + b0+ ..+ b0
= ox(a) +ox(B).

2. Para a, 8 € K, considere
flx)=ap+ a1z + ...+ ap_12" " € Qlx],
g(@)=by+bix+ ...+ b, 12" € Qx],
tais que v = f(0) e = g(). Assim, existem ¢(x),r(z) € Q[z] tal que

f(x)g(x) = p(x).q(x) +r(2),

com deg(r(x)) < deg(p(x)) = n. Além disso, como p(f) = 0, segue que
af = f(0)g(0) =r(0). Agora, como p(fy) = 0, segue que

or(af) —o(r(0))) = r(0k) = p(Or)q(0k) + 7(0k) = f(0k)9(0k) = or(a)ow(p).
Portanto, de 1 e 2, segue que o4 é homomorfismo, para k =1,...,n.
3. Sejam «, § € K tais que
a=ay+...+a,10"", a;,b; € Q.
B=by+...+b,10"' onde i=1,...,n— 1.

Logo,
op(@) =on(B) = ag+ ...+ an 107 =bo+ ...+ by 1007
e assim,

(ag —bo) + (a1 +01)0k + ...+ (a1 + b)) 1 =0,

Desse modo, 8 ¢ uma raiz do polindémio
h(z) = (ap — bo) + (a1 — b)) + ... (@n_1 — by_1)z" ' € Q[x].

Assim, 6 é raiz de h(z). Note que deg(h(z)) = n—1 < n = deg(p(x)) = deg(mg(h)).
Logo, h(x) s6 pode ser o polindmio nulo. Logo, a; = b;, para todoi=1,...,n — 1.
Portanto, @ = . Desse modo, o}, é injetiva, ou seja, o} ¢ um monomorfismo, onde
k=1,...,n.
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4. Considere A : K — C um monomorfismo. Logo,
p(A(0)) = A(p(0)) = A(0) =0 = A\(#) = b, para algum, k=1,...,n.
Assim,
ANO)=0,(0) = Mag+ a0+ ...+ a, 10" 1)
= aot+aly+...+a, 107"
= oplag+ a0+ ...+ ap 10", Yag,a,...,a,1 € Q.
Portanto, \ = oy.
Assim, oy, para k =1,...,n, sdo os unicos Q-monomorfismos de K em C. n
Observacao 2.2.26. Para k = 1,...,n, segue que

[m(ak) = O'k(K) = {ak(ao + ...+ an,lﬁn_l) ‘ a; € Q}
= {ao + Cl,lek + ...+ Cln_lez_l | a; € @}
= Q(0),

ou seja, oy : Q(0) = Q(6) é isomorfismo. Portanto, Q(6;) ~ Q(¢;), onde i,j =1,...,n.

Definigao 2.2.27. Seja K um corpo de niimeros algébrico. Sejam 6 um ntimero algébrico
tal que K = Q(0) e 61 = 0, 05,...,0, sao os conjugados de 6 sobre Q. Os corpos
QA1) =Q¥) =K,...,Q(0,) sao chamados corpos conjugados de K.

Pela Observacao [2.2.26, segue que cada um dos corpos conjugados é isomorfo a K.
Mais ainda, eles ndo dependem do niimero algébrico 6 tal que K = Q(#). A seguir, vamos
encontrar o anel de inteiros de alguns corpos em especial.

Teorema 2.2.28. Se K € um corpo quadrdtico, entdo existe um unico m € Z, m livre de

quadrados, tal que K = Q(y/m).

Demonstrag¢io. Suponha que K = Q(y/a), onde « é raiz de um polindémio irredutivel
p(r) = 2 +ax+b € Q[z]. Sejam a; e ay as raizes de p(z). Neste caso, @ = a; ou a = aw,
onde

—a ++va? —4ab —a —+va? —4ab

Q= 5 € Qg = 2 .
Note que
— 1
@<a1)—@(2“+2 a2—4b) — Q(vaZ —4b)
Analogamente, )
Q(as) = Q (2“ — V- 4b> _ Q(VaZ —b),

ou seja, Q(ay) = Q(az). Portanto,
K = Q(a;) = Q(a2) = Q(vc), com c = a* — 4b € Q,

que, por sua vez, ndao tem raiz em Q, uma vez que z? + ax + b é irredutivel sobre Q.

2

Considere ¢ = B, com p,q € Z, ¢ > 0 e mde(p,q) = 1. Seja r* o maior quadrado que
q

divide ¢. Assim, ¢ = 7?m, com m inteiro livre de quadrados e m # 1. Além disso,

K =Q(v0) = Q (ﬁ) — Q(VrTm) = Q(vim).
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Agora, provamos que a unicidade. Para isso, seja n € Z livre de quadrados, com n # m,
tal que Q(v/n) = K. Assim, Q(v/n) = Q(y/m). Assim, existem z,y € Q tais que
Vm =z +yy/n, isto é, m = x* + 2xy/n + y’n.

— 22 — ny?

o Se xy # 0, entéo\/ﬁ:m
Ty

Assim, 2y = 0 e m = 2% + 3°n.

€ Q, o que é um absurdo, pois \/n ¢ Q.

e Sey =0, entdo m = 22 = /m € Q, que é um absurdo. Assim, segue que z = 0.
Logo, m = y°n.

Como m ¢ livre de quadrados, segue que y = 1 e, assim, m = n. Logo, existe um tnico
m € Z, livre de quadrados, tal que K = Q(y/m). H

2.3 Norma e traco

A seguir, apresentamos a definicdo e principais resultados de norma e trago. Para
isso, utilizamos nogoes de espagos vetoriais. Em particular, sobre modulos sobre anéis
comutativos.

Seja A um anel e B um A-modulo livre finitamente gerado. Considere o seguinte
endomorfismo ¢ : B — B. Seja B = {ej,€es,...,e,} uma base de B sobre A. Assim,
definimos ¢ da seguinte forma:

@(61) = a11€1 + a12€2 + ...+ A1nCn

p(es) = agreq + ages + ... + ague,

o(en) = anie1 + ap2es + ... + appen.

com a;; € A, para todo 7,7 = 1,2,...,n. Podemos reescrever o endomorfismo ¢ na
seguinte forma matricial.

@(61) aji1€eq + a12€9 4+ ...+ A1n€En
©(es) Q21€1 + aea + ...+ agpéy

= : = [aijlle;].
o(en) Ap1€1 + An2€s + ... + apnén

Definicao 2.3.1.

1. O trago do endomorfismo ¢ é definido por
TT'B|A(Q0) = Z (0778
i=1

2. A norma de ¢ é dada por
Npja(p) = det(az;).
3. O polinémio caracteristico de ¢ é dado por

P, =det(zl, — ¢) = det(zd;; — a;j),

onde [,, ¢ a matriz identidade de ordem n e ;; = 1,se ¢t =j e d;; = 0, se i # j.



Norma e traco 34

Observacao 2.3.2. Se ¢ e 7 sao dois endomorfismos, entao
1. TT’B|A<QO +7) = TTB|A(90) + TTB|A<7')~
2. Npja(pt) = Npja(p).Npja(T).
3. det(xl, —p) = 2™ — {TTB|A(90)} 2"+ (=1)".Npja(p).

Agora, seja A C B tal que B é um A-moddulo livre finitamente gerado de posto n.
Defina o endomorfismo ¢, : B — B como dado por ¢,(z) = ax, com « € B.

Definicao 2.3.3.

1. O trago de o € B relativo a A é definido como o traco do endomorfismo ¢, e
denotado por Trpja(a) = Trpja(ea).

2. A norma de a € B relativa a A é o determinante de ¢, e denotado por Np, ala) =
det(¢q)-

3. O polindmio caracteristico de a € B relativo a A é definido como o polinémio
caracteristico do endomorfismo ¢, e denotado por f, = det(zl, — ¢, ).

Definicao 2.3.4. Sejam A e B anéis tal que A C B. O traco em B é dito degenerado
se existe um elemento o € B, o # 0, tal que Trpa(af) = 0, para todo € B.

Observagao 2.3.5. Se K é corpo de niimeros e o € K, entdao usamos a notagao: T (a) e
Nk (). Ainda, se ndo houver risco de confusdo entre os conjuntos A e B, usamos somente
Tr(a) e N(«a).

Observe que Tr(«) e N(«) sdo elementos de A e sdo calculados sobre elementos de B.

Observagao 2.3.6. Sejam A C B anéis tal que B é um A-modulo livre de posto finito
(isto é, finitamente gerado). Se «, 5 € B e a € A, entao

L. pa + 95 = Qatp;
2. Pa-Pp = Pas;
3. Paa = APq.

Ainda, a matriz de ¢, em relacdo a uma base de B sobre A é uma matriz diagonal, onde
a ¢ a entrada de todas as diagonais.

Diretamente da Definicao e de resultados bésicos de Algebra Linear, podemos
concluir as seguintes propriedades, onde K C L. C M sdo corpos e [M : K] = n. Se
a, f € M, entao

L Tryx(a+ B) = Trox(a) + Trox(B).
2. Tryx(ac)=aT'ry k(o).

3. Truk(a) = na.

4. Npk(a) =a™.

5. Nyk(aa) = a" Nyjk(a).
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6. Npsx(af) = Nux(a)Nyk(B).
7. Nyx(a) = Nyyx(Nm(a)).
8. Try k() = Trug(Trim(e)).
Note que, em geral
L. Tryx(aB) # Troe(a).Trow(B).
2. Nujx(o+ B) # Nujx(a) + Nyx(8).
Exemplo 2.3.7. Considere o corpo quadratico K = Q(+/7).
1. Tr(2.3) = Tr(6) = 12 # 24 = 4.6 = Tr(2).T7(3).
2. N2+3)=N(5)=25#13=4+9= N(2) + N(3).

Teorema 2.3.8. Sejam K C L uma extensao algébrica de grau [ : K] = n, com K finito
ou de caracteristica zero, e a um elemento de .. Se aq, ..., q, sao as raizes do polinomio
minimal de a sobre K, cada uma repetida [L : K(a)]-vezes, entdo

n

1. Tryx(a) = Zai =)+ -+,
i=1

n

2. NL/K(Q) = HOLL' =01 ...0,,

i=1

3. ma(z) =[xz — ) = (z — 1)z — as) ... (z — an).
i=1
Além disso, o polindmio caracteristico € a [L : K(«)]-ésima poténcia do polinémio minimal
de o sobre K.

Demonstragcio. Suponhamos que « é um elemento primitivo de L sobre K. Assim,
[L: K[a]] =1 para L = K[a]. Seja

M (7) = 2" + ap 12" 4 -+ + ag,

o polindbmio minimal de « sobre K com a; € K para ¢ = 0,1,...,n — 1. Como L ¢é K-

Klz]
(ma(2))

do endomorfismo

isomorfo a e B={l,a,...,a" '} é uma base de L sobre K, segue que a matriz

{L—>L
Pa -
r — T«

com relacao a B é dada por

pa(l) =a 00 0 —ap
oJ(a) =a? 10 0 —a

Pal ). Y ' @

QOQ(Oén_l) = " 0 0 - 1 —Qp—1
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Assim,
x 0 0 ap
-1 =z 0 aq
folz) = det(zl, — p,) = det(xl, — M) = _
0 0 --- =1 z4+a,1

= 2"+ a, 12"+ +ag = ma(x).

Mas, pela Observacao [2.3.2] segue que

folz) = det(xl, — pa(z)) = det(z, — M) = 2" — (Tryx(pa))z™ " +- -+ (—1)" det(pa).

Agora, como « é primitivo, segue que o polinémio minimal é dado por

Mal(@) = (& — o) (@ — ) ... (T — o) = 2" — (gla) 2 (=) (H ai> .

Dali,
fa@) = ma(z) = 2" — (Trok(pa))z" ™ + -+ (=1)" det(pa)

= 2" — <z:a> g (1) (ﬁ al-) .

Igualando os polinémios, segue que

TT]L/K(QDa) TTL/K Z A,y

NIL/K(SOa) NlL/K H Q.

Desse modo,

n

TTL/K ZC%Z, N]L/K HOéz € fa = H(JU - Oéi)-

i=1 i=1
Por fim, faremos o caso geral, onde [L : K[a]] = m. Note que é suficiente mostrarmos
que o polinémio caracteristico f,(z) de «, com relagdo a I sobre K, é igual a m-ésima
poténcia do polindmio minimal de « sobre K. Sejam {a4, ..., a;,} uma base de K[a] sobre
K e {f1,...,0n} uma base de L sobre K[a]. Assim, segue que {a1051,...,a,0,} é uma
base de LL sobre K com n = rs, pois vale a multiplicidade dos graus. Considere M = (a;3)
a matriz do endomorfismo de K[a] sobre K com relagao a base (a;)1<;<,. Logo,

aa; = Z(aih)@h (awj) = (Z azhah> B = am(onb;),
h h

e assim,
ao1 i = aponfr + apanBy + -+ appon
aqsf = asgonfr + anasfy + -+ agon

a1 = anaq 1 + areanfi + -+ appon B
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Agora, ordenamos a base {a1f1,...,a.f,} de L sobre K, de modo que a matriz do
endomorfismo seja da forma

Isto é, M se repete m-vezes na diagonal principal como blocos diagonais na matriz M;.
Logo, a matriz (z1I, — M), consiste em r blocos diagonais, cada um da forma xI, — M.
Assim,

xzl, — M 0 - 0 0
0 xl,— M --- 0 0
xl,— M, = . ) ‘ . i = det(zl,— M) = det(zl,—M)™.
0 0 e 0z, — M

Dessa forma, analogamente a primeira parte da demonstracao, f,(z) = det(xI, — M) é
o polinémio caracteristico de « sobre K e det(zl, — M) é o polinémio minimal de « sobre
K, como queriamos demonstrar. O

Observacao 2.3.9. O Teorema fornece a seguinte consequéncia direta, que pode
ser util em diversos momentos.

1. TT’]L/K<C\4) = mTTK[a}/K(a);
2. Nyjx(a) = (Ngayx (@)™
3. fo(@) = (Mma(z))™

Proposigao 2.3.10. Sejam A um dominio e K seu corpo de fracoes, onde K tem carac-
teristica zero. Se I € uma extensdo finita de K e a € . é um elemento inteiro sobre A,
entdo os coeficientes do polinomio caracteristico f. sdo inteiros sobre A. Em particular,
Trik(a) e Nyk(a) sao inteiros sobre A.

Demonstragio. Pela Proposicao 2.3.8, segue que o polindomio caracteristico de a é dado
por fo(z) = (x —y)(z —az) ... (x — ay), onde «; é uma raiz do polinémio minimal de .
Pela relagao de Girard, sabemos que os coeficientes de f,,(x) sdo, a menos de sinal, somas
e produtos entre as raizes «; de f,(x). Assim, basta mostrar que todos a)s sdo inteiros
sobre A, onde i = 1,...,n, e pela Proposicao segue o resultado. Como «; é um
conjugado de « sobre K, segue que existe um K-isomorfismo o; : K[a] — K[a,], definido
por o;(a) = a;. Como « é inteiro sobre A, segue que « é raiz de um polindémio em Alz],
isto é,

Q"+ 1@ aiat+ag =0 = 0y(Q)" + ap_10i()" T 4+ -+ ag =0,

e assim,
-1
of + apga) 4+ ajoy +ag =0,

ou seja, «; é inteiro sobre A, onde i = 1,2,...,n. Portanto, os coeficientes de f,(x)
também serdo inteiros sobre A. Pelo mesmo argumento, segue que Ty /g e Ny x também
sdo inteiros sobre A. O
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Corolario 2.3.11. Se A é um anel integralmente fechado, entao os coeficientes do po-
linomio caracteristico fo(x) sao elementos de A. Em particular, Try k(o) e Nyjx(a) sao
elementos de A.

Demonstragio. Todos os coeficientes de f,(z) sdo elementos de K. Pela Proposi¢ao|2.3.10),
todos sao inteiros sobre A. Como A é integralmente fechado, segue que os coeficientes a;
de fa(x) pertencem a A, onde ¢ = 1,...,n. Logo, Try/k(a) e Ny/k(o) sdo elementos de
A. m

Proposicao 2.3.12. Seja K um corpo de niumeros. Assim, o € K € um inteiro algébrico
se, e somente se, seu polinomio caracteristico tem coeficientes inteiros.

Demonstrag¢io. Como « é um inteiro algébrico, pela Observacao [2.1.2 segue que « é
um inteiro sobre Z, que por sua vez, é integralmente fechado. Assim, pelo Corolario
2.3.11] segue que os coeficientes do seu polindmio caracteristico também sao inteiros.
Reciprocamente, por hipétese o tem o polindémio caracteristico com coeficientes inteiros.
Assim, f,(a) = 0, ou seja, a é um inteiro algébrico. ]

Proposigao 2.3.13. Sejam A um anel integralmente fechado, K seu corpo de fragoes, 1L
uma extensao finita de K de graun e O, o anel de inteiros de A em L. Sejam {ay, ..., a,}
uma base de L. sobre K, onde det(Try/x(a;crj)) # 0 e a € L. Se Tryx(af) = 0, para
todo 5 € 1L, entdo a = 0.

Demonstracao. Se o € L, entao
= a1 + Qo + -+ ApQy,

onde a; € K, para i =1,...,n. Assim, é suficiente mostrar que se 7'k (ac;) = 0, para
cada 7 =1,...,n, entao a = 0. Deste modo,

0= TT’]L/K(OéOéj) = CLlTT]L/K(OqOéj) + CLQTT’]L/K(CYQCKJ') +--+ CLnTT]L/K(Oénaj),

para cada j = 1,...,n. Colocando na forma matricial, segue que
T?“]L/K(Oélal) TTL/K(agal) s T’I“L/K(Oénal) aq O
Trik(onos) Trig(osas) -+ Trog(onmas) az | 0
Trik(onos) Trig(asos) - Trog(onas) ap 0
Como det(T'ry jx (cicrj)) # 0, segue que a; = ay = - -+ = a, = 0. Portanto, a = 0. O

Corolério 2.3.14. Considere H, = Homg (L : K) dada por H,(3) = Tryx(af), com
B €. Assim, a aplicacao ¢ : L. — H, é um isomorfismo.

Demonstracio. Sejam aq, as € L. Assim, para todo § € 1L, segue que

o Y(ay+az) = Hara, = Tryx((ciae)B) = Tryx(caB) + Tryjk(azf)
= Ho, (B) + Hay(B) = () + ¥(a2))(B)
o Y(aa)(B) = HualB)=Triuxlaap) = aTlryx(af) = aHu(B) = ayp(a)(B).

Assim, ¢ é um homomorfismo. Agora, se a € L é tal que p(a) = 0, entao

Y(a)(B) = Ho(B) = Trox(af) = 0, para todo § € L.
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Pela Proposicao [2.3.13] segue que v = 0. Desse modo, ¢ é injetora. Por fim, como
dimxL = dimg(Homg (L, K)), segue que 9 é sobrejetora. Portanto, ¢ é um isomorfismo.

[]

Teorema 2.3.15. Se A é um anel integralmente fechado, K seu corpo de fracoes, I uma
extensao finita de K de grau n e Op o anel de inteiros de A em L, entdo Op é um
A-submaodulo de um A-mdodulo livre.

Demonstrag¢io. Considere {ay, ..., a,} uma base de L sobre K. Sabemos que toda exten-
sao finita é algébrica pela Proposi¢ao [2.2.9, Assim, os «}s sao algébricos sobre K. Logo,
existem als em A, onde i = 1,...,n, nao todos nulos, tais que

apo; + 10 P4+ ag=0.

Sem perda de generalidade, suponha que a,, # 0. Assim,

an n—1
ana? + an—lcyn_1 + e + ap = O ( $ a”_l(anan + te + (10) = O

= (ap0)" + ap_1(ana)" P+ ...+ a tag = 0.

Portanto, a,q; é inteiro sobre A, para i = 1,...,n. Agora, seja a,o; = € O, para
i=1,2,...,n. Mostramos que {51, ...,,} é uma base de L sobre K. Suponha que

b1f1+bafs+---+b,8,=0, onde b, ¢ A, para i=1,...,n.

Logo,
bia,oq + boanog + - - - + bana,, = 0.

Como {ay,...,a,} é uma base de L sobre K, segue que b;a,, = 0, e portanto, b; = 0
para i = 1,...,n. Portanto, {f1,...,5,} é linearmente independente e, por possuir
exatamente n elementos, segue que é uma base de IL sobre K. Pelo Corolario [2.3.14], para
i,j=1,...,n, segue que existe uma base {v1,...,7,} de L sobre K tais que

V(Bi)(v;) = Hg, () = Tro(Bivvy) = 6

Agora, se a € O, entao af; € O, para i = 1,...,n. Pelo Corolario [2.3.11] segue que
Tryx(af;) € A, parai=1,...,n. Assim,

a=cy+ -+, onde ¢ €K, para 1=1,...,n,

e deste modo,
Trik(aB;) =c¢ € A, onde i=1,...,n.

Portanto, Oy, é um submédulo de um A-médulo livre gerado por {v1,...,vn}- O
Proposicao 2.3.16.

1. Se A € um anel principal, entdo O é um A-mdédulo livre de posto n.

2. Além disso, se I C O é um ideal, entdo I é um A—mdodulo livre de posto n.

Demonstracao. 1. Se A é um anel principal, entdo um submodulo livre é livre de posto
menor ou igual a n. Pelo Teorema [2.3.15, segue que Op contém uma base de L
sobre K que possui n elementos, e assim, Op, tem posto exatamente n.
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2. Seja I C Op, um ideal. Considere oz um elemento nao nulo de [ e aq, s, ..., a, uma
base de Op,. Agora, observe que, para 1,...,n

aaar + ...+ a,ca+n=0,aq; € A= a;a=0.

Como A é anel principal (e, assim é um dominio), segue que cada a; = 0, para

i = 1,...,n. Logo, {aqay,...,a,a,} € I é linearmente independente sobre A.
Assim, pela Definicao [2.1.9] segue que I é um modulo livre de posto n,
o que finaliza a prova da proposicao. O]

A partir dos resultados gerais sobre traco e norma sobre anéis. A seguir, vamos
apresentar um resultado que reescreve a Defini¢ao [2.3.1| para corpos de niimeros e serd
muito 1til no contexto deste trabalho.

Proposicao 2.3.17. Sejam K um corpo de nimeros com [K: Q] =n e 01,09,...,0, 0s
n Q—monomorfismos de K em C. Se a € K, entao

1. O trago de o sobre K € dado por

Tr(a) = Zn: oi().

i=1

2. A norma de a sobre K ¢é dado por
N(a) =[] oi(a).
i=1

3. O polinémio caracteristico o sobre K é dado por
fo = det(zl, — 0;(a)),
onde I, representa a matriz identidade de ordem n.

Demonstragio. A demonstracao segue direto da juncao dos Teoremas [2.2.25[ e O

2.4 Base integral

Nesta se¢ao, apresentamos defini¢oes e propriedades de bases integrais de um corpo
K.

Proposigao 2.4.1. Sejam A um dominio, K seu corpo de fracoes e I uma extensdo de
K. Se a € L € algébrico sobre K, entao existe d € A, d # 0, tal que da € inteiro sobre A.

Demonstracdo. Se « é algébrico, entao existem ag, ay,...,a,_1 € K tais que ag + a1a +
oot apa™t+a® = 0. Se d é o denominador comum dos a;, entdo da; € A, para todo
i=1,...,n—1. Assim,
n—1 n __ (d?)
ap+ o+ ...+ a1« +a"=0 =
apd® + o d"o+ ...+ ap_1d"ot + d"a™ = 0,

e assim,
aod" + a1d™ H(da) + ... + ap_1d(da)" ! 4 (da)™ = 0.

Como agd™, a1d™!,..., a,_1d € A, segue que do é inteiro sobre A. n
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Proposicao 2.4.2. Um corpo de nimeros K possui uma base formada por inteiros algé-
bricos.

Demonstragio. Seja {aq, oo, ..., a,} uma base de K sobre Q. Pela Proposi¢ao [2.4.1] para
cadai=1,2,...,m, existe m; € Z, com m; # 0, tal que m;q; é um inteiro algébrico. Desse
modo, considere m = mymy---m,. Claramente m # 0 e mais, {may, may,...,ma,} é
uma base de K sobre QQ consistindo de inteiros algébricos. O]

Seja {aq,aq,...,a,} uma base de K sobre Q. Seja o Z-mddulo livre gerado por
{miay, moaa, ..., myay, }, ou seja,

A=7Zmio; ® -+ D Zmyo, C Ok.

Pela Proposigao [2.3.16] como Z é um anel principal, segue que Ok é um Z-moédulo livre
de posto n. Dessa forma, existem aq, as,...,a, € Ok tais que todo elemento a € Ok é
escrito de modo tinico como

o= Q101 + G000 + ... + a0y,

onde ay,as,...,a, € Z.
Com isso, concluimos o resultado a seguir.

Proposicao 2.4.3. Se A =7 e K é um corpo de niumeros de grau n, entao Og é um
Zi-modulo livre de posto n.

Defini¢ao 2.4.4. O conjunto {ay,qs,...,a,} C Ok é chamado uma base integral de
Ok sobre Z se todo elemento v € Ok é escrito de modo Unico como

O = a1 + ag0ig + -+ + Ap Oy,
onde ay,as,...,a, € Z.

Observagao 2.4.5. Se K é um corpo de numeros tal que [K : Q] = n, entdo toda base
integral {ay, s, ..., a,} de Ok sobre Z é uma base de K sobre QQ, uma vez que o conjunto
{ag,as,...,a,} C Og C K é linearmente independente sobre Q e possui n elementos.

Proposicao 2.4.6. Seja Ok o anel de inteiros do corpo de niumeros K de grau n. Todo
ideal nao nulo I de Ok é um Z-mddulo finitamente gerado de posto n.

Demonstracdo. Vejamos que I é um Z-submoédulo de Og. Como Z é principal, segue
que [ é um Z-médulo livre finitamente gerado de posto menor ou igual a n. Assim, pela
Proposigao [2.4.3] segue que I é um A-moédulo livre de posto n. O]

Definigao 2.4.7. Seja K = Q(«) um corpo de nimeros de grau n, com a € K. Se o
conjunto B = {1,a,a?,...,a""'} forma uma base de K sobre Q, entao B é chamado de
base potente (ou base de poténcias).

No nosso contexto, é importante saber a base integral do corpo de niimeros K, pois
ela nos permite encontrar o determinante, que veremos a seguir na Segao [2.5] Faremos
alguns casos que serao mais importantes neste trabalho.

Primeiramente, vamos encontrar o anel de inteiros do corpo quadratico K = Q(y/m),
com m livre de quadrados.
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Teorema 2.4.8. Sejam K um corpo quadrdtico e m € Z o unico livre de quadrados tal

que K= Q(y/m). O anel de inteiros, Ok, de K em Z é dado por

7+ 7Z/m, sem % 1(mod 4).

O = Z+7Z (14—2\/%) , sem = 1(mod 4).

Demonstragio. Considere
Z + Z/m, se m # 1(mod 4).
A= 1
7+ 7 < +2\/m> , sem = 1(mod 4).

Queremos mostrar que A = Ok.

1. Seja a € A. Claramente a € K.

(a) Se m # 1(mod 4), entdo « € Z + Z+/m, isto é, & = a + by/m, com a,b € Z.
Assim,
a? = a®+b*m + 2aby/m + 2a* — 2a*

= a*+b®m+ 2a(a + by/m) — 2a®

= —a’+b*m + 2aa.

Isso implica que
o = 2aa + (a® — b*m) =0, com —2a € Z, e a® — b’m € Z. (2.2)
Portanto, « é raiz do polinomio 2% — 2ax + (a* — b*m) € Z|z]. Logo, o € Ok.
(b) Sem = 1(mod 4), entdo o € (Z +Z (1 —1—2\/ﬁ>>. Assim, a = a+b <1 —1—2\/%)7

com a,b € Z. Dali,

1+ v/ m
a? = a2—|—2ab< +2 m>+<b+b )
b’m
4

¥oob?
:¢ﬁ+ah+w¢%y+zw— g_

2O R Bym Bm

= 2a* —a*+ ab+ (ab — ab) + aby/m + — Tttt
b2 b -1
= 2a2+ab+ab\/ﬁ+ab+5+ \Q/E—a2—ab+b2(ﬂz£)

1 1 —1
= 2a2+2ab< +2\/m>—|—ab+b2 <+2\/m> _a2_ab+b2w

| 1
_ (2a+b)a+b< +2ﬁ> —a2—ab+b2(m4).

Isto implica que

(m—1)

=0.
4

-1
a? = (2a+b)a—a2—ab—|—b2w4) = o’ —(2a+b)a+a*+ab—b?
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(m=1)
4

Como m = 1(mod 4), segue que 4|m — 1 e, portanto, b?. € 7. Assim,

« é raiz do polinémio
—1
2% — (2a + b)z + <a2 +ab — 62W> € Z[z].

Logo, a € Ok, e portanto, A C Ok.

2. Considere o € Ok. Queremos mostrar que @ € A. Sea € Ox = a € K = a =
a + by/m, com a,b € Q e a raiz de um polinémio mdnico em Z[z]. Note que, se
a=a+by/m, a,b € Q, entdo, de maneira andloga ao item 1, segue que « é raiz do
polinomio f(z) = 2 — 2az + (a* — mb*) € Q[z]. Assim,

A = 4a® — 4(a® — mb*) = 4b’m.

Como m é livre de quadrados, segue que f(z) é redutivel em Qz] se b = 0 e
irredutivel em Q[z] se b # 0. Assim, o polindmio minimal de o em QJz] é

xr—a, seb=0,
2?2 — 2ax + (a* — mb?), se b # 0;

mo(a) = {

Por hipétese, segue que v é um inteiro algébrico. Logo, pelo Teorema [2.3.12] segue
que mg(a) € Z[z]. Logo,

a €2, seb=0,
2a, a®> —mb* € Z, se b # 0.

e Seb=0,entao a =a € ZCZ++/m C A.
e Seb#0,entdo 2a € Z e a®> — mb* € Z.

(a) Suponha que 2a é par. Logo, a € Z e a* € Z. Assim, como a* — mb?® € Z,

segue que mb* € Z. Seja b = 2, com ¢,d € Z, d # 0 e mdc(c,d) = 1. Assim,

o\ 2
m(d) € Z = d*|m.

Como m é livre de quadrados, segue que d?> = 1 e, portanto, d = £1, o que
garante que b € Z. Logo, a + by/m € Z + Zy/m C A.

(b) Agora, suponha que 2a é impar. Assim,

1 1
2a =2k + 1, keZ:>a:k+§, kGZ:Hﬁ:szrkJngéZ.

Dai,
a? —mb* € Z = 4(a® — mb?) € Z,

e assim,

1\2 1
a2—mb2—4[<k+2) —mb2]—4[k2+k+4—m62 e 7.
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Como 4k? + 4k + 1 € Z, segue que 4mb* € Z. Seja 2b = f, comr,s €Z,s#0
s
e mde(r, s) = 1. Logo,

2
m(20)2 € Z = m (T) € Z = s*|m.
s

Como m é livre de quadrados, segue que s = +1, isto é, 2b € Z. Agora, 2b
pode ou nao ser par. Se 2b é par, entdo b € Z e, assim,

Ve€Z=mb*€Z= (a®>—mb)+mb>€Z=a*<cZ.
—_— ~—
€7 €Z

Mas, note que isso é um absurdo, pois estamos no caso em que 2a é impar.
Portanto, 2b é impar e, assim, 2b = 2¢ + 1. Assim,

2k+1 2q +1
eb=

5 5 como k,q € Z.

a =

Logo,

2
2 1 2 N2 1
a’?—mb? = ( k; ) —m( q2+ ) :Z[(2k+1)2—m(2q+1)2}

1
= 1[41452 + 4k +1 —m(4¢* + 4q + 1)]

1
= —[4k? + 4k + 1 — 4mq® — 4qgm — m]

4

Lo e 2
= 1[4<k +k —mg* —mq) +1—m)]
= K2+ k—mq*>—mq+ ;mEZ.

Desse modo,

-1
mT:k2+k;—mq2—mq—(a2—me)GZ.

Portanto, m = 1(mod 4) e

2k+1 2g-+1
0 = a+byim = ;+q;\/m

_ 2k+1  2g+1 2 + 1 2q+1>
N 2 + 2 v+ 2 < 2
14+ m 1 1
= (29+1 kg + = — =
(29 + )( 5 >+ ¢+35 -3
1 1
_ (k—q)+(2q+1)< +W>GZ+Z< J”/ﬁ)gA

Logo, a € A.

Portanto, Ox C A. Assim, Og = A. m
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Corolario 2.4.9. Seja K um corpo quadratico. Seja m um inteiro livre de quadrados tal
que K = Q(y/m). Uma base integral de K é dada por

1. Sem # 1(mod 4), entdo {1,v/m}.
2. Sem = 1(mod4), entio {171—1-2\/ﬁ}.

Demonstra¢io. A demonstracao segue direto da Definigdo de base integral (2.4.4) e do
Teorema [2.4.8l ]

A seguir, apresentaremos o anel de inteiros de um corpo cubico puro.

Teorema 2.4.10. Seja K = Q(0), com 6 = /m, m livre de quadrados. O anel de inteiros
algébrico O de K ¢é dado por

Z+ 70 + 762, sem # £1(mod 9).
—2 — 20 + 6* B
Oy — 7+760+7 — , sem = 1(mod9).
—2—0+0?
Z+70+7 ;),semz—l(mon).

Demonstragcio. Suponha que o € K é um inteiro algébrico. Assim, a = ag+a10+a-f, com
ai,as, a3 € Q. Pela Proposicao [2.3.12 os coeficientes do polindmio caracteristico devem
ser inteiros. Calculando o polindémio caracteristico do corpo ciibico puro e, sabendo que
seus coeficientes devem ser inteiros, segue que 3ag, 3a; e 3as sdo inteiros. Suponha que
3a; = p;, onde i = 1,2,3. Assim,
a; = % onde i=1,2,3.

Ainda, como cada p; pode ser reescrito como p; = 3¢; + r;, com g;,17; € Z e r; € {0,1,2},
para todo i = 1,2, 3. Assim,

Po | D1 P2
= 0 62 = — + =0 + =6?
o ap + a10 + as 3 + 3 + 3
30 +710  3q1+7 3q2 + 12
= 0 62
3 * 3 * 3
o T )
= 0 6%+ — + =0+ =92
Go + @10 + @207 + 3 + 3 + 3
. 2 To 1 T2 1o . .
Considere ¢ = qo + q10 + @20° e r = 3 + 39 + §9 . Assim, a = ¢+ r. Como O ¢é

um anel e a € Ok, segue que ¢ +r € Ok, isto é, ¢ € Og e r € Ok. Dessa forma, a é
inteiro algébrico se, e somente se, ¢ e r sao inteiros algébricos. Mas, note que qo, 1, g2 sa0
inteiros, e assim, o polinémio caracteristico de ¢ tem coeficientes inteiros. Assim,

a € Ok se, e somente se, r € Ok. (2.3)

Observe que pela Proposi¢io [2.3.12] segue que
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|
reaus fo(3) -5(3) (Gmes e

3 3
T'o 7o 71 T2 71 T2
3) 2 (3)G) G)mem|(5) + (5) n] e
( 3 > 3)\3)\3)mrms) Flg)
Desse modo, juntando as informacoes obtidas em ([2.4]) na expressao , segue que o € Ok
se, e somente se, 0s casos a seguir ocorrem

(7“0)3 —Tire
3
(r0)3 — 3roriram + m|[(r1)? + m(ry)?]

2. Wo = o7 c Z.

Assim, listamos todas as possibilidades para m de acordo com os pardmetros rg,r; €
ro € {0,1,2}. Observe que,

€ Z.

1. w1 =

e Serg#0,r =0o0ury =0, entdo wy ¢ Z.

e Ser =0,71 =0 ou (exclusivo) 1, = 0, entdo w; = 0 e wy é um nimero inteiro que
satisfaz m = 0(mod 9). Entretanto, m é livre de quadrados, o que implica que estes
casos nao possuem solucao.

Na Tabela(2.4]), apresentamos uma analise das linhas que possuem solu¢ao, ou seja, que
existe m € Z tal que wy,wy € Z.

Linhas | ro | r | 72 | wy wo m= (7) (mod 9)
1 01010 0 0 Vale para todo m.
2 0[1]1] = | mim Nao existe m.

3 0]1]2]| =m mgimQ Nao existe m.
4 0]2]1] =m Sm;;mQ Nao existe m.
5 0]2]2]| =" S(m;?mQ) Nao existe m.
6 [1]1]1][ e | @mE m = 1(mod 9)
7 0]1]2]|=m 1_5”;;“8’”2 Nao existe m.
8 |1 ]2]1[2e] @M | = _1(mod 9)
9 1122 1—§1m 1_4";;“8’”2 Nao existe m.
10 21111 4_3m 8_"2‘;””2 Nao existe m.
11 [ 2]1]2]|2m | s-limise = —1(mod 9)
12 [ 2|21 |%2m ] s=tmemd | Ngo existe m.
13 |2 |2]2]&m] MmE | 4= 1(mod 9)

Tabela 2.1: Casos para analise do Anel de Inteiros de corpos cubicos puros

Note que, a célula da tabela que consideramos "para todo m", nao inclui as equivaléncias
nao livre de quadrados, uma vez que m ¢ livre de quadrados. Para as linhas que possuem
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solugao, analisamos os possiveis casos a seguir. Para essa andlise, relembre da seguinte
igualdade:

To

a:qo+q19+q292+ 3

Ty T2
+39+39 € Ok. (2.5)
e m # 1(mod 9):

1. Na linha 1, os restos sao 7o = 0,77 = 0 e 75 = 0. Assim, substituindo esses
valores na Equacao [2.5] segue que

a = qy+ b + g0
Como qo, q1 € q2 € Z, segue que « € Z + 70 + 7.6
e m = 1(mod 9):

1. Na linha 6, os restos sao rg =1, 7y =1 e ro = 1. Assim,

1+6+06°
a = qg+q16+q202+?
(2.6)
= < +1)+< +1>9+( +1>W
= 1|4 3 41 3 a2 3 .
—2— 20+ 02
Considere A = Z + Z0 + 7 <3+ . Mostremos que Og = A. Por
definicao, segue que a € Ok. Suponha que a € A. Assim, existem zg, 21,29 € Z
tais que
(—2 — 20 + 92>
a = 2o+ 20+ 2 f

(2.7)

229 222) (22> 2
_ i 204 (22) g2,
G“%3)+<“+3 T3

Pela igualdade de polindmios nas expressoes (12.6)) e (2.7]), segue que

22’2 1
DT 3Tty

o | Z0=qo+2¢+1
2’1—?22611%-5 = A= +t2¢+1
2 +1 23 =3q + 1.
3 273

Como ¢; € Z, com 1 = 1,2,3, segue que z; € Z, onde i = 1,2,3. Portanto,
a € A. Assim, a € Og & a € A, isto é, Og = A.

2. Na linha 13, os restos sdo rg = 2,71 = 2 e ro = 2. Substituindo em ([2.5),

2 + 26 + 262
3

9 9 9
_ ‘ “\o 2\ g2,
@+Q+@+Q'%%%>

a = q+ @b+ @t +
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-2 — 20 + 6?
Considere A = Z+7Z0+7 <3+> Mostremos que Og = A. Se a € A,

entao existem zy, 21, 2o € Z tais que

—2 — 20+ 6>
3

— 2z 2z 22 g2

Pela igualdade de polinémios, segue que

o = zo+219+22<

222 2
eV e
3 3 20 = (qo + 2q2 + 2
222 2
Z1—?:CI1+§ =z =q +2¢+2
29 +2 23 = 3q2 + 2.
3 273

Como ¢; € Z, onde i = 1,2,3, segue que 2; € Z, onde i = 1,2,3. Assim,
a € As ace O, isto é, Og = A.

—2— 20+ 62
Portanto, para m = 1(mod 9), Ox = Z + 70 + Z <3+> )
e m=—1(mod 9):
1. Na linha 8 rp =1, =2 ery = 1. Assim,
1+ 20 + 62

a = q+qb+ @b+ 3

B 1 9 N,
- <q0+3>+<q1+3)9+(q2+3>9.

: —2—0+06*
Considere A = Z+ 7.0+ 7 — 5 ) Mostremos que Og = A. Se a € A,

entao existem zy, 21, 2o € Z tais que

—2—60+6°
3

2
- (@) -3 (e

Fazendo as comparacoes de «, segue que

o = Zo+21‘9+22<

222 1
20— 5 =G+ 5
3 3 20=0qo+2q+1€Z
Z9 2
a-g=aty = n=q+2p+1el
Z2 +]_ 23:?)QQ+1EZ.
3~ ®7T3

Portanto, o € A. Assim, Og = A.
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2. Para a linha 11, ro =2, 11 =1 e ro = 2. Assim,

2+ 0 + 267
3

2 1 2 '
— 2 ) 2) g2,
(QO+3>+(Q1+3> +<QQ+3>

—2— 0+ 6*
3

entao existem zg, 21, 2o € Z tais que

a = q+ @b+ @b+

Considere A = Z+ 70+ 7 ( ) Mostremos que Og = A. Se a € A,

(—2—9+92>
a = z+zn0+zmn|———

3

_ 22y _* 22 p2
- (Z” 3>+<Zl 3>9+<3>9'

Fazendo as comparacoes de «, segue que

222 2
20— =qt35
3 13 20=q +20+2€Z
z
Zl—§2=%+§ =qan=qat+tq@t+leZ
Z2 +2 23 =3¢+ 2 € 7.
3 273
Portanto, o € A. E assim, Og = A.
—2—0+6?
Logo, para m = —1(mod 9), Ox = Z + 720 + Z <3+>

Portanto, concluimos a andlise de todos os casos possiveis, o que prova o resultado. [

Corolario 2.4.11. Seja K um corpo cubico. Seja m um inteiro livre de quadrados tal que
K =Q(0), onde 8 = &/m. Uma base integral de K é dada por

1. Sem # +1(mod 9), entdo {1,0,0%};

220 4 2

2. Se m = 1(mod9), entdio {1,9, 39—}—9};
—9_ 2

3. Sem = —1(mod9), entdio {1,9, 364—9}

Demonstragio. A demonstragio segue direto da Defini¢do de base integral (2.4.4) e do
Teorema [2.4.10l O

2.5 Discriminante

A seguir, apresentamos o conceito de discriminante. O objetivo geral é abordar o dis-
criminante de corpos de niimeros, mas para isso, iremos introduzir o conceito em extensao
de anéis e em polindémios. Para isso, considere A e B anéis tal que B é um A-moddulo
finitamente gerado de posto n.
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Definigao 2.5.1. Sejam B um anel e A um subanel de B tal que B é um A-médulo livre
finitamente gerado de posto n. Se (z1,...,z,) € B", chamamos de discriminante de
(1,...,x,) ao elemento de A dado por

Dpja(z1,...,2,) = det(Trpja(xiz;)), onde i,j=1,...,n.

Observagao 2.5.2. Analogamente ao traco e a norma, podemos simplesmente denotar o
discriminante Dp; alag, ... ay) por D(aq, ..., a,) quando ndo houver risco de confusao.
No caso de corpos de nuimeros, sempre utilizamos a notacgao reduzida.

Proposicao 2.5.3. Sejam A C B anéis tal que B € um A-mdédulo livre finitamente gerado
de posto n. Seja {aq,...,an} um conjunto de elementos de B tal que [3; = Zaijaj, com

=1
a;; € A, parai=1,...,n. Assim,

DB/A(ﬁl, oy B) = (det(@ij))zDB/A(Oéb s Q).

Demonstragao. Por defini¢do, segue que

Dpja(Bi1,. .., Bn) = det(Trp/a(B:5s)), onde r,s=1,...,n.
Por hipotese, segue que
B, = Z&m'&i e fs = Z?Zl Qsj ;.
i=1

Assim,

n n n n
B,Bs = Z Ari O Z Qs = Z Z AriQs; OG5
i=1 j=1

i=11=1

Dessa forma, Trg/a(5,0s) = iy aritisjTTp a(;0rj). Colocando na forma matricial, segue
que
(TTB/A (67’/35)) = (ari) (TTB/A (a/iaj)) (aSJ)t’

Logo,
Dp/a(Br,...,Bn) = det(Trp/a(B8,8s)) = det((ar)(Trp/a(csoy))(as;)t)
= det(a,;) det(Trp/a(osa;)) det((as;)")
= (det(ar;))?* det(Trp/a(ara,))
= (det(am))QDB/A(ozl,...,an).
Portanto,
DB/A(ﬂla cee 7671) = (det(ai,j))zDB/A<Oél7 v 70571)7
0 que prova o resultado. O

Corolario 2.5.4. Seja A um dominio. Se {a,...,an} e {B1,...,Bn} sao bases de B
sobre A, entio Dpja(ay,...,00) € Dpja(fi,...,Bs) sio associados ou ambos possuem
determinantes nulos.
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Demonstragio. Como {a,...,a,} é uma base, segue que existem elementos a;; € A
n

tais que 8; = Y a0, onde j = 1,...,n, ou seja, podemos escrever cada 3; como uma
i=1

combinacao linear dos elementos dessa base. Assim, pela Proposigao [2.5.3] segue que

DB/A(BI; RN 76%) = (det(aij))ZDB/A(ozl, Ce ,Oén).

Como (a;;) é uma matriz inversivel, segue que o determinante de (a;;) é uma unidade

do anel A. Mas, isso implica que Dpa(1,...,05) ¢ Dgja(fi,...,3,) sdo elementos
associados ou ambos determinantes sao nulos. O
Observacao 2.5.5. Pela Proposicao e Corolario[2.5.4] se {aq,...,an} e {f1,..., 0}
sdo duas bases integrais de um corpo de ndmeros algébrico, entdo D(ay,...,qa,) =

D(f,...,0,). Ainda, se {aq,...,a,} é uma base integral de K e {f,...,5,} C Ok
é tal que D(avy, ..., o) = D(P1,. .., Bn), entdo {f1,..., 5.} também é uma base integral
para K.

Proposigao 2.5.6. Seja A um dominio. Se o conjunto {a,...,a,} de elementos de B
¢ linearmente dependente sobre A, entdo

Dpja(oa, ..., a,) = 0.

Demonstra¢io. Como {1, as, ..., a,} é linearmente dependente sobre A, segue que exis-
tem aq,...,a, € A, ndo todos nulos, tais que

a4 - -+ apay, = 0.

Sem perda de generalidade, tome a; # 0. Considere agora o conjunto {aj,...,a,} de
elementos de B, onde oy =0 e o} = o, para i = 2,...,n. Assim,
/ / /
{af,0,...,a,} ={0,aq,...,an}.

Desse modo,
Dpja(ef,...,a;,) = Dp/a(0,00,...,a,) =0,

uma vez que a matriz da aplicagdo trago possui a primeira linha nula. Agora,

of =0=a10q0 + asas + - - - + anay a 41 Gz v On 1
a’QzaQ:OOZl—f—CYQ‘f‘"""OOén N 0/2 _ o 1 --- 0 Q9
ag:a320a1+0a2+a3+---+0an

a,, = o, = 0ay + -+ + Loy, a, 0 0 1 *n

Usando a Proposicao segue que

0= Dgsa(0,az,...,a,) = Dpya(al, ... al) = (det(a;i;))*Dpaloa, - . ., aw),

onde
a; Qg9 - Qap,
o 1 --- 0
(@ig)=1 . . . .
o 0 --- 1

Como det(a; ;) = a1 # 0 e A é um dominio, segue que Dp/a(ov, ..., a,) = 0. O
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A seguir, considere K C I uma extensao de corpos de niimeros e aq,...,a, € Og. O
discriminante da n-upla (o, ..., a,) é denotado por Dy k(ai,...,q,), ou simplesmente
por D(aq,...,ap).

Definicao 2.5.7. O discriminante do corpo de nimeros K ¢ definido como o discri-
minante de uma base integral de seu anel de inteiros Ok e denotado por d(K).

Exemplo 2.5.8. Pelo Exemplo [2.4.9] segue que o determinante de um corpo quadratico
Q(y/m), com m livre de quadrados, é dado por

A(K) = 4m, se m # (mod 4)
~ |m, se m # (mod 4).

De fato: Se m # 1(mod 4), vimos que a base integral de K é {1,/m}. Assim,

2

d<K>:D<1,m>=\} VIl (o = am

T

)

Por outro lado, se m = 1(mod 4), entao a base integral de K é dada por {1,
de modo que

1+ m|

14+ ymY) ! )
d(K):D<1,2>:1 1_2\/m = (—v/m)* = m.

2

Corolario 2.5.9. Se K € um corpo quadrdtico real, entao K = Q(,/d(K)).

Demonstragio. Segue do fato que /d(K) = \/m ou 2y/m. O
Proposicao 2.5.10. Sejam o conjunto {ay,...,a,} de elementos de Op,. Se

DL/K<al> Ce ,Oén) = O,

entdao o conjunto {a1,...,a,} € linearmente dependente sobre K.
Demonstragio. Suponhamos que Dy k(o ..., a,) = 0. Da definicdo, segue que
TT‘L/K(OQOQ) s T’I“[L/K(Oélan)
det(TrL/k(asa;)) = det : : =0.
TTJL/K(OénCYl) T TTL/K(anOén)

Como esse determinante é nulo, cada coluna da matriz acima sao linearmente dependentes

sobre K. Chamemos cada coluna de Cj, onde ¢ = 1,...,n. Por serem linearmente
dependentes sobre K, existem aq, as, ..., a, € K, ndo todos nulos, tais que
aq TT’]L/K<Q{10[1) e TT‘L/K(O[lOén) 0

a1C1+aCot---+a,C, =0= | |. : : =
n, Trik(opar) - Trog(omos) 0
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Considere o« = aya1 + asag + - -+ + ayoy,. Suponha que {ag,ag, ..., a,} é linearmente
independente sobre K. Assim, a # 0. Agora, para cada j = 1,2,...,n, segue que

Trpa(ac;) = Trox(aiaia; + aanog + - - 4 aon0;5)
= alTrL/K(Oflaj) + a2T7’]L/K(04204j) + -4 anTT]L/K(anozj) = 0.

Novamente, do fato de que {a, s, . .., @, } serem linearmente independentes sobre K, po-
demos concluir que é uma base de L sobre K. Como « # 0, segue que {aay, aas, .. ., ao,}
também é uma base de LL sobre K. Assim, para todo 8 € 1L, segue que [ é uma combinagao
linear dos elementos da base {ay, aqy, ..., aa,}. Logo, Tryk(8) = 0. Em particular,
para 3 = 1, terfamos Ty k(1) = 0, o que é um absurdo, pela prépria definicdo de traco.
Portanto, o conjunto {aj,...,a,} é linearmente dependente sobre K. O

Lema 2.5.11. (Lema de Dedekind) Se G é um grupo, K um corpo e o1,...,0, sio
homomorfismos distintos e ndo nulos de G no grupo multiplicativo K*, entao os ols sdo
linearmente independentes sobre K.

Demonstragdo. Se os o.s sao linearmente dependentes, entdo existem ay, ..., a, € K, ndo
n
todos nulos, tais que Z a;0; = 0. Seja o r o menor numero possivel dos as nao nulos. Se

=1
r =1, entdo ay0; = 0. Mas, isso implicaria que a; = 0 ou o; = 0, 0 que nao ocorre, pois

ja estamos considerando os as nao nulos e, claramente, os /s ndo nulos. Logo, r > 2.
Considere g € GG. Assim,

a101(g) + azo9(g9) + ... + a,0.(g) = 0. (2.8)

Como cada o; ¢ homomorfismo, segue que a Equacao ([2.8]) é valida para todo g € G. Seja
h € G. Para gh, segue que

a101(g)o1(h) + azoa(g)oz(h) + ... + a.0.(g)o,.(h) = 0. (2.9)

Agora, vamos multiplicar o;(h) na Equacao (2.8)) e, em seguida, subtrair da Equagao

(2.9), e assim,

oa2(g)oa(h) + ...+ ar0.(g9)o-(h) — o1(h)[ar01(g) + azoa(g) + ... + a0.(9)) =0 =
a101(g)o1(h) + asoa(g)or(h) + -+ - + a,0,.(g9)o1(h) =0 =
as(o1(h) — oa(h))o2(g) + -+ + a(o1(h) — 0. (h))o,(g) = 0.
Como isso vale para todo g € G e tomamos r o menor possivel, segue que
as(o1(h) —o2(h)) =0 = ay =0ouoy(h) — oy(h) =0,

e assim, como ay # 0, segue que o1(h) = o9(h), para todo h € G. Mas, isto é um
absurdo, pois, por hipétese, os ols sdo distintos. Portanto, podemos concluir que os os
sao linearmente independentes. O

Proposicao 2.5.12. Seja I uma extensdo finita de grau n de um corpo K, onde K é
finito ou tem caracteristica zero. Sejam oy, ...,0, 0s K-monomorfismos distintos de L.
Se{ay,...,a,} € uma base de I sobre K, entdio

D]L/K<Oél> Ce ,Oén) = det(ai(ozj))Q 7é 0.
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Demonstragao. Por defini¢ao, segue que
DL/K(%, C0y) = det(TTL/K(Oéz’Oéj))-

Como o trago de a;a; € a soma de seus conjugados, segue que

Dyk(ou,...,an) = det(Tryk(ooy)) = det <zn: ak(&i&j)>

k=1

= det (ﬁ: O'k(ai)gk(aj)>

k=1
Note que
oi(n) oz(an) --- oplon) o) oilaz) -+ o1on)
o1(ag) o9(ag) -+ ou(az) oo(aq) o9(an) -+ o9(ay) n
= Zak(aza]) )
k=1
or(an) oo(ay) -+ on(ay) on(a1) op(ag) -+ on(an)
ou seja,
(0i(e))) (Z k(Qg0y ) = det(o;(c;))? = det (Z k(Quoy )
Assim,
DL/K(ala . ,Oén) = det(ai(ozj))z,
0 que prova o resultado. O

Corolario 2.5.13. Com as hipoteses da Proposi¢do
DL/K<CK1, Ce ,an) = det(ai(ozj))Q 7é 0.

Demonstra¢do. Suponha que det(o;(c;)) = 0. Assim, existem ay,...,a, € C, nao todos

nulos, tais que
n

> ai(oi(ey)) =0, onde j=1,...,n

=1

Pela linearidade, segue que
Zaal ) =0, para todo « € L,

mas isso é um absurdo, pois pelo Lema de Dedekind [2.5.11], segue que os o; sao linearmente
independentes. Logo, det(o;(a;))?* # 0, 0 que prova o coroldrio ]

Proposicao 2.5.14. Se K é um corpo finito ou de caracteristica zero, L = K(a) uma
extensao finita de K de grau n e p(x) o polinomio minimal de o sobre K, entdo

DIL/K(]-, a, ... ,Oén_l) = (—1)%"(”_1)NL/K(p'(a)),

onde p'(x) € a derivada de p(x).
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Demonstragio. Sejam «q, s, ..., q, as raizes de p(x) em uma extensao de K, que sdo
conjugados de a. Pela Proposicao [2.5.12] segue que

Dyk(1,a,. .. ,a" 1) = det(0y(a?))? = det(af)Q,

onde j =0,1,...,n—1e og;(a) = oy, para i = 1,2,...,n, sdo os K-monomorfismos de
K(a). Além disso, lembre que det(o;(a’)) = det(o;(a’))T. Assim,
0'1(1> 0'1(06> O'l(C(n_l) 0'1(1) O’Q(l) O'n(l)
A o9(1) oa(a) - o™ o1 (o o9 (v e o
oy = [P ) o@D | o) ol (@
on(1) onl@) -+ on(a™ )] Jor(@™h) oa(a™h) on(a"™)
() 1 1 1 | I 1
B o1(@) oo(a) -+ op(a) | Qg oy
01(a>n—1 02(a>n—1 O_n(a)n—l 04?71 Oégil . O/Tzl—l

Note que este determinante é de Vandermonde. Logo,
det(oi(a?)) = [[ (i —ay),
1<i<j<n

e assim,

D]L/K<].,Oé,...,0[n_1> = H (Oéi—Oéj)2.

1<i<j<n

Por outro lado, o polinémio minimal de o é dado por

p(z) = DLy (x — i) = (x — a)g(2),
onde g(x) = DI, (z — o). Dal,

n
ZDz 11;&] — ;) e pla;) = inzl,i;éj(aj — i),

=1
e assim,

D;L=1p/(aj) = DZj:l,i;ﬁj(aj — ;).
Note que D}_p'(a;) = Npk(p'(c)). Logo,

n

New(p'(a) = [T (o —ai). (2.10)

=1,
i#]

Agora, em H (aj — ;) cada fator (a; — o), para i < j, aparece duas vezes, uma como
ey
-
(a; — o) e outra como (a; — ;). Dal,
(i — ) (e — i) = —(ai — a;)* = (= 1) (e — o).
Desse modo, na Equagao ([2.10)), aparece o termo (—1)%, onde s é o niimero de pares (i, j),
com 1 <1 <7 < n,ou seja,

Nyx(@'(@) = I (=1)%(a; —ay).

Mas,
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e Sei=1,entao j=2,3,....,nes=1;

e Sei=2,entdo j=3,...,nes=2;

e Set=n—1,entdo j=nes=n—1.

Assim,
- 1)4+1)m—-1 1
(n—1)+(n—2)+---+1=((n ); )n 25"(”—1):3-
Logo,
NL/K(P,(OZ)) = (—1)%71("_1) H (%‘ - 043‘)2 = (_1)%n(n_1)D]L/K(17 Q, ... ’an—l)’
1<i<j<n
e assim, )
DIL/]K(]-, a;, ... ,Oén_l) = (—]_)En(n_l)NL/K(p,(O{)),
como queriamos. O

Exemplo 2.5.15. Considere um corpo ciibico puro K = Q(#), onde 6 = /m. Este corpo
K possui uma base potente dada por {1,6,6%} e, assim, satisfaz a Proposicao [2.5.14]

Corolario 2.5.16. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Se o polindmio
minimal de 0 é p(x) = 2" + ax + b € Z[z], com a e b nao nulos, entao

n(n—1)

D(1,0,6% ..., ) = (=1)" =z [n"" '+ (=1)"(n - 1)"a".

Demonstragio. Sejam p(x) = 2" + ax + b € K[z] e o uma raiz de p(x). Assim, p'(a) =
na" ! 4+ a. Agora, se p(a) = 0, entdo

a”+aa+b=0.

Logo,
o = —aa — b %) (@™o = (—aa — b)a,
e assim,
" '=—aaat —ba Tt = o = —a—ba? gi) na" ' = —na — nba .
Logo,
p(a) =na"'+a=(—na—nba™')+a=—-na+a—nba! =—(n—1)a—nba"".
Assim,

p(a)=—(n—1a— (nb)a™! = p'(a)+ (n—1)a = —(nb)a™!

-1 _ p/<Oé) + (TL — ].)CL
—(nb)

= (@)™ =[(=nb)7'(p(a) + (n = D)a)| !

= Q

= a”! = (=nb)7(p'(a) + (n — 1)a)

= a = (—nb)[p(a) + (n — 1)a] .
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Aplicando a p, segue que
p(a) = p((=nb)[p'(a) + (n — 1)a] ™)
P00 = (—nb(p (@) + (n — 1)a))" + a(—nb(p(a) + (n — 1)a)~") + b
= (—=nb)"[(p'(a) + (n — D)a)™"] + (—and)[p'(a) + (n — 1)a) ] + b =10

(=nb)" B nab B
@ - Dy @+ D)

()" = nab((f (@) + (0 = Da))" + (@) + (1= D))" _
((v(@)+ (n— D))" |

Note que ((p'(a) + (n — 1)a))™ # 0. Assim,

(=nb)" = nab(p'(a) + (n = 1)a))"~" + b((p/ (@) + (n — Da))" =05
() + (1 — Da))" — na((p/(@) + (1 — Va))** + (~1)mbr=! =0,
Assim, o polindmio minimal de p/(«) sobre K é dado por
q(z) = (z+ (n—1)a)" —na(z + (n — 1)a)" ' + (=1)"b" 'n".
O termo constante de g(z) é dado por

by = (n—1"a" —na(n—1)""ta"! + (=1)"n"p"!

(
= (n—1)"1ta" —na(n —1)"ta" ! + (=1)"n"p"!
[(n—1)"—n(n—1)""a" + (=1)"n"p"*

(

—1)(n — D)"a"™ + (—1)"n"o" L.
Como a norma de p'(a) é (—1)" vezes o termo constante do polindémio ¢(x), segue que
Nk(p' (@) = (=1)"b = n"b" " 4+ (—=1)"(n — 1)" *a™.

Pela Proposicao [2.5.14] segue que

D<1767927”'79n_1> = (_1) 2 (N(p/(e)»
R (P 1)

0 que prova o corolério. O

Corolario 2.5.17. Seja K = Q(0) um corpo de nimeros de grau n. Se o polindmio
minimal de 6 é p(x) = 2™ —m € Z[z], com m nao nulo, entdo

n2+n+2
2

D(1,60,6% ...,0" 1) = (~1)

[n"m™ 1.

Demonstragio. Seja p(x) = ™ —m o polindmio minimal de §. Assim, p/(z) = nz"! =
p'(0) = nd"'. Por outro lado,

p0)=0"-m=0s0"=m< nd" " =nmb".
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Assim,
P (O) =nmb" = 07" = (nm) 7 ((0) & 6 =~
p'(0)
Como p(#) = 0, segue que ( T/LZZ)> —m = 0. Dessa forma,
p
() m) - mO)

(P (0)) (»'(0))
Como (p'(0)) # 0, segue que

(

(nm)" = m(p(6))" = 05 (p/(9))"n m " = .

Assim, o polindmio minimal de p/(#) sobre Q é dado por g(z) = 2™ — n"m"™ *. Denote
por k = —n"m"™ ! o termo constante de g. Como a norma de p'(#) é (—1)"-vezes o termo
constante de g, segue que

N@(0) = (=1)"k

= (=1)" —n"m"!
= (=) nmnL.
Pela Proposicao [2.5.14] segue que
_ n(n—1)
D(1,0,6%,....,6m1) = (=1) (2_1) (N(p'(9)))
S
= (-1 ntntd [n"m" 1,
0 que prova o corolario. O

Exemplo 2.5.18. Seja K = Q(+/2). O polinémio minimal de K é dado por z* —2 € Z[x].
Assim, pelo Corolério [2.5.17], segue que

324342

D(1,0,0%) = (=1)" = [3%2°71] = —27(2%) = —128.

Exemplo 2.5.19. Seja K = Q(+/3). O polindémio minimal de K é dado por 2° —3 € Z[z].
Assim, pelo Corolério [2.5.17], segue que

324342

D(1,0,0%) = (—1)"=z [333%71] = —27(3%) = —243.

Proposicao 2.5.20. Sejam K um corpo de nimeros de graun, {ay, as, ..., a,} uma base
de K sobre Q contida no anel Ok de inteiros de K. Se o discriminante Dg(aq, as, .. ., ap)
¢ livre de quadrados, entio {aq, o, ..., a,} € uma base de Ok sobre Z.

Demonstragio. Considere B = {ej,e,...,e,} uma base de Ok sobre Z. Desse modo,
como {a,...,a,} € Ok, segue que
n
Q= Zaijej, com a;; € 7.
i=1
Pela Proposicao [2.5.3] segue que

Dx(aq,as, ... ap) = (det(aij))QDK(el, €2,y En)-
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Como, por hipétese, Dk (aq, o, ..., o) é livre de quadrados, segue que det(a;;) = %1.
Mas, isso implica que

Dy (ay,an, ... an) = (£1)2.Dg(er, o, ..., 6,) =

Dx(aq,ag,...,a,) = Dg(eq, es,...,6e,)
E portanto, {ay, as, ..., a,} também é uma base de Ok sobre Z. ]
Proposicao 2.5.21. Sejam K um corpo de niumeros de grau n e aq,...,a, € Og. Se

D(ay, ..., o) # 0, entdo
|[d(K)| < |D(ay, ... o)l

Além disso, se D(ay, ..., ap) € livre de quadrados, entao {a,...,a,} é uma base integral
para K.

Demonstragio. Seja {1, ..., A\, } uma base integral para K. Assim, existem c¢;; € Z, para
1,5 =1,...,n, tais que

] = 611/\1 + Clg)\g + ..+ Cln/\n
Qy = Co1 A1 + Coa Ao + ...+ Con Ay

o, : Cni M+ Cnada + ... + Cun .
Assim,
D(ay, ..., ap) =det(c;) . D(A1, ..., A) = det(cij)*.d(K) # 0 = det(c;;) # 0.
Como det(c;;) € Z, segue que det(c;;)? > 1 e, assim
Do, .. om)| = [d(k)].
Se D(ay,...,ay) € livre de quadrados, entao
det(c;j) = £1 = D(ay,...,a,) = d(K),
ou seja, {aq,...,a,} é uma base integral para K. ]

Por fim, apresentamos a definicao e resultados de discriminante de polinomios.

Definicao 2.5.22. Sejam K um corpo e f(z) = ap+az+...+a,z" € K[z] um polinémio

de grau n com raizes ay,...,q,. O discriminante de f(x), denotado como D(f), é
definido por
D(f) = a;" " [T(a; — en)”.
i<j
Sed= [] (a:—aq;),entdo d = det(A), onde
1<i,j<n
1 1 1
A Qi sz Qnp
n—1 n 1 n—1
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Assim, §% = det(A) det(AT). Ainda,
D(f) = a;"(0)* = D(f) = a;"~*det(B),

onde B é dada por

n ar+ta, .. a4 4ot
B o+ -+ ay, a?+--+a .. o+ -+ ap
ar ol ol ol L QP a2
Fi ap  ai Ap—1 ., 1 n ~
inalmente, se f(x) = a,g(z), onde g(x) = — + —ax+...+ —a" ' + 2" € K[z], entdo

D(f) = a;"*D(g).
Podemos, ainda, reescrever a definicio do determinante de polinémios (Defini¢ao

2.5.22)) da seguinte forma.

Definigao 2.5.23. Seja f(z) = ag + a1z + az? + ... + a,2™ € K[z]. O discriminante
de f(z) também pode ser definido da seguinte maneira
1
D(f) = (=1)2"""D= det(M), (2.11)

7

onde M é uma matriz (2n — 1) x (2n — 1) dada por

an, (p_1 Ao e ao 0 e )
0 an, Ap—1 Ap—2 e ag 0 ..o 0
0 0 e 0 an Qp—1 Qp—9 R T

na, (n—1)a,—1 (n—2)a,—2 . lay 0 e e 0
0 na, (n—1Da,—1 (n—2)apn_o ... la; 0 e 0
0 0 e 0 na, (n—1a,1 (n—2a, o -+ lag

onde as entradas sdo em fungao dos coeficientes de f(x).

Exemplo 2.5.24. Se f(x) = axx® + a1 + ay, entdo

22-1) . ay ay ag
D(f)=(-1) 2 . det | 2as a1 0 | =af— 4dagas.
2 0 2(1,2 ay

Exemplo 2.5.25. Se f(z) = a3z® + a2 + ayx + ag, entdo

as asg ay Qo 0

1
D(f) = (—1)2 —det 3@3 2&2 aq 0 0
43 0 3as 2ay a; O

0 0 30,3 2@2 aq

— 34 2,2 3 2 2
= 18apajazas — 4apa; + aja; — 4ajas — 27agas.

Em particular, se f(x) = z° + ax + b, entdo D(f) = —4a® — 27b%.
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2.6 Unidades

Nesta secao, vamos relembrar defini¢oes e propriedades basicas sobre unidades em
dominios de integridade.

Definicao 2.6.1. Um dominio de integridade, ou simplesmente dominio, é um anel
comutativo que tem uma identidade multiplicativa mas nao tem divisores de zero. Um
dominio D é dito corpo se para cada a € D, a # 0, existe b € D tal que ab = 1.

Sejam a,b,c € D, onde D é um dominio. Valem as seguintes propriedades:
1. ala (reflexiva);

2. a|b e b|c implica a|c (transitiva);

3. a|b e alc implica a|zb + yc, para quaisquer z,y € D;

4. alb implica ac|bc;

5. aclbc e ¢ # 0 implica a|b;

6. al0;

7. Ola implica a = 0.

Definicao 2.6.2. Um elemento de um dominio D é chamado de unidade se a|l. O
conjunto das unidades é denotado por U(D) ou por D*.

Algumas propriedades diretas das unidades sao as seguintes:
1. +1 € U(D):

2. Sea € U(D), entao —a € U(D);

3. SeacU(D)ebeU(D), entao ab € U(D);

4. Se a € U(D), entao +a"™ € U(D), para qualquer n € Z.

Teorema 2.6.3. Se D é um dominio, entao U(D) é um grupo abeliano com respeito a
multiplicacao.

Demonstragio. Segue da propriedade 4 que U(D) é fechado sob a multiplica¢do. Além
disso, a multiplicacao de elementos de U(D) sao tanto comutativas quanto associativas,
uma vez que D é dominio. Além disso, pela propriedade 1, o elemento 1 do anel é o
elemento neutro de U(D). Por fim, todo elemento de U(D) tem inverso multiplicativo
pela propriedade 3. Portanto, U(D) é um grupo abeliano com respeito a multiplicagao. [

Definigao 2.6.4. Sejam D um dominio e a,b € D nao nulos. Os elementos a e b sao
ditos elementos associados, se um divide o outro. Se a e b sao associados, denotamos
a ~ b. Caso contrario, a o b.

Sobre os elementos associados, seguem as seguintes propriedades. Sejam a, b, c € D\0,
com D dominio. Logo,

1. a~a;
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2. a~beb~ cimplica a ~ c¢;

3. a~bear~ cimplica a ~ b+ yc, para quaisquer =,y € D;
4. a~bse, esbse ab"1 e U(D);

5. aclbc e ¢ # 0 implica a|b;

6. a ~ 1 se, e s6, se a é uma unidade.

Note que as propriedades 1, 2 e 3 garantem que ~ é uma relagao de equivaléncia. A
classe de equivaléncia contendo a € D é o conjunto {ua | u € U(D)}.

Exemplo 2.6.5. Em Z, a ~ b se, e somente se, a = +b, isto é, |a| = |b).

Tendo relembrado estes conceitos, vamos provar um Teorema sobre unidades que sera
util em demonstragoes dos proximos capitulos. Note que abaixo ja estamos considerando
um corpo K e ndo mais apenas um dominio de integridade.

Proposigao 2.6.6. Seja K um corpo de nimeros e seja a € K. Assim, o € uma unidade
de K se, e somente se, a € um inteiro de K de norma |N(a)| = £1.

Demonstragio. Se a € U(Ok), entao N(a) e N(a™!) pertencem a Z. Assim,

M. N(a™) = N(aa™') = N(1) =1 = N(a) = £1.

Por outro lado, tome o um elemento inteiro de K tal que N(a) = £1. Assim, existem
a; € Z, para i = 1,...,n, tais que

a4+ a, 10" P+ +aatl1=0
=a"+a,_ 10" . Faa==+1

= ala" P +a, 10"+t a) = £1
=ao" '4+a, 10" 2 +... +a, =Fa !
=+ P +a, 0"+ . +a)=al

Como « é inteiro, segue que o~ também é inteiro. Portanto, o é uma unidade, uma vez
que aa”t = 1. O



3 Unidades em corpos quadraticos

O objetivo deste capitulo é determinar qual o grupo das unidades de corpos quadra-
ticos. Na Segao [3.1], apresentamos o Teorema [3.1.1] que determina o grupo de unidades
U(Ok) para um corpo quadratico imagindario arbitrario K.

Para determinar a estrutura do grupo de unidades U(Ox) de corpos quadraticos reais,
o trabalho nao é tao simples. Isso é feito provando que existe uma unidade n em Ok
tal que qualquer outra unidade do anel de inteiros ¢ da forma +n", n € Z. Mais ainda,
mostramos que existe uma unica unidade de Ok maior do que 1 com essa propriedade.
Essa unidade ¢ dita unidade fundamental de Ok (ou de K). Na Se¢ao|3.2|serd calculado o
grupo das unidades do corpo quadratico real @(\/ﬁ) Nas Secoes e7 abordamos
as unidades de norma 1 e -1, respectivamente. A seguir, na Secdo [3.6] abordamos os
resultados sobre unidades em corpos quadraticos reais e, em particular, definiremos o
importante conceito de unidade fundamental.

Por fim, na dltima se¢do deste capitulo, Segao [3.7 faremos uso de fragdes continuas
para determinar a unidade fundamental do anel de inteiros de um corpo K.

3.1 Unidades de corpos quadraticos imaginarios

O corpo quadratico K = Q(y/m), com m livre de quadrado, é dito real se K C R e
imaginario se K C C. Claramente, K ¢é real se m > 0 e imaginédrio se m < 0. A seguir,
vamos determinar o conjunto de unidades U(Ok) para um corpo quadrético imaginério

K.

Teorema 3.1.1. Seja K um corpo quadrdtico imagindrio, ou seja, K = Q(v/—m), com
m € Z, livre de quadrados. O grupo de unidades de K é dado por

{£1,+i} >~ Zy, sem =1,
U(Ok) = {£1, w, +w?} ~ Zg, sem = 3;
{£1} =~ Zy, nos demais casos.
1 1
comw = —=+ -y/—3.
2 2
Demonstragcao. Usamos o fato de que
OéGU(O]K)@CYEOKe ||Oz|| =1.

Analisamos as possibilidades.

63
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1. Se m = 1, entdao K = Q(v/—1) e, pelo Teorema (5.4.2), segue que
Ox = Z + Z(v/—-1) = Z]i.
Seja o € Z + Zli]. Logo, a« = a + bi, com a,b € Z. Assim,
acUOg) < la|l=1eVe+2=1cd+P¥=1

a?>=1eb*=0o0u a==+1,b=0o0u
=4
a?=0eb?=1. a=0,b==+1.

Portanto, a = £1 ou o = +i. Logo, para m =1, U(Ok) = {£1, +i}.

2. Se m = 3, entao K = Q(v/—3) e, pelo Teorema (5.4.2), segue que

14++v-3
OK=Z+Z<+2>.
14++v-—3 b bv3
Seja a € Og. Assim, a = a+b <+2> = <a + 2) +1 <\2/_> , a,b € Z. Logo,
b\*  (bV3)
an(OK)(:)HaH:l(:)J(a—i—Q) + (\2/_> =1
2a +b)?  3V?
M+—:1®(2a+b)2+3b2:4.
4 4
Agora,
(a) b=0= (20)*=4=a’=1=a==+l.
(b) b=1=4a®+2a+1+3=4=4a®+2a = 0= 2a(2a+1) =0 ‘E" ¢ =0.
(c) b=—-1=4a>—-2a=0=2a(a®> - 1) = a=0.
(d) b > 2 ndo ocorre, pois ndo ha nenhuma possibilidade que satisfaca a equagao.

Substituindo os casos acima, segue que o = £1, o = 4w ou a = Fw?. Logo,
U(Ok) = {+1, fw, +w?}.

3. Se m =2 oum > 3, entdo obtemos novamente duas opc¢oes:

e Suponha m # 1(mod 4). Assim, K = Q(v/—m) tem o anel de inteiros
Ok =7Z+ Z(vV-1).
Agora, se a € Ok, entdo a = a + by/—1, a,b € Z. Dali,

a € U(Ok) & |la|| =1 < a®+b*m = 1.

Como m > 2, entao devemos ter b = 0. Logo, a = 1. Dessa forma, o = +1.
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o Suponha m = 1(mod 3). Assim, K = Q(v/—m) tem o anel de inteiros

OKZZ%—Z(H\Q/m).
anKc)a:aij(H;/m):<a+g>+<b\/;_m>.

Assim,
a € U(Ok) & |la|| =1 < (2a +b)* +mb® = 4.
e =~

>0 22

Como m > 3, segue que nb = 0 e, assim, a = +1. Dessa forma, o = +1.

Portanto, determinamos o grupo de unidades de Q(y/—m), com m € Z, livre de quadra-
dos. O

3.2 Unidades de O, onde K = Q(v/2)

Como veremos, nao ¢ um trabalho tao simples determinar qual o grupo de unida-
des de um corpo quadratico real arbitrario quanto é para corpos imaginarios. Primeiro
analisemos um caso particular. Para ilustrar algumas das ideias envolvidas, comegamos
determinando

U(Og(yz))-

Teorema 3.2.1. As unidades de 7 + 7~/2 sdo dadas por +(1+ \/5)”, comn € N, de
modo que
U(Z+ ZN?2) ~ 7y x 7.

Demonstracio. Comecamos mostrando que nao existe uma unidade A de Z + Z/2 satis-
fazendo
l<A<1+V2 (3.1)

Para isso, suponha que existe uma unidade A que satisfaga a Equagdo ({3.1)). Pelo Teorema
2.2.25| segue que existe exatamente dois monomorfismos o, e oy : Q(v/2) — C, dados por,

{al(x +yV2) = 2 + yv/2,
oo +yv2) =z —yv?2,
para x,y € Q. Como, por hipdtese, A é unidade, segue que A|1. Dessa forma,
1 = A.u, para algum p € (Z + ZV/?2). (3.2)
Seja N = 02(A) e ¢/ = o9(p). Aplicando oy na Equagao (3.2), segue que
L= = 02(1) =c(A\u) = 1 =02(N)oa(p) = 1= Ny

Assim,
1=11=Aw)Np) = (AN) ().

Agora, note que AN € Z e uy' € Z. Assim, novamente de A ser uma unidade, segue que
AN = +£1.

Vamos analisar essas duas possibilidades:
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1. AN = 1: Pela desigualdade (3.1]), segue que

1 1 1
1<>\<1+\/§:>I>X>1+\/§.
Como N\ = %, segue que
IsNs ! .1_\/5: L= v2 :1_\/52\/5—1.
1+v2  1+V21-v2 12— (y/2)? ~1
Assim,
\/5—1:1+1\/§<X<1. (3.3)

Somando as Equagoes (3.1) e (3.3)), segue que
I+ (V2-1) <A+ N <1+ (WV2+1D) e V2< A+ N <14+V2
se, e somente se,

V2 OA+N 2442 V2 M 2442 V2
7< 5 < 5 <:>O.7<7<7< 5 :1+7<1.8,

+ N A+ N
€ Z, segue que 5 =

=1, segue que A = X' = 1. Mas, pela Equagao (3.1)),

1.

2
uma vez que - ~ 0.707106. Agora, como
A+ N

Agora, como A\ =1 e
segue que A > 1, o que é um absurdo. Portanto, A\ # 1.
2. AN = —1. Pela Equagao (3.1), segue que

1 1 1
l<A<1l+V2= ——>->

V2 TN 142

Multiplicando em ambos os lados por —1, segue que

—1 1 1 1—-v2
—1</\<—1+\/§:—<1+\/§.1_\/§>:—(\/§—1).

Assim,
1< XN <1-vV2 (3.4)

Dessa forma, somando as Equagoes (3.1)) e (3.4)), segue que

A4 N
T+ (D)< A+N<1+V2+(1-V2)=20< A+ N <2=20< +

<1,

/

A € Z. Portanto, A\ # —1.

o que é uma absurdo uma vez que

Isso completa a prova de que nio existem unidades de Z + Z+/2 entre 1 e 14 /2. Agora,
seja 7 > 1 uma unidade qualquer. Como néo existem unidades entre 1 e 1 + /2, segue
que devemos ter

n>1+2.
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Assim, existe um tnico inteiro positivo n tal que
(14+V2)" <n< (1+V2)" .
Deste modo,

I+v" om0V
(1+v2)r — (1+v2)r — (14+v2)"

Como 7(1 +v/2)™" é uma unidade de Z + Z+/2, segue que

=1<n(l+v2)™" < (1+V2).

n=(1++2)", onde neN. (3.5)

Observe que se tomarmos 7 uma unidade com —1 < 7 < 0, segue que

1 1
—1<n<0=-1>->0=—>1,
n n

1 1
ou seja, —— seria uma unidade com —— > 1. Assim, pela Equacao 1’ segue que existe
Ui n

1
n € N tal que —— = (1 ++/2)". Assim,
n

1 n
_;:(1+\/§) :>(1+\/§)n

Por outro lado, se n ¢ uma unidade com 1 < —1, entao —n > 1. Consequentemente, pela
Equagao ({3.5)), segue que existe n € N tal que

—n=(1+ \/5)”

—1

—n=n=—(1++v2)", onde necN.

Logo,
n=-1(1++v2)", com neN,

e assim, +1 = £(1 + \/5)0. Portanto, toda unidade n é dada por
n=+1++v2)* onde keZ,
ou seja, se n € U(Z + Z\/i), entdao n € Z + 7Z+/2, e portanto,
U(Z+ZV2) ~ 7y x Z,

provando o teorema. O]

2

3.3 A equacao 2> —my’ =1

A equacao z? — my* = 1 com z,y € Z é conhecida como a equacgao de Pell, pois
Euler atribuiu ao matematico inglés John Pell um método para solucionar essas equacoes.
Entretanto, este método foi encontrado por outro mateméatico inglés, William Brouncker,
em uma série de cartas para Pierre de Fermat. Apesar disso, Lagrange foi o primeiro
matematico a provar que a equacao z2 —my? = 1 tem infinitas solucdes em inteiros z e .

Nosso objetivo, nesta se¢ao, é mostrar que existem inteiros z e y com (x,y) # (%1, 0)
tal que 22 — my? = 1, onde m é um inteiro positivo que nao é quadrado perfeito, onde

esse resultado afirma que x + yy/m(# £1) € U(Ok), onde K = Q(y/m).
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Teorema 3.3.1. Se m é um inteiro positivo que nao é um quadrado perfeito (em outras
palavras, € livre de quadrados), entdo existem inteiros x ey com (x,y) # (£1,0) tais que

2?2 —my? = 1.

Demonstracdo. Seja N um inteiro positivo ndo nulo. Mostremos, primeiramente, que
existem inteiros x e y tais que

1
O<|x—y\/ﬁ|<ﬁ, onde 0 <y < N. (3.6)

Para isso, dividimos o intervalo 0 < z < 1 em N subintervalos satisfazendo

2 r+1
— < x<
N T TN

onde r=0,1,...,N — 1. (3.7)

Note que cada subintervalo tem comprimento ]1/, Para 7 =0,1,..., N, sejam os inteiros
x; e y; definidos como
{m = [iym]+1
Yi =1,
onde [k], com k € R, denota a parte inteira do nimero real k. Assim, para i =0,..., N,
segue que

B pida— 1<~ 4 yym < —z + 1 =< —x + 1

Portanto, existem (N + 1) nimeros dados por (z; — y;v/m) em (0, 1]. Mas, observe que

, ) . ) r r+1
ao menos dois desses nimeros estao no mesmo subintervalo NN
existem N subintervalos e N + 1 niimeros. Dessa forma, existem inteiros i e j com 7 # j,
0<i<Ne0O<j<N,tal que

), uma vez que

1
<y < (3.8)
e ‘1
r r
- ) r r+1
Como (z;—y;/m) e (x;—y;/m) estdo num mesmo intervalo <N’ N)’ podemos supor,

sem perda de generalidade,

x; — yi/m > T — yj\/ﬁ = (2 — yi\/ﬁ) - (l'j - yj\/ﬁ) > 0.

1
Dessa forma, como cada intervalo tem tamanho N segue que

1
OS(%—%\/E)—%‘_Z/J'\/E<N-
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Note, ainda que, y; —y; =% — j # 0. Assim, defina os inteiros x e y da seguinte forma

(2.y) = (i =,y — ;), se yi —y; > 0;
’ ('Ij_xiayj_yi); Seyz—yj<0.

1 1 1
Assim,()§|m—y\/ﬁ<ﬁ,implicaque _N<I_y\/ﬁ<ﬁ’ comy >0,ey=lyl =

lyi — y;| = |i — j| < N. Isso completa a prova da desigualdade (3.6)). Agora, mostremos
que existem infinitos pares de inteiros (z,y), com y # 0, tal que

0 < |2 —my?| < 1+ 2¢/m. (3.10)
Seja N7 um inteiro positivo. Pela Equacao (3.6)), segue que existem inteiros z; e y; tais
que
1
0< |z —y1vm| < N onde 0 <y < Ny.
1
Agora, seja Ny um inteiro positivo tal que

1
Ny > ——

’351 —ylx/ﬁl'

Dessa forma, pela Equacao (3.6)), segue que existem inteiros z; e ys tais que
1
0 < |zg — yoym| < N, com 0<1yo < Ns.
2

Prosseguindo dessa forma, apds obter N, x, e 4., com r =1,2,..., k — 1, escolhemos Ny

satisfazendo 1

Ny >
[Th-1 — Y1/
e inteiros x e Yy, positivos tais que

1
0 < |zg —ypv/m| < A onde 0 < yp < Ng.
k

Desse modo,

1
Ni-1

1
0 < |£L’k — ykvm! < ﬁ < |Ik,1 —yk,“/m\ <
k

1 1
< o< re — Yo/ m| < — < |11 — 1/ m| < —.
No Ny

Dessa forma, (xy,yx), onde k € N*, é um sequéncia infinita de pares de inteiros satisfa-
zendo

1 1
0 < |zp — ypvm| < —— < —, pois yx < Ny
Ni ™ yk
Como, por hipotese m ¢ livre de quadrados e y, > 0, para todo k, segue que

0 < ok + yrv/m| = |z + yev/m + yev/m — yey/m| = |i — yry/m + 2yev/m | < |z, —

>0

1 1
Y/ M+ 2y m | = |2k — ypv/m| + 2up/m < — 4 2y/m = |xp +yy/m| < — 4+ 2yp/m.
‘—;6—’ Yk Yk
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Como
1 1
|z — my?| = |(zr — V) (@ + Vmy)| = |2 — Vmye] < — z) + Vmyr — + 2uv/m,
M YT/ Ui

para k =1,2,..., segue que

1 /1 1
0 < |22 —myi| < ” <y + ka\/m> = +2ym <14 2ym.
k \ Yk J

2

Mas, como x? — my? € Z, segue que

22 —my? =t (3.11)

com t € Z, e pela Equacao (3.10), segue que
O < |t| <1+2ym.

Observe, ainda, que existem infinitas solugoes distintas de inteiros (x,y) para a Equagao
(3.11)), uma vez que (z,y) = (zx, yx), onde k € N*. Substituindo = por —x e y por —y se
necessario, segue que a Equagao tem infinitas solugoes de inteiros positivos z e .
Agora, seja t tal que a Equagao tenha infinitas solu¢des em inteiros positivos x, y,
com |t| minimal. Como m nao é um quadrado perfeito, segue que |t| > 0. Mostremos que
mdc(t,y) = 1 para uma quantidade infinita de solugoes (na verdade, para todos exceto
por uma quantidade finita). Suponha que (t,y) > 1, Como t € Z, t possui apenas uma
quantidade finita de fatores primos. Assim, existe ao menos um primo p divisor de ¢, onde
cada Equacao possui uma quantidade infinita de solugoes em = e y com ply. Para
cada uma dessas solugoes, segue que p|z, entdo p?|t. Dessa forma,

2 —my? = %
p
possui infinitas solugoes em inteiros positivos z e y, contradizendo que |t| é o menor inteiro
com essa propriedade. Seja (z,y) uma das solugoes de (3.11]) em inteiros positivos tal que
(t,y) = 1. Seja u o inteiro tal que

uy =1 (mod t), 0 < u < |t].

tluy—1

Como existem [t| classes de equivaléncia moédulo t, pela Teoria Elementar dos Nimeros,
segue que podemos encontrar duas solugoes, digamos (z1,y1) e (x2,¥y2), tais que

U1y = usxe (mod t).
Com isso,
T+ myr My 1 — /mys _ (z1 4+ vVmayr) (22 — Vmy2)
Ty + \/Mys Ty 4 /My T2 — /mys x5 — /my3

T1To — \/MIT1Y2 + /MToY1 — MY1Y2
t

(z120 — my1ya) + /m(T2y1 — 1Y)
: .
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Logo,
x1 + /miy
— YT — 4+ my, 3.12
i) + \/ﬁyg ( )
onde x = (2125 _tmylm), Yy = M Como (x1,y1), (22,%2) sdo pares de

inteiros positivos e t é inteiro, entdo = e y sdo racionais. Queremos mostrar que x € Z e
y € Z. Para isso, observe que

ulu2(9€2y1 - ?Jﬂl) = (U1U2)($2y1) - (U1U2)(y2$1)
= (uyr)(uar2) — (uay)(u11) = upxe — uyzy = 0(mod ).

Note que (ujug,t) = 1. Assim,
(urug) (2211 — yox1) = 0(mod t) = zoy1 — Yoy = 0(mod t) = y € Z.
Por outro lado,
(urug)(z122 — myrys) = (uaug)(@122) — m(urug)(y1ye2) = (uaw1)(us®a) — m(urys)(uzys).

Como

U, = ugxe(mod t)
U1y = ugye(mod t),

segue que
(w121) (uzws) — m(uiyn) (uays) = (waz1)?* — m(ury)*.
Agora, note que
(ur1)? — m(uyy)? = uie] — mujy: = ui(xd — my}) = uit = 0(mod t).

Juntando todas essas informacoes, podemos concluir que

(uyug)(x122 — My1y2) = (mod t).

T1Ty — M
Como (uyug,t) = 1, segue que x1272—my1y2 = 0(mod t). Deste modo, z = D1tz 7 MYz

t
Z. Voltando a Equagao (3.12)), segue que

1+ v/my

DN oy oy = a4 v = (@ -+ ) ez + V).
To + /My

Logo,

t
t=a} = myd = (= V)(e® — Vi) = 12 = my?) = (2 = my?) = T = 1.

Agora, seja (z,y) = (£1,0). Pela Equacao (3.12)), segue que
T+ Vmyr = £(x5 + Vmya) = (21, 91) = £(22, 42).
Mas, como (z1,y1), (z2,y2) sdo pares de inteiros positivos, segue que

(z1,91) = (72, y2).

Mas, isso nao ocorre, uma vez que definimos esses pares como solugoes distintas da Equa-
gao (3.11). Portanto, mostramos a existéncia de um par de inteiros (z,y) # (£1,0) tal
que 22 — my? = 1, como querfamos. O
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3.4 Unidades de norma 1

Seja m um inteiro positivo livre de quadrados. Pelo Teorema |3.2.1] segue que existem
inteiros positivos = e y tais que 2 — my? = 1. Consequentemente, A\ = z + y/m ¢é
uma unidade de Ok, onde Q(y/m) = K, tal que A > 1 e N(\) = 1, uma vez que
2 —my? =14 (x — /my) (x +vVmy) = 1.

~————
>0

Como \" — oo, quando n — o0, segue que Ok possui infinitas unidades de norma
1, que sdo dadas pelas poténcias de A, ou seja, {\"|n € Z}. Todas essas unidades sao

da forma u + vy/m, onde u e v sdo inteiros da forma u? — mv? = 1. Entretanto, quando

m = 1(mod 4), existem unidades em Ok da forma W, onde v e v sao inteiros

impares.

3+5

Exemplo 3.4.1. O ntmero é uma unidade de norma 1 em (’)Q(\/g), uma vez que

> 1.

5 5 1 = 1 :zzl,onde

<3+¢§><3—\/5>:32—\/32 9-5 4 3+2\/5
ut V17

impares, uma vez que se existe alguma unidade dessa forma, entao

<u+12)\/ﬁ><u—121\/ﬁ

Por outro lado, O@( /77 hao contém unidades da forma quando u e v sao inteiros

>:1<:>u2—17712:4.

Note que +4 = 4(mod 8), entretanto u?> — 17v* # (mod 8), quando u e v sdo inteiros
impares, o que é um absurdo. Assim, OQ( J/T7) hao possuem unidades com essas proprie-
dades.

Agora, considere A = x + y/m uma unidade de Ok, onde K = Q(y/m), de norma 1,
com x e y inteiros e, na possibilidade do caso m = 1(mod 4), de g e % serem inteiros

impares. Mostramos, a seguir, como os sinais de x e y determinam a qual dos quatro
intervalos (—oo, —1),(—1,0),(0,1) ou (1,400), o nimero A pertence.

Teorema 3.4.2. Seja m um inteiro positivo livre de quadrados. Se x e y sao inteiros ou
x
2

y oo . , . -
5 e B sdo inteiros impares tais que x® — my® = 1, entdo

l.x+yym>1sx>0ey>0;
2.0<z+yym<ler>0ey<0;
3. —l<z4+yym<0sr<0ey>0;
4. x+yym< -l r<0ey<D0.
Demonstracio. A prova sera dividida em quatro partes, uma para cada intervalo.

1. Por defini¢ao, segue que 22 —my? = 1 = (x+v/my)(z++/my) = 1. Como z++/my >
1, segue que 0 < (z—+/my) < 1. Note ainda que podemos escrever x e y das seguintes
formas, sem perda de generalidade:
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<1

Portanto, z > 0 e y > 0, como queriamos. Reciprocamente, se x > 0 e y > 0, com
x,y € Z,, entao

1++2

x+y\/_> + \/_—Hf 5

T >

Y > > 1,

l\D\»—t
[\D\»—t

uma vez que m € Z é livre de quadrados, ou seja, v/m > v/2.

. Se 0 < x+yym <1, entdo x — y/m > 1. Reescrevendo z e y de modo andlogo ao
item 1, segue que

—;<<x+ym> <x—yf>>>2>o
1 x>0,y <0.
= gy = (= yym) < 5 =0

Reciprocamente,

1
x>0 x>0 x25
= =
y <0 —y >0 —y >

Dessa forma,

1 1 1+ v/m 1++/2
x—ymz§+§mz 2\/_2 Z\f

Como (z — yv/m)(z + y/m) = 1, segue que 0 < z + y/m < 1.
~—————

>1

>1=x—yy/m> 1.

3. Se —1 <z +yy/m <0, entdo (x — y/m) > —1. Assim,

e R D
€(—1,0) <-1
yzz\}%((ﬂ%yx/ﬁ)—(fc—yﬁ)) >0

Logo, x < 0ey > 0.
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N | —

xz <0 {—x>0 -z
=

=
y>0

Reciprocamente, se
y=0 y>

[\')\H|\/

Assim,

1 1 1+ 142
_:c—l—y\/ﬁzi—i—g\/m:—(x—y\/ﬁ)z 2\/%2 \/_>1

2
= —(z —yym) > 1= (r —yy/m) < —L

Mas, como (z — yv/m)(x +y/m) = 1, segue que (x +y/m) < 0. Mais ainda, como
<1
o produto deve ser igual a 1, segue que 0 > z + y/m < 0.

4. Se r + y/m < —1, de modo anélogo ao item 1, multiplicando a desigualdade por
—1, segue que z < 0 e y < 0. Reciprocamente, sejam x < 0 e y < 0. Pelo item 1,
segue que (2’ +y'y/m) > 1,onde 2’ >0 ey > 0. Assim, sejam 2/ = —x e iy = —y.
Dai,

—r—yym>1& —(z+yym) > 1 r+yym< —1,

0 que prova o teorema. ]

Defini¢ao 3.4.3. (Unidade fundamental de norma 1) Tome m um inteiro positivo
livre de quadrados. Seja

Sm={(z,y) | v € Ny € N}, se m = 2,3(mod 4), ou

S = {(g,g) ‘ rx €Ny e N, z=y(mod 2)}, se m = 1(mod 4).
Considere (a,b) € S, a solugio de a> — mb?> = 1 no qual a é o menor entre eles. Seja

¢ = a+ by/m tal que € é a unidade de Og(/m) de norma 1. A unidade ¢ é chamada
unidade fundamental de norma 1 de OQ( S

Observagao 3.4.4. Como na Definicao |3.4.3 obtemos os seguintes fatos.
1. A existéncia do par (a,b) é garantida pelo Teorema [3.2.1]
2. Para € = a + by/m, com a,b € N, segue que

€>1+/m>1++/2, sem =2 3(mod 4).

21+;m21t;%

€ , sem = 1(mod 4).
Dessa forma, segue que em ambos casos € > 1. Em outras palavras, a unidade fundamental
de norma 1 de Ok, K = Q(y/m), é sempre maior do que 1.

Uma duvida natural é como as unidades quaisquer de norma 1 de Og,/m) se relacionam
com a unidade fundamental de norma 1. Pretendemos responder essa questdo com os
préoximos Teoremas.

A seguir, considere sempre m um inteiro livre de quadrados.

Teorema 3.4.5. Se € é a unidade fundamental de norma 1 de Og( /my, entdo € € a menor
unidade em Og(/m) de norma 1 maior do que 1.
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Demonstragdo. Pela Definigao (3.4.3)), segue que

(a,b) € Sy,
e=a+bym=1<a?—mb =1,
a é minimo.
uma vez que € ¢ a unidade fundamental de Og,m). Suponha que exista ;. € U(Og(/m))

de norma 1 tal que
l<e <e

Pelos Teoremas [2.4.8] e pelo Teorema [3.4.2] segue que

(alabl)a € Sm

a? —mb? = 1.

€1 :al—l—bl\/ﬁ,{

Pela minimalidade de a, segue que a; > a. Dessa forma

1-a? a—1_ da®—1
af—mb§:1:>b§:( "“)1:"’1 S8 T R R > b
—m m m

Assim,
€e1=a1+bivm>a+bym=e= e >e
Entretanto isso contradiz a hipotese de que ¢; < e. Portanto, ndo existe uma unidade ¢;

menor do que €, provando que a unidade fundamental de Og( /m) ¢ a menor unidade de
norma 1 maior do que 1. O

Teorema 3.4.6. Se ¢ ¢ a unidade fundamental de norma 1 de Og( /m), entao toda unidade
em Og(my de norma 1 é da forma +€", para algum inteiro n.

Demonstragio. Seja n uma unidade de Og(/m) de norma 1. Seja n* uma unidade de
Og(ym) de norma 1 tal que

n, sen =1

1
—, se0<n <l
=9 (3.13)
——,8e —1<n<0;
n

—n, sen < —1.
Pela Equacao (3.13)), segue que n* > 1. Seja k o tnico inteiro ndo negativo tal que

k & uma unidade de norma 1

Como o produto de unidades é uma unidade, segue que n*e~
que satisfaz

1<ner<e

Pelo Teorema [3.4.5] segue que nao existe €; unidade de Og( /) de norma 1 estritamente
g Q(vm)

entre 1 e €. Logo,

nek=1=n =é.
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Assim, pela Equacao (3.13)), segue que

n, sen e [—1,00),
! € (0,1)

—, S€n ) ;

n

——, 8en & (_170);
n
=1, sen € (—o0,1].
Assim, n = +€", para alguma escolha de sinal e algum inteiro n. O

Teorema 3.4.7. Seja € a unidade fundamental de norma 1 de Og( /m). Se T € a unidade
de norma 1 em Og(/m) tal que T > 1 e toda unidade de Og(/m) de norma 1 é da forma
+7F para inteiros k, entdo T = e.

Demonstragio. Por hipotese, segue que 7 ¢ uma unidade de Og(,/m) com norma maior do
que 1 tal que 7 > 1e
€ = 7!, para algum [ € Z.

Mas, pelo Teorema [3.4.6] segue que
T = +€", para algum n € Z.
Logo,
e=x(£") =" = " = fe = = 41 = (V)2 = (£1)2 = SD =1,

Se (In—1) # 0, entdo € é uma raiz da unidade de Og( /m). Mas, como Og,/m) ¢ um corpo
real, segue que as tnicas raizes da unidade em Og my sdo +1. Dessa forma, ¢ = +1.
Entretanto isso contradiz a hipétese de que € > 1. Portanto,

(In—1)=0=In=1=1=n==+l1,

ou seja, T = e ou T = +e . Como 7 > 1ee > 1, segue que 7 = €, como querfamos
demonstrar. N

3.5 Unidades de norma —1

Seja m um inteiro positivo livre de quadrados. Na Sec¢ao [3.3] ja observamos que o anel
de inteiros do corpo quadratico real Og,/m) sempre contém infinitas unidades de norma
1, entretanto esses corpos podem possuir ou nao possuir unidades de norma —1. Por
exemplo, Og 5 tem unidade a (1 4+ v/2) que tem norma —1 enquanto que Og(y3) nao
contém nenhuma unidade de norma —1.

A seguir, vamos mostrar que se Og(/m) contém unidades de norma —1, entdo existe
uma tnica unidade o > 1 em Og( /m) de norma —1 tal que todas as outras unidades de
Og(ym) sao dadas por +02*=1 para todo k € Z. Além disso, todas as unidades em Og(ym)
de norma 1 podem ser escritas como +02*, para todo k € Z.

Teorema 3.5.1. Seja m um inteiro livre de quadrados. Se Og/m) possui unidades de
norma —1, entao existe uma tnica unidade o > 1 de norma —1 em Og( /m tal que toda
unidade em Og(/m) € da forma +o™, para algum inteiro n.
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Demonstragdo. Seja p uma unidade em Og /m) de norma —1. Denote por p’ seu conju-
gado. Pela definicao de norma, segue que

pp' = N(p) = —1.

Assim,

(£0)" = (=1 = p*(p)* = 1,
ou seja, p é uma unidade de Og ) de norma 1. Pelo Teorema [3.4.6} segue que p* = +e”,
para algum n € Z, onde € ¢ a unidade fundamental de Og /m) de norma 1. Como P> >0
e €" > 0, segue que

p-=€".
Se n é par, podemos reescrevé-lo como n = 2k, com k € Z. Assim,
pn — EQk — (ekz)2 =p= zl:ek.

Logo,

N(p) = N(&e") = [N(]F = 1.

Mas, isso é um absurdo, uma vez que contradiz a hip6tese de que N(p) = 1. Dessa forma,
n deve ser impar. Assim, se n = 2] + 1, para algum [ € Z, entao

P e p2.€_(21) _ p2.€2(—l) _ p2.(e_l)2 e — (p.e—l)z'

Agora, defina o = pe~! de forma que ¢ é a unidade de norma —1 tal que

€:0'2.

Se 1 é a unidade de Og( /) de norma —1, entao (pp~") é a unidade de Og ) de norma
1, e portanto, pelo Teorema [3.4.6] segue que

pup~t = +€®, para algum k € Z.

Como p = €lo e € = 02, segue que

p=tkp=tetdo =t o= +(0?)H .o = 2R+ oy G2k D+
Contudo, se p ¢ uma unidade de Og, ) de norma 1, entao pelo Teorema |3.4.6, segue que
p = +€*, para algum k € Z.
Como € = 02, segue que p = £e* = £02*. Portanto, toda unidade de Og(ym) ¢ da forma
+0", onde n € Z.

Por fim, note que se n é par, entdo existem unidades de norma 1 e quando n é impar, as
unidades de norma —1. Como queremos ¢ > 1, quando necessario, facamos a seguinte
substituicao:

,se <o <1,

,se —1 <o <0

Q| —~9Q |

—0, se o < —1.
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Agora, mostremos que ¢ é unicamente determinado. Para isso, suponha que o e 7 sao
duas unidades maiores do que 1 de norma —1 em Og(,/m) tais que toda unidade ¢ da
forma +0™, com n € Z, e da forma £77, com ¢ € Z. Assim, existem inteiros k e [ tais
que

o==+7"er =20,

ou seja,
o=+ =40"= 0= (+c")? =" = "o =1= 2HW D =1

Se (kl — 1) # 0, entdo ¢ é uma raiz da unidade. Mas, como Og( /m) ¢ um corpo real,
segue que as Unicas raizes da unidade sdo +1. Logo, 0 = 41, o que ¢ uma contradicao
pois o > 1. Dessa forma, (kl — 1) =0e k =1 = +1. Assim,

o=+70uc=+7""%

Como o e T sao positivos, segue que

Portanto, o é unicamente determinado. O

Definicao 3.5.2. (Unidade fundamental de norma —1) Seja m um inteiro positivo
livre de quadrados tal que Og( /m) contém unidades de norma —1. A tnica unidade o > 1
de norma —1 tal que todas as unidades de Og(m) sao da forma +¢" com n € Z, ¢
chamada unidade fundamental de Oy, /) de norma —1.

A seguir, mostramos a relacao da unidade fundamental € de norma 1 e a unidade
fundamental o de norma —1, no caso de Og(,/m) possuir unidades de norma —1.

Teorema 3.5.3. Se m ¢ um inteiro positivo livre de quadrados tal que Og( /m) contém
unidades de norma —1, entdo a unidade fundamental € de norma 1 e a unidade funda-
mental o de norma —1 estdo relacionadas por

€E=0.

Demonstracio. Pelo Teorema [3.5.1] segue que € = +0*, para algum k£ € Z. Como o > 1
e € > 1, segue que
¢ = o, para algum k € Z.

Assim,
1=N(e) = N(c") = (N(0))* = (-1)" = 1= (-1)F = k é par.

Como k deve ser par, segue que k = 2g, com g € Z. Logo,
€= 0%, (3.14)

Note que
N(0%) = (N(0))> = (~1)> = 1.

2 ¢ uma unidade de norma 1, e portanto, pelo Teorema [3.4.6, segue que

Dessa forma, o

02 = +€', para algum [ € Z.

Novamente, como ¢ > 1 e € > 0, podemos descartar a possibilidade do sinal ser negativo.
Assim,

o2 =¢€, para algum [ € Z. (3.15)
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Juntando as Equagoes (3.14)) e (3.15)), segue que
€=0% = (02)9 = (el)g =S e=¢€d= I =1,

Como € ndo é uma raiz da unidade, deduzimos que (gl — 1) = 0. Portanto,

ce=c’oue=o02

Mais uma vez, do fato de que ¢ > 1 e ¢ > 1, concluimos que
€e=o0",

como queriamos. O

3.6 Unidade fundamental

Os Teoremas @ e mostram que todas as unidades de Og,/m) sdo dadas por
+e€", com n € Z, ou por +0", com n € Z, dependendo se Og(,/m) tem apenas unidades de
norma 1 ou nao. Isso permite definir a unidade fundamental do anel de inteiros Og(,/m)-

Definigao 3.6.1. (Unidade fundamental de Og, /) Seja m um inteiro positivo livre
de quadrados. A unidade fundamental 1) de Og(/m) ¢ definida por o se Og,m) contém
unidades de norma —1 e por €, caso contrario. Note que sempre 1 > 1.

Assim, juntando as informacoes dos Teoremas e [3.5.3] podemos formular o se-

guinte resultado.

Teorema 3.6.2. Se m é um inteiro positivo livre de quadrados, entdo toda unidade é
da forma +n" (n € Z), onde n € a unidade fundamental de Oy /m). Se Og(ym) contém
unidades de norma —1, entdo sao dadas por £n", com n impar e, os de norma 1 sao
dados por £n"™, com n par.

Como o Teorema [3.6.2] é apenas uma juncao dos Teoremas e segue o

seguinte corolario.

Corolario 3.6.3. Se K é um corpo quadrdtico real, entdo
U(O]K) ~ ZQ X 7.

Agora, apresentamos um resultado analogo ao Teorema[3.4.5], sendo uma consequéncia

do Teorema [3.6.2]

Teorema 3.6.4. Seja K um corpo quadrdtico real. A unidade fundamental de Ok € a
menor unidade de Og maior do que 1.

Demonstracdo. Seja n a unidade fundamental de Ok e suponha que existe uma unidade
0 de Ok tal que
1<8<n.

Pelo Teorema |3.6.2] segue que

0 = +n, para algum n € Z.
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Como ¢ e n sao unidades fundamentais, segue que ambos sao positivos, e dessa forma,
podemos excluir a possibilidade do sinal ser negativo. Assim,

0=n".
Note que n > 1 oun < 0. Se n > 1, entao
0=n">n.
Mas, isso contradiz a hipotese que definimos de 6 < 7. Se n < 0, entao
0=n"<1,

o que contradiz que 6 > 1. Logo, nao existe 6 de tal forma, provando que 1 é a menor
unidade maior do que 1. O

O objetivo dessa sec¢ao ¢ encontrar a norma da unidade fundamental n de Og(,/m) para
certos valores especiais de m. Mas, antes disso, apresentamos na Tabela [3.1] valores de €
(unidade fundamental de norma 1), ¢ (unidade fundamental de norma —1) e  (unidade
fundamental de Og \/ﬁ)), para inteiros positivos m livre de quadrados menores do que 40.

m € o n Norma (N (n))
2 34+2V2 1++2 1++2 -1
3 243 2++/3 1
50 B+vh)/2 | (1+VE)/2 | (1+5))2 -1
6 54 2v6 54 2v6 1
7 8+ 37 8+ 37 1
10| 194610 3+ 10 3410 -1
11| 1043V11 10 + 311 1
13] 11+3v13/2) | 3+V13)/2| (3++/13)/2 -1
14 15+ 44/14 15+ /14 1
15 4++/15 4 ++/15 1
17| 334817 44 /17 44 +/17 -1
19 | 170 + 3919 170 + 394/19 1
21 | (5++/21)/2 (5+v21)/2 1
22 | 197 +42/22 197 + 42v/22 1
23| 244523 24 4+ 5/23 1
26 | 514 10v/26 54 /26 5+ /26 -1
29 [ (27 +5v29)/2 | (5++29)/2 | (5+1/29)/2 -1
30 11 +2/30 11+ 2v/30 1
31 | 1520 4 274+/31 1520 + 273v/31 1
33| 23+44v33 23 + 44/33 1
34| 354634 35 4 61/34 1
35 6 4+ /35 6 4+ /35 1
37 | 7341237 6 + /37 6 + /37 -1
38| 37+6v38 6 4+ /38 1
39| 254439 25 + 44/39 1

Tabela 3.1: Unidade fundamental e sua norma em Q(+/m)
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A TabelaB3.1]foi encontrada computacionalmente e calculada na bibliografia [8]. Apesar
disso, héa outros algoritmos que permitem o calculo de unidades fundamentais em corpos
quadréticos. Na referéncia [21], hd um algoritmo online que calcula a unidade fundamental
de corpos quadréticos Q(y/m) para m < 319086769. Este algoritmo é baseado em [22]
(p.382), [23] (p. 62) e [24] (p.359).

A seguir, nosso objetivo é de buscar maneiras de calcular a norma da unidade fun-
damental de Og,m) com generalizacoes de m. A partir de agora, consideramos m um
primo p impar. Analisamos o caso m = p = 1(mod 4).

Teorema 3.6.5. Seja p é um primo com p = 1(mod 4), entdo a unidade fundamental de
Oq(yp) tem norma —1.

Este teorema tem duas provas significativas, a primeira é devida a Hilbert e a segunda é
devida a Dirichlet. Para este trabalho, a demonstragao do Teorema 3.6.5|feita por Dirichlet
¢ mais interessante, uma vez que serd replicada de maneira similar na demonstracao de
outros teoremas a seguir.

Demonstragio. (Prova de Dirichlet) Se a unidade fundamental tem norma 1, entao

Tt Yp
=5
onde z e y sao inteiros positivos tais que

x> 2, r=y(mod?2)eaz®—py® =4.

1. Primeiro, vamos analisar o caso em que z = y = 0(mod 2). Como ambos sdo pares
pela congruéncia acima, podemos definir x = 2X e y = 2Y, de modo que X e Y
sao inteiros positivos tais que

n=X+Yp,X*—pY?=1X > 1.
X-1 X+41 Y

Como p = 1(mod 4), entdao X é impar e Y é par, de modo que 5 5 5
sao inteiros positivos tais que
X—-1X+1 Y2
—=pl=) . 1
2 2 P ( 2) (3.16)
Como
X+1 X—l_X—i—l—X—l—l_g_1
2 2 2 2 7
... X—-1 X+1 _ . .
segue que os inteiros 5 e 5 sao coprimos. Ainda,
) (G) =0 G | (557)
) — ) o — .
b 2 2 b o ) NP 2
Vamos analisar ambas possibilidades. Se p ‘ (;), entao

X—1X+1_<Y>2
=3

w2 2
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Assim, existem inteiros positivos coprimos A e B tais que

X -1 X+1 Y
:AQ’ + 232’7:143’
% 2 2

as quais sdo as relagoes a partir da Equagao (3.16)). Dessa forma,

X =2pA?+1=2B>-1
Y = 24B.

Além disso, B? — pA? =1, ja& que

X+1 X-1_
2 2

1.

Assim, (B + A,/p) é uma unidade de norma 1 em Og( ). Agora,

1<B<B?<2B?-1=X
1< A<2AB =Y.

Assim,

1<B+A/p<X+Y,\p=n,

contradizendo que 1 ¢ a unidade fundamental de Oq( 5). Agora, vamos analisar o

segundo caso. Se p ‘ , entao

(X — 1> X+1\ (Y)2
2 )\ 2 ) \2/)°
Portanto, existem inteiros coprimos A e B tais que

X+1 Y

L A2 B’ = AB.
2 2p 2
Logo,
X =242 -1=2pB% -1
Y =2AB.
Consequentemente,

A* —pB* = 1,

de modo que A + B,/p ¢ uma unidade de norma —1 em Og(, ), contradizendo
que todas as unidades de Og(,5) tem norma 1. Assim, fechamos os casos em que
r =y = 0(mod 2).

2. Vejamos, agora, o caso em que z =y = 1(mod 2). Como p = 1(mod4), segue que

p=4k+1, comk€Z = 2p =8k +2 =
2p = 2(mod 8) = 2p = (mod 8) = p = 5(mod 8).

Logo, (x — 2), (x 4+ 2) e y sdo inteiros positivos impares tais que

(z —2)(z +2) = py*.
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Como (x 4+ 2) — (z — 2) = 4, segue que ambos sdo inteiros coprimos, uma vez que
(x+2) e (x—2) sao impares, e assim, o mdc deles é impar e divide (z—2)—(z+2) = 4,
o que é um absurdo, pois nenhum numero impar é divisor de 4. Além disso, como
pl(x —2)(z +2), entdo p|(x —2) ou p|(z +2). Novamente, analisamos cada uma das
possibilidades. Se p|(x — 2), entao

(z —2)

D

(z+2) =9~ (3.17)

Assim, existem inteiros positivos impares A e B, primos entre si, tais que

x—2_

=A% 2 +2=DB%y=AB.
p

Desse modo,

r=pA2+2=DB%-2
y= AB.

¢ unidade de norma

B+ A
Consequentemente, B? — pA? = 4, de modo que <2\/Z_9>
1 em Og(, /3. Como B? — pA? = 4, segue que B # 1. Assim, B é impar e positivo,
e portanto, devemos ter B > 3. Logo,

l1<B<B>-2=x
1<A<AB=y.

Assim,
B+Ayp x+yp
2< B A =1< < .
v—{_v\\/g 2 9

>1 >1

>1

T+
Mas, isso contradiz o fato que (211\/]_)> ¢é a unidade fundamental de norma 1 em

Oq(p) pelo Teorema [3.4.5, Por outro lado, se p‘(q: + 2), entao

(I+2) :yQ.
p

(r —2)

Analogamente, existem inteiros impares A, B coprimos tais que

2
x—QZAZ,QEjL =B y=AB.
p
Assim,
r=A24+2=pB? -2
y=AB.
Ainda,
A? —pB? = —4,
A+ B\p\ ,

Usando o produto notavel, segue que ¢ uma unidade de norma —1 em

2
Oq(yp), contradizendo o fato que a unidade fundamental tem norma 1.
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Assim, garantimos que n tem norma —1, uma vez que nenhuma possibilidade permite
que n seja unidade fundamental de Og(, ) com norma 1, quando p ¢ primo tal que
p = 1(mod 4). Portanto, finalizamos a prova do Teorema pelo método de Dirichlet. [

A seguir, precisamos da seguinte definicao.

Definicao 3.6.6. Seja p > 1 um niimero primo. Dizer que a é um resto quadratico de
p equivale a dizer que a congruéncia z?> = a(mod p), onde p { a, admite uma solugdo em
Z,. Notagao: aRp. Caso contrario, aNp.

Observagao 3.6.7. Se p e ¢ sdo primos fmpares positivos, p 1 ¢, 22 = p(mod q) e
r? = g(mod p), entdo ambas admitem solugdo ou nenhuma delas admite solugao, salvo
no caso em que p e q sao da forma 4n + 3, onde neste caso uma admite solugao e a outra
nao.

Definicao 3.6.8. O simbolo de Legendre é definido por

. 0, se pla;
(p) =< 1,septaeaRp
—1, se aNp.

Vamos analisar, agora, o caso em que m ¢ divisivel por um primo ¢ tal que q =
3(mod 4). Veremos que neste caso a unidade fundamental terd norma 1.

Teorema 3.6.9. Seja m um inteiro positivo livre de quadrados. Se existe um primo
q = 3(mod 4) dividindo m, entdo a unidade fundamental de Og(sm) terd norma 1.

Demonstragio. Suponha que a unidade fundamental n de Og, /) tem norma —1. Assim,

T+ y/m
2 )

onde z e y sao inteiros tais que
r =y = 0(mod 2), se m = 2,3(mod 4);
r = y(mod 2), se m = 1(mod 4).

Além disso,

<x+y\/ﬁ>‘<x—y\/ﬁ> _ 2t -my?

N(n)=-1 2 —my? = —4.

n conjugado de n

Como g|m por hipétese, segue que
Portanto,

Mas, se m = 2,4(mod 4), entao x>

—4 -1
Logo, (q) = (q)’ o que implica ¢ = 1(mod 4), contradizendo que ¢ = 3(mod 4). Isso

prova que n deve ter norma 1. ]
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Teorema 3.6.10. Se p € um primo com p = 5(mod 8), entdo a unidade fundamental de
Og(yzp) tem norma —1.

Demonstracdo. Se m = 2p, entao
p=>5(mod8) = 2p=10(mod 8) = m = 2(mod 8)
= m-—28=m—2=8k, comk€e€Z=m=28k+2

= m=4(2k)+2 = m = 2(mod 4).

Suponha que a unidade fundamental tem norma 1. Assim, pela Definicao [3.4.3] segue que

n=z+y/2p=>n=x+y/m

tal que
z>1eax?—my?=1.

Agora, como p = 5(mod 8), segue que p = 1(mod 4). Logo, se = é par, entao y é impar.
Assim, sejam (z — 1), (x + 1) e y inteiros positivos impares tais que

(x—1)(z+1) =my?

ou seja,
2 —1=my’ =2 —my’*=1= (v — vVmy) (z + vVmy) = 1.
€
Como (z+1)—(x—1)=z—x—1+1=1, segue que (z—1) e (x+ 1) sdo primos entre si.
Como m|(x —1)(z+1), segue que 2p|(z —1)(z +1). Mas, ambos sdo impares, e portanto,
24 (x—1)(z+1). Assim,

(z —1)
2

(x+1)
2 )

| o p|

e deste modo,

(x —1)(z+1) 9

-1 1) =2py* = =y’
(z = 1)(z+1) = 2py o Y
: : . (z—-1)
Analisamos os dois possiveis casos. Se p ‘ 5 entdo existe A, B € Z,, mdc(a,b) =1,
tais que
r—1 9 9
=A° v+1=B" e y=AB.
2p
Assim,

r=2pA%+1=DB%—-1
y= AB.

2 , .
Como é?/_/—(Qp)A2 = 1, segue que B + Ay/2p ¢ uma unidade de norma 1 em Og /3

>0
Além disso

=1<B+AV2p<ax+yV2p=mn,
——

>1

1<B<B’-1=2x
1<A<AB -y
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ou seja, existe uma unidade maior do que 1 em Og(, /55 menor do que a unidade funda-

1
mental, contradizendo o Teorema [3.6.4, Agora, se p (x;— ), entao
(z+1) 2
—1). =y~
(z —1) TR
Assim, existe A, B € Z,, mdc(A, B) = 1, tais que
1
ro1=A2 T g2 oAp
2p

Desse modo,
r=A2+1=2pB? -1
y = AB.

Logo,
A? —2pB* = —1 = (A — /2pB)(A — V/2pB) = —1,
ou seja, A++/2pB ¢ uma unidade de norma —1 em Og, /25, contradizendo nossa hipotese

inicial de que todas as unidade de Og(, /25 tem norma 1. Portanto, para p primo tal que
p = 5(mod 8), segue que a unidade fundamental de O,/ tem norma —1. ]

Teorema 3.6.11. Se p e q sdao primos distintos tais que
p
p=q=1(mod4), <q> = -1,
entao a unidade fundamental de Ogq pg) tem norma —1.
Demonstragao. Suponha que a unidade fundamental de Og(, /g tem norma 1. Assim,

{p = 1(mod 4)

= pq = 1(mod 4).
q = 1(mod 4) pg = l{mod 4)

Logo,

_ T Hyyrq
2 )
onde x,y sdo inteiros positivos tais que z > 2, z = y(mod 2), 2% — (pq)y* = 4. Vamos

primeiro analisar o caso em que x = y(mod 2). Defina X = 5 eY = %, de modo que

X,Y sao os menores inteiros positivos tais que

X>1,n:X—I—Y(\/%),X2—(pq)Y2:1.

Como pg = 1(mod 4), entdo pg = 1(mod 2). Dessa forma, X é impar se, e somente se, Y’
¢ par e vice-versa, uma vez que

1. se Y é par, entao
1=1(mod 2) & X2 — (pq)Y? = 1(mod 2) & X? =1+ (pq)Y?*(mod 2) e
X? = 1(mod 2) & X = 1(mod 2).

Portanto, X é impar.



Unidade fundamental 87

2. Por outro lado, se X par, entao

X? =1+ (pg)Y*(mod 2) & 0 =1+ (pq)Y?(mod 2) &

(pg) Y?=1(mod 2) & Y = 1(mod 2).
—1(mod 2

Portanto, Y é impar.

X-1 X+1 Y _ . | " .
e 5 sao Inteiros positivos tals que

Assim, seja X impar e Y par, entao

2 72
(X-1) (X+1) <Y>2
X -1 X+1 X—-1) (X+1
Como ( ) — (X +1) = 1, entao os inteiros ( ), (X +1) sao coprimos. Logo,
2 2 2 2
(X—-1) (X+1)
pq 5 . B .
Assim, obtemos as quatro seguintes possibilidades:
(X-1) (X+1) (X —1) (X+1) (X —1) (X +1)
pq 9 y Pq 9 P 9 €q v 4 9 ep 9
Analisamos cada uma dessas.
X -1
1. Sepq‘ ( 5 ),entéo
X-1X+1 <Y>2
2pg 2 \2/)
e assim, existe A, B € Z, com mdc(A, B) = 1 tais que
X -1 X+1 Y
=A% L:BZ, — = AB.
2pq 2 2

Dai, X =2pqA%? +1=2B?>—-1e¢Y = 2AB. Agora,

X-1 X+1 X -1 X+1
_At =1= _pgA e =1= B? - pgA*=1.
2 2 2 pqg 2

Logo, B + A,/pq ¢ uma unidade de Ogq(, /). Note que

1<B<B?’?<2B>-1=X
1< A<2AB =Y.

Assim, B + A,/pq < z +y,/pq =1, 0 que é um absurdo pelo Teorema (3.6.4]

(X +1)

2
que tem norma —1, contradizendo a hipotese.

2. Seja pq . De maneira anédloga, segue que existe uma unidade de Og(,zg)
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-1 X+1
3.Sep‘( )eq’( +),entéo
2 2
X-1X+1 (Y)2
2% 2  \2/)°
Considerando Y1 X1
A= p_2th
2p 2q
com A, B € Z, coprimos, segue que
gB? —pA* =1.
Assim,
1
qB? = 1(mod p) = B # 0(mod ) = q = (B) (mod p),
, p
o que é um absurdo, uma vez que (q) =—1.
X -1 X+1
4.Se1‘( )ep'( +),entéo

2¢g  2p
Sejam A, B € Z, coprimos tais que

X-1 X+1_<Y)2

X—1 _ X+1
2p - 2q

A=

Dessa forma,
pB? — gA? = 1.

Logo, segue que
pB? = 1(mod q).

Assim,
2
B # 0(mod q) = p = () (mod q),

p
Mas, isso contradiz a hipotese de que (q) = -1,

0 que prova o resultado. O

Uma consequéncia direta do Teorema [3.3.1] ¢ que se m é um inteiro, entao existe uma
quantidade infinita de solugoes com x = 0(mod m). No estudo das unidades em corpos
quadréticos K = Q(y/m), vimos que a equagao de Pell toma a forma y* — maz? = 4.

Se (z,y) = (X,Y), X >0,Y > 0 ¢é a solucdo com o menor z, entdo a solugio geral
sera dada por
x4+ yVd _ 4 (X +Ym

5 5 ) , onde n € Z.

Vimos que a solucdo da equacdo x? — my? = —1, isto é, a norma da unidade fun-

damental é -1, é uma questao mais complicada e nao ha condigoes explicitas para sua
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solubilidade. Uma condi¢ao necesséaria é que m nao seja divisivel por 4 ou por nenhum
primo p = 3(mod 4). Mas, a equagao tem solugao para m = p primo tal que p = 1(mod 4).
Assim, considere (z,y) = (X,Y) a solugao fundamental de z? — my* = 1. Desse modo,
X =1,Y =0(mod 2). Assim, tomando

X+1X-1 (Y>2
2 . 2 =D )

entdo, para A, B inteiros positivos,

X +1 X -1

X+1 X-1
2. ;:Az, = pB2,
2 2

Observe que o item 2, implica que A? — pB? = 1 e contradiz que a unidade fundamental
tem norma -1. Agora, o item 1, nos d4 B? — pA? = —1. Assim, existe uma quantidade
infinita de solu¢des dadas por

z+yy/m = (B+ Ayp)*"*!, onde n € Z.

A solugao fundamental X, Y é acima é dada de maneira direta por

X+Yp=(B+AWp)>

Dessa forma, a equacao de Pell volta a ser objeto de estudo para as unidades de cor-
pos quadréticos Q(y/m), onde m > 0 é inteiro livre de quadrados. Na Defini¢ao m,
juntamente com o Teorema [2.4.9] vimos que

m52,3(m0d4)¢n:x+y\/3, 2 —my* =1

=)

mzl(m0d4):>77:m—l—< 1

onde x,y sao racionais. E, pelo Teorema [3.5.3] vimos como a unidade fundamental de
norma -1 se relaciona com a de norma 1. Ambas equacdes satisfazem a forma X? —mY? =

+4 e, claramente, a unidade fundamental 1 é a solu¢ao com os menores inteiros positivos
XeY.

3.7 Calculando a unidade fundamental

Apesar de termos feito alguns casos de como calcular a unidade fundamental de certos
corpos quadraticos reais, ainda nao apresentamos formalmente como calcular a unidade
fundamental 7 para um corpo quadratico Q(y/m), para m um inteiro positivo livre de
quadrados qualquer. Este problema sera desenvolvido nesta se¢ao, em que apresentamos
um método padrao de calcular a unidade fundamental n de Og, /), por meio de expansao
da fragdo continua de y/m, com m inteiro positivo livre de quadrados. Desta maneira,
generalizamos como encontrar as unidades dos corpos reais K = Q(y/m). Para isso,
relembremos conceitos de fragdes continuas.
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Definicao 3.7.1. Sejam xzq, x1, 2, ...Z, com x1,xs,... > 0. Uma sequéncia da forma
1
xo + 1
S
$2 + 1
r3+ —
¢ chamada fracao continua simples. Os nimeros xg,x1,Z2,... € 7Z sdo chamadas

quocientes parciais. Se o ntmero de z)s ¢é finito, a fragdo continua é dita finita. Caso
contrario, é dita infinita.

Definicao 3.7.2. Uma fragdo continua simples ¢ periédica se sua expressao tem a forma
[$0§$17$27- Yo Yty - Y Yo, Yty -5 Yty - ] .

Observacao 3.7.3. Denotamos a fragao continua xy+ T por [xg; X1, T2, T3 . . .].

R
T2t
T3+ —

Se for periddica, denotamos por [zo; 1, T2, T3 ..., Yo, U1, - - Yts - - -

Nosso objetivo ¢ trabalhar com o ntimero irracional /m, onde m inteiro positivo livre
de quadrados. Para isso, definimos a sequéncia xg, x1, Zs, ... de nimeros reais, por

1
xozmexn+1:m7nzo,172,... (318)

onde [z,] denota o maior inteiro que é menor ou igual a x,.

Observacgao 3.7.4. Note que claramente cada x,, > 1 e podemos reescrever como

P, +/m
Ty = ——7—
@n

onde Py =0, Qo =1c¢e P,,Q, sao inteiros positivos para n > 1.

,n=0,1,2,...

Para fragoes continuas infinitas periddicas, existe um inteiro [ positivo tal que

x4 = x1. Pela Equagao (3.18)), segue que z,0 = x9,2,13 = x3,..., de modo que a
sequéncia {x,},>1 é puramente periddica.
Defina

Yn = [x,], comn =0,1,2,...,

de modo que {x,},>1 é uma sequéncia de inteiros positivos. Como {z,, },>1 é uma sequén-
cia puramente periddica, segue que {y,},>1 também é uma sequéncia puramente perio-
dica.

Exemplo 3.7.5. Se m = 31, a expansao em fragao continua de v/31 é dada por
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xoz\/ﬁ7
1 1 5+431

T _— g _— s
! o — [l‘o] V31l -5 6
1 1 14+ +/31
€T o g g s
Cowm—lml 54VBT 5
6
1 1 4431
x = = = s
Comfw] 1eVAL 3
5
1 1 5+ v31
x p— p— pr— y
Poas—[ml A4 VBT 2
3
1 1 5+ V31
€T o g _— s
Cow—fw] 54VBT 3
2
1 1 4431
x = = = s
Cows—lw] 54VBT 5
3
1 1 1+ 31
€T fr— fr— ey s
T[] 4+ VAT 6
5
1 1 5+ v3l1
€T g g _— s
® IE7—[$7] 1+v31_1 1
6
1 1 5+ v31
:L' = = = = gj s
? 1y — 23] 5—|-\/31_1O 6 !
1
Continuando com esse processo, segue que rijg = T3, 11 = T3, ..., OU seja, € uma fragao

continua periédica. Mais ainda, {y,}.>0 = {5,1,1,3,5,3,1,1,10,1,1,3,5,3,1,1,10,...}
A seguir, vamos definir duas outras sequéncias, que serao uteis.

Definicao 3.7.6. Sejam o, y1,y2, ... uma sequéncia infinita de inteiros, todos positi-
vos (exceto por talvez ). Definimos duas sequéncias de inteiros {hy, }n>—1 € {kn}n>—1
indutivamente por:

e ho1 =1, hg =vy0, hp =Yphpn_1+ hpo, n=1,2,...
o k1=0,ko=1, kn=ynkn1+kno, n=12 ...
Observacgao 3.7.7. Todos os h,, e k, sdo positivos, exceto para k_; = 0. Além disso,
ko =1,k = x1ko > ko, ko > k1, ks > ko, etc.
Dessa forma, 1 = kg > k1 < ks <ks < ... <k, <....
Teorema 3.7.8. Se y ¢ um numero real positivo, entdo

_ yhnfl + hn72

[yo’ i ] B ykn—l + kn—2 .
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Demonstracdo. A prova serd por indugao sobre n. Se n = 0, entao

_yhat+hoopgrmyl+0 vy

Yk ks y0t+1 T

Se n = 1, entao

ho + h_ 1 hoy+h_o)+1 +1 1 1
o,y = 210 Ly Loy tho) 41yl 1 _yle) (1 1
yko + k-1 y o y(Woy-1) Yoo y(D+0 y oy y
e assim, a igualdade se verifica. Agora, considere que o resultado vale para [yo, ¥1, - - -, Yn—1, Y] -
Logo,
[ ] [ i 1} (yn + i)hn—l + hn—2
) yory Yny T - ) sy In a1 =
y(ynhnfl + hn72> + hnfl _ yhn + hnfl
y(ynknfl + kan) + knfl ykn + knfl 7
ou seja, provamos que o resultado vale para n, como queriamos. O
Teorema 3.7.9. Se 1, = [y, Y1, - -, Yn] para todos inteiros n > 0, entio 1, = —

?n.
Demonstragao. Basta aplicar o Teorema [3.7.8 com x substituido por x,, e usar a Defini¢ao

[3.7.6] e assim,

T = [Yo,Y Yn) = Ynftn1 & fin-a _ Iin
" O T ynknfl +kn72 kn7
o que prova o resultado. O

Teorema 3.7.10. Sen > 1 ¢ um inteiro, entao

-1 n—1
hnkn—l - hn—lkn = (_1)71—1 € Tp —Tp—1= (knlgnl .

h;
Além disso, a fracio T ¢ reduzida, isto é, mdc(h;, k;) = 1.

Demonstragio. A prova serd por indugdo sobre n. Pela Definigao [3.7.6] segue que
h_1k_o —h_sk_1 = 1.

Agora suponha que a equacao é valida para h,,_1k, o — h, ok, 1 = (—1)"‘2. Novamente,
pela Definigao [3.7.6] segue que

hnknfl - hnflkn = (ynhnfl + han)knfl - hnfl(ynknfl + knf2)
= Unho=rkn 1 + hp—okn_1 — huaymkrr =1 — hy_1kns
= _(hn—lkn—Q - hn—2kn—1) = (_1)(_1)71—2 = (_1)71—1.

Isso prova a primeira equacao do Teorema. Para a segunda equagao, basta dividir a
primeira por k,_1k,, uma vez que
hn h’n—l hnkn—l - hnkn—l (_1)n71

Th —Tho1 = — — = =Ty —Thp1— 7.
kn—lkn

kn kn—l kn-kn—l

hn,
Por fim, a fragao — esta sem seus menores termos, ja que cada fator de h,, e k,, é também

um fator de (—1)"~!. Logo, podemos concluir que mdc(h,,, k,) = 1. ]
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Observacao 3.7.11. O limite lim,,_,, 1, existe, pois considerando a sequéncia infinita
dos 19, 71, T2, ..., segue que os elementos de indice par ro,ro, 14, ..., 79, (j € N), dessa
sequéncia formam uma sequéncia mondtona crescente e os elementos de indice impares
71,73, ..., 72541, (J € N), foram uma sequéncia monoétona decrescente. Ambas subsequén-
cias sao limitadas, e portanto, podemos garantir que o limite existe. Além disso, ambos
limites sao iguais, uma vez que r, — 7,_1 tende para zero quando n tende para infinito,
ja que os inteiros k, estao crescendo junto com n.

Definicao 3.7.12. Um sequéncia infinita g, y1, ¥, . . . de inteiros, todos positivos exceto
por talvez yo, determina uma fragdo continua simples infinita [yo; y1, y2,...]. O valor

de [yo; y1, Y2, - - .| é definido por lim,, o0 [Yo; Y1, Y2, - - -, Yn], isto é,
[yos v, w2, -] = Hm [yo; y1, Yo, - - Y] -

Pela Definicao |3.7.12] segue que y/m possui a expansao em fracao continua infinita
dada por

[Yo; Y1, Y2, - - | = V/m. (3.19)
Este limite é o mesmo que lim, _, 7,, que ja vimos que existe na Observacao [3.7.11}

-
k.

Assim, como ja haviamos mencionado, a sequéncia {z,},>1 ¢ puramente periddica.
Agora, se [ é o menor inteiro positivo tal que x;., = x, (equivalentemente, P, = P,,
Qiin = @, para todos inteiros positivos n, entdo o inteiro [ é dito periodo da expansao
em fracao continua de y/m. Assim,

Outra forma de escrever esse limite é lim,,_,

\/m: [y07y17"'7yl7y17'"ayl7y1a--'7yla~--]

pode ser abreviado por

\/E: [y07y1a"'7yl]-

Exemplo 3.7.13. Para m = 31, segue que
{hn}n>-1={1,5,6,11,96, 206,657, 863, 1520, 16063, 17583, ...}
{kn}n>—1=1{0,1,1,2,7,37,118, 155,273, 1885, 3158, .. .}.

n
Agora, calculamos os valores de r,, = . para encontrar o valor de v/31.
n

2:?:5, 2:?:6, 2:121:5.5,

hs 39 hy 206 hs 657

é = — = 5.5714285, /?i = 5 = 55675675, k—z = {15 = 05677966,
Z: — fgg = 5.5677419, Z: = 12572;) = 5.5677655, Zz = 126;;6;’ = 5.5677642,
Zi = 13715:83 = 5.5677644.

E v31 =5.5677643 ... . Note que os valores encontrados tem aproximagao de sete casas
decimais. Ainda, [ = 8, e portanto,

v3l=1[511,3,53,1,1,10,1,1,3,5,3,1,1,10,1,...] = [5,1,1,3,5,3,1, 1, 10]
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Observamos que yo = [\/m] e x; = 2xy. Colocando

P4 m P,1++vm

e [Tn_1] = Yn_1 em

segue que

Pn + \/m . Qn—l
Qn B (Pn—l - yn—lQn—1> + \/E

Multiplicando cruzado e igualando os coeficientes, segue que

Pn(Pn—l - yn—lQn—l) +m = QnQn—la
Pn + Pnfl - ynlenfl =0.

P, +ym

Portanto, x, = 0 , para n > 1, é determinada recursivamente por
Pn = _Pn—l ;‘ yn—lQn—h
m — P?
Qn = >
anl
Pt vm
w- (B3

COI’IlPO:O, Qozleyoz[\/E]
O resultado principal que permite determinar a unidade fundamental de um corpo
real quadratico é dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.7.14. [§/ Seja m um inteiro positivo livre de quadrados. Sejam hy,/k,, onde
n=20,1,2,..., os convergentes da expansao da fragdo continua infinita de /m. Seja l o
periodo da expansao.

1. Sel € par, entio x> — my? = —1 nao tem solucdo em inteiros x ey e a solucdo de

22 —my? = 1 em inteiros positivos x ey com x sendo o menor é (x,y) = (hi_1,ki_1).

2. Se l € impar, entio x* — my?> = —1 tem solugio em inteiros x e y e a solucio

de 22 — my? = —1 em inteiros positivos x e y com x sendo o menor é dada por
(z,y) = (i1, ki)

Com base nesses resultados, obtemos alguns casos que vao diferenciar qual a unidade
do anel Og(/m) -

1. Se m = 2, m = 3(mod 4) ou m = 1(mod 8) todas as unidades de Og,sm) sdo da
forma z + yy/m, com x e y inteiros. Assim, pelos Teoremas e|3.7.14}, segue que
a unidade fundamental 1 de Og(/m) ¢ dada por

n=hi_1+k_1v/m, N(n)=(-1)"

2. Se m = 5(mod 8) pode ou ndo existir unidades de Og(/m) da forma (x + y/m)
com x e y inteiros impares. Se nao existe tal unidade, entao n € Z + Z+/m e, como
no item 1, segue que

n = hi_1 + ki_1v/m, N(n) = (—1)1.
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Se essas unidades existem, entdo n ¢ Z + Z+/m e pode-se mostrar que 13 € Z + Z/m.
Nesse caso, 1° = x + yy/m, onde x e y sdo inteiros positivos satisfazendo x? — my? = %1

com x sendo o menor. Assim, pelos Teoremas e[3.7.14]
n=h_1+k_1v/m, N(n)=(-1)"

A+ B
Sen= %—2\/5’ onde A e B sao inteiros impares positivos, entao
A+ Bym\’
<2\/—> = hy—1 + ki_1v/m,
e portanto,
A3+ 3AB*m = 8h;_4,
3A2B + B3m = 8k;_.
Consequentemente,

Al by, 1< A<2(hy)Y3,

I 1/3
B|k:l_1,1§B<2<”> .
m

Com isso, apresentamos o seguinte algoritmo para determinar a unidade fundamental 7
de Og(m) para um inteiro positivo livre de quadrados m.

Algoritmo.
Passo 1: Considere os valores

hoa=1,k1=0, =0, Q=190 =[vVm|, ho=[vm], ko =1.

Passo 2: Determine Py, Qn, Yn, hn, kn (n = 1,2, ...) recursivamente, paran = 1,2,...,

Pn — ~1In-1 jyn - 1Qn—l>
m — P
Q'ﬂ Qn_l 9
an - \/%]
Yn = | —~
@n

hn = anhfn—l + hn—2
kn - ynknfl + kan'

Pare esse processo no primeiro inteiro N > 1 tal que

Py =P e Qn=0Q:.

Passo 3: Considere [ = N — 1.
Passo 4: Se m = 2(mod 4), m = 3(mod 4) ou m = 1(mod 8), entédo

n = hi_1 + ki_1v/m, N(n) = (—1)1.

Passo 5: Se m = 5(mod 4), entao determine todos os divisores positivos impares A
de h;_1 menores do que 2(hl,1)1/ 3 ¢ todos os divisores positivos pares B de k;_; menores
do que 2(k;_1/m)'/3. Se para algum par (A, B) tivermos

A3 —|— 3ABZTI’L = 8hl_1,
3A%B + B3m = 8/€k_1,
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entao A
n= 22V Ny = (-1
Caso contrario,
n=hi_1+ k_1v/m, N(n) = (-1)"
Primeiramente, vamos aplicar o algoritmo para o caso em que m = 31. Em seguida,
apresentamos outros possiveis casos.

Exemplo 3.7.15. Para m = 31, segue que
m = 31 = 3(mod 4).
Comecando com h_; = 1,k.y = 0,F = 0,Q¢ = 1,y9 = 5,hg = 5,kg = 1, obtemos

sucessivamente os valores de P,, Q,, Yn, hn, kn, paran =1,2,..., como no passo 2.
n|P,| Qnl Yn hy, ky,
-1 1 0
0] 0 115 5 1
115 6 1 6 1
211 5 1 11 2
31 4 3 |3 39 7
415 2 |5 206 37
5|5 3 |3 657 118
6 | 4 5 1 863 155
711 6 1| 1520 | 273
81 5 1 | 10 | 16063 | 2885
91 5 6 1 | 17583 | 3158

Como Py = P, =5¢e Qg = Q1 = 6, segue que
N=91l=N-1=8h_1 =hy =1570,k;_1 = ky = 273,
n=h_1+k_1v/m=1520 + 273v/31, N(n) = (-1)! = 1.
Portanto, a unidade fundamental de (’)Q( V30) é 1520 + 273+/31.
Exemplo 3.7.16. Para m = 41, segue que
m = 41 = 1(mod8).

Calculamos os valores do Passo 2.

n| By Qul|yn| hn | ki
-1 1 0
0] 0 1|6 6 1
1] 6 5 2 13 2
21415 ]2 32 5
316 1 (12397 | 62
416 | 5 | 2826|129
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Note que P, =P, =6e Q4 = Q1 = 5. Dessa forma, N =4, l=N—-1=3, hj_1 = hy =32
e kj_1 = ky = 5. Assim,

n="h_1+k_vm=32+5V41, N(n) = (-1)! = (1) = -1.
Portanto, a unidade fundamental de (’)Q( V1) é 32 + 5v/41 com norma —1.
Exemplo 3.7.17. Para m = 82, segue que
m = 82 = 2(mod 4).

Assim,

n| P, Qnl|yYnl| hn ky,
-1 1 0
0] 0 9 9 1
119 1 [18] 163 | 18
219 1 |18 ]2943 | 325

Como P, =P, =9e Qy = Q1 =1, segue que
N=2I1l=N-1=1h_1=hy=9k_1=ky=1,
n="h_1+k_1v/m=9+1v82, N(n) = (-1)' = —1.

Portanto, a unidade fundamental de OQ(\/@ é¢ 9+ /82 de norma —1.

Note que, até agora, apresentamos um exemplo de cada caso do Passo 4. A seguir,
apresentamos alguns exemplos do Passo 5.

Exemplo 3.7.18. Para m = 13, segue que
m = 13 = 5(mod 8).

Assim,

n| P, | Qnl|Ynl| hn | kn
-1 1 0
0] 0 113 3 1
1] 3 4 1 4 1
211 3 |1 7 2
3123|1113
411 4 1 18 | 5
513 1 |6 11933
6 | 3|4 | 113738
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Como Py = P, =3 e Qg = Q1 = 4, segue que
N=6,l=N-1=5h_1="hy=18k_1 =k; =5.
A seguir, encontramos os possiveis valores de A e B. Se A é impar, entao
Alhi—y, com 1 <A< 2(hl_1)1/3,

e assim, A | 18. Como A é fmpar, segue que A | 9, com 1 < A < 2(v/18) ~ 2(2.6207) =
5.2414, ou seja, A =1 ou A = 3. Agora, se B é impar, entao

kl . 1/3
Blk;—1, com 1< B<2 <_> ,
m
)
e assim, B|5, com 1 < B < 2 ﬁﬁ ~ 2(0.72724) = 1.45448, ou seja, B = 1. Assim, os
possiveis pares sao (A, B) = (1,1) ou (A4, B) = (3,1). Mas, apenas o segundo satisfaz o
par de equacoes, uma vez que
A3+ 3AB*m =8h;_; =818 =144 = 33 +3.3.12.13 =27 + 117 = 144
3A2B + B3m = 8k, = 8.5 =40 = 3.3%2.1 + 13.13 = 27 + 13 = 40,

e que o par (A, B) = (1, 1) nao satisfaz as equagdes acima. Logo, a unidade fundamental

3+ V13
2

Exemplo 3.7.19. Para m = 37, segue que 37 = 5(mod 8), e assim,

n = , com N(n)=-1.

3
v

0
1

1
—_

1
0|1 ]6] 6
12| 73 | 12
6 | 1 |12 ] 882|145

| = O
(=
—

Logo, P, =P, =6¢e Qs = Q1 =1, e assim,
N=21=N-1=1, h_1=hg=6, ki1 =ky=1.

Para esse caso, precisamos encontrar um par de inteiros impares (A, B) que satisfagam as
seguintes equagoes:

A3 4+ 3(37)AB? = 8hy_; = 8hy <> A3 + 111AB? = 48,
3A2B + 37B3 = 8kj_1 = 8k < 2A3B + 37B3 = 8.

Entretanto, esse par de equagoes nao possui solucao em inteiros positivos. Portanto, a
unidade fundamental 7 > 1 de Og 37, €

n=hi_1 + ki_1v/m =6 ++/37, com N(n)=—1.



4 Teorema das unidades de Dirichlet

Seja K um corpo de nimeros algébrico de grau n > 2 sobre Q. Seja {o1,...,0,} 0
conjunto de todos monomorfismos K — C. Se 0;(K) C R, 0; é chamada uma imersao
real; caso contrario, o; é chamado uma imersao complexa. Como de costume, @ denota o
conjugado complexo de a € C. Assim, para todo a € K, seja

7i(e) = oy(a)

Como a conjugacao complexa é um automorfismo de C, &; é um monomorfismo de K
em C. Consequentemente, &; = 0;, para algum j. Ainda, note que 7; = o; se, e somente,
se 0; é real e (7;) = ;. Dessa forma, vemos que os monomorfismos complexos ocorrem

como pares conjugados. Enumeramos os monomorfismos de forma que o1, ..., 0, sdo reais
€ Ori1,...,0045 SA0 complexos e
Oprts+l = Op4ly---30n = Opg2s = Opys.

Os corpos conjugados K de K sao definidos por
K% = ¢;(K), onde i=1,2,...,n.

Os r corpos conjugados K| ... K™ sio reais e os (n — r) corpos KUV . KM sio
nao reais com
Kr+s+1) — KO+D, ... ,K(") — K+2s) — K(r+s).

Note ainda que

n=r+2s (4.1)

1
7’—}—825(7"—}—23):%21.

Se s = 0, entao todos os corpos conjugados de K sao reais e K é chamado um corpo
totalmente real. Se r = 0, entdo K e todos seus conjugados sao nao reais e K é chamado
um corpo totalmente complexo ou totalmente imaginario.

Pelo Teorema do Elemento Primitivo (2.2.20)), segue que K = Q(f) é um corpo de n-
meros de grau n. Sejam ¢, = 0,60,,...,6, os conjugados de # sobre Q. Considere que exista
exatamente m corpos distintos entre os corpos conjugados K = Q(6,),Q(62),...,Q(6,),
entdo m|n e cada corpo distinto aparece - vezes. Se m = 1, entdo Q(¢1) = ... =
Q(0,) = K e o corpo K ¢ dito uma extensao normal sobre Q, ou seja, se K é normal,
entao K é totalmente real ou totalmente complexo, ja que todos os corpos conjugados de
K coincidem.

Outra maneira de definir uma extensao de corpos K C IL normal é se todo polinémio
irredutivel sobre K que tem uma raiz em K se decompoe em L. Assim, se satisfizer essa
defini¢ao, podemos concluir se o corpo sera totalmente real ou complexo.

99
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Exemplo 4.0.1. Considere o polindémio cibico p(z) = 23 — 6z + 2 € Z[z]. Observe que
23 — 62 + 2 é irredutivel sobre Q pelo critério de Eisenstein, uma vez que tomando p = 2,
segue que 2|2 = ag, 2| — 6 = ay, 2|0 = az, 211 =az e 22 = 442 = qy. Além disso, o
discriminante dessa ctbica é dado por

D(p) = —4(ay)? — 27(ag)* = —4(—6)> — 27(2)* = 864 — 108 = 756 > 0.

Dessa forma, é irredutivel e tem 3 raizes reais. Portanto, o corpo ctibico K = Q(0), onde
0% — 660 4+ 2 = 0 é totalmente real.

Exemplo 4.0.2. Considere o corpo K = Q(v/2 + ). Note que K é totalmente complexo,
uma vez que os conjugados de § = /2 + 1 sdo dados por £v/2 £ i e estes sao todos nao
reais.

4.1 Valorizacoes de elementos de um corpo de nime-
ros

Nessa secao, apresentamos a defini¢ao e as propriedades de valorizagoes que precisamos
para provar o Teorema das Unidades de Dirichlet. Daqui em diante, consideramos uma
base integral {wy,...,w,} para K.

Se a € O, entao as suas coordenadas sao determinadas unicamente por inteiros
ci,...,c, dados por

a=cwi+...+ cpwn.

Considere
M= max o) “2)
e
D = det(o;(w;)) (4.3)
Como {wy, ...,w,} é uma base integral para K, segue que
D? = d(K).
Logo, )
|D| = d(K)|?) e D#0. (4.4)

A seguir, apresentamos a defini¢ao de valorizacao e suas propriedades.

Defini¢ao 4.1.1. (Valorizagdo de um elemento de um corpo de niimeros) Para
a € K, definimos
Bi(a) = |o;(a)|, onde i=1,2,... ;7 +s.

Os r + s valores de f;(a), onde : = 1,2,...,r + s, sdo chamados de valorizagoes de a.

Proposigao 4.1.2. Se ;(a) = |o;(a)|, onde i = 1,2,...,r+s, é a valoriza¢io de a, entdo

Bi(a) = |oi(a)| = Voi(a).oi(a)

é um nimero algébrico real nao negativo de grau no mdximo 2n?.
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Demonstragio. Como o;(a) € K@ e [K? : Q] = [K : Q] = n, segue que oy(a) é um
nimero algébrico de grau no maximo n. Portanto, 0;(a) também é um ntimero algébrico
de grau no maximo n. Consequentemente, 0;(a).0;(a) é um nimero algébrico de grau no
méximo n?. Agora,

ai(a)ai(a) = |oi(a)]* = fi(a) = |oi(a)| = \/oi(a).0i(a)
tem grau no maximo 2n? e é um ntimero algébrico nao negativo. O

Exemplo 4.1.3. Seja K = Q(v/2) = {a + by/2 + ¢(¥/2)?| a,b,c € Q}. Neste caso, n = 3,
r=1es=1. Assim, os trés monomorfismos K — C sao dados por

o1(a+bv2+ c(V/2)?) = a+bv/2 + c(V/2)?
oo(a +bv/2 + c(V/2)?) = a + whv/2 + wie(v/2)?
o3(a+ b2 + c(V/2)?) = a + w?by/2 + we(V/2)?,

—1+iV3

7\'7,
onde w =e3 = ¢ uma raiz cubica complexa da unidade. Note que o3 = 73.

2
Assim,
BI(V2+ (V2)) = o1 (V2 + (V2))| = [V2 + (V2)’| = V2 + (V2)?

Ba(V2+ (V2)?) = |o2(V2 + (V2))] = |w V2 + w?(V2)?]
) (e

2
=B YR (VB
2 2 2 2

(V2 - (V27

= vap) + 1

B wvﬂ (V2)?)2 + 3(v2 — (V2)?)?

4
_ ¢ 2+ 23 (V2P + (T2 + 3T — 2B V3 + (V2P
4
= \/(\3@)2 +22+2V2+3(V2)? —3.22+2V2
4

= /24292 + (V2)2.

\/ 8 +4(2v/2) + 4(V/2
1

Proposicao 4.1.4. Se m € Z, entao

Bi(m) =|ml|, onde i=1,...,r+s.
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Demonstragcao. Observe que, parat=1,...,r+s, cada g; : K — C é um monomorfismo
tal que
oi(a) = a, paratodo a € Q.

Como m € Z C Q, segue que
Bi(m) = |o;(m)| =|m|, onde i=1,...,r+s,
0 que prova a proposicao. ]
Proposicao 4.1.5. Se a,b € K, entao
Bi(a).B;(b) = Bi(ab), onde i=1,...,r+s.
Demonstracdo. Se a,b € K, entao ab € K. Assim, parai=1,...,r + s, segue que
Pi(ab) = |oi(ab)|
Como o; é um monomorfismo, segue que
|oi(ab)| = |oi(a).0i(b)| = |oi(a)].|o:()].

Portanto,
Bi(a).B;(b) = Bi(ab), onde i=1,...,7r+s,

0 que prova a proposicao. L]

A seguir, veremos que os inteiros de K com coordenadas limitadas tém valorizagoes
limitadas.

Proposicao 4.1.6. Se a € Ok tal que suas coordenadas ¢; (i = 1,...,n) satisfazem
le;)| < C, entao
Bi(a) <n.c.M, onde i=1,...,n.

Demonstrag¢io. Lembre que {wy,...,w,} é uma base integral de K. Dai, para a € O,
a=cwi+...cuw, = ogi(a) =cro(wr) + ...+ cpoi(wy), onde i=1,... n.
Portanto, para ¢ =1,...,r + s, segue que

Bi(a) = |oi(a)| = [c103(w1) + ... + cpoi(wn)| < [er]|os(wi)| + ...+ |enl.|oi(w)]
Como |¢;] < C por hipdtese ¢ M = max |o;(w;)| por [.2), segue que
le1|oi(wi)] + ...+ |enl] |oi(lwn)| K CM + ...+ CM = nCM.
Portanto, f;(a) = nCM. ]
Proposicao 4.1.7. Se a € Ok € tal que
Bi(a) < L, onde i=1,...,r+s,
entdo as coordenadas c¢;, onde i =1,...,n, de a, satisfazem

|L n—1
lei| < %, para i=1,...,n.
|d(K)|
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Demonstracao. Lembre que
a=cwy + ...+ cpwy,

onde ¢; sao as coordenadas de a, para i =1,...,n, e {w,...,w,} é uma base integral de
K. Assim,
oi(a) = c1oi(w) + ... + cpoi(wy), para i=1,... n.

Pela regra de Cramer, segue que

N; 4
G =gy, para 1=1,...,n, (4.5)

onde o determinante é definido na Equagao (4.3)), isto é,
D = det(0;(w;)), para 1<i,j<n.

O determinante N; é formado por D trocando a i-ésima coluna por [o1(a)oz(a)...o,(a)].
Expandindo N; pela sua i-ésima coluna, segue que

Ni = ZJk(a)(—l)k+1.Ak,
k=1
onde cada Ay é determinante de uma matriz (n — 1) X (n — 1) cujas entradas pertencem
a {o,(wy)| p,g=1,...,n}. Lembre que

M = max |op(wy)| = |op(wy)| <M, paratodo p,q € {1,...,n}.

1<p,g<n

IAp] < (n—1)!M™ L parai=1,...,n.

Agora,

N = [ Y ola) (=) A = |3 aula) (— 1) Ay

IN

< nL(n—DIMOD = pl LMD,

Dessa forma,

|N;| < nlLM®™D, (4.6)
Por fim,
(14.5) Nz Nz (4.4) n'L./\/l .
G = —= = - < -, parat=1,...,n,
D d®)lz — |dK)z
0 que prova a proposicao. O

Observe que a Proposigao [4.1.7 fornece uma reciproca da Proposigao [£.1.6] isto é, os
inteiros de K com valorizagoes limitadas tém coordenadas limitadas. O resultado a seguir
é uma consequéncia imediata deste fato.

Corolario 4.1.8. Ezistem apenas uma quantidade finita de a € Ok cujas valorizacoes
Bi(a), ondei=1,...,r+ s, sio menores do que um determinado limite.
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Demonstracao. Considere a € O tal que
Bi(a) < L, onde i=1,...,7+s.
Pela Proposicao [4.1.7, para

a = ciwy + ...+ cpwy,onde ¢; € 7Z,

segue que

| | |

ol < n.L./\/ll B [n.LMI] <e < nL/\/lI] .
|d(K)|z |d(K)|2 |d(K)|2
Assim, o niimeros de possibilidades para cada ¢; é
'L
2. l"M} +1,
|d(K)|2

onde soma-se 1 para considerar a possibilidade de igualdade. Assim, o niimero de a € Ok
com f;(a) < L,ondei=1,...,r+ s, é no maximo

(2‘ l@m - 1>n’

que é um naimero finito. Portanto, a quantidade de a € Ok tal que f5;(a) < L, onde
t=1,...,r+ s, é finita. O]

Proposicao 4.1.9. Se a € K, entao

r+s

= Hﬁi(@di,

onde
1 =1,...,7;
di _ ) Se Z ) 15 (47)
2, sei1=r+1,...,7r+s.
Demonstracdo. Aplicando a norma, segue que
n r+s r+2s r+s r+s
N((@) = IN@)| = |[[o:a)| = |[[o:@) T oia)| = [[os(a) [T oisula)
i=1 i=1 i=r+s+1 i=1 i=r+1
r—+s 7+ r+s 7+ r+s
= o II 7@ = [Jos(@) I] 73(@)| = [Tos(a) ] o:a).:(a)
i=1 i=r+1 i=1 i=r+1 i=r+1
o) T1 Io@F| = TTl@)] 1T ()] =TT
= |[loi(a joi(a)|® |oi(a)] |oi(a)| = | [ (Bi(a))®,
i=r+1 i=1 T~ =l T i=1
Bi(a) (Bi(a))?
onde d; é definido na Equagao (4.7)). n

Corolario 4.1.10. Se € ¢ uma unidade de Ok, entao

T 1 =1,...,7;
TL(5()" = 1. d,:{’ se i =L

il 2, sei1=r+1,...,7r+s.
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Demonstragio. Note que N((e)) = N((1)) = 1, uma vez que € é uma unidade de Ok.
Logo, pela Proposicao [4.1.9] segue que

r+s 0

[1(Bi(e)™ = N({e)) = N({1)) =1,

i=1

0 que prova o corolario. O

Proposicao 4.1.11. Sep; e q;, onde i =1,...,r 4+ s, sGdo numeros racionais tais que
0<p;<q, onde i=1,...,7r+s,
entdao existe a € K tal que
pi < Bila) <q;, onde i=1,...,r+s.

Demonstragao. Seja h; = %(p, +¢;) € Q tal que p; < h; < q;, parai=1,...,r + s. Para
t=r+s+1,...,r+ 2s, considere h; = h;_,. Portanto, h; estd definido parai=1,...,n
e Nyysyj = heyj para j = 1,...,s. Agora, considere o sistema linear com n equagoes e n
incognitas by, by, ..., b, dado por

b10'1(w1) + sz’l(MQ) + ...+ bn0'1<wn) = hl
biog(wy) + beoa(ws) + . .. + broa(wy,) = ha

bioy(w1) + baop(wa) + ...+ bpop(wn) = hy
Assim,
bioi(wy) + beoi(wa) + ... + byoi(wy) = hyy, para i=1,...,n. (4.8)

Note que todos os termos constantes desse sistema sao reais. Além disso, o determinante
da matriz dos coeficientes desse sistema é

Dessa forma, o sistema tem uma solugao tnica (by,...,b,) € C". As primeiras r equagoes
do Sistema (4.8)) tem coeficientes reais, uma vez que o;, onde i = 1,..., 7, sdo monomorfis-
mos reais. Ja as restantes n — 2 = 2s equagoes possuem coeficientes em pares conjugados
complexos, ou seja, as partes complexas irdo se cancelar. Portanto, (by,...,b,) € R™
Agora, se
(g —pi)
6= 1§Izn§1£l+s 2Mn
entao ( )
di — Di .

0<(5<72an, onde i=1,...,7r+s. (4.10)

Em seguida, escolha ¢; € Q tal que
|b; — ¢i] <0, onde i=1,... n.

Tomando
a=ciwy+ ...+ cw, €K,
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para i =1,...,n, segue que
oi(a) = c1oi(wr) + ... + cpoi(wy),
e assim,
oi(a) — h; = (croi(wr) + ... + cnoi(wn)) — (b1oi(wr) + baoi(wa) . .. + bpoi(wy)),

e portanto,
O'Z'<CL) — hl = (Cl — bl)(al-(wl)) + ...+ (Cn — bn)(O',L(OJn))
Logo, para i =1,...,r + s, segue que
loi(a) — hy| < |eg = byl |oi(wi)| + ..+ |en = ba|.|oi(wn)]
< o =M+ .o+ ey =M =M(ler — b+ ...+ |en — bal)

(qz‘ - pi) qi — Di
< - - 7 —
< Mnd < Mn ( M 5

n termos

e assim,

Agora, pela desigualdade triangular, segue que

lo3(a)] = [hil| < |os(a) = hl.
Dessa forma,
los(a)| = [l < los(a) — ] < F
qi — Pi
= |low(a)] = |hil| < 7

:>_<Qi;pi> < los(@)| = || < (%;Pi)

= — (B2 4l < fonta)l < (B2 + [

(pi + @)

Como, por hipotese 0 < p; < ¢;, segue que h; = 5 > 0. Assim,
(B2 il < )] < () + I
Bi(a)
:>—(Qi_pi)—|—hi<ﬁi(a)< (Qi_pi)+hi
2 2
¢ —DPi  Ditq QG —Dpi | Dit G
= — < Bila) <
y Py shl T
=i < Bz(a) < q;.
Portanto, mostramos que existe a € K tal que p; < fi(a) < ¢, ondei=1,...,r+s. O

Definigao 4.1.12. Seja A um dominio e L seu corpo de fragoes. Um A-submoédulo I de
L é chamado ideal fracionario de A se existe um d € A — {0} tal que dI C A. Quando
d =1, o ideal I é chamado ideal inteiro.
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Proposigao 4.1.13. Seja k um inteiro positivo. Se I # 0 é um ideal de Ok (inteiro ou
fraciondrio) tal que N(A) < k™, entdo I contém um elemento a # 0 com [;(a) < nMk
(i=1,...,7+s).

Demonstragdo. Primeiro vamos considerar o caso que I ¢é ideal inteiro. Seja

S:{be OK ‘ b:blwl—i—...bnwn; b17~--7bn S {0,1,,/{}}
k+1 elementos

A quantidade de elementos de S é

hipotese

(k+1)">k" > N().
Dessa forma, existem ¢',0” € S, com b # b" tais que

b =b" (modI).

I b—b"

Seja a =0 —b" # 0. Assim, a € Og e a = 0 (mod I), isto é, a € I. Além disso, as
coordenadas aq, ..., a, de a satisfazem

lai| = b, — 0| <k, onde i=1,...n,

onde os b sao as coordenadas de V' e os b sao de b”, onde i = 1,...,n. Assim, pela

Proposicao [4.1.6] segue que
Bi(a) <nkM, onde i=1,...,7+s.

Portanto, finalizamos o caso em que I é um ideal inteiro. Vamos agora fazer o caso em
que I é um ideal fracionario de Ok satisfazendo N(I) < k™. Considere y um denominador
comum de I. Sejam y = yi,¥s,...,Y, 0s conjugados de y tais que N(y) = y1...y, €
Z—{0} e N(y).l =yz...yn.(yl) é um ideal inteiro de Og. Se m = |N(y)|, entdo m é um
inteiro positivo tal que J = mJ/ é um ideal inteiro de Og com

N(J)=N(mI)=m".N(I) <m".k" = (mk)".
Pelo caso anterior, segue que existe b € J, com b # 0 tal que
Bi(b) < (mk)nM, onde i=1,...,r+s.

Como b € J, entao existe a € I tal que b = ma. Assim, a # 0 e pelas Proposicoes [4.1.4] e

L5, segue que

_ o (b _ Bib) _ (mk)nM o
Bi(a) = B <> = Bm) < p- =knM, onde i=1,...r+s.

Portanto, finalizamos o caso em que [ é ideal fracionario. O

Proposicao 4.1.14. FExiste um limite fivo B > 0 tal que para cada a € K com
1 < N({a)) <1, tem-se uma unidade € € Ok tal que

B; <B, onde j=1,...,7+s.
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1
Demonstragdo. Seja a € K tal que 3 < N(a). Seja I = (a) de modo que

Agora, considere S o conjunto de todos os ideais principais I distintos. Pela Proposicao
4.1.13] para cada [ = (a) em S, existe b nao nulo tal que

Bi(b) <nM, onde i=1,...,r+s.

Como b € (a), segue que b pode ser escrito como b = qa, para algum ¢ # 0 de Ok. Dessa
forma,

N((2)
2

< N({)-N(I) = N({q))-N({a)) = N({g)(a)) = N({ga)) = N({h))
= [LBO)* < [T(M)* = (nM)" = N((g) < 2(nM)".

Portanto, existe apenas uma quantidade finita entre os ideais principais (q) distintos.
Digamos (q1),...,{q:). Assim, cada ¢ = e.¢; para alguma unidade ¢ de Ok e algum
j€{1,2,...,t}. Seja

Agora, paracadai=1,...,r+sej=1,...,t, segue que

1=3i(1) = Bilg;.q; ") = Bilg)Bilg; ) < 1.Bi(q5)-

Portanto,
ou seja, fi(ea) < B, onde i=1,...,r+se B =InM. O]
Proposigao 4.1.15. Se j € {1,...,r + s — 1}, entdo existe a € K com 5 < N((a)) <1

tal que
Bi(a) > B, onde i=1,...,7r+s, comi#j.

Demonstragio. Se r + s = 1, nao ha nada para mostrar. Dessa forma, suponha que

1
r+s > 2. Pela Proposicaold.1.11} para B € Q,ondet =1,...,r+s,talque O < B < 2= B,
n > 0, segue que existe a € K tal que

B<ﬁi(a)<2%B, n>0, onde i=1,...,7r+s.

Ainda, pelo mesmo resultado, segue que

1 1
opn1 < Bila) < 21,;3"_17 onde j=1,...,r
(§
1 1 no .
2% B <BJ‘(“)<2;,;B 2, onde j=r+1,...,r+s—1
2 2 27 n
Assim,

Bi(a) > B, onde i=1,...,r+s, comi# j.
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1. Se je{l,...,r}, entdo

(a) (Bi(a)...Br(a)Br41(a)®. .. Bris(a)?) > BT

Bl s
= - = i > =,
g1 =5 = HA@" >3

2\s __
'287171 (B ) - 2Bn—1

1
() (Brla)- - Boa) (@ Brosla)?) < QRBY e (2EB)Ps =
2% Br+2s—1 Z"TABn—l r+s

_ . d;
ey T T A <1

Pela Proposicao [4.1.9] segue que

onde
L
Assim,
; < N((@) <1

2.8 j=r+1,....,r+s—1, entdao

(a) (ﬁl(a) s 5r(a)ﬂr+1(a)2 ce ﬁrJrS(CL)Q) > BT(BQ)S_I (25317122>2 = =
Bn—2 _ 1 r+s 15 i 1
g 3 7 L= 1@ =5

) (Gla)- . Fr(@eia(0 - rs0)?) < QEBY B (L)
2#37@-23—2 rts

_ _ d;

Novamente, pela Proposigao [.1.9] segue que

1
3 < N({a)) < 1.
Portanto, para 7 =1,...,r 4+ 5 — 1, segue que existe a € K com
1
3 < N({a)) <1
tal que

Bi(a) > B, onde i=1,...,r+s, comi# j,
0 que prova o resultado. O
Proposicao 4.1.16. Se j € {1,...,r+s— 1}, entdo existe uma unidade ¢; € Ox tal que

Bi(e;) <1, onde i=1,2,....r+s comi#j e [j(e)>1
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Demonstracao. Se r+s = 1 nao ha nada para provar. Dessa forma, suponha que r+s > 2.
Pela Proposicao [4.1.15] para cada 7 = 1,...,r + s — 1, segue que existe a € K com

1
5 < N({a)) < 1 tal que

1 < 1

Mas, pela Proposicao [4.1.14] segue que existe uma unidade ¢; € Ok tal que

Bi(a) > B, onde i=1,...,7r+s, comi#j=

Bi(eja) < B, onde i=1,...,7+s.
Assim, pela Proposicao [£.1.5 segue que

SLANII I SIS
Bi(e;) = Bi (a> = Bz(eja).ﬁi<a) < B.B =1,

e assim,
Bi(e;) <1, onde i=1,...,7r+s, comi# j.

Por fim, como ¢; ¢ uma unidade O, pelo Coroléario 4.1.10, segue que

r+s

i=1
Mas, o produto é 1 e para todo @ # j, f;(¢;) > 1, para i = j, B;(¢;) > 1. Logo,
Bile))" < (Bi(;))% = Bi(ey) > 1,
0 que prova a proposicao. ]

Defini¢ao 4.1.17. (Unidades Independentes) Seja K um corpo de ntmeros algé-
brico. Sejam €, ...,¢€,, onde k > 1, unidades de Og. As unidades €y, ..., ¢, sdo ditas
independentes se, e somente se,

etoegf=1=r=...=r,=0, (i, €Z, onde i=1,...,k).

No préximo resultado, mostramos que as unidades €1, ..., €151 construidas na Pro-
posicao [4.1.16|sao independentes.

Teorema 4.1.18. As unidades €y, . ..,€6..5 1 que satisfazem a Proposi¢cdo sG0 in-
dependentes.

Demonstracdo. Se r + s = 1 ndo hd o que mostrar. Assim, suponha que r + s > 2 e que

existem inteiros py, ..., pr+s_1, Nd0 todos nulos, tais que
r4+s—1
P _
11 e/ = 1. (4.11)
Jj=1
Além disso,
r+s—1
—Pi __
Il " =1
J=1
e assim, podemos substituir (p1,...,prrs—1) POr (—p1,..., —pPris—1), S€ necessario, para

garantir que ao menos um dos pq,...,pr4s-1 € positivo. Se necessario, renomeie cada
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unidade €1, ..., €451 de modo que py, ..., pg, (k> 1) sejam positivos e pri1,. -, Pris—1
sejam negativos A partir das valorizagoes f1, ..., 8, formamos o produto

p=ph. ..
e das restantes valorizacoes fBgi1, - .., Bris, formamos
d r+s
B =B B
Pelas Proposicoes e|d.1.5 para todo a,b € K, segue que

A1) =1
B(a)B(b) = B(ab) (4.12)
B'(a)p'(b) = f'(ab).

S

Pelo Corolario 4.1.10}, segue que
Ble)B'(e) =1,

uma vez que

r+s k r+s
L= [[8i()" = [18i(e)*. TI Bile)™ = B(e)B'(e) = B(e)B'(€) = 1.
i=1 i=1 i=k+1
Assim,
B(e) = B*(¢), paratodo €€ Ok. (4.13)

Ainda, para j = 1,...,k, segue que
d TS d T S PTO
B'(ej) = Bikit . B (6)) = Bt (e) - B (e) T B )
Agora, para j=k+1,...,r+ s — 1, segue que
Ble)) =B ... Z’“(ej) = B0(e) - B () T Be) < 1.
Agora, pelas Equacoes - e , segue que H’”“S ! pJ =1lep(1) =0 (1) =1. Dali,

r+s—1 r+s—1

1=p5(1)=p/( [[1 ) = 1:[1 Bej)”

Dessa forma, pela Equagao (4.13)), segue que

k r4+s—1 ‘
I8 ) . ] Be” =1
Jj=1 j=k+1

No entanto, todos os fatores do lado esquerdo sao menores ou iguais a 1 e os primeiros k
fatores sao estritamente menores do que 1. Portanto, todas as poténcias devem ser zero

e esta ¢ a condicao necessaria de serem unidades independentes, como queriamos. O]
Antes de apresentarmos o préximo resultado, para j =1,2,...,r + s — 2, seja
a; = /Bj(Ej). (414)

Dessa forma, pela Proposicao 4.1.16], segue que

a; >1, onde j=1,...,r+s—1 (4.15)
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Teorema 4.1.19. Se e € Ox com
Bu(e) <1, onde v=1,2,....,7r+s—1,

entao existem inteiros py, ..., Pris—1 tais que a unidade

_ P1 r+s—1
=€ ... 6y

satisfaz
1<By(n)<a,, onde v=1,....,r+s—1, e [s(n) <1

Demonstragao. Se r + s = 1, pelo Corolario segue que

Br—i—s (77)‘1”5 =1,

para toda unidade de Ok. Logo,
Brts (77) =1,

e assim, finalizamos esse caso. Para seguirmos, suponha r + s > 2 e fixe ¢ uma unidade
de Ok satisfazendo
Bu(€), onde v=1,2,...;r+s—1.

Consideramos todas unidades n de Ok da forma

n=ecrekz ef}':_’f,
comk,>0,v—1,....r+s—1ep,(n) <a,, onde v=1,...,7r+s—1. Note que € é
uma unidade que satisfaz a Equagao (4.15)). Para essas unidades, pela Proposicao |4.1.16],
segue que

r+s—1

ﬁrJrS("?) = BTJrS(EellCl e :iz i ﬁT‘+S H ﬁrJrs Ez S 5r+s(6>7

ou seja, todas as valorizagoes f5,(n), onde v =1,2,...,7 + s, sdo limitadas. Portanto,
pela Proposicao [1.1.8 segue que existe apenas uma quantidade finita de 1 satisfazendo
as hip6teses que definimos. Dentre esses finitos, escolhemos 7 tais que f,,4(n) é o menor.
Para esse n devemos ter

1<pBy(n), onde v=1,2,....,r+s—1,

uma vez que se para algum vy =1,...,r+ s — 1, entao
1> Buy(n),
eparav =1,2,...,r4+s—1, com v # vy, entao

Bv(%ﬁ) = 611(6110)511(77) < Bu(n) < ay;
Por outro lado, quando v = vy, segue que
5@0(%77) = Bvo (61)0)51)0 (77) < ﬁvo (600) < Ay
e para v = r + s, segue que
67“-&-5(611077) = 57‘-&-5(6@0)57"-1-8 (77) < 61“-4-8 (77)’

mas isso é um absurdo, uma vez que contradiz a minimalidade de 1. Portanto, n é tal
que 1 < B,(n) <ay,ondev=1,....,r+s—1e G4s(n) <1 O
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Corolario 4.1.20. Existe uma unidade

o r4+s—1
=€ ... €0k

com
1 < Bu(en), onde v=1,2,...;,r+s—1.
Demonstragao. Segue diretamente do Teorema [4.1.19] O

A seguir, vamos fazer o mesmo resultado, mas tirando a hipé6tese de que S,(€) < 1.

Teorema 4.1.21. Se € € Ok, entao existe inteiros Ty, ..., Tr1s—1 tais que a unidade

. sl Tr+s—1
TN=¢c€r - Crys1

satisfaz
1<B,(n) <a,, onde v=1,....r+s—1, e [Bis(n) <1.

Demonstragdo. O caso r + s = 1 segue analogamente como na prova do Teorema [4.1.19|
isto é,
r+s=1=>n=¢ COT@BHS(?])C[T*S =1= Bs(n) =1

Portanto, suponha r + s > 2. Seja € uma unidade de Ok. Seja

X = max 51}(6).

1<v<r+s—1

Pelo Corolario f.1.20] segue que existe uma unidade
€ =€ .. e € Ok
satisfazendo
1 < Bu(ep), onde v=1,2...;r+s—1.
Seja, também,

Y= min ().

1<v<r+4s—1

Logo, Y > 1, uma vez que todo f,(eg) > 1. Agora, devemos escolher k € N tal que

Y* > X = (min 3,(€))* > max 3, (e).

Assim, 8,(€)* > B,(¢), onde v=1,2,....,r+s—1=1> 5&()(6;‘ Portanto, a unidade
v\ €0
A = ey de Ok satisfaz
_ Bu(€)
() = By(eer®) = <1
ﬁ ( ) ﬁ ( 0 ) 6v(60>k

Dessa forma, as hipéteses do Teorema [4.1.21] sdo satisfeitas, e portanto, existem inteiros
Pl .-, Pris_1 tais que a unidade

_ P1 Pr+s—1
n=Ae’ ... 64T

satisfaz
1 <pBu(n) <v, onde v=1,2...;r+s—1
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Observe que

o —k p1 Pr4+s—1 __ T Tr4s—1
N=¢€€ € ... ] =€t 6T,
N~~~
A
com 7; = p; — koj;, uma vez que
—k _p1 Pr4+s—1 __ T Tr4s—1
€€ €1 .6l =€l 6T

S QM) = ()
(TR T ) = ()

= (e TN ) = ()

(r+s-1)
= ( —ko1+p1 —k0<7-+571)+pr+571) o ( 1 Tr+s—1)
€1 Cr(r4s—1) =& 1)
Comparando a poténcia de cada €, onde j = 1,2,...,r+s5—1, segue que —ko; +p; = 75,

isto é,
Tj = Pj — k’O’j.

Finalmente, como §,(n) > 1, parav =1,...,r + s — 1, pelo Corolario segue que

Br—i—s (n) S 1,

0 que prova o teorema O]

Teorema 4.1.22. Fxiste apenas uma quantidade finita de unidades 1y, ...,n, de Ok tais
que cada unidade € de Ok € da forma

. Pl Pr+s—1
€=Tj€1 - - €pg1

para algum j € {1,...,h} e alguns p1,..., pris—1 € Z.

Demonstragio. Pelo Teorema [1.1.21] segue que cada unidade ¢ de Ok pode ser expressa
da forma

_ T—1 Tr4+s—1
€E=TM€ .. Cys 1,
para inteiros 71, ..., T.4s_1 € alguma unidade 7 satisfazendo

Bu(n) <a,, onde v=1,2,....7r+s—1; e[ 1(n) <L

Dessa forma, pelo Corolario |4.1.8, segue que existe apenas uma quantidade finita de tal
n, digamos, 1y, ..., n,. Assim,

e = myelt .yt
para algum j € {1,...,h} e alguns inteiros py,..., pris_1- O

4.2 Teorema das unidades de Dirichlet

Para a demonstragdo do Teorema das Unidades de Dirichlet (Teorema , além
dos resultados da Secdo [4.1] precisamos de um teorema sobre decomposi¢ao de grupos
abelianos finitamente gerados. Como o Teorema [£.2.1] é o resultado mais importante
deste trabalho, é pertinente que os detalhes de sua demonstracao estejam bem detalhados.
Assim, foi feito o apéndice[A], onde apresentamos um pouco sobre decomposigao de grupos
abelianos finitamente gerados, e contém o Teorema fundamental dos grupos abelianos

finitamente gerados ((A.1.13]), resultado utilizado na demonstracao do Teorema m
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Teorema 4.2.1. (Teorema das Unidades de Dirichlet) Seja K um corpo de nime-
ros de grau n = r+2s, onde r € o numero de corpos conjugados reais de K e 2s o nimero
de corpos complezos conjugados de K. Assim, Ok contém r+s—1 unidades €1, . .., €45 1
tais que cada unidade de Ok pode ser escrita unicamente da forma

ni Npr4s—1
PEL -1

onde p € uma raiz da unidade em Ok e nq,...,Np1s_1 SGO Inteiros.

Demonstragio. Considere U(Ok) o grupo que contém todas as unidades de Og. Pelo
Teorema |4.1.22] segue que o grupo das unidades U(Ok) é gerado pelas seguintes unidades

€1y -5 €rqs—1,M15 -5 T,
isto é,
U(OK) = <61, ey Epgs—15M1, - 777h>-
Seja H o subgrupo de U(Ox) dado por
H = <61, e ,€r+8_1>.

Ainda, pelo Teorema [4.1.22] segue que existem h classes laterais de H em U(Ok). Logo,
o grupo U(Ok)/H tem ordem h. Dali,

e cU(Og)= (tH)h=H = ¢" € H.

Assim, para cada € € U(Ok), existem ay, ..., a,1s 1 € Z tais que
J a1 Ar4s—1
e =€t e
€H geradores de H
Sejam Aq,..., A, unidades de Ok, onde m > r 4+ s. Assim, para cada um desses \;
(i =1,...,m), segue que existem inteiros a;i, ..., a;r4s—1) € Z tais que

h _ a1 @1(r+s—1)
M =€ 6T

Mo = ey,
Considere o sistema homogéneo de (r+ s — 1) equagdes lineares inteiras com m incégnitas
Tiyeooym -
aj1xy + anTo + ... + Q1T = 0
A12X1 + 292 + ... + Q2T = 0
(4.16)
A1 (r45—1)T1 + A2(r4s—1)T2 + + .. + Ap(rg5—1) T = 0.

Como tomamos m > r + s, segue que m > r + s — 1. Logo, o sistema tem uma
solugdo (x1,...,2Tm) € Q™, com (xy,...,2,) # (0,...,0). Multiplicando cada z; pelo

minimo multiplo comum de denominadores de x4, ..., x,,, segue que podemos supor que
(X1, ..., Tp) € Z™. Assim,
hxy hx _ ail A1(r+s—1)\ha am1 Am(r+s—1)\hx
AT A = (€1 ey )M (e e )
o h(arizi+...4amizm, ) hai(rqs—1)T1+Fam(rps—1)Tm)
= (61 P 67"—‘,—8—1 )
uws o

0 —
€+ €rps1 = L.
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Isso prova que quaisquer m unidades de Og com m > r + s nao sdo independentes.
Portanto, nao existe mais do que r + s — 1 unidades independentes em Og. Mas, pelo
Teorema segue que as (r + s — 1) unidades €y, ..., €451 sdo independentes.

Agora, pelo Teorema Fundamental dos grupos abelianos finitamente gerados (Teorema
[A.1.13), segue que U(Ok) é o produto direto de grupos ciclicos, (r+ s — 1) dos quais tem
ordem infinita e os restantes tem ordem finita. A parte livre é HZ, e portanto, é infinito.
Os elementos de um grupo ciclico de ordem finita, porém, sao raizes da unidade. Dessa
forma, provamos que toda unidade de Ok pode ser expressa na forma nei’ ... 6,7, onde
n é uma raiz da unidade e cada z; é inteiro. Por fim, resta mostrar a unicidade, isto é,
que essa representacao é uinica. Suponha

r+s—1 yr+s 1
nevt et = Onelt et (4.17)
onde 7 e 6 sdo raizes da unidade e x;,y; € Z, com t=1,...,r+s— 1. Assim,
-1 _ y1i—= Yrts—1—Tris—1
no— =€ R ]

Como 7 e 6 sdo raizes da unidade, entdo nf~! também serd. Portanto, existe k € Z, tal
que

(no~") =

Isso implica que

€y1—x1 Yr4+s—1—Tr4s—1 — 1

1 s Sr4s—1 .
Mas, lembre que €1, ..., €., 1 sdo independentes, e pela definicao,
k(yl - 371) == k(yr+sfl - errsfl) = 0.
Logo,
Y1 =1, 3 Yr4s—1 = Tr4gs—1-

Substituindo no sistema (4.17)), segue que

xr+s 1 y’r-‘r? 1 TixYi 1 Tr4+s—1 __ xr1 xr+9 1
7761 R . | 0776 < Cpyed = ney - Epgs—1 = 661 . | = n= 0.
Assim, garantimos a unicidade e finalizamos a prova do teorema. O

4.3 Sistema de unidades fundamentais

Seja K um corpo de niimeros de grau n com 7 imersoes reais e 2s imersoes complexas,
de modo que n = r + 2s.

Definicao 4.3.1. Se €1,...,€6,45 1 sao r + s — 1 unidades de Ok tais que
€1y ey Epgs_i (4.18)
sao independentes e toda unidade ¢ de Ok pode ser expressa da forma
e =neft...e (4.19)

onde 7 é uma raiz da unidade em K, entao {ey,..., €15 1} é chamado sistema de uni-
dades fundamentais de Ox.
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Note que pelo Teorema das Unidades de Dirichlet podemos garantir a exis-
téncia, uma vez que Ok sempre ird possuir um sistema de unidades fundamentais para
qualquer corpo de niimeros K. Ainda, a representacao de uma unidade em termos
do sistema de unidades fundamentais é tnica pelo argumento final da demonstragao do
teorema.

Agora, encontremos os sistemas de unidades fundamentais para alguns casos. Se
r + s = 1, entao o sistema de unidades fundamentais é vazio, uma vez que iria conter
r+s—1=1—1=0 unidades. Logo, toda unidade de Ok é uma raiz da unidade. O
proximo teorema diz para quais corpos isso ocorre.

Teorema 4.3.2. Se K € um corpo de numeros algébrico, entdo toda unidade em Ok é
uma raiz da unidade se, e somente se, K = Q ou K é um corpo quadrdatico imagindrio.

Demonstragio. Seja KK um corpo de nimeros de grau n. Seja r o nimero de imersoes
reais de K e 2s o nimero de imersoes complexas, de modo que n = r + 2s. Pelo Teorema
das Unidades de Dirichlet, segue que uma unidade € em Ok é uma raiz da unidade p se,
e somente se,
e=pelt . et eor+s—1=0&r+s=1
=1

se, e somente se,

r=1e s=0 ou

r=0e s=1.

Ser=1es=0,entaon =1, e assim, K = Q. Agora,ser =0e s =1, entdo n = 2s = 2
e K é um corpo quadratico imaginario. O]

O Teorema é consistente com o que ja sabemos, isto é,
U(Ox) = U(Z) = {21)
e para m livre de quadrados e negativos, pelo(3.1.1

U(Og(ymy) = § {£1, £w, 202}, sem = —3;

{#£1}, caso contrario.

onde w é uma raiz cubica complexa da unidade.
Se r+ s = 2, entao o sistema de unidades fundamentais consiste em exatamente uma
unidade.

Corolario 4.3.3. Seja K um corpo de numeros com r + s = 2. O sistema de unidades
fundamentais é dado por {€} e, dessa forma, a unidade € € Ok é dita unidade fundamen-
tal.

Observe que no Capitulo |3 j4& vimos que os corpos quadraticos reais sao um caso
particular do coroldrio £.3.3. Mas o resultado acima é uma generalizagao. O Teorema
[4.3.4] fornece quais corpos possuem uma unidade fundamental.

Se € é uma unidade fundamental de Ok, entao toda unidade de Ok é expressa unica-
mente da forma ne*, onde n é uma raiz da unidade em Ok e k € Z. Mais ainda, sejam
€1 e €5 duas unidades fundamentais de Ok. Pela aplicacao do Teorema das Unidades de
Dirichlet, segue que €, = \é; ou €; = Aey ', para alguma raiz da unidade A em Ok.



Raizes da unidade contidas em Ok 118

Teorema 4.3.4. Se K é um corpo de nimeros, entao K possui uma unidade fundamental
se, e somente se, K é um corpo quadrdtico real, wm corpo cibico com exatamente uma
imersao real ou um corpo qudrtico totalmente imagindrio.

Demonstragdo. Seja K um corpo de nimeros de grau n. Sejam r o numero de imersoes
reais de K e 2s o niimero de imersoes complexas. Pelo Teorema , segue que U(Ok)
possui uma unidade fundamental se, e somente se, r + s = 2. Para este caso, 3 opgoes
podem ocorrerem.

l.r=2es=0=n=2= K éum corpo quadratico totalmente real.
2.r=1es=1=n=3= K éum corpo ciibico com apenas uma imersao real.
3.r=0es=2=n=4= K éum corpo quartico totalmente imaginario.

Com isso, o teorema estd provado. n

4.4 Raizes da unidade contidas em Ok

Os teoremas dessa secao fornecem informagoes sobre quais raizes da unidade podem
pertencer ao anel de inteiros Ok de um corpo de nimeros K. Lembre, primeiramente que,
pela Teoria de Galois, se & é uma raiz primitiva da unidade, entao

[Q(&) + Q] = o(k), (4.20)

onde ¢ é a funcao de Euler.

Para darmos continuidade, provamos alguns resultados elementares sobre a funcao ¢
de Euler que serao tteis para as demonstracoes dos teoremas dando informacoes sobre as
raizes da unidade em anéis de inteiros de um corpo de ntimeros algébrico.

Definicao 4.4.1. A funcdo ¢ : N\{0} — N\{0} que associa cada n € N\{0} ao nimero
de elementos de {k € N\{0} | 1 < k < n e mdc(k,n) = 1} é chamada funcao ¢ de
Euler.

Teorema 4.4.2. Se p ¢ um primo e k um inteiro positivo, entdo
k ko k-1 k 1
p(P")=p"—p" =p 1—]; :

Demonstragio. Como entre 1 e p* os tinicos elementos ndo primos com p* sdo

k—l)

p,2p,3p, ..., (P )p,

! nao primos com p. Portanto,

B 1
e(ph) =pF —pt =pF <1—>,

segue que existem pF~

0 que prova o teorema. ]

Corolario 4.4.3. p é um primo se, e somente se, o(p) =p — 1.
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Demonstragao. Seja p um primo. Como de 1 a p o Unico elemento nao primo com p é o
proprio p, segue que ¢(p) = p — 1. Reciprocamente, se p ndo é um primo, entdo p teria
pelo menos um divisor d tal que 1 < d < p. Assim, no minimo dois inteiros entre 1 e p
nao seriam primos com p. Portanto, ¢(p) < p — 2, o que é uma contradigao. Assim, p é
um primo. O

Proposicao 4.4.4. Se m e n sdo numeros naturais nao nulos e primos entre si, entao
e(mn) = o(m)p(n), ou seja, a funcao ¢ de Euler é multiplicativa.

Demonstragao. Seja a seguinte tabela formada por todos os naturais de 1 a mn

1 2 3 h ... 1
n+1 n+2 n+3 n-+h ... 2n
2n-+1 2n-+2 2n-+3 2n+h ... 3n
(m-1)n+1 (m-1)n+2 (m-1)n+3 .. (m-1)n+h .. mn

Como mdc(gn + h,n) = mdc(h,n), segue que os inteiros da h-ésima coluna sdo primos
com n se, e somente se, h é primo com n. Mas, na primeira linha o niimero de inteiros
que sdo primos com n é p(n), e deste modo, existem somente ¢(n) colunas formadas com
inteiros que sdo primos com n. Por outro lado, em cada uma dessas ¢(n) colunas existem
¢(m) elementos que sdo primos com m. Assim, o nimero total de inteiros que s@o primos
com n e com m, ou seja, o nimero de primos com mn é exatamente p(m)p(n), ou seja,

p(mn) = ¢(m)e(n),
0 que prova 0 proposicao. L]
Teorema 4.4.5. Sen > 1 é um inteiro cuja decomposicao em primos é n = plflp]§2 phr

; N R N 6
entao p(n) = (1 p1> (1 p2>...<1 pr>.

Demonstragao. Pelo Teorema 4.4.2 segue que

p(pi*) = pi’ (1 - 1) :

Di

Como ¢ é multiplicativa, segue que

on) = ppi)eh?). . plpk) = bl (1 - ;) 4 (1 ) 1) o <1 ) 1>

1 1 1
e (D) (- 1) (1)
p1 D2 Pr
R ORET)
P1 P2 Pr

0 que prova o teorema. O
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Observacao 4.4.6. Uma maneira equivalente de escrever a expressao do Teorema 4.4.5[¢é
(k) =pP . opEYpy — 1) ... (p. — 1). Nos resultados, a seguir, usamos a que for mais

conveniente.

Usando as propriedades da funcdo de Euler juntamente com as decomposi¢oes de
poténcias de primos de inteiros positivos até 45, a seguir apresentamos os valores de ¢(k),
para k=1,...,45.

k [1 234567 [8[910[11[12][13[14[15
ok) | T [ 122426 46410412638

k 16 [ 17|18 |19 |20 | 21 |22 |23 |24 |25 (26|27 |28 |29 30
ek) | 8 |16 6 | 18| 8 |12|10(22| 8 |20 | 12|18 12|28 | 8

k 3132333435 36|37|38[39|40 |41 |42 |43 |44 45
w(k) 13016 20|16 |24 |12 |36 |18 |24 |16 |40 |12 42|20 |24

Tabela 4.1: Valores da func¢ao de Euler ¢(k) para k < 45.
Proposicao 4.4.7. Se n é um inteiro positivo, entdo

e(n) = \/Z

Demonstragdo. Se p é um primo impar e k£ é um inteiro positivo, entao

1
p_12p§7 se k =
p(") = k—1 k—1
PP —1)>p

—_

I

%
<
[02]
@)
oyl
v
[\]

Assim,

p(p") = \/p".
Logo, se n ¢ um inteiro positivo impar, como ¢ é multiplicativa, segue que
p(n) = Vn.

Seja m um inteiro positivo. Seja m = 2%n, onde a é um inteiro nao negativo e n é um
inteiro positivo impar. Se « = 0 ou a = 1, entao

Se a > 2, entao

o

p(m) = 2°"p(n) > 2%3p(n) > 23 y/n = V/m.
Dessa forma,
w(m) > \/Z, para todo n >0, n€Z,
0 que prova a proposicao. ]

Proposigao 4.4.8. Seja n um inteiro positivo. Se (k) < n, entio k < 2n?.
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Demonstragio. Pela Proposigao [£.4.7] segue que

k 1
\/7§go(k;)§n:>2§n2:>k§2n27

0 que prova a proposicao. ]
Proposicao 4.4.9. ¢(k) =1 se, e somente se, k=1 ou k = 2.

Demonstragao. Pela Proposigao 14.4.8, segue que (k) = 1=k <212 =1=k =
1 ou k = 2. Conferindo a Tabeld4.4] vemos que ambos valores satisfazem (k) =1. [

Proposicao 4.4.10. p(k) = 2 se, e somente se, k = 3,4,6.

Demonstragio. Pela Proposigaol4.4.8] segue que p(k) = 2 = [ < 2.2 = 8. Assim, existem
8 opgoes para k. Entretanto, conferindo a Tabelad.4] obtemos os seguintes valores:

o(k) [1]1[2]214[2]64

Logo, ¢(k) =2 < k = 3,4,6. O
Proposicao 4.4.11. p(k) =4 se, e somente se, k =5,8,10,12.

Demonstragio. Pela Proposicao segue que ¢(k) =4 = k < 2.4% = 2.16 = 32. Mais
uma vez, conferimos os valores de k < 32 na Tabelad.4] Agora, o resultado segue do fato
de que p(k) =4, para k =5,8,10, 12. O]

Proposicao 4.4.12. Se n > 3, entdo p(n) € par.

Demonstracio. Se n > 3, entdo existe um primo p impar dividindo n ou n = 2% com
a > 2. No primeiro caso, n = p®.ny, onde 8 > 1 e n; nao é divisivel por p. Assim,

p(n) =p" " (p—1).0(m) = 0 (mod 2),
uma vez que 2|p — 1. No segundo caso,
o(n) =2"1=0(mod2), onde a >2.

Portanto,
n>3= ¢(n) =2k com k>1,

0 que prova a proposicao. L]

Agora, usando os resultados anteriores, mostramos que o anel de inteiros de um corpo
de niimeros contém apenas uma quantidade finita de raizes da unidade.

Teorema 4.4.13. Se K é um corpo de numeros, entdo Og contém apenas uma quantidade
finita de raizes da unidade.
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Demonstragio. Considere [K : Q] = n. Se &, é uma raiz k-ésima primitiva da unidade em
Ok, entao &, € K, e portanto,

Q(&) C K.
Logo,
[Q(&) : K] < [K: Q)
isto é, p(k) < n. Pela Proposicao segue que k € {1,2,...,2n?}. Portanto, existe
apenas uma quantidade finita de raizes &, da unidade em Ok. O

Se K tem grau impar, entao podemos dizer exatamente quais raizes da unidade estao
em Ok.

Teorema 4.4.14. Se K é um corpo de numeros de grau impar n, entdo as unicas raizes
da unidade em Ok sdo *1.

Demonstragio. Se &, uma raiz k-ésima primitiva da unidade em Ok, entao Q(&) C K,
e portanto, [Q(&) : K] | [K : Q], isto é, ¢(k)|n. Como n é impar, segue que ¢(k) também
é fmpar. Assim, pela Proposigao [£.4.12] segue que k < 2, isto é, k = 1 ou k = 2. Desse
modo, & =1 e & = —1 pertencem a Ok. ]

Corolario 4.4.15. As unicas raizes da unidade no anel de inteiros de um corpo cubico
sao £1.

Demonstragao. Tomando n = 3 no Teorema [4.4.14} segue o resultado. O

Agora, analisamos quando n é par. Nestes casos, a situacao é mais complexa. Neste
trabalho, apenas determinamos as raizes da unidade no anel de inteiros de um corpo
quadratico.

Teorema 4.4.16. Se K é um corpo quadrdtico, entdo as unicas possibilidades de raizes
da unidade # +1 em Ok sdo

637 547 557 567 687 5107 512
e suas poténcias. Mais precisamente,

& e O & KCQHW-3),
& €O & KCQW-1),

(
(

& € Og & K =Q(/—10 — 2/5),
(

£6€OK<:>KCQ\/_3),

& €O & K=Q(/V2,vV-1),

€10 € Og & K= Q(y/—10 — 2v/5),

€0k & K= Q(\/ V3, \/—_1)

Demonstragio. Se &, é uma k-ésima raiz primitiva da unidade em Ok, entdao Q(&) C

= [Q(&): QI[K: Q] = [K: Q] =4 = [Q(&) : Q] = (k)[4 = ¢(k) = 1,2,3 ou 4.
Pelas Proposigoes [4.4.9, 4.4.10] e [4.4.11] segue as seguintes opg¢oes para k:

'_l

&

k= 1,2 .3,46 ou 5,8,10,12.
~N—~ = ——

(k)=1 ¢(k)=2 p(k)=4
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Dessa forma, as tinicas possiveis raizes da unidade em Ok sao §;, onde: = 1,2, 3,4, 5,6, 8,10, 12,
e suas poténcias. Quando ¢(k) = 1, obtemos &; e &, e ja sabemos que & =1 e & = —1.
Como queremos os valores diferentes desses, analisamos as outras possibilidades. Lembre
primeiramente que, para uma raiz k-ésima da unidade,

szl{:)gk:e%:i:cos<2;)+isen<2]:).

Tendo isso em vista, vejamos para cada indice restante.

1. Se k = 3, entao

e assim,

Portanto, { € Ok < K C Q(xi3) = Q(v/—3).
2. Se k = 4, entao

= oo () in () = 5 en (5) =
4 =€ = COS | — 1sen\ — | = CosHA < sen |\ — | =1,
4 4 2 2

e assim,

Portanto, £, € Ox < K C Q(zi4) = Q(v/—1).
3. Se k = 6, entao

mi 2 2 1 3
=¥ oo () ion () =0 () o (5) =3 0.
e assim,

Portanto, & € Ok < K C Q(&) = Q(v/-3).

Assim, fechamos as possibilidades para ¢(k) = 2; Por fim, vejamos para ¢(k) = 4.

1. Se k =5, entao

& = s = cos (2—“> +isen (%’T) = *12\/5 + i@g

= 1(v6—1+iy/10 — 2V/5),
e assim, Q(&) = Q(y/—10 — 2/5). Logo,

& € Ox & K C Q&) =Q(V-10 — 2V5).

Mas, note que [Q(& : Q] = ¢(k) = ¢(b) = 4 = [K:QJ. Dessa forma, K =
Q(v/—10 — 2v/5).
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2. Se k =8, entao

2mi T ) T 2 V2
o= e —cos () #iven (7) = 5 +i5

e assim,

Q(&) = Q(V2,v-1).
Portanto, & € O < K € Q(§) A= R = Q(v-2).

3. Se k =10, entao

- T T \/5+1+,\/10+2\/3
1

§lp=¢e10 = cosg + iseng = 1 ,

e assim,
Qléw) = Q (V-10-2v5).
Mas, [Q(&) : Q] = [K: Q] =n.
Portanto, &1 € Ox < K € Q(zirs) < K = Q (W) .

4. Se k =12, entao
271 3 1
b1z = 6% - @ asen @ - { iy

e assim,

@(512) = Q(\/g, _1)-
Portanto, &5 € Ox < K € Q(&12) & Q(€12) = Q(v3, —1),

0 que prova o teorema. O]

Exemplo 4.4.17. Existe uma quantidade infinita de corpos quadraticos K tal que & €
Ok. Considere
P={2,3,5,711,13,17,.. .},

o conjunto dos nimeros primos. Ja é sabido que existem infinitos nimeros primos, e
portanto, IP é infinito. Ainda, para p € P, considere

K, = Q(\/__L \/1_7)

Assim,
K, : Q] =4, paratodo peP.

Mais ainda, os tinicos subcorpos quadréticos de K,,, onde p € P, sao

QV=1),Qp) e QV-p).

Considere, agora, p,q € P tal que p # ¢. Assim, Q(,/q) ¢ um subcorpo quadratico de K,
mas nao de K, uma vez que Q(,/q) # Q(v—1),Q(/p), Q(/=p). Portanto, K, # K,.

Como P ¢ infinito, segue que {K, | p € P} é conjunto infinito de corpos quadraticos
distintos, onde todos contém K, pelo Teorema |4.4.16|
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Exemplo 4.4.18. Existe uma quantidade infinita de corpos quadraticos K tal que as
unicas raizes da unidade dos seus anéis de inteiros Ok é 1. Considere

Py = {3,7,11,19,23,31,...}

o conjunto dos nimeros primos p tal que p = 3(mod 4). Para todo p € P, sejam

op=y14+p e K, =Q(0,).

Assim, 0, é uma raiz do polinémio
fol@) =2 —22° + (1 —p) € Z|x].

Como 2|(1—p), para todo p € P54, segue que f,(x) é irredutivel em Z [z] pelo critério de
Eisenstein para p = 2. Desse modo, f, ¢ o polindmio minimal de o, sobre Q, e portanto,
K, : Q] =4. Se q € P34 ¢ tal que p # g, ¢é facil ver que /g ¢ K,,. Mas, ,/q € K, e assim,
K, # K,. Consequentemente, como hd infinitos niimeros primos tais que p = 3(mod 4),
o conjunto {K, | p € P34} possui infinitos corpos quadraticos. Ainda, como K, C R,
nenhuma das raizes da unidade &, k € {3,4,5,6,8,10, 12}, pertence a Og. Assim, pelo
Teorema as Unicas raizes da unidade em Ok sao %1.

4.5 Unidades em corpos cubicos

Seja K um corpo cubico com apenas uma imersao real. Para analisarmos as Unidades
em Corpos Cubicos, vamos relembrar alguns resultados. Pelo Teorema [4.3.4] sabemos
que K possui uma unidade fundamental n. Suponha ainda que K é um corpo totalmente
real, entdo nesse caso 7 € R. Pelo Teorema [£.4.14] as tnicas raizes da unidade de K sdo
+1. Consequentemente, as tnicas unidades fundamentais sdao £n e £n~!. Exatamente
uma dessas unidades é maior que 1. Portanto, K possui uma tnica unidade fundamental
n > 1.

Vamos determinar tal unidade 7 para quando K = Q(4/2) e quando K = Q({/3). A
ferramenta principal desta segao serd o Teorema[4.5.3], que fornece um limite inferior para
a unidade fundamental em termos do discriminante do corpo K. Para a demonstracao
desse resultado, precisamos de algumas desigualdades que sao provadas como Lemas a
seguir.

Lema 4.5.1. Sex € R e 0§ € K, entao
sen? f(x — 2cos)? < 2° + 4.
Demonstragio. Para todo 0 € R, segue que
1 —sen?fcos?f —sen? @ = 1 — sen? f(cos? 0 + sen? §) = 1 — sen® § = cos® 0 > 0.
Para a igualdade, devemos ter:
cos?(6) = 0 < 0 = (2k + 1)%, ke

Portanto, para todo x € R e todo 6 € R, segue que

(zcos + 2sen?0)? + 4 (1 — sen’ f cos® — sen” §) > 0. (4.21)

cos2 6

Substituindo 0 = (2k + 1)%, com k € Z, segue que
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Expandindo o quadrado da Equa(;ao 1 1)), segue que

[(z cos6)? + 2.(x. cos 0)(2.sen? 0) + (2sen? 0)?] + [4 — 4sen? § cos? @ — 4sen 4]
= 22 cos? 0 + 4z sen? 0 cos O + 4ser™ @ + 4 — 4sen? § cos? § — Aserrt 0
= 2% cos? 0 + (4dzsen® G cos ) + 4 — (4sen® f cos* ) > 0

se, e somente se,

2% cos® 0 + 4 > —4x sen® f cos § + 4sen” 6 cos® 6. (4.22)

Se z%sen®# > 0, entao podemos somar esse valor em ambos lados da desigualdade (4.21])
sem alterd-la. Assim,

z?sen? § — 4z sen? 0 cos 0 + 4sen? O cos? §) < x?sen?§ + z? cos? 6 + 4 =
z?(sen? 0s” 0) %1— 4 =2*+4.
Por outro lado,
sen? O(x — 2cos0)? = sen? O(z* — 4z cos § + 4 cos? 0)
= z?sen?§ — 4z sen® 0 cos O + 4sen? f cos? 6 < 2% + 4.
Portanto, para todo = € R, segue que sen?§(x — 2 cos0)? < 2% + 4. [l

Lema 4.5.2. Se x > 33, entao

(50 - (2-) = (&) -2mew) - () 202+ ()

_ ($>2_6JI+9_<$)2+151’_225
n ' 8 2°8 16

120 150 144225
16 16 16 16

G S Sy
16 16 4\4 4 )
Se x = 33, entao
3/33 27 36 18
ERKIREE S
4\ 4 4 44 16 8

Assim, suponha que z > 33. Dali,



Unidades em corpos ctibicos 127

Portanto, segue a desigualdade desejada para todo x > 33. O]

Os Lemas e fornecem ferramentas para provar o Teorema principal desta
secdo, que sera enunciado a seguir.

Teorema 4.5.3. Seja K um corpo ciubico real com duas imersoes complexas. Seja n > 1
a unidade fundamental de Ok. Se |d(K)| > 33, entdo
g |d(k)| —27
> —.
1 g
if

Demonstragio. Seja n a unidade fundamental de Ok. Considere pe, pe=* os conjugados

de n, onde p € R,. Como 1 é uma unidade, segue que
N(n) = =+1.

Mas, pela defini¢do de norma de um elemento (Definigao [2.3.17)), segue que é calculada
pelo produto do elemento com seus conjugados. Logo,

1
N(n) = n.pe? pe™ = +1 & np2§§@ np® = 1.

Como 1 > 1 e p* > 0, segue que

np* =1
Assim,
1 -2
n=-—5=pr
2
Agora, vejamos qual é o determinante de 7, ou seja,
1 |
D(n) = D(L,n,n*) =1 pe?  p*e**
1 pe® ple=20

Para facilitar a conta, vamos fazer primeiramente apenas o calculo do determinante. Subs-
tituindo n por p?, segue que

D(m) =1 pe?  pe*”
1 pe—ze p26 240
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Por ser conveniente, vamos subtrair a primeira linha da segunda e terceira linha do de-
terminante, e assim,

1 p72 p74
0 2 2210 -4
D(n) = |V pe"—p7 plet—p

1 pem® — p=2 p2e=20 _ p=4
= (pe? — p~2)(pRe 20 — p=4) — (pe~if — p?)(p2eif — p~4)
= pBeif=20 _ pl-dgid _ 22,210 4 524 3o—ib42i0 4 =3-i0 4 (20 _ =6
_ p3€—i0 . p—3ei9 — 20 +p76— p3ei9 + p—36—i9 + o210 _}976
= pe=® — i) 4+ (—e 20 4 20) 4 p=3(—¢if 4+ e7if)
= —p3(e? — i) + (ei(e) _ 64(29)) 4 p3(—eif 4 e710) — p3(eif — o0,

Usamos agora uma igualdade muito conhecida, a férmula de Euler,

0 —
Sen %

Voltando de onde paramos no célculo do determinante,
—p3(2isen 0) + (2isen(26)) — p~3(2isen b))
= —p3(2isen ) + (2i(2senfcosf)) — p~3(2isen §)
= —2isenf(p® + p~3 — 2cos ).

Tendo isso calculado, voltamos no calculo do discriminante de 7, ou seja,

I |
D) = 1 peié pZeQi? = (=2isenf(p® + p=3 — 2cosh))?
1 pe—ZG p2e—219

= (=2i)%sen?0(p® + p~3 — 2cos0)* = —4sen?(p> + p~> — 2 cos 0)?.

Pelo Lema |4.5.1] segue que

ID(n)| = 4. |sen®0((p* + p~°) =2cos0)*| <4[(p*+p~°)* +4]
~—_——
eR
1
— A+ 2B+ p O +4) = 45 + p O +6) = A(P +* +6),
e assim,

ID(n)| < 4(° + 17> + 6) (4.23)

Pela Proposicao [2.5.21] se K é um corpo algébrico de grau n e Ay,..., A\, € Ok sado tais
que D(Ay, ..., \,) # 0, entado
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[d(K)[ < [D(Ag, .., A

Como K é corpo cuibico, segue que

|d(K)| < |D(«, 8,7)|, para quaisquer a, 3,7 € Ok, com D(a, 3,7) # 0.

Assim, em particular, para 1,7, n* € Ok, segue que
E) )
AE)| < D) = D) 2 4l 4070+ 6)

d(K
)| < Al = 6) o 40 1L

4
Note que
0 = 7' =1 —1+1=21"—’(n") —n’(n~°) +1
= "=’ +n7?)+ 1= -1 <’d(le)’ —6) +1>0.
Completando quadrados, segue que
(n3)2—2<|d(£©|— >n3+ <’d(8K)|—3>2— (@—3)2+1>0

(o (4
(o) (2

Como por hipétese |d(K)| > 33, segue que podemos aplicar o Lema [4.5.2] Assim,

() (457
773,,_<|d(;1<)|_ >‘> d(K)| 15 KL

[d(K)| 15 |[d(K)| 15
Sen3—<’d()|—3><0,ent50<|d(8)‘— >_n3>‘d()‘_5,ouseja,

=

8 4
8 8 4
d d 15
LI P

8 4

3 3
=>—773+1>0=>1>773

3
=>n < \3/; ~ 0.9085602964 < 1.

Mas, isso é um absurdo, uma vez que n > 1. Dessa forma,

773—<|d(8K)’— )20,
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ou seja,
5 |d(K)] dE)| 15 5 [dE)| JdK)] 15 [dK)| 27 |d(K)| —27
A P e B T el B
U e 17 1 1 1
Assim,
d(K)| — 27
> I
0 que prova o teorema. O

A seguir, usamos o Teorema para determinar a unidade fundamental n > 1 do
anel de inteiros de K = Q(v/2).

Teorema 4.5.4. A unidade fundamental n > 1 de Ogaq) € (1+ (V2) + (V2)?).

Demonstragio. Seja a = /2 ¢ K = Q(a). Pelo Teorema [2.4.10, segue que o anel de
inteiros de K é dado por
Ok =7Z + Za + Za>.

e o discriminante de K foi calculado no Exemplo [2.5.18, Assim,
d(K) = —108.

Para K = Q(+/2), segue que n = 3, 7 = 1 e s = 1. Assim, pelo Teorema e Corolario
[4.4.15] segue que K possui uma tnica unidade fundamental > 1. Agora, mostramos que

n=1+a+a’

Para isso, seja u = 1 + a + o? € Og. Como a = /2, segue que 0 < a < 2. Além disso,
73 = 343 < 400 = 202, e assim,

l<u<l4+2+4=7<20%5
—_———
1+a+a?

Mais ainda, v ¢ uma unidade de Ok, uma vez que

» 1 1 1 1+a 1+a
u —= _ = = . —=
u l+a+a? (I4+a+a?) —1+a (1+a+a?)

= — = =-1 € Ox = u ! e O.
1tad 142 racetk=u K

Como |d(K)| = 108 > 33, pelo Teorema 4.5.3| segue que
s ld®)[ —27 10827 _ 81

— =2 20)*/3.
1 1 1 0=n> (20)

Portanto,
1<u<n’ (4.24)

Como 7 é unidade fundamental de Ok e as tunicas raizes da unidade de Ok sao +1
(Corolario [4.4.15)), pelo Teorema das Unidades de Dirichlet segue que

u = +n*, para algum k € Z. (4.25)
Como n > 1, segue que
u=1",
pela Equagao [£.24] Além disso, deduzimos também que k = 1, ou seja, u = 7). Portanto,
n=1+a+a’>=1+(V2)+ (¥2)> O
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No proximo teorema determinamos de maneira similar qual a unidade fundamental

n > 1 do anel de inteiros de K = Q(v/3).
Teorema 4.5.5. A unidade fundamental de Oy g ¢ 4+ 3(V/3) +2(V/3)%.

Demonstragio. Considere o = v/3 ¢ K = Q(a). Pelo Teorema [2.4.10} segue que o anel de
inteiros de K é dado por
Ox = Z + Z(a) + Z(a)?.

Além disso, pelo Exemplo [2.5.19]
d(K) = —243.
Ainda, para K = Q(v/3), n =3, r = 1 e s = 1, pelo Teorema e Corolario |4.4.15),

segue que Ok possui uma unica unidade fundamental > 1. Mostramos que

n =4+ 3a + 2a°.

3
Seja u =4 + 3a + 202 € Og. Como a = /3, segue que 0 < a < 57 € assim,

2
O<u<4+3(2)+2(2> = 13.

Agora, mostramos que u é uma unidade de Ok. Para isso, precisamos encontrar r, s,t € Z
tais que
(4 + 3a+2a%)(r + sa + ta?) = 1.

Agora,
(4 + 3a + 2a2)(r + sa + ta?) (426
4.26
= 4r + 4sa + 4ta? + 3ar + 3sa? + 3ta® + 2ra? + 2sa® + 2ta’.

Como
o = (V3P =3 e o' = (V3P(VE) = 3a.

e substituindo na Equagéo [4.26] segue que

2 2 3 2 3 4
dr + 4sa + 4ta” + 3ar + 3sa —i—3t\o;’_/+2ra —1—25%/—1-%%4/

= Ar + 4dsa + 4ta® + 3ar + 3sa® + 9t + 2ra® + 6s + 6ta
= (4r + 6t + 9t) + (3r + 4s + 6t)a + (2r + 3s + 4t)a’.

Nosso objetivo é encontrar essa expressao igual 1, ou seja,
(4r + 6t + 9t) + (3r + 4s + 6t)a + (2r + 35 + 4t)a® = 1.
Pela igualdade de polinémios, segue que

dr+6t+9t =1
3r+4s+6t=0
2r +3s + 4t = 0.

Resolvendo o sistema linear por matrizes, segue que
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3046 s = fol = [0 5 —3||s| = |2,
ou seja,

1 1

Tt =_C

2 2 -1

1 3 3 N o
—=s=—-—(—=.1)= =
=1 (5) =0 g,

4s=1—-6.0—-9.1= -8

Dessa forma,

1
ta? =—-2+0 lale —— = -2 2 € O.
r+ sa+ ta + 0a + 1o e4—|—3a—|—2042 +« K

Portanto, 4 + 3a + 2a? € U(Ok). Pelo Teorema m segue que

d(K)| —27 243 -27
4 N 4 -

n* >

o4.

Assim,
(n°)? > (54)* & n° > 2916 > 2744 = 14° = n* > 14.

Dessa forma, acabamos de mostrar que
1 <u<n’
Analogamente a prova do Teorema [4.5.4] deduzimos que u = 7, como queriamos. O

A seguir, apresentamos a Tabelacom as unidades fundamentais n > 1 para alguns
corpos cubicos puros, isto é, Q(/m), com m € N que ndo é um cubo perfeito.

Unidade Fundamental n > 1 de Q(/m)
1+ (V2) + (V/2)?

4+ 3(V3) +2(V3)*

41 + 24(/5) + 14(+/5)?

109 + 60(v/6) + 33(+/6)?
44 2(V7) + (V7)*

89 + 40(+/11) + 18(v/11)?

55 + 24(v/12) + 21(3/12)%/2

= =
SliE o o|w| o] 3

Tabela 4.2: Unidade fundamental em corpos cibicos puros Q(/m)

Alguns valores de Unidade Fundamental se repetem, como nos seguintes corpos

Q(V4) = Q(V2), Q(V9) = Q(V/3), Q(V16) = Q(V/2), Q(V18) = Q(V12).
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A seguir, vamos apresentar na Tabela [4.3] a unidade fundamental dos primeiros 30
corpos ciibicos K com exatamente uma imersao real. Estes corpos estdo organizados
em ordem crescente pelo valor de seus discriminantes |d(K)|, que estao variando entre
—268 < d(K) < 0. Essas unidades podem ser verificadas de maneira similar aos exemplos
anteriores.

d(K) K =Q(9) Unidade Fundamental
-23 a2 —1 0 + 62
-31 a2 —x?—1 0

44 | -2 —r—1 0

-59 23+ 2r—1 2+ 6?
-76 3 —2x —2 1+6
-83 -+ r—2 1+6
87 | P+t +20 -1 2+ 0+ 0
-104 Ay ) 1460+ 62
-107 | 2 — 2?2 + 32z —2 3+ 62
-108 x® —2 146+ 6?
-116 a3 —x? —2 1+60+6°
-135 2 —3r—1 34+ 62
139 | a2 3+ 20 + 62
-140 23 4 20 — 2 340462
-152 | 2® — 2?2 + 22— 2 1+60+0°
172 | 42— -3 2+ 20 + 02
175 | 2 —2? + 22— 3 2+ 6?
2199 | 23 — 22 4+ 42 —1 4—60+6°
2200 | 23 4+ 22+ 20— 2 9+ 50 + 362
204 | 23—+ -3 446+ 26?
-211 2 — 22 —3 2+ 20+ 6°
212 | a? —2? +4x —2 15 — 20 + 467
-216 23 — 3 — 2 17 + 360 + 56°
-231 3+ x* -3 2+ 20 + 02
-239 2 —x—3 2+ 20 + 6?
-243 % —3 4+ 360 + 262
244 | 2P +2? —4x —6 5+ 66 + 262
=247 24+ —3 240+ 6°
-255 x> — 2% —3 2+ 0+ 6°
-268 | 2® 4+ 22 —3x -5 3430+ 62

Tabela 4.3: Unidade fundamental de corpos ciibicos com apenas uma imersao real

Até agora analisamos as unidades de corpos clibicos com apenas uma imersao real.
Ja vimos que nesse caso, a unidade fundamental é tnica. Por outro lado, em corpos
clibicos com trés imersdes reais (corpos totalmente reais), obtemos um sistema de unidades
fundamentais {e;, €2} de Ok.

Para vermos um exemplo de como podemos determinar o sistema de unidades fun-
damentais para Ok, K = Q(f) € R, usamos o auxilio de uma tabela que contém o
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sistema de unidades fundamentais para os primeiros trinta corpos ciibicos K = Q(0) € R,
organizados em ordem crescente pelos seus discriminantes |d(K)].

d(K) K =Q(0) €1 €2

49 2+t —2r -1 —1+60+ 62 2 — 62
81 2 —3r—1 2402 —0

148 | 23+ 22 32 —1 0 2—6?
169 | 23 — 2?2 —4x—1 2+ 20 — 6? —0
229 2 —dr—1 0 246
257 > —bxr — 3 440 — 6 5+60— 62
316 | 2 +a% — 4z —2 —3+0+0° —5+0+0°
321 | 2® + 2% —4x —1 —0 —1+ 20 + 62
361 | 23 +a22—62—7 4460 — 62 5 — 62
404 | 23— 2 =5 —1 —0 1—60—06°
469 | 23+ 2% —bxr —4 —-1-40 —1+20 + 62
473 3 — b -1-40 —-2—-0
564 | 2%+ 2% —5x —3 —24+6 —1—-60+86°
568 | 2% — % — 6z — 2 —5—0+60° | —7—40 + 20
621 3 — 6z — 3 —-2—-10 1+260
697 | 23— 2?2 —8x—5 6 4 20 — 62 7+ 20 — 62
733 | 2+ 2% —Tr—38 1+6 -5 —20
756 3 —6x — 2 5—6° 1146 — 26
761 | 2® —a2? —62x —1 [ 2460
785 | 2*+ 22 —6x—5 1+46 —4 40 + 62
788 | 2P —a? —Tr —3 240 —1—20
837 > — 6 —1 —0 —3 — 60 — 267
892 | x° + 22 — 8x — 10 3+60—06° 1+ 30 + 6?
940 2 —Tr —4 —11 — 26 + 262 —34+0+06°
961 | 23 +2° —10x —8 | —1+ 20 + 267 3+ 460 — 20?
985 | 23+ 2% —6x—1 0 —24+6
993 | 23+ 2% —62—3 5—60—6° 5—6?
1016 | 22 + 2% — 6x — 2 7T—0—6° —11—-0+6?
1076 2> —8x —6 1+60 —7— 360
1101 |23+ 22 =92 — 12| 5+4+20—0% | =7 — 40 + 26°

Tabela 4.4: Sistema de unidades fundamentais de corpos ciibicos totalmente reais

Exemplo 4.5.6. Considere o polindmio ¢(z) = z* — 4z + 2 € Z [z]. Observe que ¢(z) é
irredutivel sobre Z pelo critério de Eisenstein para o primo p = 2. Dessa forma, K = Q(6),
onde 63 — 40 + 2 = 0, é um corpo ctibico. O discriminante de ¢(z) = 2* — 4z + 2 é dado

por

—4(—4) — 2+ (2)* = 148 = 2%.37,

ou seja, K tem trés imersoes reais uma vez que, D(p) > 0. Mais ainda, pela fatoragao do
discriminante do polinémio, obtemos duas possibilidades para o discriminante do corpo,

d(K) = 148 ou 37.
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Mas, pela Tabela4.4] o menor discriminante de um corpo ctbico com trés imersoes reais é
49. Portanto, d(K) > 49 = d(K) = 148. Logo, K deve ser o terceiro corpo listado, isto é,

K = Q(¢), com ¢* +¢* =3¢ — 1 =0.

Note que podemos relacionar # com ¢ através da relagao

uma vez que se ¢ é raiz de f(z) = 23+ 2% —3xr — 1 e 0 é raiz de g(z) = 2® — 4z + 2, entdo

O =

é raiz de f(z), uma vez que

1 1 3 1 2 1
=) = =9) +(=9) —2(=)
! 1 1
B RS R (Y

1+ (0—1)—3(060-1)2—(0—1)
0 —1)
1460 —-1—-36024+60—-3—6>+362—-30+1
0 —1)3

0—1

—93+40—2_0
-1

se, e somente se,

—0*+40—-2=0< —(0° —40+2) = —g(0) = 0.

1
Portanto, f <91> = 0. Pela Tabel, um sistema de unidades fundamentais para Ok
é

{QS? 2 - ¢2}

Agora, vamos encontrar qual o sistema fundamental em termos de #. Observe que

gb:;@gb.@:l:(ﬁ—l)o

1 )2_ 1 20> — 40 +2—1 20 —40+1
=2-3 _

2t =2— = =
¢ ((9—1) 2_920+1 02 — 20 + 1 (6 —1)2

Assim, (2 — ¢?)(20? — 40 + 1) = (§ — 1)%. Portanto, um sistema de unidades fundamental
em termos de 6 pode ser dado por

{60 —1,20% — 40 + 1}.
Mais ainda, como

(20—1)(202—40+1) = 40°—1002+60—1 = 0(0°—40+2)—(0*—403+60?—40+1) = —(0—1)%,
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segue que podemos simplificar e apresentar o seguinte sistema de unidades fundamentais
de OK,
{6 —1,20—1}.

Por fim, apesar de nao ser o foco desta se¢ao, vamos apresentar uma tabela que fornece
uma unidade fundamental para alguns corpos quarticos puros Q(v/—m), com m € N, onde
esses corpos de grau 4 sdo totalmente imaginarios.

1+ 460 — 40? + 26°
—27 + 120 — 6% — 363

m | Unidade Fundamental de Q(6) = Q(v/—m)
1 0—0"+0°

2 —1+6%—¢°

D —2+20—6°

6

10

Tabela 4.5: Unidade fundamental de alguns corpos quarticos puros

As Tabelas [1.2] [1.3] e foram retiradas da referéncia [§]. Para calcula-las foi
utilizado a referéncia [25]. Este livro descreve 148 algoritmos que sdo fundamentais para
Teoria dos Nuimeros computacional. Os algoritmos 4.9.9 e 4.9 10 que calcularam as raizes
da unidade no anel de inteiros. O algoritmo 6.5.8 que calculou o sistema de unidades
fundamentais.

4.6 Regulador

Considere {e1,..., 6451} € {€],..., €., 1} dois sistemas de unidades fundamentais
para o anel de inteiros Ok de um corpo algébrico K. Como {€y, ..., €15 1} é um sistema
de unidades fundamental, segue que

¢, ="l ...670Y), onde j=1,2,...,r+s—1, (4.27)

onde ¢ é uma raiz da unidade em K e a;;,b; € Z. De modo analogo, {€},... €., .} é
sistema fundamental de unidades. Assim,

e, =E%(eM . e, “r+s) onde j=1,2,...,r4+s5—1, (4.28)

com ¢ raiz da unidade em K e d';;,b'; € Z. Dessa forma, para j =1,...,r + s — 1, pelas

Equacoes (127) ¢ (25), scgue que
r4+s—1 . r4+s—1 , rts—1 Akj
g - ¢ T¢I (¢ 1T )
k=1 =1

k=1

r+s—1 rts—1 r+s—1 )

= (C)(bj+2k:1 akjb'k) H <€/l)( w1 @1kak;

=1
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Pela unicidade da representacao de cada unidade, segue que

rislt 1, sel=j;
>, dpag; = ! (4.29)
k=1 07 sel 7é J-

Agora, definimos duas matrizes, A e A’, ambas (r +s — 1) x (r + s — 1), dadas por
A =la] e A =d'y]

Pela Equagao (4.29)), segue que
A,.A - (Id)r-i-s—l
Dessa forma,

det(A").det(A) = det(A’A) = det(Id,1s—1) = 1.

Como as matrizes A e A’ sdo formadas pelos a;; e a’;;, poténcias das unidades funda-
mentais, segue que todas suas entradas sdo inteiras. Logo, det(A) e det(A’) sao valores
inteiros. Ainda, como o produto

det(A).det(A4") =1,
—— —

€Z €L
segue que
det(A) = det(A") = £1.
Portanto,
|det(A)| = | det(A")| = 1. (4.30)
Agora, sejam oy, onde k = 1,...,n, os n = [K : Q] monomorfismos distintos K — C com
01y...,0, € Reoy1,...,0.,,€Ce

Orts—1 = Op41

On = Op42s = Op4s.

Para j,k=1,2,...,r+s— 1, segue que

r+s—1 . r4+s—1
«m(e;-):"(fl” 11 ) =) I onle)™ =
=1 =1

r+s—1

o1 (¢%) ll:[ o (€)™

r+s—1

I ow(e)™
=1

r+s—1

= [T low(e)|™

=1

ok (€5)] = = |g\(9|bf.

1

Aplicando a funcao logaritmica, segue que

r+s—1 r+s—1

loglo(€) = 3 lou(e)|™ = 3 loglow(e)]. (4.31)

=1 =1

Agora, sejam E e E’ as matrizes (r +s— 1) x (r + s — 1) dadas por

B = [log |o(e;)[] e B = [log |o(<})]
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Assim, pela Equacao (4.31)), segue que £ = A.F’, isto é,

log |Ul(€1)| s log |Ul(€r+s—1)‘
10g |O'7‘+S*1(€1)‘ s lOg ’ar+sfl<€r+571)|
logloi(e))| ... logloi(€ 1)
e ey logloa(e))] ... log loa(el )]
R T [T 3 ST CA |
Assim,
det(E') = det(AE) = det(A). det(F).
Finalmente,

| det(E')| = | det(A). det(E)| = | det(A)] det(E) 2 | det(E)| =

| det(E")| = |det(E)| < [det(log(oi(€})))| = [ det(log(oi(€;)))]-

Com isso, observamos que independente da escolha do sistema de unidades fundamen-
tais {€1,..., €451} de Ok, o valor do niimero real nao negativo

| det(log(ai(e;)))]

nao se altera. Dessa forma, podemos introduzir o seguinte conceito.

Defini¢ao 4.6.1. Seja {€,...,€15-1} um sistema de unidades fundamentais de Ok.
Denote por E a matriz (r+s—1) x (r+s— 1) cujas (7, j) sao dadas por log |o;(¢;)|, onde
i,7=1,2,...,r+s—1. O nimero real nao negativo

R(K) = |det(E)]|
é chamado regulador de K.
Observagao 4.6.2. Na Defini¢ao estamos considerando o logaritmo na base 10.

Entretanto, em diversas bibliografias, inclusive em [§] que foi baseada essa se¢ao, é utili-
zado o logaritmo na base e.

Observagao 4.6.3. Se K é Q(v/—m), com m um inteiro positivo, entdo K é um corpo
quadratico imaginario. Desta forma, r +s — 1 = 0 e o conjunto do sistemas de unidades

fundamentais de Ok é vazio. Neste caso, consideramos que R(K) é zero. Caso contrario,
R(K) > 0.

Vamos determinar agora o regulador de um corpo quadratico real.

Teorema 4.6.4. Se K é um corpo quadrdtico real, entdo
R(K) = log(n),

onde n € a unidade fundamental maior do que 1 de K.
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Demonstragcao. Se K é um corpo quadratico real, entao n = r = 2 e s = 0. Logo,
r+s—1= 1. Portanto, o sistema de unidades fundamentais de Ok ¢é igual a {n}. Dessa
forma,

1
R(K) = | det(log([nl))| = [log(|nl)| "= [log(n)| = log(n).
Como n > 1, segue que logn > 0. Logo, a fungdo esta bem definida. n

Exemplo 4.6.5. Considere o corpo quadratico K = Q(v/2). O sistema de unidades
fundamentais de Og é dado n = 1 + /2. Assim,

R(K) = log(1 + v/2).

Exemplo 4.6.6. Seja K o corpo ciibico dado por K = Q(6), 6* —40 +2 = 0. O
discriminante do polindmio 2® — 4x + 2 ¢ positivo, ou seja,

—4(—4)> — 27(2)* = 148 > 0.

Dessa forma, as trés raizes de p(x) = 2° —4x + 2, 0,0 ¢ 0", sdo reais. Logo, n =1 = 3,
s =0er+s—1= 2. Portanto, o sistema de unidades fundamentais contém duas unidades
como foi mostrado no Exemplo Assim, podemos considerar as seguintes unidades
fundamentais

0—1e20—1.
Reorganizemos as raizes 6,6 ¢ 0" de 2® — 42 + 2 = 0 de modo que
6 <6 <0"
Calculando o valor das raizes, segue que
0~ —2.2143, ¢ = 0.5391 e 6" = 1.6751.

Assim,

|0 — 1] ~ 3.2143 g(3.2143) =~ 0.5071

120 — 1| ~ 5.4286 g(5.4286) ~ 0.7347

10" — 1| ~ 0.4609 2(0.4609) ~ —0.3364
120" — 1| ~ 0.0782
10" — 1| ~ 0.6751 2(0.6751

g(2.3502) =~ 0.3711

—0,1706

A

log(3.2143)
log(5.4256)
log( ) &
log(0.0782) ~ —1, 1068
log( ) &~

120" — 1] ~ 2.3502 log( )

Agora, calculamos o regulador, ou seja,

B [log |0 — 1] log|0’ — 1]
R(K) = |det log 20 — 1| log|20" — 1|

| det [0.5071 —0.3364

— 19" 0.7347 —1.1068

= 1(0.5071)(—1.1068) — (—0.3364)(0.7347)]
=0.3141
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Também,

i o "o
RUK) — | det | 10816 =11 Togle 1|H

log |20 — 1| log[20" — 1

- dt'0.5071 —0.1706
— 9 07347 03711

= 1(0.5071)(0.3711) — (—0.1706)(0.7347)]
=0.3135

B [ log|0'1] log |0 — 1]
R(K) = | det log|26' — 1| log 26" — 1]

B dt'—0.3364 —0.1706
— | [~1.1068  0.3711

= |(—0.3364)(0.3711) — (—0.1706)(—1.1068)|
= 0.3137

Note que os valores sao suficientemente proximos e a diferenga vém da aproximagao uti-
lizadas nas raizes e no calculo do log.



5 Unidades em corpos ciclotomicos

Determinar o grupo de unidades de um corpo de nimeros é, em geral, uma tarefa
extremamente trabalhosa. No entanto, para corpos ciclotémicos é possivel determinar
explicitamente tal grupo de unidades, chamadas de unidades ciclotomicas, e que tem
indice finito no grupo de todas as unidades.

No presente capitulo, apresentamos as unidades em corpos ciclotémicos, onde as prin-
cipais bibliografias utilizadas sao [13], [14] e [I5]. Na Secdo 5.1} apresentamos uma breve
introdugdo sobre raizes da unidade e corpos ciclotomicos. Na Secao [5.2] apresentamos
o anel de inteiros de um corpo ciclotémico Q(¢{,) em trés casos: n = p primo, n = p"
uma poténcia de primo e, por fim, para n um inteiro positivo qualquer. Na Secao [5.3],
apresentamos resultados sobre unidades em corpos ciclotomicos. Finalmente, na Secao
.4 aprofundamos nas unidades ciclotdémicas, que permitem uma categoriza¢do mais a

fundo do grupo de unidades de Q(¢,).

5.1 Corpos ciclotomicos

A seguir, apresentamos as raizes da unidade e juntamente com suas principais proprie-
dades e resultados. Estes conceitos sao importantes para entender os Corpos Ciclotomicos.

Definicao 5.1.1. Seja K um corpo algébrico.

1. Um elemento ( € K é chamado de raiz n-ésima da unidade se (" = 1, ou seja,
se ( é raiz do polinémio z" — 1, n € N.

2. Se (" =1e(™#1, para todo m tal que 1 <m < n — 1, entao o elemento ( é dito
raiz n-ésima primitiva da unidade.

Por definicdo, segue que as raizes n—ésimas da unidade sao as raizes do polindmio
2™ — 1. Denotamos por W,,, ou simplesmente por W, o grupo das raizes de 2" — 1 dado
por {Cla C27 BRI gn} :

Uma poténcia de ¢, digamos (™, ¢é raiz n-ésima primitiva da unidade se, e s6 se,
mdc(m,n) = 1, m = 1,...,n — 1. Logo, podemos concluir disso que a quantidade de
raizes primitivas da unidade é dada pela funcao ¢ de Euler, uma vez que, pela Defini¢ao

EAT,

en)=#{1<m<n-1: mde(m,n) =1, m,n € N}.

Observacao 5.1.2. Note que se K tem caracteristica p e x € W, entao sua ordem n nao
¢ um multiplo de p.

A seguir, vamos apresentar alguns resultados que sao titeis no estudo das unidades de
corpos ciclotomicos, que serao apresentados ainda neste capitulo.

141
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Teorema 5.1.3. Seja ¢ um numero real positivo. Se K é um corpo de nimeros, entao
existe apenas uma quantidade finita de inteiros algébricos v em K tal que || < ¢, para
todos os conjugados =9 de .

Demonstrag¢ao. Vamos primeiramente determinar um conjunto finito S que dependa so-
mente de ¢. Seja [K: Q] = n e seja s1, S, S3, - . . , S, 08 polindmios simétricos elementares
em n variaveis, dadas por

81:X1+X2+...+SN
32:ZXin

1<j

Sn:XlXQ...XN

Seja ¢ um nimero real suficientemente grande, por exemplo, considere

¢ = max < ne, " A, " oAy
2 k

Queremos mostrar que se o é um inteiro algébrico de K tal que |2()| < ¢, para todos seus
conjugados £V, entdo x € S. Seja F o conjunto de todos polinémios ménicos de grau
no maximo n, cujos coeficientes sao inteiros a que satisfazem |a| < ¢. Note que F' é um
conjunto finito. Finalmente, defina S sendo o conjunto dos elementos de K que sao raiz
de algum polindmio pertencente a F'. Como F ¢é finito, segue que S também ¢é finito.
Assim, se

|z| < ¢, para todos conjugados de x € K,

entao

|sp(x® 2P 2M™) < ¢, paratodo k=1,...,n.

Como z é um inteiro algébrico por hipétese, segue que si((z™M, 2@, ..., z™)) € Z e,

portanto, o polinémio H(X — x(i)) € F, ouseja, z € S. De S ser finito, segue que existe
i=1

apenas uma quantidade finita de inteiros algébricos z € K que satisfazem |z(?| < ¢, para

todos os conjugados =¥ de z. O

O proximo corolario, segue do Teorema [5.1.3| e fornece uma caracterizacao das raizes

da unidade de K.

Corolario 5.1.4. O elemento x é uma raiz da unidade em K se, e somente se, x é um
inteiro algébrico de K tal que |z| = 1, para todo conjugado x de x.

Demonstracdo. Se x é uma raiz da unidade, o mesmo vale para seus conjugados. Por
defini¢ao, segue que
M=1=|z|"=1=|z| =1

O mesmo vale para qualquer conjugado de z. Assim, obtemos o que queriamos. Reci-
procamente, pelo Teorema [5.1.3] segue que existe um nimero finito de inteiros algébricos
x € K tal que

|z)| = 1, para todos os conjugados de .
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As poténcias x, 2%, 23, . . ., satisfazem a mesma propriedade. Assim, existe inteiros r e s,
com 7 < s, tais que

=2 =" =1,
ou seja, r ¢ uma raiz da unidade. O]

O proximo teorema é uma juncao dos Teoremas e [5.1.4] e fornece informagoes
sobre a estrutura do grupo W

Teorema 5.1.5. O grupo W das raizes da unidade em K é um grupo multiplicativo ciclico.

Demonstragio. Segue direto dos Teoremas e b.1.4) que W deve ser finito. Assim,
considere h a ordem maxima dos elementos de W. Pela Teoria de Grupos, segue que a
ordem de todos os elementos de W devem dividir h. Logo, W esta contido no grupo das
h-ésimas raizes da unidade, que por sua vez é um grupo ciclico. Portanto, W é ciclico. [

Observacgao 5.1.6. Segue diretamente que os geradores de W sao as poténcias de (,,.

Agora, considere K um corpo algebricamente fechado. Seja n € N tal que (n,p) = 1,
onde p é a caracteristica de K. Desse modo, ™ — 1 tem exatamente n raizes distintas em
K, que por defini¢ao sao elementos de W.

Observagao 5.1.7. Para K = QQ, o niimero complexo

T 2 2
Cn = e = cos (W) + 7 sen (W>
n n

é uma raiz n-ésima primitiva da unidade e suas poténcias 1, (,, (>

2. .., ¢" 1 sao distintas
e dividem a circunferéncia de raio 1 em n partes iguais.

Da Observagcao [5.1.7, podemos definir o conceito de polinémio ciclotomico.

Definigao 5.1.8. O polinémio ¢, (z) = H (x—¢2) é chamado de n-ésimo polindmio
j=1
(4,m)=1
ciclotémico e seu grau é p(n).

Exemplo 5.1.9. Se p é primo, entdo 2 — 1 = (x — 1)(zP ' + 272 + ... + 2 + 1), onde
dp(z) = 2P~  +aP™2 + ..+ + 1 é irredutivel sobre Q. Além disso, ¢,(z) é o polindmio
minimal de (, e suas raizes sao (p, g, e ,(5_1, que sao raizes p-ésimas da unidade.

Dando seguimento, obtemos os seguintes resultados envolvendo o polinémio cicloto-
mico.

Proposicao 5.1.10. Se n é um inteiro positivo, entio z" — 1 = ngﬁd(.r)
d|n

Demonstragio. As raizes de f(z) = 2™ — 1 sao dadas por 1,¢,(?,..., (", Assim,

P —1= (@ =D —e—)...(x =),

Observe que Wy é um subgrupo de W,, para todo d que divide n. Analisando as ordens
de cada raiz de f(z) e escrevendo todas as raizes de mesma ordem como um polinémio da

forma ¢g4(x) = H (x—(), segue que " —1 = Hgbd(x), 0 que prova a proposicao. [J
perfodo ¢(=d dln
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Como uma consequéncia imediata, obtemos o seguinte corolario.

Corolario 5.1.11. Se n ¢ um inteiro positivo, entdo

" —1
Pn(T) = m-
|

Observagao 5.1.12. Quando n = p, p primo, o p-ésimo polinémio ciclotémico é dado

por
xp—l_xp—l

¢ €Tr) = =

P( ) ¢1 (l’) Tr—1
Este acima ¢ o polindmio minimal de ¢ sobre @, o que ja implica que ( pertence ao anel
de inteiros de K = Q(¢). Em particular, para x = 1,

=P P24 4+ 1

o(1) = T1(1— ) = p.

i—1

Essa relagao pode ser expandida para poténcias de p da seguinte forma:
r—1

gr(z)=a? D g 0D 4

Observagao 5.1.13. Outro fato a se observar é que os elementos 1—¢, 1—¢2, ..., 1—¢P7!
sao associados.

Defini¢ao 5.1.14. Um corpo ciclotémico Q(¢) é um corpo gerado por uma raiz n-ésima,
da unidade sobre um corpo K.
Observacao 5.1.15. Um n-ésimo corpo ciclotomico é a menor extensao de Q que contém

as raizes do polinémio 2™ — 1, com n € N, n > 2.

Ainda, lembre que da Teoria de Galois, sabemos que

[Q(¢n) : Q] = ¢(n).

Isso segue do fato que ¢, (x) € Z[z] e é irredutivel sobre Q quando ¢, é uma raiz n-ésima
primitiva da unidade.

Observagao 5.1.16. Pela definicao de (,, segue que

2m ) 2m 1 2m , 2m
(n, = cos () + 1s€en () = (,, = cos () —15€en <> .
n n n n
Assim,

1 2T . 2m 2 . 2m 2m
Cn+¢, =cos|— | +isen|— ) +cos|— ) —isen|{— ) =2cos|—]),
n n n n n

que é um numero real. Portanto,

QCQ+¢HCR.
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Proposicao 5.1.17. Se (,, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo

QG +¢ @)= 2,
onde p é a fungdo de Fuler.

Demonstragio. Como Q C Q(¢, + ¢, ') € Q(¢,), pelo Teorema da Multiplicidade dos
Graus [2.2.10] segue que

[Q(G) : Q) = [QG) : QG + QG + ¢ 1) - Q)

Como [Q(¢,) : Q] = ¢(n), é suficiente mostrar que [Q((,) : Q(¢, + ¢, ')] = 2. Para isso,
considere f(z) = 2* — ((, + ¢, ")z + 1. Note que ¢, é uma raiz de f(z). Ainda, f(z) é
irredutivel sobre Q(¢, + ¢;!). Portanto, [Q(¢,) : Q(¢, + ;)] = 2. Assim,

Q) : Q] = [Q(Gn) : QG + ¢ )QG + ¢ 1) - Ql =

o) = 20006 + 1) Q) = [ + 1) @) = 2,

0 que prova o resultado. O

Note que uma consequéncia direta da Proposicao [5.1.17], é que

LG+ GG+ G (Gt G

é uma base da extensdo Q C Q(¢, + ¢,!). Portanto,

@@ﬁgﬁ¢+g%w@2 b

também ¢ uma base da extensao Q C Q((, + ¢, 1).

Definigao 5.1.18. O corpo Q((, + ¢, ') é chamado subcorpo maximal real de Q((,).

5.2 Anel de inteiros de Q((,)

Nesta segdo, iremos calcular o anel de inteiros Ok do corpo ciclotémico K = Q(¢,).
Para isso, obtemos alguns casos, sendo quando n = p é um primo, quando n = p" é
uma poténcia de um primo e, por fim, o caso que nos interessa, quando n é qualquer.
Comecamos com o caso em que n = p primo.

Observacao 5.2.1. Note que os conjugados de (, sao os elementos (, Cg, ey ng‘ Logo,

Gp(() =0=>C" 4+ +(+1=0.
Por definicao, segue que o traco é a soma dos conjugados. Assim,
(B4 + Q)+ 1 =Trge) () +1=0=

TTQ(C;;)(C;) = —1, paratodot=1,2,...,p— 1.
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Lema 5.2.2. Se (, € uma raiz p-ésima primitiva da unidade e K = Q((,), onde p é um
numero primo, entao

1. TTK(CIZ) =—1,paraj=1,....,p— 1.
2. Trg(1—-¢)=p, paraj=1,...,p—1.
5. NGy —1) = (=1 1p e Ne(1 = &) = p.
4p=01-¢)1=¢)...(L=¢).
Demonstragdao. Seja ¢, uma raiz p-ésima primitiva da unidade.
1. Pela Observagao , segue que o p-ésimo polindmio ciclotémico de ¢, ¢ dado por
pp(r) =aP P+ P2 b L
As raizes de ¢p(z) 580 (p, (..., B Assim,
0= ¢p(q)’) - Cg(p—l) + C]J)'(p—Q) et CIJ)' Y Cg(p—l) + <g(p—2) et CIZ = 1.
Portanto, Trg(¢l) = P + (2 4 ... 4 (I = —1, paraj=1,...,p— L.
2. Trg(1 —¢)) = Tr(1) — Trg(¢)). Como [Q[(] : Q] = p — 1, segue que
Trg(l)=1+1+---4+1=p—1
Do item 1, segue que Trg(¢]) = —1. Assim, Trg(1 - () =p—1+1=p.
3. Como ¢, — 1 é uma raiz do polindmio
flz) = ¢pz+)=(@+1)P +(@x+1)P 24+ +(x+1)+1

1
= I’pil‘i‘ Z <];.>.le>

segue que Ng((, — 1) = (=1)P"'pe
Ne(1=G) = Ne((=1)(¢ — 1)) = Ne(=1)Nk(G — 1)
= (1 =~y =,

4. Como (p, ﬁ, - ,gg;—l sao rafzes do polindmio moénico ¢, (z) = xP ' +aP 24+ - -tz +1,

segue que

P et = (@ =Gl =G (e = G,
Assim, tomando = = 1, segue que
1-G)A-G).. 1= =p
Portanto, o lema esta provado. O

Lema 5.2.3. Considere K = Q((,), onde p é um nimero primo. Sejam Ok anel de
inteiros de K e a € O, entio Trx(a(l — (,)) € pZ, para todo o € Ok.
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Demonstragao. Observe que

1—C=01-G)¢ +¢ 2+ +G+1).

Assim, 1 — C;, ¢ um miltiplo de 1 — ¢, em Ok. Dessa forma, cada conjugado de a(1 —(,),
dado por a;(1 — CZ’;), ¢ um multiplo de (1 — Q;) em Ok, para ¢ = 1,2,...,p— 1. Agora,
como o trago é a soma dos conjugados, segue que

Tr(a(l=G)) = on(l = G) +az(l = ¢) + - +op(l = ) = B(1 = §),

onde 8 € Og. Como Trg(a(l — (,)) pertence ao corpo K e Z ¢é integralmente fechado,
segue que Trg(a(l — (,)) € Z. Dessa forma,

Trr(a(l —¢)) € (1 = §)Ox NZ=pZ,
como queriamos. O

Teorema 5.2.4. Seja K = Q((,), onde p é um nimero primo. O anel de inteiros de K
¢ dado por Ox = Z[(,). Assim, {1,(, ... ,Cg_2} ¢ uma base de Z[(,] como um Z-médulo.

Demonstragio. Seja Ox o anel de inteiros de Q((,). Primeiro, mostremos que
Z[)) € Ok. Considere K = Q((,). Vimos no Exemplo que (¢, é uma raiz do
polinémio 27 — 1 = (x — 1)(a?~' + ...+ 2+ 1). Como ¢, # 1, segue que (, é uma raiz de
dp(z) = (P71 + ...+ 2+ 1) € Z[z]. Em outras palavras, (, ¢ um inteiro algébrico. Como
vale para qualquer p primo, segue que Z[(,] C Ok. Agora, vamos provar que Og C Z[(,].
Considere o € Og C Q((,). Assim, existem ag, a1, ..., a,—1 € Q tais que

a=ay+a(y+---+ ap_ggj_Q
Multiplicando por 1 — ¢, em ambos os lados, segue que
a(l=G) =lao+ary+ -+ a2 (1 = () =
o1 = G) = ap(1 =G+ ar(G — )+ +ap o~ ).

Pelo Lema segue que Trg(a(l — (,)) € pZ. Logo, existem inteiros ay, ..., a,_o tais
que

Trr(a(l —¢)) = agTrx(1 — §) + a1 Trx (¢, — Cz) + 4 ap,gTrK(CfD”Q — Cfo’*l) € pZ.
Como Trgyq(¢, — (') =0, para i = 1,2,...,p — 2, segue que
apTrr(1 — () = aop € pZ,
onde ag € Z. Agora, Cp_l = <5—1 € Ok. Assim, como (p_l = (},’_1 € Ok, segue que

a —ayg = a1(p + s + asCE + -+ ap_2CE?

= (a —ap)¢, ' = a1+ asp + - + ap_a(P2.

Novamente, multiplicando ambos os lados da igualdade por 1 — (,, segue que

(a — aO)Cp_l(l —G) =ai(1 = ¢) +aaGp(l —G) + -+ + ap—2C£_3(1 — ),
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Aplicando o traco na igualdade acima e pelo Lema [5.2.3] segue que

Try((a—ag)¢, ' (1-¢)) = arTrr(1—() +aeTre (G —C) ++ - +ap2Tre(CE > = (8 7%) € pi.
Ainda, como TTK/@(CZ’; — CZ’;“) =0, parai=1,2,...,p— 2, segue que

aTrg(1 — () = a1p € pZ,

onde a; € Z. Prosseguindo, desta forma, mostramos que cada a; pertence a Z, para
cada i = 1,...,n. Assim, se a € Ok, entao o € Z[(p], isto é, Z[(,] C Ok Portanto,
Z[Cp) = Ok. m

Agora, veremos o anel de inteiros de Q((,) para n uma poténcia de primos, isto é,
n = p", com p primo e r um numero inteiro maior do que 1. Neste caso, o p"-ésimo
polindémio ciclotémico é dado por
s r_
P — 1 P 1 1 r—1

B - = g1 (P=2)p""" L P L.
d1(2)pa(2) .. ppra(z) P —1 x s P

Isso nos permite reescrever o Lema [5.2.3] da seguinte forma.

Gpr ()

Lema 5.2.5. Seja K = Q(()), onde p é um mimero primo e r é um inteiro maior que 1.
Se Ok € o anel de inteiros de Q em K, e a € Ok, entao

1 (1= C)OxNZ=pZ = (p).
2. Trr(a(l — () € pZ, para todo a € Ok.
Demonstrag¢io. A demonstracao é analoga a feita no Lema [5.2.3] [

Mostramos a seguir que o anel de inteiros de Q((,r) é dado por Z[(,r]. Para isso,
precisamos dos seguintes resultados.

Proposigao 5.2.6. Se K = Q({,r), onde p é um nimero primo e r é um inteiro maior
que 1, entdao

1. Ng(¢h) = (—1)e-r
2. TT‘K(CEZI’") — —1’
3. Trr(a) = (p— 1)p"'a, onde a € Q,
4. Nx(a) = a® """ onde a € Q,
5 k(1= Cﬁ?) =p, com 1 <k <p', etal que pt k. Em particular, Ngg(1 — () = p,
6. Tigjo(l — Gr) =(p—1)p' ' + 1.
Demonstragao. Por definicao, segue que
L. NK/Q(C;zT) = Ciré}ff e sz (p_l)pr_l- Como cg; € ;’i P~ $50 elementos conjugados,
segue que
r—1

Cor J+1 gﬁ‘(ﬁ—l)p
p .« .. p’l‘

S = (—1)=r "

Portanto, Ni/g(C) = (—1)®7""" para j = 0,...,p"' e mdc(j,p") = 1. Como
) ) . PN
G (Gpr) = Gor + ngajl +-+ C;j(p D= 0, segue que

j j ] — r—1
G+ G e GO

Portanto, Trg(¢)) = —1.
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2. Trg(a)=a+a+--+a=(p—1)pa
3. Nx(a) =aa...a=a® 7",
4. Como .

P —1

— _ 1 + xp’r71 + $2p7‘71 + . + $(p_l)p'r717
P —1

Gpr(z) =
segue que todos os C]’;T, onde 1 < k < p" e tal que p 1k, sdo raizes de ¢, (x) uma
vez que sdo rafzes de 27" — 1 mas ndo de zF ' — 1. Deste modo,

oy () = [[(= = G)
k
e existem exatamente ¢(p") = (p — 1)p"~! valores de k, uma vez que
deg(¢pr () = (p — 1)p"~'. Tomando z = 1, segue que

r

p - N
o= J[ O—C)=1+17" 4. 4 10-0"" =,
k=1,plk
p" - |
Portanto, H (1 - Cg];) = p. Agora, como NK/@(l — () = H (1— C;];r), segue
k=1,plk Py

que Ng/g(l — Gr) = p.

5. Como Trg(1— () = Trx(1) — Tk(¢yr), pelo item 3, segue que Trg(1) = (p—1)p"*
e pelo item 2, que Trg(¢,r) = —1. Portanto, Trg(1 — () = (p — 1)p"+ + 1,

0 que prova a proposicao. ]
Lema 5.2.7. Z[1 — (yr] = Z[(y].

Demonstragio. Por definigao, segue que Z[a| = {f(a) : f(x) € Z[z]}. Assim, para todo
a € Z[1 — (], segue que

a = ag+ar(l—Cpr)+as(l—Cr) 4 4 ag 1 (1= Gr) @D
= (ao+ar+- -+ ap_1)p—1) + (—ar — 2a2)Gr + -+ - .

Assim, a = b 4 b1Gpr + baClr + - + b(p—l)pT*1C£€_1)pT71, e portanto, a € Z[(,r]. Agora, se
_ r—1

a € Z[Cyr], entao oo = a0+a1Cpr+a2C§r+- A1) 15{’ D" Como Gr =1—(1—¢pr),

segue que « pode ser escrito da forma

r—1

a = a+a(l—(1=G))+as(l—(1=Gr)) 4+ Fapoyy (1= (1= ()PP
= ag+ar —ar(1 =) +ag(1 =201 = G + (1 = r))?)) + -+
= a9+ a; — a1(1 — Cpr) + a9 — 2@2(1 — gpr) —+ CLQ<1 — gpr)2 + .-
= (ao+a+as+- -+ agp_1py-1-1)+(—a1 —2a3 —---— ((p—1)p"~
(1= Gr) + (a2 =3ag+---)(1 =G )+ -+,

L 1)a(p71)p“171)
ou seja,
a=by+bi(1—Cr)+ba(1—(r )+ +bpopyp—1(1— gpr)(p—npm € Z[1 — ).

Portanto, Z[(yr] = Z[1 — (] O



Anel de inteiros de Q((,) 150

Lema 5.2.8. Seja K = Q((yr), onde p é um nidmero primo e r € um inteiro maior que
1. Se Dx(1, Gy, .. (p_l)pril_l) =d, entao d = p°® para algum s € N.

L} p”‘
Demonstragdo. Seja ¢, 0 p"-ésimo polindmio ciclotomico. Assim,
Pt

[ — |

Gpr () = =P —1= Opr(7)g(), (5.1)

r—1

— 1. Derivando ambos os lados da Equagao obtida em 1) segue que

Pl = ¢ (2)g(x) + dpr(2)g (2),

Agora, vamos substituir = por (,-, segue que

onde g(x) = aP

prC£:—1 — gb;f (¢ )g(Cor) + Dpr (G ) g (Gpr) ¢p7‘(g)>7”):0
P& = 0 (Gr)olr).

ou seja,
PGt = B (Gr)a(Gr)-
Logo,
P = Cprﬁﬁ;r@pr)g((ﬂ%
e aplicando a fun¢do norma em ambos os lados da tltima igualdade, segue que

p(p_l)/pr_% = NK(Q%T (Cpr))NK(Cprg(Cp’"))'

Assim, pela Proposicao [2.5.14] segue que

p(pfl)pr‘lr =+Dk(1, (.- -, ,ﬁ?‘lw_ _I)NK(CpT9<Cp"))'

Portanto, d | p"® V""" ou seja, d = p*, para algum inteiro s. O
Teorema 5.2.9. Sejam K uma extensao finita de grau n de Q, {ay,...,a,} uma base
de K sobre Q, onde o; € Ok e Dx(ay,...,a,) =d. Se a € Ok, entdo o pode ser escrito
na forma
miay + -+ My
o= ,
d

comm; €L e m? divisivel por d, para j =1, 2,...,n.
Demonstragio. Seja o € Og. Como Ok C K, segue que « € K. Sendo {ay,...,«,} uma

base de K sobre Q, segue que « pode ser escrito na forma
Q= T10q + -+ Ty O,y

com z; € Q, para j = 1,...,n. Sejam o,...,0, os Q-monomorfismos de K em C.
Aplicando o;, para cada ¢ = 1,...,n, em «, obtemos um sistema de n equagoes dado por

oi(a) = x10i(aq) + - - - + xpoi(an),

para i =1,...,n, ou seja,
o1(ar) op(ag) -+ or(ay) T o1(@)

oo(a1) oa(ag) -+ oa(ay) | To oo ()

Un(‘ozl) an(.ag) o op(an) Tn on(@)
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Resolvendo esse sistema pela regra de Cramer, segue que as n raizes sao dadas por x; = %,
onde § = det(o;(c;)) e 7; é obtido de § trocando a j-ésima coluna por o;(a). Assim, os
v, para j =1, 2,...,n, e 0 sdo inteiros algébricos uma vez que sao obtidos a partir dos
ass, que sao, por hipétese, inteiros algébricos. Pela Proposigao , segue que 0% = d,
e portanto,

N S
¢ um inteiro algébrico. Como Z ¢ integralmente fechado, segue que dx; € Z, para
m
, d
é divisivel por d. Mas, com(g % € Q e como Q ¢ o corpo de fragoes de Z,
m=
7]

Jj =1,2,...,n Seja mj = dx;, para j = 1, 2,...n. Se mostrarmos que

2
J

€ 7, se-
gue que m

segue que é suficiente mostrarmos que ¢ um inteiro algébrico. Como m; = dx; = 0v;,
2
2 _ 2.2 2.2 _ .2 mpo_ 2 L s : )
segue que mj = d°r; = 6°y; = dvj. Logo, -/ = 7; ¢ um inteiro algébrico pois v; ¢ um

d
inteiro algébrico. Portanto

2

i € Z = m? é divisivel por d
d J pord.
. miay + -+ myo .
Assim, o = —1 y —, com m; € Z e m} divisivel por d, para j =1, 2,...,n.

O

Teorema 5.2.10. Seja K = Q((,r), onde p € um nimero primo e r é um inteiro maior

que 1. O anel de inteiros de K é dado por Ox = Z[(y] € {1,pr, ..., g_l)ppl_l} é uma
base de Z[(,r] como um Z-mdédulo.

Demonstragao. Vimos no Lema , que Z[1 — (] = Z[(yr]. Assim, basta mostrar
que Og = Z[1 — (,r] e segue o resultado. Claramente Z[1 — (,»] C Og. Suponha que
Ok # Z[1 — (], isto é, Z[1 — (] € Ok. Seja a € Og\Z[1 — (,r|. Pelo Teorema e
pelo Lema [5.2.8] segue que

T—lil

mo +mi(1— )+ 4+ mpp1ypr—1-1(1 — )PP
pS

o =

7 (5.2)

onde m; € Z, parai=1,2,...,(p— 1)p"~'. Como Z[1 — {,r] € Ok, segue que nem todos
os m;s sao divisiveis por p°. Tome j o menor indice tal que m; nao seja divisivel por p°.
Dessa forma, fazendo a divisao dos indices que sao divisiveis por p°, resta n da seguinte
forma:

- mo +mi(1— () +p5 +mj_1(1— ()t € Z[1 — (] C Ok (5.3)

mj(l — <p7)j 4+t m(pfl)pr_lfl(l — Cp,,)(p—l)pu1_1
pS

f=a—n= € Ok. (5.4)

Multiplicando ambos os lados por p*~!, obtemos

s—1 _ mj(l — Cpr)j + mj+1(1 — Cpr)j-ﬁ-l 4+t m(p—l)pT—1_1(1 B CpT)(p_l)pr—l_l
p

v = pBp
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Note que este ¢ um elemento de Ok, onde m; € Z, parai = j,j+1,...,(p—1)p" 1 =1, ¢
m; nao ¢ divisivel por p. Agora, pela Proposigao , segue que [],(1 — C;fr) = p, onde
1<k <p eptk. Sejay, um elemento de Z[1 — (r]. Assim, 1 — ¢/, = (1 — G )y;, para
t=1,2,...,(p—1)p'. Logo,

P _ILO-G)  (1-G)'w
(1 - ng)t (1 - Cpr)t (1 - CpT)t

onde y; € Z[1 — (pr]. Assim,

€ Z[1 — (pr).

™ms _ r—1_1_5;
Ve = T M+ Myl = Gr) + - My (1= Gr) 071 =

m;

= ey — (gl = ) e gL G ) 1)

é um elemento de Ok, ou seja, m; = (1 — ()2, onde z € Og. Aplicando a norma, segue
que Ng(m;) = Ng(1 — (prz) = Ng(1 — () Nk(2). Como
_ r—1
Ni(my) =m¥ ™" Ne(1 = ¢r) = p e Nx(2) € Z,

—1)pr—t . , .
segue que p | mg-p e Mas, isso é um absurdo, uma vez que p { m;. Assim,

Ok C Z[1 — ¢r]. E portanto, sdo iguais. Assim, podemos concluir que Ox = Z[(,r]. O

Esses resultados permitem, finalmente, mostrar o caso geral, isto é, determinar o anel
de inteiros para qualquer corpo ciclotomico Q((,), onde ¢, é uma raiz n-ésima primitiva
da unidade. Esta generalizacao segue de um resultado mais geral considerando os inteiros
algébricos de um corpo composto KL, onde K e IL sao corpos de ntimeros. Para isso,
precisamos de algumas definigoes e resultados.

Definicao 5.2.11. Sejam K e L corpos de nimeros. Definimos o corpo composto KL
como sendo o menor subcorpo de C que contém K e L. Este é dado por todas as somas
finitas, isto é,

KL ={z1p1 + -+ 2y, onde z; e K, ey; €L, parai=1,2,...,7}.

Definicao 5.2.12. Sejam Ok, Op os anéis dos inteiros algébricos dos corpos K e L,
respectivamente. Definimos o produto de Ok e O, por

OKOLZ{OZ151+"'+CW5T3 a; € Ok, B; € Oy, para i = 1, 27---77"}~

Claramente OgOp C Okr, onde Oy, é o anel de inteiros do corpo composto KIL.
Uma questao natural é: OxOr = Ok.? Em geral, a igualdade nao acontece, entretanto,
pode-se mostrar que Ok, = Ox Oy, sob certas condi¢oes sobre os corpos ciclotomicos.

Sejam m e n os graus de K e L. sobre Q, respectivamente, e seja d = mdc(dy, ds), onde
dy e dy sao os discriminantes de Ok e Oy, respectivamente.

1
Teorema 5.2.13. Se [KL : Q] = mn, entdo Ok (Z) C gOKOIL-
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Demonstragio. Sejam {ay, ..., a,} uma base de Ok sobre Z e {f1, ..., 3,} uma base de
O sobre Z. Assim, B ={w;8; | i =1,...,m; j=1,...,n} é uma base de OxOy, sobre
7, e também uma base de KIL sobre Q. Se a € Ok, entao pelo Teorema [5.2.9] segue que
« pode ser escrito na forma

a = Z %&iﬁp (5.5)

i\ j

onde r e todos os m;; estao em Z. Considere, sem perda de generalidade, que
mdc(r, m;;) = 1, para todo i e j. Para mostrarmos o teorema, devemos mostrar que
r|d para qualquer «, e assim, d = rk, para algum k € Z. Desse modo,

kmy; kmy; 1 1
o = Z Joz,ﬂj = Z Jazﬂj = — Z kmijoz,ﬂj - *OKOL.
— kr — d d d
7‘7 Z?] 17‘7
Note que pela definigdo de maximo divisor comum, basta mostrar que r|d; e r|dy, e
assim, r | d. Agora, todo monomorfismo o de K em C se estende a um monomorfismo (que
também denotamos por o) de KIL em C, fixando L. Portanto, existem m monomorfismos
e para cada o, segue que

o(a) =Y "o (a;)8;.

r

n
miy . ~ ~
Se x; = Z—Jﬂj, para cada ¢ = 1,2,...,m, entdo obtemos m equagoes da forma
=1

m
> o(a;)z; = o(a) para cada o. Escrevendo na forma matricial, segue que
i=1

o1(ar) o1(ag) - or(apy) T o1(a@)
oo(ag) o9(ag) -+ og(ayy) Ty | oo ()
om(a1) om(ag) -+ om(am) Ty om()
Observe que podemos resolver esse sistema pela regra de Cramer, de modo que z; = %,
onde § = det(o;(c;)) e v; é obtido de ¢ trocando a i-ésima coluna por o(«), para i =
1,2,...,m. Os elementos o;(«a;) e o;(a) sao inteiros algébricos e 6* = d;. Dessa forma,
tanto ¢ quanto todos os «; sao também inteiros algébricos. Agora, dix; = d1% =0y €
Oc, onde O¢ ¢ o anel de inteiros algébricos de C, e portanto,
" AT
dy; =3 9B, € OcNL = Oy
. r
7=1
Como {f1, B2, ..., Bn} forma uma base integral para Of,, segue que os niimeros racionais
m. . . .
1 devem ser inteiros. Assim, r divide (dy.my;), para todo ¢ e j. Como tomamos
r
mdc(r, m;;) = 1, segue que r|d;. De maneira andloga, r|ds. Portanto, r|d; e r|ds. e,
consequentemente, 7 | d. Dessa forma, Oky, C g(’)KOL. O

Corolario 5.2.14. Se [KL: Q] = mn e d =1, entio Ok, = OgOL.

1
Demonstracio. Como OxOr C Okr, pelo Teorema [5.2.13] segue que Ok, C gOKOL.
Como d = 1, segue que Ok, € OxOL. Portanto, Ok, = OxOL. O
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Seja n = pi'ps?...p% > 2, onde os p;s sdo primos distintos e os e; > 1, para todo

i=1,2,...,s.
Lema 5.2.15. Dg(1,(,, ..., C?M™ 1) divide n¥™.

Demonstrag¢io. Considere 2" — 1 = ¢, (x)g(z). Derivando essa equagio, obtemos

na"t = ¢, (2)g(x) + ¢u(2)g (),

e aplicando (,, segue que

ngzlil = $,(Cn)9(Cn) + Dn(Ca)g (Cn) = 1 = @ (Ga)9(Cn)-
Lembre que Dg(1,(y, ..., 2™ = £Ng(¢/(¢,)). Assim, aplicando a norma, obtemos

n?" = Nig(¢/ () N(6rg(Ca)) = n™ = £Dg(1, G, -, G Nr(Gag (Gn)),
Portanto, Dk (1, ¢y, . .., ¢#™~1) divide nv™). O

Teorema 5.2.16. Seja K = Q((,), onde n = pi'p?...pS > 2, pis sao primos distintos
ee; > 1, para todo i = 1,2,...,s. O anel de inteiros de K, é dado por Ox = Z[(,] e

e(n) _
{1,Gny -, Cn? 1} ¢ uma base de Z[(,] como um Z-mdédulo.

Demonstragio. Seja n = pi*p5*...pS > 2. A prova é feita por indugdo sobre s. Se s =1,

entao n = p€, com p um primo. Pelo Teorema , segue que o anel de inteiros de Q((ye)
¢ Z[(pe]. Como hipétese de indugao, suponha que o resultado vale para s — 1. Mostremos
que o resultado vale para s. Sejam p um primo divisor de n e p¥ a maior poténcia de p
que divide n. Assim, n = p*m, onde m nao é divisivel por p, ou seja, mde(m, p¥) = 1.
Pela relacdo de Bezout, segue que existem inteiros a e b tais que ap® + bm = 1. Desse
modo,

Gn = G Chm, com (GEP )™ =1 e (¢Bm)P" = 1.

Seja (,, uma raiz m-ésima primitiva da unidade e 1 uma raiz p¥-ésima primitiva da
. . ko, ~ . , N .
unidade. Assim, (%7 é uma poténcia de (,, e (™ é uma poténcia de . Portanto, obtemos

o corpo composto Q((,) = Q(¢)Q(n). Pelo Teorema [5.2.10, segue que Og, = Z[n), e,
pela hipétese de indugao, segue que Ogc,,) = Z[(n]. Agora, pelo Lema [5.2.15| segue que

dy = Dg(1,7,...,n7®)71) ‘ (pF)2®),
@:%@%wwmmﬂpwm
Desse modo, mdc(dy, d2) = 1. Finalmente, pelo Corolario [5.2.14} segue que

Ogien) = Oam)Oa(cn) = ZINZICn] = Z[n, (n] = Z[Cl,

0 que prova o teorema. ]

Agora, vamos abordar mais detalhes sobre o subcorpo ciclotémico maximal dado por
Q¢ + ¢1). Sabemos que Q(¢,) é uma extensdo galoisiana de Q. Além disso,

Zy, ~ Gal(Q(¢n) : Q).

Portanto, Gal(Q(¢,) : Q) é um grupo abeliano. Neste caso, Q C Q({,) é uma extensao
abeliana. Assim, segue que Q((,) é um corpo de nimeros abeliano.
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Como vimos, se ¢, é uma raiz n-ésima primitiva da unidade, entdo ¢, + ¢;! é um
niimero real, para n > 2. De fato, como (;' é o conjugado complexo de ¢, em C. Logo,
(o + ¢t é igual a duas vezes a parte real de (,. Portanto, Q(¢, + ¢, ') ¢ um subcorpo de
Q(¢n) que estéd contido em R.

Como ¢, nio é real, com n > 2, segue que o polindmio p(z) = 2% — (¢, + ¢, )r+ 16
irredutivel sobre Q(¢, + ¢, ') e tem ¢, como raiz. Logo, p(x) é o polindmio minimal de

Cn sobre Q(¢, + ¢ 1), Portanto, [Q(¢,) : Q(¢, + ¢ H)] = 2.
Proposigao 5.2.17. O anel de inteiros de K = Q(¢, + ¢ 1) € Z[¢, + Y.

Demonstragdo. Sabemos que o anel de inteiros de Q((,) é Z[(,] pelo Teorema |5.2.16]
Como (, é inteiro, segue que ¢, é inteiro e pela Proposi¢io , segue que (, + ¢,
também ¢ inteiro. Portanto, Z[¢, + ¢, '] € Ok o anel de inteiros de K. Agora, mostremos
que Ox C Z[(, + ¢, ']. Se a € Ok, entdo

1 9 . 9 e g —em) 1
a = a’O_l_al(Cn_'_Cn )+a2(€n+<n )+.“+a‘9(2")_1<gn2 +Cn : >

-1 2 _9 e 2l g
= ag+ a1, + a1(, " + ax(; + a=(, +---+a@_1Cn2 +a@_lcn R

onde a; € Q, parai=0,1,2,..., @ — 1. Devemos mostrar que a; € Z. Multiplicando «
eln)
por (2 1, segue que

_ »(n)

C 2 a=aq C 2 1+ wzn) 3 2 (p(2n)+1 -3, . p(n)—2
n = apCn aiGn? +ain +as(n +azCn +etaem (G +aem 4,
2 2

(n) (n) (n)
® -1 ® ® S

que é um inteiro algébrico em Q((,), e assim, pertence a Z[(,]. Assim, a; € Z, para
i=0,1,2,..., @ — 1. Portanto, Ox = Z[(, + ('], ou seja, o anel de inteiros de K é
Z[Gn + ¢ O
. O R
Corolario 5.2.18. {1,@—1—(;1,...,@2 +Cn 2

um Z-maddulo.

} ¢ uma base de Z[(, + ¢, ] como

(n)
o1 -

e(n)
Demonstragio. Como {1, G+ ¢ + G 2 H} ¢ uma base de K sobre Q e
como

e(n) _e)
{LCn‘i‘Cnl,---aCnQ 1+C” Q—H}gz[gn_'_cnl}goﬂ@

segue que ¢ suficiente mostrar que € linearmente independente. Para isso, sejam os ele-
mentos ag, ay,az ..., aem , € Z e suponhamos que
2
e(n) @(n)
1 2 _9 —=-—1 =—+1
wt a6t GGG+ e (F T GF ) 20

2
Logo,

_ _ e g e 4y
0 = ao+a1Cn+a1Cn1+a2<§+a2cn2+“'+a@71@2 Taem Gn ”

en) 4 _»()
-1 2 —9 +1
— a() + algn + allcg + CLQCn + CLQC,ZL + st ‘I‘ aw(n)_lcﬁ 2 + a(p(’!L)_lC’rL 2
2 2
Como {1,¢,,...,¢f™=1} é uma base de Z[(,] sobre Z, segue que estes elementos séo
linearmente independentes, e assim, ag = a1 = a2 = -+ = aewm _, = 0. Desse modo,
2

—1 _W(”)

e(n) o(n)
{1, Gt Gl G2 +(n H} é linearmente independente, e portanto, é uma base

de Z[¢, + ¢, '] sobre Z. O
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5.3 Unidades em corpos ciclotomicos

J&4 vimos que, em geral, ndo é uma tarefa simples explicitar o grupo das unidades de
um corpo de numeros K. Nesta se¢do, apresentamos alguns resultados sobre as unidades
de corpos ciclotémicos Q((,). Os Corpos Ciclotomicos sao exemplos muito importantes
de corpos de niimeros e serao de grande importancia no capitulo final por sua relevancia
no estudo da Teoria da Informagao.

Primeiramente, consideramos o mais simples tipo de unidade.

Proposicao 5.3.1. Uma raiz da unidade em K = Q((,) € uma unidade de Ok.

Demonstragao. Lembre que qualquer raiz da unidade é um inteiro algébrico, uma vez que,
por defini¢do, é uma raiz do polinémio ™ — 1, onde m > 1. Assim, se (" = 1, entao
(™™ = 1. Portanto, (~! também é uma raiz da unidade. Dessa forma, qualquer raiz da
unidade em K também é uma unidade de Ok. O

Agora, considere Uk o grupo das unidades de Og e Wi o subgrupo de Ug que contém
suas raizes da unidade. Observe que Wgk nao é um subgrupo trivial, uma vez que 1 e -1
estao contidos nele. Como nao ha risco de confusao neste contexto, em alguns momentos
vamos adotar a notacao de Uk por U e Wi por apenas W.

Sejam K = @Q({), p um primo impar e ¢ um raiz p-ésima primitiva da unidade. Pelo
que ja vimos, K tem grau p — 1 sobre Q.

Lema 5.3.2. Se r e s sdo inteiros com mde(p,rs) = 1, com 1 < r;s < p—1, entdo
G —1
G-1
Demonstra¢io. Como mdce(p,rs) = 1, segue que existe t € Z tal que r = st(mod p), ou
seja, p | r — st. Assim,

G-1_¢-1_(¢)-1
G-1 ¢-1  ¢-1

De modo anéalogo,

é uma unidade de Z [(,)].

:1+§;+...+§;<t*1>eZ[cp].

G —1
YA

Assim,

G-1 -1,

G-1¢-1 7

—_— Y—

EZ[Cp] E€Z[Cp)
0 que prova o resultado. O

r

Definigao 5.3.3. As unidades dadas por -2 — T onde ( é uma raiz da unidade, sao

S

chamadas unidades ciclotémicas.

Lema 5.3.4. Se p é um primo impar, entdo p = u(l — ()P, onde u é uma unidade de

Z[Gp)-
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Demonstragao. Por defini¢ao, segue que
p—1 '
¢(1):1P*1+1p*2+...+11+1: H(l—C;):p,
i=1
Dessa forma, o primo p pode ser escrito como p = (1—¢,)(1—-¢2) ... (1—¢27"). Pelo Lema
1-¢

5.3.2, vimos que {T?;, i?} sao unidades de Z[(,]. Assim, se u; = ¢ € Z[(), entdo
— -G, e

1 — ¢ =ui(1 = (), onde u; é uma unidade de Z[(y], para i = 1,2,...p — 1. Portanto,
p= (1-¢G)A-¢)...(1=¢™
= w(l=Gua(l =) up1(1 = Gp)
= u(l - CP)p_lﬂ

onde u = ujus ... u,—1 é uma unidade de Z[(,]. O

Sejam p um primo impar, ¢, uma raiz p-ésima primitiva da unidade e K = Q((,).
Assim, [K: Q] = p — 1 e o anel de inteiros de K é Og = Z[(,]. Agora, provamos um dos
resultados principais sobre unidades de Q(().

Teorema 5.3.5. O grupo multiplicativo W das raizes da unidade de Q(,) € dado por

W = {1a§pa 57"-a§£71’_1’_<,17’_ 5""’_@?71}'

Assim, o(W) = w = 2p e toda unidade de u € Q((,) pode ser escrita na forma u = :I:Cgv,
onde v € uma unidade real positiva de Ok.

Demonstragio. Pelo Teorema [5.1.5, vimos que o grupo W é um grupo multiplicativo
ciclico de ordem finita. Considere w a ordem de W. Como —(, € W e —(, tem ordem
2p, segue que 2p divide w. Considere x € W um elemento de ordem w, isto é, o(z) = w.
Como W C K, segue que = € K, e assim, Q(x) C K, deste modo,

o(w) = plo(z)) = [Q(x) : Q] divide p — 1 = [Q((,) : Q].
Agora, w = p"m, onde r > 1 e m > 2, uma vez que w = 2pk, ja que 2p | w e p{ m. Assim,
como mdc(p”,m) = 1, segue que

p(w) = (P")p(m) = p (p — 1)p(m),
uma vez que p é primo. Como ¢(w) divide p — 1, segue que p — 1 = kp(w), para algum
k € Z, logo:
p(w) =p " (p = Dp(m) = p" " kp(w)p(m),
e deste modo, kp(m)p"~! = 1, como ambos sdo inteiros positivos, segue que p" 1 =1, e
assim, 7 = 1 e p(m) = 1. Como m > 2, segue que m = 2, ou seja, o(W) = w = 2p. Como
—1, =G =Gy = N1, Gy (2o, GBS0 raizes da unidade distintas, segue que

p?
W= (LG~ G LG G )

Agora, seja u uma unidade de K = Q((,), como {1, (,, If, . ,Cg”} ¢ uma Z-base de
Z[(p), segue que podemos escrever u = ag + a1(, + aQCIf 44 ap_2C£_2, onde a; € 7Z para
1=1,2...,p—2. O conjugado complexo de u é também uma unidade e é dado por

u=ag+ alé’p_l + ang_Z +-0 4 ap_gg(p_Q).
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Logo, v’ = wT é também uma unidade, e além disso, se u®) = qy + algf + agggk +--
ap_ggf(p_z), onde k =1,2,...,p—1, sao os conjugados de u, entao os conjugados de u sao

ﬂ(k‘) — O-/i‘(ﬂ) = qag + alg;k + e + ap_2<“p*k(p*2)

= ap+ar(Ch) + -+ ap »?)

= uk.

Assim, os conjugados de u’ sio dados por (u')*) = gy (u') = op(va ') = op(u)op(T@?') =

(@) = T [ P =] u B = 1] =1,
com k = 1,2,...,p— 1. Pelo Corolario |5.1.4] segue que u' é uma raiz da unidade, e
portanto, devemos ter u’ = :I:CI}}, com 0 < h < p—1, afirmamos que v’ = C;}. De fato,
suponhamos que v’ = —CI’} e consideramos o homomorfismo candnico

_ Z[¢p)
0:7Z[¢) — (1=Cp)Z[Gp]

v @) =2+ (1-G)ZIG) = la),

onde [z] representa a classe de equivaléncia de z em %. Agora, como 1 — (, €
7 .
(1 —(p)Z[G,), segue que [1 — (] =0 em %, assim, 6((y) = [(p] = [1] = 1, e deste

modo, Q(C;f) =0(()" =1, para k =1,2,...,p — 2. Além disso,
O(u) = 60(ao+ arp+ asl} + -+ ap_27?)
= ap+a10((p) + a2b(G)* + - + ap2B(E7?)
= apt+a+as+---+ap,_o = 0(q).

Como u = —¢}u, segue que 0(u) = 0(—¢)u) = —0(u), assim, tem-se que 0(u) = —0(7),
ou seja, #(2u) = 0, e portanto, 2u € (1 — (,)Z|[(,]. Deste modo, existe w € Z[(,] tal que
21 = (1 — (,)w, e assim, 2 = (1 — (,)wu~t. Logo, 1 — ¢, divide 2 em Z[(,], o que implica
que (1 —(,)P~* divide 2°~1. Pelo Lema segue que p = w'(1 —(,)P~', onde w’ é uma
unidade, e assim, (w')"'p = (1 —(,)P!, e deste modo, p | (1 —¢,)?~! em Z[(,]. Logo,

(1- Cp)p_l | 27 e pl(1— Cp)p_la

e assim, p | 2P~ ou seja, p | 2, 0 que é um absurdo, uma vez que supomos p primo
impar. Portanto, v’ = I’}, e assim, u = Cgﬂ. Agora, seja k tal que 2k = h(modp). Assim,
¢ = (¥, e portanto,

h— k ko
U Cpu B CpCpu

Gt e (g) e

Seja v = Cl’“ = u(’;k = ug;*k € Z[(y]. Como u e ij sao unidades segue que v ¢ uma
P
unidade real, e além disso,
Y R
u =g, <<k> = (,v.
P
Agora, se v > 0, entdo u = Cz’fv, esev <0, entdo v/ = —v > 0, ou seja, u = —C;f(—v) =

—C;jv’, com v > 0. Portanto, u = j:qjv, onde v é uma unidade real positiva.
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Agora, podemos dar um exemplo de unidades reais notaveis em Q(().

S

Exemplo 5.3.6. O elemento N ¢ uma unidade de Q(¢), 1 < s < p—1, uma vez que

1
1—¢

1 —¢° el —( sao elementos associados. Logo,
Q(¢)-
Podemos estender o Exemplo [5.3.6] pela demonstracao do Teorema [5.3.5]

€ Z (], que é o anel de inteiros de

Exemplo 5.3.7. Na demonstragao do Teorema [5.3.5 mostramos que existe um inteiro
n = 2k tal que

1_CS:€2]€1_C—S
1-¢ 1 (1
1—¢(3 ] s\ 2

IR TSR Y.

1-C1-¢1 11—

==

e [EEEE

Assim, v; é uma unidade real em Q(¢) para todo s =1,2,...,p — 1.

Outro exemplo relevante sdo das unidades circulares, que apesar de apresentarmos,
nao iremos aprofundar em suas propriedades.

Exemplo 5.3.8. Considere s > 1 e s < p— 1 tais que s + s’ = p. Assim, v, = —vy. Se

-1 -3
s = 1, entao v; = 1. Portanto, vs,vs,...,v,, com g = (p 5 ), sa0 (p unidades reais

diferentes de 1 e —1. Logo, estas nao sao raizes da unidade, e assim, essas unidades sao
chamadas de unidades circulares.

Observacao 5.3.9. Lembre que em um corpo ciclotomico, a conjugagao complexa ¢ um
Q-automorfismo levando ¢ em ¢~'. O corpo fixo ¢ Q(¢ + ¢~') = Q(cos(27/p)), chamado
de subcorpo maximal real de Q(().

O Teorema , que serd apresentado a seguir afirma que qualquer unidade de Z[(]
pode ser escrita como uma raiz da unidade vezes uma unidade real, fornecendo uma
relacio entre as unidades de Q(¢) e as unidades do seu subcorpo maximal real Q(¢ +¢71).
Esse resultado ¢ possivel ja que o corpo Q(¢ + ¢™') tem % imersoes reais e nenhuma

complexa em C, enquanto Q(¢) ndo tem imersoes reais em C mas tem % pares de

imersoes complexas. Portanto, o Z-posto do grupo das unidades de cada corpo é %,
entdo as unidades de Q(¢ + ¢7') sdo de indice finito naquelas de Q(¢). Esse Teorema,
pode ser justificado pelo Teorema das Unidades de Dirichlet. Entretanto, usamos outras

estratégias para fazer a demonstragao, utilizando outros resultados auxiliares.

Teorema 5.3.10. Se € é uma unidade de 7.[(,), entdo e € Q(C + (1) er € Z tal que
€ = CT.El.

@)

Demonstragio. Seja o = —. Como € também é uma unidade em Z [(,], segue que a é um

€
inteiro algébrico. Agora, Q(¢+(™!) é o Grupo de Galois de Q(¢), uma vez que é seu corpo
fixo. Sabemos que toda conjugacao complexa comuta com outros elementos do Grupo de
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Galois, entao a partir disso, segue que todos os conjugados de a tem valor absoluto 1.
€

Pelo Corolério [5.1.4] segue que o = — é uma raiz da unidade. Logo, i = +(*, para algum
€ €

€
a. Suponha que — = —(®. Considere
€

Ezbo—f—blﬁ—i-...—l—bp,gédp_z.

Assim,
e=by+b+...+by_2(mod1—().

Além disso,
E:b0+bi<_1+... Eb0+b1++bp_2(m0d1—g)
—e= € = —€(mod 1 — ¢) = 2e = 0(mod 1 — ().
_Cag
Mas, note que 2 ¢ (1 — (). Além disso, (1 — ¢) é um ideal primo, e assim, € € (1 — (),
mas isso é um absurdo, pois € é uma unidade. Logo, - = +(*. Considere 2r = a(mod p)
€

e e =( "e. Assim, € = ("€; e €, = €, 0 que prova a proposicao. O

A seguir, vamos adotar a seguinte notacio K = Q(¢), K* = Q(¢ + ¢71). Considere
Ox o grupo das unidades do anel de inteiros de K. Analogamente, Oy ¢ o grupo das
unidades do subcorpo maximal real de K.

No préximo teorema vamos generalizar a Proposicao [5.3.10] mostrando que o indice
(O : WO54] éigual a 1, quando n é uma poténcia de primos, ou igual a 2, se n é divisivel
por pelos menos dois primos distintos.

Teorema 5.3.11. Seja Q = [Of : WOg.|. Se n é uma poténcia de primo, entio Q) = 1.
Caso contrario, se n nao € uma poténcia de primos, entao ) = 2.

Demonstrag¢io. A demonstracao para n primo impar é exatamente igual a dada na Pro-
posi¢ao Para p = 2, devemos argumentar de maneira diferente. Para isso, suponha

¢ €
que € é uma unidade de Q((am) tal que — ¢ W. Assim, - = ( é uma raiz 2-ésima primitiva
€ €

da unidade. Se N ¢é a norma de Q((,..) em Q(7), entao

N(¢) = ¢*, onde a é dado por

2(m=2)_q
a= > = Y (1+4j)=2"? 427122 -1)=2""(mod 2" ).
0<b<2™ Jj=0

b=1(mod) 4

€
Portanto, (* é uma 4-ésima raiz primitiva de 1 e, assim, (* = +i. Logo, N( ) = +1. Mas,
€

N(e) é uma unidade de Q(i7), e portanto, é igual a +1 ou +i. Entretanto, nenhuma dessas
possibilidades é satisfeita, o que é uma contradi¢do. Logo, Q = 1 para Q(¢*"). Agora,
suponha que n nao é uma poténcia de primos. Assim, 1 — ¢ é uma unidade. Contudo,

1—¢
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Se —(, € W2, entdo —(, = (£(7)? = (" = —1 = ¢¥~*. Logo, n deve ser par, e assim,

n

n = 0(mod 4). Como —1 = (7, segue que
g = 2r — 1(mod n) = g = —1(mod 2),
o que é um absurdo, pois n = 0(mod 4). Logo, —(, ¢ W?2. Portanto, Q = 2. O

Podemos concluir do Teorema [5.3.11] que conhecer as unidades reais de um corpo
ciclotomico é quase suficiente para conhecer todas as outras.

5.4 Unidades ciclotomicas

Apresentamos nesta secao resultados que determinam explicitamente o grupo das uni-
dades de corpos ciclotomicos, através das chamadas unidades ciclotomicas, que tem indice
finito no grupo de todas as unidades.

Na Definicao [5.3.3, apresentamos as unidades ciclotomicas. A seguir, vamos definir o
subgrupo das unidades ciclotomicas de K = Q((,).

Definigao 5.4.1. Considere n # 2(mod 4) e sejam U,, o grupo das unidades de Q((,) e
V,, o grupo multiplicativo de Kt gerado por

{£G, 1= |1 <a<n-—1}.
O grupo
c,=V,nU,

é chamado subgrupo das unidades ciclotomicas de K = Q(¢,).

Observacao 5.4.2. Se K é um corpo de nimeros abeliano, entdao podemos definir as
unidades ciclotémicas de K deixando K C Q((,), com n sendo minimo (ou seja, o condutor
de K) e definindo Cx = Ok N C,. Isso funciona bem para o subcorpo maximal de

Kt = Q¢+ h)-

Como as unidades reais multiplicadas por raizes da unidade sao de indice 1 ou 2 no
grupo das unidades, é suficiente trabalharmos apenas com as unidades reais.

- (1—a) @
Observacdo 5.4.3. Se (,, = en, entio (, 2 ign _ sen(ma/n)
n sen(w/n)

real. Além disso, se mudarmos a para —a, entao obtemos a mesma unidade multiplicada
por —1.

, ou seja, ¢ um valor

Proposicao 5.4.4. Seja p um primo e m > 1.

1. As unidades ciclotomicas de Q((m)T sdo geradas por -1 e pelas unidades

o 1 — (o

fa:CanQ - 1_<_ B
P

com 1 < a < ip™, mde(a,p) =1;

2. As unidades ciclotomicas de Q((m) sao geradas por (um e as unidades de

K+ = Q((ym ).
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Demonstracao. Para simplificar a notagao, considere ¢ como (,m. Nesta demonstracao,
provamos primeiro o item 2 e depois o item 1. A definicdo das unidades ciclotomicas
envolve 1 — (* para todo a #Z 0(mod p™). Suponha que existem k,b € Z tais que k < m
e mdc(b, p) = 1. Assim, usando a seguinte relacao

1—a” =T[1-¢" "),
segue que
L= ()" =TT (=g h),
5=0
Como mdc(p, b + jp™*) = 1, segue que podemos considerar apenas os a € Z tal que
mdc(a,p) = 1. Além disso, 1 — (* e 1 — (~° diferem apenas pelo fator —(?, isto é, uma

poténcia de (, e assim, vamos apenas considerar 1 < a < §pm. Agora, suponha que

E==¢" I —¢H= (5.6)
1<a<
P
(a,p)=1
¢ uma unidade de Q(¢). Como (1 —¢;) e (1 — (;) sao associados para todo i, j € Z, segue
que os ideais (1 —(*) sdo todos iguais. Assim, Y ¢, = 0, onde ¢, é a poténcia que aparece
na igualdade [5.6] Portanto,

e=seTI(28) —se e

a#1

1
onde e = d + 5 > cqa(a—1). Note que se p = 2, entdo para termos mdc(a, p) = 1, devemos

ter a impar. Logo, (¢ € Q(¢) em todos os casos. Isso completa a prova do item 2. Agora,
seja ¢ € Q(¢)*. Como cada fator do produto acima é real, segue que +(¢ deve ser real, e
assim, devem ser apenas 41, o que prova o item 1. ]

E possivel mostrar que as unidades ciclotémicas séo de indice finito no grupo das uni-
dades completo. Assim, sera suficiente trabalhar no subcorpo real. A seguir, apresentamos
alguns resultados de unidades ciclotomicas que serdo tteis, entretanto, as demonstracoes
desses resultados usam uma teoria que nao foi abordada em nenhum momento neste con-
texto, e assim, nao serdo feitas e podem ser encontradas em [7] (Teoremas 12.4.1 ¢ 12.4.2)
ou em [I5] (Teoremas 8.2 e 8.3). O primeiro apresenta o caso mais simples, o de poténcia
de primos.

Teorema 5.4.5. Seja n = p™, com p um primo e m > 1. As unidades ciclotomicas
Cx+ = Cta de Og+, com KT = Q(C + (1), sdo de indice finito no grupo E = E}. e

h:h;m :[EZCKJr],
onde h € o nimero de classes de KT.
Observacao 5.4.6. Se n nao é uma poténcia de primos, entao nem toda unidade cicloto-
1 -

mdc(a,n) = 1, ou seja, cada um desses produtos é uma unidade real vezes uma raiz da
unidade, enquanto a unidade ciclotomica 1 — C), nao é desta forma, conforme Corolario

B.3.111

11—
mica é um produto de raizes da unidade e nimeros da forma (” , com
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Apresentamos o caso mais geral, onde n é um nimero inteiro qualquer.

Teorema 5.4.7. Sejam n = pi'...pS, com p; sendo primos distintos e e; > 1, para
1 <i< s K=Q) eK=Q(«(+<¢"). Para cada conjunto I pertencente a

D ={Ic{1,... s}}, sejan; =][]py. Sea éuwm nimero inteiro tal que 1 < a < g e
iel
mdc(a,n) = 1, entdo os nimeros
nr(l—a) 1 _ Can[
L= 2 n_ 5.7
eI () 5.7)

formam um conjunto de unidades multiplicativamente independentes de K*. Além disso,
o subgrupo

C:<—1,§a| 1<a<g, mdc(a,n):1>,

tem indice nao nulo em Oj, .



6 Reticulado logaritmico

H&4 uma importante relagdo entre empacotamento esférico e a Teoria de Codigos, que
se explicita no fato de que o problema de encontrar empacotamentos esféricos densos em
um dado espaco é equivalente a encontrar codigos corretores de erros eficientes. A partir
desta percepg¢ao, passaram a associar o estudo dos coédigos aos reticulados e surgiram
varias familias de reticulados.

Neste capitulo apresentamos os conceitos basicos sobre reticulados na Secao[6.1] e sobre
empacotamento esférico e reticulado na Se¢ao[6.2] Na Segdo [6.3 apresentamos a defini¢ao
de minimo sucessivo. Nas Segoes finais, e [6.5], introduzimos o reticulado logaritmico e
apresentamos seu raio de cobertura em um corpo ciclotémico.

6.1 Reticulados

Para darmos seguimento, dedicamos as primeiras se¢oes para uma introducgao a Teoria
dos Reticulados, com o objetivo de introduzir os reticulados logaritmicos, objeto principal
de estudo desse trabalho.

Defini¢ao 6.1.1. Seja B = {vy,v9,...,0,} C R™ uma colegdo de m < n vetores linear-
mente independentes. O conjunto

AB) = {3

i=1

aiEZ,lgiSm}, (6.1)
¢ chamado reticulado m-dimensional em R"”, com base B. Se m = n, dizemos que
A(B) é um reticulado de posto completo.

Como trabalhamos apenas com reticulados completos, por simplicidade, chamamos
apenas de reticulado, sem o risco de confusao.

Observacao 6.1.2. Podemos reescrever a definicao de reticulados tomando R = K|
R™ =V um espago vetorial e A = Z.

Ainda, outra maneira de ver os reticulados é como Z-mddulos livres de posto finito
contidos no R™, onde a base B = {vy, ..., v,} é linearmente independente sobre R. Assim,

A =Zvi+ ...+ Zv,. (6.2)

Como um moédulo é um grupo abeliano aditivo, segue que A é um grupo abeliano aditivo
no espaco euclidiano. Em particular, a soma ou a diferenca de quaisquer dois vetores do
reticulado ainda é um vetor do reticulado.

164



Reticulados 165

Exemplo 6.1.3. Um reticulado bastante conhecido é A = Z? no R?, com a base canonica
dada por {(1,0), (0,1)}. Este reticulado é dado por

A ={a(1,0) +b(1,0) | a,b € Z}.

Geometricamente, obtemos a seguinte representacao.

Figura 6.1: Reticulado Z?2.

Exemplo 6.1.4. O Exemplo pode ser expandido, e assim, obtemos o reticulado
A =7" no R", também com a base canoénica B = {e; = (0,...,0, \1/ ,0,...,0) 1<
cof)_réc?vierrrll:da

i <n}.

Observacgao 6.1.5. Um mesmo reticulado pode ter mais do que uma base. Para que isso
seja possivel, a matriz de mudanca da base B para C deve ser inversivel. Em outras pala-
vras, o reticulado A terd duas bases, B e C, se Mpc tem entradas inteiras e determinante
+1.

Proposigao 6.1.6. Seja A um reticulado de base B = {vy,v,...,v,}. O conjunto C =
{uy,us, ..., u,} C A de vetores linearmente independentes sobre R tais que
n
u; = Z a;jvj, com a;j € 7,
j=1
€ base de A se, e somente se, det(a;;) = 1.
Demonstragao. Por hipdtese, segue que
n
U; = Zaijvj, Q5 € Z,
j=1

isto é, os elementos de C podem ser escritos como combinacgao linear de elementos de B.
Escrevendo na forma matricial, segue que
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Uy ailr a2 ... Qip (%1
Uz Q21 Ag2 ... Q2 %
Unp, Ap1 Ap2 ... QApp Un,

Assim, C é uma base de A se, e somente se, det(a;;) = £1, ou seja, a matriz mudanca de
base ¢ inversivel. O]

A seguir, provaremos que o reticulado é um subconjunto discreto do R™. Para isso,
relembremos o que é um subgrupo discreto.

Definicao 6.1.7. Seja H um subgrupo do R". Dizemos que H ¢ um subgrupo discreto
se para qualquer conjunto compacto K C R", H N K ¢ finito.
Proposicao 6.1.8. O conjunto dos pontos de um reticulado A C R™ € discreto.

Demonstragao. Para mostrarmos que é discreto, devemos provar que os pontos de A nao
sdo de acumulagao. Para isso, considere B = {vy,vs...,v,} uma base de A. Considere o
seguinte sistema linear:

z,v1) =0
T,v9) =0

2>_ com z # 1.
<xavn> - 07

Esse sistema possui (n — 1) equagbes e n incognitas, e assim, possui infinitas solugdes.
Logo, esse sistema deve possui ao menos uma solugdo x nao-nula. Se (x,v) = 0, entao
x é ortogonal a todos os vetores de B, o que é impossivel uma vez que x # 0. Portanto,

(x,v1)

vetor restante v, ..., v,. Do mesmo modo, considere u; =

(x,v1) # 0. Assim, considere u; = que satisfaz (uy,v;) = 0 e é ortogonal a cada

<x>’ paracada:=1,...,n.
T, U;
Analogamente, (u;,v;) = 0 e (u;,v;) = 1, para todo i # j, Considere z = Y av; € A,

i=1
a; € 7, tal que z pertence a uma bola de raio r. Logo,

w; = (z,u;).
Pela desigualdade de Cauchy-Shwarz, segue que
lasll = [[{z, ws) || < 2| [Jwil] < 7w

Como r.||u;]| ndo depende de z, segue que existe um nimero finito de possibilidades para
a;. Assim, o conjunto de todos os z € A tal que ||z]| < r é finito. Em outras palavras,
mostramos que a interseccdo de A com qualquer compacto de R™ é finito. Portanto, os
pontos de A nao sdo pontos de acumulagao e concluimos que é discreto. O

Proposicao 6.1.9. Se H C R" é um subgrupo aditivo discreto, entao H é um reticulado.
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Demonstragcao. Sejam vy, ..., v, o conjunto maximal dos R-elementos independentes de
H. Assim, todo elemento de H pode ser escrito da forma

h=rw, + ...+ 7,0y, onder; € R.
Note que H contém o reticulado dado por
AN=7uv,+ ...+ Zv,,.

Seja K = {civ1+...4+¢nvm | 0 < ¢ < 1} um conjunto compacto. Note que todo elemento
h € H pode ser escrito como

vy+k,yeN+ke KNH.
Mas, KN H = {hy,...,h.} é um conjunto finito. Logo, A é um subgrupo de indice finito

1
em H. Dessa forma, existe d inteiro positivo tal que dH C A. Portanto, H C gA, onde
1 1
3/\ é um Z—mbdulo livre de posto finito m. Como H é um subconjunto de gA, que tem

posto m, segue que H é um Z-moédulo livre e tem posto | < m. Denotamos por wy, ..., w;
seus geradores. Agora, vq,...,v, € H e o R-mddulo gerado por estes elementos tem
dimensao m e esta contido no R-médulo gerado por wy, ..., w;. Portanto, m = [, ou seja,
wi, ..., W, sao linearmente independentes sobre R. Logo, H é um reticulado. O

Corolario 6.1.10. Seja A um subgrupo aditivo de R™. O conjunto A é um reticulado se,
e somente se, N é um subgrupo discreto do R™.

Demonstragdo. Segue direto da aplicacao das Proposig¢oes el6.1.9 O

Exemplo 6.1.11. Como haviamos citado, Z" é um reticulado de R", uma vez que forma
um subgrupo discreto aditivo de R™. Mas, Q™ C R", apesar de ser subgrupo aditivo, nao
é reticulado pois nao é discreto.

Definig¢ao 6.1.12. Seja A um reticulado de R™ com base B = {vy, vs,...,v,}. O conjunto
dado por
i=1

é chamado regiao fundamental do reticulado.

Exemplo 6.1.13. A regido fundamental do reticulado Z? mostrado no Exemplo é
dada pelo poligono com vértices (0,0), (1,0), (0,1) e (1,1).

A regiao fundamental P de um reticulado A pode ser transladada pelo espago R". Se
a translacao for feita pela adigdo de um elemento [ € A nao nulo, entao a nova regiao nao
intercepta a regiao fundamental.

A seguir, apresentamos outras defini¢oes importantes no estudo dos reticulados.

Defini¢ao 6.1.14. Seja A C R"™ um reticulado com base B = {vy,vs,...,v,}. Se
cada v; pode ser escrito em coordenadas reais de cada vetor da base B, isto é, v; =

(Vi1, Vigy « -+, Uin), onde @ = 1,... n, entdo a matriz
Vi1 V12 ... Uln
V21 V22 ... Ugp
M = [vili ¢ j<n =
Unt Upn2 ... Unpn

é chamada matriz geradora de A.
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Figura 6.2: Regido fundamental do reticulado Z?

Note que, com as mesmas hipéteses da Definigao podemos descrever o reticulado
como sendo

A={AM|XeZ"}.

Defini¢ao 6.1.15. Seja A um reticulado com regidao fundamental P. O volume do
reticulado A é definido por

vol(A) = vol(P) = | det(M)].

Observagao 6.1.16. Também é possivel calcular o volume do reticulado utilizando u
(medida de Lebesgue em R™), onde vol(P) = u(P) = [p dp.

Proposicao 6.1.17. O volume de um reticulado A C R nao depende da escolha de sua
base.

Demonstragio. Considere duas bases do reticulado A. Digamos B = {vy,vs...,0,} e
C = {ui,us,...,u,}. Como ambas sdo base, pela Proposi¢ao [6.1.6] segue que a matriz
mudanca de base de B para C, Mpe, tem determinante +1, isto é,

det(Mlgc) = +1.

Seja M a matriz geradora de A formada pelas coordenadas dos vetores de B e M’ a
matriz formada pelas coordenadas dos vetores relacionados a C. Assim,

M’ = Mpge. M

= det(M') = det(Mpc. M)

= | det(M’)| = | det(Mpc.M)|

= | det(M’)| = | det(Mpc)|| det(M)]

= | det(M')| = | det(M)].

Pela Definicao [6.1.15 segue que o volume do reticulado é calculado justamente pelo
moédulo do determinante da matriz geradora de uma base de A, ou seja, independente da
base escolhida, o volume do reticulado nao se altera. O
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Definig¢ao 6.1.18. Seja A C R” um reticulado cuja matriz geradora é dada por M. A
matriz de Gram associada a M ¢é dada por

G=M"M.

Note que a matriz de Gram é sempre uma matriz simétrica, mas ela nao ¢é fixa para o
reticulado, podendo se alterar dependendo da base ou da matriz geradora.

Exemplo 6.1.19. Considere o reticulado A = Z? gerado por B = {(n,n + 1),(—n —
1,n) | n € Z}. Outra base de A é dada por C = {(n,n+1),(—=1,2n+ 1) | n € Z}. As
matrizes geradores de B e C sdao dadas, respectivamente, por

| n —n—1 ;| n —1
M_[n+1 n 16M_[n+1 2n+11'

Quando calculamos as matrizes de Gram de cada uma dessas matrizes geradoras, respec-
tivamente, obtemos

L AT Aq n n+1l |n —n—1] [2n*+2n+1 0

G_MM_[—n—l n ][1 n - 0 N2 +9n+1

&= MM | ntl n -1 | [2n*+2n+1 2n*+2n+1
- T =1 2n41| n+1 2n+1| |20+ 2n+1 An’+4An+2|°

Apesar das matrizes de Gram de um reticulado serem distintas, veremos a seguir que
o determinante delas é o mesmo, e esse s6 depende do reticulado.

Proposicao 6.1.20. Sejam A C R"™ um reticulado de base B e matriz de Gram G. Se
C for outra base de A, entio det(G) = det(G’), onde G’ é a matriz de Gram de A com
relagdo a base C.

Demonstragio. Considere A = Mpge a matriz mudanca de base de B para C. A prova
segue direto do fato de que det(A) = £1. Neste caso, M’ = AM. Assim,

det(G") = det(M)TM') = det(MT AT AM)
= det(M’) det(AT) det(A) det(M)
= det(MT M) = det(G)

Portanto, det(G’) = det(G). O

Exemplo 6.1.21. No Exemplo [6.1.19, ambas matrizes de Gram tem determinante igual
a (2n* +2n + 1)2.

Definigao 6.1.22. Se A C R” é um reticulado, entdo o determinante do reticulado
A é definido pelo determinante da matriz de Gram de A. Assim,

det(A) = det(G) = (det(M))? = (vol(P))>.

Definig¢ao 6.1.23. Se A C R" é um reticulado e A’ é um subgrupo aditivo contido em
A, dizemos que A’ é um sub-reticulado de A. Quando for finito, o indice do subgrupo
A em [A : A'], é dado pelo ntimero de elementos do quociente A/A" e pode ser calculado
vol(A)
vol(A)

pela razao [A : '] =
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6.2 Empacotamento esférico no R"

Um problema classico da geometria é o do empacotamento esférico. O empacotamento
esférico consiste em encontrar a melhor maneira de distribuir esferas idénticas macigas,
de modo que preencham o maximo de espago possivel, em termos de densidade.

Esse problema tem diversas aplicacoes como a Teoria da Informagao, Otimizacao,
Fisica, Quimica, Biologia, Medicina, etc. Entretanto, podemos exemplifica-lo de maneira
muito simples, como no seguinte exemplo: Sem amontoar uma em cima da a outra,
quantas moedas de 1 real cabem em uma quadra de volei?

Uma maneira natural de responder esse problema seria considerar o didmetro da mo-
eda, que é de 27mm, e a medida da quadra de vdlei padrao, que tem 18x9m. Assim,
calcular a quantidade de fileiras no sentido do comprimento e repetir o processo no sentido
da largura. Multiplicando esses valores, obter a quantidade de moedas. Numericamente,

18 9
_—om ~ 666 moedas e o ~ 333 moedas.
27mm 27mm

Isto é, o numero total de moedas que cabem nesse espago seria 333 X 666 ~ 221778
moedas. Entretanto, se fosse feito isso, estaria apenas preenchendo no méaximo 78% de
todo espaco livre da quadra, pois ao colocar uma circunferéncia do lado da outra, sobra
um espaco que nao é preenchido.

Figura 6.3: Representacao das moedas colocadas por fileira

Mostraremos nesta se¢do que nem sempre a maneira mais natural de resolver esse
problema é a melhor. Note que se substituir a moeda por circulo e a quadra de volei pelo
espaco R?, vemos que é um problema de empacotamento esférico. Veremos que a melhor
forma de resolvé-lo, seria colocar os circulos inscritos em hexagonos. Dessa maneira, é
possivel ocupar um pouco mais de 90% da drea total.

Esse problema pode ser expandido, como no seguinte exemplo: Quantas bolas de vinil
cabem em um galpdo? Intuitivamente nota-se que o problema é parecido com o anterior,
mas a diferenca é que ao invés de circulos (moedas) e areas, o trabalho é determinar
quantas esferas (bolas) ocupam um determinado volume do espago.

Resumindo, no caso de duas dimensoes, obtemos o plano e consideramos circulos e suas
areas; em trés dimensoes, o espago e fazemos a analise com esferas e volumes. Mas, sem
perder a ideia de empacotamento, podemos estender para espacos de dimensoes maiores.

Algumas perguntas naturais relacionadas a esse problema sao:

1. Dada uma dimensao, qual a maior densidade possivel que se podem alcangar empa-
cotando o espago com esferas idénticas que apenas se tangenciam?
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2. Neste caso, qual é a disposicao e raio dessas esferas?

Em outras palavras, como é possivel resolver esse problema de preencher o espaco utili-
zando esferas macicas tangentes idénticas deixando o menor espago possivel sem preenchi-
mento? Estas perguntas nao tem respostas para todas as dimensoes. Para ter a resposta
em algumas dimensoes, iremos transferir esse problema para o conceito de reticulados,
onde o centro de cada esfera vai formar o subgrupo discreto que define o reticulado.

Definicao 6.2.1. Um empacotamento esférico em R" é uma distribuicdo de esferas
de mesmo raio p no R™ de forma que a intersecao entre quaisquer duas esferas tenha no
maximo um ponto.

Definicao 6.2.2. Um empacotamento reticulado é um empacotamento esférico em
que o conjunto dos centros das esferas formam um reticulado A no R™.

Pelas Definigoes e[6.2.2] vimos que podemos descrever um empacotamento esfé-
rico apenas conhecendo o centro e o raio das esferas.

Definigao 6.2.3. A densidade de empacotamento do reticulado A € R" é a proporcao
do espago R"™ coberta pela uniao das esferas.

Como queremos que as esferas cubram o maior espaco possivel, segue que faz sen-
tido estudar empacotamentos associados a um reticulado A em que as esferas tenham raio
maximo. Para determinarmos esse raio, como o reticulado A é um conjunto discreto do R",
entao fixado k£ > 0, obtemos a intersecio de um conjunto compacto
K = {z € R" |z| < k} com A sendo finito. Assim, podemos definir o seguinte ni-
mero

Apmin = min{|A[; A € A, A #0}.
Definicao 6.2.4. Sejam A C R” um reticulado e Apy = min{|A|; A € A, X # 0}.
Chamamos de norma minima de A, o niimero
Ninin = (Amin)*.
Tendo isso em vista, o maior raio para o qual é possivel distribuir esferas centradas nos

pontos de A e obter um empacotamento é p = i

. Observe que se o empacotamento

que estamos analisando é reticulado, entdo podemos estender para o plano a analise da
proporc¢ao ocupada pelas esferas na regiao fundamental. Dessa forma, conseguimos obter
diretamente como encontrar a densidade de empacotamento.

Definicao 6.2.5. A densidade de empacotamento associada a um reticulado
A C R™ é dada por
_ Volume da regiao coberta por uma esfera  vol(B(0,p))  wvol(B,(1))p"

A(A) = = =
(A) Volume da regiao fundamental vol(A) vol(A)

em que B(0, p) denota a esfera de centro na origem e raio p.

Observe que vol(A) = y/det(A). Assim, podemos substituir esse valor direto na for-

mula da densidade de empacotamento. Além disso, como o valor de vol(B, (1)) é um valor
fixo em cada dimensao n, podemos concluir que para maximizar o célculo da densidade
de um empacotamento reticulado associado a A, devemos maximizar o seguinte valor de

Pt

vol(A) \ Jdet(A)

n n
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Definigao 6.2.6. Seja A C R"” um reticulado. A densidade de centro de A é dada por

S(A) = PP

vol(A) .\ /det(A)’

em que p é o raio de empacotamento de A.

'

A seguir, apresentamos alguns exemplos de empacotamentos esféricos e empacotamen-
tos reticulados.

Exemplo 6.2.7. Para a dimensao n = 1, a melhor distribui¢ao das "esferas" sao dadas
por intervalos na reta, centradas em ntimeros inteiros e de raio 0,5. Observe os inter-
valos cobrem a reta real toda. Assim, a densidade maxima de empacotamento em R é
exatamente 1.

Exemplo 6.2.8. Para a dimensdao n = 2, a melhor densidade possivel ¢ dada por % ~

0,907. Para atingir essa densidade, as esferas (circulos no R?), estdo inscritas em um

1 0
hexdgono e centradas no reticulado que tem matriz geradora dada por M = |1 /3|,
2 2

1 \/§>

202

isto é, o reticulado é gerado pelos vetores (1,0) e <

Figura 6.4: Cobertura esférica feita com o reticulado hexagonal

Este reticulado é chamado reticulado hexagonal e a escolha do hexagono é devido a este
ser o poligono com mais lados que pavimenta o plano. Observe que a matriz de Gram de
A é dada por

- 1 0 5 V3
AT 2 |1 1| _( 12 0433013
G MM , V32 VEN B BV ”<0.433o13 0.75
2/ 2 2 114

Ainda, esse reticulado tem regiao fundamental dada pelo paralelogramo de vértices (0, 0),

1 V3\ (3 V3
(2’ 2) ’ (2’ >
volume num espago n-dimensional.

> e (1,0). A &rea desse paralelogramo é - € coincide com o a do
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Figura 6.5: Regiao fundamental do reticulado hexagonal

. , 1 ) .
Seja p = % =3 Note que com esse raio, quaisquer duas esferas no plano (neste

caso, circulos) tem apenas um ou nenhum ponto de interse¢ao. Por fim, a densidade de
empacotamento relacionada a A é

wEoy ()

[\

™ s

p".vol(B(0,1))
A(A) = - ~ 0,9069...
(1) vol(A) (?) 2v/3
1
Exemplo 6.2.9. Se A € Z? com base B = {(1,0),(0,1)}, entdo p = 5 ©
vol(B(0,1)) = m.1 = 7 e o volume do reticulado, pela Definigao [6.1.22} é dado por
10
vol(A) = 0 1' =11=

A densidade de empacotamento é dada por

A(A) = vol(B(0,1)). v :w.@ _

il
vol(A) 1 4
e a densidade de centro é dada por
2
p 1
A) = =—.
(A) vol(A) 4

Exemplo 6.2.10. No caso das bolas de vinil no galpao, estamos considerando a dimensao
n = 3. O reticulado que origina esse empacotamento ¢ um subconjunto do Z?* dado por

A:{(I1,$2,$3) €Z3 | $1+I2+$3:2k, /{ZEZ}

Uma possibilidade de base para este reticulado é dada por B = {(—1,—1,0), (1, —1,0), (0,1, —1)}.
A partir disso, segue que

Amin \/§

p = = — (raio de empacotamento)
2 /2 2
I(A) = 5 ~ 0,1767... (densidade de centro)
A(A) = SIS 0,741... (densidade de empacotamento).

%
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Dessa forma, o espaco R3 pode ser preenchido no méaximo 74,1%. Este reticulado é
conhecido como fee (face - centered - cubic) e foi provado por Gauss (1831) que este é o
melhor empacotamento reticulado para esta dimensao.

Ainda sobre o problema da cobertura esférica, faremos uma ltima definicdo que serd
util.

Definigao 6.2.11. Sejam A um reticulado em R™ e H um subespaco de R" gerado por
A. Chamamos de raio de cobertura de A o valor

p(A) = maxmin|z —uf.

A interpretagdo geométrica do raio de cobertura p(A) se dé pelo menor raio r tal que
A + B, (r) cobre o subespago H.

6.3 Minimos sucessivos de um reticulado

Considere um reticulado A em R™, com n > 2. Como definido em [6.2.4) Ny (A) é
a norma minima do reticulado, sendo o minimo entre as normas euclidianas de todos os
seus vetores nao nulos.

Definicao 6.3.1. Os vetores minimos de um reticulado A C R" sdo os vetores z € A—0
com norma igual a norma minima do reticulado. O conjunto de todos os vetores minimos
¢ denotado por S(A) e é dado por

SA) ={z e Al ]z = Nuin(A)}-

Defini¢ao 6.3.2. O nimero de elementos do conjunto S(A) é chamado de nimero de
contato de A.

Definicao 6.3.3. Seja A C R” um reticulado. Chamamos de k-ésimo minimo suces-
sivo de A o valor Ai(A) correspondente ao menor raio 7 tal que a bola centrada na origem
de R™ com raio r contém k vetores linearmente independentes pertencentes a A, isto é,

Ak(A) = min{r | B,(0,7) D k vetores L.I, k € A}.

Outra interpretagao do minimo sucessivo A\x(A) é o menor valor real r > 0 tal que o
reticulado A possui k vetores linearmente independentes com norma euclidiana menor ou
igual a r. Consequentemente, obtemos a seguinte desigualdade:

M(A) € Ao(A) < ... < A(A).

Em particular, para k = 1, A\;(A) é uma outra maneira de chamar a norma minima Ny, (A)
do reticulado A em R™. Neste caso, A\;(A) é chamado de primeiro minimo sucessivo de A.

Observacao 6.3.4. Neste contexto, ndo ha risco de confusao do reticulado que estamos
trabalhando. Assim, por simplicidade, denotamos o minimo sucessivo A;(A) apenas por
Ak
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Definigao 6.3.5. O invariante de Hermite de um reticulado A C R" é definido por

 Num(A)?
1) = )t

e a constante de Hermite de dimensao n é definida por

Yo = sup Y(A).

ACR"

Definig¢ao 6.3.6. Um reticulado A tal que

Y(A) =M,

¢ chamado reticulado critico em dimensao n.
Note que, podemos reescrever a densidade de centro §(A), definida em como
5(A) = 27(A)

3

Teorema 6.3.7. [19] Se A é um reticulado n-dimensional, entao

A”S\)SM(A)SHQA(A).

6.4 Reticulado logaritmico

O grupo das unidade do anel de inteiros de um corpo numérico é finitamente gerado,
pelo Teorema das Unidades de Dirichlet, que fornece em termos abstratos a caracterizacao
desse grupo. O reticulado logaritmico é obtido através de um mergulho logaritmico, que
também definimos nesta secao. Veremos que este reticulado nao tem posto completo no
espaco euclidiano de dimensao igual ao grau do corpo, um fato diferente dos reticulados
que vinhamos abordado nas se¢oes anteriores. O objetivo desse estudo é por sua aplicagao,
uma vez que os reticulados logaritmicos tem sido aplicados tanto em codigos quanto em
criptografia.

A seguir, considere K um corpo de ntimeros algébrico de graun < 2. Sejam o1, 09, ..., 0,
os monomorfismos de K — C, onde oy, ...,0, representam os monomorfismos reais e
Ori1s---,0rts, 08 monomorfismos complexos. Lembre que os monomorfismos complexos
ocorrem em pares conjugados. Logo, n = r + 2s.

Definicao 6.4.1. Seja K um corpo de nimeros de grau n = r 4+ 2s. Chamamos de
assinatura de K o par (r, s), onde r representa a quantidade de monomorfismos reais de
K em C e s, a quantidade de monomorfismos complexos.

O conjunto dos n monomorfismos é dado por

{01, 0ryOri1y ooy Orgsy Orgo1-- s Orgste

Algumas vezes, denotamos esse conjunto por {7y, 7s,...,T,}, para facilitar a notago,
quando for conveniente.

Seja ¢ : K — V, onde V = R" x C*® definida por

¢(a) = (0’1(@), 02(04)’ ces 70r+s(a>)'
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Fixe uma base integral aq,as,...,a, de K sobre Q. Assim, pela Definicao [2.5.7
e pelo Coroldrio 2.5.13] segue que (det(r;(e;)))? = d(K) # 0. Além disso, os vetores
o(aq), ..., ¢(ay,) sdo R-linearmente independentes em V. Agora, um reticulado em V' é,
por defini¢cdo, um subgrupo aditivo de V', que pode ser escrito na forma Zv, + ... + Zuv;.
onde vy,...,v; sao elementos R-linearmente independentes de V. Seja Ok o anel de
inteiros de K. Assim, mostramos o seguinte resultado:

Teorema 6.4.2. Se O ¢é um anel de inteiros de K, entao ¢(Ok) € um reticulado.

A seguir, vamos definir uma aplicacao A que sai do subconjunto aberto R" x C* que
consiste em todos os pontos cuja nenhuma coordenada é zero em R" 5.

Definigao 6.4.3. Defina A : V — R"™* dada por

AMag, ..., ays) = (log|aq], ..., log ||, 2log |y, - - -, 21og |ay1s]) -

Observe que a composicao das funcoes ¢ e A fornece uma aplicacao de K em R"5.
Denotamos essa composi¢ao por Log e chamamos de mergulho logaritmico.

Definicao 6.4.4. A funcao Log : K* — R""* tal que, para todo = € K*,
LOQ(Q:) = (1Og |0'1(ZL')|, cee ’log |UT(I)|7 21Og |0-7‘+1(I)|’ R 210g |UT+S(I)|> ) (63)

onde log denota a funcao logaritmica com base 10 em R, é chamada de mergulho loga-
ritmico.

Observagao 6.4.5. Seja y um nimero complexo. A notacao |y| se refere a norma com-

plexa, dada por |y| = \/R(y)2 + F(y)?, onde R representa a parte real deste nimero e F,
a parte complexa.

Note que pela topologia, imagem inversa de compacto, é compacto. Logo, A™}(K) é
compacto quando K é um subconjunto compacto de R"**. Lembre que uma das proprie-
dades notaveis do logaritmo ¢ que

log(zy) = log(x) + log(y), para todo z,y € Ok.

Dessa forma, podemos concluir diretamente que o mergulho logaritmico é um homomor-
fismo do grupo multiplicativo K* = K—{0} de K no grupo aditivo R"**. Agora, considere
a restricao do homomorfismo Log ao grupo das unidade do anel de inteiros de K, isto é,
U(Ok) = Ok. Assim,

Log : O — R™*. (6.4)

O nicleo deste homomorfismo é dado pelo grupo W, conjunto das raizes da unidade
pertencentes a Of.

Proposicao 6.4.6. O nicleo W de Log : O — R™* € dado pelo conjunto de todas as
raizes da unidade pertencentes a Of.

Demonstragio. Queremos encontrar o conjunto W tal que Log(W) = 0. Note que

Log(a) =0 < |o;(a)| =1, paratodo i=1,...,n.

Assim, note que o corpo de polinémios P, dado por

1(r = oi(a))

i
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estd em Z [t]. Agora, observe que se p(t) é um polindémio com todos os zeros em C tendo
valor absoluto 1, entdao todos os zeros sao raizes da unidade. Assim, o;(«) é uma raiz da
unidade. Em particular, o também é uma unidade. Logo, o conjunto de todos os a forma
o nucleo de Log, e portanto, obtemos o que queriamos. O

Pelo Teorema [4.4.14] segue que W consiste em um grupo multiplicativo ciclico finito.
Como (—1) € W e (—1) tem ordem par, segue que a ordem de W deve ser par.

Teorema 6.4.7. Log(Ox) é um reticulado.

Demonstragio. Se K é um compacto em R entdao S = A™(K N Log(0%)) C ¢(Ok).
Além disso, S ¢ finito, uma vez que ¢(Ok) é um reticulado pelo Teorema e sabemos
como ¢ dada a aplicagdo A. Logo, K N Log(Oy) ¢ finito e, portanto, Log(Of) ¢ dis-
creto. Mas, observe que definimos Log como um homomorfismo do grupo multiplicativo
U(K) = K* no grupo aditivo R"**. Assim, pela Proposi¢ao segue que Log(Of) é
um reticulado. [

Definicao 6.4.8. O reticulado Log(Of) C R é chamado reticulado logaritmico
associado a K.

Note que, até agora, nao utilizamos o Teorema das Unidades de Dirichlet. Apesar
disso, com a base tedrica que criamos neste capitulo, poderiamos provar uma versao mais
fraca dele.

Teorema 6.4.9. (Teorema das Unidades de Dirichlet fraco) Se Ok é o anel de
inteiros de um corpo de nimeros K, entao U(Ox) = O € finitamente gerado.

Demonstragio. Considere B = {vy, v, ..., v} uma base para o reticulado Log(Oj). Se-
jam ug, ..., u unidades com Log(u;) = v;. Se u € O, entdo existem ¢; € Z tais que

Log(u) = civy + ...+ quy, ¢; € Z.

Agora, se ¢ = uutu? ... u;', entdo Log(u) = 0, uma vez que o Ker(Log) é o grupo das

raizes da unidade em Oy. Isso implicaria que ¢ é uma raiz da unidade. Mas, o conjunto
das rafzes da unidade em K é finito. Logo, u = (" 'uf' ... uj'. Portanto, Of ¢ finitamente
gerado. O]

Observe que na versao original do Teorema das unidades de Dirichlet (4.2.1]), apre-
sentamos a prova de como as unidades sao dadas. Entretanto, podemos reescreve-lo da
seguinte forma:

Teorema 6.4.10. Seja K um corpo de nimeros com assinatura (r,s). Denotamos por W
o grupo das raizes da unidade contidas em K e considere | = r + s — 1. Assim, o grupo
aditivo Log(O%) € isomorfo Z, ou seja, o grupo das unidades de K é isomorfo a W x Z'.

Como tinhamos visto, cada unidade u de Ok pode ser escrita unicamente como
2 !
u=wuiuy ...uj, weW, e €Z, (1<1<1),

onde as unidades u; formam o sistema de unidades fundamentais. Este teorema garante
que o reticulado logaritmico A = Log(Oj) tem posto I =7+ s — 1 em R"*5 isto é, ndo é
completo.
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Exemplo 6.4.11. Seja K um corpo quadratico imaginario. Neste caso, r = 0e s = 1,
e assim, K tem assinatura (0,1). Pelo Teorema das Unidades de Dirichlet , segue
que o grupo das unidades de K é isomorfo ao conjunto das raizes da unidade, ja que
[ =r+s—1=0. Note que isso pode justificar que as unidades constituem um conjunto
finito em cada um dos casos analisados na Segao [3.1]

Exemplo 6.4.12. Consideramos o corpo quadratico real K = Q(v/3), o qual tem assina-
tura (2,0). Ja vimos que O = Z + Z+/3 pelo Teorema uma vez que 3 # 1(mod 4).
Pelo Teorema [3.2.1], segue que o grupo das unidades é isomorfo a Zy x Z. As raizes dos
corpos quadraticos totalmente reais sao dadas no Teorema [£.4.16, Como W nao esta em
nenhum daqueles casos, segue que W = {£1}. Pela Tabela [3.1, segue que 2 + /3 é a

unidade fundamental de K = Q<\/§) Assim, pelo Teorema [3.6.2] segue que as outras
unidades podem ser escritas como £7°, e € Z.

a+b/3€0t e a+b/3=%2+V3), ecZ,

ou ainda,
+1 = Ng(a +bV3) = (a + bV/3)(a — bV/3) = a® — 3b°.
Logo, o mergulho logaritmico pode ser definido como Log : O — R?, onde
Log(£(2+V3)%) = (log|oi(£2 + v/3)[ log|ea(£2 — V3)*|)
= (elog(2+ v/3),elog(2 — V/3)), onde ¢ € Z.

Geometricamente, o reticulado A = Log(Oj) de dimensdion=r+s—1=24+0—-1=1
em R? é dado por

Figura 6.6: Reticulado logaritmico associado a Q(v/3).

Além disso, o regulador é dado por
| det(log(o1(2 + v3)1x1))| = log(2 + V/3) = 0.571947

Exemplo 6.4.13. Generalizamos o Exemplo Seja K = Q(y/m), com m > 1,
um corpo quadratico real. Pelo Teorema [3.2.1] segue que Of ~ Z, x Z e a imagem
do reticulado logaritmico A = Log(Of) é isomorfa a Z em R?. Mais especificamente,
Log(O%) esta contido no subespago de R? que ¢ ortogonal ao vetor unitério (1,1). De
fato, se u é uma unidade fundamental de K, entao
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Log(£u®) = e(log |o1(u)],log [o2(u)]),
para todo e € Z. Mas, observe que

((log|oy(u)|,log |oa(u)]); (1,1)) = log |o1(u)os(u)| = log | Nk(u)| = logl =0,

ou seja, os vetores de Log(Oj), quando K = Q(y/m), sdo ortogonais a (1,1). Logo,
A = Log(O%) estéa contido no subespaco ortogonal ao vetor unitario de R?.

Mais geralmente, A = Log(Oj) sempre estd contido no subespago de R™** que é
ortogonal ao vetor unitario (1,1,...,1). Além disso, é de posto completo neste subespago.
A demonstragao desse fato é analoga a feita no Exemplo [6.4.13|

6.5 Raio de cobertura do reticulado logaritmico em
Q(¢n)

O objetivo, desta secao, é apresentar um limite superior para o raio de cobertura do
reticulado obtido via corpos ciclotomicos Q((,), para qualquer n € Z, através do mergulho
logaritmico.

A seguir, considere K = Q((,), n = pi'...p%, com n = (mod 4), onde cada p; é um
primo distinto e e; < 1 é inteiro (1 < i < s). Consideramos ainda I' = {I C {1,...,s}}.
Para provarmos qual é o limitante do raio de cobertura, precisamos de alguns lemas.

Lema 6.5.1. Para qualquer numero inteiro m > 1,

/2 "
Z log? (2.sen <7T>) < kim,
k=1 m

onde ki € uma constante positiva independente de m.
Demonstragdo. Considere a seguinte fungao
f:10,1/2] = R,

dada por f(x) = log®(2sen(mz)). Vamos dividir o intervalo do dominio em dois: [0,1/6]
e [1/6,1/2]. Considere primeiramente o intervalo fechado [1/6,1/2] € [0,1/2]. Note que
a funcao seno é crescente neste intervalo. Logo,

1
1= 2.5 = 2.sen <g) < 2.sen(mz) < 2sen (;T) =21=2. (6.5)

Aplicando log® na Equacéo 1} e como log é uma funcgao crescente, segue que

log®(1) = log® <2. sen (g)) < log? (2sen(rz)) < log® <2 sen <72T>) = log®(2) < log 2.
Portanto,
Sex € [1/6,1/2], entdo 0 < f(x) < log®(2) < log(2). (6.6)

Por outro lado, se x € [0,1/6], entao graficamente vemos que 2z < sen(wx).

Note que se 2z < sen(mz), entdo 2z < 4z < 2sen(mx). Como log é uma funcao crescente,
segue que x € [0,1/6] = log(4x) < log(2.sen(mz)) < 0 = 0. Entretanto, quando
elevamos a desigualdade ao quadrado, ela muda de sentido. Assim,

0 < log*(2sen(nz)) = f(x) < log?(4x). (6.7)
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x=1/6 x=1/2

\

Figura 6.7: 2z < sen(wz) no intervalo [1/6,1/2].

Agora, considere o somatorio,

[m/2]
Z log2 <2 sen <7Tk>>
k=1 m

Separamos em duas parcelas da seguinte forma:
[m/2] Tk [m/6] k [m/2]
ZlogQ (23en< )) Z f( )—i— > f( > (6.8)
k=1 [m,/6]+1

Da Equacao , segue que a segunda parcela é limitada superiormente por log(2). Por
outro lado, pela Equacao (6.7)), segue que a primeira parcela satisfaz

)5 ()

Observe que podemos majorar a somatéria por uma integral. Assim,

/2] 4k [m/6] 4k
S log? ( ) / log2< )dk
[m/6]+1 m 0 m

Considere x = %, % = % = mdx = dk. Assim,

[m/6] 4 1/6 1/6
/ log?( x)dw —/ log® (42)m.dx = m/ log? (4a)dz.
0 0

[m/2] 1/6
Portanto, Y log*(4(k/m)) < m/ log”(4z)dz. Ainda, tome u = 4z e & =4 = @ =
[m/6]+1
dx. Logo,

1/6 1 r2/3
/ log?(4x)dx = f/ log(u)du.
0 4 Jo

Agora, considere k = ; 2/ 5 log(z)dz. A seguir, usamos a integragao por partes [udv =
uv — [wdu, ou seja,
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2/3
4k = / log?(z)dx = z(log |z|)* /2log = z(log|z])* — 2(zlog |z| — )
0
2/3 2, 2(2) 22 <2>+22
=-log” (=) —2=log (= =
. 3% \3) 3% \3) T3
1712 2 2 1 2 2
) () 3] o ) () )
= b= |5 (0" (5) 2w (5) + 6\ \3) 28 \3) "
Portanto, k£ é uma constante positiva independente de m. Concluimos, assim, que
[m/6] [m/6] Ak
Zf( ><Zlog ( ><mk:1
Agora, tome k; = k + log(2) (k; continua sendo constante positiva independente de m).
Pela Equacéao (6.8), segue que

/2] - /el s\ m/2)
e (e () = 2 ) 2 )
E—1 [m/6]+1

m.k +log(2)

= z(log|z|)? — 2z log |z| + 2z

IN

N

mk + mlog(2)

< m(k+1og(2)) = ky.m,

0 que prova o lema. O

Lema 6.5.2. Seja a um nimero inteiro tal que 1 < a <n/2 e mdc(a,n) =1. Se I €T,
entao

Log (Ca;[ - Cazl) H < kav/n, (6.9)
em que ky € uma constante independente de n.
Demonstragio. Sejam o1, ...,04m)/2 0s monomorfismos de K tais que o1 # &, para
1<i<y < SO(;) Pela definicao de mergulho logaritmico Log em K, segue que

©/2

og (¢ = ¢ ) | = S og? o F - )/ -
keG

onde G ={ke€Z:1<k<n/2 mde(k,n) =1} = Z:\{£1}. Pela Teoria de Galois,

segue que Q(¢, + ¢;') € o subcorpo maximal de K = Q(¢,) e Gal(Q(¢, + ¢, 1)/Q) ~
Z:\{£1}. Lembre que

& 2k <2ﬂk> . <2ﬁk>
Cn = e n —COS|— + 7 SEN .
n n

I

— ¢, (6.10)

Assim
om 27T —akng Zﬂ_ —akng k L
2I = COS *’L 4+ 72sen *‘L —COS( ma nl) 4+ 728en (—Tra nI)
n n n n
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Logo,
—ang ang makny . makny makny . Takng
("2 —(2 =cos|— +isen | — — cos — isen .
n n n n
Mas, como sen é uma fungao impar e cos é fungao par, segue que sen(—x) = —sen(x) e

cos(—xz) = cos(x). Dessa forma,

—ang ang makny . makn; wakn; . makny
(72 —(2 = cos|— +isen | — — COos —isen
n n n n
Takny ) wakn; rakni . mTakn;
= oS — isen — Cos — i sen
n n n n

k
= —2isen <7ra n;) .

n

n
Defina m; = —. Dessa forma,

nr
‘ €3 > log®

() O (<2)

Lembre que a defini¢ao de a é a mesma de k. Logo, {ka | k € G} = {k | k € G}. Agora,
mfzﬁ>1,edestemodo,GC{k:6Z|1§k§[n/2]}e

( mk)\ 3 log?

my keG

nr

n n n ny nr

— | < ==2.— —=<2ms.|—]|.

[2}'— R T ”“1[44]
Ainda,

sen <7Tk> = sen (Wk + 27r> = sen <7T(k+2m]>> .
my my mr

Assim,

—anj ang\ |12 [n/2] Tk 2my Tk
Lo(ng—n?) < lo QSen< ) lo ZSen< )’ 6.11
|Log (65"~ ¢ Zg o) | <[] Stog zsen (T2 | (6.10)

(kn)

Agora, pelo Lema [6.5.1] segue que existe k; independente de m; tais que

m1/2 k:
Z log? |2 sen ( ) < kimy.
k=1 mr
Agora, observe os seguintes fatos:
1. Observe que
NE k
Z log? |2 sen <W> * Z log? |2 sen <7r — W) |
[m1/2) i ma/2) i
m1+1 _ k
= Z log? |2 sen <7T(W)> |
/2] i

Fazendo uma mudanca de variavel, segue que

mr+1 —k k=1 —k
Z log? |2 sen <7r(m1)> < Z log? |2 sen (ﬂmI)) < ky.mj.
m1/2] mr m1/2] mr
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2. De modo analogo,

[3m1/2] Y\ | )= a2 L —
Z log? |2 sen <W>| =) Z log® | — 2sen <M>

mr+1 mr+1

[3m1/2] _ [m1/2]
> log” |2sen (W( m1)> < Y log®|2sen () < kymy
myt+1 mr k=1 my
3. Ainda,
2l 9 k 755:11((;;7)590) arul 2 (k —my)
Z log® |2sen | — = Z log®| —2sen | 2n — ——= | | =
[3my/2+1] mp [3my/2+1] mp
2my—1 92 _k [mr/2] L
Z log2 2 sen <7T(m1)> ’ < Z log2 2 sen <7T> < kymy.
[3my/2+1] my k=1 my

Substituindo as informagoes encontradas na Equacao (6.11)), segue que

Sy ARSI mk
‘ Log (Cn — (n ) < [ZW kgllog 2 sen —

" gk = nk < 5nk.

< [Ttk =[]

4 A

Se k' = 5k, entdo k' é uma constante positiva independente de n. Assim, mostramos que

< k'n=

log (¢7= = ¥

1og(<‘;’”_¢“;”)H < VWn=VE Vi =k,

ko
0 que prova o lema. O
Para o préximo lema, considere
1
C:<—1,§a |l1<a< 3™ mdc(a,n):1> C O+, (6.12)

onde K" =Q(¢+ ¢ Y)e
npi-a) (1 _ cans
Ea=1¢ 2 (1@‘) . (6.13)

, 1— g ny

el n
Observe que este conjunto C' da Equacao ((6.12)) foi definido no Teorema ([5.4.5)). Considere,
também, o grupo de Galois de Q(¢ + ¢~!) em Q dado por

G={keZ|1<k<n/2, mde(k,n) =1} = Z\{*1}.

Nosso objetivo sera calcular a norma euclidiana do mergulho logaritmico aplicado aos
elementos geradores de C'.
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Lema 6.5.3. Se a € G\{1}, entdo

em que &, € dada na Equacao e k3 € uma constante positiva independente de n.

Log(&)| = ks(2* = 1)/,

Demonstracao. Primeiramente, note que

B 71,1(1 a) 1_<~an1 nTI*LmTI 1_ gLnI
fa - HC” ( CZLLI)_HCH (1_ nI)

1€l el n
_ HC"?I (1‘<sn’>‘H Gt e
= —n — —n n
iel CTLTI 1-— Cg’l iel CnTI _ C;LLI_TI
—(LTLI m
m? —Gn?

—nr nr
il \ G ? — (2

Assim,

Log(¢(a))| = | Log | IT T H

‘ el Cn 21 . C 2
Usamos, a seguir, as propriedades bésicas do logaritmo, isto é, log(ab) = log(a) + log(b)
e log (%) = log(a) — log(b). Logo,

> Log(¢n® — — > Log(¢n® —(n)

Iel el

Cany
ZLog Cninl— H =

IeT n? — Cn

—ang —nr H

a?'LI

7(1,711
< Y [Loge - ¢
Iel

+ Z HLogg’n — Cn

Pelo Lema [6.5.2] segue que

any any

Log (¢5 = ¢ | < kv

Dali,
|regtetan] < Stk + St

caso particular a=1

— 23 (kav/) = 2|T| (ks /).

Iel

Como I' = {I C 1,...,s}, segue que a quantidade de elementos |I'| é igual a (2° — 1).

Assim,
|Logle(a))| < 20T\ (kav/m) = 22" = Do/ =" k(2 ~ DV

Onde definimos k3 = 2ks, que claramente é uma constante positiva independente de n. [
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Tendo provado esses trés lemas, podemos finalmente demonstrar o Teorema que fornece
o limitante para o raio de cobertura do reticulado logaritmico num corpo ciclotémico.

Teorema 6.5.4. Seja K = Q((,) com n um inteiro que satisfaz # 2(mod 4). O raio de
cobertura p(Log(Ox)) associado ao corpo K satisfaz

p(Log(Ok)) < k(2 —1)n,

em que k € uma constante positiva independente de n e s é o numero de primos distintos
presentes na fatoracao de n.

Demonstragio. Consideramos o sub-reticulado Log(C) C Log(Oj), onde C igual a (6.12).
Note que {Log(b,) | @ € G\{1}} é uma base para Log(C'). Denote por \;(A) o i-ésimo
minimo sucessivo de um reticulado A. Pelo Lema [6.5.3] segue que existe uma constante
positiva k3 independente de n tal que

A(Log(C)) < | Log(Ba)]| < ks(2® — 1)y,
para algum a € G\{1}, ja que
{Log(&) [ a € G\{1}}

tem r = £ — 1 vetores linearmente independentes e A.(Log(C)) é o menor p tal que

Log(C') tem r vetores linearmente independentes de norma no maximo igual a p. Agora,
segue do Teorema que

1(Log(C)) < ?An(Log@)),
p(Eog(C)) < k(2 ~ )y = B (2t 1) = kn( ~ 1))

k
Ainda, 53 > 0, uma vez que k3 > 0. Portanto, como Log(C') é um sub-reticulado de
Log(Of ), segue que
1(Log(Ox)) < k(2° — 1)n,

concluindo a prova do teorema. O

Observagao 6.5.5. A constante k é um valor real dado por

1 2 2
k= 5(log(2) + G (log2 (3) — 2log (3) + 2) ~ 0.3491142.

Exemplo 6.5.6. Considere o corpo ciclotomico K = Q((7) de grau p(n) = ¢(7) = 6.
Seu corpo maximal real Kt é dado por Q({; + ;') e tem grau 6/2 = 3. O grau do
sub-reticulado dado por A = Log(Oj.) tem posto 2 em R?, e portanto, ndo é completo.
Agora, vamos encontrar sua base. Para isso, considere os elementos

—1/2 C? - 1_@
=" (120) ca-6 (122
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A base de A é dada pelo mergulho logaritmico Log aplicado a & e £3. Logo, a matriz
geradora do reticulado é dada por

log |2 cos(m/7)| log |2 cos(37/7)| log |2 cos(27/7)|

M= log |1 4+ 2cos(2m/7)| log|l + 2cos(67/7)| log|l+ 2cos(4w/7)||"

Assim, a matriz de Gram G é dada por

—1
1 —

G=c 1 2 , com ¢~ 1.0509. ..
— 1

Essa matriz de Gram é equivalente a do Exemplo (6.2.8]). Portanto, A = Log(Og+) é
equivalente ao reticulado hexagonal quando K = Q(¢7) e K¥ = Q(¢r + & 1),

Note que, no Exemplo [6.5.6] a partir dos conceitos de reticulado logaritmico no anel
de inteiros do corpo ciclotomico Q(¢7), obtemos o reticulado hexagonal, que ja vimos
anteriormente por ser a solugao do problema da cobertura esférica em dimensao 2.



7 Conclusao

Vimos neste trabalho uma breve revisao de resultados de teoria algébrica dos niimeros
(Capitulo [2)) e, em seguida, um estudo sobre unidades.

Para corpos quadraticos, determinamos as unidades de corpos quadraticos imaginarios
(Teorema e para corpos quadraticos reais, um algoritmo na Segéo para encontrar
a unidade fundamental do corpo (Definicao [3 uma vez que através dela, pode-se
encontrar as outras unidades do corpo ( Teorema 3.6.2]).

Para corpos ctbicos, apresentamos um hrmtante inferior para a unidade fundamen-
tal do corpo em termos do discriminante (Teorema @ Além disso, neste ponto, foi
apresentado o Teorema das Unidades de Dirichlet (]@, que permite descrever as uni-
dades de qualquer corpo de ntimeros a partir de raizes da unidade e de um sistema de
unidades fundamentais. Apresentamos, ainda, algumas Tabela , , , com
unidades fundamentais (ou sistemas de unidades fundamentais) de alguns corpos ctibicos,
que foram retiradas da referéncia [§] e calculadas a partir da referéncia [25].

Para os corpos ciclotomicos, além de uma revisao sobre raizes da unidade e os corpos
ciclotémicos (Segéo, apresentamos seu anel de inteiros (Teorema, introduzimos
as unidades ciclotomicas (Defini¢ao e apresentamos alguns resultados (Teoremas
e , que implicam que é suficiente trabalhar com o corpo real, uma vez que as
unidades ciclotomicas sao de indice finito no grupo das unidades completo.

Por fim, iniciamos o estudo de reticulados, onde apresentamos defini¢cbes e principais
resultados, a fim de falar do reticulado logaritmico (Definigao , que é a maior apli-
cacao deste trabalho. Este é definido a partir do grupo de unidades do anel de inteiros
de um corpo de ntimeros, o que motivou o estudo do grupo de unidades e faz o Teo-
rema das Unidades de Dirichlet tao importante neste contexto. Além disso, apresentamos
um limitante para o raio de cobertura deste reticulado em corpos ciclotdémicos (Teorema
6.5.4)).

Quanto as perspectivas futuras, uma delas é a possibilidade de aprofundar o estudo
do reticulado logaritmico. Em [I6], algumas de suas aplicagbes foram apresentadas. A
partir disso, ha a possibilidade de analisar estas aplicagoes e obter novos resultados,
parametros sobre estes reticulados e exemplos em varias dimensoes. Além disso, analisar
o reticulado logaritmico com outros tipos de unidades, como por exemplo as unidades
circulares (Defini¢ao . A perspectiva é encontrar mais propriedades e exemplos que
ainda nao se tem na literatura, a fim de que sejam aplicados na Teoria da Informacao.
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A - Apéndice: Teorema
Fundamental de Grupos Abelianos
Finitamente Gerados

O teorema para classificacdo de grupos é dado da seguinte maneira: se G é um grupo
abeliano finitamente gerado, entao

1. existe um tnico inteiro s nao negativo tal que o nimero de grupos ciclicos infinitos
sendo somados em qualquer decomposi¢cao de G como soma (produto) direta de
grupos ciclicos é precisamente s. Caso G tenha somente grupos ciclicos infinitos
nessa decomposicao em soma (produto) direta, ou seja, G ~ Z° o grupo G é
chamado um grupo abeliano livre.

2. G é um grupo abeliano livre ou existe uma unica lista de inteiros positivos (nao
necessariamente distintos) mq,ma,...,my, com ¢t € N, tal que m; > 1, mq|ma,
mo|ms, ..., my_1|my; e

G > ZLopy X Lipy X =+ + X Loy, X K,

onde K é um grupo abeliano livre.

3. G é um grupo abeliano livre ou existem inteiros positivos p{'ps? ... pe*, com k € N,

dos quais sdo tnicos a menos de ordem e tais que py, po, . . ., P S&0 primos (ndo ne-
cessariamente distintos) e aq, aw, . .., a s@0 inteiros positivos (ndo necessariamente
distintos) e

G:Zp‘lll szgz Xoeee Xszk XK,

onde K é um grupo abeliano livre.

A.1 Decomposicao de grupos abelianos livres finita-
mente gerados

Todo grupo abeliano pode ser considerado um Z-médulo em forma natural, uma vez
que se g € G en € Z, entao ¢g" é um elemento de G. Assim, os itens da Defini¢ao
vale neste contexto. Como o anel Z dos nimeros inteiros é um dominio principal,
podemos traduzir os teoremas de estruturas, que podem ser encontrados em ([20]), para
obter informagoes sobre os grupos abelianos finitamente gerados.
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O teorema de estrutura para grupos abelianos, que neste trabalho chamamos Teorema
Fundamental de Grupos Abelianos Finitamente Gerados, afirma que um grupo abeliano
finitamente gerado é a soma direta de subgrupos ciclicos e um maodulo livre.

Lembramos a seguinte defini¢ao:

Definigao A.1.1. Se G é um grupo abeliano (notado aditivamente) e g um elemento de
G, entao a ordem de g é o menor inteiro positivo n tal que n.g = 0, e n denotado por
o(g). Neste caso, g é dito de ordem finita. Em outras palavras,

o(g) =min{n € Z | n > 0, ng = 0}.

Em caso contrario, g ¢ de ordem infinita. Se G é um grupo finito, a ordem de G ¢é o
nimero de elementos do grupo e denotamos por o(G) = |G|.

Considere o seguinte homomorfismo

z
" 7 — %Z
r = Y(x) = gr+agZ

Assim, 1 é sobrejetor e ker(¢)) = aZ. Desse modo, pelo Teorema do Isomorfismo, segue

que
Z gL

aZ ~ agZ’
Agora, se g1, 9, ..., 9, € Z, entdo a aplicacao

VAR s —> . ,
(RN VS ©Dg ang@ 0.7

definida por ¥(a1g1+. . .+ angn) = (a1g1+ag1Z) +. . .+ (angn +ag,Z) é um homomorfismo
sobrejetor, onde ker(¢)) = aZ @ - - - @ aZ. Portanto,

NLD - D gnl v/ Gn, 7 7
~ ~ 72Za Za'
ali® - --al a7, o agn?,  al. O @ at, O @

Proposigao A.1.2. Seja G um grupo abeliano livre finitamente gerado. Se {g1, go, ..., gn}
e {h1,ho, ..., hy} sao duas bases de G, entao m = n.

Demonstragio. Observe que, se {g1,92,--.,9,} ¢ uma base de G e 2G = {2¢g | g € G},
entao 2G C G é um subgrupo de G. Como cada elemento g € G, pode ser descrito
como g = ai1gi + asgo + ...+ a,g,, com a; € Z, onde ¢ = 1,...n, podemos concluir que
2G =217 ® 295 D - - - D 2g,. Assim,

G _ 9lOplo- Ol | gl o Gl
2G 2017 D29 L D -+ B 29,7~ 2q17Z 29,7

ZZQ@@ZQ

Dessa forma, o(G/2G) = 2". De modo andlogo, se {hy, hs, ..., h,} é uma outra base de
G, entao o(G/2G) = 2™ e, portanto, m = n. O

Para darmos continuidade, precisamos de alguns lemas. Mas, primeiramente precisa-
mos das seguintes consideragoes.

Sejam G um grupo abeliano finitamente gerado livre de posto n e H # 0 um subgrupo
de G. Considere A,;cp 0 conjunto de todas as bases de G e A, = {aa1, @02, -, Aan}
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uma base de G. Se v € H, entdo existem inteiros Gnicos {ca1,Ca2;---,Can} tais que
U = Ca101 + Canta + ...+ Cantpn. Seja S ={c¢;: ve H, i € A, parai=1,2,...,n}. Como
H #0eA#0, segue que S # {0}. Note que se v € H, entdo —v € H. Assim, S possui
um menor inteiro positivo ¢; e existe uma base de {a,aq,...,a,} de G e v; € H tal que
c1 € o primeiro coeficiente. Logo,

v, = c1aq + keao + ksaz + ... + kpa,, onde ko, ks, ..., k, € Z.
Dividindo k; por c¢;, segue que existe inteiros g;, r; tais que
kj = ciq; +rj, onde 0 <r; <cy, para j =2,...,n.

Assim, v1 = a1 + (c1ga +12)as + . ..+ (c1qn + 1)y = c1(ar + qeas + . ..+ quay,) + 1202 +
...+ rpa,. Deste modo,

vl = cug + reas + ... + rpa,, onde uy = a + qaas + ... + ¢pay,.

Lema A.1.3. O conjunto uy,as,...,a, € uma base de G,
Demonstragio. Se g € G, entao existem ay, ..., q, € Z tais que
g = Q101 + QG + ...+ Qply
= a1(u; — Goas — ... — Guay) + Q2as + . .. + apay,

= oqu+ 14 (e —@las+ ...+ (an — qn)an,
ou seja, G = (uy, as, ..., a,). Agora, se au; + asas + ... + aya, = 0, entdo

ag(a1+qeas+. . .+ quan)+agas+. . . tana, = anar+(a1get+ag)as+. . .+ (g +ay)a, = 0.

Como {ay,as,...,a,} é uma base de G, segue que «; = 0, para todo i = 1,...,n. Dessa
forma, o conjunto {uy,as,...,a,} é linearmente independente. Logo, {ui,as,...,a,} é
uma base de G. m
Lema A1l4. ro=r3=...=r,=0 e v = cuy.

Demonstragcao. Por hipotese, segue que vy = ciuy + r2as + ... + rpay,, onde u; = u; =
a1 + qaz + ... + gnay, com 0 < r; < ¢ e vy € H. Pelo Lema {uy,ag,...,a,} é

uma base de G. Pela minimalidade de ¢y, segue que r; = 0, onde ¢ = 1,...,n. Portanto,
V] = C1Uq. ]
Lema A.1.5. O conjunto {uy,us,...,u,} € uma base de G.

Demonstragio. Pelo Lema|A.1.3] segue que {uy,as,...,a,} é uma base de G. Portanto,
G=wmZDwZ®... Pa,Z.

Como A" = asZ ® a3Z @ -+ - ® a,Z, segue que G = w1 Z G A'. Agora, {us,us,...,u,} é
uma base de A’. Assim, A" = usZ ® usZ & - - - ® u,Z. Portanto, {uy,us, ..., u,} é uma
base de G, o que prova o lema. O

Lema A.1.6. O conjunto {cuy,cous, ..., Cpty,} € uma base de H.
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Demonstragio. Pelo Lema [A.1.5) segue que {uy,us,...,u,} é uma base de G. Assim, o
conjunto {ciuy, Colig, . . . , Cpliy, } € linearmente independente. Agora, {caus, c3us, . .., Cptm} C
H C H e cu; € H. Dessa forma,

<01U1, CoUg, ... ,cmum> g H.
Por outro lado, como {uy,us,...,u,} é uma base de G, segue que
h = aju; + agug + ... + ayu,, onde o; € Z, parai=1,2,...,n.

Dividindo «; por ¢, segue que oy = ¢1p; + S1, onde p; € Z e 0 < s < ¢q. Assim,
h — cipruy = sjuy + agug + ... + ayu, € H. Como {ug,us, ..., u,} é uma base de G e
pela minimalidade de ¢, segue que s; = 0. Deste modo,

h—cpu € HNA = H = (coug, ..., Cplly).

Como c1prug € H, segue que h € (cug, Colig, . . ., Cplly, ). Portanto, H = (coug, .. ., Cpliy,)-
]

Lema A.1.7. ¢; | co.

Demonstragao. Dividindo cs por ¢y, segue que co = c1q+ 17, onde ¢,r € Ze 0 <r < ¢.
Assim,

Coly — cruy = (€1 + 1)ug — crug = —cq(up — qug) + 1ug € H.
Como {u; — qusg, us, ..., u,} é uma base de G, pela minimalidade de ¢;, segue que r = 0.
Portanto, ¢;|co. O

Agora, temos aparatos para provar o seguinte teorema.
Teorema A.1.8. Sejam G um grupo abeliano livre de posto n e H um subgrupo de G.
1. H é um grupo abeliano livre de posto m < n.

2. Ezistem uma base {uq,us,...,u,} de G e inteiros positivos ci,cs, ..., ¢y € N tais
que ¢; | ¢ip1, para todo i = 1,2,....,m — 1, de modo que {ciuy,cous, ..., Cnuy} €
uma base de H.

Demonstrag¢io. Provamos por indugao sobre a dimensao n de G. Se H = {0}, entdao H
possui a base vazia. Se n = 1, entdao G ¢ ciclico. Como subgrupo de grupo ciclico é
ciclico, segue o resultado. Suponha que o teorema é valido para grupos abelianos livres
de posto n — 1, n > 1, por hip6tese de indugdo. Fazendo uso dos Lemas e[A14]
se A = (ag,as,...,an;), entdo A’ é um grupo abeliano livre de posto n — 1. Além
disso, H' = H N A" é um subgrupo de A’. Pela hipétese de inducdo, segue que H' é
um grupo abeliano livre de posto menor ou igual a n — 1, digamos m — 1, e existem

uma base {ug,us, ..., u,} de A’ e inteiros positivos ¢y, cs, ..., ¢, tais que ¢; | ¢4 para
i=2,3,....,m—1, e couo,...,cnu, ¢ uma base de H'. Finalmente, pelos Lemas [A.1.5]
e segue o resultado. ]

Definicao A.1.9. Sejam G um grupo abeliano. O subgrupo de G, dado por
T(G) ={g € G| g tem ordem finita}, é dito subgrupo de torcao.
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Definicao A.1.10. Seja G um grupo abeliano. Um elemento g € GG é dito livre se
Anl(g) ={a € Z, ag = 0}.
Caso contrario, g se diz elemento de torgao.

Em outras palavras, um elemento g € G é de torcao se, e somente se, existe a € Z,
a # 0, tal que a.g = 0.

Defini¢ao A.1.11. Seja G um subgrupo. Se T'(G) = (0), dizemos que G é sem torg¢ao;
Se T(G) # 0, G é dito com torgdo; se T(G) = G, entao G é dito de torgao,

O objetivo é mostrar que, no contexto de grupos abelianos finitamente gerados (visto
como Z-médulo), G =T (M) @ L, onde L é livre.

Lema A.1.12. Se G € um grupo abeliano finitamente gerado, entdo G € imagem homo-
morfica de um grupo L abeliano livre finitamente gerado.

Demonstragdo. Considere g1, ¢gs, ..., g, 0s geradores de G e L = Z X Z X --- x Z. Con-

n vezes

sidere a ¢ : L — G definida por ¥(aq,as,...,a,) = a191 + asgs + ... + angn. Observe
que ¢ ¢ um homomorfismo de grupos e também ¢é uma aplicagao sobrejetora. Portanto,
Im(v)) = G, o que prova o lema. O

Teorema A.1.13. (Teorema fundamental dos grupos abelianos finitamente
gerados) Se G é um grupo abeliano finitamente gerado com o(G) > 1, entdio

1.G=H ®Hy®---D H,, K, onde os H;, para i = 1,2,...,m, sdo subgrupos
ciclicos finitos de G de ordens maiores do que 1 tal que o(H;) | o(H;11), para i =
1,2,---.m—1¢e K é um subgrupo libre de G.

2. O subgrupo Hy & Hy @ - -+ H,, € o subgrupo de torcao de G, ou seja, T(G) = H; &
Hy® - @ Hp,.

Demonstragio. Para (1), considere um homomorfismo sobrejetor ¢ : L. — G, com L um
grupo abeliano finitamente gerado. A existéncia desse homomorfismo é garantida pelo

Lema [A.1.12] Pelo Teorema segue que existem uma base {g1,92,...,9,} de L e
inteiros positivos a, as, . . ., a, € N tais que a;|a; + 1, para todoi =1,2,...,m—1. Além
disso, {a1g1, ..., amgm} é uma base de ker(y). Dessa forma,

L=gZ®@Lo- - @ gle ker(v) = aygiZ ® a3goZ® - - - ® G L.

Portanto, pelo Teorema do Isomorfismo, segue que

~ ~ e i1 2D D g,
ker(0) ~ a2 © Y gz T ImE OO
Assim,
Z Z
G @@ DguiZ® - D g, 7Z,
QIZEB @anz@g +14 D Dy
isto é,

GﬁZal@"'@Zam@Z@"‘@Z-



Decomposicao de grupos abelianos livres finitamente gerados 195

Note que se a; = 1, entdo Z/a;Z = {e}. Assim, sem perda de generalidade, vamos excluir
todos os a; = 1. Assim, existe um isomorfismo dado por

Vil @ DLy, DLB - DL — G,

onde a; >0, a | a1, parai=1,2....,m—1. Tome K =¢(Z& ... ®Z) e H; =1(Z,,),
para ¢ = 1,2,...,m. Assim, obtemos o que queremos e o resultado estd provado. Para
(2), primeiramente observe que o(Hy @ Hy @ --- @® H,,) = o(Hy)o(Hs) - - - o(H,y,). Assim,
H=H ®&Hy®--®H,, é um subgrupo finito de G. Portanto, H C T'(G). Mostremos que
T(G) C H. Sejat € T(G). Como T(G) é um subgrupode G = Hi @ Ho®--- S H,, ® K,
existem h; € H;,parat =1,...,mek € K, taisquet = hy+hs+...+h,+k. Seo(t) =1,
entao 0 = It = lh1+...+1h,,+1k. Observe que hky —lhy+...4+1h,, = lk = 0, uma vez que
a soma ¢ direta. Considere [ # 0. Assim, k = 0. Dessa forma,t € H = H1®Hy®--- D H,,.
Portanto, T'(G) C H. Dessa forma, concluimos que Hy; @& Hy @ -+ - @ H,, é o subgrupo de
torcao de GG, o que prova o Teorema. ]

Observacao A.1.14. Pelo Teorema |A.1.13} segue que G ~ Z,,, @ -+ ® Z,, & Z*, onde
m; | m; para ¢ < j, e k > 0 inteiro. Os inteiros my,mo, ..., m, sdo chamados fatores
invariantes de G.

Assim, acabamos de mostrar, através Teorema [A.1.13] que todo grupo abeliano finita-
mente gerado é uma soma direta de subgrupos ciclicos e um médulo livre. Pela Observacao
concluimos ainda que a parte livre é um produto do conjunto dos inteiros, isto é,
[1Z, como queriamos demonstrar neste apéndice.
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