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Resumo

Este trabalho apresenta um estudo de um péndulo eletromecanico com excitagao ver-
tical utilizando a teoria de perturbacgoes. O objetivo é fazer um estudo analitico para
verificar os efeitos de ressonancia no estado estacionario do sistema, efeitos esses provo-
cados por alguns valores de freqiiéncia do sistema dinamico.

As equacoes do sistema dinamico estudado apresentam caracteristicas que impedem a
obtencao de solugoes analiticas devido a presenca de termos nao lineares, e ainda exibem
interacoes ressonantes entre bloco, motor e péndulo. A anélise feita considerou o sistema
com ressonancia entre o bloco e o motor, mas foi descartada a interacao ressonante com
o péndulo.

Como a excitagao no suporte é vertical, em primeira aproximacao a equacao do péndulo
é a equacao de Mathieu. Devido a presenca de um termo nao linear nesta equagao, foi feito
também um estudo com a teoria de perturbagoes para obter uma solugao analitica apro-
ximada, tomando como exemplo a equacao de Mathieu analisada no estudo desenvolvido
por Nayfeh.

As equacoes para o estado estaciondrio do sistema foram obtidas através da aplicacao
de um método de perturbacao. O estudo dessas equacoes foi baseado no trabalho de-
senvolvido por Kononenko, e os resultados obtidos sao andlogos, pois o sistema dinamico

deste estudo e o sistema dinamico considerado por Kononenko guardam certa semelhanca.

Palavras-chave: Sistemas Dinamicos nao-ideais, Teoria de Perturbacgao,

Equacao de Mathieu.



Abstract

In this work a study of an electromechanical pendulum with a vertical excitation
is done using the Perturbation theory. The main objective is to make an approximate
analytic study to verify the effects of resonance at the stationary state of the system,
effects that are caused by some values of frequencies of the dynamic system.

The equations of the system show characteristics that don’t permit the analytic solu-
tions because of presence of nonlinear terms and there are resonant interactions between
the block, the eccentric mass and the pendulum. In this analysis the resonance between
the block and the eccentric mass was considered, but the resonance with the pendulum
was ignored.

As the excitation of the support is vertical, the first approximation of the equation of
the pendulum is a Mathieu equation. Due to the presence of one nonlinear term in this
equation, a study with the perturbation theory was performed to get a solution at first
approximation, following the study made by Nayfeh.

The equations for the stationary state were taken through the application of one
perturbation method. The study of these equations was based on the work developed by
Kononenko and the results obtained are similar, because the dynamic system of this work

and the system considered by Kononenko keep certain similarities.

Keywords: nonlinear dynamical systems, average method, Mathieu equa-

tion.
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Capitulo 1

Introducao

Até o final do século XIX os modelos matematicos de sistemas dinamicos vibratorios
nao levavam em consideracao as influéncias do comportamento do sistema sobre as fontes
de vibragao. Sistemas dinamicos modelados dessa maneira sao conhecidos como sistemas
ideais, mas no inicio do século XX, durante os experimentos laboratoriais, Sommerfeld
observou um fenémeno até entao desconhecido.

Trata-se de um aumento repentino na amplitude da vibragao do sistema dinamico, e
durante a primeira metade daquele século varios pesquisadores se empenharam em obter
uma descricao qualitativa precisa desse fenomeno. Desde entao ele é conhecido como
efeito Sommerfeld ou fenomeno de salto.

A causa desse comportamento é exatamente a troca de influéncia entre o sistema
dinamico e a fonte de excitacao. Modelos matematicos que levam em consideracao essas
interagoes mutuas sao conhecidos como modelos nao ideais.

Um estudo bastante detalhado de um modelo nao ideal foi dado por Kononenko [1],
usando um sistema dinamico simples conhecido como vibrador centrifugo.

Surgiu assim, nas pesquisas tedricas e praticas em ciéncias de engenharia, o grande
desafio de estudar problemas nao ideais cada vez mais complexos. Atualmente temos
inimeros artigos abordando os mais diversos modelos, e os trabalhos de revisao elaborados
por Balthazar e colaboradores [2, 3, 4] nos dao um panorama das pesquisas sobre esse
assunto.

Este trabalho analisa um péndulo eletromecanico nao ideal, cujo suporte esta sujeito

a uma excitacao vertical. O estudo é feito usando um método de perturbagao, e portanto



¢ essencialmente analitico.

Um trabalho envolvendo simulagoes numéricas desse sistema foi desenvolvido por
Ferreira [5], onde foi incluida também uma oscila¢@o horizontal de caracteristica ideal.

Um péndulo eletromecanico nao ideal similar é aquele cujo suporte sofre uma vibragao
horizontal. Esse sistema dindmico foi analisado numericamente por Dias [6] e analitica-
mente por Santos [7].

Para realizar o estudo proposto neste trabalho, no capitulo 2 é apresentada uma breve
introducao dos métodos de perturbacao utilizados. No capitulo 3 é mostrada a dedugao
das equagoes diferenciais de movimento, e mediante hipdteses simplificativas o sistema
dinamico é transformado em um sistema fracamente nao linear. Essa transformacao é
necessaria, pois métodos de perturbacao sé se aplicam a problemas dessa natureza.

Ainda no capitulo 3 é apresentada a solugdo do problema nao perturbado, onde a
principal discussao é a solucao da equagao de Mathieu. O capitulo 4 é dedicado a aplicacao
do método da média, onde é analisada a estabilidade das equacoes variacionais. No
capitulo 5 apresentam-se as conclusoes e indicativos para trabalhos futuros. Em seguida
é apresentado um apéndice com o programa em Matlab® utilizado no calculo do critério

R-H e logo apés listamos a bibliografia utilizada.



Capitulo 2

Teoria de Perturbacao

Neste capitulo apresentamos numa breve introdugao dos métodos de perturbacao mais
usuais, que sao o método de multiplas escalas e 0 método da média [8, 9, 10]. A aplicagao

desses métodos é sempre precedida da expansao direta da solucao do sistema dinamico.

2.1 Sobre os sistemas dinamicos fracamente nao li-

neares e a utilizacao de métodos perturbativos.

Segundo Nayfeh [8], muitos problemas fisicos enfrentados pelos engenheiros, fisicos e
matematicos exibem certas caracteristicas essenciais que impedem a obtencao de solugoes
analiticas dos sistemas estudados. Algumas dessas caracteristicas sao nao-linearidades e
coeficientes variaveis. Dessa forma, a andlise das equacgoes que modelam um dado pro-
blema nao é trivial, sendo muito dificil a obtencao de suas solugoes analiticas. Entao, para
obter informacoes sobre a solucao dessas equagoes somos forcados a usar aproximagcoes,
solugoes numéricas e, em alguns casos uma combinacao de ambas.

Alguns métodos de perturbacao sao utilizados para simplificar as equagoes estudadas
e assim obter algumas informacoes sobre a solugao do sistema. De acordo com esses
métodos, as solugoes das equacoes sao representadas pelos primeiros termos de uma série
assintética, usualmente nao mais que dois termos. As séries podem ser expandidas em
termos dos parametros do sistema (grandes ou pequenos) que aparecem naturalmente

nas equacoes, ou sao introduzidos por conveniéncia. Uma outra alternativa é expandir as



2.2. Expansao Direta 4

séries em termos das coordenadas do sistema.

Tomemos como exemplo [9], sistemas que sao representados pela equagao

i+ fu) =0, (2.1)

onde, em geral, a funcao f é nao-linear.
Por conveniéncia, costuma-se fazer uma troca de variaveis para que o ponto de equilibrio
se localize na origem do novo sistema de coordenadas. Desse modo, tomamos x = u — uy,

onde 1y é um ponto de equilibrio do sistema, obtendo assim

&+ f(r+up) =0. (2.2)

Assumindo que a funcao f pode ser expandida em série temos

F Y aat =0, (2.3)
=1
com
0
a; = af (ug), (2.4)

onde f® denota a i-ézima derivada da funcdo f. Da maneira que tomamos g, assumimos
que f(up) =0e f'(ug) > 0.

O sistema governado pela equagao obtida em (2.3), quando eliminamos todos os termos
nao-lineares, é chamado de sistema linear correspondente. Basicamente, obtemos a res-
posta de um sistema nao-linear utilizando pequenas perturbacgoes na resposta do sistema
linear correspondente. Nas préximas secoes abordaremos alguns métodos perturbativos,
ou seja, algumas maneiras de estudarmos sistemas nao-lineares utilizando pequenas per-

turbacoes nas solucoes dos sistemas lineares correspondentes.

2.2 Expansao Direta

A principio, assumimos que a solugao da equacao (2.3) pode ser representada em série

da seguinte forma

w(t;€) = xzo(t) + exy(t) + Exa(t) + . .. (2.5)



2.2. Expansao Direta )

onde x; nao depende do pequeno parametro.

Substituindo essa solu¢do na equagao (2.3) e ordenando todos os termos em poténcias
de €, obtem-se equacoes em relacao a cada poténcia de €. Segundo Nayfeh, como todos
os x; sao independentes de €, entao, cada uma das equagoes obtidas devem se anular
simultaneamente. Assim, podemos analisar cada equacao separadamente, encontrando a
solucao sucessiva de cada uma delas.

Os termos nao-lineares sao eliminados quando consideramos apenas os termos de or-
dem €. Entdo, a funcao x¢(t) deve ser linear de modo que a equacao para os termos em
¢” seja conhecida ou de facil solucao. Assim, obtemos a equacdo linear correspondente
a equacao nao-linear do sistema. As equacoes obtidas quando consideramos termos de
ordem superior, devem ser resolvidas sucessivamente, como foi dito anteriormente.

Em geral, solugoes de equagdes do tipo (2.3) s@o periddicas, mas nas solugoes das
equagoes obtidas na expansao direta, podemos encontrar alguns termos em que o tempo
aparece explicito. Isto torna as solugoes nao-periédicas, pois dessa forma a solugao cresce
indefinidamente com o decorrer do tempo. Esses termos sao denominados termos seculares
miustos e, devem ser eliminados com a finalidade de se obter uma solucao periédica.

Assim, durante a expansao direta de um sistema qualquer, podemos verificar quais
termos podem gerar termos seculares nas solugoes das equagoes diferenciais que o descre-
vem.

Agora, suponha que na expansao direta, a equagao obtida considerando os termos de

ordem € seja

Fo + wizy = 0. (2.6)

A solugao da equagao (2.6) é dada por

xo = ag cos(wt + [y), (2.7)

onde ag e [y sao constantes.

A solugao encontrada para a equagao (2.6) é periddica com amplitude ay e uma
frequéncia de oscilagao w. E comum encontrar solugoes periddicas para sistemas do tipo
(2.1) e, nesse caso, encontramos nas solugoes parametros que descrevem a amplitude e a
frequéncia das oscilacoes. A frequéncia das oscilagoes é definida como sendo um valor real

e positivo.
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Nas solugoes encontradas para cada equagao em relacao as poténcias de €, pode ocorrer
que alguns valores de w facam as solugoes crescerem indefinidamente. Isso ocorre quando
a frequéncia ou uma funcao da frequéncia aparecem no divisor de algum termo de alguma
das solugoes encontradas. Nesse caso, dizemos que para um dado valor de frequéncia,
temos o aparecimento do pequeno divisor. Sao esses pequenos divisores que fazem com
que as solugoes encontradas crescam indefinidamente.

Quando analisamos o sistema perto dos valores de frequéncia que geram pequenos
divisores, dizemos que estamos analisando o sistema com ressonancia.

Portanto, a expansao direta das equagoes que descrevem um dado sistema aponta os

valores de frequéncia em que podemos analisar o sistema com ou sem ressonancia.

2.3 Método de Miltiplas Escalas

Esse método consiste em tomar a expansao que descreve a resposta do sistema como
sendo uma func¢ao de multiplas varidveis independentes, ou multiplas escalas, ao contrario
de tomarmos apenas uma tnica variavel.

Novamente tomaremos como exemplo o sistema (2.1), representado pela equagao (2.3).

De inicio, introduzimos as novas varidaveis independentes da seguinte forma

T, = €'t para i=0,1,2,... (2.8)

Entao, as derivadas com respeito a t tornam-se expansoes em termos das derivadas

parciais em relagao a T;, ou seja

S =sm tegr ... =Do+eDi+ ...
2 2 2 2 2
;?:83?04_25%4-52(2%—1-6%)—|—...:D§+26D0D1+62(Df+2D0D2)+...

(2.9)
onde denotamos D; = 9/0T; parai=0,1,2,....
Assumimos que a solugdo da equagao (2.3) pode ser representada por uma expansao

da seguinte forma
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[E(t, 6) = CL’()(T(),Tl,TQ, .. ) + EZL’I(T(), Tl,TQ, .. ) + EQIQ(To,Tl, TQ, .. ) + ... (210)

O numero de escalas de tempo necessarias para a expansao depende da ordem de
poténcias de € que se deseja trabalhar, ou seja, se desejamos descartar os termos de
ordem O(e?), entdo apenas as escalas Ty e T} sdo necessarias.

Substituimos a equagao (2.10) em (2.3), e novamente ordenamos cada termo em rela¢ao
as poteéncias de €. Cada equacao deve ser resolvida sucessivamente, sendo que a solu¢ao
obtida para a primeira equagao (considerando os termos até ordem €°) deve ser considerado
nas equagoes seguintes (para ordens superiores).

Suponha que a equagao para termos de ordem € do sistema (2.1), seja dado por

D¢y + w?zg = 0. (2.11)

A solugao para equagao (2.11) é a mesma solugao dada pela equagao (2.7). Podemos
escrevé-la na forma complexa, com a finalidade de simplificar os cédlculos, da seguinte

maneira

1o = AT 4 AemT0, (2.12)

onde A = %ageiﬁo e A é o seu conjugado.

Na equagao (2.11) s6 aparecem derivadas em relagao a Tp, pois estamos considerando
apenas os termos de ordem €. Tomando a equacdo referente aos termos de primeira
ordem, encontramos termos cujas derivadas dependem de T}, e assim sucessivamente
para termos de ordem superior.

Para a equagao (2.12), supomos que o parametro A é uma fungao das escalas de ordem
superiores. Assim, tomamos A(7},Ts,...) dependente das outras escalas de tempo, de
acordo com a ordem em que estamos analisando o sistema, ou seja, se considerarmos
apenas os termos até ordem €, entao A dependera apenas de T7. Essa consideracao devera
ser levada em conta, ja que para a equagcao referente aos termos de primeira ordem podem
aparecer termos cujas derivadas dependem de 77, incluindo a primeira solucao encontrada
xo para os termos de ordem €°.

Utilizamos os resultados obtidos na expansao direta na eliminagao dos termos que

podem gerar termos seculares mistos, e na analise do sistema com e sem ressonancia.
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Caso a andlise do sistema seja com ressonancia, devemos introduzir um parametro de
sintonia para demonstrar a proximidade da frequéncia do sistema dos valores que podem
gerar pequenos divisores nas solugoes.

Na eliminac¢ao dos termos que podem gerar termos seculares, encontramos a expressao
para o parametro A em relacao as outras escalas de tempo.

Dessa forma, no exemplo em que tomamos, consideramos que a equagao para os termos
de ordem € apresenta uma solucao periédica, com uma certa amplitude, fase e frequéncia.
Quando consideramos os termos de primeira ordem, a solugao encontrada pode diferenciar
ou nao, apenas nas expressoes da amplitude e fase da primeira solucao encontrada. Esse
argumento pode ser estendido se considerarmos termos de ordem superior.

Portanto, quando utilizamos o método de multiplas escalas para sistemas tais como
no exemplo tomado (2.1), consideramos que as solugoes desses sistemas (para o problema
nao perturbado) sao periddicas, cada uma com uma certa amplitude, fase e frequéncia.
Quando tomamos os sistemas perturbados (considerando as escalas de primeira ordem ou
ordens superiores), as solu¢oes se mantém, porém as amplitudes e fases desses sistemas
podem ou nao ficarem alteradas, pois elas sao expressas por termos de escalas até a ordem

de € que consideramos a priori, para cada um dos sistemas analisados.

2.4 Método da Média

O método da média pode ser aplicado diretamente nas equacgoes diferenciais de movi-
mento, mas também pode ser aplicado nas equagoes variacionais obtidas com o método
da variagao dos parametros.

O método da variagdo dos parametros considera que, quando € # 0, a solugao de
uma equagao diferencial e a sua derivada mantém a forma da solucao para e = 0, porém
as constantes de integracao na solucao da equagao nao-perturbada tornam-se fungoes
que variam lentamente no tempo. Essa dependéncia no tempo é dada pela solucao das
equacoes variacionais.

Tomemos o mesmo exemplo considerado nos métodos anteriores, o sistema (2.1). Nas
equagoes (2.3) que descrevem esse sistema, devemos saber qual é a grandeza de cada termo,

como foi dito anteriormente. Suponha que para o problema nao-perturbado, tenhamos
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uma equacao analoga a equacao (2.6), da seguinte forma

i+ wir = 0. (2.13)

A solucao da equagao (2.13) é dada por

xr = acos(wt + (), (2.14)

onde a e [ sao constantes.
Temos entao uma solugao periddica com amplitude a e uma fase 3, cuja derivada é

dada por

T = —awsin(wt + ). (2.15)

Para a andlise do problema perturbado, supomos que os parametros a(t) e ((t) sao
funcoes que variam suavemente no tempo. Com essa condicao a derivada da equacao

(2.14) fica

i = acos(wt + ) — a(w + 3) sin(wt + 3). (2.16)

Comparando os resultados obtidos em (2.15) e (2.16) obtemos

a cos(wt + ) — afsin(wt + () = 0. (2.17)

Derivando a equagao (2.15) sob as novas condigoes, temos

i = —awsin(wt + ) — aw(w + B) cos(wt + 3). (2.18)

Para analisar o problema perturbado, ou seja, considerando os termos de primeira
ordem (ou ordens superiores) da equacdo (2.3), substituimos na mesma os resultados
obtidos em (2.14), (2.15) e (2.18).0 resultado da substituigao junto com a equacgao (2.17)
constituem as equacgoes variacionais em a e [3.

Em geral a solucao das equagoes variacionais é tao dificil quanto a solugao da equacao
original, mas a aplicacao do método da média pode eliminar muitos termos, e conse-
quentemente simplificar bastante as equagoes.

Suponha que as equagoes diferenciais para os parametros a e 3 sao dadas por
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a=eg(a,B,t)
(2.19)

§ = eha, B,1),
onde as fungoes g e h dependem implicitamente de ¢ através de a e (3, e explicitamente
através dos argumentos de seno e cosseno. O parametro € aparece naturalmente multipli-
cando os termos do lado direito dessas equacoes.

Desde que € seja pequeno, a amplitude a e a fase § variam muito lentamente, e entao
podem ser consideradas constantes no intervalo de tempo [0,2x] (periodo das fungoes
circulares). Podemos calcular a média de a e (3 sobre um perfodo das funcdes circulares

da seguinte forma

<a>=+ fo% adt = efo%g(a,ﬁ, t)dt,
(2.20)
; 1 2 2m
<B>=45- ), Bdt =c [, h(a,(,t)dt.

Nesse processo de média, os termos periédicos contidos nas funcoes g e h se anulam,
e portanto as equacoes variacionais médias tornam-se mais simples.

Uma outra forma de se obter a média das equagoes (2.19) é separarmos os termos das
funcoes g e h em dois grupos: os termos que variam lentamente no tempo, e os termos de
variacao rapida. Segundo Nayfeh [10], quando aplicamos o método da média, os termos
de variacao réapida sao eliminados.

Quando o sistema dinamico possui mais que uma frequéncia de oscilagao, como é o
caso do sistema estudado neste trabalho, podem ocorrer fenomenos de ressonancia entre as
frequéncias. Nesse caso as frequéncias ressonantes tornam-se muito pequenas, e portanto
os termos que possuem essas frequéncias ressonantes variam lentamente no tempo.

Assim, na aplicacao do método da média esses termos também sao preservados, e o

estudo analisa cada ressonancia separadamente.



Capitulo 3

O Sistema Dinamico

3.1 As equacoes de movimento

O sistema dinamico considerado é constituido por um bloco que oscila verticalmente,
ao qual é acoplado um agente excitador representado por um motor DC com fonte de
energia limitada [5]. Um péndulo ¢é acoplado ao bloco, como mostra a figura (3.1).

Seja m, a massa do bloco, cuja oscilagao vertical é provocada pela massa ms que gira
a uma distancia R do eixo do motor. O bloco esta suspenso por uma mola de constante
k1 e por um amortecedor de constante ¢;. O péndulo tem um comprimento L, massa ms
e a articulacao é amortecida com uma constante de amortecimento cs.

Denotando por ¢, g2 e g3 respectivamente o deslocamento vertical do bloco e os
deslocamentos angulares de msy e do péndulo, os movimentos dos componentes do sistema
dinamico sao descritos a seguir.

Sejam

(X1,77) = (Xla?l +q1)

as coordenadas do bloco, onde X; e Y] sdo as coordenadas da posi¢ao inicial. Analoga-

mente, as coordenadas da massa msy e do péndulo sao dadas respectivamente por

(X5,Y3) = (Xo + Rcosqo, Yo + q1 + Rsing),
(X3,Y3) = (X3 + Lsings, Y3+ q; + L(1 — cos g3)).

11
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k1

Figura 3.1: Sistema dinamico do péndulo vertical

A velocidade do bloco fica entao

(Xl,Yl) = (0791)7

e as velocidades de my e do péndulo sao dadas por

(X2,Y2) = (—Rasin gz, Gi + Rz cos ga),
(X3,Y2) = (Lds cos gs, 1 + Lz sin gs).
A energia cinética do sistema considerado é

o o (52 o (35 37) 1 (35 457) 4 ]

onde Jo ¢ o momento de inércia do rotor. Portanto, substituindo as velocidades obtemos

T = 5 [mag; +ma (R*@ + ¢; + 2Rq1Go cos g2) + ma (L*G5 + 47 + 2Ld1gs sings) + Jag3] -

A energia de deformagcao da mola é dada por

1
U= 514?1(]%,
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e o trabalho da forca peso ¢é

W. = —g{miq1 + ma(q1 + Rsingy) + m3[q1 + L (1 — cosgq3)]}.

Assim, a energia potencial total fica

1 )
V=U-W,= §k1qf +g{miqi + ms (1 + Rsings) + m3 [q1 + L (1 — cosqs)]} .

Usando as equagoes de Euler-Lagrange [11]

d (0L oL
= — 2 =N, i =1,2
dt (8q2 ) 8qz ! ! T 3

onde L =T — V é a Lagrangiana e N; sao as forcas generalizadas, obtemos as equagoes

de movimento

may+c1gi+kigr = —mg—msR (ga cos gz — Go” singo) —ms L (g sin g5 + Gs” cos g3 ) , (3.1)

(m2R2 + Jg) G = M (g2) — ma Ry cos gu — magR cos g, (3.2)

msL?Gs + c3G5 = —msLd) sin g3 — mggLsin gs. (3.3)

Nessas equagoes foram consideradas as forcas generalizadas Ny = —c141, No = M (Go)
que representa o torque liquido do motor, N3 = —c3qg3 e m é a soma das massas, isto é,

m = mj + mg + Mms.
A seguir introduzimos as varidveis adimensionais x1 = ¢1/L, 7o = ¢2, T3 = ¢3 €

7 = (1t, onde ©? = ki /m. Desta forma as velocidades e as aceleracoes do sistema ficam

Tl e T2 o g 2
G = Ly 5 ¢ = Lojx| ; ¢ = w01 q; = Wi

1 I

" .
x; para =23.

Aqui utilizamos a notagdo z} = dx;/dr e z! = d*x;/d7? para i = 1,2, 3. Substituindo

as novas variaveis adimensionais nas equagoes de movimento (3.1), (3.2) e (3.3), obtemos

Cq mQR . ms .
T+ ———a |tz = ——— (2} coswy — 5 sinwy) —— (@ sinxz + x5 cosx3) —w?, (3.4)
k‘lm Lm m
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m _ moRL cos xy
o = — M (o 2h) — —————= (2! + w?), 3.5
2 klﬁQ ( 1 2) 52 ( 1 ) ( )
C3 2\ -
xy + L0, oy + (2 + w?) sinzs =0, (3.6)

onde By = (maR? + J5), w2 = g/L e w = w3 /.

A analise dessas equacoes serd feita com a teoria de perturbacoes, e entao devemos
estabelecer o problema nao perturbado cuja solucao é conhecida.

Supomos que o péndulo efetua oscilagoes de pequena amplitude, e desta forma, usamos
as aproximagoes sinxs &~ x3 e cosrz ~ 1. Consideramos também que o torque liquido do
motor e os parametros msy, ms, ¢; € ¢3 sdo pequenos [1]. Entdo introduzimos o pequeno

parametro € junto a esses parametros, e as equagoes de movimento (3.4), (3.5) e (3.6)

ficam
" C1 / o mZR " 2 : msg " 2 2 3.7
x +emx1+ml —€ (24 coswy — a5 sinxy) e (zhxs + 25) —w?,  (3.7)
m _ moRL cos xo
o) =€ |—M(nz,) — ———= (2 + w?) |, 3.8
2 klﬁg ( 1 2) 52 ( 1 ) ( )
C3
x5 + €mx§ + (2] + w?) 23 = 0. (3.9)

A seguir encontramos a solucao das equacoes de movimento considerando apenas os

0

termos de ordem €”, ou seja, fazendo € = 0. Desta forma as equagoes (3.7), (3.8) e (3.9)

ficam respectivamente

o]+ = —w?, (3.10)
zhy =0, (3.11)
zly + (2] + w?) 23 = 0. (3.12)

Observe que no problema nao perturbado a equacao do motor fica desacoplada das

demais equagoes. A solucdo da equagao (3.11) é dada por
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xo = O, (3.13)

onde consideramos a condigao inicial z3(0) = 0. Dessa forma, o motor tem uma rotagao
constante x}, = ().

A solugao da equagao (3.10) é dada por [12]

21(7) = ay cos(T + f) — w?, (3.14)

onde a; e () sao constantes de integragao. Nesse caso a frequéncia de oscilagao do bloco
é constante e igual a 1.

A seguir substituimos a solugao (3.14) na equacao (3.12) e obtemos

2y + (w® — ay cos(T + 1)) x5 = 0. (3.15)

Na fisica matematica, uma equacao desse tipo é chamada de equacao de Mathieu. A
solucao analitica dessa equacao nao € trivial, e entao a seguir abordaremos uma forma de

encontrar uma solugao para essa equagao.

3.2 A Equacao de Mathieu

3.2.1 Expansao Direta

A equagao (3.15) é conhecida como equagao de Mathieu [13].Uma equagdo analoga foi
apresentada por Mathieu em 1968 como resultado das oscilagoes de membranas elipticas
(14, 15].

Consideramos a amplitude de oscilagao do bloco pequena e, desta forma, introduzimos

0 pequeno parametro € junto ao parametro aq, ficando com a equagao

2y + (w® — eag cos (T + 1)) x5 = 0. (3.16)
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Consideramos a solu¢ao da equagao (3.16) em série de poténcias de e da seguinte forma

[10]

2
T3 = T30+ €TX31 + €T30+ ...

e tomamos apenas os termos dessa série até a primeira ordem. Substituimos na equagao

(3.16) e obtemos

2y + ex’yy + (w0 — eay cos (T + (1)) - (w30 + €x31) = 0. (3.17)

Ordenamos os termos em poténcias de €, e entao para € = 0 temos

Tho + w?x30 = 0, (3.18)

e os termos de primeira ordem sao

w5 + w’rg = aywgg cos (1 + i) . (3.19)

A solugao da equagcao (3.18) é dada por

T30 = agp cos (wr + Bs) ,

onde asg e (39 sao constantes. Nesse caso, a equacao descreve um movimento harmonico

com uma frequéncia de oscilagdo w, e a equagao (3.19) fica

rhy + wirs = ajazy cos (wT + B3g) cos (T + By) . (3.20)

Utilizando a identidade trigonométrica obtemos

a a
Th + W’y = % cos [(w + 1)7 + Bs1] + % cos [(w — 1)7 + f3o] , (3.21)

onde az; = a1azo, P31 = P30 + 51 € Pz2 = P30 — b1
Utilizamos as solugbes particulares da equagao (3.21), com a finalidade de encontrar

valor da frequéncia que geram pequenos divisores. Temos entao

LU(I) ___ag1cos[(w+1)7+31]
31p — 2(142w)
(3.22)
(2) __ __a31 COS[(w—l)T-‘r,@gQ}

L31p = 2(1—2w)
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e a solucao z3(7) em primeira aproximacao fica

a3

x3(7T) = asp cos(wrT+F30)—€ {m

2(1 — 2w)
(3.23)
Dessa forma, o pequeno divisor aparece na solu¢ao para valor de w =~ 1/2, e como
w = ws/wy, a ressonancia ocorre quando as frequéncias do péndulo e do bloco valem

respectivamente 1 e 2.

3.2.2 A solucao de Landau e Lifchitz

Nesta secao apresentamos a solu¢do encontrada por Landau e Lifchitz [13], con-
siderando o valor de frequéncia w =~ 1/2, ou seja, perto da ressonancia. A equagao
estudada por Landau e Lifchitz ¢ analoga a equacgao obtida para o movimento do péndulo

em (3.15). Tomamos a equacao (3.16) da seguinte forma

Tl 4 w? (1 — z%l cos (T + 51)) xg = 0. (3.24)

Para obter uma solugao aproximada da equagao (3.24) vamos supor que ela é da forma

x3(7) = a3 (1) cos % (T + B1) + as2(7) sin% (T+51), (3.25)

onde a3 (7) e azy(7) sdo fungoes que variam lentamente no tempo. A solugao que buscamos
nao é exata. Na realidade a fungao x3(7) contém termos cujos argumentos diferem de
%(T + (1) por um multiplo inteiro. Esses termos sd@o pequenos, de tal modo que podemos
despreza-los numa primeira aproximacao.
A segunda derivada de (3.25) é dada por
vl = aljy cos 3 (T + (1) — ayy sind (7 + B1) — tazicos 3 (7 + B1) + (3.26)
+al, sin% (T + (1) + aby cos% (T+01) — %Lagg sin% (1+01).

O segundo termo da equagao (3.24) é dado por

w? (1 - 65—21 cos (T + ﬂ1)> : (a31 cos% (T + 51) + ase sin% (T + ﬁ1)> . (3.27)

cos[(w + 1)7 + Fs1] + _ cos[(w — 1)7 + 632]}4—. .
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Desenvolvendo os produtos e utilizando as identidades trigonométricas o termo acima

fica

w?agy cos 5 (T + A1) + w?agesin 3 (7 + f1) — seayag; cos 3 (1 + 3) + (3.28)

—%Ealam COS% (7+061) — %€a1a32 sin% (T+061)+ %6@1@32 sin% (14 01).

Consideramos que os termos de primeira e segunda derivada de ag; e age sao da ordem
de € e €? respectivamente. Substituindo (3.26) e (3.28) na equagao (3.24), e considerando
apenas os termos de primeira ordem em ¢, e desconsiderando ainda, os termos de argu-

mento 2(7 + (1), obtemos

—ealy sin (7 + B1) — tagi cos i (7 + B1) + ealy cos 5 (7 + Br) — fasesing (7 + B1) +
tw?ag cos 3 (7 + A1) + wlagsing (7 + 1) — gearazi cos (7 + B1)

—1—%6(11@32 Sin% (T -+ Bl) =0.
(3.29)

Definimos o parametro de sintonia 2w = 1 + €o e introduzimos na equagao (3.29),

obtendo a equacao

1 1 1 1 1 o1
ag2 + —oaszy — 5(110,31 COS 5 (T + 51) — agl — —0Q39 — <—Q1032| Sl 5 (T + Bl) = 0

2 2 2
(3.30)
Essa igualdade sera valida com a condi¢ao dos coeficientes de cada um dos fatores

seno e cosseno se anularem simultaneamente. Entao

ay — %agg(al +0) =0,
(3.31)
A3y — %a;ﬂ(al —0) =0,

que é equivalente ao sistema

/ 1
10 ay, 0 5 (a1 +0) as1
/ 1
01 5o 5 (a1 — o) 0 aso
Para encontrar a solucao do sistema vamos calcular os autovalores e os autovetores da

matriz associada. Os autovalores sao dados por
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1 7
)\172 = j:§ CL% — 0'2, (332)

e sao reais somente para —a; < o < a;. Nesse caso os autovalores sao reais e com sinais

opostos, que indica instabilidade no sentido de Lyapunov [16].

Os autovetores associados aos autovalores sao respectivamente

onde

. a1 — 0
= a1+0"

A solugao geral do sistema (3.31) é dada por

az = BieM 4 Bye ™,

(3.33)
azy = —Bipe + Bype ™,
onde By e By sao constantes.
Portanto temos que a solu¢ao da equagao (3.24) é dada por
13 = Bje2™Vai—o’ [cos% (T4 061) — gpsin% (14 ﬁl)} + (3.34)

4 Bye~37Vai—o? [cos 1 (T + 1) + psing (74 61)] .
Como a solugao encontrada por Landau e Lifchitz é valida apenas para os valores
de w préximos de 1/2; utilizaremos a seguir outros métodos para encontrar uma solugao

aproximada para a equacao do péndulo.

3.2.3 Solucao da Equacao de Mathieu utilizando o Método de

Mhuiltiplas Escalas

Para encontrar uma solugao da equacgao

2y + (w® — eay cos (T + 1)) 23 = 0, (3.35)
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utilizaremos agora o método de multiplas escalas. Esse método é mais eficiente, pois
nao precisamos conhecer a forma da solucao a priori, e nao ficamos limitados pela nao
linearidade da equagao abordada [10].

Para aplicar o método de multiplas escalas, buscamos uma expansao uniforme na

forma

x3(1i€) = x3(To, Th, To, - . ., Ty €) = T30 + €x31 + . ..

onde T, = €"7. Para encontrar a solu¢do da equagao (3.35) consideramos apenas a
primeira ordem da expansao.
Utilizando a notagao 90/9T; = D;, temos que d/dr = Dy+€D; e d*/dr? = D3+2eDyD;.

Entao a equagao (3.35) é reescrita como sendo

(Dg + €2DOD1) (l’30 + 6.%31) + [u)Q — €aq COS(TO + 61)] (1’30 + 61}31) =0. (336)

Separamos os termos em poténcias de € até a primeira ordem, e encontramos as

equacoes

Dgl’?)o + w2x30 = 0, (337)

Dixsy + w?xs) = —2DgDyx30 + ayxsg cos(Ty + (). (3.38)

A solucao da equacao (3.37) é dada por x3y = agp cos(wTy + P30), onde azy e [3g sdo
constantes em relacao a Ty, porém dependem de 77. Utilizamos a solucao da equagao
(3.37) na forma complexa dada por 3o = A(T})e™™ + A(T})e ™", onde A = Lagoe'™o,
e A o seu conjugado.

Analogamente tomamos a notagao complexa para a; cos(Ty + 31), dada por A;eT0 +
Aje 0 onde A; = %ale’ﬂl, e A; o seu conjugado.

Desta forma a equagao (3.38) fica

dA . _ . .
D§x31 + wlrg = —2@'wﬁe“"TO + AAe @ DT L A A e @t DT 4 (3.39)
1

Como a solugao da equagao (3.39) envolve a frequéncia w, temos que considerar os

casos de w perto e longe de 1/2, ou seja, os casos com e sem ressonancia. Primeiro
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encontramos a solugao da equagao (3.39) para w &~ 1/2, ou seja, consideramos a equagao

com ressonancia.

Nesse caso definimos o parametro de sintonia o, tal que

2w=1+¢€o ou 1 =2w — eo.

Nessas condigoes, obtemos

(w—1)Th = (w—2w+e€0)Ty = =Ty + 0T,
(w+ 1Ty = (w+ 2w —€0)Ty = 3wTy — oT7.

Inserimos o parametro de sintonia na equagao (3.39), e obtemos

o dA o . _ . ‘
Dgxgl + wlrgy = —2iw——e“T0 4+ AA e Toemi 0Tt L A A e T0pi0T1 4 (e,

drT

Para eliminar os termos que geram termos seculares mistos, fazemos

. dA A —io
Qde_T'l — AA1€ I = 0.

(3.40)

(3.41)

Como A = Lagpe™ e AA; = Lagoa;e™P» =) substituimos esses resultados em (3.41)

obtendo

0 0 1 .
W < 430 + iago—ﬁ30> — Z—lalagoe*w = 0,

onde 0 = 20339 — 31 + oT;.

Desta maneira a equagao (3.41) fica

0 0 1 1
w ( 980 4 iq 530) — —ajagp cos O + zZalago sinf = 0.

oT, 09T,

Separando a parte real e imaginaria da equagao (3.42), temos

4

Jda _ 1 .
WG = —ja1a3sin 0,
9B _ _ 1
waso Gp: = —7101030 COS 0.

(3.42)

(3.43)

Como 6 = 2039 — 1 + 0T}, entdao (B39 = %(9 + (1 — 0T1). Desse modo temos que

0Bs0 __ l( 99
ory ~ 2

0Ty

obtemos

<= — 0), e substituindo esse ultimo resultado na segunda equagdo em (3.43)



3.2. A Equacao de Mathieu 22

1 (80 1 ;
wa302 8T1 o | = 4@1&30COS s

ou ainda

1
(,uﬁ = w0 — 5a1 o8 6. (3.44)

oTy
Das equagoes (3.43) e (3.44) obtemos

Jda . 80
Ja:rl 1 ( aq sin 6—8Tl )
)

wo — %al cos 6

e assim temos

da 9(cosb)
o _ 1 e (3.45)
asp 4 %al cos —wo | '

Integrando a equagao (3.45) resulta

1 1
Inasy = —§ln {ﬁal cosf — wa} + In 6,

onde 6y é uma constante de integracao. Portanto

1
asp = by [Eal cosf — wa} , (3.46)

N

e a equagao (3.46) mostra a relacdo entre os valores de asy e 6. A solugdo da equagao
(3.35) serd instével se o valor de agg tender ao infinito. Como a funcao cosseno varia entre
1 e -1, vamos analisar a equagao (3.46) nos extremos. Como tomamos o valor w ~ 1/2, o

movimento pode ficar instavel para

—a1 <o <ay.

Esse resultado esta de acordo com a relacao de instabilidade obtida através do auto-
valor encontrado no método utilizado por Landau e Lifchitz.
Para resolvermos a equagao (3.41) que é de parametros varidveis, introduzimos a

—ioT1/2

transformacao A = Be , € obtemos a equagao de parametros constantes

B _
22&)3—771 + Bwo — BAl = 0, (347)

onde B ¢ o conjugado de B.
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Expressamos B = B, + iB;, e desta forma a equagao (3.47) fica

ot o

Separamos a parte real e imagindria da equagao (3.48) e obtemos

B, B; . .
21w <(9 ;9 ) +wo(B, +iB;) — B,A; +iB;A; = 0. (3.48)

2&)%—% + (WO’ + Al)Bz = 0,
(3.49)
ng—% — (wo — Ay)B, =0.
Como o sistema (3.48) possui coeficientes constantes, a solugao ¢ da forma B, = b.e"™

e B; = b;e" Tt Substituimos essas solugdes nas equagoes (3.49) e obtemos o sistema

2wy1b, + (wo + Ap)b; =0
2wy1b; — (wo — Ap)b, = 0.

O sistema na forma matricial é dado por

2wy, wo + Ay b, 0

—(wo — A1) 2wy b; 0
e para encontrar uma solucao nao-trivial do sistema, a matriz dos coeficientes deve ter
determinante igual a zero [17]. Desta forma temos que 77 = $(Afw™ — ¢?), e como

tomamos w ~ %, entao vy ~ i%\/élA% — 02. Nessas condigoes podemos relacionar b; e b,

2A1 — 0
bi = :l:br\ / m onde o # 2A1 (350)

Como tomamos 3 = x50 + €xg + ... = Ae™To + Ae=wTo +  substituimos a trans-

na equacao a seguir

- . . . (wTh— 1 . i(wTh— 1
formacdo inserida anteriormente e, temos x3 = (B,+iB;)e!“T0=27T) (B, —i B;)e~wTb—32071)
+ ...

Observe que o expoente wTy — 10T} é igual a Z, pois 2w = 1 + €0, e assim temos que

2 27 )
. 1. . _ 1. .

r3 = (B, +iB;)e?" + (B, —iB;)e 2 + ... ou x3 = 2b,eM ™ cos 5 — 2b;en T sing +...

Finalmente escrevemos a solu¢ao aproximada para a equagao (3.35), quando w = %,

como sendo

2

1 2_ 452 _ . _1 2_ 52 _ .
T3 = QbTBQeT\/4A1 o |:COSZ _ /31214_; sin %i| + Qbre S€T\/ 4AT—0 [COS%—’— 2A1—0 sin I] .
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Observe que essa solugao obtida com o método de multiplas escalas é andloga a solucao

(3.34).

Consideramos agora o caso sem ressonancia, ou seja, para valores de w longe de %

Para eliminar os termos que dao origem a termos seculares na solucao da equagao (3.40)
temos que JA/JT; = 0. Desta forma tomamos A = Ay constante, e a solu¢ao aproximada

para a equacao (3.35) é dada por

I3 = Ageiwq— + Aoe_iu”—. (352)

Podemos reescrever a solu¢ao encontrada na equagao (3.52) na forma trigonométrica

obtendo assim

ry = azcos(wt + f3), (3.53)

onde as, A3 sao constantes. Portanto, a solu¢ao encontrada em uma primeira aproximacao,
sem ressonancia, é andloga a solu¢ao de ordem zero (e = 0). Nessas condigoes, a frequéncia

de oscilagao do péndulo é w, para valores de w longe de 1/2.

3.2.4 Solucao da Equacao de Mathieu utilizando o método da

média

Inicialmente aplicamos o método da variagdo dos parametros a equagao (3.35), e pos-
teriormente usamos o método da média para verificamos os resultados obtidos com o
método de multiplas escalas.

Considerando € = 0 na equagcao (3.35) temos

T+ wirs =0, (3.54)

cuja solucao é dada por

T3 = azp cos(wT + [30), (3.55)

onde a3y e (39 sao constantes de integracao.
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No caso € # 0 consideramos que a solugao da equagao (3.35) e a derivada possuem
a mesma forma da solucao e derivada do caso € = 0, mas que os parametros azy € (39
sao fungdes que variam suavemente no tempo. Entao derivando (3.55) com asy e (39

constantes resulta

xy = —wagg sin(wt + B30), (3.56)

e com agg e 39 dependentes do tempo a derivada fica

Ty = ajy cos(wT + B30) — aso(w + B59) sin(wr + B3). (3.57)

Comparando os resultados (3.56) e (3.57), temos

s cos(wT + B30) — azofB50 sin(wt + B30) = 0. (3.58)

Diferenciamos a equacao (3.56) com agg e 30 variando no tempo e obtemos

7l = —w?agy cos(wT + B39) — waky sin(wT + Ba9) — wazoSag cos(wT + Bso). (3.59)

Substituindo na equagao (3.35) os resultados obtidos em (3.55) e (3.59) temos

wagy sin(wr 4 B30) + wago By cos(wT + B30) = —eajazg cos(T + B1) cos(wt + PB30). (3.60)

Das equagoes (3.58) e (3.60) obtemos o sistema

waby = —earasy cos(T + B1) cos(wt + Ps0) sin(wr + Ps0)
(3.61)
wazp By = —eajazg cos(T + B1) cos? (Wt + B),
e utilizando as identidades trigonométricas chegamos as equagcoes
waby = —leGCLlCLg(] {sin[Z(w + %)T + 2030 + (1] + sin[2(w — %)7’ + 2059 — 61]}
(3.62)

wazofFyy = —}lealago { 2cos(T + 1) + cos[2(w + %)7’ + 20350 + 1]
+cos[2(w — )T + 20330 — (1] }-



3.2. A Equacao de Mathieu 26

Novamente analisamos as duas possibilidades para as equagoes (3.62), considerando
o sistema com e sem ressonancia. Quando w estd longe de 1/2, todos os termos do
lado direito das equagoes (3.62) tém variagao rdapida no tempo, e portanto se anulam no

processo da média. Dessa forma ficamos com

!/ _ / _
azp =10 € B30 = 0,

e consequentemente azy = az = constante e 39 = J3 = constante. Assim, temos a solucao

r3 = ag cos(wt + [3), (3.63)

que é igual a solucao encontrada no método de multiplas escalas para o sistema sem
ressonancia.

Considerando agora o caso com ressonancia, temos que quando w & 1/2; os termos
que contém o argumento (2w — 1)7 + 20339 — ; variam lentamente com o tempo, e desta

forma, esses termos nao sao eliminados pelo método da média, e o sistema (3.62) fica

Waly, = —%ealago sin[2(w — %)7‘ + 2030 — 1]
(3.64)
wagoﬁéo = —%Ealago COS[Q(W — %)T + 2530 — 61]
Nesse caso definimos o parametro de sintonia o, tal que 2w = 1 + €0, e as equacoes

(3.64) tornam-se

way, = —iealago sin[2039 — b1 + oeT]

(3.65)
wazo g = _%EGWBO cos[2(30 — (1 + oer].

Novamente, definimos 6 = 2339 — 31 + oer, e dessa forma, as equagdes (3.65) ficam

way, = —}Lealago sin 0
(3.66)

wl = ewt — %eal cosf.
O sistema de equagdes (3.66) é igual ao sistema (3.43) obtido com o método de
multiplas escalas, para o caso com ressonancia. Desse modo, a andlise dessas equagoes

sao as mesmas que foram feitas anteriormente.



Capitulo 4

Analise do sistema dinamico com o

método da média

Neste capitulo o sistema de péndulo eletromecanico ¢ analisado com o método da
média, supondo que o bloco e o péndulo nao estao em ressonancia (w # 1/2). Inicialmente
determinamos as solucoes analiticas aproximadas através da expansao direta, e a seguir

o método da média é aplicado.

4.1 Expansao direta

Consideramos as solugoes das equagoes (3.7), (3.8), (3.9), que constituem as equagoes

de movimento do sistema estudado, em séries de poténcias de € da seguinte forma

xr1 = X0+ €x11 + 621‘12 + ...
T9 = Tog + €91 + 621’22 ce
T3 = T30 + €T3 + €T3 . . .

Substituimos essas solugoes no sistema, e considerando os termos até primeira ordem

obtemos

27
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oo + €xy) + €= (2o + exy) + 210 + €xn = —e™2B [ (g + exl);) cos(a + €x91)

—(xhg + €xhy)? sin(zao + €x91) | — €3 [(ahy + exy) (xs0 + €xs) + (why + €} )?] — w?

Y

xhy + exh =€ [k 5, (@ — biy (wyy + €xyy)) — mﬁR (2o + exll} + w?) cos(wa + €x21) ] ,

T + ery) + e—F— (:Bgo + exhy) + (2] + exlf] + w?) (z30 + €x31) = 0,
(4.1)

onde foi considerado o torque liquido do motor como sendo linear, ou seja, M (w;(xh, +

€ra1)) = a — wib(xhy + exly), com a e b constantes reais. As fungdes seno e cosseno sao

tomadas em séries de poténcias de €

Sin(Tog + €x21) = SiN Tog + €x91 COS Ty + O(€2),

COS(JIQO + 65(]21) = COS T9p — €T21 sin Tog + O(€2>,

e considerando apenas os termos de ordem €, temos o sistema de equacoes

Ty + T = —w?,

250 + (2 + w?)az0 = 0.
Como estamos assumindo que nao ha ressonancia entre o bloco e o péndulo, tomamos
para solugdo da terceira equacdo do sistema (4.2) a solucao (3.63) obtida no capitulo

anterior. Assim, as solugoes e suas derivadas até segunda ordem sao dadas por

T19 = a0 cos(T + PBro) — w?, @)y = —ajesin(r + Bio), Yy = —ayg cos(T + Pio),
Tog = (oo, $/20 = (o, xgo =0,
T30 = azg cos(wT + F30), Thy = —azowsin(wT + B30), T = —azw? cos(wT + Bs0),

(4.3)

onde aqq, B0, {220, aszp € (30 sao constantes de integracao.
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Portanto, considerando os termos de ordem €’, o movimento do bloco e do motor tém,
respectivamente, frequéncias w; = 1 e {299. Separando os termos de ordem seguinte nas

equagoes (4.1), obtemos as equagdes para 11, 21 € 31, como sendo respectivamente

c moR moR ) m
o+ = L Lxgo COS To+ ﬁ(xgof sin wog — Eg(xgoxgg +(75)%), (4.4)

\/k}lm 10 Lm

m meRL
xy = ——(a — bwywhy) — Akt (x’{o + wz) COS T90, (4.5)
k152 B
" " 2 R/ _ 3 / 4
T3y + (‘TIO +w )I31 = —T1%30 — 75— T30~ ( -6)

mgLQle

Substituindo os resultados obtidos em (4.3) nessas equagoes resulta

R
|+ @y = Zimalo sin(7 4 Bo) + %ng sin(Q907) + %w%?m cos 2(wT + f30), (4.7)
vy = (@ — b1 Qa0) — 2R W? cos(Qa07) + "5 arg [ cos (14 Q20)7 + Fio)
(4.8)
+cos ((1 — Q90)7 + B1o) |,
g + Wiy = —a a0 cos(wT + By) + wazg sin(wt + F30). (4.9)

ms L2,

Valendo-se do mesmo argumento usado para considerar a solugdo 3y em (4.3), na
equagao (4.6) desprezamos o termo nao linear x7,zr3;, pois consideramos os valores da
frequéncia w longe de 1/2. Conforme Nayfeh [10] as solugbes homogéneas das equagoes
(4.7) a (4.9) estao embutidas nas solugoes g, T2 € T3¢9 dadas em (4.3), entdao buscamos

as solugoes particulares dessas equacoes. Temos entao

RO2 . 9 9
T11p = —5 =107 cos(T + Bio) + L:Z(Ql—_ééb sin(Qg7) + % cos 2(wT + Bs0),

(4.10)
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mo RLw? moRLaio

lep = 2];?—@72(& — 5@1920) + /82930 COS(QQ()T) — m COS ((1 + 920)7' + 510)

— e cos (1 — Qa0)7 + Bro)
(4.11)

Substituindo a solucao particular encontrada para a equacao do bloco, a equacao do

péndulo fica

" 2
Thy + w3 = Wuago sin(wT + f30)

+3o= 10030 [sin ((w + 1)7 + B30 + Bro) — sin ((w — 1)7 + B30 — Buo)]

+ 1= 0a307 [sin ((w + 1)7 + B30 + fro) — sin ((w — 1)7 + B30 — B1o)] (4.12)
—W%ngaggo [SiIl ((w + QQ()>T + 630) — sin ((w — QQO)T + 530)]

—%w ajg [cos 3(wT + B3g) + cos(wT + B30)],

2m

e a solucao particular dessa equacao é dada por

T31p = mag(ﬂ' COS(WT + 630) maloago sin ((Cd + 1)7’ + 630 + 610)
2

moR
4Lm(1-03) (w+ 220

4\/W( )0106130 sin ((w — 1)7 + B30 — Bro) + )ngaso

- sin ((w + 920)7' + 530) + 4Lm(1—§rgz§%(w—%) ngago sin ((w — QQQ)T + 630)

16m(72 )wQago cos 3(wT + P0) — 413 (Zf’_i)w?’agoT sin(wr + F39)

SW( )a1oa30 [ 7sin ((w+ 1)7 + P30 + Fro) + é:’jrr?) cos ((w+ 1)T + B30 + Pio) |

C

—mamago [ 7sin ((w — 1)7 + B30 + Pro) — ﬁ cos ((w — 1)7 + B30 + Bio) |-
(4.13)



4.2. FEquacgoes variacionais 31

Analisando as solugoes particulares encontradas para o movimento do bloco, do motor
e do péndulo, encontramos os termos seculares mistos do sistema, e também os valores de
frequéncias do péndulo e do motor que geram pequenos divisores.

Como os valores de frequéncia sdo por definigdo positivos [10], os pequenos divisores
aparecem quando a frequéncia do motor €25 estd proxima de 0 ou 1, e quando a frequéncia
do péndulo w estd préxima de 1/2 ou €9/2. Quando os valores das frequéncias acima

citadas se aproximam desses valores, dizemos que o sistema dinamico esta em ressonancia.

4.2 Equacoes variacionais

A presenca de termos seculares mistos limita a validade das solugoes analiticas apro-
ximadas obtidas para 7 da ordem de 1/e, e as ressonancias comprometem a estabilidade
dessas solugoes. O método da média elimina os termos seculares mistos, e ainda permite
analisar o sistema dinamico proximo a uma determinada ressonancia.

O método da média é aplicado as equacgoes variacionais obtidas com o método da
variacao dos parametros, e portanto inicialmente nos ocupamos com a obtencao das

equagoes variacionais. Fazendo e = 0 nas equagoes (3.7) a (3.9) temos

" 2
T +r = —w,

o+ (2 + w?) z3 = 0.

Nesse caso a equacao do motor fica desacoplada das demais equagoes, o movimento do
bloco tem uma frequéncia w; = 1 e o motor possui uma rotacao constante de frequéncia
xh, = Q. O movimento do péndulo é considerado harmonico com frequéncia w, ja que
estamos tratando o caso sem ressonancia. Desse modo a solucao do sistema e as respectivas

derivadas sao dadas por
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11(7) = ay cos(wiT + B1) — w?, x) = —ay sin(wiT + B),
zo(7) = Qr, xh = Qr, (4.15)
x3(7T) = az cos(wt + f3), xly = —agwsin(wTt + f3).

Quando € # 0 consideramos que as amplitudes e as fases das oscilagoes do sistema
dinamico sao pequenas variacoes do tempo 7. Assumimos também que a frequéncia de
oscilagao do bloco w; é governada pela frequéncia do motor, agora dependente de 7. Em

vista disso, agora as derivadas de z; e x3 ficam

xy = ay cos(zg + B1) — a1 (2 + 57) sin(xe + (1),

(4.16)
xhy = afy cos(wT + f3) — az(w + B4) sin(wr + F),
e comparando com os resultados dados em (4.15) obtemos
ay cos(za + fr) — a1 0y sin(xg + F1) = (2 — 1)ay sin(xe + 1),
(4.17)

af cos(wt + fB3) — agfF} sin(wr + B3) = 0.
A partir das derivadas de primeira ordem dadas em (4.15) obtemos as derivadas de

segunda ordem
oy = —aysin(zy + f1) — ar(Q + B)) cos(zz + B1),
— (4.18)

vy = —azwsin(wr + B3) — asw(w + ) cos(wt + f3).

Substituindo esses resultados nas equagoes de movimento (3.7) a (3.9) encontramos

ay sin(xg + 51) + a1 8] cos(xe + 1) + a1 cos(xe + 1) — aq cos(xs + 1)

—e%zﬂ’ cos T3 + ewagay sin(wr + Bs) cos(wr + f3) + €22wa3 P cos®(wr + f3) = —ek,
(4.19)
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onde
Fi=|——a sin(zy + 41) + %uﬂag cos 2(wT + fB3) + —m2R92 Sin T2 (4.20)
vV klm m Lm ’
, moRLcosxy ., . /
QO =eFy —1—65— la} sin(za + 1) + a1 cos(xa + B1) + a1 ) cos(xa + B1)], (4.21)
2
onde

moRLw? cos xy m _
F=— + a — b)), 4.22
: % AL 422

com a e b constantes reais do torque linear M (0;Q) = a — bw €2, e

was sin(wt + f3) + wasfh cos(wt + f3) + aga) sin(zq + F1) cos(wt + F3)

(4.23)
+ajazfd cos(zy + (1) cos(wt + f3) + arazFy cos(xe + F1) cos(wr + fB3) = —els,
onde
Fy= m36L32w1 wag sin(wt + f3). (4.24)

Resolvendo as equacgoes de amplitudes e fases do sistema juntamente com as equagoes

(4.17), obtemos

ay + €™wagay sin(ry + 61)% = —eFysin(zy + B1) + O(€?), (4.25)

a1 0] + €2wa3fy cos(xy + $1) = ar1(1 — Q) — eFy cos(zz + (1) + O(€2), (4.26)
sin(wr+33) cos(wr+F3) .

o + g BT < —cPysin(or + ) -

—ayaz cos(zy + By) sin(w + B3) cos(wT + B3),
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2
wasfy + a1 oo = —eFy cos(wr + ) (4.28)
cos?(wr+3) sin? (w24 1) cos® (wr+03) ‘
_alagﬂm + ayas 2cos(1x2+51) =

Resolvendo novamente essas equagoes obtemos

Gay = —eFysin(zg + (1) + €22aya3 sin(z; + f1) cos(xy + B1) cos?(wr + F3) + O(€?),
(4.29)

Ga1 B8] = a1(1 — Q) + €22a1a3Q cos®(wT + 3) (4.30)
—e™.aya3 sin® (2o + B1) cos? (wT + B3) — €Fy cos(xz + B1) + O(e?), '

Guwaly = —ajag cos(xe + F1) sin(wr + B3) cos(wT + B3) + eFraz sin(wt + B3) cos(wt + (3)
—eF3sin(wr + B3) + O(€?),

(4.31)
Guwazfy = —ayaz cos(xy + B1) cos*(wT + B3) + eFyas cos?(wT + (3) (4.32)

—eF3 cos(wT + B3) + O(€?), ‘

onde
G=1- e%ag cos?(wr + Bs). (4.33)
Definimos
1 1

H = — = 4.34
O=5= 1 (4.34)

onde Gy = 2243 cos®(wr + (33). Tomando H(e) = H(0) 4+ eH'(0) 4+ O(€?), ficamos com

H(e) =14 Gy + O(é?). (4.35)
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Introduzimos o resultado obtido na equagao (4.35) nas equacoes de amplitude e fase

do sistema, e obtemos as equagoes

a) = e {™ayajsin(zs + f1) cos(za + (1) cos?(wT + f3) — eFy sin(zs + B1) } + O(€?),
(4.36)

a1 =a;(1—9Q) +e{ %alag cos*(wT + [33)

(4.37)
—Fy cos(zs + 1) — ®aya} sin®(zs + (1) cos* (wT + f3) } + O(€?),

waly = —ajag cos(xe + B1) sin(wt + F3) cos(wt + F3)
—e{ ™aya} cos(za + B1) sin(wr + F5) cos*(wr + B3) — Flagsin(wr + (3) cos(w + 33)
+Fssin(wr + B3) } + O(€?),

(4.38)
wazfy = —ayaz cos(xz + By) cos®(wr + B3) — € { ®aya3 cos(zz + fr1) cos* (wr + Bs)
+Fyaz cos*(wT + B3) + Fycos(wT + 33) } + O(€?).

(4.39)

Uma vez que supomos que a frequéncia do motor 2 governa a frequéncia do bloco
(wy = 1), introduzimos o parametro de sintonia oy através de {2 = 1 + €0y para expressar
a proximidade entre essas frequéncias. Por outro lado, foi visto que {2 ~ 1 gera pequeno
divisor. Portanto, estudamos o sistema considerando a ressonancia entre o bloco e motor,
no entanto sem ressonancia entre o bloco e o péndulo. Desta forma a equagao (4.37) fica

a1 f] = e{ — a102 + 22aya3 cos*(wT + f3) — Fy cos(xz + 51) (4.40)
— 30103 sin*(z2 + 1) cos?(wr + B5) } + O(€?).
Utilizando os resultados obtidos nas equagoes (4.36) e (4.40) na equagao (4.21), obte-

1110S

mo RL

2

O =e¢ {F2 + a1 cos(zy + fr) cos xg} ) (4.41)
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Utilizando algumas identidades trigonométricas, e lembrando que x5 = €27, obtemos

finalmente as equacoes variacionais

Equacgoes variacionais do bloco

ay=e{3 —=a [cos 2(Qr + B1) — 1] + 22w?ad [ sin (2 (w + 3Q) T + 205 + (1)
—sin (2 (w— 2Q) 7+ 265 — B1) | + 22EQ? [cos(2Q7 + B1) — cos Bi] + 2ayaf

[ sin2(Qr + fr) + —Sm2((w+Q)T+ﬁ3—|—ﬁ1) — %sinZ((w—Q)T—Q—ﬁg -6}
+0(e?),
(4.42)

af] = e{ —a100 + Para3 — o sin 2(Q7 4 51) — B2w?a3
. [cos (2 (w + %Q) T+ 2033 + ﬁl) + cos (2 (w — %Q) T+ 203 — Bl)]
(4.43)

+%QQ[SIH f1 —sin(2Q7 4 31)] — T2a1a3 [ cos 2(wT 4 B3) — cos 2(QT + ()

—3¢082((w+ D7+ B3+ f1) — 5c082 ((w— Q)7+ B3 — f1) | } + O(€?).

Equacao variacional do motor

/ 1
Q :E{QQ
172

(a — b Q) — mQBRLwQ cos(§21) + mQRLalQ (cos(2Q1 + B1) + cos ﬁl)}
(4.44)

Equacoes variacionais do péndulo

way = —jaya3 [sin (2 (w+ 5Q) 7+ 205+ B1) +sin (2 (w — 5Q) 7+ 205 — B1) ]

+e{ sA=masfcos (2 (w — 39) 7+ 283 — B1) —cos (2 (w + 392) T+ 253 + 5)]
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+ 220208 sin 4(wr + 35) + Ti£a392[COS (2 (w — %Q) T+ Zﬁg) — Cos (2 (w + %Q) T+ 253)]
—graygrwag[l — cos 2(wT + f3)] — Marad { gsin (2 (w+ 59Q) 7+ 205 + 51)
+§ sin (2 (w — —Q) T+ 205 — 61) 16 Sin (4 (w + };Q) T+ 4065 + ﬁ1)

5 8in (4 (w = §9) 7+ 405 = 1) } + O(),
(4.45)

wagﬁé = —aias [ %COS(QT + /61) + iCOS (2 (u) + %Q) T+ 253 + 61)
+1cos (2(w—2Q)T+20;— 61) ] +e{ — Zayal | 2 cos(Qr + by)
+}Lcos(2 (w+ Q)T—|—2ﬁ3+ﬁ1) —005(2 (w— %Q)T+253 —51)

+Ecos(4(w+19)7—+4ﬂg+ﬁ1) —cos(4(w—}lQ)7-+4ﬁ3—51)]

+ 510 sin(Q7 + 41) + A= aas [sin (2 (w+ 3Q) 7+ 205 + (1) (4.46)

—sin (2 (w — 2Q) 7+ 205 — f1) | + 22Ea30% sin(Qr)
+TﬁRa 0?2 [sm (2 (w + %Q) T+ 2ﬁ3) — gin (2 (w — %Q) T+ 253)]

28%a3 cos 2(wT + f3) + T2w?a3 [1 4 cos 4(wT + 3)]

2m3L2 waz sin 2(wt + B3) } + O(€?).

4.3 Método da Média

Para aplicar o método da média as equagoes (4.42) a (4.46), classificamos os termos em

dois grupos: os termos de variacao rapida e os termos de variagao lenta. Segundo Nayfeh
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[10], a média das equagoes é igual aos termos de variacao lenta, em primeira aproximagao.

Os termos que envolvem as fungoes seno e cosseno cujos argumentos dependem do
tempo 7, sao de variacao lenta se os coeficentes de 7 sao pequenos, da ordem de e. Caso
contrario, se os coeficientes nao sao pequenos, esses termos sao de variacao rapida e, como
foi dito anteriormente, esses termos sao eliminados no processo da média em uma primeira
aproximacao.

Analisando as equagoes (4.42) a (4.46), observamos que os termos de variacao lenta

ocorrem quando 2 ~ 0, e para valores de w proximos de 0, %,% e 2. Como tomamos
Q) préoximo de 1, os valores de w que geram termos de variacao lenta estao proximos de
0, %1, % el.

Como estamos estudando o sistema sem ressonancia entre o bloco e o péndulo, tomamos
a frequéncia do péndulo longe dos valores mencionados, e entao, podemos descartar todos
os termos envolvendo seno e cosseno, cujos argumentos dependem do tempo 7. Tomando
apenas os termos de variacao lenta, as médias das equacoes sao dadas por

Equacao do motor

m _ moRL
<Q >= — b Q 4.47
€ klﬁ2(a w0192) + o ap cosﬂl} (4.47)
Equacoes do bloco
C1 TTLQR 2
<ay>=—€|——= —— 4.48
ay € {2\/k1_mal + T cos ﬁl} ( )
<fy>=¢€|—09+ m—2RQ2 sin 3y + s 2 (4.49)
2a;Lm 4m 3
Equacgoes do péndulo
<di>=—e| 2 4 (4.50)
3 2m3L25)1 3 ’
< By >=c¢ [Zb—gwag} (4.51)
m

Essas equacoes médias sao nao lineares, entao fica fora de cogitagao encontrar solucoes

analiticas das mesmas.
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As figuras (4.1) a (4.5) mostram respectivamente as variagoes em relagao ao tempo 7 de
ay, 41,2, az e B3 obtidas por integragao numérica. Os valores dos parametros e constantes
utilizados na integragao numérica estao apresentados na tabela (4.1) e as condigoes iniciais

utilizadas foram ay(0) = 0.864, 51(0) = 0.5, ©(0) = 0.95, a5(0) = 0.1 e B5(0) = 0.599.
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Figura 4.1: Variacao de a; em relacao ao tempo 7
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Figura 4.2: Variacao de (5, em relagao ao tempo 7
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Figura 4.3: Variacao de () em relacao ao tempo 7
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Figura 4.5: Variacao de (53 em relagao ao tempo 7

Nessas figuras podemos notar que a amplitude a; do bloco e a frequéncia 2 do motor
oscilam na fase transitoria, e depois atingem a estabilidade. Os demais elementos nao
oscilam na fase transitéria, mas também se estabilizam. Esses valores constantes atingidos
pelas solucoes das equacgoes sao chamados de estados estacionarios segundo Kononenko
[1].

Para fazer um estudo detalhado do sistema eletro péndulo considerado neste trabalho,
usamos o fato de que os parametros €2, ai, (1, az e (33 sao constantes no estado estacionario
e, entao, podemos tornar nulas as derivadas das amplitudes, fases e a frequéncia do motor.

Nessas condigoes, temos as equacoes algébricas

mo RL

ﬂl(a — by Q) + a1 cos 51 = 0, (4.52)
2\/2%&1 + ;n;TIZQQ cos 31 =0, (4.53)
—oy + 2a12L]fn 02 sin G, + %ag —0, (4.54)
ﬁag =0, (4.55)

ms

— =0. 4.56
mwa:a ( )
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Parametro Nome Valor
cy coeficiente de amortecimento do bloco 0.106
C3 coeficiente de amortecimento do péndulo || 0.109
k1 coeficiente linear da mola 0.306
m massa do bloco 5.008
mo massa excéntrica 0.998
ms massa do péndulo 1.005
R distancia da massa msy ao eixo do motor | 1.005

constante gravitacional 9.81
comprimento do péndulo 1.025
a coeficiente do torque 0.025
b coeficiente do torque 0.001
Jo momento de inércia do rotor 0.045
09 parametro de sintonia 0.001

Tabela 4.1: Valores dos parametros para estados estacionarios sem ressonancia

Das equagoes (4.55) e (4.56) resulta que az = 0, conforme mostra a figura (4.4).
Resolvendo as demais equagoes obtemos as seguintes equagoes para a amplitude e fase do

bloco

a; = mo RO? — mo RQ?
2Lm\/a§+% 2Lm\/(9—1)2+4,§m
(4.57)
ta‘nﬁl - 2 Ck;lm 25
e a equacao para a frequencia das oscilagoes forcadas
"~ bn ) al® »_g (4.58)
—(a — b)) — a; = 0. .
! ! 0 QY

Segundo Kononenko [1], o sistema pode sofrer oscilagoes forcadas somente para um
valor de frequéncia ) que satisfaca a equacao (4.58). Esta frequéncia depende ainda, da
amplitude de oscilagao do bloco a;, como pode ser visto nessa equacao.

A equagao para a amplitude a; é dada em funcao da frequéncia de oscilagao do motor

) e do parametro de sintonia oy, bem como os parametros do problema ¢y, ki, L, m, ms
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e R. Essa equacao é conhecida como equagao resposta de frequéncia, e ela é importante
pois permite analisar o comportamento do sistema dinamico em fun¢ao dos valores dos
parametros envolvidos. Como se trata de uma equacao implicita, o estudo dessa equacao
nao é trivial. Assim, nas préximas segoes, utilizaremos o critério R-H para fazer a anélise
dos estados estacionérios do sistema, tomando a frequéncia 2 do motor como parametro

de controle.

4.4 Analise dos movimentos estacionarios utilizando

o critério R-H

Para desenvolver a analise pretendida da dinamica do péndulo eletromecanico com
excitagao vertical, consideramos o estudo utilizado por Kononenko [1]. O sistema de

equacgoes obtido através do método da média é dado por

Q= [%(a — ble) ngLCLlQ COs 61] >

al = [2 A—ai + mali )2 cosﬁl] :
B = [ oy + QZ”Z’LR O?sin By + mSag} : (4.59)
a’é = —¢€ |:2m3622@1 a3i| ?

By =€ [Mwal] .

Escrevemos as equagoes do sistema (4.59) como sendo

Q/ - q)l(alaﬁ1797a37ﬁ3)7 all - q)Q(al;ﬁla Qaa?)aﬂ?))a ﬁi - @3(@1,61,9,@3753),

/ / (4.60)
as = @4(&1,61,(2,&3,53), 53 = @5((11,51, Qvafﬂaﬁi’))a

e representamos o estado estaciondrio (pontos de equilibrio) por €2, ai., B¢, ase € Bae.

Introduzimos entao as perturbacoes €2y, ay, 31, a3 e B3 de ordens de € através de
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Q=0+, a=a+ear, Bi= P+ eb,
az = ag. + €z, [Pz = Bsc + €0s.

(4.61)

Substituimos (4.61) em (4.59), expandimos a expressao obtida em séries de potencias

de € e obtemos as equagoes diferenciais limitadas em primeira ordem

Q) =011y + broaq + bisB1 + brads + bisfs,
@y = b1y + bogliy + bagBy + bosliz + bas 3,

By = b3 + bsoty + b33 B + bsatz + b3z, (4.62)
ay = by Sl + byoay + bizB1 + baads + bas 33,
By = b1 + bsaty + bsz 81 + bsadis + bss5s.
Os coeficiente b;; sao dados por
0%, _ 9%, _ 9%, _ 0%, _ 9%,
bin = 3g, bio =55 biz= a8, bia = For, bis = 05 (4.63)
onde i = 1,...,5 e as derivadas parciais devem ser calculadas nos pontos 2 = Q.,a; =
Q1c, B1 = B, a3 = aze € B3 = (3., ou seja, nos pontos de equilibrio do sistema.
Temos entao
L2 2 2 2
by = " Bt [b + Clmglc] , bip = —G'Qg?aig—calc, big = —6”259‘22 a?., by =0,
bi5 =0, by = €qJmie,  bn = —670—, bag = €024,
bay =0, bas = 0, b3 = Q§:2> bsp = —€ %,
bss = —€3 21m7 bsa = €52 ase, bss =0, bun =0,
by =0, bz =0, by = =55, bas =0,
bs1 = 0, bs2 =0, bs3 = 0, bsy = e52was.,
b55 - O

(4.64)
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Desse modo, tomamos a matriz Jacobiana B = (b;;), onde 7, j = 1,...,5, como sendo
a matriz dos coeficientes do sistema de equagoes diferenciais (4.62). Assim, o polindémio

caracteristico da matriz B é dado por

b= b b 0 0 |
b bas— A bu 0 0
det bs1 bso  baz— A bay 0 =0 (4.65)
0 0 0 bu—X 0
0 0 0 bsi A
ou ) )
A Gﬁ + A) [N+ BN\’ + Bo) + Bs] =0, (4.66)

onde os coeficientes By, By e B3 podem ser expressos em termos de b;;, da seguinte forma

By = —(by1 + bag + bs3),

By = b11b33 + b11bag 4 bagbss — bsabas — biobay — bigbsy, (4.67)

B3 = bllb23b32 + b12b21b33 + ble22b31 - b11622b33 - b12b23b31 - b13b21b32-

Para determinar a estabilidade dos pontos tomados para o estado estacionario do
sistema, temos que encontrar as raizes da equagao (4.66), ou seja, as raizes do polinomio

caracteristico. Duas raizes podem ser determinadas diretamente, que sao A = 0 e A =

Cc3

_€2m3L2G)1

. O autovalor nulo é devido a ultima equagao de (4.59), e como a3 tende a zero,

o valor de 3} tende a zero. Portanto a solugao 5 dessa equagao é sempre limitada.
Segundo Monteiro [16], quando um dos autovalores tem parte real nula, o ponto de

equilibrio é chamado de ponto nao hiperbolico e, nesse caso, nao se pode garantir a

equivaléncia topoldgica entre o sistema linear associado e o sistema nao linear.
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Na vizinhanca de um ponto de equilibrio nao hiperbdlico existe uma variedade central,
a qual pode ser determinada pelos trés teoremas de Carr. Neste trabalho limitaremos ao
estudo das variedades hiperbdlicas, pois 33 é sempre limitada.

Para garantir a estabilidade dos pontos estacionarios do sistema, todos os autovalores
associados devem ter parte real negativa. O segundo autovalor determinado é negativo,

entao analisaremos os trés restantes que sao as raizes do polinomio

p3(\) = A 4+ BiA? + By) + B3 = 0. (4.68)

Segundo Monteiro [16], a matriz de Hurwitz é construida colocando-se na primeira
linha os coeficientes B; com indice impar, com ¢ crescente. Na segunda linha escrevem-se
os coeficientes B; com i par em ordem crescente (By = 1). A terceira linha é obtida

deslocando-se a primeira linha uma coluna para a direita. Assim, obtemos a matriz

B, B; 0
1 By, 0 (4.69)
0 B, Bs

O critério de Hurwitz estabelece que Re(\;) < 0 parai = 1,2, 3 se todos os coeficientes

B; sao positivos, e se sdo positivos os determinantes A;(7 = 1,2, 3) dados por

By By 0
B, Bs
Al - ’Blla AQ — 5 Ag — 1 B2 0 . (470)
By
0 By B3

Portanto o critério de Hurwitz é satisfeito se By, By e B3 sao positivos, e se B1 By — B3
é positivo. O determinante Az nao precisa ser verificado, ja que as condicoes estabelecidas
acima implicam Ajz positivo.

O critério de Routh parte da suposicao de que B; > 0 e para que as raizes do polinomio
(4.68) tenham parte real negativa devemos analisar uma tabela, construida da seguinte

forma:

- Na primeira linha, escrevem-se os coeficientes B; com indice par, ¢ crescente. Na

segunda linha, os coeficientes B; com indice impar e ¢ crescente.

- Cada elemento das linhas 3 e 4 foram obtidos da seguinte maneira: Calculamos o

determinante da matriz 2 x 2 cuja primeira coluna é formada pelos dois elementos
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da primeira coluna da tabela que estao nas linhas imediatamente acima e a segunda
coluna é formada pelos dois elementos da coluna seguinte. Dividimos esse determi-
nante pelo elemento da primeira coluna na linha imediatamente acima, tomado com

sinal contrario.

- No caso estudado, a tabela contém 4 linhas, sendo que ha apenas um elemento nas

linhas 3 e 4.

Portanto a tabela de Routh é dada por

1 B,
B, B
I (4.71)
Ch
D,
onde
1 B B, B
O =1 |, D=4 T (4.72)
Bl BS Cl 0

Note que D; = Bs. O critério de Routh estabelece que Re();) < 0 para ¢ = 1,2,3
se todos os elementos da primeira coluna dessa tabela sao positivos. Se ha troca de sinal
na primeira coluna, entao o nimero de trocas de sinais corresponde ao nimero de raizes
com parte real positiva.

Os coeficientes By, By e Bs sao dados a seguir

1 c1L2a? c
B1:€|:%(b+ 2921>+\/k:17m:|’
By = b11b3g 4 b11bag + bagbss — bsabaz — b1abay — bisbay,

onde

B L2 2
b11b33 = _—6521{31 (b+ 812920‘1)i| X [—62 ckllmi| 5

[ c1L2a? c
b11b22 = -—6521(31 (b+ 12921)i| X |:—€—2 rllmi| y

_ . a . «a
b22b33 - L 62 klm:| X |: 62\/k1m:|’

bsaboz = _—ﬁga__ll] x [e(2 = L)aa],



4.5. Parametro de Controle: Frequéncia de oscilagao do motor () 48

_ ciai __alla
bi2byy = [EQM] X [ 62525;10} ,

329 Q
B3 = bllb23b32 + b12b21b33 + b13b22b31 - b11622b33 - b12b23b31 - b13b21b327

bigbz = [—e—mgaimfl)} X [E] ,

onde

b11b23b32 = |—€ L <b+ 61215211%)] X |:—€Q_11i| X [E(Q — 1)&1],

B2

_Je_ea _eal’ar e a
b12b21b33 = _GQM] X [ Ezﬁzwlﬂ] X [ €3 klm]’

(4.73)
b13bazbs1 = :—6%} X [%] X [_62 ckllm} ’
by1bagbss = :—eﬁ;@l (b+ c%ﬁ)] X |:—€2 iﬂm] X [—ezj,;l—m} ,
b12basbs1 = :—6%} x [e(Q = Dar] x [952]

[ L2a2(Q—1 _
bbby = [P x [egtien ] < [—e82].

Com base nos coeficientes B; obtidos, verificamos que B; é sempre maior do que zero,

sendo suficientes as condigoes apresentadas por Hurwitz para a andalise do critério R-H.
Elaboramos um programa em Matlab® [7, 18], que a cada valor do parametro de controle
aplica o critério R-H.

Na proxima segao apresentamos a analise do sistema utilizando o critério R-H tomando

a frequéncia de oscilagdo do motor como parametro de controle do sistema.

4.5 Parametro de Controle: Frequéncia de oscilacao

do motor )

Tomando 2 como parametro de controle da equagao (4.57), calculamos a amplitude
a; do bloco em fungao de §2. A figura (4.6) mostra uma curva caracteristica da amplitude

a; versus a frequéncia de oscilagao do motor €2, andloga a curva obtida por Kononenko
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[1]. A curva foi obtida utilizando o referido programa em Matlab®, tomando os valores
dos parametros da tabela (4.1), com o valor de b = 0.065 e o intervalo de [0.9, 1.5] para
Q2 Verificamos que na passagem pela ressonancia (para valores de 2 préximos de 1), a

amplitude a; cresce bruscamente.

Y
=]
T

-
(=1
T

-
B
T

-
58]
T

Variagao da amplitude de oscilagao do bloco a,

02 1 1 1 1 1
0.9 1 1.1 1.2 1.3 1.4 1.5

WVariagan da frequencia de oscilagao do mator £

Figura 4.6: Curva da amplitude a; versus a frequéncia (2

Para a equacao (4.58), tomamos

P(Q) = ™(a — bin Q) e S(Q) = al2q2, (4.74)

k1 2001
e as curvas determinadas por essas fungoes estdo mostradas na figura (4.7). A intersegao
entre as duas curvas mostra as solugoes da equacao (4.58), que sdo os valores para os
quais o sistema pode sofrer oscilacoes forcadas. Esses valores sao 2 = 0.943 e {2 = 1.082.

As raizes da equacao (4.58) também podem ser vistas na figura (4.8), que mostra a
curva de P(Q) — S(2) versus a frequéncia de oscilagdo do motor €.

A figura (4.9) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1,2,3 e 4, onde By =
B1By — Bs3. Esses coeficientes foram calculados com o programa e, como a anélise do
critério RH é feita apenas com os sinais dos B;, plotamos os valores positivos acima de 0,
e os valores negativos abaixo de zero. Como o critério R-H ¢é satisfeito somente se todos
os B; sado positivos, entdo podemos garantir a estabilidade do sistema (a parte real dos
trés autovalores do polindmio ps(A) negativos), na intersegao dos graficos dos sinais dos

B;, segundo Hurwitz.
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Figura 4.7: Curvas de P(2) e S(€2) versus a frequéncia 2.
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Figura 4.8: Curva P(Q2) - S(Q) versus a frequéncia 2.

Verificamos entao que para €2 variando nos intervalos (0.9,1.002) e (1.355,1.5), as
condigoes do critério R-H sao satisfeitas, e portanto temos estabilidade. Para () variando
no intervalo de (1.002,1.355) o critério R-H nao é satisfeito e, portanto, temos instabili-
dade no sistema. A figura (4.10) mostra a regido de instabilidade do sistema (dada pelos
pontos azuis), em relagdo a amplitude do sistema versus a frequéncia de oscilagao do
motor 2.

Verificamos que o ponto €2 = 0.943 que é uma das solugoes encontradas para a equacao

(4.58), estd dentro do intervalo de estabilidade do sistema e, segundo Kononenko [1], esse
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Figura 4.10: Regiao de instabilidade do sistema para o parametro de controle €2

é um ponto em que o sistema sofre oscilacoes forcadas. Ja a outra solucao 2 = 1.082 da
equagao (4.58), esta no intervalo de instabilidade do sistema. Nesse caso o sistema nao
sofre oscilagoes forgadas e dizemos que o ponto 2 = 1.082 é nao realizavel. Isto ocorre
devido a amplitude (nesse caso a amplitude do bloco), assumir apenas valores para o
estado estavel do sistema. Esses valores tendem a saltar o intervalo de instabilidade do

sistema e, nesse caso nao assumem valores para ) = 1.082.
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4.6 Parametro de Controle: Coeficiente de amorte-

cimento do bloco ¢

Tomamos ¢; como parametro de controle da equagao (4.57) e calculamos a amplitude
a1 do bloco em fungao de ¢;. Tomamos alguns valores fixos para a frequéncia de oscilagao
do motor () para verificar a estabilidade do péndulo eletromecanico. Os valores tomados
estao dentro das regioes de estabilidade e instabilidade do sistema dinamico segundo a
figura (4.10).

Nosso objetivo nesta segao ¢ verificar se o comportamento do sistema ¢é alterado quando
variamos o coeficiente de amortecimento do bloco ¢;. Fizemos o estudo do critério R-H
com o referido programa em Matlab® tomando os valores dos parametros da tabela (4.1)

(com excegao de ¢y).

4.6.1 Valor fixo da frequéncia de oscilagao do motor () = 0.995

A figura (4.11) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1,2,3 e 4, onde By =
By - By — Bs. A anélise do critério RH mostra que no intervalo (0.0, 1.5) o comportamento

do sistema dinamico é sempre estavel para as condi¢oes apresentadas nesta secao.

¢ Ei

20 + B2
« B3

alb +« B4

Conidg oes dos coeficientss do criterio A-H

1 1 ]
0 0.5 1 1:5

Coeficiente de amortecimento do bloca Gy

Figura 4.11: Critério R-H para € = 0.995.
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4.6.2 Valor fixo da frequéncia de oscilacao do motor €2 =1.1

A figura (4.12) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1,2,3 e 4, onde By =

By - By — Bs. A andlise do critério RH mostra que no intervalo (0.0, 0.582) o sistema é

instavel e no intervalo (0.582, 1.5) o sistema ¢é estédvel.

A figura (4.15)

pontos azuis.

Condigoes dos coeficientes do criterio B-H

« B

B3

« B4

Figura 4.12: Critério R-H para 2 = 1.1.
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Figura 4.13: Regiao de instabilidade para €2 = 1.1
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4.6.3 Valor fixo da frequéncia de oscilacao do motor () = 1.4

A figura (4.14) mostra os sinais dos coeficientes Bi, para i = 1,2,3 e 4, onde By =

By - By — Bs. A andlise do critério RH mostra que no intervalo (0.0, 0.071) o sistema é

instavel e no intervalo (0.071, 1.5) o sistema ¢é estével.

Condigoes dos coeficientes do criterio A-H

+ B1
+ Bz

B3

« B4

0.5 1
Coeficiente de amortecimento do bloco ¢

i

Figura 4.14: Critério R-H para 2 = 1.4.

A figura (4.15) mostra a regiao de instabilidade do sistema dinamico dados pelos

pontos azuis.
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Figura 4.15: Regiao de instabilidade para 2 = 1.4
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Como nesta secao tomamos a variacao da amplitude a; em fungao do coeficiente de
amortecimento ¢;, fixando valores para os demais parametros da equagao (4.57) (em
particular Q préximo de 1), ji era esperado que os valores da amplitude a; cresceriam
bruscamente para valores de ¢; proximos de zero.

Nosso objetivo foi analisar o comportamento do sistema do péndulo eletromecanico
variando outro parametro da equacao resposta de frequéncia. Os valores tomados para a
frequéncia de oscilagdo do motor 2 = 0.955 e 2 = 1.4 estao dentro da regiao de estabi-
lidade, e 2 = 1.1 estd dentro da regiao de instabilidade conforme a figura (4.10). Porém
verificamos que o comportamento do sistema dinamico pode alterar quando variamos o
coeficiente de amortecimento do bloco ¢y, j4 que a figura (4.10) foi obtida para o valor
fixo de ¢; = 0.105. Isto mostra a grande dependéncia entre o comportamento do sistema

do péndulo eletromecanico em relacao a seus parametros.



Capitulo 5

Conclusoes e Sugestoes para

trabalhos futuros

5.1 Conclusao

O objetivo deste trabalho foi investigar o comportamento do péndulo eletromecanico
com excitagao vertical. Inicialmente, tentamos aplicar a Teoria de Perturbacao no sistema
de equagoes que descrevem o sistema para encontrarmos solucoes analiticas. Devido
a complexidade das equagoes que modelam o sistema, nao foi possivel encontrar tais
solucoes, mesmo em primeira aproximacao. O sistema apresentou varias ressonancias
internas, mas as analises feitas neste trabalho consideraram apenas a interacao ressonante
entre o bloco e o motor. Apresentamos a seguir os principais resultados obtidos e as
perspectivas de trabalhos futuros.

Obtivemos as equacoes que descrevem o sistema do péndulo eletromecanico através
das equacoes de Euler-Lagrange e devido a nao linearidade das equacoes, fizemos algumas
simplificacoes no sistema para aplicar o método da média. Mesmo assim, o sistema
simplificado nao admitiu uma solucao analitica para a equacao do péndulo, por se tratar
da equacao de Mathieu. Para encontrar uma solugao para a equacao de Mathieu aplicamos
a ela alguns métodos perturbativos considerando o valor da frequéncia do péndulo perto

e longe da ressonancia. Para a analise do sistema tomamos a solucao da equacao de
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Mathieu longe da ressonancia.

Na expansao direta verificamos que o sistema tinha varias ressonancias entre bloco,
motor e péndulo. Para a aplicacao do método da média tomamos o sistema com res-
sonancia apenas entre bloco e motor. Dessa forma encontramos as equagoes variacionais
do sistema e aplicamos a elas o método da média.

Fizemos a simulagao numérica das equacoes médias e verificamos que as solucoes esta-
bilizaram com o passar do tempo. Desse modo tomamos as equacgoes algébricas associadas
para fazer a andlise do comportamento do péndulo eletromecanico através do critério R-H.
Porém as equagoes obtidas nao permitiram um estudo analitico devido a sua nao lineari-
dade e ao grande nimero de parametros envolvidos. Assim, calculamos numericamente
as condigoes do critério R-H e a andlise do comportamento do sistema foi feita através
dos graficos obtidos.

As curvas obtidas através da solucao da equacao resposta de frequéncia utilizando
como parametro de controle a frequéncia de oscilagao do motor 2 mostraram que o sis-
tema tem um comportamento peculiar, j4 que as curvas obtidas sao parecidas com as
apresentadas na literatura pesquisada. Com as condicoes apresentadas neste trabalho e
analisando as figuras obtidas, verificamos que o sistema do péndulo eletromecanico com
excitagao vertical apresenta um comportamento instavel para valores de frequéncia do
motor €2 préximos de 1, conforme haviamos previsto anteriormente.

Quando calculamos a amplitude do bloco a; em funcao da frequéncia de oscilacao do
motor () fixando os demais parametros do sistema, vimos que o sistema sofre oscilagoes
forcadas apenas para o valor de 2 = 0.943 e que o outro valor de {2 em que o sistema
pode sofrer oscilagoes forcadas nao é realizavel, pois tal valor se encontra na regiao de
instabilidade segundo o critério R-H. Porém também vimos que o comportamento do
sistema pode ser alterado quando tomamos valores diferentes para os outros parametros
do sistema dinamico. Isto ficou evidente quando tomamos o coeficiente de amortecimento
do bloco ¢; como parametro de controle do sistema.

Na analise dos autovalores do polinomio caracteristico associado ao sistema, encon-
tramos um autovalor com parte real nula que classifica o ponto de equilibrio como sendo
nao hiperbdlico. Neste caso nao garantimos a equivaléncia topoldgica entre o sistema
linear associado e o sistema nao linear. Entao restringimos nosso estudo apenas as varie-

dades hiperbdlicas.
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5.2 Trabalhos futuros

Outras andlises e consideragoes podem ser feitas para estudos futuros do sistema
péndulo eletromecanico com excitagao vertical, como considerar outras ressonancias inter-
nas no sistema. A algebra para outras consideracoes de ressonancias modifica as equagoes
variacionais do sistema, sendo necessaria a realizacao de novos calculos para a obtencao
das equacoes médias. Consequentemente a andlise do comportamento do sistema segundo
o critério R-H também fica modificada. Além disso, o estudo das variedades centrais pode
determinar todo o comportamento do sistema e assim a andlise nao fica restrita apenas
as variedades hiperbdlicas.

Considerando a literatura pesquisada neste trabalho, podemos aprofundar a anélise
verificando a ocorréncia de bifurcacoes no sistema, assim como o efeito Sommerfeld.

A utilizacao da solucao encontrada para a equacao de Mathieu com ressonancia também
modifica toda a andlise do sistema e ainda podemos considerar outra abordagem para a

obtencao desta solucao ou outra forma de simplificar o sistema.



Apeéendice A
Programas em Matlab ®

% arquivo M criteriorh.m

Yoot oo o oo oo o ToTo o oo o o o o o o o o o o o o oo oo ToToToToTo oo oo o o o o o o o o o o oo
%PARA CALCULAR A CURVA DE FREQUENCIA RESPOSTA DO SISTEMA
DO PENDULO ELETROMECANICO COM EXCITAGAO VERTICAL E AS
CONDIGOES DO CRITERIO RH

%Para calcular a curva obtida por Elias, L.J. no estudo do
pendulo eletromecanico com excitagao vertical -
Dissertacao de Mestrado

%0 sistema e analisado com ressonancia entre bloco e motor,
e sem ressonancia entre bloco e pendulo. Uma analise de um
sistema analogo foi feito por kononenko, obtendo-se assim,
curvas de caracteristicas parecidas.

hAqui vou calcular como a frequécia do motor varia com a
variagdo da amplitude de oscilagdes do motor.

%0s coeficientes definidos abaixo sdo os mesmos utilizados
em linguagem fortran para simular o sistema din&mico pendulo
nao ideial na condigdo longe da ressondncia.

Yoo oo oo o ToTo o To o ToToToTo oo oo oo fo o o o o o o o o o Jo o T T To o oo oo fo oo oo o o o o o oo
JParametros utilizados
£=9.81;m1=5.008;m2=0.998;m3=1.095;1=1.125;r=1.105;c1=0.106;
c3=0.109;k1=0.306;a=0.025;b=0.065; j=0.045;

%Parametro de controle, intervalo, tamanho do passo,
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quantidade de iteracgoes
Omega(1)=0.9;0megaf=1.5;h=0.0005; 1=abs (Omega(1));
x2=abs (Omegaf) ;n=floor ((x2-x1) /h);
hCoeficientes associados ao sistema
m=m1+m2+m3;
beta2=(m2*r~2) + j;
omegal=sqrt(kil/m);
%EQUACAQ DA AMPLITUDE
al(1)=(m2*r+*0mega (1) ~2)/(2*1*m*sqrt ((Omega(1)-1)
"2+(c172)/(4xk1*m))) ;
oo 1o 6 To s ToTo o o o To oo o o To o o o JoToTo o o To oo o Jo To o o o ToTo o o o To oo o o To o o o To T o o o To o o
%CRITERIO RH SEGUNDO HURWITS
%1 CONDIGAO DO CRITERIO RH
B1(1)=(1/(beta2*omegal))*(b+((c1*1"2%(al(1))"2)/
(2% (Omega (1)) ~2))+(c1/(sqrt(kl*m))));
if B1(1)>0;

G1(1)=1;
elseif B1(1)<0;

G1(1)=-1;
else

G1(1)=0;
end
%COEFICIENTES DA 2 CONDICAO DO CRITERIO RH
D1(1)=(-(1/(omegal*betal))*(b+((c1x1"2%(al(1)"2))/
(2x0mega (1) ~2))))*(-c1/(2*sqrt (k1*m))) ;
D2(1)=-(1/(omegal*beta2))* (b+((c1x1~2*(al(1)"2))/
(2%0mega (1) ~2))))*(-c1/(2*sqrt (ki*m))) ;
D3(1) =(-c1/(sqrt(kl*m)))*(-c1/(sqrt(ki*m)));
D4(1) = (-(Omega(1)-1)/a1(1))*((Omega(1)-1)*al(1));
D5(1)=((c1*a1(1))/(Omega(1)*sqrt(ki*m)))*(-(c1*1"2
*al(1))/(2*beta2*omegal*Omega(1)));
D6(1)=(-(m*1"2*(a1(1)) ~2*(Omega(1)-1))/(beta2*0mega(1)))
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*((Omega(1)-2) /Omega(1));
% SEGUNDA CONDIGAO DO CRITERIO RH
B2(1) = D1(1) + D2(1) + D3(1) - D4(1) - D5(1) - D6(1);
if B2(1)>0;

G2(1)=2;
elseif B2(1)<0;

G2(1)=-2;
else

G2(1)=0;
end
% COEFICIENTES DA TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH
F1(1)=((-1/(beta2*omegal) ) *(b+((c1*1"2%(al(1))"2)/
(2% (Omega (1)) ~2))))*(-(Omega(1)-1)/a1(1))*
((Omega(1)-1)*al(1));
F2(1)=((c1*a1(1))/(Omega (1) *sqrt (ki*m)))*
(=(c1x1"2%al1(1))/(2*beta2*omegal*Omega(1)))
*(-c1/(2xsqrt (k1*m)));
F3(1)=(-(m*1"2*(a1(1)) 2% (Omega(1)-1))/
(beta2+0mega(1)))*((Omega(1)-2)/Omega(l))*
(-c1/(2%sqrt (k1*m))) ;
F4(1)=((-1/(beta2*omegal) ) * (b+((c1*¥1~2*(al(1))
"2) /(2% (Omega (1)) ~2))))*(-c1/(2xsqrt (k1*m)))*
(-c1/(2*sqrt (k1*m)));
F5(1) = (-(c1%172*al(1))/(2xbeta2*omegal*Omega(1)))
*((Omega(1)-1)*al(1))*
((Omega(1)-2)/0Omega(1));
F6(1) = (-(m*x1"2%(al1(1))"2*(Omega(1)-1))/
(beta2*0mega(1)))*((c1*al(1))/(Omega (1) *sqrt (k1*m)))
* (- (Omega(1)-1)/a1(1));
% TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH
B3(1) = F1(1) + F2(1) + F3(1) - F4(1) - F5(1) - F6(1);
if B3(1)>0;
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G3(1)=3;
elseif B3(1)<0;

G3(1)=-3;
else

G3(1)=0;
end
% QUARTA CONDICAO DO CRITERIO RH
B4(1) = B1(1)*B2(1) - B3(1);
if B4(1)>0;

G4(1)=4;
elseif B4(1)<0;

G4(1)=-4;
else

G4(1)=0;
end
%Equagao torque do motor
L(1)=(m/ (k1)) *(a-b*xomegal*Omega (1)) ;
%Equacao de oscilagao forgada
S(1)=((c1*1°2)/(2*omegal*Omega(1)))*(al(1))"2;
%Equacao frequencia de oscilacoes forcadas
H(1)=L(1)-S(1);
Yoot o oo o To o ToToToTo oo o o 1o o o o o o o o o o oo oo o ToToToTo oo oo oo oo o o o o o o o oo
% Calculando os demais pontos da frequencia de oscilagao
do bloco al e da frequencia de oscilagao do motor, e
avaliando em cada caso o criterio RH para tais pontos
for i=1:n
Omega (i+1)=0mega(i)+h;
al(i+1)=(m2*r*0Omega(i+1) "2)/(2x1*m*sqrt ((Omega (i+1)
-1)"2+(c172) / (4*k1*m))) ;
Yoo oo oo ToTo o To o ToToToTo oo oo o 1o o o o o o o o o o o Jo o o T To T To oo oo o oo oo o o o o o oo
B1(i+1) = (1/(beta2*omegal))*(b+((c1*1"2x(al(i+1))~2)
/(2% (Omega(i+1))~2))+ (c1l/(sqrt(kix*m))));
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if B1(i+1)>0;

G1(i+1)=1;
elseif B1(i+1)<0;

Gl1(i+1)=-1;
else

G1(i+1)=0;
end
%COEFICIENTES DA 2 CONDICAO DO CRITERIO RH
D1(i+1)=(-(1/(omegal*beta2))* (b+((c1x1"2*(al(i+1)"2))
/ (2*%0mega (i+1)~2))))*(-c1/(2*sqrt (k1*m))) ;
D2(i+1)=(-(1/(omegal*beta2))* (b+((c1*1"2%(al(i+1)"2))
/ (2%0mega(i+1)~2))))*(-c1/(2xsqrt (ki*m))) ;

D3(i+1) = (-c1/(sqrt(kl*m)))*(-cl/(sqrt(kl*m)));
D4(i+1) = (-(Omega(i+1)-1)/al(i+1))*((Omega(i+1)-1)
*al(i+1));

D5(i+1) = ((cil*al(i+1))/(Omega(i+1)*sqrt(kl*m)))*
(-(c1%172xal(i+1))/(2*beta2*omegal*Omega(i+l)));
D6(i+1) = (-(m*1~2*(al(i+1)) 2+ (Omega(i+1)-1))/
(beta2*0mega (i+1)))*((Omega(i+1)-2)/Omega(i+1));
% SEGUNDA CONDIGAQ DO CRITERIO RH
B2(i+1) = D1(i+1) + D2(i+1) + D3(i+1) - D4(i+1)
- D5(i+1) - D6(i+1);
if B2(i+1)>0;

G2(i+1)=2;
elseif B2(i+1)<0;

G2(i+1)=-2;
else

G2(i+1)=0;
end
% COEFICIENTES DA TERCEIRA CONDICAQ DO CRITERIO RH
F1(i+1) = ((-1/(beta2*omegal))*(b+((c1*1~2*(al(i+1))
"2)/ (2% (Omega(i+1))~2))) ) *(-(Omega(i+1)-1)/al(i+1))*
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((Omega(i+1)-1)*al(i+1));
F2(i+1) = ((c1*al(i+1))/(Omega(i+1)*sqrt(kixm)))*
(=(c1*172xal(i+1))/(2xbeta2*omegal*Omega (i+1)))*
(-c1/(2*sqrt (k1*m)));
F3(i+1) = (-(m*¥1~2*(al(i+1))"2*(Omega(i+1)-1))/
(beta2*0mega (i+1)))*((Omega(i+1)-2)/Omega (i+1))*
(—c1/(2xsqrt(k1*m)));
F4(i+1) = ((-1/(beta2*omegal))*(b+((c1*1"2%(al(i+1))"2)
/ (2% (Omega(i+1))~2))))*(-c1/(2xsqrt (kl*m)))*
(-c1/(2*sqrt (k1*m)));
F5(i+1) = (-(c1*172*%al(i+1))/(2*beta2+*omegal
*Omega (i+1)))*((Omega (i+1)-1)*al(i+1))x*
((Omega(i+1)-2)/Omega(i+1));
F6(i+1) = (-(m*1"2x(a1(i+1)) 2% (Omega(i+1)-1))/
(beta2*0Omega (i+1)))*((cl*al(i+1))/(Omega(i+1)*
sqrt (k1*m)))* (- (Omega (i+1)-1)/a1(i+1));
% TERCEIRA CONDICAO DO CRITERIO RH
B3(i+1)=F1(i+1) + F2(i+1) + F3(i+1) -
F4(i+1) - F5(i+1) - F6(i+1);
if B3(i+1)>0;

G3(i+1)=3;
elseif B3(i+1)<0;

G3(i+1)=-3;
else

G3(i+1)=0;
end
% QUARTA CONDICAO DO CRITERIO RH
B4(i+1) = B1(i+1)*B2(i+1) - B3(i+1);
if B4(i+1)>0;

G4A(i+1)=4;
elseif B4(i+1)<0;

G4(i+1)=-4;
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else
G4(i+1)=0;
end
%Equagao torque do motor
L(i+1)=(m/ (k1)) *(a-b*omegal*Omega (i+1));
%Equacao de oscilagao forgada
S(i+1)=((c1¥1"2)/(2*omegal*Omega (i+1)))*(al(i+1))"2;
%#Equacao frequencia de oscilacoes forcadas
H(i+1)=L(i+1)-S(i+1);
end
Yoot oo oo o oo o ToTo o oo o o o o o o o o o o o o oo To o To o ToToTo oo oo o o fo o o o o o o o oo o
Para plotar o grafico da amplitude do bloco al versus
a frequencia de oscilagao do motor
Yoo oo oo o oot oo ToTo o oo o o o o o o o o o o o o oo oo o ToToToTo oo oo o o o o o o o o o o oo o
plot(Omega, al, ’r.’)
% Para plotar o grafico dos coeficientes do criterio RH
oo 1o 6To s ToTo o o o To o To o o To o o o ToToTo o o ToTo o o o To T o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o
%plot(Omega, G1,’r.’, Omega,G2,’b.’,0Omega,G3,’g.’,0Omega
, G4,°k.7)
Yoo 1o 6o s ToTo o oo To oo o fo To o o o ToTo o o o ToTo o o o ToTo o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To T o
% Para plotar o grafico das curvas das fungoes L e S
versus a frequencia de oscilagao do motor Omega
%plot (Omega, S, ’r’, Omega, L,’r’)
Tolo 1o 6o s ToTo o oo ToTo o o o To o o o ToToTo o o ToTo o o o To o o o ToTo o o o To T o o o To o o o To T o o o To o o
% Para plotar o grafico da fungao S versus a frequencia
de oscilagao do motor Omega
%plot (Omega, S, ’r.’)
Yoo oo o oo to oo o ToTo oo 1o o o o o o o o o o o o o oo oo o ToToToTo oo oo o o o o o o o o o o oo o
% Para plotar o grafico da fungao L-S versus a frequencia
de oscilagao do motor Omega

%plot (Omega,H,’r’)
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