DORMENCIA DO CANCER: MODELOS MATEMATICOS E
SIMULACOES NUMERICAS

Aiara Cristina de Oliveira Ribeiro

Dissertacao apresentada a Universidade Es-
tadual Paulista “Jdlio de Mesquita Filho”
para a obtencao do titulo de Mestre em Bio-

metria.

BOTUCATU
Sao Paulo - Brasil
Fevereiro - 2017



DORMENCIA DO CANCER: MODELOS MATEMATICOS E
SIMULACOES NUMERICAS

Aiara Cristina de Oliveira Ribeiro

Orientador: Prof. Dr. Paulo Fernando de Arruda Mancera

Dissertacao apresentada a Universidade HEs-
tadual Paulista “Jdlio de Mesquita Filho”
para a obtencgao do titulo de Mestre em Bio-

metria.

BOTUCATU
Sao Paulo - Brasil
Fevereiro - 2017



FICHA CATALOGRAFICA ELABORADA PELA SECAO TEC. AQUIS. TRATAMENTO DA INFORM.
DIVISAO TECNICA DE BIBLIOTECA E DOCUMENTAGCAO - CAMPUS DE BOTUCATU - UNESP
BIBLIOTECARIA RESPONSAVEL: ROSEMEIRE APARECIDA VICENTE-CRB 8/5651

Ribeiro, Aiara Cristina de Oliveira.

Dorméncia do cancer : modelos matemdticos e simulacdes
numéricas / Aiara Cristina de Oliveira Ribeiro. -
Botucatu, 2017

Dissertacdo (mestrado) - Universidade Estadual Paulista
"Julio de Mesquita Filho", Instituto de Biociéncias de
Botucatu

Orientador: Paulo Fernando de Arruda Mancera

Capes: 90100000

1. Cancer. 2. Metastase. 3. Recidiva. 4. Calculo
fracionario. 5. Runge-Kutta, Formulas de. 6. Modelos
matematicos.

Palavras-chave: Calculo fracionario; Dorméncia do cancer;
Modelagem matematica.




Campus de Botucatu

S UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA @ S
u ne sp 4JULIO DE MESQUITA FILHO”

MEMBROS DA COMISSAO JULGADORA DA DISSERTAGAO DE MESTRADO DE Aiara Cristina de
Oliveira Ribeiro, INTITULADA " DORMENCIA DO CANCER: MODELOS MATEMATICOS E
SIMULAGOES NUMERICAS", APRESENTADA AO INSTITUTO DE BIOCIENCIAS, UNESP,
CAMPUS DE BOTUCATU, SAO PAULO, EM 16 de fevereiro de 2017 .

APROVADA PELA COMISSAO JULGADORA:

Prof(a) Dr(a)
Instituicao:
Assinatura:

Prof(a) Dr(a) DIEGO SAMU!JISODR ES
Instituigdo: Instituto de Biociéncias de Botucatu

Assinatura: w
'Qasdmaw/y

U (J
Prof(a) Dr(a) REGIN ELI ERQUEIRA DE ALMEIDA

Instituicao: Dep entd de Mecé
Assinatura: /7
;/ 7 ¥ ()// 7

Instituto de Biociéncias — Segéo de Pés-Graduagéo
Distrito de Rubido Jinior, s/n CEP 18.618-000 Botucatu-SP Brasil
Tel (14) 3811-6148 fax (14) 3815-3744 posgraduacao@:bb unesp.br




Aos meus pais, Gercilia e Sebastido.



Agradecimentos

A Deus, pelo milagre da vida.

Aos meus pais Gercilia e Sebastiao, por terem me dado o que de mais
sagrado existe, a minha familia. Agradeco todo o amor, carinho, apoio e por me
ensinarem que a maneira mais digna de melhorar nossa vida e mudar a nossa realidade
sempre foi através dos estudos.

Ao meu irmao Antonio, pelo carinho e apoio. Ao meu amado afilhado
Pedro, se luto hoje é para dar-lhe um futuro melhor.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Paulo Fernando de Arruda Mancera, por
todo o aprendizado ao longo desses dois anos, e que serao levados por toda a minha
vida. Gracas ao seu incentivo, tive a oportunidade de ver como o mundo é grande
e conhecer lugares que jamais pensei estar. Ao senhor, Professor, agradeco pelo
“sim”ao aceitar o meu pedido de orientacao, essa resposta mudou completamente a
minha vida.

Aos membros da minha banca de qualificacao e de defesa, Prof. Dr.
Paulo Fernando de Arruda Mancera, Prof. Dr. Diego Samuel Rodrigues e Profa.
Dra. Regina Célia Cerqueira de Almeida, pelas sugestoes e discussoes que foram
fundamentais para a elaboracao deste trabalho.

A minha amiga Rita, que mostrou-se uma verdadeira irma enviada por
Deus. Obrigada pelo carinho, pelo apoio, por cada conversa, cada sorriso e por ter
sido a minha familia em Botucatu.

Ao querido Farid, pelo carinho, incentivo e por ter permanecido ao
meu lado nos momentos mais felizes e mais dificeis que vivi no mestrado. Obrigada

por toda sua ajuda, por ser um homem incrivel e por ter o coracao mais lindo que



vi
ja vi. Sua presenca sempre salvou meu dia.

A Vivian, pela amizade e por ter me dado muito apoio, principalmente,
na etapa final do mestrado. Foi uma grande alegria ter te conhecido, morado e
dividido momentos especiais com voce.

Ao Prof. Dr. Luiz Francisco da Cruz, meu maior exemplo de Profissi-
onal da Educacao, que desde o primeiro ano da faculdade me abriu tantas portas e
acreditou no meu potencial como Professora de Matematica. Levo no coragao todos
os seus ensinamentos e conselhos, na esperanca de um dia me tornar uma professora
exemplar e apaixonada pelo ensino de Matematica, como o senhor.

Ao Diego, Thomas, Lislaine e Antone que me ajudaram na parte com-
putacional deste trabalho, e ao Jairo, pela ajuda nas demonstragoes. Muito obrigada
pela paciéncia e o carinho que tiveram comigo.

A querida Anna, que me acolheu de bracos abertos em sua residéencia
nos dias que estive em Petropolis-RJ, para participar do II Encontro em Modelagem
Matematica e Computacional do Crescimento Tumoral, realizado no LNCC. Mais
do que a estadia, agradeco a bondade, a generosidade, o carinho e a amizade que
construimos.

A todos os professores e funcionarios do Departamento de Bioes-
tatistica, pelo carinho, auxilio e por compartilharem seus conhecimentos conosco.

A Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior, CA-

PES, pela concessao de bolsa de estudo durante esses dois anos.



vii

Professores brilhantes ensinam para uma profissao.
Professores fascinantes ensinam para a vida.

Augusto Cury



Sumario

Péagina
LISTA DE FIGURAS X
LISTA DE TABELAS xiii
RESUMO xiv
SUMMARY XVi
1 INTRODUCAO 1
1.1 Cancer . . . . . . . s, 1
1.2 Incidéncia do Cancer . . . . . . . . . . 3
2 DORMENCIA DO CANCER 5
2.1 Dormeéncia Tumoral Celular . . . . . . . . . . . . ... 6
2.2 Dorméncia de Massas Tumorais . . . . . . . . . . . . . ... 7
2.2.1 Dorméncia Tumoral Angiogénica . . . . . . . .. .. ... ... .... 8
2.2.2  Dormeéncia Tumoral Imunolégica . . . . . . . .. ... ... ... ... 9
2.3 Modelos Matematicos de Dorméncia . . . . . . . . . .. ... ... ... 9

3 CALCULO FRACIONARIO E METODO DE DIFERENCAS FI-

NITAS NAO LOCAL 13
3.1 Operadores Diferenciais Fracionarios . . . . . . ... ... ... ..... 14
3.2 Método de Diferencas Finitas Nao Local . . . . . ... ... ... .... 16

3.2.1 Método de Diferencas Finitas Nao Local para Equagoes Diferenciais

Fracionarias . . . . . . . . . s 17



1X

4 MODELOS MATEMATICOS DE DORMENCIA DO CANCER 19

4.1 Modelo de Sotolongo-Costa et al. (2003) . . . . . .. ... ... .. ... 19
4.1.1 Versao Fraciondria . . . . . . . . . .. .. 21
4.1.2 Discretizacao . . . . . . . .. 21
4.1.3 Resultados . . . . . . .. 21
4.2 Modelo de Page & Uhr (2005) . . . . . . . .. ... . 26
4.2.1 Versao Fracionaria . . . . . . . . . .. .. o 27
4.2.2 Discretizagdo . . . . . ..o 28
4.2.3 Resultados . . . . . ... 28
4.3 Modelo de Page & Uhr (2005) modificado . . . . .. .. ... ... ... 31
4.3.1 Versao Fracionaria . . . . . . . . . .. ... 32
4.3.2 Discretizagdo . . . . . ... 32
4.3.3 Resultados . . . . . . .. 32
4.4 Modelo de Wilkie & Hahnfeldt (2013) . . . . . . ... ... .. ... ... 35
4.4.1 Versao Fracionaria . . . . . . . . . ... 36
4.4.2 Discretizagdo . . . . . ..o 36
443 Resultados . . . . ... 36
4.5 Modelo Matematico com Células Endoteliais . . . . . . . ... ... ... 38
4.5.1 Resultados . . . . . . .. 40
5 CONCLUSOES 44
REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS 45

APENDICE 50



Lista de Figuras

Pégina

Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com a ordem
da derivada fracionaria a = 1, para r = 2,5, d = 0,2, ¢ = 0,06, N;(0) = 2
el(0)=3.. . . .
Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com variacoes
na ordem da derivada fracionaria «, para r = 2,5, d = 0,2, ¢ = 0,06,
Ni(0)=2eI(0)=3.. . . .
Retratos de fase (células cancerosas x linfécitos) para o = 1 e a = 0,9,
comr =25 d=0,2,0=0,06 Ni(0)=2eI(0)=3. .. .........
Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com a ordem
da derivada fracionaria a = 1, parar =3, d = 0,7, 0 = 0,4, N;(0) =3 e
T0)=4. . . .
Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com variacoes
na ordem da derivada fracionaria «, para r = 3, d = 0,7, 0 = 0,4,
Ni(0)=3elI(0)=4.. .. . . .
Retratos de fase (células cancerosas x linfécitos) para a« = 1 e a = 0,9,
comr=3,d=070=04, N(0)=3elI(0)=4.......... ... ..
Dinamica das variacoes no tamanho do tumor, com mudancas na ordem
da derivada fracionaria o, parar = 1,1, a; = 0,9, ap = 0,1, a3 = 0, u = 0,
v=1,d; =0,9, ds = 0,9, N1(0) = 0,005, Q(0) = 0,005 e I(0) = 0,001. . .
Retratos de fase (células cancerosas proliferativas x anticorpos) para a =
loua=09 emquer =11, a; =09, s =01, a3 =0, u =0, vy =1,

dy = 0,9, dy = 0,9, N;(0) = 0,005, Q(0) = 0,005 e I(0) =0,001. . . . ...

24

29



10

11

12

13

14

15

16

17

Dindmica das variagoes na carga total do tumor (Ni(¢) + Q(t)), com
mudancas na ordem da derivada fracionaria «, para r = 1,1, ay = 0,9,
as =0,a3 =02, u=0v=02 d =0, dy =03, N(0) = 0,005,
Q0)=0eI(0)=0,001. . ... ..
Retratos de fase (tamanho total do tumor x anticorpos) para a = 1 e
a=09 parar=11, a1 =09 a,=0,a03=02,u=0,v=0,2,d; =0,
dy = 0,3, N1(0) = 0,005, Q(0) =0e I(0)=0,001. ... ... .......
Dinamica das variagoes no tamanho do tumor, com a ordem da derivada
fracionaria a = 1, parar =02, a3 =0, as = 0,2, a3 =0, u =0, f = 1,1,
diy =1,1,dy = 1,1, N;(0) = 0,001, Q(0) =0e I(0)=0,001. . . . ... ..
Dinamica das variagoes na carga do tumor e na densidade de anticorpos,
com a ordem da derivada fracionaria o« = 1, para r = 0,2, ay = 0,
ay =02 a3 =0, u=0, =11, d = 1,1, dy = 1,1, N;(0) = 0,001,
Q0)=0eI(0)=0,001. . . . ...
Retratos de fase (tamanho total do tumor x anticorpos) para a = 1 e
a=09 parar=02 a0 =0, =02, a3=0,u=0,5=11,d; =11,
dy = 1,1, N;(0) = 0,001, Q(0) =0e I(0)=0,001. . .. ... ... ....
Evolucao temporal das células cancerosas, com a ordem da derivada fra-
ciondria o = 1, para r; = 0,2, K = 1019 r, = 0,2, oy = 7,25 x 10*56#{9,
ag = 1073, Condigoes iniciais, N;(0) =1e I(0) =100. . .. ... .. ..
Evolucao temporal das células cancerosas, com variagoes na ordem da
derivada fraciondria a, para r = 0,2, K = 101 r, = 0,2, a1 = 7,25 x
105775, ay = 10-3. Condigdes iniciais, N;(0) = 1 e I(0) = 100.
Retratos de fase (células do sistema imunolégico x células cancerosas)
paraa =1ea =09, comr; =02, K =10 r, =0,2, oy = 7,25 x
10*56#{9, as = 1073, Condigoes iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.
Simulacao da influéncia da angiogénese sobre a dormeéncia da massa tu-
moral para s = 1,95 x 103, £ = 2 x 1073, ¢ = 107°. Condicoes iniciais

N1(0) = 10°, No(0) = 10'2, 1(0) = 10%, L(0) = 105. . . . . . ... . ...

X1

30

34

37

38



18

19

Simulagao da influéncia da angiogénese sobre a dorméncia da massa tu-
moral para s = 1,95 x 103, £ = 2 x 1073, ¢ = 107°. Condicoes iniciais
Ni(0) = 10°, No(0) = 102, 1(0) = 10*, L(0) = 106. . . . .. ... .. ..
Simulacgao da influéncia da angiogénese sobre a dorméncia da massa tumo-
ral, para s = 103, £ = 2x 107!, 0 = 107%. Condigoes iniciais N;(0) = 10°,
No(0) = 1012, I(0) = 104, L(0) = 105. . . . . . .. .. ... ...,

xii



1

Lista de Tabelas

Parametros fixos utilizados nas simulacoes



DORMENCIA DO CANCER: MODELOS MATEMATICOS E
SIMULACOES NUMERICAS

Autora: ATARA CRISTINA DE OLIVEIRA RIBEIRO
Orientador: Prof. Dr. PAULO FERNANDO DE ARRUDA MANCERA

RESUMO

O cancer é uma das principais causas de morbidade e mortalidade
em todo o mundo. Um problema que atinge muitos pacientes diagnosticados com
cancer é a recidiva, que pode ocorrer anos apds uma aparente remissao completa da
doencga. Tal fenomeno pode ser explicado pela dorméncia do cancer. Neste trabalho,
apresentamos alguns modelos matematicos de ordem nao inteira e inteira, de derivada
temporal, que visam descrever o fenomeno da dorméncia do cancer. As simulagoes
numéricas foram feitas utilizando o Método de Diferencas Finitas Nao Local para
Equacoes Diferenciais Fraciondrias e o Método de Runge-Kutta de 42 ordem. Para
os modelos de ordem nao inteira, as simulagoes exibiram que ordens menores da
derivada fracionaria resultam no maior amortecimento das solugoes e alteragoes na
estabilidade dos sistemas. Para o modelo de ordem inteira, as simulagoes exibiram

que a angiogénese tumoral desempenha um papel importante na dormeéncia tumoral.
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NUMERICAL SIMULATIONS
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SUMMARY

Cancer is one of the leading causes of morbidity and mortality
worldwide. One problem that affects many patients diagnosed with cancer is re-
lapse, which can occur years after an apparent complete remission of this disease.
Such a phenomenon could be explained by cancer dormancy. In this work, we pre-
sent some mathematical models of non-integer order and integer order to the time
derivative, that aim to describe the phenomenon of cancer dormancy. Numerical
simulations had been executed with the Non-Local Finite Differences Method for
Fractional Differential Equations and the Fourth-Order Runge-Kutta Method. For
non-integer order models, the simulations had shown that smaller orders of the frac-
tional derivative resulted in higher damping of the solutions and changes in the
stability of the systems. For the integer order model, the simulations had shown

that tumor angiogenesis plays an important role in tumor dormancy.



xvii
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1 INTRODUCAO

Neste trabalho apresentamos o estudo de modelos matematicos de
dormeéncia do cancer. Os modelos sao dados por Equacoes Diferenciais Ordinarias
no tempo e suas respectivas versoes fracionarias. Para as simulagoes numéricas uti-
lizamos o Método de Diferencgas Finitas Nao Local para Equagoes Diferenciais Fra-

ciondrias e o Método de Runge-Kutta de 42 ordem.

1.1 Cancer

Cancer é o nome atribuido a um grupo de doengas caracterizadas pelo
crescimento anormal das células (Mukherjee, 2012), que ocorre como resultado de
alteragoes ou mutagoes genéticas. Mais precisamente, o surgimento do cancer pode
requerer a acumulacao de multiplas mutacoes. Uma vez uma célula cancerigena cri-
ada, pode ocorrer um processo conhecido como expansao clonal, no qual a célula da
origem a descendentes por divisao celular e, entao, a populacao celular cresce. Du-
rante este processo, células podem adquirir uma variedade de mutacoes que permitem
uma progressao mais rapida de duplicacao.

As hallmarks do cancer descrevem as caracteristicas bioldgicas essen-
ciais adquiridas pelas células durante o desenvolvimento de tumores. Segundo Ha-
nahan & Weinberg (2011), para que uma célula normal desenvolva um crescimento

maligno as mutacoes genéticas devem resultar nas seguintes caracteristicas:

e Autossuficiéncia em sinais de crescimento: células cancerosas adquirem auto-
nomia em sua proliferagao, ou seja, nao necessitam de estimulos externos para

se multiplicarem;
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Insensibilidade a sinais anticrescimento: células cancerosas adquirem re-

sisténcia a sinais de supressao de crescimento;

Resisténcia a apoptose: células cancerosas possuem a capacidade de escapar

da morte celular programada;

Potencial replicativo ilimitado: células cancerosas tém a capacidade de crescer

e se dividir continuamente;

Promocao da angiogénese: células cancerosas possuem a habilidade de promo-
ver o surgimento de novos vasos sanguineos, a partir de uma vasculatura ja

existente, para garantir o suprimento continuo de oxigénio e nutrientes;

Invasao de tecidos e metastase: células cancerosas possuem a capacidade de

invadir tecidos adjacentes, espalhando-se pelo corpo;

Evasao do sistema imunoldgico: células cancerosas sao capazes de escapar dos

mecanismos de defesa do sistema imunolégico;

Metabolismo desregulado: células cancerosas utilizam vias metabdlicas anor-

mais para gerar energia.

Assim como a proliferacdo descontrolada, Yeh & Ramaswamy (2015)

levantam a hipétese da dormeéncia celular ser considerada uma hallmark do cancer.

A capacidade de células cancerosas entrarem em um estado de repouso, nao desem-

penhando suas atividades normais de crescimento e proliferacao pode ser considerada

uma caracteristica essencial do cancer e contribuir para a evolucao da doenca.

O processo de transformacao de uma célula normal em uma célula

cancerosa envolve varios estagios. As mudancas sofridas pela célula sao resultado da

interagao entre fatores genéticos e trés categorias de agentes carcinogénicos (WHO,

2016), que sao:

e Carcinogenicos fisicos: radiacao ultravioleta, radiacao ionizante e radiacao de

particulas;
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e (Carcinogénicos quimicos: amianto, componentes do fumo do tabaco, arsénio,

entre outros;

e Carcinogeénicos biolégicos: infecgoes ocasionadas por determinados virus,

bactérias ou parasitas.

Segundo dados da Organizagao Mundial da Saiude (OMS), existem fa-
tores de risco hereditarios, ambientais e comportamentais, sendo que, um terco das
mortes por cancer devem-se a cinco fatores de risco ambientais ou comportamentais,
que sao: alto indice de massa corporal, baixa ingestao de frutas e vegetais, sedenta-
rismo, tabagismo e consumo de &lcool. O envelhecimento também é um fator de risco
importante para o desenvolvimento da doenca, pois pessoas idosas, possivelmente, ti-
veram maior exposi¢ao aos diferentes fatores de risco, além de que os mecanismos de

reparagao celular tornam-se menos eficazes com o aumento da idade (WHO, 2016).

1.2 Incidéncia do Cancer

Em relagao a incidéncia da doenca, a Organizacao Mundial de Saude,
por meio do documento World Cancer Report 2014, divulgou um panorama mun-
dial do cancer, no qual constata-se que atualmente a doenca é uma das principais
causas de morbidade e mortalidade, atingindo todas as regioes do mundo. Em 2012,
foram registrados cerca de 14 milhoes de novos casos e 8 milhdes de mortes rela-
cionadas a doenga (Stewart & Wild, 2014). Nas proximas duas décadas, espera-se
o aumento para 22 milhoes de novos casos (Stewart & Wild, 2014), que ocorrerao,
principalmente, nos paises em desenvolvimento (Brasil, 2015).

As maiores taxas de incidéncia de cancer estao nos paises mais desen-
volvidos da América do Norte e Europa Ocidental, juntamente com Japao, Reptblica
da Coreia, Australia e Nova Zelandia, que por sua vez também oferecem melhores
servigos para a detecgao, diagnéstico e tratamento da doenga (Stewart & Wild, 2014).

Estimativas feitas em 2012 mostram que os tipos mais comuns de

cancer que atingem a popula¢do mundial sao os de pulmao (1,8 milhao de casos),
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mama (1,7 milhdo de casos), intestino (1,4 milhao de casos) e préstata (1,1 milhao
de casos) (Brasil, 2015). Em relacdo ao género, a populagdo mundial masculina
apresenta altas taxas de incidéncia de cancer de pulmao (16, 7%), préstata (15,0%),
colorretal (10,0%), estomago (8,5%) e figado (7,5%). Na populagao feminina, os
mais frequentes sao os de mama (25, 2%), colorretal (9,2%), pulmao (8,7%), cervical
(7,9%) e estomago (4,8%) (Stewart & Wild, 2014).

No Brasil, segundo informagoes do Instituto Nacional de Cancer “José
de Alencar Gomes da Silva”, estima-se para o biénio 2016-2017, cerca de 600 mil
novos casos da doenca, incluindo os casos de cancer de pele nao melanoma. Espera-se
que a populacao masculina tenha maiores taxas de incidéncia de cancer de prostata,
com aproximadamente 61 mil novos casos. Ja na populagao feminina o cancer de
mama sera o mais incidente, com cerca de 58 mil novos casos (Brasil, 2015).

O cancer ja é a principal causa de morte em 476 dos 5570 municipios
brasileiros; 76% dessas cidades encontram-se no Sul e Sudeste, que sao regides mais
desenvolvidas e com maior expectativa de vida do pais. O Rio Grande do Sul é o
estado com o maior nimero de municipios nesta condicao, devido, principalmente, a
descendéncia européia, aos altos indices de tabagismo e a populagao predominante-
mente branca (Cambricoli & Burgarelli, 2016).

No proximo capitulo apresentamos conceitos de dorméncia do cancer e
varios trabalhos que estudam a modelagem matematica desse fenomeno. No Capitulo
3 apresentamos conceitos de Calculo Fracionério, o Método de Diferencas Finitas Nao
Local e sua relagao com equacoes diferenciais fracionarias. No Capitulo 4 estuda-
mos quatro modelos mateméticos que visam descrever o fenomeno da dorméncia do
cancer, no qual para os modelos propostos por Sotolongo-Costa et al. (2003), Page
& Uhr (2005) e Wilkie & Hahnfeldt (2013) desenvolvemos e estudamos as suas res-
pectivas versoes fracionarias. Apresentamos também, um modelo matemaéatico com
células endoteliais e analisamos a relagao da dorméncia com a angiogénese tumoral.

No capitulo 5 apresentamos as conclusoes do nosso trabalho.



2 DORMENCIA DO CANCER

A recidiva do cancer é um problema que atinge muitos pacientes (Yeh
& Ramaswamy, 2015), e pode ocorrer anos apés uma aparente cura da doenca.
Estima-se, por exemplo, que entre 20% e 45% das pessoas que tiveram cancer de
mama ou préstata voltardo a ter a doenga tempos depois do tratamento (Aguirre-
Ghiso, 2007; Chen et al., 2014; Uhr & Pantel, 2011). A recidiva do cancer frequen-
temente apresenta estados mais agressivos da doenga, caracterizados principalmente
pela ocorréncia de metéstases! — a maior causa de morte por cancer (Weinberg,
2000, 2008) — em que tumores adquirem resisténcia a drogas ou terapias inicialmente
eficientes.

Estudos que visam entender melhor o cancer estao voltados para a
compreensao e processos que fazem com que a doenca permaneca durante anos inde-
tectavel e assintomadatica no organismo, e, posteriormente, volte com bastante agres-
sividade. Tal fenomeno é conhecido como dorméncia do cancer (Almog, 2010; Péez
et al., 2011).

A dorméncia do cancer caracteriza-se pelo prolongado periodo de
tempo no qual o volume tumoral ou o nimero de células tumorais malignas perma-
nece pequeno? e aproximadamente constante, antes do rapido crescimento do tumor
ou das células tumorais (Aguirre-Ghiso, 2007; Almog, 2010; Chen et al., 2014).

O desenvolvimento da dorméncia pode ocorrer em varios estagios de
progressao do cancer; desde estagios em que ainda nao houve a deteccao clinica do

tumor primario, como também em decorréncia de residuos da doenga deixados apds

Formacao de novos focos tumorais, locais ou & distancia.
2 Abaixo do limite de detecgdo clinica.



um tratamento, aparentemente, bem sucedido (Enderling et al., 2013).

O fenomeno tem atraido grande interesse em pesquisas, entretanto,
ainda é pouco compreendido (Yeh & Ramaswamy, 2015), principalmente devido a
complexidade da doenga (Aguirre-Ghiso, 2007) e a dificuldade de compreensao dos
mecanismos bioldgicos que fazem com que o cancer saia do estado de dorméncia (Uhr
& Pantel, 2011).

Segundo Uhr & Pantel (2011), a dorméncia clinica do cancer é definida
como o longo periodo de tempo entre a remog¢ao do tumor primario e a subsequente
recidiva, em um paciente que foi clinicamente diagnosticado livre da doenca. Esse
tipo de dormeéncia se opoe as verdadeiras formas fisiologicas de dorméncia do cancer,
ja que esse fenomeno pode ocorrer antes mesmo de um diagnostico da doenca. Por
exemplo, tumores primérios podem permanecer dormentes sem que a doenca nem
tenha sido diagnosticada.

A dormeéncia do cancer em sua forma fisioldgica subdivide-se em duas
categorias gerais (Yeh & Ramaswamy, 2015). A primeira é a dorméncia de massas
tumorais. Nesse caso, existem mecanismos que impedem a expansao de uma po-
pulagao de células tumorais em divisao (Aguirre-Ghiso, 2007) e, consequentemente,
a massa tumoral nao cresce, existindo um equilibrio entre proliferagao e morte ce-
lular. A outra categoria é a dorméncia tumoral celular, no qual células cancerosas
estao individualmente inativas em seu ciclo celular (Yeh & Ramaswamy, 2015).

Tendo em vista as duas categorias mencionadas, podemos dizer que
a dormeéncia do cancer pode se dar tanto em nivel celular (microscépico) como em
niveis mais macroscépicos, conforme detalhado a seguir, inclusive em decorréncia da

atuacao do sistema imunologico.

2.1 Dormeéncia Tumoral Celular

A dormeéncia celular ocorre quando as células estao em um estado quies-
cente (Wang & Lin, 2013). Células quiescentes, por sua vez, encontram-se na fase

GO do ciclo celular, que é definida como sendo a fase em que as células estao em
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um estado de repouso, nao desempenhando suas atividades normais de crescimento
e proliferagdo (Alberts et al., 2011). Sabe-se, porém, que esse estado é reversivel,
no qual as células podem responder a estimulos do microambiente e, entao, sair
do estado quiescente. Inclusive, a dormeéncia celular pode ocorrer com as células
cancerosas (Aguirre-Ghiso, 2007).

O problema em se ter células cancerosas quiescentes consiste no fato de
que, apesar de nao estarem se proliferando, tais células podem circular na corrente
sanguinea e, por se manterem isoladas no organismo, acabam passando desaperce-
bidas pelos mecanismos do sistema imune e pela a¢do de quimioterapicos (Wang &
Lin, 2013), podendo fixar-se em algum orgao e encontrar condi¢oes favoraveis para

retomar a sua proliferacgao.

2.2 Dormeéncia de Massas Tumorais

Além do nivel celular, a dorméncia tumoral também pode ocorrer em
nivel mais macroscopico, de massas tumorais em si. Esse fendmeno é mais aceito
e melhor estudado quando considera-se o periodo de tempo apds um tratamento
bem sucedido de tumores primérios (Almog, 2013) e a deteccao de um novo tumor?.
Entretanto, ele pode ocorrer antes mesmo da descoberta do tumor primério (Wang
& Lin, 2013).

A dorméncia de massas tumorais ocorre quando a proliferacao das
células cancerosas é contrabalanceada pela apoptose, presumivelmente, devido a
pouca vascularizagao do tumor ou por alguma resposta do sistema imunoldgico
(Aguirre-Ghiso, 2007; Yeh & Ramaswamy, 2015). Nesse sentido, a angiogénese e
a atuacao do sistema imunolégico sao processos fundamentais em seu entendimento.

Tumores dormentes dificilmente sao detectados, pois possuem apenas
alguns milimetros de diametro. Contudo, podem mudar de comportamento e reto-

mar seu rapido crescimento, tornando-se detectaveis e potencialmente letais (Almog,

2010).

3No mesmo orgio ou em orgaos distantes.
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Segundo Almog (2013), “compreender o processo pelo qual os tumo-
res dormentes podem superar as restrigoes de crescimento e emergir da dormeéncia,
retomando a expansao do seu tamanho, pode fornecer informagoes importantes so-
bre novas estratégias para prolongar o estado de dormeéncia ou para bloquear a
formagao de tumores nos estagios iniciais, antes de serem detectados ou tornarem-se
sintomaticos”.

A relacao da dorméncia de massas tumorais com o processo de an-

giogénese e com a atuagao do sistema imunologico sera descrita a seguir.

2.2.1 Dormeéncia Tumoral Angiogénica

Judah Folkman foi o primeiro a sugerir que a dorméncia tumoral pode
estar associada com a auséncia de angiogénese tumoral (Almog, 2013; Yeh & Ra-
maswamy, 2015), que refere-se ao surgimento de novos vasos sanguineos, a partir de
uma vasculatura ja existente, em resposta a falta de oxigénio e nutrientes necessarios
para o desenvolvimento da massa tumoral (Hanahan & Weinberg, 2011).

Tumores com diametro maiores que 1-2 mm dependem da formagao
de uma nova vasculatura para sustentacao de seu crescimento, ou seja, necessitam
de angiogénese (Almog, 2013; Yeh & Ramaswamy, 2015). Os vasos sanguineos sao
revestidos por células endoteliais, o que torna a angiogénese diretamente relacionada
com o aumento da reproducao dessas células.

A dormeéncia tumoral angiogénica trata-se da auséncia de crescimento
de massas tumorais em decorréncia da falta de angiogénese. Diferentemente de
tumores muito vascularizados, tumores dormentes caracterizam-se por serem avas-
culares (Almog, 2013). Nesse caso, as células tumorais permanecem em um estado
de equilibrio entre proliferagao celular e apoptose (Wang & Lin, 2013).

A dormeéncia tumoral angiogénica é reversivel e o tumor pode torna-
se capaz de estimular a producao de vasos sanguineos. A transicao de um tumor
pré-vascular para um tumor altamente vascularizado é conhecida como “interruptor

angiogénico” (Baeriswyl & Christofori, 2009; Wang & Lin, 2013). Esse “interruptor”é
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ativado quando os fatores pré-angiogénicos, como os fatores de crescimento endotelial
vascular (VEGF), sdo superiores aos fatores antiangiogénicos (Wang & Lin, 2013; Yeh

& Ramaswamy, 2015; Péez et al., 2011).

2.2.2 Dormeéncia Tumoral Imunolégica

A atuacao do sistema imunolégico no combate a células cancerosas
pode resultar em: eliminagao, equilibrio e escape (Wang & Lin, 2013; Yeh & Ra-
maswamy, 2015). A eliminacdo ocorre quando as células do sistema imunoldgico
reconhecem e eliminam as células cancerosas; o equilibrio, quando o sistema imu-
nolégico consegue obter o controle do crescimento das células cancerosas, mas nao
é capaz de elimina-las por completo; e o escape, quando as células cancerosas sao
capazes de escapar dos principais mecanismos de defesa do sistema imune.

Dormeéncia tumoral imunoldgica trata-se da auséncia de crescimento
de massas tumorais em decorréncia da atuacao do sistema imunolégico. Nesse caso,
existe um equilibrio entre proliferacao e morte celular (Yeh & Ramaswamy, 2015), no
qual, as células imunes atuam de maneira eficaz, impedindo que a populagao tumoral
cresga.

Entender com mais clareza como a dormeéncia ¢ induzida e mantida
podera contribuir para a substitui¢ao de altas doses de quimioterdpicos (com todos
os seus efeitos colaterais), por terapias que potencializem a resposta imunoldgica,
visando nao exterminar o tumor, mas mantée-lo em estado dormente, no qual o cancer
seria gerido como uma doenca cronica (Page & Uhr, 2005; Gatenby, 2009). Assim,
muitos estudos sao desenvolvidos em modelagem matematica com o objetivo de obter

interpretacoes e previsoes sobre a dinamica da dormeéncia.

2.3 Modelos Matematicos de Dorméncia

Vaérios modelos matematicos tém sido estudados com o objetivo de
melhorar a compreensao sobre a dorméncia. Segundo Wilkie (2013), em termos

matematicos, a dorméncia tumoral pode ser interpretada como o caso em que a taxa
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de variacao do crescimento do tumor é muito pequena (aproximadamente zero),
caracterizando uma solugao de equilibrio, ou como sendo o caso em que ao longo do
tempo pequenas oscilagoes ocorrem no tamanho do tumor, caracterizando um ciclo
limite. I importante ressaltar que a mesma interpretagao ¢ feita quando considera-se,
em vez de tumores, uma populacao de células cancerosas.

Uma revisao atualizada e recente de modelos matematicos sobre a in-
teragao cancer e sistema imune com perspectiva de dorméncia ¢ dada por Wilkie
(2013), sendo que todos os modelos apresentados sao de equagoes diferenciais or-
dinarias.

Sotolongo-Costa et al. (2003) propéem um modelo matemético que
descreve a dinamica de interacao entre células tumorais e células do sistema imu-
nolégico. Os autores modificaram o classico modelo presa-predador, incluindo novos
termos que modelam a agressividade do tumor, a difusao de linfécitos e o efeito de
citocinas* sobre o tumor. O objetivo do trabalho foi entender o comportamento
tumoral ao longo do tempo, quando um imunoterapico é fornecido periodicamente.

No trabalho desenvolvido por Wilkie & Hahnfeldt (2013), modelos ma-
tematicos sao utilizados para analisar os possiveis mecanismos que fazem o cancer
sair de um estado de dorméncia induzida pelo sistema imunolégico. Utilizando dados
experimentais de tumores induzidos em ratos, os autores analisam como a eficacia
da predacao do sistema imunoldgico e o recrutamento das células imunes podem in-
fluenciar na dormeéncia. Os resultados do trabalho sugerem que durante o periodo
de dormeéncia o sistema imunolégico pode destruir populagoes de células cancerosas
mais sensiveis a resposta imune, porém as células mais resistentes sao capazes de so-
breviver, tornando a populacao mais homogénea, podendo contribuir para a evolucao
mais agressiva do cancer.

Page (2009) apresenta uma revisao de modelos matemadticos envol-
vendo dormeéncia de massas tumorais, na qual sao analisadas as caracteristicas de

modelos de dormeéncia tumoral angiogénica, dormeéncia tumoral celular, dorméncia

4Citocinas sdo moléculas sinalizadoras capazes de potencializar a resposta imunoldgica.
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tumoral imunoldgica, entre outros.

Uhr & Pantel (2011) abordam a dorméncia clinica do cancer, e estudam
suas relagoes com as verdadeiras formas fisiolégicas de dormeéncia, como a dormeéncia
tumoral celular. Os autores também destacam a necessidade de mais estudos na
area, intencionando a compreensao dos mecanismos subjacentes a dormeéncia, pois
isso poderia contribuir para o desenvolvimento de drogas mais especificas para a
eliminagao ou controle das células tumorais, evitando a progressao mais agressiva da
doenca.

Page & Uhr (2005) apresentam modelos matematicos de dinamica po-
pulacional que descrevem a interagao entre as células tumorais e os anticorpos, e
ilustram como essa interacao leva a dormeéncia tumoral. Através de um sistema
de equacoes diferenciais ordindarias, os autores modelam a atuacao do sistema imu-
nolégico na parada do ciclo celular e apoptose de células tumorais.

Chen et al. (2014) propéem um modelo de automatos celulares, o qual
descreve o crescimento de um tumor solido. Por meio dele, sao analisados diferentes
mecanismos para a dormeéncia tumoral como, por exemplo, a atuagao do sistema
imunolégico. No modelo, novas regras sao estabelecidas, com o objetivo de mo-
delar uma competicao natural entre o tumor e os fatores de supressao tumoral do
microambiente.

Na modelagem matematica de sistemas bioldgicos, a formulagao de
modelos matematicos que descrevam com precisao a dinamica dos dados reais pode
tornar-se dificil (Arshad et al., 2016). Em vez de sofisticar o modelo, incluindo mais
termos ou mais equagoes, mudancas na ordem da derivada podem gerar resultados
mais realisticos. Logo, o calculo fracionario, que refere-se ao calculo diferencial e
integral de ordem nao inteira, tem sido utilizado na modelagem matemaética de varias
doencas, inclusive o cancer.

Existem varios estudos que utilizam o calculo fraciondrio na modela-
gem de dinamicas tumorais. Arshad et al. (2015), por exemplo, estudam um modelo

de ordem fracionaria da interagao entre o crescimento de células tumorais e de células
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imunes efetoras. Bolton et al. (2014) apresentam um modelo de Gompertz de or-
dem fraciondria e estudam a sua aplicacao em dados experimentais de crescimento
tumoral em ratos. Os resultados desse estudo exibiram que o modelo de Gompertz
de ordem fracionéria proporcionou um melhor ajuste ao conjunto de dados experi-
mentais, quando comparado ao modelo de Gompertz de ordem inteira. Arshad et al.
(2016) analisam um modelo de ordem fraciondria que descreve a dinamica de um
tumor imunogeénico, investigando o comportamento do crescimento tumoral a longo
prazo e as condigoes de eliminagao do tumor.

No préximo capitulo apresentamos algumas defini¢oes do Célculo Fra-
cionério, o desenvolvimento do Método de Diferengas Finitas Nao Local e sua

aplicagao em equacoes diferenciais fraciondrias.



3 CALCULO FRACIONARIO E METODO DE
DIFERENCAS FINITAS NAO LOCAL

O célculo fracionario é o estudo de derivadas e integrais de ordens nao
inteiras (Camargo & Oliveira, 2015). Dada uma equagao diferencial que descreve
um determinado fenomeno, a modelagem fracionaria substitui as derivadas de ordem
inteira por derivadas de ordem nao inteira.

As derivadas fracionarias sao operadores nao locais, pois suas defini¢oes
sao dadas a partir de uma integral (Arshad et al., 2016). Em particular, ao consi-
derarmos uma funcao cuja variavel é temporal, a derivada fracionaria leva em conta
o comportamento da funcao em momentos anteriores, e assim conserva os chamados
efeitos de memoria (Camargo & Oliveira, 2015). Nesse sentido, a modelagem fra-
cionaria tem se mostrado apropriada para descrever a evolucao temporal de muitos
fenomenos.

Existem varias definicoes de derivadas fracionarias, todas elas pro-
postas na tentativa de caracterizar interpretacoes fisicas ou geométricas, sendo as
defini¢bes mais comuns as de Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, en-
tre outras (Camargo & Oliveira, 2015). Gémez-Aguilar et al. (2014), por exem-
plo, propoem uma interpretagao fisica da derivada fracionéaria de Caputo através da
anélise de um circuito elétrico. Tarasov (2016) propoe uma interpretacao geométrica
das derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo usando geometria diferencial. Orti-
gueira & Machado (2015) discutem o conceito de derivada fraciondria e os critérios
que operadores diferenciais devem satisfazer para que sejam considerados, de fato,

derivadas fraciondrias.
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A seguir, apresentamos os principais operadores diferenciais utilizados

neste trabalho e suas relagoes com equagoes diferenciais fracionarias.

3.1 Operadores Diferenciais Fracionarios

Definicao 1. O operador diferencial de Riemann-Liouville de ordem o > 0 de uma

funcao f = f(t), parat > 0 € definido como

WD) = fi =i ] (" (s 1)

em que I'(+) € a fungdo gama e m € o menor inteiro tal que m > a.
Definicao 2. O operador diferencial de Caputo de ordem o > 0 de uma funcao

f=f(t), parat >0 € dado por

DY) = s [ (= (s )

Contrastando as duas definicoes acima, o operador diferencial de
Riemann-Liouville consiste na derivada da integral; o operador diferencial de Ca-
puto, na integral da derivada. Outro fato importante, que difere os dois operadores,
é que a derivada de uma funcao constante nao coincide para as duas definigoes. Se-
gundo Caputo, a derivada fracionaria de uma funcao constante é zero, o que nao
ocorre na definicao de Riemann-Liouville, por isso, muitos autores julgam que a de-
finicdo de Caputo é mais conveniente do que a de Riemann-Liouville (Camargo &
Oliveira, 2015).

O operador diferencial de Caputo é muito utilizado em equacoes dife-
renciais fraciondrias, ja que sua definicao permite utilizar apenas condicoes iniciais

classicas (Ongun et al., 2013), obtendo um problema de valor inicial da seguinte

forma
eDiylt) = S(t.(0) "
DFy(to) = wou, k=0,...,m—1.
Os operadores diferenciais de Caputo e Riemann-Liouville sao relacio-
nados por

cDp f(t) = reDy (f(t) = Tnalf;t0)), (4)
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na qual, para f suave em tg,

3

T s lfstol() = 3 2 1), @

0

>
Il

em que f%*)(ty) denota a k-ésima derivada de f em t,.

Para 0 < o < 1, resulta m = 1 e Ty[f;to](t) = f(to), e entdo,

cDy f(t) = reDy, (f(t) — f(to)). (6)

Um outro operador diferencial de ordem fraciondria, ttil no ambito
numeérico deste trabalho é o operador de Griinwald-Letnikov. A partir dele serao

construidas as discretizagoes numéricas da versao fracionaria dos modelos estudados.

Definicao 3. O operador de Grinwald-Letnikov de ordem o« > 0 de uma funcgdao
f = f(t) € definido como

N
ar D2 f(t) = lim Y w f(t — jhy), (7)

N—oo -
Jj=0

N ; i1

1
com hy = 5o, w(()a) =1, w](-a) = (1 _ ot a)w(a) 1=12 ...
J

Supondo que a funcao f = f(t) é (¢ — 1) vezes continua e diferencidvel
no intervalo [0, 7] e que f9(t) é integravel em [0, 7], entdo para todo a (0 < a < q),
os operadores de Riemann-Liouville e Griinwald-Letnikov sao iguais (ver segoes 2.3.7

e 7.1 de Podlubny (1998)), assim

re Dy f(t) = Dy f (1) (8)

Logo, temos uma relagao entre os operadores de Caputo e Griinwald-

Letnikov dada por
cDi f(t) = arDpy (f(t) — Trn1[f; 0])- 9)

Para 0 < a < 1, temos que

cDi f(t) = aDyp, (f(t) — f(to)). (10)



16

A relagao anterior é de grande importéancia neste trabalho. Assim como

o problema de valor inicial (3), a modelagem fracionaria apresentada nas proximas

secoes foi feita utilizando o operador diferencial de Caputo, mas o método numérico é

construido usando o operador diferencial de Griinwald-Letnikov. Portanto, a equacao

(10) permite usar a definigdo de Caputo durante a formula¢do do problema e, em
seguida, recorrer a definicao de Griinwald-Letnikov para obter a solugao numérica.

Truncando o somatério no N-ésimo termo em (7) e usando (9) ou (10),

podemos aproximar a solugdo do problema de valor inicial (3) por

S w (y(t — jha) — yo) = B (L, y(1). (11)

Jj=0
Em seguida, apresentamos os aspectos fundamentais do Método de
Diferencas Finitas Nao Local, que servirao como base para o entendimento da sua

aplicacao em equacoes diferenciais fracionarias.

3.2 Meétodo de Diferencas Finitas Nao Local

O Método de Diferencas Finitas Nao Local, também conhecido como
Método NSEFD (do inglés NonStandard Finite Difference) foi desenvolvido inicial-
mente por Mickens (2000).

Para a descricao dos principais aspectos do Método de Diferencas Fi-

nitas Nao Local, seja

dy
% - f(taya A): (12)

em que A é um parametro ou vetor de parametros da equacao diferencial.
Dada uma discretizagao temporal t,, = to + n At, com passo de tempo
At > 0, a construcao do método segue duas estapas principais, descritas a seguir.
Primeiramente, a derivada da equagao (12) é aproximada da seguinte

forma
@ ~ Yn — Yn—1

dt ~ G(ALN) (13)
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em que y, é uma aproximagao para y(t,) e ¢ = ¢(At,\) é a fungdo denomina-
dor. Essa aproximacao é uma generalizacao da discretizagao usual para derivadas de
primeira ordem, na qual ¢(At, \) = At.

Posteriormente, os termos nao lineares da equagao (12) devem ser subs-

tituidos por representagoes discretas nao locais F'(¢, Yn, Yn—1, - ,A). Entdo,
Yn — Yn—1
= F(t,Yn, Yn-1, " s ). 14

A fungdo denominador ¢(At, \) é uma funcdo do passo de tempo At,
podendo depender de vérios parametros que aparecem na equacgao diferencial (Mic-

kens, 2000). Ela deve satisfazer a condi¢ao de consisténcia
(AL, \) = At + O((At)?), At — 0, (15)

com o objetivo de garantir que a discretizagdo em (13) convirja para a derivada
continua correspondente quando At — 0 (Ongun et al., 2013). Alguns exemplos de
fungdes denominador que satisfazem essa condig¢ao sao:

1— efAAt)

P(At) = At, p(At) =sen(At), ¢(At) =1—e 2 (AL, \) = (f

Visto as caracteristicas fundamentais desse método, a seguir, analisa-

mos sua relagao com equacoes diferenciais fracionarias.

3.2.1 Meétodo de Diferencas Finitas Nao Local para Equagoes Diferenci-

ais Fracionarias

O equivalente a equagao (14) para equagoes diferenciais fraciondrias

com ordem 0 < o < 1 é dado por

1

O(AL,\) > wy (g = 90) = Flt g ynors o, N), (16)
Y j=0

no qual, a condi¢ao de consisténcia é (Ongun et al., 2013)

O(AL,N) = At* + O((A)?P), p>a, At—0. (17)
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Um importante aspecto na construcao do Método de Diferencas Finitas

Nao Local é a escolha da funcao denominador de tal modo que as propriedades

de estabilidade na equacao de diferencas sejam exatamente as mesmas da equacao

diferencial (Mickens, 2000). Neste trabalho a escolha da funcao ¢(At, \) foi feita
com base no trabalho de Ongun et al. (2013).

Simulacoes numéricas foram feitas para duas fungoes distintas,

1_6—(At))\ &8
—)

1 — e—(At)D‘)\

¢1<Ata )‘) = )\

e ¢a(ALN) = (

Os resultados obtidos para cada fungao, quando comparados, nao exi-
biram diferencas para uma fixada tolerancia. Sendo assim, os resultados apresentados
foram obtidos utilizando a funcao denominador

1 — e—(An2A

O(AL,N) = 3

(18)

No préximo capitulo apresentamos os principais resultados deste tra-
balho, no qual serao exibidas simula¢oes numéricas usando o Método de Diferencas

Finitas Nao Local para Equagoes Diferenciais Fracionarias.



4 MODELOS MATEMATICOS DE DORMEN-
CIA DO CANCER

Neste capitulo apresentamos alguns modelos matematicos de dinamica
populacional que visam descrever o fendomeno da dorméncia do cancer, suas respecti-

vas modelagens fracionarias e os resultados obtidos através de simulagoes numéricas.

4.1 Modelo de Sotolongo-Costa et al. (2003)

Sotolongo-Costa et al. (2003) propoem um modelo matematico de
equacoes diferenciais ordinarias para a dinamica de interagao entre células tumorais e
linfécitos®, no qual se considera competicao entre ambas populacoes. Considerando
linfécitos os predadores e células tumorais presas, os autores fizeram uma modi-
ficacao do classico modelo presa-predador, incluindo novos termos que representam
a morte de linfécitos devido ao aumento da populacao de células malignas, o fluxo
de linfécitos para o local de interacao e os efeitos produzidos pela aplicacao de doses
de citocinas. Desta maneira, os autores analisam os efeitos sobre o tumor, quando
um tratamento com doses de citocinas é fornecido.

Em nossos estudos utilizamos o modelo sem tratamento. Considerando

N 1 a populacao de células cancerosas e Ia populacao de linfécitos, o modelo proposto

5Principais células do sistema imune adaptativo, que se originam na medula dssea.



20

é dado por
AN ~ .
d_tl = T'lNl — N1[
B : (19)
I o
% = O@Nll—dlj—dgNl—l—,u

em que 1 € a taxa de crescimento da populacao de células cancerosas, aq é o coefi-
ciente relacionado a mortalidade da populacao de células cancerosas na presenca de
linfécitos, as é o coeficiente relacionado ao crescimento da populacao de linfécitos na
presenca de células cancerosas, d; é a taxa de mortalidade da populacao de linfocitos,
dy é a taxa de mortalidade da populacao de linfécitos em resposta ao crescimento
da populacao de células cancerosas e i é uma constante relacionada ao fluxo de
linfécitos para o local de interagao com as células cancerosas.

O modelo (19) adimensionalizado é dado por

AN
—L = Ny = NI
dr
, (20)
dI 1
S~ NJI-I—-dN+o
dr T
1~ o~~~ — md o~ Vrd
comt =ir, t= —— N, = NN, [ =TI N, = Y14 p_vna
Vridy Qg o
d— dy 0o B I8 _pag

B 042\/7“1611’ te d_l c7= ridy
Apos a adimensionalizacao do modelo, r é a taxa de crescimento da
populacao de células cancerosas, d é a taxa de mortalidade da populacao de linfécitos
em resposta ao crescimento da populacao de células cancerosas e ¢ € uma constante
de fluxo de linfécitos para o local de interacao com as células cancerosas. A escolha

de t foi feita através da andlise de estabilidade de (19).
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4.1.1 Versao Fracionaria

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < a@ < 1 em

(20), o modelo fraciondrio é dado por

N
S = TN NI
(21)
d°1 1
— NI--I-dN +o
dte r

4.1.2 Discretizacao

Para a discretizacao numérica do modelo fracionario foi adotado um
esquema explicito no qual as varidveis que aparecem do lado direito de (21) sao
avaliadas no tempo t,_;. Por simplicidade, denotamos as respectivas aproximacoes

Ni(t,) e I(tn) por Nim) € Iy. Utilizando a discretizacao (16) obtemos

Niy = wi Y Nyo) = (ij(‘a)Nl(nﬁ) + ¢(AL,7) [r N1y
j=1
— Nig-nln-n], (22)
](n) = wga_l)](o) - (ij(‘a)](n—j)) + qb(At, 7“) |:N1(n—1)](n—1)
j=1
1
- ooy —dNig-y + 0} : (23)

Para simulagbes numéricas, baseados no trabalho de Ongun et al.
(2013), a seguinte fungdo denominador foi adotada:
1 — (B2 (+1)

oAt T) = r+1

(24)

No Apeéndice deste trabalho apresentamos com detalhes a dedugao das

equacgoes discretas.

4.1.3 Resultados

Todas as versoes fraciondrias dos modelos estudados neste trabalho

foram resolvidas numericamente usando o Método de Diferencas Finitas Nao Local
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para Equacoes Diferenciais Fracionarias, programado em linguagem C. Escolhemos
o passo do tempo (At) pequeno o suficiente para nao gerar um alto custo compu-
tacional, e que ao mesmo tempo também nao gerasse uma influéncia numérica na
analise qualitativa dos resultados.

A Figura 1 exibe a evolugao temporal das células cancerosas, sem tra-
tamento, para ordem da derivada fracionaria o = 1. Para simulagdes numéricas
desse modelo consideramos At = 0,001. Observamos que, para os parametros utili-
zados, a populagao de linfécitos nao é capaz de impedir o crescimento da populacao
de células cancerosas e o sistema evolui para um crescimento incontrolavel do tu-
mor. De acordo com a andlise de estabilidade dos pontos de equilibrio apresentada
pelos autores, quando o fluxo de linfécitos para o local de interagao (o) é pequeno,
as células cancerosas encontram melhores condigoes de se manter proliferando e,

consequentemente, o tumor continua crescendo.

N@ |

Figura 1: Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com a ordem

da derivada fracionéaria o = 1, parar =25, d = 0,2, 0 = 0,06, N1(0) =2 e 1(0) = 3.

Na Figura 2 é exibida a evolugao temporal das células cancerosas, sem
tratamento, para ordens de derivada a = 0,9, « = 0,8, « = 0,7, e a« = 0,6. Conside-

rando os mesmos parametros e condigoes iniciais da Figura 1, notamos uma dinamica
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diferente. Observamos oscilacoes que agora possuem uma natureza diferente das ob-
servadas na Figura 1. Apds um intervalo, temos que a populacao de células cancerosas
nao esta crescendo, nem diminuindo significativamente. Isso indica que a populacao
de linfocitos esta sendo capaz de impedir a expansao da populacao de células cance-
rosas. O resultado exibe que a auséncia do crescimento da massa tumoral acontece
em decorréncia da atuacao do sistema imunolégico, caracterizando dorméncia tumo-
ral imunolégica. Como estudamos o modelo adimensional, nao é possivel estimar
qual seria o tamanho real do tumor, visto que as escalas de adimensionalizacao nao
foram explicitadas pelos autores no artigo.

Notamos que ordens menores da derivada fracionaria estao relacio-
nadas com a perda de oscilacoes no sistema e observamos que existe alteracao na

estabilidade quando a ordem da derivada é alterada.

i -——— a=09
44444 a=0,8
------ a=0,7
s e o=0,6
!
N@® 1+
o5k
¥, II _‘\ 7 =
E\’”"'}l‘:“: £ S P T AT T F T Y T T
L)
VT
‘4’
0 | | |
0 20 40 60 80

Figura 2: Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com variagoes
na ordem da derivada fraciondria a, para r = 2,5, d = 0,2, o0 = 0,06, N1(0) = 2 e

1(0) = 3.

A Figura 3 exibe a comparacao dos retratos de fase das simulagoes
exibidas nas Figuras 1 (@ = 1) e 2 (o = 0,9). E possivel observar que para a = 1

ocorre a evolucao do sistema para o crescimento incontrolavel do tumor, e que para
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a = 0,9 para um equilibrio do sistema.

Figura 3: Retratos de fase (células cancerosas X linfécitos) para o = 1 e a = 0,9,

comr =25 d=0,2,0=0,06, Ni(0) =2e I(0) =3.

Na Figura 4 ¢é exibida a evolugao temporal das células cancerosas, sem
tratamento, para ordem da derivada fracionaria o = 1. Para um novo conjunto de
parametros que conduzem a dormeéncia tumoral, observamos uma dinamica diferente
da que ocorre na Figura 1. O sistema tende ao equilibrio, no qual apdés um inter-
valo oscilagoes significativas nao sao mais observadas, indicando que a populagao
de células cancerosas nao estd crescendo, nem diminuindo significativamente, pre-
sumivelmente, devido a atuacao do sistema imunologico, caracterizando dorméncia

tumoral imunoldgica.
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Figura 4: Evolucao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com a ordem

da derivada fracionaria a = 1, parar =3, d = 0,7, 0 = 0,4, N1(0) =3 e 1(0) = 4.

A Figura 5 exibe a evolugao temporal das células cancerosas, sem tra-
tamento, para ordens de derivada o = 0,9, « = 0,8, « = 0,7, e & = 0,6. Considerando
os mesmos parametros e condigoes iniciais da Figura 4, ao compararmos os resultados
para diferentes valores de « é possivel observar que conforme a ordem da derivada

diminui, ocorre um maior amortecimento e mudancas na estabilidade do sistema.

3

1 ——= a=09
%1 A a=0,8
A P =07
L a=0,6
2
N® 154
13-
\ \ \
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Figura 5: Evolugao temporal das células cancerosas, sem tratamento, com variagoes
na ordem da derivada fracionaria «, para r = 3, d = 0,7, 0 = 0,4, N;(0) = 3 e

1(0) = 4.
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A Figura 6 exibe a comparacao dos retratos de fase das simulagoes
exibidas nas Figuras 4 (o = 1) e 5 (a = 0,9). E possivel observar que ao diminuirmos

a ordem da derivada fracionaria o sistema tende mais rapido para um equilibrio.

8 8

)5

Figura 6: Retratos de fase (células cancerosas x linfécitos) para « = 1 e a = 0,9,

comr=3,d=0,7,0=04, Ni(0) =3¢ [(0) =4.

4.2 Modelo de Page & Uhr (2005)

Page & Uhr (2005) propoem um modelo matemético de equagoes di-
ferenciais ordindrias para a interacao entre células tumorais e anticorpos, e ilustram
como essa interacao leva a dorméncia tumoral.

Considerando N (t) a densidade da populacao de células cancerosas
proliferativas, Q(t) a densidade da populagao de células cancerosas quiescentes e

I(t) a densidade de anticorpos, o modelo proposto é dado por

.
% = rNy—ayIN; —aa IN; —u Ny

% = allNl—ang—d1Q+UN1 9 (25)
dl

> Ny) —dod

T NQ+ M)~ dy
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em que r é a taxa de crescimento da populacao de células cancerosas proliferativas,
a1 é o coeficiente relacionado a transicao de células cancerosas proliferativas para o
estado de células cancerosas quiescentes na presenca de anticorpos, as é o coeficiente
relacionado a apoptose de células cancerosas proliferativas na presenca de anticorpos,
asz é o coeficiente relacionado a apoptose de células cancerosas quiescentes na presenca
de anticorpos, u é a taxa de transicao de células cancerosas proliferativas para o
estado de células cancerosas quiescentes na auséncia de anticorpos, v é a taxa de
producao de anticorpos induzida pela presenca de células cancerosas, d; é a taxa
de mortalidade de células cancerosas quiescentes e dy é a taxa de mortalidade de
anticorpos.

Nesse modelo considera-se a densidade e nao o niimero total de células.
A justificativa dos autores é que efeitos espaciais estao sendo ignorados e, portanto,

considera-se a densidade de células em um volume fixo do tumor (Page & Uhr, 2005).

4.2.1 Versao Fracionaria

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < o < 1 em

(25), o modelo fraciondrio é dado por

( d*N-
dtal = T’Nl—Oél]Nl—OzQINl—UNl
do
dt? = alel—&ng—d1Q+UN1 . (26)
d“l
— = YQ+ Ni)—dod
L dte
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4.2.2 Discretizagao

A discretizagao numérica de (26) é dada por

Niwy = wi D Nyg) — (ng('a)Nl(n—j)) T oAhT) [TNHn—l)

J=1

- all(n—l)Nl(n—l) - Oézf(n—1)N1(n—1) - UNl(n—l):| ) (27)

Qmy = wi Qo) — (Zw]('a)Q(n—j)) + (At ) |:a1](n—1)N1(n—1)
j=1

— azlp-1)Qnm-1) — diQn-1) + UNl(n—l):| ) (28)
Iy = wﬁf‘fl)[(o) — (Z w](-a)l(nj)) + o(At, 1) {’Y(Q(nl)
j=1
+ Nig-1) — d2I(n1):| - (29)

4.2.3 Resultados

Na Figura 7 é exibida a variacao do tamanho do tumor ao longo do
tempo para diferentes valores da ordem da derivada fracionaria «. Para simulagoes
numéricas desse modelo consideramos At = 0,001. Para a = 1 observamos que o
sistema imune ¢é capaz de obter o controle do crescimento das células cancerosas, ja
que apdés um intervalo de tempo nao é possivel observar o crescimento significativo
dessas células, caracterizando dorméncia tumoral imunolégica. Conforme a ordem
da derivada fracionaria diminui, observamos que as solucoes sofrem um maior amor-
tecimento, e o sistema tende ao equilibrio mais rapido. Ao mudarmos a ordem da

derivada, também notamos alteragoes no equilibrio do sistema.
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Figura 7: Dinamica das variagoes no tamanho do tumor, com mudancas na ordem
da derivada fracionaria «, parar = 1,1, a1 = 0,9, as = 0,1, a3 =0, u =0, v = 1,

di = 0,9, dy = 0,9, N1(0) = 0,005, Q(0) = 0,005 e I(0) = 0,001.

A Figura 8 exibe a comparagao dos retratos de fase da Figura 7 para
a=1ea=0,9. E possivel observar que com ordens menores da derivada fracionéria

o sistema tende mais rapido para um equilibrio.

2 2
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Figura 8: Retratos de fase (células cancerosas proliferativas x anticorpos) para a = 1
oua =09 emquer =11, a; =09, ap =01, a3 =0, u=0,v=1, dg =0,9,
dy = 0,9, N;(0) = 0,005, Q(0) = 0,005 e 1(0) = 0,001.
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Na Figura 9 ¢ exibida as variagoes no tamanho total do tumor

(N1(t) + Q(t)), ao longo do tempo, para diferentes valores da ordem da derivada

fraciondria . Para o conjunto de parametros e condicoes iniciais utilizadas, ana-

lisando o resultado exibido para @ = 1 observamos que o sistema sofre oscilagoes.

Entretanto, no decorrer do tempo a amplitude dessas oscilagoes se mantém. Esse

comportamento também caracteriza o estado de dorméncia tumoral imunolégica, s6

que nesse caso, o sistema imunoldgico nao possui uma atuagao tao eficaz, ja que ao

longo do tempo pequenas oscilagoes ocorrem no tamanho do tumor, mas, em média,
seu tamanho permanece, aproximadamente, constante.

Ao analisarmos ordens menores da derivada fraciondria, a dinamica

mostrou-se diferente. Para o = 0,9, a = 0,8, a = 0,7 e o = 0,6, as oscilacoes sofrem

amortecimento e o sistema tende a um equilibrio.

N0+ QW

0 50 100 150

Figura 9: Dinamica das variagoes na carga total do tumor (Ny(t) + Q(¢)), com
mudancas na ordem da derivada fracionaria «, para r = 1,1, a; = 0,9, as = 0,

a5 =02, u=0+v=02 d =0, dy =0,3, Ny (0) = 0,005, Q(0) =0 e I(0) = 0,001.

A Figura 10 exibe a comparagao dos retratos de fase da Figura 9 para
a=1ea=0,9. Observamos para a = 1, as oscilagoes do sistema e para a« = 0,9 a

convergencia para um equilibrio.
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Figura 10: Retratos de fase (tamanho total do tumor x anticorpos) para o = 1 e
a=09, parar=11,a, =09, a=0, a3 =02, u=0,v=0,2,d; =0, d, =0,3,
N1(0) = 0,005, Q(0) =0 e I(0) = 0,001.

4.3 Modelo de Page & Uhr (2005) modificado

O modelo seguinte foi proposto por Page & Uhr (2005), no qual os
autores fazem uma modificacdo na ultima equagdo do modelo (25). Nesse caso
considera-se que a producao de anticorpos é proporcional ao produto da densidade

de células cancerosas e de anticorpos. Assim, o modelo proposto é dado por

( dN
% = TNl—OqINl—OéQINl—UNl
d
d—cf = ()éllNl—OégIQ—de+UN1 ) (30)
dl
— = BI(Q+ Ny) —dol
\ dt

em que [ é o coeficiente relacionado a produgao de anticorpos na presenca de células

cancerosas proliferativas e quiescentes.
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4.3.1 Versao Fracionaria

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < a@ < 1 em

(30), o modelo fracionario é dado por

\

4.3.2 Discretiz

d* Ny
dte

d*Q
dte

= T'Nl —CK1[N1 —OéQINl —’LLNl

= allNl—ang—de—i—uNl . (31)

d*I

e BI(Q + Ny) — dol

acao

A discretizagao numérica de (31) é dada por

+

4.3.3 Resultad

wi Y Nig) — (i wj('a)Nl(n—j)) +o(At,r) [N\G(n—l)

j=1
1 ln-1)Nin—1) — @2l (n-1)N1(n-1) — uNl(n—l)} ; (32)
w* Q) — (i wj('a)Qm—j)) + ¢(At,r) {0411 (n-1) N1 (1)

j=1
aslin- Q1) — A1 Q1) + u Nl(n_l)} : (33)
w V) — (Zn: w1 (nj)) + ¢(At,r) {/3 (Lin-1) Q1)

Nin-1))) — dQI(nl):| - (34)

0oS

A Figura 11 exibe as variagoes no tamanho total do tumor (Ny(¢t) +

Q(t)), ao longo do

tempo, para ordem da derivada fracionaria o = 1. Para simulagoes

numeéricas desse modelo consideramos At = 0,001. Para o conjunto de parametros

utilizados, notamos que o sistema sofre oscilacoes que se mantém com a mesma am-

plitude. Esse comportamento também caracteriza dormeéncia tumoral imunoldgica,
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no qual ao longo do tempo pequenas variacoes ocorrem no tamanho do tumor, mas,

em média, seu tamanho permanece, aproximadamente, constante.

15

N,(0+Q()

0 100 200 300 400

Figura 11: Dinamica das variacoes no tamanho do tumor, com a ordem da derivada
fracionaria a« = 1, parar =0,2, a1 =0, ap = 0,2, a3 =0, u =0, g = 1,1, d; = 1,1,

dy = 1,1, N1(0) = 0,001, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.

Na Figura 12 é exibida as variagoes no tamanho do tumor (Ny(t) +
Q(t)), ao longo do tempo, para diferentes valores da ordem da derivada fracionaria
. Ao diminuirmos a ordem da derivada observamos oscila¢oes de forma amortecida

e ha alteracoes no equilibrio do sistema.
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Figura 12: Dinamica das variacoes na carga do tumor e na densidade de anticorpos,

com a ordem da derivada fraciondria o = 1, para r = 0,2, a3 =0, as = 0,2, ag = 0,

u=0,8=11d =11, dy=1,1, Ny(0) = 0,001, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.

A Figura 13 exibe a comparacao dos retratos de fase das simulagoes
exibidas nas Figuras 11 (e =1) e 12 (o = 0,9). Os retratos de fase mostram-se com

dinamicas distintas. Para a = 1 notamos as oscilacoes do sistema, enquanto que

para a = 0,9 ha convergéncia para um equilibrio.

10

50

1(t)

Figura 13: Retratos de fase (tamanho total do tumor X anticorpos) para o = 1 e

a=09, parar=02,a, =0, =02, a3=0,u=0,=1,1,d, =1,1,dy = 1,1,

N1(0) = 0,001, Q(0) = 0 e 1(0) = 0,001.
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Considerando a ordem da derivada fracionaria a@ = 1, a diferenca ob-

servada entre as dinamicas dos modelos de Page & Uhr (2005) e de Page & Uhr
(2005) modificado, é que as andlises para o primeiro modelo, sempre resultam na
dormeéncia tumoral, no qual nao sao observadas pequenas variacoes no tamanho do
tumor. Enquanto que, as andlises para o segundo modelo sempre resultam em pe-
quenas alteracoes no tamanho da massa tumoral. Ao considerarmos ordens menores
da derivada fracionaria, observamos para ambos os modelos o maior amortecimento

das solucoes e alteracoes no equilibrio do sistema.

4.4 Modelo de Wilkie & Hahnfeldt (2013)

Wilkie & Hahnfeldt (2013) propdem um modelo matemadtico de
dorméncia do cancer induzida pelo sistema imunoldgico. Os autores consideram
populagoes homogéneas de células, no qual equacgoes diferenciais ordinarias sao uti-
lizadas para descrever a evolucao temporal de cada populacao.

Considerando Nj(t) o nimero de células cancerosas e I(t) o nimero

de células do sistema imunolégico, o modelo proposto é dado por

dN- N
d_f;l = 7"1N1 (1—?1)—011]\[1]
: (35)

a - _ I
a@ I, + aoNi I

em que r; € a taxa de proliferacao das células cancerosas, K ¢é a capacidade de su-
porte da populagao de células cancerosas, o é a taxa de crescimento da populacao
de células do sistema imunoldgico, a; é o coeficiente relacionado a predagao das
células do sistema imunolégico, as é o coeficiente relacionado ao potencial de recru-
tamento das células do sistema imunoldgico, N;(0) é a condicao inicial da populagao
de células cancerosas e 1(0) = I, é a condigao inicial da populagao de células do

sistema imunolégico.
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4.4.1 Versao Fracionaria

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < a@ < 1 em

(35), o modelo fracionario é dado por

d*N- N
dtal = T’lNl (1 — #) — Q1 Nll

(36)
d“l 1
— =l |l —
dte " < I+ 042]\71[)
4.4.2 Discretizacao

A discretizagao numérica de (36) é dada por

Niy = wl® DNy — (Zw]('a)Nl(n—j)> + ¢(At, ) |:T1N1(n—1)

=1

Nin—
(]_ - %) — Qg Nl(n—l)l(n—l):| ) (37>

Iy = wfba_l)f(o) — (Zw](»a)[(nj)> + o(At,ry) {7"2 Iy
j=1

I(n—l) >:|
1-— ) 38
( I + ay Nigp—ylpn—1) (38)

4.4.3 Resultados

A Figura 14 exibe a evolucao temporal das células cancerosas, para
ordem da derivada fracionaria a = 1. Para simulacoes numéricas desse modelo con-
sideramos At = 0,01. Ao longo do tempo, notamos que a populacao de células
cancerosas sofre pequenas oscilacoes, mantendo-se sempre entre 10 e 10* células, o
que nao permite a deteccao clinica dessas células. Percebe-se que o sistema imu-
nolégico esta atuando de maneira eficaz, evitando o crescimento da populagao de
células cancerosas. Esse comportamento caracteriza dorméncia imunolédgica.

Observamos para este modelo que o parametro «y possui variagao tem-
poral, a justificativa dos autores é que para o cancer permanecer em um estado de
dorméncia a predacao das células do sistema imunolégico deve aumentar no decorrer

do tempo.
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Figura 14: Evolucao temporal das células cancerosas, com a ordem da derivada
fraciondria o = 1, para r = 0,2, K = 10'°, r, = 0,2, a; = 7,25 X 10—5(3#{97

as = 1073, Condigoes iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.

Na Figura 15 é exibida a evolucao temporal das células cancerosas,
para a = 0,9, a = 0,8, a = 0,7, e « = 0,6. Considerando os mesmos parametros
e condicoes iniciais da Figura 14, a dinamica mostrou-se diferente. Ao diminuir-
mos a ordem da derivada fracionaria o sistema é amortecido e também observamos

alteragoes na sua estabilidade.
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Figura 15: Evolucao temporal das células cancerosas, com variacoes na ordem da
=t
derivada fraciondria «, para r; = 0,2, K = 10'% r, = 0,2, oy = 7,25 x 107 %2279

as = 1073, Condigoes iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.
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A Figura 16 exibe a comparagao dos retratos de fase das simulagoes
exibidas nas Figuras 14 (o = 1) e 15 (aw = 0,9). Notamos a perda de oscilagoes do

sistema ao diminuirmos a ordem da derivada.

le+10 le+10

le+08 — le+08 —

le+02|- le+02 |-

| | | |
1
1 le+02 le+04 le+06 le+08 1 10 le+02 1e+03 le+04 le+05 le+06
1(t)

Figura 16: Retratos de fase (células do sistema imunolégico x células cancerosas)
paraa = lea =09, comr = 02, K = 101, ry = 0,2, a; = 7,25 x 105773,

as = 107, Condigoes iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.

4.5 Modelo Matematico com Células Endoteliais

Com base nos trabalhos de de Pillis & Radunskaya (2001), Rodrigues
(2011), Martin (2013) e Guiraldello et al. (2016), propomos um modelo matematico
de dinamica populacional que descreve o crescimento de um tumor sélido, no qual
pretendemos analisar a relagao da dorméncia com a angiogénese tumoral. Esse mo-
delo é mais sofisticado do que os outros modelos estudados anteriormente, pois in-
corpora células normais, células endoteliais e parametros cujos valores se aproximam
mais de dinamicas reais. Neste modelo, levamos em consideracao que células tumo-
rais competem com células normais e com células do sistema imunolégico, e que o
crescimento de células endoteliais é induzido pelas células tumorais visando aumentar
a vascularizacao do tumor.

Sendo Np(t) o nimero de células tumorais, No(t) o nimero de células
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normais, /(t) o numero de células do sistema imunoldgico e L(t) o nimero de células

endoteliais, o modelo proposto é

( dN, N, aqa N
— = Ni(1-— — —cIN
dt " 1( o+ L k:1+L) ath
dNy Ny a9 Ny
o T2N2(1_k;_2_ k;2 )
(39)
dl pI N,
o Z s —IN
dt S dl +7+N1 Co 1
dL L
— = (N (1—-—= ) —0oL?
\ dt f 1( /{ZL) 4

O crescimento das células tumorais é dado pela equacao logistica, no
qual r; é a taxa de crescimento dessa populacao e k1 + L é a sua capacidade de
suporte. O termo «;; ¢ o coeficiente de competi¢cao medindo os efeitos causados
por N, na populacao N; e ¢; é o coeficiente relacionado a mortalidade das células
tumorais na presenca de células do sistema imunoldgico.

O crescimento das células normais também ¢é dado pela equacao
logistica, em que 79 é a taxa de crescimento dessa populacao e ky é a sua capa-
cidade de suporte.

A atuacao do sistema imunoldgico é estimulada pela presenca de células
tumorais e descrita por uma equacao tipo Michaelis-Menten, em que p e v estao
relacionados a antigenicidade das células tumorais, d; é a taxa de mortalidade da
populacao de células do sistema imunoldgico na auséncia de células tumorais e ¢ é 0
coeficiente relacionado a mortalidade das células do sistema imunolégico em resposta
ao crescimento das células tumorais. O termo s é considerado uma fonte de células
imunoldgicas externa ao sistema (Kuznetsov & Makalkin, 1994).

A taxa & descreve o crescimento das células endoteliais que é estimu-
lado pela populacao de células tumorais. A capacidade de suporte kj, estd relacio-
nada a perfusdo tecidual (Guiraldello et al., 2016). A taxa o descreve a competicao

intraespecifica por nutrientes das células endoteliais.
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4.5.1 Resultados

O sistema de equagoes diferenciais ordinérias (39) foi resolvido numeri-
camente usando o Método de Runge-Kutta de 42 ordem, programado em linguagem
C. Consideramos o passo de tempo At = 0,01. Os valores dos parametros fixos para

todas as simulagoes sao exibidos na Tabela 1.

Tabela 1: Parametros fixos utilizados nas simulacoes.

Parametros Valores Unidades Referéncia
T 1072 dia™? Spratt et al. (1996)
a1 5x 10719 célula=! dia=! -
o 10713 célula—t dia=! -
dy 1073 dia~! -
p 10712 dia~! ;
k1 108 célula Weinberg (2008)
Q12 9x107° - Rodrigues (2011)
o 1073 dia! Ty < 1T
ko 10*2 célula ko ~ ky
Q91 9x 1072 - Rodrigues (2011)
v 10? célula de Pillis & Radunskaya (2001)
kr, 8 x 10" célula™! dia™! Guiraldello et al. (2016)

O processo de angiogénese tumoral, na grande maioria dos casos, inicia-
se quando um tumor atinge, aproximadamente, 107 células e a sua deteccao torna-se
possivel quando possui, aproximadamente, 10% células (Weinberg, 2008).

Considerando N;(0) = 10°, a Figura 17 exibe a evolugao tumoral, no
qual consideramos um tumor em sua fase inicial de desenvolvimento, em que o pro-
cesso angiogénico ainda nao se deu completamente. Observamos um crescimento

inicial da populacao de células tumorais, que estimula o crescimento das células en-
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doteliais, comegando a dar inicio a formacao da vascularizacao tumoral. Entretanto,
notamos que o crescimento tumoral atinge um tamanho e se estabiliza, indicando que
o tumor nao foi capaz de completar com sucesso o processo angiogénico, para assim
sustentar seu crescimento. Apods estabilizar seu tamanho, observamos ao longo do
tempo que o tumor nao apresenta mais crescimento, nem decrescimento significativo,
caracterizando dormeéncia tumoral angiogeénica.

le+07

le+06

le+05

let04 \ \ \ \ \ \
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

t (dias)

Figura 17: Simulagdo da influéncia da angiogénese sobre a dorméncia da massa
tumoral para s = 1,95x 103, £ = 2x 1073, 0 = 107, Condigoes iniciais N;(0) = 10°,
Ny(0) = 10", 1(0) = 10*, L(0) = 10°.

Na Figura 18, o aumento da competicao intraespecifica das células
endoteliais (o) impede o desenvolvimento da massa tumoral, que nao é capaz de
induzir o processo angiogénico. Assim, observamos ao longo do tempo a auséncia
de crescimento do tumor em decorréncia de um recrutamento inadequado de vasos

sanguineos, caracterizando dorméncia tumoral angiogénica.
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Figura 18: Simulacao da influéncia da angiogénese sobre a dormeéncia da massa
tumoral para s = 1,95x 103, £ = 2x 1073, 0 = 107°. Condigoes iniciais N;(0) = 10°,
Ny(0) = 102, 1(0) = 10*, L(0) = 10°.

Na Figura 19, o estimulo do crescimento das células endoteliais pela
populagao de células tumorais é maior (£). Ao atingir 107 células o tumor inicia o
processo de vascularizagao. Entretanto, observamos que ao atingir pouco mais que
10® células, a massa tumoral passa a manter o seu tamanho constante. Isso indica
que o tumor nao foi capaz de completar o processo angiogénico. Notamos ao longo
do tempo auséncia de crescimento da massa tumoral, o que caracteriza a dormeéncia

tumoral angiogénica.
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Figura 19: Simulacao da influéncia da angiogénese sobre a dorméncia da massa
tumoral, para s = 103, £ = 2 x 107!, 0 = 107°. Condigoes iniciais N;(0) = 10°,
Ny(0) = 102, 1(0) = 10*, L(0) = 10°.



5 CONCLUSOES

Neste trabalho analisamos quatro modelos matematicos de ordem nao
inteira e inteira, de derivada temporal, que visam descrever o fenomeno da dorméncia
do cancer. Para os modelos propostos por Sotolongo-Costa et al. (2003), Page & Uhr
(2005) e Wilkie & Hahnfeldt (2013) desenvolvemos e estudamos as suas respectivas
versoes fracionarias. Estudamos também, um modelo matematico com células endo-
teliais e analisamos a relagao da dormeéncia com a angiogénese tumoral. Os sistemas
de equacoes diferenciais ordinarias dos modelos foram resolvidos numericamente pelo
Método de Diferencas Finitas Nao Local para Equagoes Diferenciais Fracionarias e
pelo Método de Runge-Kutta de 42 ordem.

As simulagoes numéricas exibiram que a dinamica tumoral é depen-
dente dos parametros escolhidos, e com a utilizagao da teoria de calculo fracionério
foram obtidos comportamentos diferentes quando comparados com sistemas de deri-
vada temporal de ordem inteira um. Para todos os modelos analisados no contexto
fracionario, com escolha apropriada de parametros, as simulagoes exibiram que com
ordens menores da derivada fraciondria o sistema sofre maior amortecimento e ha
alteragoes no equilibrio do sistema.

As analises que nao foram desenvolvidas no contexto fracionéario, mos-
traram que a angiogénese tumoral desempenha um papel importante na dormeéncia
de massas tumorais, ja que as simulagoes numéricas exibiram que tumores que nao
completaram com sucesso o processo angiogénico mantiveram-se, ao longo do tempo,

sem aumento significativo de tamanho.
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APENDICE

Deducao das Equacoes Discretas

Para deducao das equacgoes discretas dos modelos usando derivada
fracionaria, analisamos uma relagao importante entre os pesos do operador de
Griinwald-Letnikov. Como visto, o operador de Griinwald-Letnikov de ordem « > 0

de uma fungao f = f(t) é definido como

N
Dy, f(t) = ]\}1_{20 hy* wj('a)f(t — jhn),
5=0
no qual os pesos wj(-a) sao definidos por
(@) a I'(j—a)
w = —1 J ; 40
(=1) j L(—a)T'(j+1) (40)
em que I['(+) é a fungao gamma, no qual vale
[(z+1)=2I'(2), Re(z)>0. (41)

Os pesos do operador podem ser avaliados de por meio da seguinte

recorréncia

. . 1 o .
W =1 e w]U:(l_ 1; )wU ji=1,2,...

Assim,

w(()a_l) =1 e w§a_1) - <1 - %)“’5“3”, J=12,...

A seguinte relagao (ou igualdade) é vélida:

w(()a) + wga) + wéa) + w0 =D, (42)

n



De fato, pelo principio da indugao finita temos que

Paran =2

ol «

+w§a):1_a+7_§:w§a—l).

w(()a) + wla)

Supondo que seja verdadeiro que

() (a)

wl® +wl® +wl® + .+ w® =,

Logo, basta mostrar que vale a igualdade

(a) (a)

w® + w (@) @) _ e

+ wy —i—...—i—wﬁf“)—kw,(lﬂzwnﬂ ,

que de (44) é equivalente a mostrar

e il = s

Temos que
oa— (0% a—1 « oa— e oa—
wi ™Y +w7(1+)1 :w7(1+1 = (1_ n—l—l)wn ' :>w7(7,+)1 = wi*Y
Usando (40) e (41), segue que
(@ F(TL +1 - O./)

Ol T P+ 1+ 1)

e ( __a ) __Pla—a+1)(-a)
" n+1) (=) (—a)l(n+1+1)

De (48) e (49) obtemos que

ol 4l =

Portanto, pelo principio da inducao finita fica demonstrado que

w(()a) + w§“) + wéa) + o w® =D,
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(43)

(44)

(46)
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Da equacao (16) segue que
Zw (Un—j — 0) = S(ALN) F(t, Y, Y1, s A). (50)
Considerando o lado esquerdo da equagao (50),

Zw Wn—s — %0) = 0 (Y — ¥0) + W™ W1 — %0) + - + w0 (Yo — vo)

(a)

un + 1 (@) ()

= w(() ) Yn—1 + ... + w,(f‘) Yo — Wy Yo — Wy Yo — .. — wff)yo. (51)

Usando wi™ =1, (42) e (51), temos
Do (g —w) = ynt (Zwﬁ-’” ynj) = yo(wf” +wf? + ..+ wf)
j=0 J=1
= Yn+ (ij(a) yn]) Yo w(a 1) (52>
j=1

Portanto, de (50) e (52)

+ (Z w]('a) yn—j) — Yo wgza_l) = ¢(At7 )‘) F(tv Yns Yn—15 --- 7/\) (53)
7=1



