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Pedro, se luto hoje é para dar-lhe um futuro melhor.

Ao meu orientador, Prof. Dr. Paulo Fernando de Arruda Mancera, por

todo o aprendizado ao longo desses dois anos, e que serão levados por toda a minha

vida. Graças ao seu incentivo, tive a oportunidade de ver como o mundo é grande
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À Vivian, pela amizade e por ter me dado muito apoio, principalmente,

na etapa final do mestrado. Foi uma grande alegria ter te conhecido, morado e

dividido momentos especiais com você.
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Fracionárias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17



ix

4 MODELOS MATEMÁTICOS DE DORMÊNCIA DO CÂNCER 19
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α2 = 0, α3 = 0,2, u = 0, γ = 0,2, d1 = 0, d2 = 0,3, N1(0) = 0,005,

Q(0) = 0 e I(0) = 0,001. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

10 Retratos de fase (tamanho total do tumor × anticorpos) para α = 1 e

α = 0,9, para r = 1,1, α1 = 0,9, α2 = 0, α3 = 0,2, u = 0, γ = 0,2, d1 = 0,

d2 = 0,3, N1(0) = 0,005, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001. . . . . . . . . . . . . . 31
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RESUMO

O câncer é uma das principais causas de morbidade e mortalidade

em todo o mundo. Um problema que atinge muitos pacientes diagnosticados com

câncer é a recidiva, que pode ocorrer anos após uma aparente remissão completa da

doença. Tal fenômeno pode ser explicado pela dormência do câncer. Neste trabalho,

apresentamos alguns modelos matemáticos de ordem não inteira e inteira, de derivada

temporal, que visam descrever o fenômeno da dormência do câncer. As simulações

numéricas foram feitas utilizando o Método de Diferenças Finitas Não Local para

Equações Diferenciais Fracionárias e o Método de Runge-Kutta de 4a
¯ ordem. Para

os modelos de ordem não inteira, as simulações exibiram que ordens menores da

derivada fracionária resultam no maior amortecimento das soluções e alterações na

estabilidade dos sistemas. Para o modelo de ordem inteira, as simulações exibiram

que a angiogênese tumoral desempenha um papel importante na dormência tumoral.
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SUMMARY

Cancer is one of the leading causes of morbidity and mortality

worldwide. One problem that affects many patients diagnosed with cancer is re-

lapse, which can occur years after an apparent complete remission of this disease.

Such a phenomenon could be explained by cancer dormancy. In this work, we pre-

sent some mathematical models of non-integer order and integer order to the time

derivative, that aim to describe the phenomenon of cancer dormancy. Numerical

simulations had been executed with the Non-Local Finite Differences Method for

Fractional Differential Equations and the Fourth-Order Runge-Kutta Method. For

non-integer order models, the simulations had shown that smaller orders of the frac-

tional derivative resulted in higher damping of the solutions and changes in the

stability of the systems. For the integer order model, the simulations had shown

that tumor angiogenesis plays an important role in tumor dormancy.
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1 INTRODUÇÃO

Neste trabalho apresentamos o estudo de modelos matemáticos de

dormência do câncer. Os modelos são dados por Equações Diferenciais Ordinárias

no tempo e suas respectivas versões fracionárias. Para as simulações numéricas uti-

lizamos o Método de Diferenças Finitas Não Local para Equações Diferenciais Fra-

cionárias e o Método de Runge-Kutta de 4a
¯ ordem.

1.1 Câncer

Câncer é o nome atribúıdo a um grupo de doenças caracterizadas pelo

crescimento anormal das células (Mukherjee, 2012), que ocorre como resultado de

alterações ou mutações genéticas. Mais precisamente, o surgimento do câncer pode

requerer a acumulação de múltiplas mutações. Uma vez uma célula canceŕıgena cri-

ada, pode ocorrer um processo conhecido como expansão clonal, no qual a célula dá

origem a descendentes por divisão celular e, então, a população celular cresce. Du-

rante este processo, células podem adquirir uma variedade de mutações que permitem

uma progressão mais rápida de duplicação.

As hallmarks do câncer descrevem as caracteŕısticas biológicas essen-

ciais adquiridas pelas células durante o desenvolvimento de tumores. Segundo Ha-

nahan & Weinberg (2011), para que uma célula normal desenvolva um crescimento

maligno as mutações genéticas devem resultar nas seguintes caracteŕısticas:

• Autossuficiência em sinais de crescimento: células cancerosas adquirem auto-

nomia em sua proliferação, ou seja, não necessitam de est́ımulos externos para

se multiplicarem;
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• Insensibilidade a sinais anticrescimento: células cancerosas adquirem re-

sistência a sinais de supressão de crescimento;

• Resistência à apoptose: células cancerosas possuem a capacidade de escapar

da morte celular programada;

• Potencial replicativo ilimitado: células cancerosas têm a capacidade de crescer

e se dividir continuamente;

• Promoção da angiogênese: células cancerosas possuem a habilidade de promo-

ver o surgimento de novos vasos sangúıneos, a partir de uma vasculatura já

existente, para garantir o suprimento cont́ınuo de oxigênio e nutrientes;

• Invasão de tecidos e metástase: células cancerosas possuem a capacidade de

invadir tecidos adjacentes, espalhando-se pelo corpo;

• Evasão do sistema imunológico: células cancerosas são capazes de escapar dos

mecanismos de defesa do sistema imunológico;

• Metabolismo desregulado: células cancerosas utilizam vias metabólicas anor-

mais para gerar energia.

Assim como a proliferação descontrolada, Yeh & Ramaswamy (2015)

levantam a hipótese da dormência celular ser considerada uma hallmark do câncer.

A capacidade de células cancerosas entrarem em um estado de repouso, não desem-

penhando suas atividades normais de crescimento e proliferação pode ser considerada

uma caracteŕıstica essencial do câncer e contribuir para a evolução da doença.

O processo de transformação de uma célula normal em uma célula

cancerosa envolve vários estágios. As mudanças sofridas pela célula são resultado da

interação entre fatores genéticos e três categorias de agentes carcinogênicos (WHO,

2016), que são:

• Carcinogênicos f́ısicos: radiação ultravioleta, radiação ionizante e radiação de

part́ıculas;
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• Carcinogênicos qúımicos: amianto, componentes do fumo do tabaco, arsênio,

entre outros;

• Carcinogênicos biológicos: infecções ocasionadas por determinados v́ırus,

bactérias ou parasitas.

Segundo dados da Organização Mundial da Saúde (OMS), existem fa-

tores de risco hereditários, ambientais e comportamentais, sendo que, um terço das

mortes por câncer devem-se à cinco fatores de risco ambientais ou comportamentais,

que são: alto ı́ndice de massa corporal, baixa ingestão de frutas e vegetais, sedenta-

rismo, tabagismo e consumo de álcool. O envelhecimento também é um fator de risco

importante para o desenvolvimento da doença, pois pessoas idosas, possivelmente, ti-

veram maior exposição aos diferentes fatores de risco, além de que os mecanismos de

reparação celular tornam-se menos eficazes com o aumento da idade (WHO, 2016).

1.2 Incidência do Câncer

Em relação à incidência da doença, a Organização Mundial de Saúde,

por meio do documento World Cancer Report 2014, divulgou um panorama mun-

dial do câncer, no qual constata-se que atualmente a doença é uma das principais

causas de morbidade e mortalidade, atingindo todas as regiões do mundo. Em 2012,

foram registrados cerca de 14 milhões de novos casos e 8 milhões de mortes rela-

cionadas à doença (Stewart & Wild, 2014). Nas próximas duas décadas, espera-se

o aumento para 22 milhões de novos casos (Stewart & Wild, 2014), que ocorrerão,

principalmente, nos páıses em desenvolvimento (Brasil, 2015).

As maiores taxas de incidência de câncer estão nos páıses mais desen-

volvidos da América do Norte e Europa Ocidental, juntamente com Japão, República

da Coreia, Austrália e Nova Zelândia, que por sua vez também oferecem melhores

serviços para a detecção, diagnóstico e tratamento da doença (Stewart & Wild, 2014).

Estimativas feitas em 2012 mostram que os tipos mais comuns de

câncer que atingem a população mundial são os de pulmão (1, 8 milhão de casos),
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mama (1, 7 milhão de casos), intestino (1, 4 milhão de casos) e próstata (1, 1 milhão

de casos) (Brasil, 2015). Em relação ao gênero, a população mundial masculina

apresenta altas taxas de incidência de câncer de pulmão (16, 7%), próstata (15, 0%),

colorretal (10, 0%), estômago (8, 5%) e f́ıgado (7, 5%). Na população feminina, os

mais frequentes são os de mama (25, 2%), colorretal (9, 2%), pulmão (8, 7%), cervical

(7, 9%) e estômago (4, 8%) (Stewart & Wild, 2014).

No Brasil, segundo informações do Instituto Nacional de Câncer “José

de Alencar Gomes da Silva”, estima-se para o biênio 2016-2017, cerca de 600 mil

novos casos da doença, incluindo os casos de câncer de pele não melanoma. Espera-se

que a população masculina tenha maiores taxas de incidência de câncer de próstata,

com aproximadamente 61 mil novos casos. Já na população feminina o câncer de

mama será o mais incidente, com cerca de 58 mil novos casos (Brasil, 2015).

O câncer já é a principal causa de morte em 476 dos 5570 munićıpios

brasileiros; 76% dessas cidades encontram-se no Sul e Sudeste, que são regiões mais

desenvolvidas e com maior expectativa de vida do páıs. O Rio Grande do Sul é o

estado com o maior número de munićıpios nesta condição, devido, principalmente, à

descendência européia, aos altos ı́ndices de tabagismo e à população predominante-

mente branca (Cambricoli & Burgarelli, 2016).

No próximo caṕıtulo apresentamos conceitos de dormência do câncer e

vários trabalhos que estudam a modelagem matemática desse fenômeno. No Caṕıtulo

3 apresentamos conceitos de Cálculo Fracionário, o Método de Diferenças Finitas Não

Local e sua relação com equações diferenciais fracionárias. No Caṕıtulo 4 estuda-

mos quatro modelos matemáticos que visam descrever o fenômeno da dormência do

câncer, no qual para os modelos propostos por Sotolongo-Costa et al. (2003), Page

& Uhr (2005) e Wilkie & Hahnfeldt (2013) desenvolvemos e estudamos as suas res-

pectivas versões fracionárias. Apresentamos também, um modelo matemático com

células endoteliais e analisamos a relação da dormência com a angiogênese tumoral.

No caṕıtulo 5 apresentamos as conclusões do nosso trabalho.



2 DORMÊNCIA DO CÂNCER

A recidiva do câncer é um problema que atinge muitos pacientes (Yeh

& Ramaswamy, 2015), e pode ocorrer anos após uma aparente cura da doença.

Estima-se, por exemplo, que entre 20% e 45% das pessoas que tiveram câncer de

mama ou próstata voltarão a ter a doença tempos depois do tratamento (Aguirre-

Ghiso, 2007; Chen et al., 2014; Uhr & Pantel, 2011). A recidiva do câncer frequen-

temente apresenta estados mais agressivos da doença, caracterizados principalmente

pela ocorrência de metástases1 – a maior causa de morte por câncer (Weinberg,

2000, 2008) – em que tumores adquirem resistência a drogas ou terapias inicialmente

eficientes.

Estudos que visam entender melhor o câncer estão voltados para a

compreensão e processos que fazem com que a doença permaneça durante anos inde-

tectável e assintomática no organismo, e, posteriormente, volte com bastante agres-

sividade. Tal fenômeno é conhecido como dormência do câncer (Almog, 2010; Páez

et al., 2011).

A dormência do câncer caracteriza-se pelo prolongado peŕıodo de

tempo no qual o volume tumoral ou o número de células tumorais malignas perma-

nece pequeno2 e aproximadamente constante, antes do rápido crescimento do tumor

ou das células tumorais (Aguirre-Ghiso, 2007; Almog, 2010; Chen et al., 2014).

O desenvolvimento da dormência pode ocorrer em vários estágios de

progressão do câncer; desde estágios em que ainda não houve a detecção cĺınica do

tumor primário, como também em decorrência de reśıduos da doença deixados após

1Formação de novos focos tumorais, locais ou à distância.
2Abaixo do limite de detecção cĺınica.



6

um tratamento, aparentemente, bem sucedido (Enderling et al., 2013).

O fenômeno tem atráıdo grande interesse em pesquisas, entretanto,

ainda é pouco compreendido (Yeh & Ramaswamy, 2015), principalmente devido à

complexidade da doença (Aguirre-Ghiso, 2007) e à dificuldade de compreensão dos

mecanismos biológicos que fazem com que o câncer saia do estado de dormência (Uhr

& Pantel, 2011).

Segundo Uhr & Pantel (2011), a dormência cĺınica do câncer é definida

como o longo peŕıodo de tempo entre a remoção do tumor primário e a subsequente

recidiva, em um paciente que foi clinicamente diagnosticado livre da doença. Esse

tipo de dormência se opõe as verdadeiras formas fisiológicas de dormência do câncer,

já que esse fenômeno pode ocorrer antes mesmo de um diagnóstico da doença. Por

exemplo, tumores primários podem permanecer dormentes sem que a doença nem

tenha sido diagnosticada.

A dormência do câncer em sua forma fisiológica subdivide-se em duas

categorias gerais (Yeh & Ramaswamy, 2015). A primeira é a dormência de massas

tumorais. Nesse caso, existem mecanismos que impedem a expansão de uma po-

pulação de células tumorais em divisão (Aguirre-Ghiso, 2007) e, consequentemente,

a massa tumoral não cresce, existindo um equiĺıbrio entre proliferação e morte ce-

lular. A outra categoria é a dormência tumoral celular, no qual células cancerosas

estão individualmente inativas em seu ciclo celular (Yeh & Ramaswamy, 2015).

Tendo em vista as duas categorias mencionadas, podemos dizer que

a dormência do câncer pode se dar tanto em ńıvel celular (microscópico) como em

ńıveis mais macroscópicos, conforme detalhado a seguir, inclusive em decorrência da

atuação do sistema imunológico.

2.1 Dormência Tumoral Celular

A dormência celular ocorre quando as células estão em um estado quies-

cente (Wang & Lin, 2013). Células quiescentes, por sua vez, encontram-se na fase

G0 do ciclo celular, que é definida como sendo a fase em que as células estão em
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um estado de repouso, não desempenhando suas atividades normais de crescimento

e proliferação (Alberts et al., 2011). Sabe-se, porém, que esse estado é reverśıvel,

no qual as células podem responder a est́ımulos do microambiente e, então, sair

do estado quiescente. Inclusive, a dormência celular pode ocorrer com as células

cancerosas (Aguirre-Ghiso, 2007).

O problema em se ter células cancerosas quiescentes consiste no fato de

que, apesar de não estarem se proliferando, tais células podem circular na corrente

sangúınea e, por se manterem isoladas no organismo, acabam passando desaperce-

bidas pelos mecanismos do sistema imune e pela ação de quimioterápicos (Wang &

Lin, 2013), podendo fixar-se em algum orgão e encontrar condições favoráveis para

retomar a sua proliferação.

2.2 Dormência de Massas Tumorais

Além do ńıvel celular, a dormência tumoral também pode ocorrer em

ńıvel mais macroscópico, de massas tumorais em si. Esse fenômeno é mais aceito

e melhor estudado quando considera-se o peŕıodo de tempo após um tratamento

bem sucedido de tumores primários (Almog, 2013) e a detecção de um novo tumor3.

Entretanto, ele pode ocorrer antes mesmo da descoberta do tumor primário (Wang

& Lin, 2013).

A dormência de massas tumorais ocorre quando a proliferação das

células cancerosas é contrabalanceada pela apoptose, presumivelmente, devido à

pouca vascularização do tumor ou por alguma resposta do sistema imunológico

(Aguirre-Ghiso, 2007; Yeh & Ramaswamy, 2015). Nesse sentido, a angiogênese e

a atuação do sistema imunológico são processos fundamentais em seu entendimento.

Tumores dormentes dificilmente são detectados, pois possuem apenas

alguns miĺımetros de diâmetro. Contudo, podem mudar de comportamento e reto-

mar seu rápido crescimento, tornando-se detectáveis e potencialmente letais (Almog,

2010).

3No mesmo orgão ou em orgãos distantes.
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Segundo Almog (2013), “compreender o processo pelo qual os tumo-

res dormentes podem superar as restrições de crescimento e emergir da dormência,

retomando a expansão do seu tamanho, pode fornecer informações importantes so-

bre novas estratégias para prolongar o estado de dormência ou para bloquear a

formação de tumores nos estágios iniciais, antes de serem detectados ou tornarem-se

sintomáticos”.

A relação da dormência de massas tumorais com o processo de an-

giogênese e com a atuação do sistema imunológico será descrita a seguir.

2.2.1 Dormência Tumoral Angiogênica

Judah Folkman foi o primeiro a sugerir que a dormência tumoral pode

estar associada com a ausência de angiogênese tumoral (Almog, 2013; Yeh & Ra-

maswamy, 2015), que refere-se ao surgimento de novos vasos sangúıneos, a partir de

uma vasculatura já existente, em resposta à falta de oxigênio e nutrientes necessários

para o desenvolvimento da massa tumoral (Hanahan & Weinberg, 2011).

Tumores com diâmetro maiores que 1-2 mm dependem da formação

de uma nova vasculatura para sustentação de seu crescimento, ou seja, necessitam

de angiogênese (Almog, 2013; Yeh & Ramaswamy, 2015). Os vasos sangúıneos são

revestidos por células endoteliais, o que torna a angiogênese diretamente relacionada

com o aumento da reprodução dessas células.

A dormência tumoral angiogênica trata-se da ausência de crescimento

de massas tumorais em decorrência da falta de angiogênese. Diferentemente de

tumores muito vascularizados, tumores dormentes caracterizam-se por serem avas-

culares (Almog, 2013). Nesse caso, as células tumorais permanecem em um estado

de equiĺıbrio entre proliferação celular e apoptose (Wang & Lin, 2013).

A dormência tumoral angiogênica é reverśıvel e o tumor pode torna-

se capaz de estimular a produção de vasos sangúıneos. A transição de um tumor

pré-vascular para um tumor altamente vascularizado é conhecida como “interruptor

angiogênico”(Baeriswyl & Christofori, 2009; Wang & Lin, 2013). Esse “interruptor”é
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ativado quando os fatores pró-angiogênicos, como os fatores de crescimento endotelial

vascular (VEGF), são superiores aos fatores antiangiogênicos (Wang & Lin, 2013; Yeh

& Ramaswamy, 2015; Páez et al., 2011).

2.2.2 Dormência Tumoral Imunológica

A atuação do sistema imunológico no combate a células cancerosas

pode resultar em: eliminação, equiĺıbrio e escape (Wang & Lin, 2013; Yeh & Ra-

maswamy, 2015). A eliminação ocorre quando as células do sistema imunológico

reconhecem e eliminam as células cancerosas; o equiĺıbrio, quando o sistema imu-

nológico consegue obter o controle do crescimento das células cancerosas, mas não

é capaz de eliminá-las por completo; e o escape, quando as células cancerosas são

capazes de escapar dos principais mecanismos de defesa do sistema imune.

Dormência tumoral imunológica trata-se da ausência de crescimento

de massas tumorais em decorrência da atuação do sistema imunológico. Nesse caso,

existe um equiĺıbrio entre proliferação e morte celular (Yeh & Ramaswamy, 2015), no

qual, as células imunes atuam de maneira eficaz, impedindo que a população tumoral

cresça.

Entender com mais clareza como a dormência é induzida e mantida

poderá contribuir para a substituição de altas doses de quimioterápicos (com todos

os seus efeitos colaterais), por terapias que potencializem a resposta imunológica,

visando não exterminar o tumor, mas mantê-lo em estado dormente, no qual o câncer

seria gerido como uma doença crônica (Page & Uhr, 2005; Gatenby, 2009). Assim,

muitos estudos são desenvolvidos em modelagem matemática com o objetivo de obter

interpretações e previsões sobre a dinâmica da dormência.

2.3 Modelos Matemáticos de Dormência

Vários modelos matemáticos têm sido estudados com o objetivo de

melhorar a compreensão sobre a dormência. Segundo Wilkie (2013), em termos

matemáticos, a dormência tumoral pode ser interpretada como o caso em que a taxa
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de variação do crescimento do tumor é muito pequena (aproximadamente zero),

caracterizando uma solução de equiĺıbrio, ou como sendo o caso em que ao longo do

tempo pequenas oscilações ocorrem no tamanho do tumor, caracterizando um ciclo

limite. É importante ressaltar que a mesma interpretação é feita quando considera-se,

em vez de tumores, uma população de células cancerosas.

Uma revisão atualizada e recente de modelos matemáticos sobre a in-

teração câncer e sistema imune com perspectiva de dormência é dada por Wilkie

(2013), sendo que todos os modelos apresentados são de equações diferenciais or-

dinárias.

Sotolongo-Costa et al. (2003) propõem um modelo matemático que

descreve a dinâmica de interação entre células tumorais e células do sistema imu-

nológico. Os autores modificaram o clássico modelo presa-predador, incluindo novos

termos que modelam a agressividade do tumor, a difusão de linfócitos e o efeito de

citocinas4 sobre o tumor. O objetivo do trabalho foi entender o comportamento

tumoral ao longo do tempo, quando um imunoterápico é fornecido periodicamente.

No trabalho desenvolvido por Wilkie & Hahnfeldt (2013), modelos ma-

temáticos são utilizados para analisar os posśıveis mecanismos que fazem o câncer

sair de um estado de dormência induzida pelo sistema imunológico. Utilizando dados

experimentais de tumores induzidos em ratos, os autores analisam como a eficácia

da predação do sistema imunológico e o recrutamento das células imunes podem in-

fluenciar na dormência. Os resultados do trabalho sugerem que durante o peŕıodo

de dormência o sistema imunológico pode destruir populações de células cancerosas

mais senśıveis à resposta imune, porém as células mais resistentes são capazes de so-

breviver, tornando a população mais homogênea, podendo contribuir para a evolução

mais agressiva do câncer.

Page (2009) apresenta uma revisão de modelos matemáticos envol-

vendo dormência de massas tumorais, na qual são analisadas as caracteŕısticas de

modelos de dormência tumoral angiogênica, dormência tumoral celular, dormência

4Citocinas são moléculas sinalizadoras capazes de potencializar a resposta imunológica.
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tumoral imunológica, entre outros.

Uhr & Pantel (2011) abordam a dormência cĺınica do câncer, e estudam

suas relações com as verdadeiras formas fisiológicas de dormência, como a dormência

tumoral celular. Os autores também destacam a necessidade de mais estudos na

área, intencionando a compreensão dos mecanismos subjacentes à dormência, pois

isso poderia contribuir para o desenvolvimento de drogas mais espećıficas para a

eliminação ou controle das células tumorais, evitando a progressão mais agressiva da

doença.

Page & Uhr (2005) apresentam modelos matemáticos de dinâmica po-

pulacional que descrevem a interação entre as células tumorais e os anticorpos, e

ilustram como essa interação leva à dormência tumoral. Através de um sistema

de equações diferenciais ordinárias, os autores modelam a atuação do sistema imu-

nológico na parada do ciclo celular e apoptose de células tumorais.

Chen et al. (2014) propõem um modelo de autômatos celulares, o qual

descreve o crescimento de um tumor sólido. Por meio dele, são analisados diferentes

mecanismos para a dormência tumoral como, por exemplo, a atuação do sistema

imunológico. No modelo, novas regras são estabelecidas, com o objetivo de mo-

delar uma competição natural entre o tumor e os fatores de supressão tumoral do

microambiente.

Na modelagem matemática de sistemas biológicos, a formulação de

modelos matemáticos que descrevam com precisão a dinâmica dos dados reais pode

tornar-se dif́ıcil (Arshad et al., 2016). Em vez de sofisticar o modelo, incluindo mais

termos ou mais equações, mudanças na ordem da derivada podem gerar resultados

mais reaĺısticos. Logo, o cálculo fracionário, que refere-se ao cálculo diferencial e

integral de ordem não inteira, tem sido utilizado na modelagem matemática de várias

doenças, inclusive o câncer.

Existem vários estudos que utilizam o cálculo fracionário na modela-

gem de dinâmicas tumorais. Arshad et al. (2015), por exemplo, estudam um modelo

de ordem fracionária da interação entre o crescimento de células tumorais e de células
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imunes efetoras. Bolton et al. (2014) apresentam um modelo de Gompertz de or-

dem fracionária e estudam a sua aplicação em dados experimentais de crescimento

tumoral em ratos. Os resultados desse estudo exibiram que o modelo de Gompertz

de ordem fracionária proporcionou um melhor ajuste ao conjunto de dados experi-

mentais, quando comparado ao modelo de Gompertz de ordem inteira. Arshad et al.

(2016) analisam um modelo de ordem fracionária que descreve a dinâmica de um

tumor imunogênico, investigando o comportamento do crescimento tumoral a longo

prazo e as condições de eliminação do tumor.

No próximo caṕıtulo apresentamos algumas definições do Cálculo Fra-

cionário, o desenvolvimento do Método de Diferenças Finitas Não Local e sua

aplicação em equações diferenciais fracionárias.



3 CÁLCULO FRACIONÁRIO E MÉTODO DE

DIFERENÇAS FINITAS NÃO LOCAL

O cálculo fracionário é o estudo de derivadas e integrais de ordens não

inteiras (Camargo & Oliveira, 2015). Dada uma equação diferencial que descreve

um determinado fenômeno, a modelagem fracionária substitui as derivadas de ordem

inteira por derivadas de ordem não inteira.

As derivadas fracionárias são operadores não locais, pois suas definições

são dadas a partir de uma integral (Arshad et al., 2016). Em particular, ao consi-

derarmos uma função cuja variável é temporal, a derivada fracionária leva em conta

o comportamento da função em momentos anteriores, e assim conserva os chamados

efeitos de memória (Camargo & Oliveira, 2015). Nesse sentido, a modelagem fra-

cionária tem se mostrado apropriada para descrever a evolução temporal de muitos

fenômenos.

Existem várias definições de derivadas fracionárias, todas elas pro-

postas na tentativa de caracterizar interpretações f́ısicas ou geométricas, sendo as

definições mais comuns as de Riemann-Liouville, Caputo, Grünwald-Letnikov, en-

tre outras (Camargo & Oliveira, 2015). Gómez-Aguilar et al. (2014), por exem-

plo, propõem uma interpretação f́ısica da derivada fracionária de Caputo através da

análise de um circuito elétrico. Tarasov (2016) propõe uma interpretação geométrica

das derivadas de Riemann-Liouville e de Caputo usando geometria diferencial. Orti-

gueira & Machado (2015) discutem o conceito de derivada fracionária e os critérios

que operadores diferenciais devem satisfazer para que sejam considerados, de fato,

derivadas fracionárias.
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A seguir, apresentamos os principais operadores diferenciais utilizados

neste trabalho e suas relações com equações diferenciais fracionárias.

3.1 Operadores Diferenciais Fracionários

Definição 1. O operador diferencial de Riemann-Liouville de ordem α > 0 de uma

função f = f(t), para t > 0 é definido como

RLD
α
t0
f(t) =

1

Γ(m− α)

dm

dtm

∫ t

t0

(t− s)m−α−1f(s)ds, (1)

em que Γ(·) é a função gama e m é o menor inteiro tal que m > α.

Definição 2. O operador diferencial de Caputo de ordem α > 0 de uma função

f = f(t), para t > 0 é dado por

CD
α
t0
f(t) =

1

Γ(m− α)

∫ t

t0

(t− s)m−α−1 dm

dsm
f(s)ds. (2)

Contrastando as duas definições acima, o operador diferencial de

Riemann-Liouville consiste na derivada da integral; o operador diferencial de Ca-

puto, na integral da derivada. Outro fato importante, que difere os dois operadores,

é que a derivada de uma função constante não coincide para as duas definições. Se-

gundo Caputo, a derivada fracionária de uma função constante é zero, o que não

ocorre na definição de Riemann-Liouville, por isso, muitos autores julgam que a de-

finição de Caputo é mais conveniente do que a de Riemann-Liouville (Camargo &

Oliveira, 2015).

O operador diferencial de Caputo é muito utilizado em equações dife-

renciais fracionárias, já que sua definição permite utilizar apenas condições iniciais

clássicas (Ongun et al., 2013), obtendo um problema de valor inicial da seguinte

forma  CD
α
t0
y(t) = f(t, y(t))

Dky(t0) = y0,k, k = 0, ...,m− 1.
. (3)

Os operadores diferenciais de Caputo e Riemann-Liouville são relacio-

nados por

CD
α
t0
f(t) = RLD

α
t0

(f(t)− Tm−1[f ; t0]), (4)
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na qual, para f suave em t0,

Tm−1[f ; t0](t) =
m−1∑
k=0

tk

k!
f (k)(t0), (5)

em que f (k)(t0) denota a k-ésima derivada de f em t0.

Para 0 < α < 1, resulta m = 1 e T0[f ; t0](t) = f(t0), e então,

CD
α
t0
f(t) = RLD

α
t0

(f(t)− f(t0)). (6)

Um outro operador diferencial de ordem fracionária, útil no âmbito

numérico deste trabalho é o operador de Grünwald-Letnikov. A partir dele serão

constrúıdas as discretizações numéricas da versão fracionária dos modelos estudados.

Definição 3. O operador de Grünwald-Letnikov de ordem α > 0 de uma função

f = f(t) é definido como

GLD
α
t0
f(t) = lim

N→∞
h−αN

N∑
j=0

w
(α)
j f(t− jhN), (7)

com hN = t−t0
N

, w
(α)
0 = 1, w

(α)
j =

(
1− 1 + α

j

)
w

(α)
j−1, j = 1, 2, ... .

Supondo que a função f = f(t) é (q− 1) vezes cont́ınua e diferenciável

no intervalo [0, T ] e que f (q)(t) é integravel em [0, T ], então para todo α (0 < α < q),

os operadores de Riemann-Liouville e Grünwald-Letnikov são iguais (ver seções 2.3.7

e 7.1 de Podlubny (1998)), assim

RLD
α
t0
f(t) = GLD

α
t0
f(t). (8)

Logo, temos uma relação entre os operadores de Caputo e Grünwald-

Letnikov dada por

CD
α
t0
f(t) = GLD

α
t0

(f(t)− Tm−1[f ; t0]). (9)

Para 0 < α < 1, temos que

CD
α
t0
f(t) = GLD

α
t0

(f(t)− f(t0)). (10)
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A relação anterior é de grande importância neste trabalho. Assim como

o problema de valor inicial (3), a modelagem fracionária apresentada nas próximas

seções foi feita utilizando o operador diferencial de Caputo, mas o método numérico é

constrúıdo usando o operador diferencial de Grünwald-Letnikov. Portanto, a equação

(10) permite usar a definição de Caputo durante a formulação do problema e, em

seguida, recorrer à definição de Grünwald-Letnikov para obter a solução numérica.

Truncando o somatório no N -ésimo termo em (7) e usando (9) ou (10),

podemos aproximar a solução do problema de valor inicial (3) por

N∑
j=0

w
(α)
j (y(t− jhN)− y0) = hαNf(t, y(t)). (11)

Em seguida, apresentamos os aspectos fundamentais do Método de

Diferenças Finitas Não Local, que servirão como base para o entendimento da sua

aplicação em equações diferenciais fracionárias.

3.2 Método de Diferenças Finitas Não Local

O Método de Diferenças Finitas Não Local, também conhecido como

Método NSFD (do inglês NonStandard Finite Difference) foi desenvolvido inicial-

mente por Mickens (2000).

Para a descrição dos principais aspectos do Método de Diferenças Fi-

nitas Não Local, seja
dy

dt
= f(t, y, λ), (12)

em que λ é um parâmetro ou vetor de parâmetros da equação diferencial.

Dada uma discretização temporal tn = t0 + n∆t, com passo de tempo

∆t > 0, a construção do método segue duas estapas principais, descritas a seguir.

Primeiramente, a derivada da equação (12) é aproximada da seguinte

forma
dy

dt
≈ yn − yn−1

φ(∆t, λ)
, (13)
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em que yn é uma aproximação para y(tn) e φ = φ(∆t, λ) é a função denomina-

dor. Essa aproximação é uma generalização da discretização usual para derivadas de

primeira ordem, na qual φ(∆t, λ) = ∆t.

Posteriormente, os termos não lineares da equação (12) devem ser subs-

titúıdos por representações discretas não locais F (t, yn, yn−1, · · · , λ). Então,

yn − yn−1

φ(∆t, λ)
= F (t, yn, yn−1, · · · , λ). (14)

A função denominador φ(∆t, λ) é uma função do passo de tempo ∆t,

podendo depender de vários parâmetros que aparecem na equação diferencial (Mic-

kens, 2000). Ela deve satisfazer a condição de consistência

φ(∆t, λ) = ∆t+O((∆t)2), ∆t→ 0, (15)

com o objetivo de garantir que a discretização em (13) convirja para a derivada

cont́ınua correspondente quando ∆t→ 0 (Ongun et al., 2013). Alguns exemplos de

funções denominador que satisfazem essa condição são:

φ(∆t) = ∆t, φ(∆t) = sen(∆t), φ(∆t) = 1− e−∆t, φ(∆t, λ) =
(1− e−λ∆t)

λ
.

Visto as caracteŕısticas fundamentais desse método, a seguir, analisa-

mos sua relação com equações diferenciais fracionárias.

3.2.1 Método de Diferenças Finitas Não Local para Equações Diferenci-

ais Fracionárias

O equivalente à equação (14) para equações diferenciais fracionárias

com ordem 0 < α ≤ 1 é dado por

1

φ(∆t, λ)

n∑
j=0

w
(α)
j (yn−j − y0) = F (t, yn, yn−1, ... , λ), (16)

no qual, a condição de consistência é (Ongun et al., 2013)

φ(∆t, λ) = ∆tα +O((∆t)p), p > α, ∆t→ 0 . (17)
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Um importante aspecto na construção do Método de Diferenças Finitas

Não Local é a escolha da função denominador de tal modo que as propriedades

de estabilidade na equação de diferenças sejam exatamente as mesmas da equação

diferencial (Mickens, 2000). Neste trabalho a escolha da função φ(∆t, λ) foi feita

com base no trabalho de Ongun et al. (2013).

Simulações numéricas foram feitas para duas funções distintas,

φ1(∆t, λ) =
1− e−(∆t)αλ

λ
e φ2(∆t, λ) =

(
1− e−(∆t)λ

λ

)α
.

Os resultados obtidos para cada função, quando comparados, não exi-

biram diferenças para uma fixada tolerância. Sendo assim, os resultados apresentados

foram obtidos utilizando a função denominador

φ(∆t, λ) =
1− e−(∆t)αλ

λ
. (18)

No próximo caṕıtulo apresentamos os principais resultados deste tra-

balho, no qual serão exibidas simulações numéricas usando o Método de Diferenças

Finitas Não Local para Equações Diferenciais Fracionárias.



4 MODELOS MATEMÁTICOS DE DORMÊN-

CIA DO CÂNCER

Neste caṕıtulo apresentamos alguns modelos matemáticos de dinâmica

populacional que visam descrever o fenômeno da dormência do câncer, suas respecti-

vas modelagens fracionárias e os resultados obtidos através de simulações numéricas.

4.1 Modelo de Sotolongo-Costa et al. (2003)

Sotolongo-Costa et al. (2003) propõem um modelo matemático de

equações diferenciais ordinárias para a dinâmica de interação entre células tumorais e

linfócitos5, no qual se considera competição entre ambas populações. Considerando

linfócitos os predadores e células tumorais presas, os autores fizeram uma modi-

ficação do clássico modelo presa-predador, incluindo novos termos que representam

a morte de linfócitos devido ao aumento da população de células malignas, o fluxo

de linfócitos para o local de interação e os efeitos produzidos pela aplicação de doses

de citocinas. Desta maneira, os autores analisam os efeitos sobre o tumor, quando

um tratamento com doses de citocinas é fornecido.

Em nossos estudos utilizamos o modelo sem tratamento. Considerando

Ñ1 a população de células cancerosas e Ĩ a população de linfócitos, o modelo proposto

5Principais células do sistema imune adaptativo, que se originam na medula óssea.
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é dado por 
dÑ1

dt
= r1Ñ1 − α1 Ñ1Ĩ

dĨ

dt
= α2 Ñ1Ĩ − d1Ĩ − d2Ñ1 + µ

, (19)

em que r1 é a taxa de crescimento da população de células cancerosas, α1 é o coefi-

ciente relacionado à mortalidade da população de células cancerosas na presença de

linfócitos, α2 é o coeficiente relacionado ao crescimento da população de linfócitos na

presença de células cancerosas, d1 é a taxa de mortalidade da população de linfócitos,

d2 é a taxa de mortalidade da população de linfócitos em resposta ao crescimento

da população de células cancerosas e µ é uma constante relacionada ao fluxo de

linfócitos para o local de interação com as células cancerosas.

O modelo (19) adimensionalizado é dado por
dN1

dτ
= rN1 − N1I

dI

dτ
= N1I −

1

r
I − d N1 + σ

, (20)

com t = t̂ τ , t̂ =
1√
r1 d1

, Ñ1 = Ñ1

′
N1, Ĩ = Ĩ ′ I, Ñ1

′
=

√
r1 d1

α2

, Ĩ ′ =

√
r1 d1

α1

,

d =
d2 α2

α2

√
r1 d1

, r =

√
r1

d1

e σ =
µα1

r1 d1

.

Após a adimensionalização do modelo, r é a taxa de crescimento da

população de células cancerosas, d é a taxa de mortalidade da população de linfócitos

em resposta ao crescimento da população de células cancerosas e σ é uma constante

de fluxo de linfócitos para o local de interação com as células cancerosas. A escolha

de t̂ foi feita através da análise de estabilidade de (19).
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4.1.1 Versão Fracionária

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < α ≤ 1 em

(20), o modelo fracionário é dado por
dαN1

dtα
= rN1 − N1I

dαI

dtα
= N1I −

1

r
I − d N1 + σ

. (21)

4.1.2 Discretização

Para a discretização numérica do modelo fracionário foi adotado um

esquema expĺıcito no qual as variáveis que aparecem do lado direito de (21) são

avaliadas no tempo tn−1. Por simplicidade, denotamos as respectivas aproximações

N1(tn) e I(tn) por N1(n) e I(n). Utilizando a discretização (16) obtemos

N1(n) = w(α−1)
n N1(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j N1(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
rN1(n−1)

− N1(n−1)I(n−1)

]
, (22)

I(n) = w(α−1)
n I(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j I(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
N1(n−1)I(n−1)

− 1

r
I(n−1) − dN1(n−1) + σ

]
. (23)

Para simulações numéricas, baseados no trabalho de Ongun et al.

(2013), a seguinte função denominador foi adotada:

φ(∆t, r) =
1− e−(∆t)α(r+1)

r + 1
. (24)

No Apêndice deste trabalho apresentamos com detalhes a dedução das

equações discretas.

4.1.3 Resultados

Todas as versões fracionárias dos modelos estudados neste trabalho

foram resolvidas numericamente usando o Método de Diferenças Finitas Não Local
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para Equações Diferenciais Fracionárias, programado em linguagem C. Escolhemos

o passo do tempo (∆t) pequeno o suficiente para não gerar um alto custo compu-

tacional, e que ao mesmo tempo também não gerasse uma influência numérica na

análise qualitativa dos resultados.

A Figura 1 exibe a evolução temporal das células cancerosas, sem tra-

tamento, para ordem da derivada fracionária α = 1. Para simulações numéricas

desse modelo consideramos ∆t = 0,001. Observamos que, para os parâmetros utili-

zados, a população de linfócitos não é capaz de impedir o crescimento da população

de células cancerosas e o sistema evolui para um crescimento incontrolável do tu-

mor. De acordo com a análise de estabilidade dos pontos de equiĺıbrio apresentada

pelos autores, quando o fluxo de linfócitos para o local de interação (σ) é pequeno,

as células cancerosas encontram melhores condições de se manter proliferando e,

consequentemente, o tumor continua crescendo.
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Figura 1: Evolução temporal das células cancerosas, sem tratamento, com a ordem

da derivada fracionária α = 1, para r = 2,5, d = 0,2, σ = 0,06, N1(0) = 2 e I(0) = 3.

Na Figura 2 é exibida a evolução temporal das células cancerosas, sem

tratamento, para ordens de derivada α = 0,9, α = 0,8, α = 0,7, e α = 0,6. Conside-

rando os mesmos parâmetros e condições iniciais da Figura 1, notamos uma dinâmica
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diferente. Observamos oscilações que agora possuem uma natureza diferente das ob-

servadas na Figura 1. Após um intervalo, temos que a população de células cancerosas

não está crescendo, nem diminuindo significativamente. Isso indica que a população

de linfócitos está sendo capaz de impedir a expansão da população de células cance-

rosas. O resultado exibe que a ausência do crescimento da massa tumoral acontece

em decorrência da atuação do sistema imunológico, caracterizando dormência tumo-

ral imunológica. Como estudamos o modelo adimensional, não é posśıvel estimar

qual seria o tamanho real do tumor, visto que as escalas de adimensionalização não

foram explicitadas pelos autores no artigo.

Notamos que ordens menores da derivada fracionária estão relacio-

nadas com a perda de oscilações no sistema e observamos que existe alteração na

estabilidade quando a ordem da derivada é alterada.

0 20 40 60 80
 τ

0

0,5

1

1,5

2

N
1
(τ)

 α = 0,9

 α = 0,8

 α = 0,7

 α = 0,6

Figura 2: Evolução temporal das células cancerosas, sem tratamento, com variações

na ordem da derivada fracionária α, para r = 2,5, d = 0,2, σ = 0,06, N1(0) = 2 e

I(0) = 3.

A Figura 3 exibe a comparação dos retratos de fase das simulações

exibidas nas Figuras 1 (α = 1) e 2 (α = 0,9). É posśıvel observar que para α = 1

ocorre a evolução do sistema para o crescimento incontrolável do tumor, e que para
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α = 0,9 para um equiĺıbrio do sistema.
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Figura 3: Retratos de fase (células cancerosas × linfócitos) para α = 1 e α = 0,9,

com r = 2,5, d = 0,2, σ = 0,06, N1(0) = 2 e I(0) = 3.

Na Figura 4 é exibida a evolução temporal das células cancerosas, sem

tratamento, para ordem da derivada fracionária α = 1. Para um novo conjunto de

parâmetros que conduzem à dormência tumoral, observamos uma dinâmica diferente

da que ocorre na Figura 1. O sistema tende ao equiĺıbrio, no qual após um inter-

valo oscilações significativas não são mais observadas, indicando que a população

de células cancerosas não está crescendo, nem diminuindo significativamente, pre-

sumivelmente, devido à atuação do sistema imunológico, caracterizando dormência

tumoral imunológica.
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Figura 4: Evolução temporal das células cancerosas, sem tratamento, com a ordem

da derivada fracionária α = 1, para r = 3, d = 0,7, σ = 0,4, N1(0) = 3 e I(0) = 4.

A Figura 5 exibe a evolução temporal das células cancerosas, sem tra-

tamento, para ordens de derivada α = 0,9, α = 0,8, α = 0,7, e α = 0,6. Considerando

os mesmos parâmetros e condições iniciais da Figura 4, ao compararmos os resultados

para diferentes valores de α é posśıvel observar que conforme a ordem da derivada

diminui, ocorre um maior amortecimento e mudanças na estabilidade do sistema.
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Figura 5: Evolução temporal das células cancerosas, sem tratamento, com variações

na ordem da derivada fracionária α, para r = 3, d = 0,7, σ = 0,4, N1(0) = 3 e

I(0) = 4.
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A Figura 6 exibe a comparação dos retratos de fase das simulações

exibidas nas Figuras 4 (α = 1) e 5 (α = 0,9). É possivel observar que ao diminuirmos

a ordem da derivada fracionária o sistema tende mais rápido para um equiĺıbrio.
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Figura 6: Retratos de fase (células cancerosas × linfócitos) para α = 1 e α = 0,9,

com r = 3, d = 0,7, σ = 0,4, N1(0) = 3 e I(0) = 4.

4.2 Modelo de Page & Uhr (2005)

Page & Uhr (2005) propõem um modelo matemático de equações di-

ferenciais ordinárias para a interação entre células tumorais e anticorpos, e ilustram

como essa interação leva à dormência tumoral.

Considerando N1(t) a densidade da população de células cancerosas

proliferativas, Q(t) a densidade da população de células cancerosas quiescentes e

I(t) a densidade de anticorpos, o modelo proposto é dado por

dN1

dt
= rN1 − α1 IN1 − α2 IN1 − uN1

dQ

dt
= α1 IN1 − α3 IQ− d1Q+ uN1 ,

dI

dt
= γ(Q+N1)− d2I

(25)
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em que r é a taxa de crescimento da população de células cancerosas proliferativas,

α1 é o coeficiente relacionado à transição de células cancerosas proliferativas para o

estado de células cancerosas quiescentes na presença de anticorpos, α2 é o coeficiente

relacionado à apoptose de células cancerosas proliferativas na presença de anticorpos,

α3 é o coeficiente relacionado à apoptose de células cancerosas quiescentes na presença

de anticorpos, u é a taxa de transição de células cancerosas proliferativas para o

estado de células cancerosas quiescentes na ausência de anticorpos, γ é a taxa de

produção de anticorpos induzida pela presença de células cancerosas, d1 é a taxa

de mortalidade de células cancerosas quiescentes e d2 é a taxa de mortalidade de

anticorpos.

Nesse modelo considera-se a densidade e não o número total de células.

A justificativa dos autores é que efeitos espaciais estão sendo ignorados e, portanto,

considera-se a densidade de células em um volume fixo do tumor (Page & Uhr, 2005).

4.2.1 Versão Fracionária

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < α ≤ 1 em

(25), o modelo fracionário é dado por

dαN1

dtα
= rN1 − α1 IN1 − α2 IN1 − uN1

dαQ

dtα
= α1 IN1 − α3 IQ− d1Q+ uN1 .

dαI

dtα
= γ(Q+N1)− d2I

(26)
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4.2.2 Discretização

A discretização numérica de (26) é dada por

N1(n) = w(α−1)
n N1(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j N1(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
rN1(n−1)

− α1I(n−1)N1(n−1) − α2I(n−1)N1(n−1) − uN1(n−1)

]
, (27)

Q(n) = w(α−1)
n Q(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j Q(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
α1I(n−1)N1(n−1)

− α3I(n−1)Q(n−1) − d1Q(n−1) + uN1(n−1)

]
, (28)

I(n) = w(α−1)
n I(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j I(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
γ(Q(n−1)

+ N1(n−1))− d2I(n−1)

]
. (29)

4.2.3 Resultados

Na Figura 7 é exibida a variação do tamanho do tumor ao longo do

tempo para diferentes valores da ordem da derivada fracionária α. Para simulações

numéricas desse modelo consideramos ∆t = 0,001. Para α = 1 observamos que o

sistema imune é capaz de obter o controle do crescimento das células cancerosas, já

que após um intervalo de tempo não é posśıvel observar o crescimento significativo

dessas células, caracterizando dormência tumoral imunológica. Conforme a ordem

da derivada fracionária diminui, observamos que as soluções sofrem um maior amor-

tecimento, e o sistema tende ao equiĺıbrio mais rápido. Ao mudarmos a ordem da

derivada, também notamos alterações no equiĺıbrio do sistema.
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Figura 7: Dinâmica das variações no tamanho do tumor, com mudanças na ordem

da derivada fracionária α, para r = 1,1, α1 = 0,9, α2 = 0,1, α3 = 0, u = 0, γ = 1,

d1 = 0,9, d2 = 0,9, N1(0) = 0,005, Q(0) = 0,005 e I(0) = 0,001.

A Figura 8 exibe a comparação dos retratos de fase da Figura 7 para

α = 1 e α = 0,9. É possivel observar que com ordens menores da derivada fracionária

o sistema tende mais rápido para um equiĺıbrio.
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Figura 8: Retratos de fase (células cancerosas proliferativas × anticorpos) para α = 1

ou α = 0,9, em que r = 1,1, α1 = 0,9, α2 = 0,1, α3 = 0, u = 0, γ = 1, d1 = 0,9,

d2 = 0,9, N1(0) = 0,005, Q(0) = 0,005 e I(0) = 0,001.
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Na Figura 9 é exibida as variações no tamanho total do tumor

(N1(t) + Q(t)), ao longo do tempo, para diferentes valores da ordem da derivada

fracionária α. Para o conjunto de parâmetros e condições iniciais utilizadas, ana-

lisando o resultado exibido para α = 1 observamos que o sistema sofre oscilações.

Entretanto, no decorrer do tempo a amplitude dessas oscilações se mantém. Esse

comportamento também caracteriza o estado de dormência tumoral imunológica, só

que nesse caso, o sistema imunológico não possui uma atuação tão eficaz, já que ao

longo do tempo pequenas oscilações ocorrem no tamanho do tumor, mas, em média,

seu tamanho permanece, aproximadamente, constante.

Ao analisarmos ordens menores da derivada fracionária, a dinâmica

mostrou-se diferente. Para α = 0,9, α = 0,8, α = 0,7 e α = 0,6, as oscilações sofrem

amortecimento e o sistema tende a um equiĺıbrio.
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Figura 9: Dinâmica das variações na carga total do tumor (N1(t) + Q(t)), com

mudanças na ordem da derivada fracionária α, para r = 1,1, α1 = 0,9, α2 = 0,

α3 = 0,2, u = 0, γ = 0,2, d1 = 0, d2 = 0,3, N1(0) = 0,005, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.

A Figura 10 exibe a comparação dos retratos de fase da Figura 9 para

α = 1 e α = 0,9. Observamos para α = 1, as oscilações do sistema e para α = 0,9 a

convergência para um equiĺıbrio.
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Figura 10: Retratos de fase (tamanho total do tumor × anticorpos) para α = 1 e

α = 0,9, para r = 1,1, α1 = 0,9, α2 = 0, α3 = 0,2, u = 0, γ = 0,2, d1 = 0, d2 = 0,3,

N1(0) = 0,005, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.

4.3 Modelo de Page & Uhr (2005) modificado

O modelo seguinte foi proposto por Page & Uhr (2005), no qual os

autores fazem uma modificação na última equação do modelo (25). Nesse caso

considera-se que a produção de anticorpos é proporcional ao produto da densidade

de células cancerosas e de anticorpos. Assim, o modelo proposto é dado por

dN1

dt
= rN1 − α1 IN1 − α2 IN1 − uN1

dQ

dt
= α1 IN1 − α3 IQ− d1Q+ uN1

dI

dt
= βI(Q+N1)− d2I

, (30)

em que β é o coeficiente relacionado à produção de anticorpos na presença de células

cancerosas proliferativas e quiescentes.
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4.3.1 Versão Fracionária

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < α ≤ 1 em

(30), o modelo fracionário é dado por



dαN1

dtα
= rN1 − α1 IN1 − α2 IN1 − uN1

dαQ

dtα
= α1 IN1 − α3 IQ− d1Q+ uN1

dαI

dtα
= βI(Q+N1)− d2I

. (31)

4.3.2 Discretização

A discretização numérica de (31) é dada por

N1(n) = w(α−1)
n N1(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j N1(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
rN1(n−1)

− α1I(n−1)N1(n−1) − α2I(n−1)N1(n−1) − uN1(n−1)

]
, (32)

Q(n) = w(α−1)
n Q(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j Q(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
α1I(n−1)N1(n−1)

− α3I(n−1)Q(n−1) − d1Q(n−1) + uN1(n−1)

]
, (33)

I(n) = w(α−1)
n I(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j I(n−j)

)
+ φ(∆t, r)

[
β(I(n−1)(Q(n−1)

+ N1(n−1)))− d2I(n−1)

]
. (34)

4.3.3 Resultados

A Figura 11 exibe as variações no tamanho total do tumor (N1(t) +

Q(t)), ao longo do tempo, para ordem da derivada fracionária α = 1. Para simulações

numéricas desse modelo consideramos ∆t = 0,001. Para o conjunto de parâmetros

utilizados, notamos que o sistema sofre oscilações que se mantém com a mesma am-

plitude. Esse comportamento também caracteriza dormência tumoral imunológica,
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no qual ao longo do tempo pequenas variações ocorrem no tamanho do tumor, mas,

em média, seu tamanho permanece, aproximadamente, constante.
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Figura 11: Dinâmica das variações no tamanho do tumor, com a ordem da derivada

fracionária α = 1, para r = 0,2, α1 = 0, α2 = 0,2, α3 = 0, u = 0, β = 1,1, d1 = 1,1,

d2 = 1,1, N1(0) = 0,001, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.

Na Figura 12 é exibida as variações no tamanho do tumor (N1(t) +

Q(t)), ao longo do tempo, para diferentes valores da ordem da derivada fracionária

α. Ao diminuirmos a ordem da derivada observamos oscilações de forma amortecida

e há alterações no equiĺıbrio do sistema.
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Figura 12: Dinâmica das variações na carga do tumor e na densidade de anticorpos,

com a ordem da derivada fracionária α = 1, para r = 0,2, α1 = 0, α2 = 0,2, α3 = 0,

u = 0, β = 1,1, d1 = 1,1, d2 = 1,1, N1(0) = 0,001, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.

A Figura 13 exibe a comparação dos retratos de fase das simulações

exibidas nas Figuras 11 (α = 1) e 12 (α = 0,9). Os retratos de fase mostram-se com

dinâmicas distintas. Para α = 1 notamos as oscilações do sistema, enquanto que

para α = 0,9 há convergência para um equiĺıbrio.
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Figura 13: Retratos de fase (tamanho total do tumor × anticorpos) para α = 1 e

α = 0,9, para r = 0,2, α1 = 0, α2 = 0,2, α3 = 0, u = 0, β = 1,1, d1 = 1,1, d2 = 1,1,

N1(0) = 0,001, Q(0) = 0 e I(0) = 0,001.
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Considerando a ordem da derivada fracionária α = 1, a diferença ob-

servada entre as dinâmicas dos modelos de Page & Uhr (2005) e de Page & Uhr

(2005) modificado, é que as análises para o primeiro modelo, sempre resultam na

dormência tumoral, no qual não são observadas pequenas variações no tamanho do

tumor. Enquanto que, as análises para o segundo modelo sempre resultam em pe-

quenas alterações no tamanho da massa tumoral. Ao considerarmos ordens menores

da derivada fracionária, observamos para ambos os modelos o maior amortecimento

das soluções e alterações no equiĺıbrio do sistema.

4.4 Modelo de Wilkie & Hahnfeldt (2013)

Wilkie & Hahnfeldt (2013) propõem um modelo matemático de

dormência do câncer induzida pelo sistema imunológico. Os autores consideram

populações homogêneas de células, no qual equações diferenciais ordinárias são uti-

lizadas para descrever a evolução temporal de cada população.

Considerando N1(t) o número de células cancerosas e I(t) o número

de células do sistema imunológico, o modelo proposto é dado por
dN1

dt
= r1N1

(
1− N1

K

)
− α1N1I

dI

dt
= r2I

(
1− I

Ie + α2N1I

) , (35)

em que r1 é a taxa de proliferação das células cancerosas, K é a capacidade de su-

porte da população de células cancerosas, r2 é a taxa de crescimento da população

de células do sistema imunológico, α1 é o coeficiente relacionado à predação das

células do sistema imunológico, α2 é o coeficiente relacionado ao potencial de recru-

tamento das células do sistema imunológico, N1(0) é a condição inicial da população

de células cancerosas e I(0) = Ie é a condição inicial da população de células do

sistema imunológico.



36

4.4.1 Versão Fracionária

Utilizando o operador diferencial de Caputo de ordem 0 < α ≤ 1 em

(35), o modelo fracionário é dado por
dαN1

dtα
= r1N1

(
1− N1

K

)
− α1N1I

dαI

dtα
= r2I

(
1− I

Ie + α2N1I

) . (36)

4.4.2 Discretização

A discretização numérica de (36) é dada por

N1(n) = w(α−1)
n N1(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j N1(n−j)

)
+ φ(∆t, r1)

[
r1N1(n−1)

·
(

1−
N1(n−1)

K

)
− α1N1(n−1)I(n−1)

]
, (37)

I(n) = w(α−1)
n I(0) −

( n∑
j=1

w
(α)
j I(n−j)

)
+ φ(∆t, r1)

[
r2 I(n−1)

·
(

1−
I(n−1)

Ie + α2 N1(n−1)I(n−1)

)]
. (38)

4.4.3 Resultados

A Figura 14 exibe a evolução temporal das células cancerosas, para

ordem da derivada fracionária α = 1. Para simulações numéricas desse modelo con-

sideramos ∆t = 0,01. Ao longo do tempo, notamos que a população de células

cancerosas sofre pequenas oscilações, mantendo-se sempre entre 102 e 104 células, o

que não permite a detecção cĺınica dessas células. Percebe-se que o sistema imu-

nológico está atuando de maneira eficaz, evitando o crescimento da população de

células cancerosas. Esse comportamento caracteriza dormência imunológica.

Observamos para este modelo que o parâmetro α1 possui variação tem-

poral, a justificativa dos autores é que para o câncer permanecer em um estado de

dormência a predação das células do sistema imunológico deve aumentar no decorrer

do tempo.
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Figura 14: Evolução temporal das células cancerosas, com a ordem da derivada

fracionária α = 1, para r1 = 0,2, K = 1010, r2 = 0,2, α1 = 7,25 × 10−5e
−t

227,9 ,

α2 = 10−3. Condições iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.

Na Figura 15 é exibida a evolução temporal das células cancerosas,

para α = 0,9, α = 0,8, α = 0,7, e α = 0,6. Considerando os mesmos parâmetros

e condições iniciais da Figura 14, a dinâmica mostrou-se diferente. Ao diminuir-

mos a ordem da derivada fracionária o sistema é amortecido e também observamos

alterações na sua estabilidade.
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Figura 15: Evolução temporal das células cancerosas, com variações na ordem da

derivada fracionária α, para r1 = 0,2, K = 1010, r2 = 0,2, α1 = 7,25 × 10−5e
−t

227,9 ,

α2 = 10−3. Condições iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.
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A Figura 16 exibe a comparação dos retratos de fase das simulações

exibidas nas Figuras 14 (α = 1) e 15 (α = 0,9). Notamos a perda de oscilações do

sistema ao diminuirmos a ordem da derivada.
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Figura 16: Retratos de fase (células do sistema imunológico × células cancerosas)

para α = 1 e α = 0,9, com r1 = 0,2, K = 1010, r2 = 0,2, α1 = 7,25 × 10−5e
−t

227,9 ,

α2 = 10−3. Condições iniciais, N1(0) = 1 e I(0) = 100.

4.5 Modelo Matemático com Células Endoteliais

Com base nos trabalhos de de Pillis & Radunskaya (2001), Rodrigues

(2011), Martin (2013) e Guiraldello et al. (2016), propomos um modelo matemático

de dinâmica populacional que descreve o crescimento de um tumor sólido, no qual

pretendemos analisar a relação da dormência com a angiogênese tumoral. Esse mo-

delo é mais sofisticado do que os outros modelos estudados anteriormente, pois in-

corpora células normais, células endoteliais e parâmetros cujos valores se aproximam

mais de dinâmicas reais. Neste modelo, levamos em consideração que células tumo-

rais competem com células normais e com células do sistema imunológico, e que o

crescimento de células endoteliais é induzido pelas células tumorais visando aumentar

a vascularização do tumor.

Sendo N1(t) o número de células tumorais, N2(t) o número de células
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normais, I(t) o número de células do sistema imunológico e L(t) o número de células

endoteliais, o modelo proposto é

dN1

dt
= r1N1

(
1− N1

k1 + L
− α12N2

k1 + L

)
− c1 I N1

dN2

dt
= r2N2

(
1− N2

k2

− α21N1

k2

)
dI

dt
= s− d1 I +

ρ I N1

γ +N1

− c2 I N1

dL

dt
= ξN1

(
1− L

kL

)
− σ L2

. (39)

O crescimento das células tumorais é dado pela equação loǵıstica, no

qual r1 é a taxa de crescimento dessa população e k1 + L é a sua capacidade de

suporte. O termo αij é o coeficiente de competição medindo os efeitos causados

por Nj na população Ni e c1 é o coeficiente relacionado à mortalidade das células

tumorais na presença de células do sistema imunológico.

O crescimento das células normais também é dado pela equação

loǵıstica, em que r2 é a taxa de crescimento dessa população e k2 é a sua capa-

cidade de suporte.

A atuação do sistema imunológico é estimulada pela presença de células

tumorais e descrita por uma equação tipo Michaelis-Menten, em que ρ e γ estão

relacionados à antigenicidade das células tumorais, d1 é a taxa de mortalidade da

população de células do sistema imunológico na ausência de células tumorais e c2 é o

coeficiente relacionado à mortalidade das células do sistema imunológico em resposta

ao crescimento das células tumorais. O termo s é considerado uma fonte de células

imunológicas externa ao sistema (Kuznetsov & Makalkin, 1994).

A taxa ξ descreve o crescimento das células endoteliais que é estimu-

lado pela população de células tumorais. A capacidade de suporte kL está relacio-

nada à perfusão tecidual (Guiraldello et al., 2016). A taxa σ descreve a competição

intraespećıfica por nutrientes das células endoteliais.



40

4.5.1 Resultados

O sistema de equações diferenciais ordinárias (39) foi resolvido numeri-

camente usando o Método de Runge-Kutta de 4a
¯ ordem, programado em linguagem

C. Consideramos o passo de tempo ∆t = 0,01. Os valores dos parâmetros fixos para

todas as simulações são exibidos na Tabela 1.

Tabela 1: Parâmetros fixos utilizados nas simulações.

Parâmetros Valores Unidades Referência

r1 10−2 dia−1 Spratt et al. (1996)

c1 5× 10−10 célula−1 dia−1 -

c2 10−13 célula−1 dia−1 -

d1 10−3 dia−1 -

ρ 10−12 dia−1 -

k1 108 célula Weinberg (2008)

α12 9× 10−5 - Rodrigues (2011)

r2 10−3 dia−1 r2 < r1

k2 1012 célula k2 ∼ k1

α21 9× 10−2 - Rodrigues (2011)

γ 102 célula de Pillis & Radunskaya (2001)

kL 8× 1011 célula−1 dia−1 Guiraldello et al. (2016)

O processo de angiogênese tumoral, na grande maioria dos casos, inicia-

se quando um tumor atinge, aproximadamente, 107 células e a sua detecção torna-se

posśıvel quando possui, aproximadamente, 108 células (Weinberg, 2008).

Considerando N1(0) = 105, a Figura 17 exibe a evolução tumoral, no

qual consideramos um tumor em sua fase inicial de desenvolvimento, em que o pro-

cesso angiogênico ainda não se deu completamente. Observamos um crescimento

inicial da população de células tumorais, que estimula o crescimento das células en-
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doteliais, começando a dar ińıcio a formação da vascularização tumoral. Entretanto,

notamos que o crescimento tumoral atinge um tamanho e se estabiliza, indicando que

o tumor não foi capaz de completar com sucesso o processo angiogênico, para assim

sustentar seu crescimento. Após estabilizar seu tamanho, observamos ao longo do

tempo que o tumor não apresenta mais crescimento, nem decrescimento significativo,

caracterizando dormência tumoral angiogênica.

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000
t (dias)

1e+04

1e+05

1e+06

1e+07
N

1

I
L

Figura 17: Simulação da influência da angiogênese sobre a dormência da massa

tumoral para s = 1, 95×103, ξ = 2×10−3, σ = 10−9. Condições iniciais N1(0) = 105,

N2(0) = 1012, I(0) = 104, L(0) = 106.

Na Figura 18, o aumento da competição intraespećıfica das células

endoteliais (σ) impede o desenvolvimento da massa tumoral, que não é capaz de

induzir o processo angiogênico. Assim, observamos ao longo do tempo a ausência

de crescimento do tumor em decorrência de um recrutamento inadequado de vasos

sangúıneos, caracterizando dormência tumoral angiogênica.
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Figura 18: Simulação da influência da angiogênese sobre a dormência da massa

tumoral para s = 1, 95×103, ξ = 2×10−3, σ = 10−5. Condições iniciais N1(0) = 105,

N2(0) = 1012, I(0) = 104, L(0) = 106.

Na Figura 19, o est́ımulo do crescimento das células endoteliais pela

população de células tumorais é maior (ξ). Ao atingir 107 células o tumor inicia o

processo de vascularização. Entretanto, observamos que ao atingir pouco mais que

108 células, a massa tumoral passa a manter o seu tamanho constante. Isso indica

que o tumor não foi capaz de completar o processo angiogênico. Notamos ao longo

do tempo ausência de crescimento da massa tumoral, o que caracteriza a dormência

tumoral angiogênica.
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Figura 19: Simulação da influência da angiogênese sobre a dormência da massa

tumoral, para s = 103, ξ = 2 × 10−1, σ = 10−9. Condições iniciais N1(0) = 105,

N2(0) = 1012, I(0) = 104, L(0) = 106.



5 CONCLUSÕES

Neste trabalho analisamos quatro modelos matemáticos de ordem não

inteira e inteira, de derivada temporal, que visam descrever o fenômeno da dormência

do câncer. Para os modelos propostos por Sotolongo-Costa et al. (2003), Page & Uhr

(2005) e Wilkie & Hahnfeldt (2013) desenvolvemos e estudamos as suas respectivas

versões fracionárias. Estudamos também, um modelo matemático com células endo-

teliais e analisamos a relação da dormência com a angiogênese tumoral. Os sistemas

de equações diferenciais ordinárias dos modelos foram resolvidos numericamente pelo

Método de Diferenças Finitas Não Local para Equações Diferenciais Fracionárias e

pelo Método de Runge-Kutta de 4a
¯ ordem.

As simulações numéricas exibiram que a dinâmica tumoral é depen-

dente dos parâmetros escolhidos, e com a utilização da teoria de cálculo fracionário

foram obtidos comportamentos diferentes quando comparados com sistemas de deri-

vada temporal de ordem inteira um. Para todos os modelos analisados no contexto

fracionário, com escolha apropriada de parâmetros, as simulações exibiram que com

ordens menores da derivada fracionária o sistema sofre maior amortecimento e há

alterações no equiĺıbrio do sistema.

As análises que não foram desenvolvidas no contexto fracionário, mos-

traram que a angiogênese tumoral desempenha um papel importante na dormência

de massas tumorais, já que as simulações numéricas exibiram que tumores que não

completaram com sucesso o processo angiogênico mantiveram-se, ao longo do tempo,

sem aumento significativo de tamanho.
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APÊNDICE

Dedução das Equações Discretas

Para dedução das equações discretas dos modelos usando derivada

fracionária, analisamos uma relação importante entre os pesos do operador de

Grünwald-Letnikov. Como visto, o operador de Grünwald-Letnikov de ordem α > 0

de uma função f = f(t) é definido como

GLD
α
t0
f(t) = lim

N→∞
h−αN

N∑
j=0

w
(α)
j f(t− jhN),

no qual os pesos w
(α)
j são definidos por

w
(α)
j = (−1)j

 α

j

 =
Γ(j − α)

Γ(−α)Γ(j + 1)
, (40)

em que Γ(·) é a função gamma, no qual vale

Γ(z + 1) = zΓ(z), Re(z) > 0. (41)

Os pesos do operador podem ser avaliados de por meio da seguinte

recorrência

w
(α)
0 = 1 e w

(α)
j =

(
1− 1 + α

j

)
w

(α)
j−1, j = 1, 2, ... .

Assim,

w
(α−1)
0 = 1 e w

(α−1)
j =

(
1− α

j

)
w

(α−1)
j−1 , j = 1, 2, ... .

A seguinte relação (ou igualdade) é válida:

w
(α)
0 + w

(α)
1 + w

(α)
2 + ...+ w(α)

n = w(α−1)
n . (42)
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De fato, pelo prinćıpio da indução finita temos que

Para n = 2

w
(α)
0 + w

(α)
1 + w

(α)
2 = 1− α +

α2

2
− α

2
= w

(α−1)
2 . (43)

Supondo que seja verdadeiro que

w
(α)
0 + w

(α)
1 + w

(α)
2 + ...+ w(α)

n = w(α−1)
n . (44)

Logo, basta mostrar que vale a igualdade

w
(α)
0 + w

(α)
1 + w

(α)
2 + ...+ w(α)

n + w
(α)
n+1 = w

(α−1)
n+1 , (45)

que de (44) é equivalente a mostrar

w(α−1)
n + w

(α)
n+1 = w

(α−1)
n+1 . (46)

Temos que

w(α−1)
n + w

(α)
n+1 = w

(α−1)
n+1 =

(
1− α

n+ 1

)
wα−1
n =⇒ w

(α)
n+1 = w(α−1)

n

(
− α

n+ 1

)
. (47)

Usando (40) e (41), segue que

w
(α)
n+1 =

Γ(n+ 1− α)

Γ(−α)Γ(n+ 1 + 1)
, (48)

w(α−1)
n

(
− α

n+ 1

)
=

Γ(n− α + 1)(−α)

(−α)Γ(−α)Γ(n+ 1 + 1)
. (49)

De (48) e (49) obtemos que

w(α−1)
n + w

(α)
n+1 = w

(α−1)
n+1 .

Portanto, pelo prinćıpio da indução finita fica demonstrado que

w
(α)
0 + w

(α)
1 + w

(α)
2 + ...+ w(α)

n = w(α−1)
n .
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Da equação (16) segue que

n∑
j=0

w
(α)
j (yn−j − y0) = φ(∆t, λ) F (t, yn, yn−1, ... , λ). (50)

Considerando o lado esquerdo da equação (50),

n∑
j=0

w
(α)
j (yn−j − y0) = w

(α)
0 (yn − y0) + w

(α)
1 (yn−1 − y0) + ...+ w(α)

n (y0 − y0)

= w
(α)
0 yn + w

(α)
1 yn−1 + ...+ w(α)

n y0 − w(α)
0 y0 − w(α)

1 y0 − ...− w(α)
n y0. (51)

Usando w
(α)
0 = 1, (42) e (51), temos

n∑
j=0

w
(α)
j (yn−j − y0) = yn +

( n∑
j=1

w
(α)
j yn−j

)
− y0(w

(α)
0 + w

(α)
1 + ...+ w(α)

n )

= yn +

( n∑
j=1

w
(α)
j yn−j

)
− y0w

(α−1)
n . (52)

Portanto, de (50) e (52)

yn +

( n∑
j=1

w
(α)
j yn−j

)
− y0w

(α−1)
n = φ(∆t, λ) F (t, yn, yn−1, ... , λ). (53)


