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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é obter um resultado sobre separacao de super-
ficies por grafos. A Homologia Relativa ¢ a principal ferramenta usada, obtendo uma
versao particular da Dualidade de Lefschetz. Para a elaboracao desta dissertagao foram
estudados: grafos, homologia simplicial, homologia relativa e grafos em superficies. O
estudo foi baseado em grande parte no livro Graphs, Surfaces and Homology de P. J.

Giblin.

Palavras-chave: Teoria dos Grafos, superficies fechadas, Grupo de homologia, Sim-

plexos, Complexo simplicial.






Abstract

The main goal of this work is to get a result on separation of surfaces by graphs.
The Relative Homology is the principal tool used and we get a particular version of
Lefschetz duality. For the preparation of this dissertation we studied: graphs, simplicial
homology, relative homology and graphs on surfaces. The study was based on the book

Graphs, Surfaces and Homology of P. J. Giblin.

Keywords: Graphs theory, Closed surfaces, Homology groups, Simplexes, Simplicial

complexes.
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1 Introducao

Nesta dissertacao tenho por objetivo estudar grafos em superficies. Para tanto,
dividiremos este trabalho em 6 capitulos, discriminados a seguir.

No capitulo 2, inicialmente, trabalharemos a ideia intuitiva de um grafo, e em
seguida, a definicao de tipos especificos de grafos. Introduziremos o conceito de arvore
maximal entre outros conceitos importantes para o desenvolvimento deste trabalho.

No capitulo 3, construiremos todas as superficies fechadas e iremos exibi-las como
uma representacao poligonal. Para isso, assumiremos trés superficies basicas: esfera,
toro e plano projetivo. Mostraremos como distinguir duas superficies fechadas.

No capitulo 4, definiremos de maneira mais formal um tridngulo. A definigao dei-
xaré claro que pontos serao chamados de 0-simplexos, segmentos de 1-simplexos, trian-
gulos de 2-simplexos, tetraedros sélidos de 3-simplexos e assim por diante. O tetraedro
solido serd o nosso bloco de contrugao 3-dimensional. Tudo neste capitulo ir& ocorrer
em um espaco vetorial real RY, onde os elementos sio chamados de pontos ou de veto-
res. A lnica restricao é que N seja grande o suficiente para a discussao fazer sentido,
portanto, se falarmos de 4 pontos nao coplanares entao, obviamente, N deve ser pelo
menos 3.

No capitulo 5, formalizaremos a defini¢ao de grupos de homologia para um complexo
simplicial K orientado e arbitrario. A partir de um grupo H,(K), em cada dimensao p
com 0 < p < dim K mediremos, a grosso modo, o niimero de buracos p-dimensionais
em K. Se K for um grafo orientado entdo H;(K) serd isomorfo ao grupo Z,(K) de
1-ciclos em K.

No capitulo 6, concluiremos o nosso trabalho com a aplicagao que mede em quantas
regioes uma superficie fechada M, que contém um poligono fechado, sera dividida por

um grafo K.






2 Grafos

Um grafo é intuitivamente um subconjunto do espaco constituido por um niimero
finito de pontos tais que pares de pontos podem ser ligados por arcos. Chamaremos
os pontos de vértices e os arcos de arestas do grafo. O encontro de duas arestas deve
ser em um vértice portanto, nenhuma aresta liga um vértice a si mesmo e dois vértices
nunca sao ligados por mais de uma aresta. Vejamos alguns exemplos de figuras que

nao constituem um grafo:

Formalmente, definimos um grafo da seguinte maneira:

Definigao 2.1. Um grafo é um par (V, E) onde V € um conjunto finito de vértices e E
€ um conjunto de pares nao-ordenados de elementos distintos de V', as arestas. Assim
um elemento de E € da forma {v,w} onde v e w pertencem a V e v # w , dizemos

também que {v,w} € a aresta que liga os vértices v e w (ou w e v).

Em vérias circunstancias é conveniente falar em grafo orientado, no qual cada aresta
possui uma orientagao fixada. Vejamos na defini¢ao a seguir com mais detalhes o que

é um grafo orientado.

Definigao 2.2. Um grafo orientado é um par (V,E) onde V' é um conjunto finito
de pontos e E € um conjunto de pares ordenados de elementos distintos de E com a
sequinte propriedade, se o par ordenado (v,w) € E entao (w,v) ¢ E. Os elementos
de V' sao chamados vértices e os elementos (v,w) de E sao chamados de arestas de v

para w.

Associado a todo grafo orientado existe um grafo abstrato, que é obtido pela mu-
danca das arestas ordenadas pelas nao-ordenadas. Obviamente os dois grafos devem ter
o mesmo numero de vértices e arestas, sendo que (v, w) e (w,v) ndo podem pertencer
a0 mesmo tempo a F.

Existem alguns tipos especiais de grafos que definiremos a seguir:

11



12 Grafos

Definicao 2.3. Um grafo completo é definido como um grafo onde todo par de vértices

€ ligado por uma aresta. Um grafo completo com n vértices € denotado por K,.

Por exemplo, o grafo K4

Defini¢ao 2.4. Um grafo G nulo ou vazio é um par (V,E) em que o conjunto V é

V0.210.

Defini¢ao 2.5. Um grafo € regular (de grau k, ou ainda k-reqular) quando todos os
seus vértices possuem o mesmo grau k, ou seja, cada vértice tem k-arestas com origem

neste vértice.

Por exemplo, a figura abaixo mostra um grafo 3-regular, isto é, todos os vértices

com grau 3.

Definigao 2.6. Seja (V, E) um grafo. A realiza¢iao de um grafo (V, E), que continu-
aremos chamando de grafo, é um conjunto de pontos em um espaco vetorial real R",
sendo os vértices representados por pontos e as arestas por segmentos de retas, ligando
estes pontos. Na realidade, para que um grafo se realize precisamos de duas condigoes:
(i) se duas arestas interceptam-se, entao interceptam-se em um ponto final comum;

(ii) cada vértice é um dos pontos extremos de uma aresta.

A realizacdo de um grafo orientado é sua realizagdo de um grafo (v,w) com a
ordenagao em cada uma das arestas. Iremos indicar a orientagao por uma flecha, como

no diagrama abaixo, onde a aresta é de v para w, ja denotada acima por (v, w).

Vejamos agora a realizacao dos grafos completos com até 3 vértices no R%:
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Um grafo completo com 4 ou mais vértices ndo pode ser realizado no R?, mas sim

no R3. Na realidade, todo grafo pode ser realizado no R*. Por exemplo,

Mesmo que os grafos estejam no R3, vamos desenhé-los sempre no plano. Conven-
cionamos desenhar pontos bem escuros para vértices e segmentos de retas para arestas.
Neste caso, dizemos que o grafo esta projetado no plano. Por exemplo, o grafo completo

com 5 vértices pode ser desenhado como na figura a seguir:

%captiongrafo completo com 5 vértices

Considere o grafo no R? formado por vértices e arestas de um cubo. O grafo

realizado no R? abaixo, representa a realizacdo do "cubo" no R2.

Definigao 2.7. Dois grafos (V,E) e (V',E') sao isomorfos se existe uma aplica¢io
bijetora f:V — V' de tal modo que:

{v,w} € E <= {f(v), f(w)} € E".



14 Grafos

A aplicacao f é chamada um isomorfismo entre os grafos, ou seja, f é uma aplicagao
bijetora do conjunto de vértices de (V, E) sobre o conjunto de vértices de (V', E'),
preservando as arestas.

Para provar que dois grafos nao sao isomorfos vamos olhar propriedades dos grafos
que sao invariantes por isomorfismos, e tentar encontrar uma propriedade que um grafo
possui e o outro nao. A propriedade mais simples é a ordem dos vértices. A ordem de

um vértice é o nimero de arestas que tem aquele vértice como um ponto final.

Exemplo 2.1. Os dois grafos abaixo sao isomorfos

n
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No exemplo anterior podemos observar que ambos os grafos possuem 2 vértices de
ordem 3 e 4 vértices de ordem 4. Abaixo estd a aplicagdo bijetora do conjunto de

vértices dos dois grafos.

Grafo 1 | Grafo 2 | Ordem
vt v’ 3
V° v° 3
v° ! 4
vt v’ 4
v® vt0 4
v? v® 4

v v3 Ve v

Observe que embora os dois grafos possuam 2 vértices de ordem 3 e 4 vértices de

ordem 4 eles nao sao isomorfos pois, no Grafo 1 os 2 vértices de ordem 3 nao sao pontos
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finais de uma mesma aresta como acontece no Grafo 2, logo nao é possivel construir

aplicacao bijetora preservando as arestas.

n+1

Definig¢do 2.8. Um caminho sobre um grafo G de v' para v € uma sequéncia de

vértices e arestas

U1€1’02€2 vnen,un+1

onde ' = (v'v?),e* = (vV*?),...,e" = (V") n > 0.

Perceba, que se n = 0 teremos somente v' e nenhuma aresta. Se G for orientado,

exigimos que ¢’ = (v'v'"!) sempre nesta ordem ou (v""'v') sempre nesta ordem, para

i = 1,...,n. Chamaremos o caminho de simples se as arestas e',...,e" sdo todas

distintas, e os vértices v', ..., v"™ sdo todos distintos exceto possivelmente v! = v™ 1.

Se o caminho simples tem v' = v"™ e n > 0 este caminho recebe o nome de laco.

Observe que para termos um laco, n deve ser maior ou igual a 3.

Definicao 2.9. Um grafo G é chamado conexo se, dados quaisquer dois vértices v e
w de G existe um caminho em G de v para w. Para qualquer grafo nao vazio G, uma
componente de GG consiste de todas as arestas e vértices que ocorrem em um caminho,
comecando em um vértice particular de G. Assim um grafo nao vazio conexo tem

exatamente uma componente.
Definicao 2.10. Chamamos de drvore um grafo G que € conezxo e que nao possui lagos.

Uma aresta e de um grafo é parte de um lago no grafo se, e somente se, a remocao

de e nao aumentar o numero de componentes do grafo.

Exemplo 2.2. Segue da definicao acima que o grafo da esquerda é uma arvore e o
grafo da direita nao.

!
-

NS
foo i —
PARN

7/

1—4

.
N
// /

Definicao 2.11. Um grafo H é chamado um subgrafo de um grafo G se os vértices de
H sao vértices de G e se as arestas de H sao arestas de G. H é chamado um subgrafo

proprio de G se além disso H # G.



16 Grafos

O grafo G pode ter uma arvore como subgrafo (o grafo vazio é uma arvore). Um
conjunto I' dos subgrafos de G que sao arvores tem elementos maximais, isto é, teremos
pelo menos um 7' € T tal que T nao é subgrafo proprio de qualquer 7" € I'. T é chamado

de arvore maximal de G.

Proposicao 2.1. Seja G um grafo conexo. Um subgrafo T de G € uma drvore mazximal

para G se, e somente se, T € uma drvore e contém todos os vértices de G.

Demonstracao. Vamos supor G nao-vazio. Suponha que T é uma arvore maximal de
GG, portanto uma arvore nao-vazia. Suponha que um vértice v de G nao pertenca a 7.
Escolha um vértice w de T' e um caminho de v para w em G. Seja v' o primeiro vértice

*1 e a aresta e = (v'0"!) ndo pertencerdo a

desse caminho em 7', o proximo vértice v’
T. Adicionando v'*! e €' a T obtemos 7", um subgrafo de G maior que 7. Além disso,
e’ nio pode ser parte de qualquer laco de 7", porque um de seus pontos finais, v’ néo
pertence a nenhuma aresta de 7" exceto e’. Assim 7" é uma arvore e 7' ndo é maximal.

Reciprocamente, suponha que 7" ¢ um subgrafo de G que é uma arvore e contém
todos os vértices de G. Suponha que H é um subgrafo de G com T" um subgrafo préprio
de H. Desde que T ja tenha todos os vértices de G deve haver uma aresta, e = (vw)
(por exemplo) em H mas nao em 7. Desde que T  é conexo existe um caminho simples
em T de v para w, acrescentando e ao final do caminho obtemos um lago em H. Por

isso H nao é uma arvore e 17" é maximal. L]

Sejam G um grafo conexo e um subgrafo 7" que é uma arvore. Entao T é um
subgrafo de uma arvore maximal de G. De fato, se H é um subgrafo de G que nao
contém um lago (ndo necessariamente conexo), entdo H é um subgrafo de uma arvore
maximal de G.

Um vértice v de uma aresta (vw) em um grafo G ¢ chamado livre se v nao ¢ um
vértice de qualquer aresta de G exceto e, ou seja, v € um vértice de grau 1. Uma aresta
interior de um grafo é uma aresta que nao possui um ponto final como vértice livre.

No diagrama abaixo e' e e? sdo arestas interiores, e® ndo. v é um vértice livre de €.

Um grafo em que todas as arestas sao interiores é obrigado a ter um lago (desde que
o numero de arestas seja finito), dai segue que uma arvore com pelo menos uma aresta
sempre possui uma aresta e que nao esta no interior. Removendo esta aresta do grafo
junto com o vértice livre de e, teremos o que é chamado de colapso. Assim o colapso

transforma uma arvore em uma arvore menor, o que mostra que qualquer arvore se
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colapsa a um tnico vértice livre e se um grafo colapsa a um tnico vértice livre, entao

é uma arvore.

Falaremos agora um pouco sobre a Lei de Kirchhoff e sobre o niimero ciclomatico,
uma propriedade fundamental dos grafos que surgiu através do estudo de correntes

continuas.

Podemos associar um grafo a um circuito de correntes continuas, substituindo os
terminais por vértices e os fios por arestas. As Leis de Kirchhoff estabelecem equacoes
lineares para as correntes.

Suponhamos que existam «g vértices e a; arestas, entao quaisquer oy — 1 das
g equagoes sao independentes. A fim de determinar as correntes, sao necessarias
a1 —ap+1 equagoes independentes, que correspondem a a; —ap+1 lagos independentes.

O ntmero de lagos independentes oy — ap + 1 decorrentes da analise de circuitos
elétricos de Kirchhoff foi chamado de ntimero ciclomético do circuito por James Clerk
Maxwell.

Um simples exemplo é o grafo abaixo que possui numero ciclomatico 3 ja que todos

os lagos sao uma combinacao de 3 lagos que ligam as regides dentro do triangulo grande.

A seguir a definicdo e o teorema que conectam a ideia de arvore maximal com o

numero ciclomaéatico.

Definigao 2.12. Seja G um grafo conexo com oy = ao(G) vértices e ay = ay(G)
arestas. O nimero ciclomdtico de G € o niumero inteiro:
w=pu(G) =0, —ap+ 1.
Teorema 2.1. Seja G um grafo com o nimero ciclomdtico p. Entao:
1. n>0.
2. u =20 se, e somente se, G € uma drvore.

3. Toda drvore mazimal de G tem ay — p arestas.

Assim toda drvore mazimal de G pode ser obtida de G pela remogao de p arestas
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Grafos

adequadas (e nao de vértices). Estas arestas devem ser interiores desde que T

seja conexo.

4. Removendo menos que p arestas de G nao conseguiremos ter uma drvore, remo-

vendo mais que i arestas sempre teremos G desconexo.

Demonstragao. A demonstracao de (1) e (2) é por indugao sobre ;. Claramente (1) e
(2) sao verdadeiras se oy = 0. Vamos supor que sejam verdadeiros para oy < k, onde
k > 1, e seja G com k arestas.

(i) Suponha que G é uma arvore. Entao G tem uma aresta que nao é interior, por
exemplo e. Removendo a aresta e e um vértice livre desta mesma aresta de G deixamos
a arvore G' com k — 1 arestas. Pela hipotese de indugao, u(G') = 0, e por construgao
w(G") = p(@G). Porisso pu(G) = 0.

(ii) Suponha que G nao seja uma arvore, entao G tem arestas interiores, por exemplo
alguma aresta de um lago de G. Seja G’ obtido pela remogao desta aresta (e de nenhum
vértice). A remogao de uma aresta do lago nao pode desconectar G, assim G’ nao é
desconexo e pela hipotese de indugao u(G') > 0. Por construcao u(G') = u(G) — 1.
Logo u(G) > 1.

Isto completa a demonstrac¢ao por inducao de (1) e (2). Para demonstrar (3), seja
T uma arvore maximal de G, assim ay(G) = ap(T). Como u(7T) = 0, segue que
a(T) = aa(G) — p(G).

Para demonstrar (4), note que removendo p arestas (e nenhum vértice) de G ou
deixamos um grafo desconexo ou um grafo conexo com um tnico nimero ciclomatico
1(G) — p. Disto e de (1) e (2) podemos deduzir (4). O

Observagao 2.1. 1. Removendo p arestas ao acaso podemos nao deixar um grafo
conexo. Entretanto se removendo p arestas, o grafo torna-se conexo entao esta
deve ser uma drvore maximal, ou seja, ird conter todos os vértices e o niumero

ciclomdtico € zero.

2. Seja G um grafo conexo com u(G) = 1. Entao G tem exatamente um lago.

Desde que u(G) > 0, G tem pelo menos um lago. Se tiver dois lagos, seja e uma
aresta de um laco mas nao de outro. Removendo e de G deixaremos G conexo, e
continuard contendo um lago, mas também diminui p isto é, p =0, o que € uma

contradi¢ao, logo G possui um unico lago.

Definicao 2.13. Seja G um grafo orientado com arestas e',--- ,e".

T
z = E A€,
i=1

\; inteiros. Para cada aresta e’ = (v,w), seja o bordo de €', denotado por d(e') = w—v.

Uma 1-cadeia z

em G € dado por



A I-cadeia z dada acima é um 1-ciclo se
Jd(z) = Z N\ide! =0
i=1

Teorema 2.2. Seja G um grafo conexo orientado com nimero ciclomdtico p. Sejam z
um 1-ciclo em G e I*,1%,--- 1" lagos bdsicos. Denotando-se por z' o 1-ciclo associado
al', a direcao do lago I' escolhida de modo que €' ocorre em z' com coeficiente +1,

entao existem inteiros \i, Ay, ..., \, unicos, tais que:

A € o coeficiente da aresta €' em z.

Demonstracao. Vamos supor que G é uma arvore, isto é, que p = 0 e seja z um 1-ciclo
em (G. Vamos provar que z = 0, ou seja, que nao temos 1-ciclos nao triviais na arvore.
(Isto generaliza o fato de que néo existem lagos em uma arvore). O resultado é claro
se G nao tem arestas, entao supomos verdadeiro para arvores com nimero de arestas
k (k> 1) e G com k arestas. Seja e uma aresta nao-interna de G, e v um vértice livre
de e. O coeficiente de e em z deve ser zero, caso contrario o coeficiente de v em 9z nao
seria zero.

Por isso z ¢ um 1-ciclo no grafo obtido pela remogao de e e v de G. Este grafo é uma
arvore com k — 1 arestas. Por indugao z = 0.

Agora suponha p > 0, e seja z um l-ciclo de G. Seja \; o coeficiente de e em z, e

consideremos

S O o D W

Certamente 2’ é um 1-ciclo, desde que z e o z° sejam 1-ciclos. Também, o coeficiente
de cada €' em 2’ é 0, pela escolha de \* e desde que o coeficiente de e’ em z* seja +1
enquanto e’ nio ocorra em 2’ para j # i. Entdao 2/ é um l-ciclo no grafo obtido pela
remocao das arestas e',...,e" de G. Este grafo ¢ uma arvore (maximal de G) e pela
primeira parte da demonstracao 2’ = 0.

Falta verificar que a expressao de z ser tnica. Para ver isso, suponha que

B p
z = E Nzt = g Aozt
i=1 i=1

Comparando coeficientes de e’ com os dois lados temos que \; = A ]

Observe que uma base para 1-ciclo em um grafo conexo GG é uma colegao de 1-
ciclos de G dos quais cada 1-ciclo de GG pode ser expressado unicamente como uma
combinacao linear com coeficientes inteiros. Assim z',..., 2" é uma base. Mas nem

toda base surge desta maneira, de uma arvore maximal. Por exemplo, ¢ impossivel
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achar arestas e', €2, €%, e* do grafo abaixo, tal que, os representantes ciclicos 2!, 2%, 2%, 2

formam a base dada pelos bordos dos quatro triangulos equildteros pequenos.




3 Superficies fechadas

A fim de estudar as superficies vamos assumir que elas podem ser divididas em
triangulos. Portanto, é necessario, de inicio, identificar as propriedades que cada objeto
deve possuir para ser chamado de superficie, e em seguida ver que propriedades nos
garantem uma triangulagao.

A propriedade fundamental é a seguinte: Seja um ponto P na superficie. Os pontos
proximos a P constroem um pequeno caminho na superficie, a regiao compreendida
por este caminho é homeomorfa a um disco 2-dimensional. O disco pode ser dobrado
ou esticado, mas nao pode ser rasgado, até obtermos um poligono. Ligando P aos
vértices deste poligono obtemos tridngulos que constituem uma triangulacao do disco

que contém P na superficie.

R fr/ - . \

\ DYy, = ' =

- ; | .,
'\-._‘_\_“1 r___,/f

No nosso trabalho vamos considerar superficies fechadas, isto é, compactas e sem
bordo. Posteriormente, apresentaremos a definicao de superficies fechadas, formal-

mente.

3.1 Superficies fechadas e orientaveis

Recordemos que em um grafo, as arestas se interceptam apenas nos vértices. Vamos
agora construir objetos 2-dimensionais, impondo uma condigao de interse¢ao. No caso,
os objetos sao triangulos, que podem ser de todo tipo e tamanho. Note que todo
triangulo possui 3 vértices, 3 arestas e uma face. Considerando apenas os vértices e as
arestas, a condicao de intersecao é a seguinte:

Dois triangulos quaisquer:

(i) s@o disjuntos ou

(ii) possuem um vértice em comum ou

21
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(iii) possuem dois vértices em comum, e consequentemente, uma aresta em comum.

Uma colecao M de triangulos, satisfazendo a condicao de intersecao é conexa se
dados dois vértices quaisquer existe um caminho ao longo das arestas ligando esses dois
vértices. Observe que o conjunto de arestas e vértices dos triangulos de M formam um
grafo.

Um outro conceito importante para definir superficies fechadas é o link. Considere
um vértice v de algum tridngulo da colecao que satisfaz as condi¢oes de intersecao. Os
lados opostos a v nos triangulos de M que possuem v como um vértice irao formar um

grafo, chamado de link de v.

Definigao 3.1. Uma superficie fechada é uma cole¢ao M de tridngulos (em um espago
euclidiano) de tal modo que:

(i) M satisfaz as condigdes de intersegao;

(i) M € conexo;

(#i) para qualquer vértice v de um tridngulo de M, o link de v € um poligono

fechado simples.

Qualquer aresta de uma superficie fechada M estd em exatamente dois triangulos de
M. Mas, note que 2 tetraedros com um vértice em comum possuem esta propriedade,
embora nao sejam uma superficie fechada. Dois tetraedros com uma aresta em comum
nao satisfazem a condigao que toda aresta esta em exatamente dois triangulos.

A definicao de superficies fechadas nao permite a colecao de triangulos abaixo

Y

24 = .

ja que o link do vértice v nao forma um poligono fechado simples (é um arco poligonal).

O diagrama mostra a triangulacao da faixa de Méebius, que é obtida juntando as pontas
do retangulo apdés um giro de 180°. Revertendo uma das setas do diagrama obtemos

um cilindro, no qual as extremidades do retangulo sao identificadas sem a torcao.

Exemplo 3.1. Um tetraedro oco é uma superficie fechada, o link de qualquer vértice
¢ dado pelas 3 arestas de uma face oposta. Entretanto 2 tetraedros com um vértice
em comum nao formam uma superficie fechada desde que o link de um vértice comum
seja dado por 2 poligonos fechados e nao por um poligono fechado, o que nao satisfaz

a terceira condicao da defini¢ao de superficies fechadas.
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O diagrama abaixo mostra uma representacao de uma superficie fechada que contém
18 triangulos. Os pares com mesma letra coincidem, por exemplo, os dois tridngulos
sombreados possuem a aresta ¢ em comum. O link de v é desenhado pela linha mais
grossa no diagrama, as duas linhas grossas juntas formam um hexagono fechado. A

superficie fechada descrita é uma triangulacao de um toro.

a C
P -
- -

Y

o I\

o
i
¥

Abaixo temos as representacoes das triangulacoes de uma garrafa de Klein e de um

plano projetivo.

a : : r B g
d & I ok &
2 4 Y e e g Ye
f 1 fa 14
= [ I . 5 :
Figura 3.1: Garrafa de Klein Plano projetivo

As duas superficies podem ser construidas em um espaco tridimensional. O desenho

da garrafa de Klein, no qual existe uma auto interse¢ao ao longo do circulo, esté abaixo:
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A maior divisao entre superficies fechadas é entre orientaveis e nao-orientaveis.
Vamos conhecer de uma forma um pouco informal este conceito, iremos defini-lo for-
malmente no préximo capitulo. Cada triangulo de uma superficie fechada M tera uma

seta desenhada internamente, mostrando a orientagao, como no diagrama

No diagrama da esquerda, os dois triangulos com a aresta comum estao coerente-
mente orientados, enquanto os tridngulos do diagrama da direita nao estao coerente-

mente orientados.

Definicao 3.2. Uma superficie fechada M ¢é chamada (coerentemente) orientada se
todos os tridngulos de M possuem a mesma orientagao e tal que a aresta em comum dos
dois tridngulos introduzem orientagoes opostas na aresta em comum. Caso contrdrio
M € chamado nao-orientdvel.

Exemplo 3.2. No exemplo anterior vimos algumas tridngulagoes e podemos notar que
o toro é orientavel, mas a garrafa de Klein e o plano projetivo nao. Note que as duas
ultimas superficies contém uma faixa de Moebius. De fato sera mais claro ver se uma
superficie fechada é nao-orientavel se ela contém uma faixa de Mdebius. No caso da
garrafa de Klein, por exemplo, removendo a parte sombreada de triangulos do exemplo
anterior teremos outra faixa de Mdebius, que pode ser identificada pelos dois a’s, b’s e

c’s.

3.2 Representacao poligonal de uma superficie fechada

Vamos comegar com uma superficie fechada M, orientando arbitrariamente as ares-

tas e rotulando os triangulos t*, ... t" e as arestas e', ..., e™. A informacdo necessaria
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para construir M baseia-se nos n triangulos e, para cada tridngulo, as trés arestas
orientadas que lhe pertencem. Por exemplo na figura abaixo, o tetraedro da esquerda

pode ser construido pelos quatro triangulos da direita

Vamos tentar construir um plano de representacao de M mais conveniente do que
a colecao de n tridngulos disjuntos com arestas rotuladas. No caso de um tetraedro,
conseguimos construir o plano de representacao, pela montagem de M no plano: po-
demos juntar t* a t' por €2, e t* a t! por e, e t* a t' por €. O resultado é o diagrama
abaixo que descreve completamente o modo de como cada triangulo de M intersecta

outro.

O mesmo procedimento pode ser feito para qualquer superficie M. Comegando com
n triangulos disjuntos com arestas rotuladas e montando-os um por vez. Triangulos
que tenham sido montados em determinado estidgio serao chamados de usados e os
restantes de nao usados. Isto é essencial para identificar em qual estagio a aresta de
um tridngulo nao usado passa a ser a de um usado. O bordo de uma regiao planar
coberta por tridngulos usados sempre serd um poligono fechado. O tnico problema
desse procedimento é acabar em alguma sobreposicao, como no diagrama abaixo em

que o triangulo sombreado é o ultimo a ser adicionado.
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Para que nenhum triangulo sobreponha o outro, devemos distorcer os triangulos,
mantendo as arestas retas, por exemplo, fazendo com que a fronteira dos triangulos
usados seja sempre convexa. A representacao final de M serd uma representacao fiel
de todas as intersegoes dos triangulos de M. Isto nos leva a prova que, até que todos
os triangulos tenham sido usados, sempre teremos um triangulo nao usado com uma
aresta em comum com o bordo do poligono dado pelos triangulos usados. Certamente
h& um triangulo nao usado com um vértice v em comum com algum triangulo usado, e
a construcao garante que todos os vértices estao no bordo do poligono. Agora fica fécil
de verificar, usando o fato de que o link de v em M é um poligono fechado simples, e
que existe um triangulo ndo usado com vértice v e outro vértice (por isso uma aresta)
em comum com um tridngulo usado (note que a construgdo pode nao dar certo se
comegarmos algum estagio com dois tetraedros com um vértice em comum).

Continuando antes de todos os triangulos de M serem usados, obtemos a represen-
tagao poligonal de M como uma regiao delimitada por um poligono fechado simples.
Esta regiao é dividida em n tridngulos que correspondem aos triangulos de M, e a
fronteira do poligono tem n + 2 arestas que ocorrem em pares igualmente marcados. A
identificagdo necessaria para recuperar M pode ser descrita por um simbolo: comece
com um vértice qualquer e leia em volta do bordo do poligono, escreva as arestas ou
inverta-as de acordo com a orientagao a favor ou contra a direcao da viagem. Por

exemplo, para o tetraedro abaixo

o simbolo sera:

(65)_164(64)_1(66)_16665
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Note que o simbolo é sempre ciclico, podemos comegar de um vértice diferente e
também com uma orientagao contraria.

Os triangulos de uma representacgao poligonal de uma superficie fechada M podem
ter orientagao coerente, se estes recebem uma orientacao coerente de M eles mesmos
dependem da disposi¢ao da orientacao da fronteira do poligono. Se o simbolo contém

.a...a”'... entdo a orientacdo sera coerente através das arestas acima de a, se este
contém ...b...b... entdao a orientacao nao seré coerente através da aresta b. De fato,

temos os seguintes resultados:

Proposicao 3.1. Suponha que a superficie M € representada por um simbolo, como
anteriormente. Entao M € orientdvel se, e somente se, para cada letra que ocorrer no

simbolo, o inverso sempre ocorre.

Suponha que temos um poligono simples fechado com um ntimero par de lados, a
regiao plana ¢é limitada por um poligono que a divide em triangulos, de tal maneira que
os lados do poligono sao arestas dos triangulos e dois tridngulos se interceptam sempre,
em um vértice ou em uma aresta. Agora nomeando os lados do poligono com letras ou
setas, cada letra serd usada exatamente duas vezes. O digrama pode ser esquematizado
para colocar os tridngulos juntos, uma maneira similar nas arestas pode ser identificada
com setas correspondentes.

A identificagdo das arestas implica na identificagdo de certos vértices da fronteira
poligonal, e com isto acabamos rotulando os vértices do diagrama, aqueles a serem

identificados recebem o mesmo nome.

Proposicao 3.2. Um esquema do tipo descrito anteriormente € realizdvel em super-
ficies fechadas se, e somente se: (i) os pontos finais de qualquer aresta sao nomeados
diferentemente, e (ii) nao hd duas arestas (a menos que sejam identificadas) que te-
nham a mesma nomea¢io no ponto final, e (iii) nao hd dois tridngulos que tenham os
VETtices com mesma nomeagao.

O diagrama entao € chamado representacao poligonal de superficies fechadas.






4 Complexos simpliciais

Um tridngulo é¢ um bom modo de continuar a sequéncia ponto, segmento, ... ( que se
tornam O-simplexo, 1-simplexo, ...) e sugere que o quarto termo seja o tetraedro sélido.
Tudo neste capitulo ird ocorrer em um espaco vetorial real RY e a menos que indicado
de outra forma, a tnica restricao é que N seja grande o suficiente para a discussao
fazer sentido, portanto, se falarmos de 4 pontos nao coplanares entao, obviamente, N

deve ser pelo menos 3.

4.1 Simplexos

Definigao 4.1. Sejam v°,...,v", n+ 1 vetores em RY com n > 1. Esses vetores sio

geometricamente independentes, se vt — UO, R P V°

sao linearmente independentes.
Por convencio se n = 0 entdo o vetor v° é sempre geometricamente independente

(mesmo se for nulo).

Segue da definicdo, que v° e v' sdio geometricamente independentes se, e s6 se,
v #£ ol e 1?0, v? sdo geometricamente independentes se, e s6 se, ndo sao colineares.

Se v°,...,v" forem geometricamente independentes entdo os vetores li. o' —

0%, ..., 0™ — v° constituem uma base de um subespaco U de RY de dimensdo n que

contém todos os v — 00, ... 0" — .

Definicao 4.2. Sejam v°, ..., 0™ vetores em RYN. Um vetor v € dito geometricamente
dependente de v, ... v" se existem nimeros reais nio negativos Ao, . .., A, de tal modo

que:

MN+...+N, =1 e v= X"+ ...+ 0"

Proposicao 4.1. Sejam 1°,...,v" geometricamente independentes e seja v um vetor
geometricamente dependente deles. Entao existem unicos niumeros reais A, ..., A\, tal
que g N=1lev= g A\iv'. Os N's sao chamados de coordenadas baricéntricas de v
n

em relacdo a v°,... v

2

Demonstracao. Os N's existem, e isso ¢ assegurado pela definicio de dependéncia
n

n
geométrica. Para provar a unicidade suponha que v = g AUt = E ;0" onde
i=0 i=0

29



30 Complexos simpliciais

Z)\ Z/“‘Z = 1. Entao ZVZ =0, onde v; = \; — ;, € iui = 0. Conse-

1=0 i=0 =0
quentemente temos 1° = ... =" =0, ou seja, \; = y' parai=0,...,n. O

Definicao 4.3. Sejam 1°,...,v" geometricamente independentes. O simplexo com

0

vértices v°, ..., v" € o conjunto de pontos geometricamente dependentes de v°, ... v" e

com todas as coordenadas baricéntricas positivas. Dizemos que o simplexo € gerado por
W0, ..., v™. Os pontos com todas as coordenadas baricéntricas estritamente positivas sio
chamados de pontos interiores do simplexo e que algumas vezes € chamado de simplexo

aberto com vértices v°,

O bordo do simplexo consiste do conjunto de pontos que
nao sao interiores, isto €, que possuem, pelo menos uma coordenada baricéntrica igual

a zZero.

Exemplo 4.1. 1. Para cada vetor v° o O-simplexo (v°) é o conjunto {v°}. Vamos

denotar (v°) simplesmente por v°.

0

Para cada dois vetores v vl o l-simplexo (v%') é o segmento com os pontos

finais v° v . O bordo de é {v° o'} e o interior é o segmento aberto com
) )

pontos finais v°, v,

0 0,1,2

Para cada trés vetores nio colineares v, v*, v* o 2-simplexo (v’v'v?) ¢ o triangulo

com vértices v”,v', v*. O bordo de (vovlv2) ¢ dado por (v"v!) U (v'v?) U (v*0°),

e o interior é o complementar.

Para cada 4 vetores ndo coplanares v°,v',v* v* o 3-simplexo (v°v'v*v?) ¢ cha-

mado de tetraedro com vértices v°, v', v, v, cujo bordo consiste dos 4 triangulos.
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Um simplexo é convexo se dados dois pontos v e w do simplexo, todos os pontos
do segmento que ligam v & w pertencem ao simplexo. De fato, o simplexo é o menor
conjunto convexo contendo seus vértices, que é chamado a envoltoria convexa de seus

vértices.

Definicao 4.4. Seja s, = (v°..0") um simplezo. Uma face de s, é um simplexo cujos
vértices formam um subconjunto de {vo, ., u"}. Se o subconjunto € préprio (ou seja,
nao € todo o conjunto {UO, .., U"}) dizemos que a face € uma face propria. Se s, € uma
face de s, denotamos por s, < s, ou s, > s,; note que s, < s, para qualquer simplexo

Sp-

Observe que o bordo de s, é a uniao das faces proprias de s, e que as faces 0-
dimensionais e 1-dimensionais de um n-simplexo formam um grafo completo com n+1

vértices.

4.2 Simplexos Orientados

De acordo com as defini¢coes anteriores deste capitulo, permutar vértices de um
simplexo nao causa nenhuma alteracao. Se definirmos a ordenacao de vértices, o resul-
tado é chamado de simplexo ordenado. Portanto, associado com qualquer n-simplexo
existem (n + 1)! simplexos ordenados distintos. Na préatica, nao iremos fazer disting¢ao
entre eles.

Considere por exemplo um 2-simplexo (v"v'v?). Os seis simplexos ordenados asso-

ciados a ele sao aqueles cujas ordenacoes estao abaixo:

0,1 2 )k
0 f{l oy } {_L_,Ut..EUI]

Ly 7 r
(v122Y) i (v20l0)

20,11 z
1 ] (E-']'U[:Ii'_'zj

(vev1
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Os trés pares de permutacoes de v°, v',v? da figura da esquerda possuem ordenacao
dos vértices no sentido anti-horario, enquanto que os trés outros pares de permutacoes
da figura da direita possuem ordenagao dos vértices no sentido horéario. O que nos

sugere a defini¢ao abaixo.

Definicao 4.5. Seja s, = (v°..0") um n-simplevo. Uma orientagio para s, € um
conjunto de ordenacgoes para os vértices constituidos por uma ordem particular, e de
todas as permutacoes pares deles. Um n-simplexo orientado o, € um n-simplexo s,
juntamente com uma orienta¢do para S,. Para uma permuta¢ao w de {0,...,n} os
simplezos orientados o, = (v°..0") e 1, = (V™. 0™ M) satisfazem o, = T, se T € par,

e o, = —T, se T for impar.

Escrevemos o, = (v"...0") para dizer que o, é o n-simplexo orientado com vértices
vY...0", e a orientacdo é dada pela ordem apresentada e de todas as permutacoes pares
dele. Quando n > 0 escrevemos —o,, para o simplexo orientado que consiste do mesmo

n-simplexo e a cole¢ao de outras ordenagoes dos vértices. Pela definigao —(—0,) = 0,,.

4.3 Complexos simpliciais

Definicao 4.6. Um complexo simplicial é um conjunto finito K de simplexos em RN

com as sequintes propriedades:
1. Sese K et<sentiot e K.

2. Condigcao de intersecao: se s € K et € K entao sNt ou € vazia ou € uma face
de s e det.

A dimensao de K é a dimensao do simplexo de K de maior dimensao. O espaco
subjacente de K, denotado por |K|, é o conjunto de pontos em R" que pertencem a
pelo menos um simplexo de K. Isto é, |K| é a unido de simplexos de K.

Quando desenhamos complexos simpliciais, as vezes, é ttil indicar vértices por um
ponto cheio em 2-simplexos que fazem parte do complexo.

Um complexo simplicial K de dimensao n é puro se todo simplexo de K é uma face
de algum n-simplexo de K. Uma superficie fechada é um complexo simplicial puro.
Um complexo simplicial ndo-puro ¢ dado por exemplo, por K = {(v°v'), ("), (v1), (v*)}
onde v°, v, v? sdo distintos. Aqui dim K = 1 mas (v?) ndo é uma face de qualquer
1-simplexo de K.

Os trés diagramas abaixo nao representam complexos simpliciais pois, nao respei-

tam as condigoes de intersegao.
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Mas, os diagramas abaixo sao verdadeiros complexos simpliciais com, em cada caso,
o mesmo espago subjacente. As triplas em parénteses sao respectivamente a quantidade

de 0-simplexos, 1-simplexos e 2-simplexos.

f

L . |
\\\ |

|

)

(54,0 (6,9 4) (7,9,3)

O conjunto de todas as faces de um n-simplexo s, é um complexo simplicial de
dimensao n, que é denotado por 5,. O conjunto de todas as faces proprias de s, ¢ um
complexo simplicial de dimensao n — 1, que é denotado por s, e é chamado de bordo

de s,. Assim, o bordo de s, é a uniao de faces proprias de s,,.

Definicao 4.7. Seja K um complexo simplicial. Um subcomplexo de K é um subcon-

Junto L de K que possui a sequinte propriedade:
(seLit<s=tel)

O subconjunto L € chamado proprio se L # K.
Se todo simplexo do complexo simplicial possui uma orientagao dizemos que o com-

plexo stmplicial € orientado.

Definicao 4.8. Seja r um nimero inteiro e positivo. O r-esqueleto de um complezxo
simplicial K € o conjunto de simplexos de K com dimensao < r, denotado por K". Cla-
ramente K" é um subcomplezo de K. O 1-esqueleto K de qualquer complexo simplicial

K é um grafo.

Um complexo simplicial K é chamado conexo se K' é um grafo conexo, ou seja, se
e somente se, existe um caminho ao longo das arestas de K conectando quaisquer dois
vértices. Para qualquer K, uma componente de K é um subcomplexo conexo maximal.
Assim K ¢ a unido (disjunta) de suas componentes, e K é conexo se, e somente se,

possui exatamente uma componente.
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Definigao 4.9. Um conjunto U de R que é o espaco subjacente de algum complexo
simplicial é chamado de poliedro. E claro que existem muitos complexos simpliciais
cujos espagos subjacentes sejam um dado poliedro U (a inica excegao € quando U é um

conjunto finito) e quaisquer desses complexos simpliciais sao chamados de triangulagoes

de U.

4.4 Estrelas e Links

Definicao 4.10. Seja ¥ um conjunto de simplexos de K. O fecho de ¥ (em K) é o

menor subcomplexo de K que contém X, ou seja, € definido por:
Y= {s€ K:s<tparaalgum t € X}

Se s € K e ¥ = {s}, entdo vamos escrever 5 em vez de @ para o fecho de X; note

que |3| = s, |2| = || para qualquer X.

Definigao 4.11. Seja X um conjunto de simplexos de K. A estrela de ¥ (em K) é
definida por:

St(X) = St(3,K) ={s € K;s >t para algum t € ¥}

A estrela fechada de X (em K) é o fecho de 3, e é denotada por St(X) ou St(2, K).
Portanto,
StX)={uecK:3tcXescKcoms>ues>t}

e St(X) é um subcomplexo de K. O exemplo mais importante é ¥ = {s}: escrevemos

St(s) e St(s) em vez de St({s}) e St({s}).

. o 0 D _ 0 q . N . ~
Sejam s, = (v”... ") e 5, = (w" ... w?) simplexos em R". Dizemos que s, e s, sdo
0 ..., w?sdo geometricamente independentes,

e neste caso a ligagao s,s, ¢ um p+q-+1-simplexo (vo Pl

ligados se os p+q+2 vetores v°, ..., 0P, w

~w?). Assim s,5, = 545,
Definicao 4.12. Seja s € K. O link de s em K é definido por:
Lk(s)=Lk(s,K) ={te K:ste K}

Lembremos que st € K significa que (i) s e t s@o ligados, e (ii) a ligacao st pertence

a K. Lk(s) ¢ um subcomplexo de K.

Exemplo 4.2. Seja K um complexo simplicial de dimensao 2. Entao o link de um

0

0-simplexo v° consiste de todos os 0-simplexos v! para os quais (vovl) € K e todos

os 1-simplexos (v'v?) para os quais (v*v'v?) € K. O link de um Il-simplexo (v°v')
consiste de todos os 0-simplexos v? para cada (v'v'v?) € K.
Se supomos que o link de todo O-simplexo é um poligono fechado simples, entao

temos que o link de todo 1-simplexo é formado por dois 0-simplexos e que K é puro
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(todo simplexo é uma face de um 2-simplexo). Assim K consiste precisamente de
triangulos de K junto com suas arestas e vértices. Por isso a defini¢ao de superficie
fechada pode ser reescrita como:

Uma superficie fechada € um complexo simplicial 2-dimensional no qual o link de

todo 0-simplexo é um poligono fechado simples.

A técnica do colapso é uma ideia geométrica simples, ja utilizada no caso dos grafos:

um grafo colapsa a um ponto se, e somente se, ele é uma arvore.

Definicao 4.13. Seja K um complexo simplicial. Um simplexo principal de K € um
simplexo de K que nao € uma face propria de qualquer simplexo de K. Para qualquer
s € K, uma face livre de s € uma face propria t de s de tal modo que t nao € face
propria de qualquer simplexo de K além de s. (Assim uma face livre de s tem dimensdo

s—1 e se s tem uma face livre entdo s deve ser principal).

Vejamos os seguintes diagramas:

Py . il v2
- =
7
v
. v7
.
3
2 a4 23
2
2 R a2
a3 & a
v \ 8 v a7 Ve W3 = * 4
ef ef
a5
5
v V5

No diagrama da esquerda, os simplexos principais sao:
v7; el, 62, 67; tl,t2

Destas, somente 67;t1,t2 sao faces livres, isto é v° para 67, ed e et para tl, eeeel

para t2.

Suponha que K tenha um simplexo principal s que possua a face livre t. Entao o
subconjunto K; de K obtido pela remocao de s e ¢t € um subcomplexo de K, obtido a
partir de K por um colapso elementar (que é descrito como sendo um colapso de s por
t). A notacdo é K \° K;. O diagrama da direita mostra o resultado de trés colapsos
elementares, de t! através de e*, t? através de €8 e e através de v°.

A sequéncia K \° K1 \° Ky \° ... \\* K,, de colapsos elementares é chamada
de colapso e é denotada por K N\ K, (um caso especial é a sequéncia vazia pela qual

K N\ K). Se K,, consiste de um tnico vértice dizemos que K se colapsa a um ponto.






5 Grupos de homologia

Neste capitulo iremos formalizar a definicao de grupos de homologia para um com-
plexo simplicial K orientado. O grupo H,(K) com 0 < p < dim K mede, a grosso
modo, o nimero de buracos p-dimensionais em K. Se K é um grafo orientado entao

H,(K) é isomorfo ao grupo Z;(K) de 1-ciclos em K.

5.1 Grupos de cadeia e homomorfismo bordo

Os grupos de cadeias associados a um complexo simplicial orientado sao definidos

a seguir.

Definicao 5.1. Seja K um complexo simplicial orientado de dimensao n, e seja o,

o numero de p-simplexos de K. Para 0 < p < n, sejam 0;, ., 097 08 p-simplexos

p
orientados de K. O p-ésimo grupo de cadeias de K, denotado por Cp(K), é um grupo

abeliano livre gerado por 0;, oy o0r. Assim, um elemento de C,(K) é uma combinagao

»Yp
linear

)\1011) +...+ /\%agp

com 0s \’s inteiros, que € chamado uma p-cadeia em K. Duas p-cadeias sao somadas

adicionando os coeficientes correspondentes.

Quando escrevemos as p-cadeias é habitual omitirmos os p-simplexos cujos coefici-
entes sejam zero, a menos que todos sejam 0, quando escrevemos apenas 0. Também
escrevemos o para lo. Para p > n ou p < 0 o grupo C,(K) é definido por 0.

Seja G um grafo orientado com um caminho v'e'v?e? ... v"e™" ™! em G. Podemos

associar a ele a soma formal

erel +ee® + .. e e
onde ¢; = 1 se ¢ = (v'v'™) e ¢ = —1 se ' = (v 1),

T

Definigao 5.2. Considere G um grafo orientado com arestas e, ... e". Uma I-cadeia

em G € uma soma formal

el 4 doe? + .+ \e”

37
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onde cada \; € um niumero inteiro. Quando escrevemos 1-cadeia omitimos qualquer
aresta com o coeficiente 0. A 1-cadeia na qual todos os coeficientes sao zero € denotada
por 0. Definimos a soma de duas 1-cadeias E Ae e E Ae' como:

DN Y Net =) (A + X)e’

que € uma I1-cadeia também.

O grupo de 1-cadeias em G é um grupo abeliano, denotado por C1(G).

Observe que uma 0-cadeia em G é uma soma formal

Brvt + Bov? + .+ Bp™

onde v', ..., v™ sdo os vértices de G e cada f3; ¢ um ntmero inteiro. 0-cadeias sdo so-

madas, somando coeficientes, e o conjunto de 0-cadeias é um grupo abeliano, denotado

por Cy(G).

Exemplo 5.1. A 1-cadeia associada a um caminho é obtida da maneira descrita na
definigdo acima. Note que as arestas em um caminho néo necessitam ser distintas (a
nao ser que o caminho seja simples), entao o coeficiente final de uma aresta pode ser

um numero diferente de 0, 1 ou —1.

1,2 2 16,4 1,2 3 3

Por exemplo, a l-cadeia associada ao caminho vie'v?e?v'eSvtelv?ev® no grafo

acima é el +e2 — el + el — e =2e! 42— — b,

Recordamos que o bordo d(v%v') de um I-simplexo orientado (v°v') é a 0-cadeia

v' — . Agora, considere um 2-simplexo orientado (v%v'v?). E desejavel que o bordo
seja uma 1-cadeia
0(v°v'?) = (v'?) + (v*0°) + (0v1)
Entretanto, se o 2-simplexo pertence a um complexo simplicial orientado K entao,
as trés arestas do triangulo terao orientagao especifica como elementos de K, e pode
ser que, por exemplo, a aresta inferior possua orientacdo contraria (v?v') . Neste caso

(v'v?) ¢ K de modo que ndo teremos uma 1-cadeia. Devemos entdo escrever:
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vl W2

O(v'v?) = —(v*') + (v*0°) + (v%0')

Faremos a convengao que:
(v'v?) representa a 1-cadeia (v'v?) se (v'o?) € K e,
(v'v?) representa a l-cadeia —(v*v') se (v?v!) € K.
Assim, a férmula acima para 0(v’v'v?) sempre forma uma 1-cadeia. Além disso,

esta convencao nos permite preservar a ordem natural dos indices e escrever:
O(°v1?) = (v'?) — (v%?) + (v%1).

Definicao 5.3. Seja o = (¢v°...v") um p-simplexo orientado de K para algum p > 0.

O bordo de o é a (p — 1)-cadeia

P
do = 0,0 = Z(—l)i(vo vt P)

1=0

onde o chapéu sobre v' indica que este é omitido. Para p = 0, 0,0 € definido como
zero. O homomorfismo bordo 0 = 0, : C,(K) — C,_1(K) € definida por:

3> Xioh) =D Nidy(o)
para 0 < p < n, caso contrdrio € definido como homomorfismo trivial.

Como um exemplo, considere dois tridngulos coerentemente orientados como no

diagrama da esquerda

Temos,
ot'+t)=(a+e+d)+(b+c—e)=a+b+c+d,
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correspondendo a ideia geométrica de que o bordo de toda a area é o poligono a+b+c+d.
Note que d(a + b+ ¢+ d) = 0, de forma similar, orientando todos os tridngulos do
diagrama da direita, a soma do bordo dos sete triangulos fechados pela linha grossa é
a+b+c+d+e+ f+g, que é uma l-cadeia com bordo 0. Se fizermos a identificagao
usual para tornar o complexo simplicial da direita em um toro, entao d(c+d+h) =0,
mas podemos mostrar que nao existe 2-cadeia com bordo ¢+ d+ h: o poligono simples
fechado ¢+ d+ h gira em torno de um buraco no toro e nao é limite de nenhuma regiao.
Mas, no toro, a + ...+ g limita uma regiao enquanto que ¢ + d + h nao.

Recordemos que no caso em que G é um grafo orientado, para qualquer aresta e =
(vw) de G (considerado como uma 1-cadeia), definimos o bordo de e sendo de = w — v

(considerado como uma 0-cadeia). O homomorfismo bordo:

0: Cl(G) — Co(G)

¢ definido por 6(2 Ne') = Z/\Z@(ei). Um 1-ciclo em G é um elemento ¢ € C1(G)
tal que dc = 0. O grupo de 1-ciclos em G é denotado por Z1(G).

Exemplo 5.2. Como exemplo, a 1-cadeia associada a qualquer lagco em G é sempre

um 1-ciclo, Vejamos o grafo orientado abaixo

A

/Lm

LA\

Para o laco v'e?v?elvte’vietv!, esta associado o 1-ciclo —e? —e' —e° +¢e* e O(—
el —eP et = (v =) — (V¥ —vt) = (v =) + (v = ¥) = 0.

Definicao 5.4. A aumentacgao
€:Co(K)—Z
¢ o homomorfismo definido por:
E(Z \iob) = Z i
Proposicao 5.1. Para qualquer p, o homomorfismo
000 =0y_100,:Cy(K) = Cp_s(K)

é trivial. Também e o 0y : C1(K) — Z € trivial.
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Demonstragio. E suficiente provar que, para qualquer p-simplexo o = (v°...c") de K,

com p > 2
8p,1(8p0) =0.
Agora,
P
0p-1(0p0) = Y (=1)'Fpr (0° .07 ... 0P).
i=0

Esta ¢ a soma de p(p + 1) termos em que cada (p — 2)-faces dimensionais de o

acontecem exatamente duas vezes. De fato, considere a (p — 2)-face dimensional

~

(.. vt v .vP), onde i < j. Isso ocorre uma vez em

(—1)'0,_1(v° ... vi ... v?), com sinal (—1)"(—1)""

e uma vez em

(=1)70,_1(v°.. 07 ... vP), com sinal (—1)7(—1)".

O total dos coeficientes destes (p—2)-simplexos em 9, (9,0) é, portanto, (—1)"(—1)" "'+
(=1)7(=1)" = 0. O
Corolario 5.1. Para qualquer p,

Im 0p41 C Ker 0,

também
Im 0, C Ker ¢

Seja GG um grafo orientado. A aumentagao é o homomorfismo
€:Cy(G)—Z
dado por
E(Z \v') = Z Ai-
Teorema 5.1. Seja G um grafo conexo orientado. A sequéncia
Ci(G) S Co(G) S Z
¢ exata, isto é Im 0 = Ker (e).

Demonstracao. Para mostrar I'm 0 C Ker (€) é suficiente verificar que, para alguma
aresta e de G, €(0 ) = 0. De fato, e(d e) = e(v! —1%) =1—-1=0.
Para mostrar que Ker (¢) C I'm 0, temos que qualquer elemento o do Ker(€) pode

m—1
o= Z (V' — ™)
i=1

onde v!, ..., v™ sdo os vértices de G, cada )\; um ntimero inteiro. Desde que G é conexo

ser escrito como:

existe um caminho de v™ para v' e a 1-cadeia €' associado a este caminho tem Oe' =
vt =™,
m—1 m—1 m—1

Logo, a = Z (vt — ™) = Z \O(c) = 8(2 Aict).

i=1 i=1 i=1
Portanto, a € I'm 0. O]
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5.2 Grupos de Homologia

Definicao 5.5. Considere a sequéncia semi-exata
d )
OP+1<K) = OP(K> = Cp—l(K)
Ker 0, € denotado por Z,, ou Z,(K) e os elementos de Z, sio chamados p-ciclos.
Z, € um grupo abeliano livre finitamente gerado.
Im 0,41 € denotada por By, ou B,(K), e elementos de B, sio chamados de p-

bordos. B, € um grupo abeliano livre finitamente gerado.

Segue do Corolario anterior que todo bordo é um ciclo. O inverso é geralmente
falso.

Desde que B, C Z, existe um grupo quociente H,(K) = Z,(K)/B,(K), chamado
o p-ésimo grupo de homologia. Ele mede a extensao em que K nao possui bordos
p-ciclos, ou seja, ele mede a extensao em que K possui "buracos p-dimensionais".

O grupo quociente Ker ¢/By(K) é denotado por Hy(K) e é chamado o 0-ésimo
grupo de homologia reduzido de K.

Um elemento de H,(K) ¢ a classe lateral Z = z+ B,(K) onde z € Z,(K). Usaremos
a notagao {z} para esta classe lateral, isto é chamada a classe de homologia para o ciclo
z (se diversos complexos simpliciais estdo em discussdo, a0 mesmo tempo, a notagao
{2}k sera usada). Qualquer ciclo 2z’ em {z} - isto ¢, qualquer ciclo 2/ = z + b para
b € B,(K) - é chamado um representante para {z}. Dizemos que z e 2’ sdo homologos
se 2 — 2z € B,(K), e escrevemos z ~ 2'; em particular se z € B,(K), ou seja, se z

borda, escrevemos z ~ 0: z é homologo a zero. Assim z ~ 2’ < {z} = {Z'}.

Observacao 5.1. Seja K" o r-esqueleto de K - que é o subcomplexo de K consistindo
de todos os simplexos de dimensao menor ou igual a r. Entdo claramente Cy(K) =
Co(K") e Z,(K) = Z,(K") comr >p+ 1.

No caso em quer = 1, temos Z1(K) = Z,(K"). Desde que K* é um grafo orientado
podemos escrever uma base para Z,(K'). Explicitamente, quando K ¢é conexo, uma base
para Z,(K) = Z,(K*') € obtida da sequinte forma: escolha uma drvore mazimal T em
K' e sejam e',... e" as arestas de K e ndo de T. Seja Z; (i = 1,...,p1) o 1-ciclo
associado ao tnico laco em T + €', o coeficiente de €' em Z; serd +1. Assim z*,... 2"
€ a base pedida. Se K nao é conexo, entao a base é dada encontrando uma base do
ciclo para cada componente.

Seja K um grafo orientado. Entao temos Hi(K) = Z1(K) de modo que, se K
¢ conero, Hy(K) = Z"%) ¢ geradores livres de Hy(K) sio dados pelos ciclos bdsicos
descritos acima.

Para qualquer K de dimensao n, temos H,(K) =0 para p < 0 e para p > n.

5.2.1 Zero-ésimo grupo de homologia

Seja K um complexo simplicial orientado. O objetivo é calcular Hy(K).
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Proposigao 5.2. v ~ v & v e v’ encontram-se na mesma componente conexa por

caminhos de K.

Demonstracao. Se v e v' encontram-se na mesma componente conexa por caminhos
de K, entdo o caminho de v’ para v tera uma l-cadeia associada ¢ com propriedade
dc = v — v/, consequentemente v ~ v'. Para o oposto, teremos que usar v ~ v’
para construir um caminho de v’ para v. Podemos nos convencer que isto é possivel
desenhando algumas figuras, mas faremos a demonstracao por indugao. Suponha que
v — v = dc, e vamos escrever, temporariamente, |c| para a soma dos modulos dos
coeficientes em ¢, a indugdo é em |c| e neste caso |¢| = 1 é trivial. Suponha, para
simplificar a notagao, que todos os 1-simplexos de K com v como um ponto final sao
orientados em direcao a v. Assim ¢ deve conter pelo menos um destes 1-simplexos com
coeficientes postivos. Escrevendo e = (v"v), temos [c —e| < |c| e I(c —e) = 0" —

entao por inducao existe um caminho de v’ para v”, e, portanto, de e para v. ]

Para os proximos resultados consideremos K um complexo simplicial nao vazio com

k componentes K1, ..., Ky, e seja v* um vértice de K; parai=1,..., k.

Proposicao 5.3. Hy(K) ¢ livremente gerado pelas classes de homologia {v'} para
i=1,..., k. Assim, Hy(K)= Z¥,

Demonstragio. Da proposicio anterior segue que {v'}, ..., {v*} gera Ho(K) = Cy(K)/Boy(K)
(note que Zo(K) = Cy(K)). Para mostrar que sdo livremente gerados suponha Ajv' +

o AR = Jc, para algum ¢ € C(K). Escrevemos ¢ = ct+ ... 4" onde, ¢ contém

somente 1-simplexos em K; (i = 1,...,k). Entdo, dc’ contém somente vértices em K;,
assim deduzimos \;v° = Oc’ para i = 1,...,k. Usando a aumentacio para ambos os
lados e o fato que € 0o @ = 0 encontramos \; =0 parai=1,...,k. O

Isto mostra que Hy(K) mede uma propriedade geométrica muito fundamental de
K, isto é, o nimero de componentes que K possui.
Na realidade, é sempre verdade que, H,(K) = H,(K;) & ... @ H,(K}) para todo p.
Considere a sequéncia:
Ci(K) S Co(K) S Z

Sabemos que I'm 0 C Ker ¢ C Cy(K) e por propriedade de sequéncia exata, temos a

seguinte sequéncia exata curta:

Ker e Co C()

0 0
- Im 0 _>Im8_>Kere_>
ou seja,
~ C
0 — Ho(K) — Ho(K) - —2— =0
er e

Agora, suponha que K é nao vazio, entdo € é sobrejetora e Cy/Ker ¢ = Im ¢ = Z.

Portanto a sequéncia cinde e o resultado se mantém.
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5.2.2 Primeiro grupo de Homologia

Dado um complexo simplicial orientado K, iremos calcular H;(K). Quando K ¢
um grafo (dim K = 1) néo temos problema, pois ja calculamos Z;(K). Assim nesse
caso Hy(K) = Z*%) com geradores {z'},...,{z"}.

Em geral, existe um subgrupo néo trivial B;(K) de Z;(K) para decompor:
Co(K) B Oy (K) D Cy(K)

Hl(K) = Ker 81/Im 82 = Zl(K)/Bl(K)

Para calcular este quociente usaremos o método de presentacoes. Primeiro encon-
tramos bases para Z;(K) = Z;(K"') pelo método da observacdo 5.1 e entdo encontramos
geradores para Bi(K). Os geradores que usamos sao 0yt onde t obedece a orientagao
do 2-simplexo de K. Uma presentagao, quando K é conexo, de H;(K) é dada por
ciclos 2, ..., 2" u= M(Kl), associado a lacos basicos em K, e a relaciio 05t = 0 para
cada 2-simplexo orientado de K.

Faixa de Moebius

O diagrama mostra uma triangulagao K da faixa de Moebius.

E bom rotular as arestas e',...,e" (neste exemplo 1 = 6) e as arestas restantes
et e” (o = ai(K)). A razdo para isto serd explicada a seguir. Suponha que
z é um l-ciclo em K, entdo z = M\e! + ...+ et + )\NH@“H + ...+ A€ Logo,
z=M2t 4.+ A2t onde Z'(i=1,...,u) éo 1-ciclo associado com o tinico laco na

(drvore maximal +¢"), o 1-ciclo é orientado de modo que ele contenha e’ com coeficiente
+1. Esta é uma grande ajuda quando expressamos dot como uma combinagao linear
de 2t ..., 2"

Sejam 21, ..., 2% como acima. Assim, 2! = e'4+e"+e®+e’+e'?, 22 = 2+ 8+ 4!
e etc., mas nao ha necessidade de escrever todos. Bj(K) é gerado pelos seguintes
elementos de Z;(K)
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Ottt = €2 — " —et =22 — 21

Wt? =" 48 —e® =27
Ot? = e® — ¥ — ¥ = 23
Oott = ¢ 4610 — b = 26

Oot® = et —el —el0 =21 — !

4

Assim, Hy(K) tem presentacao dada por z', 2% 2° 2% 2° 2% com 2* — 2! = —2° =

B==2=2—21=0

Isto mostra que todos os geradores podem ser escritos em termos de 2!, e Hy(K) é
isomorfo ao grupo abeliano com presentacao z', logo H,(K) = Z.

Além disso, isto mostra que {z'}x gera Hi(K). Usando as relagdes, os geradores
alternativos sio {2°}, ou {z'}, ou {2* + 2} ....

Note que o ciclo z! passa em torno da faixa de Moebius. Assim, o resultado diz que
um 1-ciclo vai "em torno", e nao limitando nada, e que qualquer 1-ciclo é, a menos de
homomorfismo, um multiplo deste.

Por exemplo €* + €® 4+ e? 4+ €5 + €5 ¢ um 1-ciclo indo em volta da faixa, e

{62—1—63—1—64—1—65—}-66}:{22+Z3+Z4—|—z5+26}
= {7+ P+ {0
= {2'} + 0+ {z'} + 0+ 0 pela presentagao de H;(K).

=2{z'}
Na verdade, é geometricamente claro que o bordo ¢ um circulo que passa duas vezes

antes de se juntar. A figura seguinte mostra de forma mais informal que o bordo a é

homologo duas vezes a b dando a volta no meio da faixa.

As orientagoes apresentadas sao coerentes exceto através da linha central b. Mas,
a — 2b limita toda a area orientada (ou seja, se a area for dividida em tridngulos,
orientados, a soma dos bordos devera ser a — 2b), por isso a ~ 2b.

Sabemos da ultima proposicao que Hy(K) = Z, e com o gerador sendo a classe
de homologia de qualquer vértice. Para encontrar Hy(K) precisamos de Ker (0y :
Cy(K) — C1(K)), desde que C5(K) = 0. Agora um elemento geral de Cy(K) ¢é
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5
Z/\Z-ti; suponha que dhc = 0. A aresta e? ocorre somente em Oyt', por isso, t!
cliei/e ter coeficiente zero em c¢. Argumentos similares mostram que 2.3 14 ¢° possuem
coeficiente zero em ¢, entdo ¢ = 0 : Ho(K) = 0. Uma forma alternativa de fazer isto
¢ escrever Oc explicitamente, usando Ot' = e? — e — e! etc., e deduzir de dc = 0 que
A =...=X=0.

Assim, Hy(K) = Z, com gerador {v} e H,(K) = Z, com gerador {e' 4+ e’ + ® +

e’ + e’} e Hy(K) = 0.
Proposicao 5.4. Seja K uma superficie fechada. Entao:

0 se K € nao orientada;

Hy(K) = { o
Z se K € orientada.

Um gerador para Ho(K), quando K é orientada, € dado pela soma das classes de
homologia de todos os 2-simplexos de K, coerentemente orientados.

Para ser preciso: K jad estd orientado, e, além disto, os 2-simplexos podem ser coe-
rentemente orientados. O gerador de Hy(K) € Z(:I:ti), a soma sendo sobre todos os 2-
simplexos orientados t* de I, com sinal + ou —, se a orientagio det' com um simplexo
de K estd ou nao de acordo com a orienta¢io escolhida. Note que Ho(K) = Zy(K)
desde que K ¢é 2-dimensional. Um gerador de Hs(K), quando K é uma superficie
fechada orientada, € chamado um ciclo fundamental, ou classe fundamental, para K.

Até o sinal € determinado por K.

Demonstracao. Suponha primeiro que K é orientavel. Para simplificar vamos supor
que a orientagao de K ¢ tal que os 2-simplexos ja recebem orientagao coerente.

Buscamos Z5(K), entao seja z € Zy(K), e suponha z # 0 entdo, alguns 2-simplexos
orientados ¢ ocorrem com coeficiente A # 0 em z. Seja t' outro 2-simplexo orientado.
Entao, existe uma sequéncia de triangulos de K conectando t e t', dois membros con-
secutivos da sequéncia sempre possuem uma aresta em comum. Disto e 0z = 0 segue
que todo triangulo na sequéncia, e em particular ', sempre tem coeficiente A\ em z.
Por isso z ¢ um miiltiplo da soma de todos os triangulos, coerentemente orientados, e
Zy(K) é um ciclo finito com esta soma de geradores.

Agora, suponha que Hy(K) # 0 e seja z um elemento nao-zero de Zy(K). Exa-
tamente como anteriormente podemos deduzir que o coeficiente de cada 2-simplexo
orientado em z deve ser, até o sinal, o mesmo integrante nao-zero (somente até o sinal
pois, os triangulos de K ja nao s@o assumidos como coerentemente orientados). Agora
defina uma nova orientacao dos triangulos de K pela mudanca de orientacao de todos
os coeficientes negativos em z. Isto é facil de ver (usando 0z = 0) que este orienta

coerentemente os triangulos de K: K ¢é orientéavel. O]
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5.2.3 Grupos de homologia relativa

Uma situacao envolvendo um par de complexos simpliciais, como por exemplo,
investigar algumas das propriedades de um grafo que é realizado como um subcomplexo
de uma superficie, é o que chamaremos de uma situacao relativa.

Em particular considere o grafo no toro desenhado abaixo:

G2 3 1

- i b
A 7 A
5 61 } 5
© s/ O 4
4 a
o | Ad
5 % . &

Existe uma regiao limitada por cinco arestas e contendo os trés triangulos orien-
tados. A soma dos bordos desses trés tridngulos certamente nao é zero, mas contém
apenas as arestas do grafo, e a soma dos trés triangulos é chamada de um ciclo relativo.

Assim, ciclo relativo tem uma conexao com regioes.

Definicao 5.6. Sejam K um complexo simplicial orientado de dimensao n e L um
subcomplexo de K (L é portanto orientado de uma forma natural por K ). Para qualquer
p, 0 < p < n, op-ésimo grupo cadeia de K modulo L, ou o p-ésimo grupo de cadeia
relativa (do par (K,L)) € o subgrupo de C,(K) consistindo daquelas p-cadeias em K
em que o coeficiente de todo simplexo de L € zero. Isto € denotado por C,(K,L), e
um elemento de C,(K, L) é chamada uma p-cadeia de K mddulo L, ou uma p-cadeia

relativa. Para p >n oup <0, Cy(K, L) € definida como zero.
Note que Cp(K, D) = C,(K).
Definicao 5.7. Com a notagao da definicao anterior, definimos:
J=1Jq: Cy(K) — Cy(K, L)

como um homomorfismo que muda para zero (ou mantém como zero) o coeficiente de

cada simplexo em L (para ¢ <0 ou ¢ > n, j, =0). Agora definimos
d=20,:C,(K,L) — C,_1(K, L)

por
dc = jp_1(d,¢), ¥V c € Co(K, L)

d ¢ chamado o homomorfismo bordo relativo. Assim, se i, denota a inclusao de
Co(K, L) em C,(K), entdo O, = j,—1 0D, 0i,. Podemos dizer que j omite L e entio o
bordo relativo de uma cadeia é o bordo comum sequido por esquecer L.
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Proposicao 5.5. Para qualquer p, o homomorfismo

A~

d0d=0,100,: Cy(K,L) = Cp_(K,L)
€ trivial.

A demonstragao ¢ similar a da proposigao (5.1) e sera omitida.
As defini¢oes seguintes sao precisamente andlogas aquelas para o caso absoluto

L = (. Elas estao resumidas abaixo:

Definigao 5.8. Complexos de Cadeias de (K, L):

0 CuE D) S O (K L) S UK, L) S Co(K, L) = 0

(nao existe complezo de cadeia aumentada).
Grupos de p-ciclos relativos = Z,(K, L) = Ker(ép).

A

Grupos de p-bordos relativos = By(K, L) = Im(0p41).
Pela proposi¢ao acima, B,(K,L) C Z,(K,L), o grupo quociente:

Z,(K,L)

H,(K,L)= B,(K, L)

€ o p-ésimo grupo de homologia relativa do par (K, L).
Se z € Z,(K, L) entio z+B,(K,L) € H,(K, L) e é denotada por {z} ou {2}k 1, ou
seja, qualquer z +b para b € B,(K, L), é chamado um ciclo de representagio relativa

para {z}. Dois ciclos relativos z e 2’ sao ditos homdlogos mod L (escrito z A Z') se
{z} ={'}.

Exemplo 5.3. 1. Se K = L entao todos os grupos e homomorfismos sao triviais.
Se dim K = n, entdao H,(K,L) =0parap <O0oup>n,e H,(K,L)=Z,(K, L)

é abeliano livre.

2. Hy(K, L) geralmente nao ¢ um subgrupo de H,(K). Por exemplo, seja K um
1-simplexo e = (vw) com seus pontos finais e seja L os pontos finais. Entéao,
H,(K) = 0 desde que K ¢é uma arvore, assim, H,(K, L) = Z, com gerador {e}.
Para Cy(K,L) = 0, entdo 0, = 0 e Z(K,L) = C,(K, L) ¢ ciclico infinito com

gerador e.

3. De forma mais genérica que no item anterior, seja K qualquer grafo orientado e
L = K" o conjunto de vértices de K. Entdo, Cy(K,L) =0,0, =0e Z,(K,L) =

C1(K, L) é um grupo abeliano livre com um gerador para cada aresta de K.

Se K é qualquer grafo orientado conexo e L é uma arvore maximal para K, entao
L contém todos os vértices de L e entdo Co(K,L) = 0, &, = 0 e Zi(K,L) =
C1(K, L) é um grafo abeliano livre com um gerador para cada aresta de K nao

em L - portanto, da classificacao pu(K).
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A préxima proposicao permite que ciclos relativos e bordos sejam reconhecidas como
tal sem muita dificuldade. Isto é conveniente, agora e depois, para fazer a convencao
seguinte. Quando L ¢ um subcomplexo de K, consideramos C},(L) como um subgrupo
de C,(K), ou seja, o subgrupo consistindo de todas as p-cadeias em K em que o
coeficiente de cada p-simplexo ndo em L ¢é zero. (Assim, com esta convencao, C,(K)
¢ a soma direta interna de C,(L) e C,(K,L)). A fim de que a convencdo nido deve
nos levar ao erro, é essencial que o bordo de uma p-cadeia em L deva ser a mesma
se considerarmos ela mesma ou de acordo com a convengao como um tipo especial de
p-cadeia de K. Este é realmente o caso decorrente do fato de que L é um subcomplexo

de K e que assim, se o € L entao, todas as faces de ¢ também pertencem a L.

Proposigao 5.6. 1. Seja, em uma notagao usual, ¢ € Cy(K,L). Entio ¢ é um

ciclo relativo, ou seja, pertence a Z,(K, L), se, e somente se, dc € Cp_1(L).

2. Seja ¢ € Co(K,L). Entao ¢ é um bordo relativo, ou seja, ¢ € B,(K,L) se, e
somente se, houver uma p-cadeia (absoluta) ¢ € Cpi1(K) tal que ' —c € Cy(L).

Demonstracao. 1. E praticamente imediato para as defini¢oes (e a convengao acima),

entao a demonstracao sera omitida.

2. Suponha que ¢ € B,(K, L), ou seja, ¢ = dc para algum ¢ € Cp1(K, L). Mos-
traremos que este ¢ (que pertence a C, 1(K)) satisfaz ¢ — ¢ € C,(L). De
fato,

je=c=09dd = joc, assim j(c—d¢) =0
Da defini¢ao de j, isto implica d¢' — ¢ € C,(L).

/

Suponha reciprocamente que ¢, como em (2), existe. Entao seja ¢’ = jd €

Cp1(K, L). Mostramos 0¢” = ¢, o que prova que ¢ € B,(K, L).

Usaremos um artificio simples e util. Seja p : Cpi1(K) — Cpi1(L) denotando a
restricao homomorfa que coloca em zero o coeficiente de qualquer simplexo nao

em L. Entao claramente, para qualquer ¢ € Cpy1(K), ¢ = jc + pc.

Temos que j(9¢ — ¢) = 0; também jc = ¢ desde que ¢ € C,(K, L). Por isso, ¢ =
je=joc = jojc + jopc = jojc’ desde que dpc’ € C,p(L) = d¢" pela definigao.
]

5.2.4 Zero-ésimo grupo de homologia relativa

Consideremos K conexo e L nao vazio. Mostraremos que Hy(K, L) = 0, ou seja,
By(K, L) = Cy(K, L). Seja v um vértice de K nao em L (se tal vértice nao existe entao
o resultado é verdadeiro desde que Cy(K, L) = 0), e w um vértice de L. Ligando w a v
por um caminho em K, a 1-cadeia associada ¢’ tem d¢’ = v — w, é um bordo relativo,

que implica no resultado.
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Proposicao 5.7. Seja K um complexo simplicial orientado e L um subcomplexo de
K. Entao Ho(K,L) =0 se L tem pelo menos um vértice em todas as componentes de
K, mas Hy(K, L) adquire uma soma ciclica infinita para cada componente de K, que
nao contenha nenhum vértice de L. Geradores livres para Ho(K, L) sao as classes de

homologia relativa de um vértice a partir de cada uma destas ultimas componentes.

5.2.5 Primeiro grupo de homologia relativa

Para calcular H; (K, L) precisamos de uma base para Z;(K, L) e de geradores para
By (K, L). O método de presentagoes ira fornecer os resultados como no caso absoluto.
O caso mais facil é quando todos os vértices de K pertencem a L, e entao Cy(K, L) =0,
assim Z; (K, L) = Cy(K, L) e uma base é dada pelas arestas de K, ndo em L. Geradores
para B;(K, L) sao simplesmente 32t, onde t atravessa os triangulos de K, nao em L.

Para ser completo, aqui estd um método para escrever uma base de Z;(K, L).
Assumimos que K é conexo para simplicar a declaragao.

Seja K um complexo simplicial conexo orientado e L um subcomplexo de K, com
componentes Lq,...,L;. Seja T, uma arvore maximal em um l-esqueleto de K que
contém T4, ..., T;. Para cada aresta e’ de K que nao esta nem em 7 nem em L, seja 2°
o 1-ciclo em K dado pelo laco tnico em T + €’ tal que o coeficiente de e’ em 2* & +1.

Assim o namero de 2* é:

m = pu(K) — (L) — ... — p(Ly).
Em seguida, sejam v',...,v' vértices de K, respectivamente, nas componentes
Li,...,L; de L, e seja ¢ (o = 2,...,1) a l-cadeia associada a algum caminho em

K de v' para v® (Assim se | = 0 ou [ = 1 ndo existe ¢* para considerar).

Proposicao 5.8. Os seguintes elementos de Z,(K, L) sao geradores livres:

-1 - m -2 .1
VP A Toa To

Exemplo 5.4. 1. Seja K o cilindro desenhado abaixo e L (as linhas grossas do

desenho) o subcomplexo consistindo de dois pontos finais.

vl e’ v el viooef vl
IR
Y e ! et eb
: el e3 65 )
2 /th' /;R

) el0 Vv <11 w0 e12 %)

Neste caso L contém todos os vértices de K para que Co(K, L) =0,e Z,(K, L) =
C1(K,L) com bases e',...,e° Geradores para B;(K, L) sio o', ..., 0t% e uma
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presentacdo para H,(K,L) ¢ dada por e',...,e% com —e' + ¢ = ' +¢* =

2 3 4

—l =l tet=—et = —ef =0.

Assim, H,(K, L) é ciclico infinito, com gerador {e¢°} por exemplo.

Se usarmos a proposi¢ao (5.8) para obter uma base para Z;(K, L), temos [ = 2
e tomando L; para ser o topo do cilindro e Ly o fundo, podemos ter 77 =
{e",e® vt v vt), Ty = {0 e 0%, 0° 0%} e T = Ty U Ty U {e°}. Entdo m =5

e os ciclos 2%, ..., 2°

sao obtidos para T" por uma substituicao, respectivamente
falando, as arestas e',...,e°. Os primeiros cinco geradores de Z, (K, L) sdo entdo
et —eb e+ el ed —eb et + €% e® —eb. O gerador restante ¢, dito, €2, que é jc?

onde ¢ = e 4+ €2 — ' ¢ associado a um caminho de v' € L a v? € L,. Para

4

expressar dizemos Ot* = e 4 e*: os coeficientes de jz* e jz* sdo ambos 1, e o

coeficiente de jc? é 0 desde que (e +¢e*) = v° —v°, com soma 0 dos coeficientes.

Considere o homomorfismo j : Cy(K) — Cy(K,L). Se z € Z1(K) entao, jz €
Z1(K, L) para
0jz = jojz = jo(pz)
(p: Ci(K) — Cy(L) colocando coeficientes dos simplexos ndo em L igual a 0)
=0— j0pz desde que 9z =0
= 0 desde que dpz € Cy(L).

Portanto, h4 um homorfismo induzido, o que ainda podemos chamar de j,

j : Zl(K) — Zl<K, L)

5.2.6 Trés homomorfismos

Definimos trés homomorfismos:

i, Hy(L) — Hy(K)
jo: Hy(K) — H,(K, L)
0.+ Hy(K,L) = H, (L)

Como de costume K sera um complexo simplicial orientado e L um subcomplexo

de K.

Definicao 5.9. O homomorfismo i,
Definimos i, : H,(L) — H,(K) por:

ifzte = {2}k (2 € Z,(L))

ou seja,

i.(z+ By(L)) = 2 + B,(K)
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assim simplesmente consideramos z € Z,(L) como um ciclo em K e com a classe
de homologia existente. Claro que {z}xk pode ser zero quando {z} nao € zero. Por
exemplo, seja K um 2-simplexo com todas as suas faces, e L o bordo do 2-simplexo (o
conjunto de faces proprias). Entdo {e' + e* + e}y gera Hi(K) = Z, mas {e' + &> +
e*} i = 0 desde que Ot = e* + e + €°.

Da definigao de i, podemos dizer que:

1. Se z € Z,(L) entdo z € Z,(K);

2. Se z € By(L) entao z € B,(K);

3. {z+ 2}k ={2}x +{#}k onde z,2' € Z,(L).

(1) e (2) afirmam que i, ¢ bem definida, e (3) diz que 7, ¢ um homorfismo.

Exemplo 5.5. Seja K a faixa de Moebius abaixo

e seja L a borda da faixa. Entdo H;(L) & Z com geradores {e'4-e*+e’+e*4-e’+ef}
e Hi(K) 2 Z com geradores {z'}x = {e' + e’ + €% +¢e” + e} . O homomorfismo i, &
determinado pelo seu efeito sobre o gerador de H;(L), e de acordo com os calculos da

pégina 12, em Faixa de Moebius,
el +ed et b+l ={t e+t +ef + el =2{2"
Assim, i, tem um gerador duplo: isto é, multiplicado por dois.

Definicao 5.10. O homomorfismo j,
Definimos j, : H,(K) — H,(K, L) por:

Izt = Uzt (z € Z,(K)).

Exemplo 5.6. Tome K a faixa de Mdebius e L a borda da faixa. Entao H, (K, L) = Z,
com geradores {e'}. Assim, j.{e' +e” +e¥+ e’ +e i = {e'} +{e"} + {3} + {”)} +
{e!%) = 5{e'} = {e'} (todos em (K, L)). Assim j, leva gerador a gerador.
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Definicao 5.11. O homomorfismo 0,
Definimos 0, : H,(K, L) — H,_1(L) por:

8*{2}[{71, = {aZ}L(Z’ € Zp(K, L))

Exemplo 5.7. Seja K uma faixa de Moebius e L como a borda da faixa. Entao
O, : Hi(K, L) — Hy(L) é trivial - qualquer homomorfismo Zy — Z é trivial.






6 Grafos em Superficies

No capitulo anterior mencionamos que ciclos relativos tém conexao com as regioes
que um grafo divide uma superficie. Mais precisamente, seja M uma superficie fechada
e seja K um grafo que é um subcomplexo de M. Se K é removido de M, o que resta

sao subconjuntos disjuntos de M.

Considere uma destas regioes (no desenho é a parte sombreada) e retire todos
os seus 2-simplexos. Agora, recoloque os 2-simplexos um por um de modo que a
reuniao de 2-simplexos recolocados seja um bordo de K, ou seja, um elemento do
grupo ciclico Zy(M, K;2) com todos os coeficientes em Z,, onde todos os 2-simplexos
ja foram repostos. Existe uma conexao entre o nimero de regioes e a dimensao de
Zy(M, K;2) = Hy(M, K;2).

Para podermos estabelecer esta conexao temos que interpretar o ntmero de re-
gioes em termos da Teoria da Homologia. Adotaremos como partida a abordagem que

subtitui as regioes por subcomplexos da segunda divisao baricéntrica de M.

Definicao 6.1. Sejam M wma superficie fechada e K um subcomplexo de M, para o
momento K nao necessariamente é um grafo. Sejam M" e K" as sequndas subdivisoes
baricéntricas de M e K respectivamente, de modo que K" é um subcomplexo de M".
Seja N o fecho {s € M" : s tem pelo menos um vértice em K"}, e V.= {s € M" :
s nao possui vértices em K"}

N € chamada uma vizinhanca regular de K em M, e ela circunda as vdrias
componentes de K, de tal modo que as partes de N circundando diferentes componentes
nao se interceptam.

95
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Exemplo 6.1. O diagrama abaixo (pagina 234 de [1]), mostra 11 triangulos de uma
superficie fechada M, subdivididos em 6 triangulos de M’ e 36 triangulos de M". K é
o subcomplexo de M consistindo da quebra de 3 arestas e de seus pontos finais, junto
com o vértice branco isolado de M. Assim, K é automaticamente subdividido entre
K' e K". Os triangulos cinzas e suas faces tornam-se a vizinhanca regular N de K em
M: cada triangulo cinza tem pelo menos um vértice em comum com K”. Note que N
tem dois componentes: cada um rodeia um componente de K. Os triangulos brancos
e suas faces tornam-se o complexo complementar de V: assim, N NV é um poligono
fechado.

Definicao 6.2. Seja V' como antes. O numero de regioes em que K divide M é o

numero de componentes de V.

O objetivo ¢é calcular Hy(V;2) (ou Hy(V)); vamos também calcular Hy(V;2); e,
quando M é orientéavel, H; (V). Isto nos fornece informagoes adicionais sobre as regioes,

CO1MOo veremaos.

Lema 6.1. N colapsa para K". Entao, i, : Hy(K") — H,(N) é um isomorfismo para
cada p, e H,(N,K") =0 para cada p.

Demonstragio. Considere o 2-simplexo (v"v'v?) da primeira subdivisio baricéntrica

M’ de M. O ntimero de vértices do 2-simplexo que pertence a K’ ou ¢ 0, 1, 2 ou 3,
e as intersecoes correspondentes de N com (v’v'v?) sdo sombreadas na linha superior
do préximo diagrama. Os diagramas abaixo mostram, no segundo e terceiro caso,
o resultado do colapso de 2-simplexos e um 1-simplexo de N\K"” que se encontram
em (v%'v?). Desta forma N colapsa para K” junto com um I-simplexo de N, uma
consideragao similar dos 1-simplexos de M’ mostram que os 1-simplexos de N\K"
também podem ser colapsados. Por isso N N\, K”. Se um complexo simplicial K
colapsa para um subconjunto L, entdo i, : H,(L) — H,(K) é um isomorfismo para

todo p se, e somente se, H,(K, L) = 0.
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ek vl v® e por isma
Fy (') e K

/
N

]
Usando a sequéncia exata de homologia da terna (M", N, K"), temos o seguinte:
Corolario 6.1. H,(M",K") = H,(M",N), para todo p.

Enunciaremos, sem demonstracao, um resultado que sera utilizado na demonstragao

da versao do teorema de Lefschetz.

Proposicao 6.1. H,(M,K) = H,(V,N NV) para todo p; H,(M,K;2) = H,(V,N N
V';2) para todo p.

Proposigao 6.2. Sejam N uma vizinhanga reqular de K em M eV = {s € M" :
s nao tem vértice em K}.

Cada componente de V € uma superficie cujo bordo € a intersecao de componentes
com N. Se K # 0 e K # M o bordo nunca é vazio.

Demonstracao. Para a primeira sentencga precisamos mostrar o seguinte: se v é um
vértice de V, entao:

(i) v ¢ N = Lk(v,V) é um poligono fechado simples .

(ii) v € N = Lk(v, V) é um arco poligonal simples.

(i) Suponha v ¢ N. Entdo Lk(v, M") é um poligono fechado simples, pois M" ¢é
uma superficie fechada. Além disso, Lk(v,V) C Lk(v, M") assim, precisamos somente
provar a outra inclusdo. Seja s € Lk(v, M"). Entao sv € M" e se um vértice de s nao
pertence a V entdo, este deverd pertencer a K”. Segue que sv e consequentemente v
deverao pertencer a N, contrario a hipotese. Assim s e entao sv pertencem a V', e isto
mostra que s € Lk(v,V).

(ii) Suponha v € VN N. Entao v ¢ K" mas, existe um 1-simplexo (vw) € M" com
ve K"

Suponha que v é um vértice de M’. Entao w é o baricéntro de um simplexo s € M’

de dimensao 1 ou 2. Também s € K’ desde que w € K" (recordamos que w ¢ um
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vértice de K" < w é o baricéntro de um simplexo de K'). Finalmente v é um vértice
de s entao v € K', uma contradicao.

Entao v deve ser o baricéntro de um 1 ou 2-simplexo de M’. Vamos considerar os
casos:

Caso 1: v = § (baricéntro de s) onde s é um 1l-simplexo de M’. No diagrama,

Lk(v, M") tem quatro vértices a, b, ¢, d.

Figura 6.1: a,b, c,d sdo simplexos de M’

Agora, se a € K’ entao s € K’ e assim v € K", uma contradigao. Logo a ¢ K', ou
seja, a ¢ K", ou seja a € V. De forma similar ¢ € V. Assim, o w mencionado acima
deve ser b ou CZ, digamos que ¢ be que pertence a K'. Se d também pertence a K’
entdao, s = (ZA)cZ) deveria pertencer a K’ (os simplexos de K’ sao precisamente aqueles
de M’ todos cujos vértices pertencem a K') e entao, v € K”, o que nao ¢ verdade. A

conclusao ¢ que Lk(v,V) é:

Caso 2: v = § onde s ¢ um 2-simplexo de M’. Seja s = (v'v*v?), como no diagrama

abaixo:

A

Agora, no maximo, dois de v*,v?, v® podem pertencer a K’ desde que se todos os

trés pertencessem, entdao s deve pertencer a K’ (como no caso 1), e entdao v deveria
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3 vt v° pertencem a V

pertencer a K”. Se, digamos, v' e v? pertencem a K’, entdo v
e Lk(v,V) ¢ como no diagrama abaixo da esquerda; se por outro lado v' € K’ entao

Lk(v, V) é como no diagrama da direita.

Finalmente, devemos checar que para qualquer componente V! de V, VI N N é
nao vazio, assumindo K # () e K # M. Agora, estas duas restricoes em K implicam,
respectivamente, que N # () e V # (). Assim escolhemos um vértice v € V; e um vértice
w € N e os juntamos com um caminho v...w em M”. Seja w’ o primeiro vértice deste
caminho que pertence a N; assim todos os vértices anteriores e, portanto arestas, no
caminho pertencem a V', e portanto a V;. Além disso, w' € V e isto implica que o

vértice anterior w’ no caminho pertence a N. Disso, Vi N N # 0. O

Teorema 6.1. (Uma versao do Teorema de Lefschetz)

Seja M uma superficie fechada e K um subcomplexo de M. Sejam M" e K" as
sequndas divisoes baricéntricas de M e K respectivamente, entio K" é um subcomplezo
de M". Considere V.= {s € M" : s nao possui vértices em K} e N uma vizinhan¢a

reqular de K em M. Assim:
Ho(V;2) = Hy(M, K;2) e Hi(V;2) = Hi(M, K;2).
Em particular o nimero de regides em que K divide M é dim(Hy (M, K;2)).

Demonstragao. Pela Proposigao 6.1, temos que Ho(M, K;2) = Ho(M, K;2) = Hy(V, NN
V;2). Como V é uma unido disjunta de superficies e N NV é a unido dos seus bordos,
pela Proposigao 6.2 temos que Hy(V, N NV;2) possui dimensao igual ao nimero de
componentes de V. Consequentemente é isomorfo a Hy(V';2). Da mesma maneira
Hy{(M,K;2) = H,(V,NNV;2) pela Proposi¢ao 6.1 é isomorfo a H;(V;2), desde que,

V' é a uniao de superficies. O

6.1 Aplicacao: Separando superficies com grafos

Seja K um grafo que é um subcomplexo de uma superficie fechada M. O objetivo
¢é estudar em que condigoes K separa M.
Vamos considerar primeiro o caso em que K é um poligono fechado simples. Entao

H,(K;2) = Z,. Considerando a sequéncia exata:

Hy(K;2) — Hy(M;2) — Hy(M, K;2) — Hy(K;2) 2 H (M:2)
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onde os nimeros sao as dimensoes dos grupos de homologia, temos que se 7, = 0 entao,
a exatidao implica que r = 2; se i, # 0, entao o 1-ciclo mod 2 em M dado pelo poligono
fechado simples K nao é homologo a zero, assim a exatidao implica que » = 1. Por

1Ss0:

Proposicao 6.3. Um poligono fechado simples separa uma superficie fechada se, e

somente se, o 1-ciclo mod 2 dado pelo poligono é homdlogo a zero na superficie fechada.

Proposicao 6.4. K € um grafo maximal nao separdvel por M se, e somente se, i, :

Hy(K;2) = Hy(M;2) é um isomorfismo (mazximal no sentido de ter a maior, possivel,

dim H(K;?2)).

Demonstracao. Um grafo K iré separar M se, e somente se, K contém um poligono
fechado simples. A pergunta que surge é qual o maior grafo K, que pode ser incor-
porado em uma superficie fechada M, sem separa-la? Vamos substituir, se necessario,
por qualquer superficie fechada equivalente (com a mesma forma padrao), para poder-
mos fazer perguntas mais gerais como: de todos os grafos que sao subcomplexos de
alguma triangulacao de um toro e que nao conseguem se separar, qual é o maior? A
dim Hy(K;2) é a soma dos nimeros cicloméaticos das componentes de K. Considere a

sequéncia exata, onde consideramos Zs como coeficientes :
Hy(K) = Hy(M) % Ho(M, K) % Hy(K) = Hy(M) = H\(M, K) = Ho(K)
Agora,
Hy(K;2) =0, Hy(M;2) = Zs.
Suponha que K nao separa M. Pela dualidade Lefschetz Ho(M, K;2) = Z5 e j,,

sendo um monomorfismo, deve ser um isomorfismo, assim 0, = 0 e i, € monomorfismo.

Logo:

dim H,(K;2) < dim H(M;?2),

com igualdade se, e somente se, i, ¢ um isomorfismo.
Reciprocamente se i, é um isomorfismo entao 9, = 0, assim j, é um isomorfismo e
Hy(M, K;2) = Z,. Disso:
O]

Exemplos de grafos maximais nao separaveis em toros e bi-toros sao indicados

abaixo. Os ciclos mod 2 representam uma base para Hy(M;2).
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Concluimos entao que um grafo K, maximal, conexo e nao separével em uma super-
ficie fechada M possui a propriedade que a superficie V = {s € M" : s nao possui vértices em K},
¢ uma triangulagao de um disco, ou seja, cortando ao longo de K a superficie M se
torna um disco. Se M é representada por uma regiao poligonal no plano, um grafo K

com as propriedades acima é dado pelo bordo de um poligono.
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