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Resumo

Neste trabalho, fizemos uma revisão detalhada do método do grupo de renormalização,

originalmente introduzido para o estudo dos efeitos do espalhamento de elétrons por uma im-

pureza diluída em um meio metálico. Trata-se de uma generalização proposta para se calcular

quantidades dinâmicas como a densidade espectral ou de quantidades físicas que dependem

dela como a condutividade em metais com impurezas magnéticas ou ainda a condutância

de dispositivos nanoscópicos. As aplicações desta técnica foram publicadas em uma série de

artigos, alguns dos quais serão revistos ao longo dos capítulos deste trabalho. Os modelos

adotados e estudados para descrever o espalhamento de elétrons são variações do consagrado

modelo de Anderson. Em uma primeira etapa, foram calculados os espectros de fotoemissão

de elétrons por absorção de raios-X através do cálculo da densidade espectral de orbital de

impureza e em uma segunda, foram calculados os coeficientes de transporte devido ao efeito

termoelétrico induzido por gradiente de temperatura entre os terminais de um ponto quântico.

Um dos capítulos foi reservado para descrever o processo de transporte de elétrons através dos

pontos quânticos assim como estabelecer as relações básicas entre os coeficientes de transporte

e os parâmetros dos Hamiltonianos dos modelos. O capítulo final foi dedicado às discussões

dos resultados obtidos.

Palavras Chave: Grupo de Renormalização Numérico, densidade espectral, ponto quântico,

efeito termoelétrico, modelo de Anderson.



Abstract

In this work, we review the numerical renormalization group technique originally introduced to

study the electron scattering effects by diluted impurities in metals and generalized to compute

dynamical quantities such as spectral density or physical quantities such as conductivity of

the metals and the conductance through nanoscopic devices. This version of the method

and its applications was present in several papers, some of them will be reviewed along this

work. Some versions of the well established Anderson model was adopted to describe the

electron scattering by impurities. In a first stage we found the valence photoemission spectra

by computing the impurity spectral density and in a second stage, the transport coefficients

due to thermoelectric process induced by a temperature gradient in a quantum dot were

computed. One of the chapters was reserved to present the thermoelectric transport theory

through quantum dots as well as to set a connection of the transport coefficients to the

parameters of the strongly correlated Hamiltonian models. The results and the discussion was

presented in the last chapter.

Keywords: Numerical Renormalization Group, Spectral Density, quantum dots, thermoelectric

effects, Anderson model.
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Capítulo 1

Introdução

Os fenômenos associados ao espalhamento de elétrons por impurezas diluídas em metais

continuam ainda a despertar grande interesse na comunidade de pesquisadores envolvidos com

a investigação das propriedades de transporte de carga e calor nestes sistemas. Essa moti-

vação se deve à uma característica comum a todos eles; o grande interesse por problemas

envolvendo a correlação elétron-eléntron em um orbital de impureza em meio metálico e sua

interação com os elétrons de condução[1, 2] ou ainda pelos efeitos da correlação em regiões

de confinamento de elétrons no transporte de cargas em sistemas nanoestruturados[3, 4, 5].

Trata-se de um campo de pesquisa extremamente fértil para o desenvolvimento de novas

técnicas teóricas para a investigação dos efeitos de muitos corpos induzidos pela interação

elétron-elétron em sistemas fortemente correlacionados como estes. Muito esforço tem sido

dispendido neste sentido, e resultaram em métodos como o de Monte Carlo[6], ansatz de

Bethe[7, 8, 9], teoria de perturbação envolvendo a expansão 1/N (N é a degenerecência do

estado fundamental)[10], teoria do campo médio[11], técnicas variacionais envolvendo a ex-

pansão 1/N [10] e investigação de problemas correlacionados via teoria do líquido de Fermi[2].

A introdução e o desenvolvimento da técnica do grupo de renormalização[12], a ser estudada

e detalhada neste trabalho, ocorreu também com esse espírito; a de resolver problemas envol-

vendo a correlações eletrônicas em impurezas magnéticas. Seu desenvolvimento foi estimulado

por problemas dessa natureza, mais especificamente o efeito Kondo[3, 13], que até então era

bem conhecido experimentalmente, mas sob ponto de vista teórico, não se conseguia explicar

completamente este efeito de baixa temperatura com as ferramentas conhecidas na época

como a teoria de pertubação. O efeito Kondo é o nome dado ao efeito de aumento na resis-

tividade elétrica de um metal devido ao espalhamento de elétrons por impurezas magnéticas

diluídas em seu volume. Trata-se de um espalhamento onde o spin dos elétrons de condução

são excitados quando espalhados por uma impureza magnética e durante este processo ocorre

6



CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO 7

simultâneamente a excitação do momento magnético localizado na impureza que por sua vez

induz uma polarização dos elétrons nas suas vizinhanças. Este efeito da correlação é um efeito

dissipativo e contribui para aumentar a resistividade do metal hospedeiro. O próprio Kondo

utilizou-se da teoria de perturbações para calcular a resitividade, mas ela levou a uma sin-

gularidade da resistividade no limite de baixas temperaturas, quando a expectativa era a de

se obter um valor finito. Mesmo assim, ele esclareceu o aumento da resitividade quando se

diminui a temperatura abaixo de uma temperatura crítica hoje denominada temperatura de

Kondo. Contudo, ficou o problema de se calcular corretamente a resistividade abaixo desse

valor crítico. Foi então que a técnica do grupo de renormalização foi introduzida por Wilson

em 1976[12], quando estudou o efeito Kondo e calculou numericamente a resistividade . Com

o sucesso obtido na solução do problema de Kondo, uma série de problemas envolvendo in-

terações de muitos corpos similares ao espalhamento de elétrons de condução por impurezas

mangéticas e não-magnéticas, passaram a ser intensamente investigados. O método foi depois

utilizado no cálculo de propriedades termodinâmicas do modelo de Anderson[14, 15], cálculo

do calor específico de metais com impurezas magnéticas diluídas[16], no estudo do problema

da singularidade[17] e da anti-ressonância de Fano no espectro de absorção de raios-X em

metais[18]. O método também foi explorado para o estudo do efeito Kondo em modelos

mais elaborados, como o modelo de Anderson de duas impurezas[19, 20, 21], cálculo do calor

específico[22] e da susceptibilidade magnética com o modelo de Anderson de dois canais[23].

O método foi aplicado para a diagonalização do modelo de Anderson para o cálculo de pro-

priedades dinâmicas através da densidade espectral do operador de impureza a temperatura

não nula[24, 25]. Em 1990, propusemos uma generalização da técnica para que ela pudesse ser

aplicada no cálculo de propriedades dinâmicas como o espectro de fotoemissão de impurezas

em meios metálicos[26]. Até então, estas quantidades quando calculadas numericamente via

grupo de renormalização, incorporava nos resultados os erros introduzidos com a discretização

da relação de dispersão da banda de condução do metal. No entanto, esta etapa de discretiza-

ção é parte necessária e é fundamental para a elaboração e aplicação da técnica do grupo de

renormalização. Houve então a necessidade de se elaborar e implementar uma técnica de con-

volução para que quantidades dinâmicas calculadas utilizando um espectro discreto pudessem

ser obtidas em função do espectro contínuo de energias sem comprometer a capacidade do

processamento numérico disponível naquela época. Era uma preocupação justificada já que

boa precisão requer em geral maior tempo de processamento. Uma peculiaridade da técnica do

grupo de renormalização é substituir o contínuo da banda de condução por uma banda discreta

onde a separação entre os níveis de energias é medida em uma escala logarítmica. Os níveis

próximos da borda da banda são largamente espaçados e os níveis próximos ao nível de Fermi
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são espaçados por intervalos de energias muito pequenos. O custo computacional é então

controlado com a escolha apropriada do parâmetro de discretização da banda de condução.

Todo o esforço para se calcular a densidade espectral teve como objetivo verificar como efeitos

de muitos corpos, tais como o efeito Kondo, se manifestavam no espectro de fotoemissão e

absorção de raios-X de impurezas em metais.

Em uma primeira etapa, a generalização da técnica do grupo de renormalização foi aplicada

com sucesso para o cálculo da densidade espectral do modelo de Anderson[27] e do modelo de

Anderson-Newns[28], este último introduzido para descrever uma impureza adsorvida em su-

perfície metálica[29]. Em uma segunda etapa, os efeitos da interação de muitos-corpos foram

investigados em sistemas nanoscópicos com a mesma técnica, porém com o cálculo da con-

dutância obtidas com medidas via STM (Scanning Tunneling Microscopy)[30] e mais recente-

mente, aplicada para o cálculo de coeficientes de transporte em sistemas nanoestruturados[31].

As manifestações devido às interaçãoes de muitos corpos são esperadas em medidas de con-

dutância em quantum dots já que estes podem ser vistos como dispositivos onde pode ocorrer

confinamento de elétrons cuja população de elétrons interagentes pode ser controlada por um

conjunto de eletrodos convenientemente polarizados. O movimento de elétrons são respon-

sáveis não só pela corrente elétrica, mas também pelo transporte de calor. Quando em um

meio condutor se estabelece um gradiente de temperatura, há uma indução de um campo

termoelétrico no sentido oposto e proporcional ao gradiente de temperatura que por sua vez

é responsável pelo movimento de elétrons. Assim sendo, a ocorrência do espalhamento de

elétrons por impurezas magnéticas deve afetar também a condutividade térmica em metais e

o efeito Kondo também deve-se manifestar de alguma forma em medidas de transporte de ener-

gia. Assim sendo, efeitos dessa natureza foram investigados através do cálculo da condutância

térmica, da potência termoelétricado(coeficiente de Seebeck), também conhecido como ther-

mopower e o número de Lorenz que reflete a manifestação da lei de Wiedemann-Franz em

metais.

O objetivo deste trabalho é fazer uma revisão detalhada da técnica do grupo de renormal-

ização assim como da versão generalizada para cálculo numérico de densidade espectral de

impureza acompanhada de uma discussão das principais aplicações realizadas até o momento.

A técnica foi utilizada de forma intensiva para a diagonalização numérica do modelo de An-

derson e algumas de suas variações. O trabalho é composto de revisões de alguns trabalhos

publicados[26, 27, 28], [30, 31] em parceria com colaboradores de grupos de pesquisa do qual

participo. Assim, o capítulo II será dedicado à apresentação e discussão da técnica do grupo

de renormalização e de sua extensão para o cálculo de propriedades dinâmicas. Apresentare-

mos uma discussão detalhada de como a técnica foi extendida e de como foi implementada
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uma técnica de convolução que permite a obtenção de quantidades dinâmicas em função de

um espectro contínuo partindo desta quantidade obtida numa base discreta de autovetores e

autovetores. No capítulo III apresentaremos os principais resultados numéricos obtidos com a

técnica para o cálculo de densidades espectrais de impurezas diluídas em meios metálicos. A

impureza e a sua interação com os elétrons da banda de condução foram descritas adotando o

modelo de Anderson-Newns ao qual já nos referimos anteriormente e pelo modelo de Anderson.

Mostramos, no primeiro, caso como a interação Coulombiana entre os elétrons da banda com

os da impureza pode interferir na densidade espectral de impureza. Discutimos os resultados

obtidos e compararemos com os resultados obtidos resolvendo o modelo aplicando o método

Hartree-Fock. Essa discussão baseada na solução Hartree-Fock ainda não havia sido realizada

anteriormente. Também discutiremos os efeitos introduzidos pela interação Coulombiana no

modelo de Anderson. Mostraremos que a técnica de renormalização proposta permite obter

a densidade espectral de forma bem sucedida, através da qual pudemos observar a presença

do efeito Kondo que se apresenta como um pico de ressonância aguda no nível de Fermi. Já

no capítulo IV, discutiremos a aplicação da técnica de renormalização para o estudo do efeito

termoelétrico em sistemas nanoestruturados. Apresentaremos uma discussão formal sobre os

coeficientes de transporte em regime linear e do seu comportamento com a temperatura em

um dispositivo nanoestruturado numa configuração SET (single electron transistor ) em um

anel de Aharonov-Bohm. Em uma seção preliminar, será efetuado uma análise comparativa

dos resultados numéricos dos coeficientes de transporte de um SET com os analíticos quando

descritos pelo modelo ressonante. Com a constatação da eficiência da técnica de renormal-

ização, passaremos a estudar um modelo de sistema de elétrons fortemente correlacionados

adotando para isso, uma versão estendida do modelo de Anderson. Verificaremos como o

efeito Kondo e o fenomeno de interferência de Fano se apresentam em quantidades físicas

como a condutância elétrica, térmica e na potência termoelétrica. O trabalho será encerrado

com o capítulo V, onde apresentaremos uma discussão sobre as perspectivas para a técnica

juntamente com algumas sugestões de proejtos a serem desnvolvidos futuramente.



Capítulo 2

Grupo de Renormalização

2.1 Modelo

Consideremos um condutor simples cujos elétrons formam um sistema de partículas in-

dependentes, respresentados por ondas planas com momentum k, com o espectro de energia

dado por uma relação de dispersão εk e uma impureza diluída nesse meio cuja energia do

orbital seja εd . O Hamiltoniano dos elétrons desse sistema condutor-impureza é definido por

H =
∑
k,σ

εkc
†
k,σck,σ +

∑
σ

εdd
†
σdσ + V

∑
k,σ

(c†k,σdσ + d†σck,σ) (2.1)

onde ck,σ e c†k,σ respectivamente os operadores de aniquilação e criação de elétrons com

momentum k e spin σ, e dσ e d†σ são os operadores de aniquilação e criação de elétrons no

orbirtal de impureza e satisfazem as relações de anticomutação

{ck,σ, c
†
k′,σ′} = δk′,kδσ,σ′

{dσ, d
†
σ′} = δσ,σ′ .

No estado fundamental, os elétrons ocupam todos os níveis abaixo do nível de Fermi com

energia εF e que formam uma banda semi-preenchida de largua D. A superposição das ondas

planas com o orbital da impureza estabelece um mecanismo de espalhamento em que elétrons

de condução são capturados e espalhados pela impureza. Este mecanismo de troca é repre-

sentado através da interação V . Este modelo é conhecido como o modelo de Anderson ou

ressonante[1], um caso particular de um modelo mais completo originalmente introduzido para

descrever o espalhamento de elétrons por impurezas magnéticas. Este modelo será explorado

para introduzir o método do grupo de renormalização, por ser simples e que pode ser tratado

10
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analiticamente de forma exata, razão pela qual servirá de modelo base para discussões futuras.

Nestas ocasiões, o modelo será denominado modelo de nível ressonante. Entretanto, no mo-

mento vamos tratá-lo numericamente, e encará-lo como um problema complexo que justifique

a introdução de uma técnica de solução numérica para resolvê-lo.

O cálculo de qualquer propriedade física através do modelo requer a diagonalização do

Hamiltoniano correspondente. Diagonalizá-lo numericamente requer um procedimento de se

substituir o contínuo da banda de condução por uma banda de condução com níveis discretos

e o primeiro impulso para isso seria adotar a separação uniforme entre os níveis discretos de en-

ergia. Este procedimento no entanto torna impraticável qualquer pretensão de se diagonalizar

o Hamiltoniano numericamente devido ao imenso número de estados de muitos corpos que

deverão ser considerados. O número de estados necessários para estudar efeitos de interação

de muitos-corpos como o efeito Kondo por exemplo, que ocorre a temperaturas da ordem de

TK ≈ 10K, é enorme e as energias das excitações eletrônicas a serem consideradas no cálculo

de propriedades termodinâmicas são da ordem de kBT ≈ 10−4eV em torno do nível de Fermi.

Assim sendo, o espaçamento entre os níveis discretos deve ser dessa mesma ordem de grandeza

o que torna o número de níveis gigantesco e a diagonalização numérica do Hamiltoniano do

sistema de muitos corpos impraticável. Um método numérico que permite a diagonalização de

modelos como estes, é o do grupo de renormalização introduzido por Wilson[12]. Na secção

que se segue, será apresentada uma versão generalizada do método[26] e que possibilitou diag-

onalizar o modelo de Anderson assim como calcular quantidades dinâmicas e termodinâmicas

de condutores com impurezas magnéticas diluídas em seu volume.

2.2 Discretização da banda de condução

Desde a introdução original da técnica de renormalização feita por Wilson, outras versões

foram discutidas e apresentadas[14, 15, 24]. Nesta seção, apresentaremos a versão da técnica

introduzida na referência[26], acompanhada de um discussão introdutória de como ela foi

desenvolvida e quais foram os objetivos almejados. Os detalhes aquí omitidos visando uma

apresentação mais pragmática, poderão ser consultados na referência básica já citada[26]. Para

uma notação mais apropriada, consideremos a alternativa de se trabalhar com operadores

no espaço de energias ao invés na dos momenta. Adotando o procedimento utilizado nas

referências[14, 15] e apresentado no apêndice A deste trabalho, o Hamiltoniano passa a ser
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dado por

H =

∫ D

−D
ε c†ε,σcε,σdε+ V

∫ +D

−D
[ρ(ε)]1/2(c†ε,σdσ + d†σcε,σ)dε+ εd d

†
σdσ (2.2)

onde D é a meia largura da banda, ρ(ε) é a densidade de estados da banda de condução, e

os operadores cε,σ formam a nova base de operadores.

Consideremos inicialmente apenas o Hamiltoniano da banda de condução porém com e-

nergia normalizada e expressa em termos da meia largura D. Assim o intervalo de energia a

ser considerado passa a ser −1 ≤ ε ≤ 1 . Os operadores de criação e aniquilação passam a

satisfazer a regras de anti-comutação {cε, c
†
ε′} = δ(ε − ε′) e por conveniência vamos deixar

de utilizar o índice de spin já que toda a apresentação a ser feita valerá para ambos spins. O

Hamiltoniano da banda de condução agora é dado por

Hc =

∫ +1

−1

ε c†εcεdε . (2.3)

A primeira etapa do procedimento consiste em substituir o contínuo da banda de condução

Figura 2.1: Discretização da banda de condução em escala logarítmica. O parâmetro Λ
é arbitrário sendo maior que a unidade. O parâmetro z pode assumir valores no intervalo
0 ≤ z ≤ 1

por uma discretizada, como ilustrada na Fig. 2.1, atribuindo à variável ε valores discretos

εm = ±Λ−m−z, m = 0, 1, 2, .... A diferença em relação à técnica original de Wilson está na

introdução de um parâmetro z, que pode assumir valores 0 < z < 1.0. Isto permite controlar

os valores dos parâmetros de discretaização Λ e esta conveniência poderá ser utilizada para

minimizar os efeitos da discretização presente nos cálculos das propriedades físicas almejadas.

Mais adiante, quando do cálculo da densidade de estados ou espectral, poderemos comprovar

esse fato. Paralelamente à discretização da banda, introduzimos uma nova base de operadores
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fermiônicos am, bm,m = 1, 2, ..., e (a, b) tal que

cε =
∞∑
m=1

[Ψ(z)
m (ε)am + Ψ(z)

m (−ε)bm] + Ψ
(z)
0 (ε)a+ Ψ

(z)
0 (−ε)b (2.4)

onde os operadores da nova base devem obedecer às relações

{am, a
†
m′} = δm,m′ , {bm, b

†
m′} = δm,m′ , {am, b

†
m′} = {bm, a

†
m′} = 0

e

{a†, a } = 1, {b , b†} = 1, {b , a†} = {a , b†} = 0 .

Considerando que {cε, c†ε} = δ(ε− ε′) e levando cε da Eq. 2.4 na Eq. 2.3, temos

Hc =
∞∑
m=1

Em(z,Λ)(a†mam − b†mbm) + E0(z,Λ)(a†a − b†b ) (2.5)

onde

Em(z,Λ) =

∫ Λ1−z−m

Λ−z−m

εdε/

∫ Λ1−z−m

Λ−z−m

dε

e

E0(z,Λ) =

∫ 1

Λ−z

εdε/

∫ 1

Λ−z

dε .

As funções de onda Ψ
(z)
m (ε) e Ψ

(z)
0 (ε) são dadas por

Ψ(z)
m (±ε) =


Λ

m+z
2

(1−Λ−1)
1
2
, se Λ−m−z−1 < ε < Λ−m−z

0, fora do intervalo
(2.6)

e

Ψ
(z)
0 (±ε) =

1

(1− Λ−z)1/2
. (2.7)

As energias Em(z,Λ) e E0(z,Λ) são as energias cinéticas nos intervalos de energias ilustradas

na Fig.2.1 e são dadas por

Em(z,Λ) =
1 + Λ−1

2
Λ1−z−m (2.8)
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e

E0(z,Λ) =
1 + Λ−z

2
. (2.9)

Além da discretização da banda, faz parte da técnica de renormalização a tridiagonalização

do Hamiltoniano da banda de condução. Consiste em introduzir um novo conjunto ortonormal

de operadores fermiônicos fn (n = 0, 1, 2, ...) onde f0 é definido como sendo

f0 =
1√
2

∫ +1

−1

cεdε (2.10)

que pode ser, utilizando as Eq. 2.4, 2.6 e 2.10, escrito como

f0 =

[
1− Λ−1

2

]1/2 ∞∑
m=1

Λ(1−z−m)/2(am + bm) +

[
1− Λ−z

2

]1/2

(a+ b) . (2.11)

O Hamiltniano de condução deve ser colocado na forma

Hc =
∞∑
n=0

ε(z)n (f †nfn+1 + f †n+1f
†
n) , (2.12)

onde as energias ε(z)n podem ser determinadas através do método de Lanczos, apresentado no

Apêndice B, e que resulta na expressão

N∏
n=0

[ε(z)n ]2 = FN(z,Λ)− [(HN+1)2N+2]11 . (2.13)

Aquí, os elementos da matriz HN+1 são dados por

[HN+1]i,j = ε
(z)
i−1δi,j−1 + ε

(z)
j−1δj,i−1, (i, j = 1, 2, ..., N + 1), (2.14)

e

FN(z,Λ) = (1− Λ−1)
∞∑
m=1

Λ1−z−m[Em(z,Λ)]2N+2 + (1− Λ−z)[E0(z,Λ)]2 . (2.15)

A Eq.2.13 precisa ser resolvida iterativamente. Para N = 0 temos

[ε
(z)
0 ]2 = (1− Λ−1)

∞∑
m=1

Λ1−z−m[Em(z,Λ)]2 + (1− Λ−z)[E0(z,Λ)]2 . (2.16)
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Para N > 0, as Eq. 2.13-2.15 podem ser utilizadas para determinar ε(z)N numericamente. Todo

o procedimento da técnica do grupo de renormalização introduzido por Wilson pode ser obtido

tomando o caso particular z = 1. Para casos em que n >> 1, a exemplo do que é feito por

Wilson[12], verifica-se que a forma assintótica para ε(z)n pode ser dada por

ε(z)n =
1 + Λ−1

2
Λ1−z−n/2, n >> 1 . (2.17)

2.3 Truncamento do Hamiltoniano

Na prátrica, para que qualquer processamento numérico possa ser realizado, a série infinita

dada na Eq.2.12 precisa ser truncada. Em cálculos com estados de energia em torno do nível

de Fermi, envolvendo excitações da ordem de kBT por exemplo, pode-se truncar a série em

um termo N de tal forma que essas energias sejam levadas em consideração e que a essa

escolha não comprometa a precisão dos resultados. Pode-se sempre encontrar um N tal que

ε
(z)
N << kBT . Assim, tomando o Hamiltoniano da banda truncada, o Hamiltoniano do modelo

se torna

Htrunc = Hcd +
N−1∑
n=0

ε(z)n (f †nfn+1 + f †n+1fn+1) (2.18)

onde

Hcd = εd d
†d + V

∫ +D

−D
[ρ(ε)]1/2(c†εd + d†cε)dε .

Seguindo Wilson[12] para definir um Hamiltoniano adimensional HN cujo menor coeficiente é

≈ 1, vamos dividir Htrunc por ε
(z)
N−1 obtendo

HN =
2

1 + Λ−1
Λ(N−1)/2+z−1Htrunc .

No limite de altos valores paraN , é atingido um ponto fixo da transformação de renormalização

T

T {HN} =
√

ΛHN + (f †NfN+1 + f †N+1fN) = HN+1 . (2.19)
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A aplicação T 2 leva-nos ao ponto fixo de banda livre ou de condução, que são os autovalores

do Hamiltoniano

HN = Λ(N−1)/2

N−1∑
n=0

ξ(z)
n (f †nfn+1 +H.c.) (2.20)

onde

ξ(z)
n =

2

1 + Λ−1
Λz−1ε(z)n . (2.21)

Considerando εd = 0 e V = 0 , para N > 10, os autovalores são aproximadamente dados por

ηj =

 ± Λj−1, j = 1, 2, .....(N − 1)/2, N ímpar

± Λj−1/2, j = 1, 2, ......(N − 2)/2, N par
(2.22)

e para as energias correspondentes às bordas temos,

η(N+1)/2 = ± Λ−z

1 + Λ−1
Λ(N−1)/2+z−1 N ímpar (2.23)

e

ηN/2 = ± Λ−z

1 + Λ−1
Λ(N−1)/2+z−1 N par . (2.24)

Nos casos N ≤ 10, o Hamiltoniano HN precisa ser diagonalizado numericamente.

Considerando a definição dada pela pela Eq.2.18, o Hamiltoniano a ser diagonalizado

numericamente via técnica de renormalização é dado por

H =
∑
σ

εd d
†
σdσ +

∑
σ

N−1∑
n=0

ε(z)n (f †n,σfn+1,σ + f †n+1,σfn+1,σ) +

+
√

2[ρ(εF )]1/2V
∑
σ

(f †0,σdσ + d†σf0,σ) (2.25)

onde tomaremos a densidade de estados ρ(εF ) como uma constante e dada pelo seu valor no

nível de Fermi.
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2.4 Densidade Espectral

Uma aplicação destes resultados é bastante ilustrativa. Consideremos o cálculo da densidade

espectral de impureza do modelo de nível ressonante, com Hamiltoniano dado por

H = εdd
†d +

∑
k

εkc
†
kck +

(
Γ

π

)1/2∑
k

(c†kd +H.c.) (2.26)

onde Γ = πρ(εF )V 2 e os operadores da banda de condução são indexados pelos índice dos

momenta k. A definição de densidade espectral a temperatura T = 0 é dada pela expressão

ρd(ε) =


∑

F |< F |d†|Ω > |2δ(EF − EΩ − ε) se ε > 0∑
F |< F |d |Ω > |2δ(EF − EΩ − ε) se ε < 0

(2.27)

onde |F > e |Ω > são autoestados de H, sendo |Ω > o estado fundamental. Os autovalores

correspondentes são EF e EΩ. Para o caso do modelo ressonante, esta quantidade pode ser

calculada analiticamente através da técnica das funções de Green, tal qual apresentado no

Apêndice C, que fornece

ρd(ε) =
1

π

Γ

(ε− εd)2 + Γ2
. (2.28)

O cálculo da densidade espectral também pode ser efetuado analiticamente na base discreta

{d, f0, f1, ..., fN}, o que possibilita-nos compará-la com a forma exata, seguida de uma dis-

cussão considerando a importância do parâmetro z introduzido na discretização da banda de

condução.

O Hamiltoniano na base discreta é dado por

HN = Λ(N−1)/2

{
ε

(z)
d d†d +

N−1∑
n=0

ξ(z)
n (f †nfn+1 +H.c.) + V (z)(f †0d +H.c.)

}
(2.29)

onde

ε
(z)
d =

2

1 + Λ−1
Λz−1εd (2.30)

e

V (z) =
2

1 + Λ−1
Λz−1(

2Γ

π
)1/2 . (2.31)
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Por ser quadrático, ele pode ser diagonalizado analiticamente[14] e colocado na forma

HN =

(N+1)/2∑
j=−(N+1)/2

ηja
†
jaj

onde, para N ímpar, metade dos autovalores são positivos e a outra metade negativos, e

representaremos por ηj e −ηj, onde j = 1, 2, 3, ..., (N + 1)/2. Eles são dados, com boa

precisão, por

ηj,± = Λj−1−γj± (2.32)

onde

tg(πγj±) =
Γ

εd − Ej±
(2.33)

com

Ej± = ±1 + Λ−1

2
Λ−(N−1)/2+1−z ηj± , (2.34)

Γ =
Γ

AΛ

, (2.35)

e

AΛ =
1 + Λ−1

1− Λ−1

ln Λ

2
. (2.36)

A relação entre o deslocamento de fase πγ e energias Ej,± dada pela Eq.2.33 é uma relação

clássica na teoria de espalhamento[32]. Neste ponto, é oportuno chamar a atenção para os

autovalores obtidos: a presença do acoplamento da impureza à banda de condução, provoca um

deslocamento dos níveis quando comparado aos níveis de banda livre, mas mantendo a mesma

estrutura de níveis em escala logarítmica. Isto se torna claro quando comparamos as energias

dadas na Eq.2.34 com a Eq.2.8, sugerindo a presença de um ponto fixo da transformação de

renormalização do modelo ressonante.

Retomando a dedução da densidade espectral, os operadores da base diagonal podem ser
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tomados como uma combinação dos operadores fn e d

aj± = uj±d+
N−1∑
n=0

uj±,nfn (2.37)

onde o coeficiente do operador d em particular é dado por [15], [32]

uj± =
sen(πγj±)

[sen2(πγj±)± πΓ/(Ej± ln Λ)]1/2
. (2.38)

Considerando que

|F >=

 a†j+|Ω > se ε > 0

aj−|Ω > se ε < 0
(2.39)

então temos, para ε > 0,

< F |d†|Ω >= {d†, aj+} = uj+, (2.40)

e para ε < 0,

< F |d |Ω >= {d , a†j−} = uj−. (2.41)

Em geral, temos

ρ
(z)
d (ε) =

∑
j

u2
j±δ(ε− Ej±) (2.42)

onde o índice +(−) refere-se a energias positivas (negativas) para ε.

Esta densidade é uma sequência de funções δ; formam um espectro discreto de energias

como deveria ser. A partir deste momento, poderemos verificar o papel a ser desempenhado

pelo parâmetro de discretização z introduzido juntamente com a discretização da banda de

condução. As energias Ej± e os coeficientes uj± dependem do parâmetro z e ao variar-

mos z de 0 a 1, cada linha da densidade ρ(z)
d varia na intensidade e se desloca no intervalo

[E
(z=0.1)
j± , E

(z=1.0)
j± ]. Assim sendo, a densidade de estados no espectro contínuo, pode ser obtido

integrando a densidade ρ(z)
d (ε) em z;

ρ(ε) =

∫ 1

0

ρ
(z)
d (ε)dz =

∫ 1

0

∑
j

u2
j±δ(ε− Ej±)dz (2.43)



CAPÍTULO 2. GRUPO DE RENORMALIZAÇÃO 20

para obtermos

ρd(ε) =
u2
j±

|dEj±/dz|

∣∣∣∣
Ej±=ε

(2.44)

ou substituindo a Eq.2.38 para uj± obtemos

ρd(ε) =
sen2(πγj±)

[sen2(πγj±)± πΓ/(Ej± ln Λ)]|dEj±/dz|

∣∣∣∣
Ej±=ε

. (2.45)

A derivada no denominador pode ser obtida trabalhando com as Eq. 2.32, 2.33 e 2.34, que

fornece ∣∣∣∣dEj±dz

∣∣∣∣ =
πΓ

sen2(πγ±)± πΓ/(Ej± ln Λ)
(2.46)

e depois de algum trabalho, a Eq. 2.45 reduz-se a

ρd(ε) =
sen2(πγj±)

πΓ

∣∣∣∣
Ej±=ε

. (2.47)

Utilizando a Eq. 2.35, e algumas identidades trigonométricas, a eq. 2.47 fornece

ρd(ε) =
1

π

Γ

Γ
2

+ (εd − ε)2
. (2.48)

No limite em que Λ→ 1 (recuperando o contínuo), AΛ dada pela Eq. 2.36 converge rapida-

mente para a unidade, Γ dada na Eq.2.35 converge para Γ e Eq. 2.48 se torna

ρd(ε) =
1

π

Γ

Γ2 + (εd − ε)2
(2.49)

que é exatamente a expressão analítica da densidade inicialmente apresentada na Eq. 2.28.

Um teste pode mostrar a eficiência do processo de convolução proposto. Diagonalizamos

numericamente o Hamiltoniano HN da Eq. 2.29 considerando quatro valores de z. Com os au-

tovalores e autovetores, calculamos a densidade espectral apresentada na Eq.2.44. Mostramos

na Fig.2.2 os resultados numéricos obtidos utilizando dois valores de Λ. Em ambos os casos,

a recuperação da densidade espectral para o espectro contínuo foi realizada com sucesso e

reproduzem de maneira fiel a densidade espectral analítica. A escolha de Λ = 3.0 é talvez

a mais convencional para os que utilizam a técnica de renormalização. Já o caso Λ = 5.0

era evitado por tornar os efeitos da discretização mais agudos; a convolução para o contínuo
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Figura 2.2: Comparação entre a densidade espectral analítica com as calculadas numerica-
mente através da eq. 2.44. Dois parâmetros de discretiza ção Λ foram utilizados. Em ambos
casos, N = 15 e foram considerados valores de z no intervalo 0.2 ≤ z ≤ 1.0, com ∆z = 0.2
em cada caso. A curva analítica é a Lorentziana dada pela eq.2.49 .

com certeza era menos eficiente e os resultados obtidos eram menos confiáveis. A vantagem

de se utilizar Λ = 5.0, é que atingimos a escala de pequenas energias com menor número

de iterações N diminuindo o tempo de processamento numérico para a diagonalização do

Hamiltoniano, sobretudo quando este leva em consideração as interações de muitos-corpos.

Entretanto, com o processo proposto via parâmetro z apresentado nesta secção, não temos

mais este tipo de dificuldades.



Capítulo 3

Densidade Espectral

3.1 Espectro de Fotoemissão

Uma importante aplicação da generalização da técnica de renormalização proposta no capítulo

anterior é o cálculo de quantidades dinâmicas tal como o espectro de fotoemissão de elétrons

por raios-X, quando utilizada por exemplo, para a investigação de flutuações de valência

de compostos de terras-raras[33] ou investigação de impurezas quimicamente adsorvidas em

superfícies de metais[28]. A experiência consiste em retirar um elétron de um orbital iônico

incidindo raios-X com energia h̄ω e jogá-lo para fora do material. Um detector registra a

energia εK do elétron emitido e a corrente fotoeletrônica correspondente. Pela conservação de

energia, uma quantidade ε = h̄ω− εK é cedida à amostra que passa a um estado excitado. O

espectro de fotoemissão medido fornece informações sobre a ocupação de níveis e da densidade

de estados para uma dada energia de ligação. Este espectro pode ser calculado através da

densidade ou função espectral a temperatura T = 0 definida pela relação

ρd(ε) =


∑

n|< n|d†|Ω > |2δ(En − EΩ − ε) se ε > 0∑
n|< n|d |Ω > |2δ(En − EΩ − ε) se ε < 0

(3.1)

onde d e d† são respectivamente os operadores de aniquilação e criação de um elétron em

um orbital ϕd e obedecem a regra de anti-comutação {d, d†} = 1. O orbital ϕd representa

uma impureza adsorvida ou o elemento de valência flutuante sob investigação. Este orbital

encontra-se acoplado aos orbitais que formam a banda de condução do substrato metálico

sendo reponsável pela flutuação na ocupação deste orbital. Os estados |n > são autoestados

do Hamiltoniano que respresenta o sistema e En os autovalores correspondentes.

O processo de emissão de elétrons pode ser extremamente complexo devido às interações

22
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Coulombianas entre elétrons de orbitais localizados ou entre elétrons de orbitais localizados

com os de condução, invariavelmente interações de muitos-corpos. O espectro de fotoemissão

registra os efeitos destas interações o que torna sua interpretação mais complexa. O objetivo

neste capítulo é aplicar a técnica generalizada proposta no capítulo anterior e ilustrar sua

eficiência no cálculo de propriedades dinâmicas envolvendo este tipo de interações. Veremos

que o processo de convolução de quantidades dinâmicas proposto é uma ferramenta eficiente

para cálculo de propriedades envolvendo o espalhamento de elétrons por impurezas diluídas em

meios metálicos. Para isso, dois modelos de espalhamento serão discutidos e ambos tratam

de sistemas compostos por uma impureza representada por um orbital localizado e interagindo

com os elétrons de condução de um meio metálico. No primero caso, tentaremos entender

como a interação Coulombiana entre elétrons de condução e elétrons localizados em impurezas

interferem no processo de espalhamento e determinam apectos da densidade espectral. No

segundo caso, estudaremos o modelo de Anderson. com o qual estudaremos o espalhamento

dos elétrons de condução quando se considera a interação coulombiana entre elétrons ocupando

o mesmo orbital de impureza. Também neste caso, o obejtivo é verificar como esse processo de

espalhamento caracteriza a densidade espectral de impureza. Os dois modelos serão estudados

com a versão do grupo de renormalização detalhada no capítulo anterior.

3.2 Modelo de Anderson-Newns generalizado

Neste primeiro modelo, consideramos um sistema formado por um elemento atômico ou molec-

ular, doravante impureza, diluída em um metal. Esta impureza representada por um orbital

encontra-se acoplada aos orbitais da banda de condução e responsável por um mecanismo de

troca de elétrons entre a banda e o orbital de impureza. No entanto, vamos considerar uma

interação de muitos-corpos que se estabelece durante a troca de entre a banda de condução

e impureza. O hamiltoniano deste sistema é dada pelo operador

H = εdd
†d +

∑
k

εkc
†
kck + V

∑
k

(c†kd + d†ck) +G
∑
k′,k

c†k′ckd d
† (3.2)

onde d é o operador de aniquilação de um elétron no orbital de impureza com energia εd, ck

o operador de aniquilação de um elétron de condução com energia cinética εk. Os operadores

seguem a regra de anti-comutação {d, d†} = 1, {ck, c
†
k′} = δk,k′ e {d, c†k} = 0. O parâmetro

de acoplamento V define a largura de nível ressonante e o parâmetro G representa a energia de

interação de elétrons da banda de condução com uma carga imagem no orbital de impureza.

Estamos considerando que na ausência de um elétron na impureza introduz-se um potencial de
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carga imagem localizada que atrai os elétrons ao seu redor. Neste modelo não consideraremos

os índices de spin dos elétrons.

Adotando o mesmo procedimento apresentado na secção 2.2 do capítulo 2, este Hamilto-

niano pode ser escrito na forma

H = εdd
†d +

N−1∑
n=0

ε(z)n (f †nfn+1 + f †n+1fn) +
√

2V (f †0d + d†f0 ) + 2Gf †0f0d d
† (3.3)

para que possa ser diagonalizado por meio do grupo de renormalização. Esta forma foi obtida

com a discretização e tridiagonalização da banda de condução partindo da definição

f0 =
1√
2

∑
k

ck

onde foi considerado a densidade de estados ρ(ε) = 1/D e D = 1 a meia largura da banda.

Neste processo também se introduz os coeficientes ε(z)n cujo procedimento foi apresentado de

forma detalhada no capítulo 2.

3.2.1 Diagonalização Iterativa

Devido ao termo de interação de muitos-corpos, a diagonalização do Hamiltoniano deve ser

efetuada iterativamente. Colocando-o na forma truncada

HN = Λ(N−1)/2[ε
(z)
d d†d +

N−1∑
n=0

ξ(z)
n (f †nfn+1 +H.c.) + V (z)(f †0d +H.c.) +

+ G(z)f †0f0d d
†]

onde

ε
(z)
d =

2

1 + Λ−1
Λz−1εd

ξ(z)
n =

2

1 + Λ−1
Λz−1ε(z)

n

V (z) =
2
√

2

1 + Λ−1
Λz−1V .
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e

G(z) =
4

1 + Λ−1
Λz−1G

o processo iterativo é estabelecido através da transformação de renormalização

HN+1 = HN + ξ
(z)
N f †NfN+1 +H.c.

iniciada com a diagonalização de

H0 = ε
(z)
d d†d + V (z)(f †0d +H.c.) +G(z)f †0f0d d

† .

Pode-se explorar o operador de carga total

QN =
N∑
n=0

f †nfn + d†d

que comuta com o Hamiltoniano HN e torna-se um bom número quântico para indexar os

autoestados de HN . Assim, em dada iteração N os autoestados de HN podem ser represen-

tados por |N,Q, k > com as energias correspondentes por E(z)
N,Q,k, onde Q é um autovalor do

operador QN e k um índice de estado genérico. O processo iterativo pode ser estabelecido

gerando inicialmente uma base de estados para escrever HN+1 a partir dos autoestados de HN .

Esses estados de base, para cada subespaço de carga Q, são os estados do tipo |z,N,Q, k >
e f †N+1|z,N,Q− 1, k >. Assim os elementos da matriz energia HN+1 são

(HN+1)i,j = E
(z)
N,Q,jδi,j + ξ

(z)
N < z,N,Q, i|f †N |z,N,Q− 1, j > .

A construção dessa matriz depende do elemento de matriz < N,Q, i|f †N |N,Q − 1, j > que

deve ser calculada a cada iteração executada.

Lembrando que o cálculo da densidade espectral depende das derivadas das energias,

também é necessário calcular

∂E
(z)
N+1,Q,k

∂z
=
∂E

(z)
N,Q,k

∂z
+
∂ξ

(z)
N

∂z
< z,N + 1, Q, k|(f †NfN+1 +H.c.)|z,N + 1, Q, k > (3.4)

iterativamente assim como os elementos de matriz < z,N + 1, Q, j|d†|z,N + 1, Q− 1, i >.
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3.2.2 Densidade Espectral

A densidade espectral foi computada através

ρd(ε) =
∑
j

|< z,N,Q, j|d†|Ω > |2

|∂Ẽ
(z)
N,Q,j

∂z
|
Ẽ

(z)
N,Q,j=ε

(3.5)

onde Ẽ(z)
N,Q,j = E

(z)
N,Q,j − EΩ onde |Ω > representa o estado fundamental e EΩ a energia

correspondente. Tecnicamente, para cada ε, procura-se pelos estados |z,N,Q, j > cuja

energia E(z)
N,Q,j coincida com ε. Haverá sempre um valor do parâmetro z para o qual esta

igualdade é satisfeita. Na Fig.3.1, apresentamos os resultados obtidos com os parâmetros do

modelo dados por εd = −0.1D, Γ = πρV 2 = 0.02D e para vários valores de G.

Densidade Espectral de impureza

ρ d
(ε
)
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ε/D
−0,3 −0,2 −0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

−0,3 −0,2 −0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

εd = -0.1D Γ = 0.02D G = 0 (GRN)
εd = -0.1D Γ = 0.02D G = -0.05D (GRN)
εd = -0.1D Γ = 0.02D G = -0.10D (GRN)
εd = -0.1D Γ = 0.02D G = -0.14D (GRN)
εd = -0.1D Γ = 0.02D G = -0.30D (GRN)
curva analítica εd = -0.1D Γ = 0.02D G = 0
ajuste com εd = -0.042D Γ = 0.027D
ajuste com εd = 0.036D Γ = 0.037D
ajuste com εd = 0.1D Γ=0.0358D
ajuste com εd = 0.29D Γ=0.024D

Figura 3.1: Densidade espectral calculada numericamente para o modelo ressonante gener-
alizado. É apresentado o comportamento do espectro quando se modifica o potencial de
interação Coulombiano G.

O mesmo sucesso obtido no estudo do modelo ressonante no capítulo 2 pode ser verificado

também neste caso e os resultados numéricos obtidos confirmam a eficiência do processo de

convolução proposto. No caso G = 0 o resultado numérico reproduz o analítico de forma

exata. A medida que se modifica G e aumentamos a interação de muitos-corpos, o espectro

sofre um deslocameto assim como um alargamento em torno da energia do nível de impureza.

Todas as curvas construídas com os resultados numéricos puderam ser bem ajustadas através

de curvas lorentzianas. A conclusão imediata é que, em medidas de espectro de fotoemissão,
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o espalhamento de elétrons de condução devido à interação Coulombiana entre elétrons da

banda de condução com os localizados em impurezas causa um alargamento e deslocamento

do espectro.

3.2.3 Método Hartree-Fock

Devido à interação de muitos-corpos presente no Hamiltoniano, ele não é diagonalizável ana-

liticamente o que exigiu a utilização do grupo de renormalização para fazê-lo. Entretanto, para

uma análise dos resultados numéricos obtidos, é sempre conveniente também utilizar outras

ferramentas, preferencialmente mais simples e que, ao menos qualitativamente, permita in-

terpretar os resultados satisfatoriamente. Nesse sentido, podemos estudar o modelo através

do método Hartree-Fock, ainda que tida como uma técnica pouco eficiente no tratamento

de problemas de muitos-corpos, permite-nos aquí estudar o modelo proposto de maneira sat-

isfatoria. A idéia é calcular a densidade espectral de impureza através deste método e tentar

interpretar a densidade obtida via grupo de renormalização.

A interação de muitos-corpos é representada por

Hint = G
∑
k,k′

c†k′ck −G
∑
k,k′

c†k′ck d
†d

e a idéia do método Hartree-Fock é transformar o segundo termo em um Hamiltoniano

quadrático na forma

G
∑
k,k′

c†k′ck d
†d = G

∑
k′,k

c†k′ck < d†d > +G <
∑
k,k′

c†k′ck > d†d −

− G < d†d ><
∑
k,k′

c†k′ck > −G
∑
k′

c†k′d < d†
∑
k

ck > −

− G
∑
k

d†ck <
∑
k′

c†k′d > +G <
∑
k

d†ck ><
∑
k′

c†k′d > (3.6)

onde < O > representa o valor médio < Ω|O|Ω > e |Ω > o pretendido estado fundamental.

Para simplificar a notação, sejam

nd = < d†d >

n1 = <
∑
k

c†kd >=<
∑
k

d†ck >

n2 = <
∑
k′,k

c†k′ck >
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que devem ser determinadas de forma auto-consistente. Agora o Hamiltoniano do sistema

passa a ser

HHF = ε̃dd
†d +

∑
k

εkc
†
kck + Ṽ

∑
k

(c†kd + d†ck) + G̃
∑
k′,k

c†k′ck (3.7)

onde

ε̃d = εd − n2G (3.8)

Ṽ = V + n1G (3.9)

G̃ = (1− nd)G . (3.10)

As relações de auto-consistência são obtidas através do sistema de equações

nd =

∫ εF

εF−D
− 1

π
Im{Gdd(ω)}dω (3.11)

n1 =

∫ εF

εF−D
− 1

π
Im{

∑
k

Gkd(ω)}dω (3.12)

n2 =

∫ εF

εF−D
− 1

π
Im{

∑
k′,k

Gk′,k(ω)}dω (3.13)

onde εF é a energia do nível de Fermi e D a meia-largura da banda de condução. As funções

de Green nos integrandos devem ser calculadas utilizando o Hamiltoniano HHF e dependerão

de nd, n1 e n2 através dos parâmetros ε̃d, Ṽ e G̃ de HHF estabelecendo assim as relações de

auto-consistência exigidas. Trata-se de um sistema de equações não lineares que podem ser

resolvidas numericamente e com as suas raízes obtemos os melhores valores para ε̃d, Ṽ e G̃.

A densidade espectral de impureza é apresentada na Fig.3.2 para os mesmos parâmetros

utilizados no cálculo do espectro através do grupo de renormalização e os resultados obtidos

via Hartree-Fock reproduzem qualitativamente os obtidos com o grupo de renormalização. Os

espectros comportam-se da mesma forma, um delocamento e alargamento da densidade em

torno do nível de impureza com o aumento na intensidade de espalhamento via parâmetro G.

Pode-se calcular a densidade espectral através da função de Green de impureza Gd,d(ε) pela

definição

ρd(ε) = − 1

π
Im{Gd,d(ε)}

que por sua vez pode ser deduzida analiticamente. A densidade é
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Densidade espectral de impureza via Hartree-Fock
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Figura 3.2: Densidade Espectral do modelo de Anderson-Newns interagente calculada pelo
método Hartree-Fock. Apresenta-se o comportamento da densidade espectral conforme a
interação Coulombiana G. Este resultados reproduzem qualitativamente o comportamento da
densidade espectral calculada pelo grupo de renormalização.

ρd(ε) =
1

π

γ

(ε− Ed)2 + γ2
(3.14)

onde γ e Ed dependem do parâmetro G conforme as relações

γ =
Γ̃

1 + (πρG̃)2
(3.15)

Ed = ε̃d +
πρG̃Γ̃

1 + (πρG̃)2
(3.16)

com Γ̃ = πρṼ 2. O deslocamento pode ser compreendido ao analisarmos a ocupação do orbital

de impureza nd, que pode ser obtida integrando a densidade espectral acima e que fornece

nd ≈
1

π
arctan{−Ed/γ}+

1

2
(3.17)



CAPÍTULO 3. DENSIDADE ESPECTRAL 30

a.) Deslocamento de nível
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b.) Largura de nível
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Figura 3.3: a.) Variação da energia do orbital de impureza em função da interação Coulom-
biana G calculada por meio do método Hartree-Fock. Em b.) apresenta-se comportamento da
largura da densidade espectral em função desse mesmo parâmetro e usando a mesma técnica.
Compreende-se por estes resultados a sequência de curvas obtidas para a densidade espectral
na Fig.3.2

conforme a regra de soma de Friedel[32]. No caso, os elétrons de condução procuram blindar o

potencial atrativo que surge sempre que o orbital de impureza esteja desocupado. Para chegar

a estas expressões, foi considerado uma energia de Fermi εF = 0 e banda de condução com

largura o suficiente para termos (ver apêndice D)

ln

∣∣∣∣ω −Dω +D

∣∣∣∣→ 0

que equivale a trabalhar com energias próximas ao nível de Fermi. A medida que variamos G

no intervalo −0.3 < G < 0, nd varia de nd ≈ 1 a nd ≈ 0 indicando que o nível de impureza

cruza o nível de Fermi, o que explica o delocamento apresentando na Fig. 3.3a. Já Γ̃ atinge

o valor máximo quando G é da ordem de −0.15 e diminuindo seu valor quando G = −0.3
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comportameno este ilustrado na Fig. 3.3b.

Finalizando, o espalhamento de elétrons por um potencial atrativo em uma impureza discu-

tido através de um modelo de partículas interagentes, pode ser estudado através de um modelo

de partículas independentes de modo satisfatório. Os resultados numéricos obtidos através do

grupo de renormalização e do processo de convolução proposto indicam sua eficiência no cáculo

de propriedades dinâmicas.

3.3 Modelo de Anderson

Um teste mais complexo do método proposto no capítulo anterior, consiste no cálculo da den-

sidade espectral de impurezas magnéticas diluídas em meio condutor. Um modelo clássico que

descreve estes sistemas é o modelo de Anderson, muito explorado para se estudar propriedades

termodinâmicas de impurezas diluídas em metais, tais como calor específico e susceptibilidade

magnética, interpretar espectros de fotoemissão e absorção de impurezas adorvidas em super-

fícies metálicas assim como para impurezas diluídas em meios metálicos. A quantidade básica

a ser calculada é novamente a densidade espectral dada pela Eq. 3.5.

O Hamiltoniano do modelo é dado por

H =
∑
σ

εdnd,σ + Und,↑nd,↓ +
∑
k,σ

εkc
†
k,σck,σ + V

∑
k,σ

(c†k,σdσ + d†σck,σ) (3.18)

onde nd,σ = d†σdσ representa o operador de ocupação do orbital de impureza com nível de

energia εd e U a interação Coulombiana entre doi elétrons neste orbital. Os operadores ck,σ

e c†k,σ são os operadores de aniquilação e criação de elétrons de condução com energia εk e

satisfazem a regra de anti-comutação {ck,σ, ck′,σ′} = δk,k′δσ,σ′ . O parâmetro V e o termo

correspondente é reponsável pelo acoplamento do orbital com a banda de condução.

Para se ter um panorama preliminar do modelo, pode-se considerar o caso desacoplado

V = 0. O orbital de impureza pode ser encontrado com população nd = 0, nd = 1 e nd = 2,

respectivamente com energias E = 0, E = εd com duas configurações de spin possíveis

+1/2 e −1/2 e por fim E = 2εd + U para o caso de orbital completamente ocupado. Estas

configurações estão esquematizadas no diagrama de níveis da Fig 3.4 para um caso εd < 0 e

U > |εd|. O estado fundamental depende do valor atribuído ao parâmetro repulsivo U . Caso

U = 0, o estado fundamental é o estado de ocupação nd = 2, com energia E = 2εd. Logo,

as energias das excitações são ε1 = −εd e ε2 = −2εd. Caso U = |εd|, o estado fundamental

é degenerado; pode ser um dos estados com ocupação nd = 1 ou o estado com ocupação

nd = 2. Neste caso há somente uma possibilidade de estado excitado, o de energia E = 0.
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Figura 3.4: Um possível diagrama de níveis de impureza desacoplada do modelo de Anderson.

Finalmente, quando U > |εd| o estado fundamental é degenerado e com ocupação nd = 1. É

o caso apresentado no diagrama da Fig 3.4. Quando V 6= 0 os níveis de impureza se acoplam

aos estados da banda e estabelece-se uma flutuação na ocupação do orbital de impureza e a

baixas temperaturas com U 6= 0 pode ocorrer a ressonância de Kondo.

O Hamiltoniano com spin σ na base discreta é

H = εdnd,σ + Und,↑nd,↓ +
∑
n=0

ε(z)
n (f †n,σfn+1,σ + f †n+1,σfn,σ) +

√
2V (f †0,σdσ + d†σf0,σ)

que foi obtida através de uma transformação iniciada com definição

f0,σ =
1√
2

∑
k

ck,σ

onde considerou-se uma densidade de estados da banda de condução constante e meia largura

de banda D. Todo o procedimento apresentado no Capítulo 2 foi novamente utilizado para

escrever o Hamiltoniano na base discreta.

A diagonalização deste Hamiltoniano é bem mais complexo por envolver graus de liberdade

introduzidos pelos operadores de spin. O procedimento para a diagonalização é apresentado

em detalhes no apêndice E. O Hamiltoniano na forma truncada é dado por

HN = Λ(N−1)/2[
∑
σ

ε
(z)
d d†σdσ +

N−1∑
n=0,σ

ξ(z)
n (f †n,σfn+1,σ +H.c.) + V (z)(f †0,σdσ +H.c.) +

+ U (z)nd,↑nd,↓]
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onde

ε
(z)
d =

2

1 + Λ−1
Λz−1εd

ξ(z)
n =

2

1 + Λ−1
Λz−1ε(z)

n

V (z) =
2
√

2

1 + Λ−1
Λz−1V .

e

U (z) =
2

1 + Λ−1
Λz−1U

e o processo iterativo de diagonalização é estabelecido através da transformação de renormal-

ização

HN+1 = HN +
∑
σ

ξ
(z)
N f †N,σfN+1,σ +H.c.

iniciada com a diagonalização de

H0 =
∑
σ

ε
(z)
d d†σdσ + U (z)nd,↑nd,↓ .

O cálculo dos elementos de matriz < N,Q − 1, S0 + 1, k|d |N,Q, S0 > e das derivadas

dEk(N,Q− 1, S0 + 1)/dz são efetuados paralelamente ao processo iterativo. Foi considerado

dez valores de z no intervalo [0, 1]. A densidade espectral calculada é apresentada na Fig. 3.5.

Para a construção da densidade apresentada na figura, foi considerado εd = −0.1D,

Γ = πρV 2 = 0.01D e três valores para a correlação U . A densidade no caso U = 0 é

mostrada em a.). Como εd = −0.1D, trata-se do caso em que o orbital duplamento ocupado

é favorecido. Em b.) mostra-se o caso U = 0.1D e a ocupação do orbital de impureza nd = 1

é o caso favorecido, como indicado pelo pico em ε ≈ 0.02D . No entanto há ainda uma

probabilidade não nula de ocorrência dos estados com nd = 2 com um pequeno pico em

ε = −0.1D. Finalmente, quando U = 0.15D, como mostrado na Fig.3.5 c.), os estados com

nd = 1 e nd = 0 são degenerados dando origem ao efeito Kondo, representado pelo pico agudo
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Figura 3.5: Densidade espectral de impureza do modelo de Anderson para três valores de U .
O caso a) é o caso de orbital de impureza ocupado por apenas um elétron. No caso b.), já se
percebe a manifestação da ressonância de Kondo e, em c), a ressonância de Kondo no nível
de Fermi.

na densidade espectral em ε = 0. Essa ressonância é descrita pela lei[33]

1

2
πΓρd(ε) = Re

{√
iΓK

ε+ iΓK

}
(3.19)
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onde ΓK = TK/(2π0.103) é a largura do pico e TK é a temperatura de Kondo, que determina

a termodinâmica de baixa temperatura do modelo. Para o modelo de Anderson, TK pode ser

especificada através dos parâmetros do modelo e dada por[34]

TK =
√
ρJ exp (− 1

ρJ
)

com

ρJ =
2Γ

π|εd|
U

εd + U
.

As curvas contínuas foram construídas com combinações de lorentzianas ajustando as larguras

e as posições dos picos. A idéia foi destacar a qualidade dos resultados obtidos com o processo

de convolução das densidades calculadas numericamente através da técnica de renormalização.

Para completar a discussão da sequência de espectros, fizemos também o cálculo para o caso

simétrico caracterizado por 2εd +U = 0. A curva de densidade neste caso foi incluída apenas

para ilustrar a simetria do espectro, a presença da ressonância de Kondo em ε = 0 e reforçar

a eficiência da técnica.
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Figura 3.6: Densidade espectral de impureza do modelo de Anderson simétric e a manifestação
do efeito Kondo através de uma ressonância no nível de Fermi.

Concluindo, o sucesso obtido no cálculo da densidade espectral de impureza em dois mod-

elos de elétrons fortemente correlacionados, credenciam a técnica apresentada no capítulo
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2 como uma generalização importante da técnica do grupo de renormalização. Os resulta-

dos obtidos são essencialmente exatos em todo espaço paramétrico dos dois modelos dis-

cutidos neste capítulo. O método de convolução apresentado transpõe dificuldades encon-

tradas em cálculos paralelos de propriedades dinâmicas realizados com a técnica do grupo de

renormalização[24, 35] para o modelo de Anderson. Mais ainda, as propriedades dinâmicas

podem ser calculadas considerando estados de todas as escalas de energia presentes no Hamil-

toniano e não apenas os estados de pontos fixos de baixas energias, geralmente acessíveis ana-

liticamente. Finalmente, a técnica agora permite que se utilize valores maiores do parâmetro

de discretização Λ, tais como Λ = 6 ou Λ = 10 sem que os sintomas da discretização se mani-

festem na densidade espectral. Dado que o custo computacional cresce exponencialmente com

1/ln Λ, a generalização do método é computacionalmente menos oneroso, abrindo perpectivas

para tratar problemas com graus de liberdade maiores.



Capítulo 4

Efeito Termoelétrico em Pontos

Quânticos

4.1 Introdução

O rápido desenvolvimento da tecnologia em escala nanoscópica, possibilitou a sintetização de

dispositivos eletrônicos nanoscópicos denominados pontos quânticos, e permitiram medidas

experimentais de vários efeitos de sistemas de elétrons fortemente correlacionados tais como

o efeito Kondo e ressonância de Fano[3, 4, 5], originalmente tidos como efeitos volumétricos

que ocorrem normalmente em amostras metálicas ou compostos de valência flutuante. Dis-

positivos como o SET (single electron transistor), que consistem basicamente de um conjunto

de eletrodos convenientemente polarizados para produzir uma região nanoscópica de confina-

mento de elétrons, com população de elétrons e energias controladas, tornaram possíveis a

detecção do efeito Kondo em medidas de corrente elétrica em regime de transporte linear. Um

grande avanço na compreensão dos sistemas de elétrons correlacionados foi conseguido nestes

últimos anos graças a esta nova tecnologia. Trabalhos teóricos nesta nova área tornam-se

necessárias, especialmente aqueles envolvendo interações elétron-elétron em ponto quântico.

Nesse sentido, propõe-se neste capítulo introduzir e resolver modelos de pontos quântico na

versão SET, e com eles estudar propriedades de transporte em regime linear, tais como efeitos

termoelétricos, e tentar compreender como os efeitos de elétrons fortemente correlacionados

se manifestam nestas propriedades físicas. O fluxo de elétrons através de um ponto quântico

pode ser detalhadamente descrito através de uma extensão e adaptação do modelo de Ander-

son e quantidades como condutância elétrica e témica podem ser calculadas com boa precisão

através da técnica do grupo de renormalização. O modelo de Anderson já foi discutido em

capítulo anterior de forma detalhada o que ajudará bastante na apresentação do modelo de

37
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ponto quântico. No entanto, há a necessidade de se discutir e apresentar os coeficientes de

transporte correspondentes aos efeitos termoelétricos em pontos quânticos. Finalizando, os

resultados serão apresentados acompanhados de uma ampla discussão sobre a manifestação

do efeito Kondo e da anti-ressonância de Fano nos coeficientes termoelétricos calculados.

4.2 Coeficientes de transporte

4.2.1 Fundamentos Teóricos

O movimento de elétrons é responsável não só pela corrente elétrica mas também pelo trans-

porte de energia em sólidos. Considere-se um sólido metálico e por conveniência desconsidere-

se as excitações da rede. Ao se estabelecer um gradiente de temperatura entre dois pontos

do volume deste sólido, o movimento de elétrons se estabelece para que o calor possa fluir da

região mais quente para a mais fria. Há portanto uma corrente elétrica induzida por um efeito

térmico e uma corrente de energia durante este processo. Além disso, um campo elétrico

externo pode ser aplicado de modo que, em um caso geral, as equações de transporte possam

ser escritas como[36]

J = e2K0.E +
e

T
K1.(−∇T ), (4.1)

U = eK1.E +
1

T
K2.(−∇T ), (4.2)

onde J é a densidade de corrente elétrica, U a densidade de corrente de energia e T a temper-

atura. Os coeficientes Kn, (n = 0, 1, 2) dependem da função de distribuição de velocidades,

da energia dos elétrons e da temperatura do meio[36]. Dependem das propriedades intrínsecas

e caracterizam o transporte do meio considerado. Por exemplo, pode-se idendificar o coefi-

ciente e2K0 como a condutividade elétrica σ do meio e K2/T como a condutividade térmica

κ do meio. O coeficiente eK1/T está diretamente relacionado ao coeficiente de Seebeck

Q = (K−1
0 K1)/eT e ao coeficiente de Peltier Π = QT . As propriedades termoelétricas são

tradicionalmente estudadas em duas configurações básicas; a de Seebeck (circuito aberto) e

a de Peltier (circuito fechado). Em circuito aberto, J = 0 de modo que, da Eq.4.1

E =
1

eT
(K−1

0 K1)∇T (4.3)
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e considerando que −∆V = E ·∆r e que ∆T = ∇T ·∆r pode-se escrever

Q =
1

eT
(K−1

0 K1) = −∆V

∆T
(4.4)

que fornece uma medida da diferença de potencial induzida pela variação de temperatura.

Levando a Eq.43 na Eq. 4.2 obtem-se

U =
1

T
(K2 −K1K

−1
0 K1) · (−∇T )

de modo que uma outra forma de se apresentar a condutividade térmica é

κ =
1

T
(K2 −K1K

−1
0 K1). (4.5)

Já na configuração de circuito fechado, considere-se ∇T = 0. Nestas condições

U = eK1E e J = e2K0E

de modo que

U =
1

e
K−1

0 K1J

= ΠJ .

Em outros termos, quando se aplica uma corrente por meio de uma bateria, pode haver

fluxo de calor no meio ainda que ∇T = 0. O efeito é conhecido como efeito Peltier e Π

definido como o coeficiente de Peltier. Dos resultados obtidos dessas configurações, pode-se

verificar rapidemente que Π = TQ. Para os propósitos deste trabalho, o estudo de efeitos

termoelétricos será realizado considerado a configuração de circuito aberto.

4.3 Efeito termoelétrico em dispositivos nanoscópicos

As equações de transporte continuam válidas para aplicações em escala nanoscópica e podem

ser utilizadas para o estudo de efeitos termoelétricos em pontos quânticos, mas os coefi-

cientes Kn, n = 0, 1, 2 precisam ser redefinidos e calculados apropriadamente. Neste caso o

transporte não mais se dá no volume de um sólido, mas em uma região nanoscópica e as quan-

tidades físicas precisam ser readaptadas. Neste trabalho estudaremos um sistema envolvendo

pontos quânticos em um dispositivo nanoscópico similar ao conhecido como interferômetro
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de Aharonov-Bohm[37], é constituído de dois eletrodos separados por um ponto quântico e

uma barreira de potencial, tal como ilustrado na Fig. 4.1. Nós o chamaremos de SET(single

elctron transistor).

As cargas e energia podem passar de um eletrodo a outro se houver uma diferença de

potencial e um gradiente de temperatura entre eles. Sejam VL e VR os potenciais correspon-

dentes e TL e TR as respectivas temperaturas. A corrente elétrica e de calor em regime linear

de transporte pode ser dado por[36]IL
UL

 =

L11 L12

L21 L22

VL − VR
TL − TR

 (4.6)

que é a forma equivalente matricial das Eq. 4.1 e Eq. 4.2 para o caso do dispositivo

nanoscópico e os elemento de matriz Li,j são os coeficientes de transporte. O coeficiente

L11 no caso é a condutância elétrica e L2,2 a térmica.

eL R

dot

eletrodo eletrodo

e

e

e

e

ee

Figura 4.1: Interferômetro SET em escala nanoscópica

O coeficiente de Seebeck no caso nanoscópico pode ser definido como

S = − lim
TL−TR→0

VL − VR
TL − TR

(4.7)
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e ser expresso em termos dos coeficientes de transporte através da relação

S =
L12

L11

=
1

T

L21

L11

(4.8)

onde T é a temperatura do sistema no equilíbrio. Outra quantidades pode ser calculada. A

condutância térmica dada por

κ = L22 −
[L21]2

TL11

(4.9)

e uma relação conhecida como lei de Wiedemann-Franz[36] dada por

κ

G
=
π2

3

k2

e2
T = LT (4.10)

onde G é a condutância elétrica e L é o número de Lorenz. É preciso agora adotar um modelo

para descrever a dinâmica de elétrons no dispositivo nanoscópico e calcular os coeficientes de

transpote Lij. Para os objetivos propostos, é suficiente o cálculo de L11 e L21, já que L12 =

L21/T e L22 poderá ser obtido através destes coeficientes, como será mostrado posteriormente.

O sistema eletrônico pode ser descrito pelo Hamiltoniano

H =
∑
α=L,R

∑
k,σ

(εk − µα)c†α,k,σcα,k,σ + tLR
∑
k,k′,σ

(c†L,k′,σcR,k,σ + c†R,k,σcL,k′,σ)

+
∑
α=L,R

Vα
∑
k,σ

(c†α,k,σdσ + d†σcα,k,σ) +
∑
σ

εdnd,σ + Und,↑nd,↓ (4.11)

onde nd,σ = d†σdσ. O índices L e R indicam os eletrodos da esquerda e da direita respecti-

vamente. Os elétrons dos eletrodos L e R possuem energia cinética εk e potenciais químicos

µL e µR respectivamente. Os eletrodos L e R estão conetados por uma junção que permite a

passagem de elétrons de um eletrodo ao outro por efeito túnel e representada pelo parâmetro

de acoplamento tLR e ainda, por um ponto quântico, representado por um nível com energia

εd. Esse nível pode ser populado devido às conexões com os eletrodos L e R via interações

VL e VR e quando se encontra com ocupação dupla, a interação eletrônica entre os elétrons é

dada por U . Os operadores cα,k,σ e dσ são operadores de aniquilação de elétrons e obedecem

às regras usuais de anti-comutação.

O potencial químico µL pode ser tomado como µL = µ−eV/2 e µR como µR = µ+eV/2
onde V é a diferença de potencial entre os eletrodos e µ o potencial químico dos elétrons dos

eletrodos no equilíbrio. Sendo que sua variação com a temperatura seja desprezível, este pode

ser tomado como a energia do nível de Fermi εF e absborvido na relação de dispersão εk com
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a redefinição εk−εF → εk. O fluxo de cargas será determinado pela diferença ∆µ = µL−µR
que estabelece a diferença de potencial entre os eletrodos. Como o regime de transporte de

interesse é o regime linear, a diferença ∆µ pode ser considerada infinitesimal e como tal, ser

tomada como termo de perturbação no Hamiltoniano total H. Assim sendo, seja

H = H0 +H ′ (4.12)

onde

H0 = =
∑
α=L,R

∑
k,σ

εkc
†
α,k,σcα,k,σ + tLR

∑
k,k′,σ

(c†L,k′,σcR,k,σ + c†R,k,σcL,k′,σ)

+
∑
α=L,R

Vα
∑
k,σ

(c†α,k,σdσ + d†σcα,k,σ) +
∑
σ

εdnd,σ + Und,↑nd,↓ (4.13)

e

H ′ = eVeiωt/h̄
∑
k,σ

(c†L,k,σcL,k,σ − c
†
R,k,σcR,k,σ) . (4.14)

Foi introduzido um fator exp (iωt/h̄) para propósitos futuros de tornar este Hamiltoniano um

termo de perturbação dependente do tempo no cálculo dos coeficientes de transporte.

A teoria da resposta linear[38] permite que se obtenha a corrente elétrica e de energia

calculando IL
UL

 =

− i
h̄

∫ t
−∞ dt

′θ(t− t′) < Ψ|[IL(t), H ′(t′)]|Ψ >

− i
h̄

∫ t
−∞ dt

′θ(t− t′) < Ψ|[UL(t), H ′(t′)]|Ψ >

 (4.15)

onde |Ψ > é um autoestado de H0 , e os operadores IL(t) e UL(t) definidos como

IL(t) = −ie
h̄

[QL(t), H0] (4.16)

UL(t) = −ie
h̄

[TL(t), H0] . (4.17)

onde QL(t) = eiH0t/h̄QLe
−iH0t/h̄ e TL(t) = eiH0t/h̄TLe

−iH0t/h̄. Os operadores QL e TL são os

operadores de carga e energia cinética no eletrodo L e definidos por

QL =
∑
k

c†L,kcL,k

TL =
∑
k

εkc
†
L,kcL,k . (4.18)
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Na realidade, os comutadores fornecem a variação de carga −ih̄∂QL(t)/∂t e a variação de en-

ergia −ih̄∂TL(t)/∂t, respectivamente os operadores de corrente elétrica e energia no eletrodo

L. O índice de spin pode ser desconsiderado na dedução sem prejuízo uma vez que não há

campo magnético aplicada ao dispositivo. Ele será reintroduzido posteriormente.

Por conveniência, fazendo VL = VR = V e aproveitando-se da simetria de paridade do

sistema, a introdução de novos operadores cL,k,σ = (cP,k,σ + cI,k,σ)/
√

2 e cR,k,σ = (cP,k,σ −
cI,k,σ)/

√
2 permite escrever o Hamiltoniano na forma H0 = HP +HI onde

HP =
∑
k,σ

εkc
†
P,k,σcP,k,σ + tLR

∑
k′,k,σ

c†P,k′,σcP,k,σ +
√

2V
∑
k,σ

(c†P,k,σdσ +H.c.) +

+
∑
σ

εdnd,σ + Und,↑nd,↓ (4.19)

e

HI =
∑
k,σ

εkc
†
I,k,σcI,k,σ − tLR

∑
k′,k,σ

c†I,k′,σcI,k,σ (4.20)

com a propriedade [HP , HI ] = 0, o que simplifica a diagonalização de H0. A parte interagente

do Hamiltoniano concentra-se em HP e HI é um Hamiltoniano de partículas independentes e

diagonalizável analiticamente. O termo perturbativo se torna

H ′ = eVeiωt/h̄
∑
k,σ

(c†P,k,σcI,k,σ + c†I,k,σcP,k,σ) (4.21)

com a introdução de um fator exponencial exp (−iωt) com vistas a considerar H ′(t) um

Hamiltoniano de perturbação dependente do tempo na dedução das correntes.

Pode-se mostrar (ver APÊNDICE E) que os coeficientes de transporte L11 e L21 por canal

de spin, são dadas respectivamente por

Lσ11 = − e
2

πh̄

∫ D

−D

∂fF (ε)

∂ε
Im GσI (ε) Im GσP (ε) dε (4.22)

e

Lσ21 = − e

πh̄

∫ D

−D
ε
∂fF (ε)

∂ε
Im GσI (ε) Im GσP (ε) dε (4.23)
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onde Im GσP (ε) e Im GσI (ε) são dadas por

Im GσP (ε) = −π
∑
n,m

Z−1
P |< Φm|bσ|Φn > |2(e−βEm + e−βEn)δ(ε+ Em − En) (4.24)

e

Im GσI (ε) = − πρ

1 + (πρtLR)2
. (4.25)

Na Eq. 4.24, o operador fermiônico bσ corresponde à combinação

bσ =
√

2V dσ + 2tLR
∑
k

cP,k,σ (4.26)

e |Φn > são os autovetores do Hamiltoriano par HP e En os autovalores correspondentes. O

fator ZP é a função ZP =
∑

n exp (−βEn). As funções Im GσP (ε) e Im GσI (ε) são respectiva-

mente as partes imaginárias das transformadas de Fourier das funções de Green retardadas

GσP (t) = − i
h̄
θ(t) < bσ(t)b†σ(0) + b†σbσ(t) > (4.27)

e

GσI (t) = − i
h̄
θ(t) <

∑
k′

cI,k′,σ(t)
∑
k

c†I,k,σ(0) +
∑
k

c†I,k,σ(0)
∑
k′

cI,k′,σ(t) > . (4.28)

A quantidade ImGIImGP (ε) que aparece nos integrandos de L11 e L21 representa a

amplitude de probabilidade de passagem de elétrons através do ponto quântico e da junção

por efeito túnel ou a transmissão T (ε), quantidade familiar em problemas de espalhamento

de partículas por barreiras de potencial. No modelo estudado aquí, a transmissão corresponde

à passagem de elétrons por uma região com elétrons fortemente correlacionados e por uma

junção conectando os dois eletrodos. Utilizando o resultado apresentado na eq. , a transmissão

por spin pode ser expressa como

T (ε) =
πρ

1 + (πρtLR)2
ImGP (ε) . (4.29)

Assim os coeficientes de transporte podem ser calculados da integral

In(T ) = −2

h

∫ +D

−D
εn
∂fF (ε)

∂ε
T (ε) dε (4.30)
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Em particular a condutância L11 = e2I0(T ), expressa através da transmissão T (ε) na forma

L11 = −2e2

h

∫ D

−D

∂fF (ε)

∂ε
T (ε) dε

é a consagrada fórmula de Landauer[39]. Os outros coeficientes L21 e L22 podem ser obtidos

de L21 = −eI1(T ) e L22 = I2(T )/T .

O coeficiente de Seebeck é então dado por

S =
L21

TL11

= − I1(T )

eTI0(T )
(4.31)

e a condutância térmica por

κ = L22 −
[L21]2

TL11

=
1

T

[
I2(T )− I2

1 (T )

I0(T )

]
(4.32)

e a fórmula de Lorenz dada por

L =
κ(T )

Te2I0(T )

=
k2
B

e2

{
I2(T )

[kBT ]2 I0(T )
−
[

I1(T )

kBT I0(T )

]2
}
. (4.33)

que expressa a lei de Wiedemann-Franz.

Após esta apresentação, resta agora o cálculo dos coeficientes de transporte. É preciso

diagonalizar o Hamiltoniano HP e com os autovetores e autovalores calcular os elementos de

matriz que fornecem a densidade espectral ImGP . Antes porém é conveniente a discussão

do efeito temoelétrico baseado em um modelo sem correlações de muitos corpos, um caso

tratável analiticamente, que passamos a estudar a seguir.



Capítulo 5

Resultados Numéricos

5.1 Resultados para o modelo ressonante

O caso U = 0 é solúvel analiticamente. Já temos as funções de Green calculadas no capítulo

3 e apresentadas no apêndice D. O coeficiente de transmissão é dado por

εd = -0.1D Γ = 0.01D

T
(ε

)
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Figura 5.1: Gráficos do coeficiente de tunelamento em função da energia para o modelo
ressonante e vários valores do parâmetro tLR.

T (ε) =
1

1 + (πρtLR)2

[2πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

(ε− εd)2 + [πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2
(5.1)

46
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e na Fig. 5.1 são apresentadas curvas típicas da amplitude de tunelamento em função da

energia para alguns valores do parâmetro de tunelamento tLR.

L R

ponto quântico

eletrodoeletrodo 

barreira

Figura 5.2: Duas trajetórias possíveis entre os eletrodos do dispositivo SET

Observa-se na figura 5.2, que há dois caminhos possíveis para a passagem dos elétrons de

um eletrodo a outro e o fenômeno de interferência decorrente disso se manifesta no coeficiente

de transmissão do sistema. Manteve-se fixa a energia do nível de impureza em εd = −0.1D

e do acoplamento em Γ = 0.01D. Com tLR = 0 a passagem dos elétrons com energia ε ≈ εd

ocorre com probabilidade máxima. Quando tLR 6= 0, abre-se nova rota para os elétrons.

Mais ainda, além de uma amplitude de probabilidade não nula, o parâmetro tLR é responsável

por uma diferença de fase entre elétrons que passam pela impureza com os que passam pela

junção. Para o caso tLR = −0.32D verifica-se interferência destrutiva para elétrons com

energias ε ≈ εd onde a probabilidade de tunelamento é nula. Não há passagem de elétrons

pelo dot e tampouco pela barreira. Contudo, a transmissão é unitária para outras regiões de

energia, mostrando passagem de elétrons apenas através da junção. Para tLR = −0.16D, há

um mínimo na transmissão T (ε) para ε ≈ εd, onde a interferência destrutiva se manifesta de

forma total. Mas a interferência destrutiva em menor intensidade se manifesta para energia

ε > εd. Porém neste caso, ocorre interferência construtiva, que se manifesta para energias

ε < εd sobretudo onde a transmissão assume valores máximos.

Ainda que o modelo seja o de partículas independentes, serão apresentados também os

resultados obtidos numericamente via grupo de renormalização. A idéia é continuar a compara-

ção com os resultados exatos e mostrar a eficiência e versatilidade da técnica de renormalização
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utilizando o parâmetro de discretização z apresentada no capítulo II, agora aplicada ao cálculo

deos coeficientes de transporte. Os coeficientes L11, L21 e L22 podem ser rapidamente calcu-

lados exatamente utilizando a eq.4.30 e as expressões exatas estão apresentadas no Apêndice

E. As quantidades básicas a serem calculadas numericamente são as quantidades L(z)
11 , L

(z)
12 e

L
(z)
22 , dependentes de z, agora nas formas integradas e escritas convenientemente como

L
(z)
11 =

(2e2/h)πρβ

1 + (πρtLR)2
[Z

(z)
P ]
−1∑

n,m

|< Φ
(z)
n |b|Φ(z)

m > |2

eβE
(z)
n + eβE

(z)
m

, (5.2)

L
(z)
12 = − (2e/h)πρβ

1 + (πρtLR)2
[Z

(z)
P ]
−1∑

n,m

[E(z)
n − E(z)

m ]
|< Φ

(z)
n |b|Φ(z)

m > |2

eβE
(z)
n + eβE

(z)
m

(5.3)

e

L
(z)
22 =

(2/h)πρβ

1 + (πρtLR)2
[Z

(z)
P ]
−1∑

n,m

[E(z)
n − E(z)

m ]2
|< Φ

(z)
n |b|Φ(z)

m > |2

eβE
(z)
n + eβE

(z)
m

. (5.4)

A idéia é diagonalizar o Hamiltoniano para uma série de valores de zi, calcular as grandezas

L
(zi)
ij e obter

Lij =
L

(z1)
ij + L

(z2)
ij + ...+ L

(zn)
ij

n
(5.5)

onde n é a quantidade de valores de z adotados. O valor de n depende da grandeza física a

ser calculada e da precisão requerida. No cálculo da condutância e do coeficiente de Seebeck

para o modelo ressonante, correspondente aos resultados mostrados nas figuras 5.3 e 5.4,

foram considerados apenas dois valores de z, respectivamente z = 0.5 e z = 1.0. Já para os

resultados apresentados na figuras 5.5 e 5.6, foram utilizados os valores z = 0.25, z = 0.5,

z = 0.75 e z = 1.0. Também neste último caso, testes indicam que considerar apenas dois

valores de z já forneceriam bons resultados. Em uma secção a parte mais adiante, discutiremos

os efeitos introduzidos pela discretização logarítmica do contínuo de energia e como obter

resultados numéricos corretos utilizando o procedimento de cálculo de médias expresso pela

Eq.5.5.

Como já mencionado, os resultados para o modelo ressonante estão apresentados nas

figuras 5.3- 5.6. Nestes gráficos, as curvas apresentadas em linha contínua correspondem

aos resultados exatos e os resultados obtidos numericamente são representados pelas curvas

construídas com círculos cheios. Não se observa diferenças quando se compara estes resultados
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apresentados na figuras 5.3 e 5.4, indicando a eficiência do método numérico. Nos resultados

da figura 5.5 e 5.6, não há concordância apenas na região de temperaturas 0.1D < kBT <

1.0D, região na qual as grandezas calculadas sofrem o efeito de borda da banda de condução

de largura finita. Entretanto na região de nosso interesse, a de baixas temperaturas, não há

diferenças entre os resultados exatos e numéricos.

Γ=0.01D kBT=10-4D
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Figura 5.3: Gráficos da condutância e coeficiente de Seebeck em função da energia do nível
de impureza e do parâmetro t.

Os coeficientes de transporte calculados também apresentam manifestações do processo

de interferência. As Fig. 5.3 e 5.4 ilustram a condutância (gráfico superior) e o coeficiente de
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Seebeck (gráfico inferior) a baixas temperaturas como função da energia do nível de impureza.

Quando tRL = 0, os elétrons passam apenas pela impureza e a corrente é máxima quando o

nível de impureza se encontra degenerado com o nível de Fermi. Por comodidade, doravante a

interação tRL será representada por t. Na realidade a derivada da função de Fermi ∂f(ε)/∂ε

a baixas temperaturas, no caso kBT ≈ 10−4D, comporta-se como uma função −δ(ε) e a con-

dutância é essencialmente T (εd = εF ). O coeficiente de Seebeck é nulo neste caso, indicando

que não há indução de campo elétrico devido a um gradiente de temperatura. Ao permitirmos
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Figura 5.4: Gráficos da condutância e coeficiente de Seebeck em função da energia de impureza
e vários valores do parâmetro t.
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a passagem de elétrons pela junção (t 6= 0), estamos também introduzindo diferenças de fase

entre os elétrons que passam pela impureza e os que passam pela junção dando origem a

efeitos de interferência. No caso t = −0.16D, a interferência destrutiva se manifesta quando

εd < −0.02D e a condutância mínima ocorre em εd ≈ −0.02D. Interferência construtiva

ocorre quando εd > −0.02D. No caso t = −0.32D interferência destrutiva para εd ≈ 0

e contrutiva para outros valores de εd. Quanto ao coeficiente de Seebeck, os seu valores

são expressivos nos casos em que as condutâncias são nulas, tanto nos casos t = −0.16D

e t = −0.32D, assim como ocorre uma troca de sinal em seus valores. Lembrando que

S = −(VL − VR)/(TL − TR), o coeficiente de Seebeck fornece informações sobre o fluxo de

cargas em relação ao de energia.

Considerando o caso t 6= 0 e que TL > TR, a ação da interferência e do gradiente de

temperatura produz o efeito termoelétrico em que há uma separação de cargas, fazendo com

que os elétrons caminhem em direção ao eletrodo R, a região mais fria e o fluxo de cargas

positivas se estabelecendo em sentido contrário, em direção ao eletrodo L. Quando o fluxo

líquido das cargas se anula, a condutância é nula. No entanto, a separação das cargas induz

uma diferença de potencial VL−VR > 0 entre os eletrodos resultando em S < 0. É o que ocorre

nos casos em que εd < −0.02D para t = −0.16 e para εd < −0.01D para o caso t = −0.32.

No entanto, S sofre uma mudança abrupta para S > 0 quando εd > −0.01D, t = −0.16D

e εd > −0.02D, t = −0.32D respectivamente. Nestes casos, mantendo TL > TR, o fluxo

líquido de portadores faz com que a população de elétrons seja maior no eletrodo L, invertendo

a polarização VL−VR, agora com VL < VR. Chama nossa atenção o fato destes efeitos serem

induzidos por um fenômeno de interferência e não só pelo gradiente de tempratura. Pode-se

também entender que no caso S < 0, o fluxo de elétrons tem o mesmo sentido do que o de

energia e a troca de sinal indica a troca desse sentido. Essa troca está associada ao sinal dos

portadores e reflete a simetria eletron-buraco no processo de transporte.

Podemos justificar formalmente o comportamento do coeficiente de Seebeck em torno dos

mínimos da conductância na região de energia em torno do nível de Fermi. Podemos partir

da relação[36]

∫ +1

−1

Φ(ε)(−∂fF (ε)

∂ε
)dε ≈ Φ(εF ) +

π2

6
(kBT )2

[
∂2Φ

∂ε2

]
ε=εF

+ ...

válida no limite T → 0 . A eq. (4.27) fornece tanto I0 como I1 e no limite de baixas
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temperaturas T → 0 podem ser escritas como

I1 = −2

h

∫ +1

−1

ε T (ε)
∂fF (ε)

∂ε
dε ≈ 2

h
εFT (εF ) +

π2

3h
(kBT )2

[
∂T (ε)

∂ε

]
ε=εF

e

I0 = −2

h

∫ +1

−1

T (ε)
∂fF (ε)

∂ε
dε ≈ 2

h
T (εF )

que levadas em (4.29) fornece

S = −π
2

3
kBT

∂ ln T (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=εF

(5.6)

que explica os valores de S a baixas temperaturas e a troca de sinal do coeficiente de Seebeck

quando a condutância passa pelo valor mínimo.

Para os casos em que t = 0.16D e t = 0.32D o comportamento da condutância e do

coeficiente de Seebeck são semelhantes aos casos t = −0.16D e t = −0.32D estudados e os

resultados são apresentados na figura 5.4.

Os gráficos da Fig. 5.5 apresentam a condutância e coeficiente de Seebeck em função da

temperatura, para valores fixos de εd = −0.01D e Γ = 0.01D. É o caso em que a condutância

para tLR = −0.32D assume um valor mínimo no caso de baixas temperaturas.

5.2 Resultados com o modelo de Anderson

No caso U = 0, o Hamiltoniano do modelo torna-se o de modelo de partículas independentes e

apenas estados do ponto quântico acoplados com ocupações nd = 0 ou nd = 1 são permitidos

no processo de transporte e a densidade espectral que contribui para a conductância é uma

lorentziana de meia-largura Γ, como vimos na seção anterior. Entretanto quando U 6= 0,

o orbital do ponto quântico poderá ser ocupado por até dois elétrons, desde que satisfaça

o princípio de exclusão de Pauli. Neste caso, além do estado de energia ε = 0 e ε = εd,

haverá os de energia ε = 2εd + U correspondendo ao estado de nível duplamente ocupado e

com spins opostos. Devido à presença do acoplamento do orbital de impureza com as bandas

de condução, a ocorrência destas configurações de ocupação do orbital do ponto quântico

serão igualmente relevantes na dinâmica de elétrons. Uma consequência disto é a flutuação

da ocupação do orbital do ponto quântico que a baixas temperaturas, T < TK , dá origem

ao efeito Kondo. A constante TK é a temperatura de Kondo, como já visto no capítulo III, é
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Figura 5.5: Gráficos da condutância e coeficiente de Seebeck em função da temperatura e
vários valores do parâmetro t . O nível de impureza foi considerado em ressonância com o
nível de Fermi para que em condicões normais (t = 0) a condutância tenha valor próximo a
2e2/h.

dada por

TK ≈
√
ρJ exp(− 1

ρJ
)
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Figura 5.6: Gráficos da condutância e coeficiente de Seebeck em função da temperatura e
vários valores do parâmetro t . O nível de impureza foi considerado em ressonância com o
nível de Fermi para que em condicões normais (t = 0) a condutância tenha valor próximo a
2e2/h.

e

ρJ =
2Γ

π|εd|
U

εd + U
.

A presença deste efeito no processo de condução de elétrons pode ser identificada na densidade

espectral ρd(ε), caracterizada por uma ressonância em ε = 0 quando a temperatura for menor
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Figura 5.7: Densidade espectral do modelo de Anderson a zero graus calculada via grupo de
renormalização. Foi considerado t = 0 neste cálculo. A curva mostra a presença destacada
da ressonância de Kondo em ε = 0. Destaca-se também a presença de outros dois picos, um
em ε ≈ −0.25D e outro em ε ≈ 0.05D que correspondem às energias de excitação (diferença
entre os autovalores e a energia do estado fundamental) εd e εd + U . Mostra-se também a
ressonância de Kondo e sua forma na escala de energia da ordem de 10−4D. Devido à ∂fF/∂ε
na expressão da condutância, somente a ressonância de Kondo contribui para a conductância
a temperaturas T ≈ 10−9D

que a temperatura de Kondo TK . O espectro típico para estas temperaturas é fornecido

pela densidade espectral na Fig. 5.7. Lembrando que o coeficiente de transmissão pode ser

dado por T (ε) = πρV 2ρd(ε), a ressonância devido ao efeito Kondo torna a probabilidade de

transmissão em ε = 0 unitária.

5.2.1 Condutância Elétrica.

A condutância, dada pela fórmula de Landauer, é apresentada na Fig.5.8 em função da energia

do orbital de ponto quântico εd e para um conjunto de quatro valores do parâmetro tR,L,

doravante representada por t por comodidade. No topo da Fig. 4.8, os gráficos corespondem à

conductância no caso t = 0 para diferentes valores de temperatura. É o caso em que os elétrons

passam apenas pelo orbital do ponto quântico. Para baixas temperaturas, da ordem de T ≈
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10−9D, a condutância é máxima e dada por 2e2/h para valores de εd no intervalo −0.25D <

εd < −0.05D. Para estes valores de εd a densidade espectral do orbital do ponto quântico deve

ter a forma típica da mostrada na Fig. 4.7, com um máximo pronunciado em ε ≈ 0 devido

ao efeito Kondo que, combinado com o fator ∂fF/∂ε na fórmula de Landauer leva aos altos

valores de condutância. Para temperaturas maiores do que TK , o efeito Kondo é destruído pela

excitações elétricas induzidas termicamente e a densidade espectral ρd(ε) deixa de apresentar

o pico de ressonância em ε ≈ 0. O resultado disso é a redução nos valores da condutância

como pode ser visto nas curvas indicadas nas legendas especificando as temperaturas. Quando

se considera t 6= 0, permite-se que elétrons possam passar simultâneamente de um eletrodo

para outro através de uma segunda trajetória. Isto provoca alterações na condutância através

do ponto quântico devido ao fenômeno de interferência como já havíamos visto no caso não

interagente. Com t = 0.16D, o efeito de interferência destrutiva é visto na região εd ≈ 0,

uma situação em que o orbital do ponto quântico encontra-se degenerado com o nível de

Fermi. Para estes valores de εd, a contribuição do efeito Kondo é mínima e apenas os estados

d†↑|0 > e d†↓|0 > participam efetivamente do processo de transporte. Os estados d†↑d
†
↓|0 >

com energias ε >> εF são estados energeticamente desfavoráveis. No entanto, elétrons dos

eletrodos com energias no nível de Fermi também podem passar de um eletrodo a outro

através da junção dando origem a um processo de interferência. Esta pode ser destrutiva ou

construtiva dependendo da energia do orbital do ponto quântico. Quando a energia do orbital

do ponto quântico εd é da ordem da energia do nível de Fermi εF , a interferência destrutiva

reduz a condutância praticamente a zero.

No entanto, quando εd + U ≈ εF , a interferência é construtiva e a condutância atinge

o valor máximo. Se t = −0.16D, a interferência é construtiva para valores de εd ≈ εF

e destrutiva na região em que εd + U ≈ εF . Já nos casos em que t = ±0.32D, tem

interferência destrutiva para energias do orbital εd na região −(εd + U) + εF < εd < εF e

construtiva fora dela. Na Fig. 4.8 também estão ilustrados o comportamento da condutância

em função da temperatura. Como já frisado anteriormente, para baixas temperaturas T < TK ,

onde TK ≈ 10−4D, as curvas de condutância ilustram de forma inequívoca a contribuição do

efeito Kondo, que continuam a se manifestar na aplitude de transmissão T (ε) com um pico de

ressonância em ε = εF , mesmo com t 6= 0. Para baixas temperaturas, o fator −∂fF (ε)/∂ε, é

essencialmente δ(ε− εF ) de modo que o produto −T (ε)∂fF (ε)/∂ε é uma função fortemente

concentrada em εF e que justifica a presença do efeito Kondo nos resultados. A medida

em que a temperatura é aumentada, o efeito Kondo é diminuído e juntamente com o efeito

de alargamento da função ∂fF (ε)/∂ε e com a redução do valor de pico de ressonância, a

contribuição de −T (ε)∂fF (ε)/∂ε é reduzida.
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Figura 5.8: Gráficos da condutância em função da energia do orbital do ponto quântico e
temperatura e vários valores do parâmetro t .
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Figura 5.9: Gráficos do coeficiente de Seebeck em função da temperatura e vários valores do
parâmetro tLR . O nível de impureza foi considerado em ressonância com o nível de Fermi
para que em condicões normais (tLR = 0) a condutância tenha valor próximo a 2e2/h.

5.2.2 Potencia Termoelétrica.

Com a diagonalização do modelo de Anderson estendido, pôde-se calcular também os co-

eficiente de Seebek ou potência termoelétrica e os resultados são apresentados na Fig.5.9.
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Relembrando, S = −(VL − VR)/(TL − TR) fornece uma medida do campo induzido por um

gradiente de temperatura. Recorrendo à eq. 4.29, é calculado como a razão entre o fluxo

de energia pelo de carga. Também pode-se relacionar S com o coeficiente de Peltier definido

por Π = TS e que fornece uma medida da energia transportada por unidade de carga. O

coeficiente S pode ser positivo ou negativo dependendo dos portadores envolvidos no trans-

porte; se os portadores envolvidos são elétrons o coeficiente S é negativo e se forem buracos,

S é positivo. Assim, uma eventual troca no sinal indica uma inversão no sentido do fluxo de

energia em relação ao fluxo de cargas.

O estudo da potência termoelétrica para o caso não correlacionado já foi efetuado de-

talhadamente. Vimos que a inclusão de um novo caminho para a passagem de elétrons do

eletrodo L para o R introduz o efeito de interferência de Fano que por sua vez pode provocar

mudanças significativas na potência termoelétrica como nos resultados mostrados na fig. 4.6.

Por exemplo, no caso t = 0, a potência termoelétrica é nula para temperaturas T <= 10−3D.

No entanto, para o caso t = 0.32D e T ≈ 10−4, a potência termoelétrica é da ordem de

kB/e ≈ 86.17µV/K, um valor bem acima do esperado. Em metais normais, a potência

termoelétrica é da ordem de 10−2kB/e ≈ 1µV/K. Vale frisar que isso ocorreu apenas pela

introdução da interferência de Fano ( t 6= 0). Para temperaturas T < 10−4D a potência

termoelétrica é nula mesmo com t 6= 0.

Considere-se agora o caso correlacionado, onde U = 0.3D e Γ = 0.01D no modelo de

Anderson. Nos resultados mostrados no topo do gráfico da Fig. 5.9, caso em que t = 0 e só

há um canal para os elétrons passarem do eletrodo L para o R, a potência termoelétrica é nula

para temperaturas T < 10−4D. Neste caso já há a presença do efeito Kondo na probabilidade

de transmissão em ε ≈ εF e apesar do pico de ressonância a baixas temperaturas, a potência

termoelétrica é nula nestes casos. Conclui-se que o efeito Kondo não contribui para a potência

termoelétrica neste caso. Mais ainda, isto ocorre independentemente da energia do orbital do

ponto quântico εd. No entanto, quando permitimos um segundo caminho para a passagem de

elétrons e consequentemente a introdução da interferância de Fano, a potência termoelétrica

passa a ter valores incomuns a temperaturas da ordem de T ≈ 10−5D. Para valores do

acoplamento t = ±0.16D e de energias do ponto orbital do ponto quântico no intervalo

−0.3 < εd < 0, a potência termoelétrica atinge valores da ordem de |S|= 0.5kB/e. Isto não

ocorria quando foi calculado S no caso U = 0. Significa está ocorrendo uma conjunção de

efeitos, a da interferência de Fano com o efeito Kondo, ambos contribuindo para a ocorrência de

altos valores da potência termoelétrica. Para temperaturas TK << 10−5D no entanto, mesmo

com a ocorrência do efeito Kondo, S volta a se anular, como indicam as curvas correspondentes

a T = 10−9D nos casos t = ±0.16D. Outro fato a se destacar em temperaturas T ≈ 10−4D
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e T ≈ 10−5D é a mudança do sinal de S quando se muda o sinal de t. Para t = 0.16D,

S é negativa para εd < 0 e positiva para εd > 0. Ao se tomar t = −0.16D, S passa ser

positiva para εd > −0.3D e negativa para εd < 0.3D. Como já observado, S representa a

razão entre fluxo de energia pelo de carga, e a troca de sinal em S indica que o fluxo de

cargas mudou o seu sentido de deslocamento em relação ao de energia. No caso S < 0 os

portadores responsáveis pela corrente elétrica são elétrons e no caso S > 0 passam a ser os

buracos. As variações bruscas em S quando εd ≈ 0 e em εd ≈ −0, 3D respectivamente nos

casos t = 0.16D e t− 0.16D, indicam essa troca de portadores.

Continuando a discussão dos resultados apresentados na Fig. 5.9, resta o caso t = 0.32D,

apresentados pelos gráficos na base do quadro de resultados. Os resultados S para εd <

−0.14D são a imagem invertida dos resultados de S para εd > −0.14D . No primeiro caso,

S < 0, de modo que os portadores de corrente elétrica são os elétrons e no segundo caso,

S > 0 os buracos. Outro fato é que a T = 10−9D, S atinge valores da ordem de kB/e

e certamente há novamente a conjunção da interferência de Fano com o efeito Kondo. Já

havíamos observado (topo do quadro de resultados) que na ausência da anti-ressonância de

Fano (t = 0), S era nulo a essa temperatura mesmo na presença do efeito Kondo (U 6= 0). A

ocorrência do efeito Kondo ou interferência de Fano isoladamente não eleva os valores de |S|;
é preciso a presença simultânea de ambos efeitos. Também a temperaturas kBT = 10−5D os

valores de |S| são da ordem de kB/e para valores de εd ≈ 0.05D e εd ≈ −0.15D. As formas

de S podem ser explicadas através da eq. 4.35

S = −π
2

3
kBT

∂ ln T (ε)

∂ε

∣∣∣∣
ε=εF

.

A temperaturas dessa ordem, a condutância G é proporcional ao coeficiente de transmissão

T . Analisando as curvas de condutância no caso t = 0.32D na Fig.4.8, pode-se deduzir

qualitativamente o comportamento de 1/T .∂T /∂ε. Se ainda for considerado o produto por

kBT → 0 pode-se compreender o comportamento e a forma de S(ε).

Após análises das propriedades termoelétricas em função da localização do nível de energia

do ponto quântico em relação ao nível de Fermi, é conveniente uma rápida análise destas pro-

priedades em função da temperatura. Na Fig. 5.10, são apresentados os resultados numéricos

de G(T ), S(T ) e da lei de Wiedemann-Franz através do número de Lorenz L(T ) em função

da temperatura. Uma escala característica de energia importante é dada por kBTK e pode ser

obtida da curva G(T ) calculada numericamente. A temperatura TK é avaliada como sendo

a temperatura para a qual G(T ) ≈ e2/h considerando o caso em que t = 0. Este valor

corresponde a kBTK ≈ 3 × 10−4D quando os parâmetros do modelo de Anderson adotados
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Figura 5.10: Gráficos da condutância e coeficiente de Seebeck em função da temperatura e
vários valores do parâmetro tLR . O nível de impureza foi considerado em ressonância com o
nível de Fermi para que em condicões normais (tLR = 0) a condutância tenha valor próximo
a 2e2/h.
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são εd = −0.1D, Γ = 0.01D e U = 0.3D. O efeito Kondo ocorre para temperaturas T < TK

e o enfoque da análise será dedicada a esta região de temperaturas. No conjunto de curvas

G(T ) rotuladas pelos diferentes valores do parâmetro t, verifica-se a acão da interferência de

Fano na passagem de elétrons de um eletrodo para o outro. No caso t = 0, os elétrons passam

apenas pelo ponto quântico e a condutância se deve exclusivamente ao efeito Kondo que se

manifesta através de um pico de ressonância estreito na probabilidade de transmissão T (εF )

para elétrons no nível de Fermi. Ao se permitir a passagem paralela de elétrons através da

junção, a diferença de fase desses elétrons com os que passam pelo ponto quântico introduzem

a interferência de Fano, e no caso estudado, variando t de t = 0 a t = 0.32D, o valor da

condutância é gradativamente reduzida de seu valor máximo 2e2/h até G = 0 devido à inter-

ferência destrutiva. No bloco intermediário, apresenta-se as curvas da potência termoelétrica,

também rotuladas pelos valores de t. Para temperaturas da ordem de T ≈ 10−4D/kB e

T ≈ 10−5D/kB, S assume valores da ordem de −0.5kB/e, particularmente para valores de t

variando de t = 0.04D a t = 0.16D. Porém, para esse conjunto de valores para t, S se anula

quando a temperatura é diminuída para valores da ordem de T = 10−9D/kB. Nestes casos,

mesmo com a ocorrência do efeito Kondo simultâneamente com a interferência de Fano, S

é nula. Entretanto o quadro se modifica quando t = 0.32D. A potência termoelétrica S

muda de sinal e passa a ter valores S = kB/e. Valores como estes, considerados "colossais",

são inesperados para sistemas metálicos como os eletrodos do sistema. É tentador atribuir

essa anomalia somente à "impureza magnética"formada no ponto quântico e ao processo de

espalhamento decorrente dele. Mas foi verificado que não basta apenas a presença do ponto

quântico; é necessário a possibilidade de um segundo caminho de passagem para elétrons de

um eletrodo para outro. Assim, a ação da interferência de Fano associada com o efeito Kondo

dá origem a valores colossais de S.

Finalmente, na base da figura 5.10, são apresentados os resultados obtidos para o número

de Lorenz L e seu comportamento com a temperatura. A lei de Wiedemann-Franz estabelece

que em um sistema metálico

κ = LTσ

onde

L =
π2

3

k2
B

e2

é definido como número de Lorenz onde κ e σ são respectivamente a condutividade térmica
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e elétrica. Neste trabalho foi calculado a quantidade equivalente definida como L = κ/(TG)

onde agora κ e G são respectivamente a condutância térmica e elétrica. Na figura ela foi

apresentada em unidades de k2
B/e

2. Nos casos em que t = 0 até t = 0.16D os resultados

para o número de Lorenz são satisfatórios para temperaturas T < TK . No entanto para

t = 0.32D a lei de Wiedemann-Franz só passa a ser obedecida para temperaturas menores do

que T = 10−9D/kB. Pode-se concluir que, independentemente de t, a lei é obedecida pelo

sistema no limite T → 0 e neste limite se tem L = (π2/3)k2
B/e

2.

5.2.3 Condutância Térmica.

A condutância térmica foi calculada através da eq. 4.32. e os resultados numéricos estão

apresentados na Fig.5.11. A forma das curvas κ/T lembram bastante as da condutância

elétrica G apresentadas na Fig.5.8 e este é um resultado esperado devido à lei de Wiedmann-

Franz. E isto parece ser o caso para t = 0, t = 0.04D, t = 0.08D e t = 0.16D e para

temperaturas T < TK como já vimos recentemente na análise de L. Vimos que nestes casos

L era constante e assim sendo concluímos que κ/T é proporcional a G. Apenas para o caso

t = 0.32D e a temperaturas T = 10−9D/kB a quantidade L é bem maior que (π2/3)k2
B/e

2.

No entanto, essa diferença parece não interferir nos resultados obtidos para a condutância

térmica a ponto de modificar a semelhança entre as curvas κ/T e as G. Porém a semelhança

se justifica porque os elétrons sãos os portadores de calor e portanto a manifestação do efeito

Kondo e da interferância de Fano devem se refletir nas curvas da condutância térmica tal como

o foram nas curvas de condutância elétrica.

5.2.4 Efeitos da discretização

Após estas discussões, é oportuno fazer algumas observações sobre os efeitos da discretização

nos resultados obtidos para a condutância G e coeficiente de Seebeck S. Para um dado

valor de z, essas grandezas oscilam com a temperatura e este comportamento é tipicamente

induzido pela discretização da banda de condução. A figura 5.12 mostra o coeficiente de

Seebeck em função da temperatura para dois casos: z = 0.5 (curva azul) e z = 1.0 (curva

vermelha) e ilustram bem esse comportamento típico. Em ambos os casos, os coeficientes

S calculados oscilam em torno do valor esperado(curva verde), porém com fases diferentes.

Embora o método estabeleça que se calcule a média
∫
S(z)dz/

∫
dz, notadamente a média

simples [S(z = 0.5)+S(z = 1.0)]/2 já é suficiente para eliminar os desvios em S(z). Verifica-

se então que a diferença de fase é praticamente π . O mesmo ocorre quando se considera outros

pares de valores para z. Por exemplo, verifica-se que o mesmo occorre para [S(z = 0.25) +
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Figura 5.11: Gráficos da condutância e coeficiente de Seebeck em função da temperatura e
vários valores do parâmetro tLR . O nível de impureza foi considerado em ressonância com o
nível de Fermi para que em condicões normais (tLR = 0) a condutância tenha valor próximo
a 2e2/h.
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S(z = 0.75)]/2. Também nestes casos, o processo de discretização através do parâmetro

z apresentado no capítulo 2 permite corrigir os efeitos introduzidos pela discretização e o

procedimento de cálculo de médias, um método eficiente para o cáculo dos coeficiente de

transporte. Quanto à condutância G, também oscila em torno do valor esperado e o mesmo

procedimento de médias fornece os resultados corretos.
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Figura 5.12: Oscilações da condutância em função da temperatura e o comportamento em
função do parâmetro z

Os efeitos da discretização dependem do valor do parâmetro de discretização Λ. A ampli-

tude de oscilação é menor quanto menor for Λ e no limite Λ→ 1 elas devem desaparecer. Há

no entanto um preço a ser pago para se trabalhar com Λ menores, por exemplo Λ = 2.0; o

tempo de processamento aumenta muito, sobretudo se os fenômenos estudados são de baixas

temperaturas. O processo de diagonalização iterativa exige a diagonalização de matrizes muito

grandes a cada iteração. Tipicamente da ordem de 600 × 600 por iteração quando se adota

Λ = 3.0 e neste caso, já ocorrem os desvios em torno dos resultados esperados, embora as

amplitudes de oscilação sejam menores do que as apresentadas nos resultados da figura 5.12.

A implementação da versão da NRG apresentada no capítulo 2 permite trabalharmos com Λ

maiores (Λ = 6.0 para cáculo da G e S), e atingir escalas de energia menores, da ordem

de kBT ≈ 10−10D com poucas iterações (quando comparadas com o caso Λ = 3.0) para

diagonalização do Hamiltoniano de Anderson. Isto ocorre porque as dimensões das matrizes

a serem diagonalizadas a cada iteração são menores do que o do caso Λ = 3.0. Ainda que

os desvios manifestados através das oscilações tenham amplitudes maiores, a introduçção do
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parâmetro z na técnica NRG (capitulo 2) permite eliminar o efeito de discretização através de

médias
∫
S(z)dz/

∫
dz fornecendo resultados essencialmente "exatos". Há um ganho valioso

de tempo de processamento para a diagonalização do Hamiltoniano além de permitir a apli-

cação da técnica NRG com a utilização de computadores mais modestos quanto a recursos de

processamento.



Capítulo 6

Conclusões

Neste trabalho fizemos uma revisão detalhada da técnica de grupo de renormalização orig-

inalmente introduzida para o estudo de efeitos derivados do espalhamento de elétrons por

um orbital localizado (impureza magnética, quantum dots, etc.) em um meio metálico, aquí

considerado como um gas de elétrons independentes. O espalhamento se deve à interação

elétron-elétron entre elétrons incidentes com os localizados, e que dão origem ao efeito efeito

Kondo. Além da apresentação da versão original de Wilson, fizemos uma discussão da general-

ização que propusemos para cálculo de propriedades dinâmicas como a densidade espectral de

orbitais localizados e que se tornou também um método eficiente para o cálculo dos coeficiente

de transporte através de quantum dots. Pôde-se assim resolver problemas envolvendo elétrons

interagentes até então conhecidos por resultados obtidos por técnicas perturbativas. Os detal-

hes das contribuições para torná-la uma técnica mais geral foram apresentados no capítulo 2.

Já no capítulo 3, os efeitos decorrentes da interação elétron-elétron nesses orbitais puderam

ser caracterizados em cálculos de espectros de fotoemissão de orbitais localizados estudando

modelos mais elaborados como o modelo de Anderson-Newns e o modelo de Anderson pro-

priamente dito. Procurou-se compreender os efeitos da correlação eletrônica em quanditades

dinâmicas, como o espectro de fotoemissão de raios-X de impurezas. No caso do modelo de

Anderson-Newns, até mesmo uma análise através do método Hartree-Fock foi realizada para

interpretar a densidade espectral de impureza calculada via NRG. Pudemos concluir que, em-

bora uma interação elétron-elétron fosse considerada no espalhamento por impureza, o efeito

na densidade espectral calculada via NRG resumiu-se em um deslocamento e atenuação do

pico de ressonância, um efeito que poderia ser obtido com o modelo ressonante usual. Quanto

ao modelo de Anderson, um efeito persistentemente estudado e perseguido nesses espectros

era o efeito Kondo. Pudemos mostrar a forma e as características deste efeito através do cál-

culo da densidade espectral de impureza aplicando a técnica de renormalização generalizada
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e verificar que este se manifesta como um pico de ressonância agudo no nível de Fermi. Tão

importante quanto diagonalizar um Hamiltoniano envolvendo interações de muitos-corpos, é

a aplicação dos seus autovalores e autovetores para se calcular as funções de correlação. Todo

o processo de diagonalização via NRG está baseado em uma banda de condução discretizada

e uma dificuldade é a contrução de quantidades dinâmicas no espectro contínuo partindo de

um conjunto de autovalores e autovetores discretos. No capítulo 3, mostramos como quanti-

dades como a densidade espectral puderam ser calculadas em termos de uma variável contínua

(energia) aplicando a versão da técnica NRG apresentada no capítulo 2.

Outros problemas fundamentais foram resolvidos. Trata-se de cálculo dos coeficientes de

transporte em dispositivos nanoscópicos, mais especificamente o SET (single electron tran-

sistor). Também nestes casos fez-se uma aplicação bem sucedida da técnica NRG. Pudemos

calcular a condutância e o coeficiente de Seebeck e verificar como o efeito Kondo se mani-

festa nestes coeficientes. Chama atenção a condutância máxima através do SET mesmo não

havendo uma diferença de potencial através do dispositivo e mesmo não havendo a presença

de um nível de energia do quantum dot em ressonância com o nível de Fermi. Uma condutân-

cia máxima não é esperada nestas condições. Contudo, pudemos mostrar que a condutância

toma valores elevados devido ao canal no nível de Fermi aberto pelo efeito Kondo. Também

pudemos verificar como uma anti-ressonância de Fano pode interferir no processo de trans-

porte de carga e calor através de um SET. Qualquer ponte, por exemplo contactos espúrios,

que se estabeleça entre os eletrodos do dispositivo além do caminho estabelecido pelo ponto

quântico, introduz efeitos de interferência no transporte. A presença destes efeitos causa

modificações drásticas tal como reduzir o valor da condutância a zero mesmo na presença do

efeito Kondo. Estas conclusões foram apresentadas detalhadamente no capítulo 5. Outros

fatos também chamaram atenção. Pudemos verificar efeitos inesperados nos valores do co-

eficiente de Seebeck no regime de baixas temperaturas. Valores elevados não são esperados

quando o modelo de Anderson é adotado para descrever o transporte no SET. No entanto,

quando permitimos outra trajetória para o trânsito de elétrons, efeitos de interferância podem

induzir valores elevados no coeficiente de Seebeck, mesmo a baixas temperaturas. Pudemos

verificar que esse efeito é puramente um efeito de defasagem entre as funções de onda de

elétrons em diferentes caminhos adotados entre os eletrodos. Outro fato verificado é que

esta manifestação ocorre somente quando os parâmetros do modelo favorecem a ocorrência

simultânea do efeito Kondo e do efeito da anti-ressonância de Fano. Para estes parâmetros

adotdos, a condutância é nula devido ao efeito de interferência destrutiva e o efeito Kondo,

embora presente, fica mascarado por efeito de interferência. A condutância nula não significa

que o canal de passagem de cargas tenha sido eliminada; indica apenas que um igual número
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de cargas negativas e positivas se deslocam em sentidos opostos. O coeficiente de Seebeck

pode então ter valores elevados pois a separação dessas cargas induzidas por um gradiente de

temperatura pode induzir uma diferença de potencial elevada. A discussão detalhada destes

fenômenos foram apresentadas no capítulo 5 deste trabalho.

Encerrando a apresentação, fica a conclusão de que a técnica NRG é uma técnica muito

eficiente para solucionar problemas decorrentes do acoplamento de orbitais localizados com um

meio metálico. É ainda uma técnica atual e pode ser aplicada em problemas de transporte em

dispositivos nanoestruturados envolvendo vários pontos quânticos e modelos envolvendo vários

canais transporte, no estudo de átomos ou moléculas adsorvidas em superfícies metálicas ou

ainda nas propriedades de transporte em substratos metálicos com impurezas diluídas em seu

volume.



Apêndice A

Indexação dos operadores através da

energia

Esta discussão está baseada naquela apresentada na ref por Krishna-Murthy, et. all). A

transformação do Hamiltoniano apresentado na Eq.3.5 para o apresentado na Eq.3.6 pode

ser iniciada pela transormação do operador discreto c~k para o do espaço contínuo a~k∑
~k

ε~kc
†
~k
c~k →

∫
d3kε~ka

†
~k
a~k

∑
~k

c~k →
[
V

(2π)3

]1/2 ∫
d3ka~k (A.1)

onde V é o volume do sistema.

Pode-se representar esse novo operador através dos harmônicos esféricos via expansão

a~k =
1

k

∑
k,l,m

ak,lmYl,m(θ, ϕ)

ak,l,m = k

∫
dθdϕ senθ cosϕYl,m(θ, ϕ)a~k (A.2)

que satisfaz

ak,l,m, ak′,l′,m′ = δ(k − k′)δl,l′δm,m′ .
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Assim, considerando que ε~k = εk nós temos∫
d3kεka

†
~k
a~k =

∑
l,m

∫
dkεka

†
k,l,mak,l,m[

V
(2π)3

]1/2 ∫
d3a~k =

[
V

(2π)2

]1/2 ∫
dkkak,0,0. (A.3)

Consequentemente, precisamos trabalhar apenas com a banda l = 0, m = 0 (mas mantendo

degenerecência de spin) e doravante trabalharemos com ak ≡ ak,0,0.

A seguir, introduzimos a representação por energia definindo aε = (dεk/dk)−1/2ak quando

ε = εk. Assim,

{aε, aε′} =

(
dεk
dk

)−1

δ(k − k′) = δ(ε− ε′) . (A.4)

Considerando D a meia largura da banda de condução, com origem no nível de Fermi,

então ∫
dkεka

†
kak =

∫
dkεk

(
dεk
dk

)
a†εaε =

∫ D

−D
dεa†εaε[

V
(2π)2

]1/2 ∫
dkkak =

[
V

(2π)2

]1/2 ∫
dkk

(
dεk
dk

)1/2

aε

=

[
V

(2π)2

]1/2 ∫
dεkε

(
dk

dε

)1/2

aε (A.5)

Utilizando a definição de densidade de estados ρ(ε) = (V/2π2)k2(dk/dε) obtemos

(
V

2π2

)1/2 ∫
kdkak =

∫ D

−D
dε[ρ(ε)]1/2aε (A.6)

Por conveniência de notação, vamos reintroduzir c no lugar de a. Fazendo isto, o Hamiltoniano

da Eq. 3.6 fica totalmente esclarecido.



Apêndice B

Coeficientes codiagonais

Neste apêndice, será apresentado o procedimento através do qual o espectro contínuo da banda

de condução foi transformado para a sua forma tridiagonal e como os coeficientes codiagonais

foram calculados. O Hamiltoniano de condução na forma tridiagonal dada na eq. 2.15,

Hc =
∞∑
n=0

ε(z)n (f †nfn+1 + f †n+1f
†
n) .

Consideremos por conveniência reescrevê-la na forma

Hc = HN + ε
(z)
N (f †NfN+1 + f †N+1fN) +RN (B.1)

onde HN

HN =
N−1∑
n=0

ε(z)n (f †nfn+1 + f †n+1f
†
n) (B.2)

e

RN =
∞∑

n=N+1

ε(z)n (f †nfn+1 + f †n+1f
†
n) (B.3)

de forma que, para i > N , fi comuta com HN , enquanto que para i ≤ N , fi comuta com

RN .

Nós queremos determinar os coeficientes ε(z)n nas equações B1 e B2. Como etapa pre-

liminar, para um dado inteiro N e um inteiro não negativo n < N , precisamos demonstrar a

seguinte identidade:

fN(HN)nf †0|0 >≡ 0 (0 ≤ n ≤ N), (B.4)
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onde |0 > é o estado aniquilado por todos os cε.

A demostração se faz recursivamente. Para N = 1, a eq. B4 satisfaz

f1f
†
0|0 >= 0 (B.5)

já que f1 e f †0 são ortogonais.

Para completar o argumento, assumimos que

fN−1(HN−1)mf †0|0 >= 0 (0 ≤ m ≤ N − 1) (B.6)

e para provar B4, para o caso n < N , considere a identidade

(HN)nf †0|0 >= (A+B + C)nf †0|0 > (B.7)

onde A = HN+1, B = ε
(z)
N−1f

†
NfN−1, e C = B†.

A expansão binomial na Eq. B7 produz vários termos, mas para qualquer inteiro 0 ≤
m ≤ n− 1, a Eq. B6 torna BAmf †0|0 >= 0, equanto que a igualdade [HN−1, fN ] = 0 torna

CAmf †0|0 >= 0. Um único termo (An) contribui e então

(HN)nf †0|0 >= (HN−1)nf †0|0 > (0 ≤ n < N) . (B.8)

Uma vez que o operador fN comuta com (HN−1)n, a Eq. B4 é satisfeita.

Uma outra relação auxiliar é necessária. Considere a o estado resultante de repetidas

aplicações do Hamiltoniano Hc sobre f †0|0 >. De acordo com B1, podemos escrever

(Hc)
N+1f †0|0 >= (Ã+ B̃ + C̃)N+1f

|
00 >, (B.9)

onde Ã = HN , B̃ = ε
(z)
N f †N+1fN and C̃ = B̃† +RN .

Novamente, a maioria dos termos da expansão binomial se anula. Isto ocorre porque (i)

para 0 ≤ m < N , de acordo com B4, B̃Ãmf †0 |0 >= 0, e (ii) ambos fN+1 e RN comuta com

HN ≡ Ã, e portatno para qualquer m ≥ 0, C̃Ãmf †0|0 >= 0. Assim, somente dois termos

(ÃN+1 e B̃ÃN) contribuem para a expansão, e a Eq. B9 resulta em

(Hc)
N+1f †0|0 >= (HN)N+1f †0|0 > +ε

(z)
N f †N+1fN(HN)Nf †0|0 > . (B.10)

Essa identidade é fundamental para a determinação dos ε(z)n . Entretanto, para simplificar
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esta última expressão, considere a identidade dada em B7 para n = N :

(HN)Nf †0|0 >= (A+B + C)Nf †0|0 > . (B.11)

Seguindo o raciocínio que converteu B9 em B10, vamos converter B11 em

(HN)Nf †0|0 >= (HN−1)Nf †0|0 > +ε
(z)
N−1f

†
NfN−1(HN−1)N−1f †0|0 > (B.12)

Uma vez que fN comuta com HN−1, fN aniquila o primeiro termo da direita. Operando com

este em ambos os lados da Eq. B12, então

fN(HN)Nf †0|0 >= ε
(z)
N−1fN−1(HN−1)N−1f †0|0 > . (B.13)

Fazendo N → N− j(j = 1, 2.., N−1) em ambos os lados desta equação, nós geramos N−1

equações que, combinadas com a Eq. B13, fornece

fN(HN)Nf †0|0 >= ε
(z)
N−1ε

(z)
N−2...ε

(z)
1 f1 ε

(z)
0 f †1f0f

†
0|0 > (B.14)

que é equivalente a

fN(HN)Nf †0|0 >=
N−1∏
n=0

ε(z)n |0 > . (B.15)

Nós agora levamos este resultado na Eq. B10 para obter

(Hc)
N+1f †0|0 >= (HN+1)N+1f †0|0 > +

N∏
n=0

ε(z)n f †N+1|0 > . (B.16)

Agora, calculamos a norma de ambos os lados desta equação obtendo

< 0|f0 (Hc)
2N+2f †0|0 >=< 0|f0 (HN)2N+2f †0|0 > +

N∏
n=0

(εn)2. (B.17)

Para mostrar que esta expressão é idêntica à Eq.2.16, precisamos achar uma expressâo analítica

para o valor esperado do lado esquerdo da Eq. B17, isto é, para a norma do estado |ΦN >≡
(Hc)

N+1f †0|0 >. Dado que Hc|0 >= 0 por definição, pela comutação suscessiva de Hc com

f0 nós achamos que

|ΦN+1 >= [Hc, [Hc, ...., [Hc, f
†
0]...]]|0 > . (B.18)
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Ainda que trabalhoso, este comutador múltiplo pode ser calculado facilmente:

[Hc, [Hc, ...., [Hc, f
†
0]...]] =

[
1− Λ−z

2

]1/2

[a† − (−1)Nb†][E0(z,Λ)]N+1 +

+

[
1− Λ−1

2

]1/2 ∞∑
m=1

Λ(1−z−m)/2[Em(z,Λ)]N+1[a†m − (−1)Nb†m]. (B.19)

A norma < ΦN+1|ΦN+1 >≡ FN(z,Λ) é então

FN(z,Λ) = (1− Λ−1)
∞∑
m=1

Λ1−z−m[Em(z,Λ)]2N+2 + (1− Λ−z)[E0(z,Λ)]2N+2. (B.20)

Levando esta expressão no lado esquerdo da Eq B17 fornece finalmente a Eq.2.16



Apêndice C

Funções de Green

As funções de Green introduzidas no capítulo 3, nas equaçẽs 3.11, 3.12 e 3.13 podem ser

obtidas analiticamente. O Hamiltoniano em questão é

H = ε̃dd
†d +

∑
k

εkc
†
kck + Ṽ

∑
k

(c†kd +H.c.) + G̃
∑
k,k′

c†k′ck .

As funções de Green Gd,d(ω), Gk,d(ω), Gk,d(ω) e Gk′,k(ω) são as transformadas de Fourier

das funções retardadas definidas por

Gd,d(t, t′) = − i
h̄
θ(t− t′) < d(t)d†(t′) + d†(t′)d(t) >

Gd,k(t, t′) = − i
h̄
θ(t− t′) < d(t)c†k(t

′) + c†k(t
′)d(t) >

Gk,d(t, t′) = − i
h̄
θ(t− t′) < ck(t)d

†(t′) + d†(t′)ck(t) >

Gk,k′(t, t′) = − i
h̄
θ(t− t′) < ck(t)c

†
k′(t
′) + c†k′(t

′)ck(t) > (C.1)

onde os operadores estão definindos na representação de Heisenberg. São do tipo

O(t) = eiHtOe−iHt

e sua evolução temporal é regida pelas equações de movimento de Heisenberg dadas na forma

ih̄
∂O(t)

∂t
= [O(t), H] (C.2)

Das equações de movimento para as funções de Green tem-se

i
∂Gd,d(t)
∂t

= δ(t) + ε̃dGd,d(t) + Ṽ
∑
k

Gk,d(t) (C.3)
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i
∂Gk,d(t)
∂t

= εkGk,d(t) + Ṽ Gd,d(t) + G̃
∑
k′

Gk′,d(t) (C.4)

i
∂Gd,k(t)
∂t

= ε̃dGd,k(t) + Ṽ
∑
k′

Gk′,k(t) (C.5)

i
∂Gk′,k(t)

∂t
= δ(t)δk′,k + εkGk′,k(t) + Ṽ Gd,k(t) + G̃

∑
k′′

Gk′′,k(t) (C.6)

onde foi considerado h̄ = 1 para simplificar a notação.

Com a realções das funções de Green com suas transformadas estabelecidas com

G(t) =

∫ ∞
−∞
G(ω)e−iωtdω

pode-se mostrar que

Gd,d(ω) =
1

ω − ε̃d + iη
+

Ṽ

ω + ε̃d + iη

∑
k′

Gk′,d(ω)

Gk,d(ω) =
Ṽ

ω − εk + iη
+

G̃

ω − εk + iη

∑
k′′

Gk′′,d(ω)

Gd,k(ω) =
Ṽ

ω − εd + iη

∑
k′

Gk′,k(ω)

Gk,k′(ω) =
δk,k′

ω − εk + iη
+

Ṽ

ω − εk + iη
Gd,k′(ω) +

G̃

ω − εk + iη

∑
k′′

Gk′′,k′(ω) (C.7)

Seja

Σ(ω) =
∑
k

1

ω − εk + iη
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Resolvendo o sistema acima, obtem-se

Gd,d(ω) =
1− G̃Σ(ω)

(ω − ε̃d)[1− G̃Σ(ω)]− Ṽ 2Σ(ω)
(C.8)

∑
k

Gk,d(ω) =
∑
k

Gd,k(ω) =
Ṽ Σ(ω)

(ω − ε̃d)[1− G̃Σ(ω)]− Ṽ 2Σ(ω)
(C.9)

∑
k,k′

Gk,k′(ω) =
Σ(ω)

1− G̃Σ(ω)

{
1 +

Ṽ 2Σ(ω)

(ω − ε̃d)[1− G̃Σ(ω)]− Ṽ 2Σ(ω)

}
(C.10)

=
(ω − ε̃d)Σ(ω)

(ω − ε̃d)[1− G̃Σ(ω)]− Ṽ 2Σ(ω)
(C.11)

Considerando o caso de banda de condução com meia largura D = 1 tem-se

ReΣ(ω) = ρ ln|1 + ω

1− ω
|

ImΣ(ω) = −π
∑
k

δ(ω − εk) = −πρ

e finalmente que

ImGd,d(ω) = − πρṼ 2

(ω − ε̃d)2 + [πρG̃(ω − ε̃d) + πρṼ 2]2
(C.12)

Im
∑
k

Gk,d(ω) = − πρṼ (ω − ε̃d)
(ω − ε̃d)2 + [πρG̃(ω − ε̃d) + πρṼ 2]2

(C.13)

Im
∑
k,k′

Gk,k′(ω) = − πρ(ω − ε̃d)2

(ω − ε̃d)2 + [πρG̃(ω − ε̃d) + πρṼ 2]2
. (C.14)

A eq. D12 fornece a densidade

ρd(ω) = − 1

π
Im{Gd,d(ω)}

que por sua vez pode ser rearranjada e dada por

ρd(ω) =
1

π

γ

(ω − Ed)2 + γ2
(C.15)

onde γ e Ed dependem do parâmetro G̃ conforme as relações

γ =
πρṼ 2

1 + (πρG̃)2
(C.16)

Ed = ε̃d + γ πρG̃ . (C.17)



Apêndice D

Diagonalização Iterativa do Modelo

de Anderson

D.1 Modelo de Anderson, operadores e simetrias na

iteração N

1. O Hamiltoniano da iteração N :

HN = Λ(N−1)/2{
∑
σ

εdd
†
σdσ +

N−1∑
n,σ

εn( f †n,σfn+1,σ + h.c. )

+
∑
σ

V ( f †0,σdσ + h.c. ) + Ud†↓d↓d
†
↑d↑ }.

2. Operadores de Carga Total e Spin:

Q̂N =
N∑
n,σ

( f †n,σfn,σ − 1 ) +
∑
σ

( d†σdσ − 1 )

~SN =
N∑
n

(f †n,↑ f †n,↓ ) ~σ

 fn,↑

fn,↓

+ (d†↑ d†↓ ) ~σ

 d↑

d↓


onde ~σ = (σx, σy, σz ) e σi são as matrizes de Pauli.

3. Os operadores Q̂N , ~S2
N e SN,z comutam com HN . Sendo |ψ > um auto-vetor de HN ,
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então

Q̂N |ψ > = Q |ψ >
~S2
N |ψ > = S(S + 1) |ψ >

SN,z |ψ > = Sz|ψ >

e Q, S e Sz podem ser tomados como números quânticos para especificar um estado de

HN já que os autovetores de HN são também autovetores de Q̂N , ~S2
N e SN,z. Assim,

um autovetor |ψ > da iteração N pode ser representado por |N,Q, S, Sz, k >.

D.2 Forma explícita dos operadores de spin na ite-

ração N + 1

~SN+1 = ~τ + ~SN

~S2
N+1 = ~τ 2 + ~S2

N + 2τz SN,z + τ (+) S
(−)
N + τ (−) S

(+)
N

SN+1,z = τz + SN,z

~τ 2 =
1

2
( τ (+) τ (−) + τ (−) τ (+) ) + τ 2

z

τ (+) = f †N+1,↑ fN+1,↓

τ (−) = f †N+1,↓ fN+1,↑

τz =
1

2
( f †N+1,↑ fN+1,↑ − f

†
N+1,↓ fN+1,↓)
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~S2
N =

1

2
(S

(+)
N S

(−)
N + S

(−)
N S

(+)
N ) + S2

N,z

S
(+)
N =

N∑
n=0

f †n,↑fn,↓ + d†↑d↓

S
(−)
N =

N∑
n=0

f †n,↓fn,↑ + d†↓d↑

SN,z =
N∑
n=0

1

2
( f †n,↑ fn,↑ − f

†
n,↓ fn,↓ ) +

1

2
( d†↑ d↑ − d

†
↓ d↓ )

D.3 Estados de base na iteração N + 1 na sua forma

primitiva

Com os autovetores de HN no subespaço (Q,S1), (Q− 1, S2), (Q− 2, S4) pode-se gerar os

vetores de base

|N,Q, S1, S1,z, k1 > (D.1)

f †N+1,↑|N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > (D.2)

f †N+1,↓|N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > (D.3)

f †N+1,↑f
†
N+1,↓|N,Q− 2, S4, S4,z, k4 > (D.4)

onde Si são os valores de spin total no subespaço de carga Q, Q− 1 e Q− 2. Esta base não

é a mais apropriada pois alguns vetores de base não são autovetores de ~S2
N+1 e S não é um

número quântico. Para se observar isso, aplique ~S2
N+1 sobre os estados acima.
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Os vetores 1 e 4 são autovetores de ~S2
N+1 pois

~S2
N+1 |N,Q, S1, S1,z, k1 > = S1(S1 + 1) |N,Q, S1, S1,z, k1 >

SN+1,z |N,Q, S1, S1,z, k1 > = S1,z |N,Q, S1, S1,z, k1 >

~S2
N+1 f

†
N+1,↑f

†
N+1,↓|N,Q− 2, S4, S4,z, k4 > = S4(S4 + 1)×

f †N+1,↑f
†
N+1,↓|N,Q− 2, S4, S4,z, k4 >

SN+1,z f
†
N+1,↑f

†
N+1,↓|N,Q− 2, S4, S4,z, k4 > = Sz,4 ×

f †N+1,↑f
†
N+1,↓|N,Q− 2, S4, S4,z, k4 > .

Já os vetores 2 e 3 não são autovetores de ~S2
N+1 já que

~τ 2 f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > =
3

4
f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 >

~S2
N f

†
N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > = S2(S2 + 1) f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 >

τz SN,z f
†
N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > =

1

2
S2,z f

†
N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 >

τ (+)S
(−)
N f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > = 0

τ (−)S
(+)
N f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > = f †N+1,↓S

(+)
N |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 >

S
(+)
N |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > = C(+) |N,Q− 1, S2, S2,z + 1, k2 >

C(+) =
√

(S2 − S2,z)(S2 + S2,z + 1 )

~τ 2 f †N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > =
3

4
f †N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 >

~S2
N f

†
N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > = S3(S3 + 1) f †N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 >

τz SN,z f
†
N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > = − 1

2
S3,z f

†
N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 >

τ (−)S
(+)
N f †N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > = 0

τ (+)S
(−)
N f †N+1,↓ |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > = f †N+1,↑S

(−)
N |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 >

S
(−)
N |N,Q− 1, S3, S3,z, k3 > = C(−) |N,Q− 1, S3, S3,z − 1, k3 >

C(−) =
√

(S3 + S3,z)(S3 − S3,z + 1 ).

Os elementos de matriz de ~S2
N+1 calculados com os vetores 2 e 3 são :
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a.) elementos diagonais:

S2(S2 + 1) + S2,z +
3

4
para f †N+1,↑|N,Q− 1, S2, S2,z, k2 >

S3(S3 + 1) + S3,z +
3

4
para f †N+1,↓|N,Q− 1, S3, S3,z, k3 >

b.) elementos não-diagonais:

√
(S2 − S2,z)(S2 + S2,z + 1) δS2,S3 δS3,z ,S2,z+1 δk3,k2

Com estas relações, fica claro que S3 precisa ser igual a S2 e o operador τ (+)S
(−)
N +τ (−)S

(+)
N

conecta os vetores dentro de um mesmo subespaço de spin S2 mas com componentes z dados

por S2,z e S2,z + 1.

D.4 Nova base para diagonalização de HN+1

É possível construir uma base diagonal para ~S2
N+1. Seja S̃ o outovalor correspondente. Fazendo

|ψ1 > = α1f
†
N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k > +β1f

†
N+1,↓ |N,Q− 1, S2, S2,z + 1, k >

|ψ2 > = α2f
†
N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k > +β2f

†
N+1,↓ |N,Q− 1, S2, S2,z + 1, k >

com as condições

α2
1 + β2

1 = 1

α2
2 + β2

2 = 1

e diagonalizando a matriz gerada por ~S2
N+1|ψi >= S̃(S̃ + 1)|ψi > obtém-se:

S̃ = S2 ±
1

2

α1 =

√
S2 − S2,z

2S2 + 1

β1 = −
√
S2 + S2,z + 1

2S2 + 1
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α2 =

√
S2 + S2,z + 1

2S2 + 1

β2 =

√
S2 − S2,z

2S2 + 1
.

A nova base é dada pelos vetores

|N,Q, S1, S1,z, k1 >;

(
S2−S2,z

2S2+1

)1/2

f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > −(
S2+S2,z+1

2S2+1

)1/2

f †N+1,↓ |N,Q− 1, S2, S2,z + 1, k2 >;

(
S2+S2,z+1

2S2+1

)1/2

f †N+1,↑ |N,Q− 1, S2, S2,z, k2 > +(
S2−S2,z

2S2+1

)1/2

f †N+1,↓ |N,Q− 1, S2, S2,z + 1, k2 >;

f †N+1,↑ f
†
N+1,↓ |N,Q− 2, S4, S4,z, k4 > .

Estes vetores são gerados adotando os ídices de spin S1, S2 e S4 e as componentes z cor-

respondentes como conhecidos. Mas para propósitos de cálculo numérico, é mais conveniente

trabalhar com o conjunto definido (conhecido) (Q,S, Sz, k) na iteração N + 1 e perguntar

pelos valores de S1, S2 e S4 e suas componentes na direção z em termos de S e Sz.
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Com os resultados acima, verifica-se que, para um dado subespaço (Q,S, SZ , k) na iteração

N + 1, os vetores de base devem ser

|Q,S, k; 1 > = |N,Q, S, Sz, k >;

|Q,S, k; 2 > =

(
S + Sz

2S

)1/2

f †N+1,↑ |N,Q− 1, S − 1/2, Sz − 1/2, k >

+

(
S + Sz

2S

)1/2

f †N+1,↓ |N,Q− 1, S − 1/2, Sz + 1/2, k >;

|Q,S, k; 3 > = −
(
S − Sz + 1

2S + 2

)1/2

f †N+1,↑ |N,Q− 1, S + 1/2, Sz − 1/2, k >

+

(
S + Sz + 1

2S + 2

)1/2

f †N+1,↓ |N,Q− 1, S + 1/2, Sz + 1/2, k2 >;

|Q,S, k; 4 > = f †N+1,↑ f
†
N+1,↓ |N,Q− 2, S, Sz, k >

como mostrado por Krishna-murthy, Wilkins and Wilson.

D.5 Matrix Energia HN+1

O Hamiltoniano na iteração N + 1 é dado por

HN+1 = Λ
1
2HN + χNHN,I

onde

HN,I =
(
f †N,↑fN+1,↑ + h.c.

)
+
(
f †N,↓fN+1,↓ + h.c.

)
.
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Os vetores de base são os autovetores de HN , e são elementos diagonais da matriz HN+1, isto

é,

HN |Q,S, k; 1 > = EN(Q,S, k)|Q,S, k; 1 >

HN |Q,S − 1/2, k; 2 > = EN(Q− 1, S − 1/2, k)|Q,S − 1/2, k; 2 >

HN |Q,S + 1/2, k; 3 > = EN(Q− 1, S + 1/2, k)|Q,S + 1/2, k; 3 >

HN |Q,S, k; 4 > = EN(Q− 2, S, k)|Q,S, k; 4 > .

Os elementos não nulos e não diagonais da matriz energia são dados pelos elementos de HN,I

e dados por

< Q,S, k1; 1|HNI |Q,S − 1/2, k; 2 >=< N,Q, S, k1||f †N ||N,Q− 1, S − 1/2, k2 >;

< Q,S, k1; 1|HNI |Q,S + 1/2, k; 3 >=< N,Q, S, k1||f †N ||N,Q− 1, S + 1/2, k3 >;

< Q,S − 1/2, k2; 2|HNI |Q,S, k; 4 >=(
2S

2S + 1

)1/2

< N,Q− 1, S − 1/2, k2||f †N ||N,Q− 2, S, k4 >;

< Q,S + 1/2, k3; 3|HNI |Q,S, k; 4 >=

−
(

2S + 1

2S + 2

)1/2

< N,Q− 1, S + 1/2, k3||f †N ||N,Q− 2, S, k4 >

Todos os elementos de HN+1 são conhecidos e agora pode ser diagonalizada.



Apêndice E

Coeficientes de Transporte

E.1 Corrente

Nesta seção será definida a condutância e "thermopower"(coeficiente de Seebeck). As definições

dos operadores de corrente elétrica e a de energia através dos canais a serem adotadas são as

introduzidas por Kim e Hershfield1. São

IL(t) =
∂

∂t

{
e
∑
k

c†L,k(t) cL,k(t)

}
= − i

h̄

[
e
∑
k

c†L,k(t) cL,k(t) , H

]
(E.1)

e

UL(t) =
∂

∂t

{∑
k

εk c
†
L,k(t) cL,k(t)

}
=
i

h̄

[∑
k

εk c
†
L,k(t) cL,k(t) , H

]
(E.2)

respectivamente. O índice de spin será omitido por conveniência. No egime de resposta linear

(H ′(t′) como pequena perturbação), os valores médios sãoIL(t)

UL(t)

 =

< IL(t) >

< UL(t) >

− i

h̄

∫ t

t0

θ(t− t′)

< [ IL(t) , H ′(t′) ] >

< [UL(t) , H ′(t′) ] >

 dt′ (E.3)

e usando a eq. 4.19 tem-seIL(t)

UL(t)

 =

− ih̄
∫ t

t0

θ(t− t′)

< [ IL(t) , H ′(t′) ] >

< [UL(t) , H ′(t′) ] >

 dt′

V (E.4)

1Tae-Suk Kim and S. Hershfield, Phys. Rev.B 67, 165313 (2003)

87
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onde os operadores depois da transformação par-ímpar são dados por

IL(t) = −ie
h̄

√
2

2
V
∑
k

[ c†P,k(t) d (t)− d†(t)cP,k(t) ]

−ie
h̄

√
2

2
V
∑
k

[ c†I,k(t) d (t)− d†(t)cI,k(t) ]

−ie
h̄
tR,L

∑
k,k′

[ c†P,k(t)cI,k′(t)− c
†
I,k′(t)cP,k(t) ] (E.5)

e

UL(t) =
i
√

2V

2h̄

∑
k

εk[ c
†
P,k(t) d (t)− d†(t)cP,k(t) ]

+
i
√

2V

2h̄

∑
k

εk[ c
†
I,k(t) d (t)− d†(t)cI,k(t) ]

+
itRL
2h̄

(∑
k

εkc
†
P,k(t)

∑
k′′

cP,k′′(t)−
∑
k′′

c†P,k′′(t)
∑
k

εkcP,k(t)

)

+
itRL
2h̄

(∑
k

εkc
†
I,k(t)

∑
k′′

cP,k′′(t)−
∑
k′′

c†P,k′′(t)
∑
k

εkcI,k(t)

)

+
itRL
2h̄

(∑
k′′

c†I,k′′(t)
∑
k

εkcP,k(t)−
∑
k

εkc
†
P,k(t)

∑
k′′

cI,k′′(t)

)

+
itRL
2h̄

(∑
k′′

c†I,k′′(t)
∑
k

εkcI,k(t)−
∑
k

εkc
†
I,k(t)

∑
k′′

cI,k′′(t)

)
(E.6)

Na eq. F.3, < IL(t) > e < QL(t) > são ambos nulos pois trata-se de correntes em regime

de equilíbrio.

Utilizando-se as definições dadas na eq. 4.6 no capítulo 4, os coeficientes de transporte

L11 e L21 são dados porL11

L21

 = − i
h̄

∫ 0

−∞
θ(−t′)

< [ IL(0) , H ′(t′) ] >

< [UL(0) , H ′(t′) ] >

 dt′ (E.7)

onde

H ′ = eVeiωt/h̄
∑
k,σ

(c†P,k,σcI,k,σ + c†I,k,σcP,k,σ) . (E.8)
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Corrente de Energia: Utilizando F.2, F.6 e redefinindo H ′ como H ′ = VH′ tem-se

< UL(0),H′(t′)] > =
ie
√

2V

2h̄
eiωt

′/h̄ < [
∑
k

εk c
†
I,k(0)d (0),

∑
q

c†P,q(t
′)cI,q(t

′) ] >

− ie
√

2V

2h̄
eiωt

′/h̄ < [ d†(0)
∑
k

εk cI,k(0),
∑
q

c†I,q(t
′)cP,q(t

′) ] >

+
ietRL

2h̄
eiωt

′/h̄ < [
∑
k

εkc
†
I,k(0)

∑
k′

cP,k′(0),
∑
q

c†P,q(t
′)cI,q(t

′)] >

− ietRL
2h̄

eiωt
′/h̄ < [

∑
k′

c†P,k′(0)
∑
k

εkcI,k(0),
∑
q

c†P,q(t
′)cI,q(t

′)] >

+
ietRL

2h̄
eiωt

′/h̄ < [
∑
k′

c†I,k′(0)
∑
k

εkcP,k(0),
∑
q

c†P,q(t
′)cI,q(t

′)] >

− ietRL
2h̄

eiωt
′/h̄ < [

∑
k

εkc
†
P,k(0)

∑
k′

cI,k′(0),
∑
q

c†P,q(t
′)cI,q(t

′)] >

Defina-se os operadores não normalizados (comutam como bósons)

A(t′) =
∑
k1

c†P,k′′(t
′)cI,k′′(t

′)

A†(t′) =
∑
k1

c†I,k′′(t
′)cP,k′′(t

′)

B(0) =
√

2V d†(0)
∑
k

εkcI,k(0) + tRL
∑
k

εkc
†
P,k(0)

∑
k′

cI,k′(0)

+ tRL
∑
k′

c†P,k′(0)
∑
k

εkcI,k(0)

B†(0) =
√

2V
∑
k

εkc
†
I,k(0)d (0) + tRL

∑
k′

c†I,k′(0)
∑
k

εkcP,k(0)

+ tRL
∑
k

εkc
†
I,k(0)

∑
k′

cP,k′(0) (E.9)

Depois de alguma álgebra tem-se

< [UL(0),H′(t′)] >= − ie
2h̄

eiωt
′/h̄ {< [B(0), A†(t′)] > − < [B†(0), A (t′)] >} (E.10)

e introduzindo a definição da função de Green retardada

Gret(−t′) = − i
h̄
θ(−t′) < [B(0), A†(t′)] >
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e a avançada

Gadv(t′) =
i

h̄
θ(−t′) < [A(t′)], B†(0)] >,

suas transformadas de Fourier fornece o coeficiente de transporte

L21 = limω→0 −
ie

2h̄
{Gret(ω)− Gadv(ω)}

ou

L21 = limω→0 (
e

h̄
) Im Gret(ω) . (E.11)

Note-se que

G(ret,adv)(ω) =

∫ 0

−∞
G(ret,adv)(t

′)eiωt
′/h̄dt′

e

[Gadv(ω)]† = Gret(ω) .

Corrente elétrica: A dedução é similar à da corrente de energia.De F.1 e F.5 tem-se que

< [IL(0),H′(t′)] > = −ie
2

2h̄

√
2V eiωt

′/h̄
∑
k1

∑
k

{< [ c†I,k(0)d (0), c†P,k1(t
′)cI,k1(t

′) ] >

− < [ d†(0)cI,k(0), c†I,k1(t
′)cP,k1(t

′) ] >} −

+
ie2

h̄
tRLeiωt

′/h̄
∑
k

∑
k′,k1

{< [ c†P,k(0)cI,k′(0), c†I,k′′(t
′)cP,k′′(t

′) ] >

− < [ c†I,k′(0)cP,k(0), c†P,k′′(t
′)cI,k′′(t

′) ] >} (E.12)

Novamente, defina-se os operadores não normalizados (também comutam como bósons)

D =
√

2V d†
∑
k

cI,k + 2tRL
∑
k

c†P,k
∑
k′

cI,k′

D† =
√

2V
∑
k

c†I,kd + 2tRL
∑
k′

c†I,k′
∑
k

cP,k. (E.13)

Assim,

< [IL,H′(t′)] >= −ie
2

2h̄
eiωt

′/h̄ {< [D(0), A†(t′)] > − < [D†(0), A (t′)] >} (E.14)
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e introduzindo a função de Green retardada

Fret(−t′) = − i
h̄
θ(−t′) < [D(0), A†(t′)] >

e a avançada

Fadv(t′) =
i

h̄
θ(−t′) < [A(t′)], D†(0)] >,

suas transformadas de Fourier fornecem o coeficiente de transporte

L11 = limω→0 −
ie2

2h̄
{Fret(ω)−Fadv(ω)}

ou

L11 = limω→0 (
e2

h̄
) Im Fret(ω) . (E.15)

E.2 Funções de correlação G(ω) e F(ω)

Neste ponto, serão avaliadas as funções de Green

Gret(−t′) = − i
h̄
θ(−t′) < [B(0), A†(t′)] >

Fret(−t′) = − i
h̄
θ(−t′) < [D(0), A†(t′)] >

resolvendo as euqções de movimento

∂Gret(−t′)
∂t′

=
i

h̄
δ(−t′) < [B(0), A†(0)] > − i

h̄
θ(−t′) < B(0)

∂A†(t′)

∂t′
− ∂A†(t′)

∂t′
B(0) >

∂Fret(−t′)
∂t′

=
i

h̄
δ(−t′) < [D(0), A†(0)] > − i

h̄
θ(−t′) < D(0)

∂A†(t′)

∂t′
− ∂A†(t′)

∂t′
D(0) > .

Se

∂A†(t′)

∂t′
= − i

h̄
[A†(t′), HI(t

′) +HP (t′)]

e

[A†(t′), HI(t
′) +HP (t′)] = D†(t′)
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então

∂Gret(−t′)
∂t′

=
i

h̄
δ(−t′) < [B(0), A†(0)] > +(

i

h̄
)2θ(−t′) < B(0)D†(t′)−D†(t′)B(0) >

∂Fret(−t′)
∂t′

=
i

h̄
δ(−t′) < [D(0), A†(0)] > +(

i

h̄
)2θ(−t′) < D(0)D†(t′)−D†(t′)D(0) >

onde os operadores A(t′), B(t′) e D(t′) são definidas em F.9 e F.16 respectivamente.

Definindo as novas funções de Green

Mret(t
′) = − i

h̄
θ(−t′) < B(0)D†(t′)−D†(t′)B(0) >

Nret(t
′) = − i

h̄
θ(−t′) < D(0)D†(t′)−D†(t′)D(0) >

e considerando-se as transformadas de Fourier de todas as funções de Green nas equações de

movimento, tem-se

Gret(ω) =
< [B(0), A†(0)] >

ω
+
Mret(ω)

ω

Fret(ω) =
< [D(0), A†(0)] >

ω
+
Nret(ω)

ω
.

A energia ω é real e os valores esperados dos comutadores acima são também reais. Assim,

os coeficientes de transporte são dados por

L21 = limω→0 (
e

h̄
)

Im Mret(ω)

ω
(E.16)

e

L11 = limω→0 (
e2

h̄
)

Im Nret(ω)

ω
. (E.17)

As funções de Green relevantes são

Mret(ω) = −Z−1
∑
n,m

< n|B|m > < m|D†|n > e−βEn − e−βEm

ω + En − Em − iη

Nret(ω) = −Z−1
∑
n,m

< n|D|m > < m|D†|n > e−βEn − e−βEm

ω + En − Em − iη

onde En são os autovalores de Hamiltoniano total HI + HP e Z =
∑

n e−βEn . As partes
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imaginárias são

Im Mret(ω) = −π(1− e−βω)Z−1
∑
n,m

e−βEn < n|B|m > < m|D†|n > δ(ω + En − Em)

Im Nret(ω) = −π(1− e−βω)Z−1
∑
n,m

e−βEn < n|D|m > < m|D†|n > δ(ω + En − Em)

e os coeficientes de transporte são

L21 = −πβe
h̄Z

∑
n,m

e−βEn < n|B|m > < m|D†|n > δ(En − Em) (E.18)

e

L11 = −πβe
2

h̄Z

∑
n,m

e−βEn < n|D|m > < m|D†|n > δ(En − Em) . (E.19)

O operador B(0) foi definido em termos dos operadores
∑

k εkcI,k e
∑

k εkc
†
P,k. Esta não

é a forma mais conveniente e será redefinida de outra forma. Sabe-se que

[cI,k, HI ] = εkcI,k − tRL
∑
k′

cI,k′ .

e então

∑
k

εkcI,k = NstRL
∑
k′

cI,k′ + [
∑
k

cI,k , HI ]

onde Ns é
∑

k ou soma sobre todos os k’s. De maneira similar, tem-se

∑
k

εkc
†
P,k = −Ns

(
√

2V d† + tRL
∑
P,k′

c†P,k′

)
−
∑
k′

[ c†P,k′ , HP ] .

Levando estes resultados na equação do operador B, obtém-se uma relação mais simplifi-

cada

B =

(
√

2V d† + tRL
∑
k′

c†P,k′

)
[
∑
k

cI,k , HI ]− tRL[
∑
k′

c†P,k′ , HP ]
∑
k′

cI,k′

e D por

D =

(
√

2V d† + 2tRL
∑
k

c†P,k

)∑
k′

cI,k′ .
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Os elementos de matriz de B e D podem ser computados pelo esquema que se segue.

Considere-se a forma diagonal de H. Pelo fato de

H = HI +HP ; [HI , HP ] = 0;

pose-se separar os seus autoestados em dois conjuntos:

HI |j > = λj|j >

HP |s > = Es|s > .

Assim, |n > e |m > podem ser colocados na forma

|n >= |j > |s >

|m >= |j′ > |s′ >

com os autovalores correspondentes dados por

En = λj + Es

Em = λj′ + Es′ .

Inicialmente, considere-se os estados |j > e |s > como autoestados de muitos-corpos. A

função de partição será

Z = ZIZP =
∑
j

e−βλj
∑
s

e−βEs

e

< n|B|m > = (λj′ − λj) < j|
∑
k

cI,k|j′ >< s|

(
√

2V d† + tRL
∑
k′

c†P,k′

)
|s′ >

− tRL(Es′ − Es) < s|
∑
k

c†P,k|s
′ >< j|

∑
k

cI,k|j′ >

< m|D†|n >=< j′|
∑
k

c†I,k|j >< s′|b|s >
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onde b é um operador fermiônico não normalizado definido por

b =
√

2V d+ 2tRL
∑
k

cP,k. (E.20)

Tem-se portanto

L21 = − πβe

h̄ZIZP

∑
j,j′

(λj′ − λj) < j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > e−βλj ×

×
∑
s,s′

e−βEs < s|

(
√

2V d† + tRL
∑
k′

c†P,k′

)
|s′ >< s′|b|s > δ(λj − λj′ + Es − Es′)

+
πβe

h̄ZIZP
tRL
∑
j,j′

< j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > e−βλj ×

×
∑
s,s′

(Es′ − Es) < s|
∑
k

c†P,k|s
′ >< s′|b|s > e−βEsδ(λj − λj′ + Es − Es′)

ou

L21 =
πβe

h̄ZIZP

∫
dε
∑
j,j′

ε < j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > e−βλjδ(ε− λj + λj′)×

×
∑
s,s′

e−βEs < s|

(
√

2V d† + tRL
∑
k′

c†P,k′

)
|s′ >< s′|b|s > δ(ε+ Es − Es′)

+
πβe

h̄ZIZP
tRL

∫
dε ε

∑
j,j′

< j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > e−βλjδ(ε− λj + λj′)×

×
∑
s,s′

< s|
∑
k

c†P,k|s
′ >< s′|b|s > e−βEsδ(ε+ Es − Es′)

e finalmente

L21 =
πβe

h̄ZIZP

∫
dε ε

∑
j,j′

< j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > e−βλjδ(ε− λj + λj′)×

×
∑
s,s′

e−βEs < s|b†|s′ >< s′|b|s > δ(ε+ Es − Es′)

Através de um procedimento similar, é fácil mostrar que

L11 =
πβe2

h̄ZIZP

∫
dε
∑
j,j′

< j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > e−βλjδ(ε− λj + λj′)×

×
∑
s,s′

e−βEs < s|b†|s′ >< s′|b|s > δ(ε+ Es − Es′) .
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Devido às identidades

e−βλjδ(ε− λj + λj′) = fF (ε)(e−βλj + e−βλj′ )δ(ε− λj + λj′)

e−βEsδ(ε+ Es − Es′) = [1− fF (ε)]
(
e−βEs + e−βEs′

)
δ(ε+ Es − Es′)

os coeficientes de transporte podem ser escritos como

L21 =
πβe

h̄ZIZP

∫
dε ε fF (ε) [1− fF (ε)]

×
∑
j,j′

< j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > (e−βλj + e−βλj′ )δ(ε− λj + λj′)×

×
∑
s,s′

< s|b†|s′ >< s′|b|s > (e−βEs + e−βEs′ )δ(ε+ Es − Es′)

e

L11 =
πβe2

h̄ZIZP

∫
dε fF (ε) [1− fF (ε)]×

×
∑
j,j′

< j|
∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k

c†I,k|j > (e−βλj + e−βλj′ ) δ(ε− λj + λj′)×

×
∑
s,s′

< s|b†|s′ >< s′|b|s > (e−βEs + e−βEs′ ) δ(ε+ Es − Es′) .

Pode-se escrever

− 1

π
Im {GI(ε)} =

∑
j,j′

Z−1
I < j|

∑
k

cI,k|j′ >< j′|
∑
k′

c†I,k′|j >
(
e−βλj + e−βλj′

)
δ(ε− λj + λj′)

e

− 1

π
Im {GP (ε)} =

∑
s,s′

Z−1
P |< s|b|s′ > |2

(
e−βEs + e−βEs′

)
δ(ε+ Es − Es′)

onde GI,P (ε) são as transformadas das funções de Green

GI(t) = − i
h̄
θ(t) <

∑
k

cI,k(t)
∑
k′

c†I,k′(0) +
∑
k′

c†I,k′(0)
∑
k

cI,k(t) >

GP (t) = − i
h̄
θ(t) < b(t)b†(0) + b†(0)b(t) > .
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Se

fF (ε) [1− fF (ε)] = − 1

β

∂fF (ε)

∂ε

os coeficientes de transporte podem ser escritos como

L21 = − e

πh̄

∫
dε ε

∂fF (ε)

∂ε
Im GI(ε)Im GP (ε) (E.21)

e

L11 = − e
2

πh̄

∫
dε
∂fF (ε)

∂ε
Im GI(ε)Im GP (ε) . (E.22)

E.3 Densidades Espectrais Im GI(ω) e Im GP (ω)

Nós precisamos trabalhar com o Hamiltoniano de partícula independente HI dado por

HI =
∑
k,σ

εkc
†
I,k,σcI,k,σ − tRL

∑
k,k′,σ

c†I,k′,σcI,k,σ

e com o Hamiltoniano do modelo de Anderson

HP =
∑
k,σ

εkc
†
P,k,σcP,k,σ + tRL

∑
k,k′,σ

c†P,k′,σcP,k,σ +
√

2V
∑
k,σ

(
c†P,k,σdσ +H.c.

)
+

+
∑
σ

εdd
†
σdσ + Und,↑nd,↓ .

para calcular GI(ω) e GP (ω) respectivamente. Considere-se o primeiro caso introduzindo

gk,k′(t) = − i
h̄
θ(t) < ck(t)c

†
k′(0) + c†k′(0)ck(t) > .

Utilizando as equações de movimento para funções de Green, suas transformadas satisfazem

ωgk,k′(ω) = δk,k′ + εkgk,k′(ω)− tRL
∑
k1

gk1,k′(ω)

ou

∑
k

gk,k′(ω) =
1

ω − εk′ + iη
−
∑
k

tRL
ω − εk + iη

∑
k1

gk1,k′(ω)



APÊNDICE E. COEFICIENTES DE TRANSPORTE 98

e

GI(ω) =
∑
k,k′

gk,k′(ω) =

∑
k′

1

ω − εk′ + iη

1 +
∑
k

tRL
ω − εk + iη

.

No limite de banda larga

∑
k

1

ω − εk + iη
≈ −iπρ(εF )

de modo que

ImGI(ε) = − πρ

1 + (πρtRL)2
. (E.23)

A função de Green interagente GP precisa ser calculada numericmente. Mas será apresen-

tada na sua forma mais familiar. Introduzindo

b =
√

2V d+ 2tRL
∑
k

cP,k.

pode-se mostrar que

Im GP (ε) = 2V 2 Im {Gd,d(ε)}+ 2
√

2V tRL Im

{∑
k

Gd,k(ε)

}

+ 2
√

2V tRL Im

{∑
k

Gk,d(ε)

}
+ 4t2RL Im

{∑
k,k′

Gk,k′(ε)

}
(E.24)

onde Gd,d(ε), Gd,k(ε), Gk,d(ε) e Gk,k′(ε) são as transformadas das funções de Green de im-

pureza interagente do modelo de Anderson usual adicionada de um termo com potencial de

espalhamento. Os coeficientes são

L21 =
e

πh̄

πρ

1 + (πρtRL)2

∫
dε ε

∂fF (ε)

∂ε
Im GP (ε) (E.25)

and

L11 =
e2

πh̄

πρ

1 + (πρtRL)2

∫
dε
∂fF (ε)

∂ε
Im GP (ε) . (E.26)
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O coeficiente de Seebeck é dado por

S = −
(
kB
e

)
1

kBT

∫
dε ε

∂fF (ε)

∂ε
Im GP (ε)∫

dε
∂fF (ε)

∂ε
Im GP (ε)

. (E.27)

Esta é a equação para o "thermopower". A função de Green de equilíbrio do modelo de

Anderson, o coeficiente de Seebeck e a conductância precisam ser calculadas numericamente

utlizando a técnica de grupo de renormalização.

E.4 Caso U = 0: uma fórmula exata para o coeficiente

de Seebeck

O caso U = 0 é o caso não interagente e as funções de Green podem ser calculadas exatamente.

O Hamiltoniano relevante é dado por

HP =
∑
k,σ

εkc
†
P,k,σcP,k,σ + tLR

∑
k,k′,σ

c†P,k′,σcP,k,σ +

+
√

2V
∑
k,σ

(
c†P,k,σdσ +H.c.

)
+
∑
σ

εdd
†
σdσ .

O índice de spin não será considerado. Resolvendo as equações de movimento para as funções

de Green, pode-se mostrar que

Gd,d(ω) =
1

ω − εd + iη
+

√
2V

ω + εd + iη

∑
k′

Gk′,d(ω)

Gk,d(ω) =

√
2V

ω − εk + iη
+

tLR
ω − εk + iη

∑
k′′

Gk′′,d(ω)

Gd,k(ω) =

√
2V

ω − εd + iη

∑
k′

Gk′,k(ω)

Gk,k′(ω) =
δk,k′

ω − εk + iη
+

√
2V

ω − εk + iη
Gd,k′(ω) +

tLR
ω − εk + iη

∑
k′′

Gk′′,k′(ω) .

Seja

Σ(ω) =
∑
k

1

ω − εk + iη
.
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Resolvendo o sistema de equações obtem-se

Gd,d(ω) =
1− tLRΣ(ω)

(ω − εd)[1− tLRΣ(ω)]− 2V 2Σ(ω)∑
k

Gk,d(ω) =
∑
k

Gd,k(ω) =

√
2V Σ(ω)

(ω − εd)[1− tLRΣ(ω)]− 2V 2Σ(ω)∑
k,k′

Gk,k′(ω) =
Σ(ω)

1− tLRΣ(ω)

{
1 +

2V 2Σ(ω)

(ω − εd)[1− tLRΣ(ω)]− 2V 2Σ(ω)

}
=

(ω − εd)Σ(ω)

(ω − εd)[1− tLRΣ(ω)]− 2V 2Σ(ω)

que no limite de banda larga (D →∞),

ReΣ(ω)→ 0

ImΣ(ω) = −π
∑
k

δ(ω − εk) = −πρ

e

ImGd,d(ω) = − 2πρV 2

(ω − εd)2 + [πρtLR(ω − εd) + 2πρV 2]2

Im
∑
k

Gk,d(ω) = −
√

2πρV (ω − εd)
(ω − εd)2 + [πρtLR(ω − εd) + 2πρV 2]2

Im
∑
k,k′

Gk,k′(ω) = − πρ(ω − εd)2

(ω − εd)2 + [πρtLR(ω − εd) + 2πρV 2]2
.

Então

Im GP =
[2πρtLR(ω − εd) + 2πρV 2]2

(ω − εd)2 + [πρtLR(ω − εd) + 2πρV 2]2
.

Os coeficientes de transporte L21 e L11 são então dados por

L21 = −2e

h

1

1 + (πρtLR)2

∫ +1

−1

dε ε
∂f(ε)

∂ε

[2πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

(ε− εd)2 + [πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2
(E.28)

e

L11 = −2e2

h

1

1 + (πρtLR)2

∫ +1

−1

dε
∂f(ε)

∂ε

[2πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

(ε− εd)2 + [πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2
(E.29)
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e o coeficiente de Seebeck é dado por

S = −kB
e

1

kBT

∫ +1

−1

dε ε
∂f(ε)

∂ε

[2πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

(ε− εd)2 + [πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2∫ +1

−1

dε
∂f(ε)

∂ε

[2πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

(ε− εd)2 + [πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

. (E.30)

Pode-se calcular a conductância térmica

κ(T )

T
=
L22

T
− [L21]2

T 2L11

(E.31)

onde

L22 = −kB
2

hkBT

1

1 + (πρtLR)2

∫ +1

−1

dε ε2 ∂f(ε)

∂ε

[2πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2

(ε− εd)2 + [πρtLR(ε− εd) + 2πρV 2]2
.
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