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RESUMO

São propostos nesta tese novos métodos de identificação de sistemas lineares invariantes no
tempo, descritos através de Funções de Transferência (FT), estáveis ou instáveis, de ordem fra-
cionária, utilizando como entrada um degrau. A primeira contribuição aprimora o desempenho
de um método de identificação conhecido, para FT de ordem inteira, com a otimização de um
parâmetro durante a identificação. Posteriormente, é proposto um novo método, que utiliza in-
tegradores de ordem fracionária, para a identificação de FT estáveis. Em seguida, propõe-se
outro método que, além de utilizar integradores de ordem fracionária, faz uso de uma função
exponencial convergente e também de um filtro, que combinados possibilitam a identificação
de FT de ordem fracionária instáveis. Adicionalmente, um método ainda mais eficiente é pro-
posto e o seu mecanismo de funcionamento baseia-se na resposta do sistema a uma entrada
degrau, que multiplicada por diferentes exponenciais convergentes, gera um conjunto de sinais
auxiliares para a obtenção do sinal final, necessário para identificar a FT, estável ou instável.
Para comprovar a eficiência dos métodos propostos, foram realizadas várias identificações, com
simulações numéricas, incluindo exemplos teóricos desenvolvidos no Matlab e experimentos
práticos que foram realizados em laboratório, descritos a seguir: (i) função de transferência de
um sistema de controle da posição de um carrinho acionado por um motor de corrente contí-
nua; (ii) função de transferência relacionando a posição dos membros inferiores de pacientes
hemiplégicos e paraplégicos sujeitos a uma estimulação elétrica funcional. Finalmente, é apre-
sentada a identificação da função de transferência de uma rede RC tridimensional, que pode
modelar circuitos para obter a resposta dielétrica de materiais compósitos contendo partículas
isolantes e condutoras.

Palavras-chave: Identificação com entrada degrau. Cálculo fracionário. Sistemas lineares.
Sistemas de ordem fracionária. Função de transferência. Integral fracionária. Derivada fracio-
nária.



ABSTRACT

This thesis proposes new methods for the identification of fractional order stable and unstable
Transfer Functions (TF), based on the time response resulting from a single step excitation. Ini-
tially, the improvement of a known identification method for TF of integer order, considering
the optimization of a parameter in the identification process, is presented. Then, a new method
based on fractional order integrators, is proposed for the identification of stable TF. Moreover,
another method for stable and unstable fractional order TF, also with fractional order integra-
tors, that is based on the multiplication in the time domain of the plant output by a convergent
exponential function and a suitable filter is proposed. Furthermore, a more efficient method is
proposed, based on the multiplication in the time domain of the plant output by different conver-
gent exponential functions and a suitable filter. Numerical examples using the Matlab software
illustrate the theoretical results and are used for comparisons, including the following cases with
experimental data: (i) TF of a control system for the position of a car using a DC motor; (ii)
TF for of the leg position of paraplegic and hemiplegic patients subject to a functional electrical
stimulation. Finally, the identification of a three-dimensional RC network, which can be used
as circuit models for the dielectric response of composite materials containing insulating and
conducting particles, is presented.

Keywords: Identification with step response. Fractional calculus. Linear systems. Fractional
order systems. Transfer function. Fractional integral. Fractional derivative.
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1 INTRODUÇÃO

Desde a antiguidade, o ser humano tem procurado descrever matematicamente sistemas

reais para tentar compreendê-los e, a partir daí, conseguir encontrar soluções para os diversos

tipos de problemas relacionados a eles.

De lá para cá, muitas mudanças ocorreram ao longo do tempo, métodos e técnicas foram

desenvolvidas, mas o antigo desafio de representar um sistema real usando um análogo mate-

mático parece permanecer inalterado (AGUIRRE, 2000).

De tudo o que foi conquistado e que existe atualmente, um método muito usado pelos

pesquisadores é a modelagem pela física ou natureza do processo, que necessita de um profundo

conhecimento das leis físicas que regem o sistema a ser modelado, mas que, infelizmente,

devido a esse "conhecimento" e ao tempo que é preciso para modelar um sistema partindo do

equacionamento dos fenômenos envolvidos, nem sempre é viável seguir por este caminho.

Nos meados dos anos 90, com a modernização da ciência, e com a facilidade em simular

experimentos, surgiu uma necessidade crescente de obtenção de modelos a partir de dados

observados e não exclusivamente partindo das equações que descrevem a física do processo.

Existem várias causas para estas mudanças, mas parece instrutivo citar, em primeiro lugar, o

aumento de complexidade dos sistemas estudados que inviabilizam, em muitos casos, escrever

as suas equações básicas e em segundo lugar a maior acessibilidade a computadores que são

capazes de processar dados coletados diretamente dos sistemas (AGUIRRE, 2000).

Assim, uma alternativa que pode ser viável e até mesmo necessária, em vários casos para

estas implementações, é utilizar a identificação de sistemas, que é uma área de conhecimento

que estuda técnicas e alternativas de modelagem que necessitam pouca ou nenhuma informação

prévia do sistema em questão e também não exige muito tempo para desenvolver um modelo

desejado.

Os métodos desenvolvidos para a identificação de sistemas podem ser divididos em três

grupos (LJUNG, 1999):

• métodos paramétricos;

• métodos não-paramétricos;

• métodos do domínio da frequência.

Os métodos ditos paramétricos utilizam estruturas matemáticas parametrizadas para descrever o
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comportamento dinâmico original no domínio do tempo. Os parâmetros destas estruturas mate-

máticas são ajustados por algoritmos de estimação a partir dos dados medidos (LJUNG, 1999).

Os métodos não-paramétricos também geram modelos no domínio do tempo, mas o comporta-

mento dinâmico do sistema é determinado através de funções de correlação obtidas através dos

dados disponíveis. Os métodos do domínio da frequência geram modelos representados neste

domínio. Estes métodos utilizam a transformada de Fourier (HOUGEN, 1990) para calcular a

resposta em frequência dos sistemas analisados.

Realizada esta etapa, outro problema que surge após todo este processo é saber se o modelo

determinado é realmente a melhor aproximação da realidade estudada, pois é possível encon-

trar, quase sempre uma "família" de modelos com características e desempenhos variados.

Assim, torna-se necessária a aplicação prática desses modelos dinâmicos oriundos de dados

experimentais para selecionar qual será o que melhor representa o sistema estudado.

Sendo todos eles uma aproximação experimental para a determinação da dinâmica do sis-

tema, uma identificação completa é constituída por quatro estágios (LANDAU, 1990):

1. Aquisição da informação referente à entrada/saída do sistema sob um protocolo experimen-

tal;

2. Escolha da estrutura do modelo;

3. Estimação dos parâmetros do modelo;

4. Validação do modelo identificado.

O primeiro estágio diz respeito basicamente ao tipo de entrada que será utilizada na iden-

tificação. O segundo estágio por exemplo, trata da ordem da função de transferência e essa

escolha depende de fatores como o tipo de sistema que está sendo identificado, por exemplo,

sistema mecânico, sistema pneumático, etc. O terceiro estágio refere-se ao procedimento que

será empregado (algoritmo) e o quarto é feita a verificação para saber se o modelo identificado

corresponde ao comportamento dinâmico do modelo real.

De muitas maneiras diferentes é possível satisfazer estes estágios de uma identificação com-

pleta e, além dos mecanismos tradicionais que estão sendo empregados, uma proposta de nossa

parte é incorporar uma ferramenta que vem surgindo mais frequentemente com o passar dos

anos para ajudar na implementação de modelos mais eficientes, que se chama Cálculo Fracio-

nário (CF) ou cálculo diferencial e integral de ordem não inteira. Esta necessidade decorre de

sua capacidade em descrever fenômenos em várias áreas do conhecimento que não podem ser

descritos de forma adequada por um outro tipo de modelo, por exemplo, utilizando derivadas

de ordem inteira.

Das duas últimas décadas até os dias de hoje, o CF, vem se tornando uma ferramenta muito

importante no auxílio da modelagem e também resolução dos mais variados problemas em

diversas áreas, como engenharia, ciências e matemática.
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Apesar de suas aplicações aparecerem somente agora com mais intensidade, sua idade é

tão antiga quanto a do cálculo diferencial e integral clássico, cujos primeiros registros datam de

30 de setembro de 1695, numa carta que L’Hopital escreveu a Leibniz, na qual faz referência

a uma notação particular que ele havia usado em uma de suas publicações, a respeito de uma

derivada de ordemn, dn/dxn, da função linearf (x) = x. L’Hopital então colocou a seguinte

questão, "Qual é o resultado sen = 1/2?". Leibniz, repondeu: "É um aparente paradoxo, do

qual um dia consequências úteis serão traçadas" (JESUS, 2007).

Iniciava-se, assim uma nova teoria que mais tarde, somada às contribuições de vários ma-

temáticos como Euler em 1730, Lagrange em 1812, Laplace em 1812, Fourier em 1822, Abel

em 1823, Liouville entre 1822 - 1837, Riemann em 1847, Grünwald em 1867, Letnikov entre

1868 - 1872, entre outros, levaram às primeiras definições de derivadas e integrais de ordens

não inteiras (JESUS, 2007).

Durante aproximadamente três séculos, a teoria do CF foi desenvolvida principalmente no

campo teórico, sendo útil quase que exclusivamente para os matemáticos. Apenas em 1974 é

que surgiu um estudo bem estruturado no campo prático, com o livro escrito por K. B. Oldham

e J. Spanier (OLDHAM; SPANIER, 1974). Este livro desempenhou um papel de destaque no

desenvolvimento do CF no ponto de vista de suas aplicações em física, química e em enge-

nharia, sendo a primeira obra inteiramente dedicada a uma apresentação sistemática das ideias,

métodos e aplicações do CF (PODLUBNY, 1999).

Atualmente, em quase todas as áreas científicas, existem publicações recentes de artigos

que lidam com aplicações do CF sobre os mais variados assuntos. Alguns exemplos incluem a

propagação de ondas acústicas e eletromagnéticas (ENGHETA, 2000). Com a incorporação de

processos e fenômenos não-locais, em uma estrutura matemática com o advento do CF, torna-se

possível estender a aplicação da teoria dos sistemas para uma gama muito maior de problemas

entre as ciências físicas.

As contribuições desta tese abordam alguns métodos de identificação de sistemas comple-

xos com comportamentos emergentes, quando estes são submetidos a uma entrada degrau. Os

métodos propostos visam complementar a literatura existente sobre o tema. As aplicações in-

cluem filtragem (CARLSON; HALIJAK, 1964), (SAMADI; AHMAD; SWAMY, 2004), (BAR-

BOSA; MACHADO; SILVA, 2006), (OUSTALOUP et al., 2000), (TSENG, 2001), (DAM,

2014), (JOHANSSON, 2012), (MAIONE, 2013), (CHEN; CHEN; XUE, 2011), análises de cir-

cuitos dielétricos, (BOUAMRANE; ALMOND, 2003), (MCCULLEN et al., 2009), (Galvão et

al., 2013), e controle (PODLUBNY et al., 2002), (VINAGRE et al., 2001), (CHEN et al., 2012)

e (HUA; LIU; GUAN, 2014).

De acordo com as consultas realizadas até o início de 2015, ficou constatado que nos estu-

dos de possíveis artigos sobre identificação de sistemas que utilizam o CF, não foi descoberto

nenhum trabalho que se assemelha com os métodos de identificação que estão sendo propostos.
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Em virtude disso, para familiarizar-se com o tema, foram estudados os artigos (DEEPYAMAN;

MITHUN; AMIT, 2009), (NARANG; SHAH; CHEN, 2010) e (GALVÃO et al., 2013) que

tratam deste assunto mas com outros métodos e técnicas.

Fazendo um breve relato do que foi visto, em (DEEPYAMAN; MITHUN; AMIT, 2009),

os autores elaboraram um método de identificação que aplica o CF para encontrar equações

que relacionam os parâmetros que serão estimados para em seguida solucionar equações si-

multâneas que geram os parâmetros estimados do processo. As referidas equações simultâ-

neas são determinadas e atualizadas usando a técnica de otimização por enxame de partículas

(Particle Optimization Swarm(PSO)).

Em (NARANG; SHAH; CHEN, 2010) é proposto um método que simultaneamente es-

tima atrasos de tempo em conjunto com outros parâmetros de um modelo de tempo contínuo

que possui ordem fracionária, de uma maneira iterativa, resolvendo equações de regressão li-

near simples. Para os casos em que a ordem fracionária é desconhecida, também é elaborado

um método de otimização deloop alinhado onde o tempo de atraso, juntamente com outros

parâmetros do modelo, são estimados iterativamente no laço interno e a ordem fracionária é

estimada noloop externo.

Por último, (GALVÃO et al., 2013) trata de um método usado para elaborar modelos de or-

dem fracionária para aproximação de redes RC tridimensionais que são representadas por uma

matriz de incidência que possui elementos resistivos e capacitivos distribuídos em várias ca-

madas interconectadas. Este trabalho foi deixado por último porque a rede citada foi objeto de

identificação dos métodos propostos nesta pesquisa e por este motivo foi feita uma análise mais

detalhada dos resultados obtidos em (GALVÃO et al., 2013) e nos procedimentos nele adotados.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma:

• No Capítulo 2, são apresentadas as definições e conceitos matemáticos essenciais para a

compreensão do CF e uma introdução básica de sua teoria, que inclui a definição de inte-

gral fracionária, as principais definições de derivada fracionária e alguns exemplos para o

melhor entendimento destes conceitos.

• No Capítulo 3, são propostos alguns aprimoramentos em um método de identificação de

FT ′sde ordem inteira apresentado em (SILVA, 2008) e também são feitas algumas simu-

lações para comprovar a melhora significativa de seu desempenho.

• No Capítulo 4, generalizou-se um método de identificação deFT ′s exposto em (KO-

SAKA et al., 2005), de tal forma que com as novas implementações, é possível fazer a
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identificação de sistemas lineares por intermédio deFT ′s de ordem fracionária. Também

é feita a sua validação por intermédio de alguns experimentos.

• No Capítulo 5, é proposta a generalização do método exibido em (SILVA, 2008) de tal

forma que possibilita a identificação de sistemas lineares através deFT ′s instáveis e es-

táveis e que possuem ordem fracionária. Depois são feitos alguns exemplos.

• No Capítulo 6, é proposto um novo método de identificação de sistemas que baseia-se na

resposta a um degrau do sistema para gerar um conjunto de sinais auxiliares, e a partir

destes sinais auxiliares obter uma saída final que é utilizada para a determinação deFT ′s

estáveis ou instáveis de ordem fracionária ou inteira. Também é feita a sua validação com

a apresentação de alguns exemplos. Por último é realizada uma comparação do método

proposto com o método apresentado em (GALVÃO et al., 2013), baseado na resposta em

frequência.

• No Capítulo 7 está a conclusão geral deste estudo, são realizados alguns comentários a

respeito de todos os métodos de identificação propostos neste trabalho e também é feita

uma análise individual de cada um.

• Em seguida, são estabelecidas as conclusões e perspectivas futuras. Então, uma lista com

as publicações oriundas desta tese é exibida.
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2 CONCEITOS MATEMÁTICOS E DEFINIÇÕES DO CÁLCULO FRACIONÁRIO

Este capítulo abrange alguns conceitos matemáticos que formam uma base teórica neces-

sária para uma mínima compreensão do Cálculo Fracionário (CF) e também de suas principais

definições. Nesta ordem, serão expostas as definições da função Gama e propriedades, função

Beta e propriedades, função Mittag Leffler contendo um ou dois parâmetros e logo após uma

tabela contendo alguns pares de transformadas de Laplace que são usados com mais frequência

no CF. Por último serão apresentadas as principais definições do CF, iniciando com a integral

fracionária segundo Riemann-Liouville e finalizando com as definições de derivada fracionária

elaboradas por Riemann-Liouville, Caputo e Grünwald-Letnikov.

Cabe ressaltar que a finalidade deste capítulo é aplicar as definições de derivada e de inte-

gral fracionária na resolução de problemas relacionados aos métodos elaborados neste trabalho.

Portanto caso exista a necessidade de uma análise mais detalhada sobre o CF, o aprofundamento

do assunto pode ser obtido com a leitura das seguintes referências (PODLUBNY, 1999), (DOT-

CAK; KOSTIAL, 1994), (OLDHAM; SPANIER, 1974), (MILLER; ROSS, 1993) e (MILLER;

J., 2009).

2.1 CONCEITOS MATEMÁTICOS BÁSICOS APLICADOS NO CÁLCULO FRACIONÁ-

RIO

2.1.1 Função Gama

A Função Gama foi mais uma, das várias contribuições que Euler fez à matemática e de-

sempenha um papel fundamental no CF, pois possibilita em muitos casos o cálculo do fatorial

de um númeroz, quando este é não inteiro. Sua definição usual é determinada através da integral

imprópria:

Γ(z) =
∫ +∞

0
e−ttz−1dt, Re(z)> 0. (1)

Quando o valorz escolhido for um número complexo, então para que a integral acima

seja convergente, é necessário queRe(z) > 0 e esta demonstração pode ser verificada em (PO-

DLUBNY, 1999). Para melhor entendimento deste conceito, será feito o cálculo da função

Gama paraz= 3/2. Assim, de (1) tem-se que:

Γ(3/2) =
∫ +∞

0
e−tt(3/2−1)dt =

∫ +∞

0
e−tt(1/2)dt. (2)
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Para calcular o valor da integral obtida em (2), foi utilizadoo GEOGEBRA, que é um

softwarede geometria dinâmica, de código livre, que está disponível em (HOHENWARTER,

2001) e o resultado pode ser visto na Figura 1.

Figura 1 - Cálculo do valor deΓ(3/2). (No eixo verticale−tt1/2 e no eixo horizontalt.)

Fonte: O próprio autor

A obtenção da função Gama para um valor específico qualquer, na maioria dos casos não

é uma tarefa simples, pois sua definição contém uma integral imprópria. Por este motivo é

viável conhecer algumas propriedades que facilitam o cálculo de alguns valores específicos. A

primeira propriedade é a seguinte:

Γ(z+1) = z Γ(z), (3)

cuja demonstração pode ser encontrada em (PODLUBNY, 1999).

A sua grande utilidade é que calculando o valor deΓ(1) através da definição, que é igual a 1 e

usando-a repetidamente, para valores inteiros, tem-se:

Γ(2) = 1Γ(1) = 1= 1!

Γ(3) = 2Γ(2) = 2= 2!

Γ(4) = 3Γ(3) = 6= 3!

· · ·= · · ·= · · ·= · · ·

Γ(n+1) = nΓ(n) = n(n−1)! = n!. (4)

Daí, uma consequência óbvia é que a definição usual de fatorial pode ser substituída pela

definição da função Gama, com a vantagem de poder utilizá-la para valores de z não inteiros.

Por este motivo a função Gama é uma generalização do conceito de fatorial para valores do

conjunto dos números reais.

Para ter uma visão geral do comportamento da função Gama, a Figura 2 representa o valor
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deΓ(z) para valores dez compreendidos entre 0 e 5,5.

Figura 2 - Valores do fatorial dezentre 0 e 5,5.
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Fonte: O próprio autor

2.1.2 Função Beta

A função Beta é outro conceito muito importante para o CF e tem grande utilidade quando

é necessário simplificar combinações de valores da função Gama que frequentemente aparecem

quando são calculadas derivadas e integrais fracionárias, e ela é definida por:

B(p,q) =
∫ 1

0
(1−u)(q−1)u(p−1)du, (5)

comRe(p)> 0 eRe(q)> 0.

Obs: A necessidade das exigênciasRe(p) > 0 e Re(q) > 0 podem ser verificadas em (PO-

DLUBNY, 1999).

Existe uma relação entre a função Gama e a função Beta muito utilizada no CF, que é a

seguinte:

B(p,q) =
Γ(p) Γ(q)
Γ(p+q)

· (6)

2.1.3 Função Mittag-Leffler

A função Mittag-Leffler foi uma grande descoberta para o CF e possui este nome em home-

nagem a seu criador, Magnus Gösta Mittag-Leffler; pode ser interpretada como uma possível
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generalização da função exponencial e surge naturalmente como solução de equações diferen-

ciais de ordem não inteira.

A sua definição considerando apenas um parâmetro,α, sendo este um número real ou

complexo, é a seguinte:

Eα(z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+1)
,α > 0,z∈ C. (7)

Observação: Seα = 1, então o resultado fica:

E1(z) = ∑∞
k=0

zk

Γ(1k+1)

= 1+
z

Γ(2)
+

z2

Γ(3)
+ · · ·+

zk

Γ(k+1)
+ · · ·

= 1+
z
1!

+
z2

2!
+ · · ·+

zk

K!
+ · · ·

= ez.

(8)

Dependendo do tipo de equação diferencial que precisa ser solucionada, é preciso acres-

centar um outro parâmetro na função Mittag-Leffler. Desse modo, sua definição considerando

dois parâmetrosα e β (comα >0 eβ >0) fica descrita como:

Eα,β (z) =
∞

∑
k=0

zk

Γ(αk+β )
,α > 0,β > 0,z∈ C. (9)

Observação: Em (PODLUBNY, 1999), é possível verificar mais detalhadamente as definições

(7) e (9) e a demonstração de (8).

2.1.4 Transformadas de laplace aplicadas ao Cálculo fracionário

Quando um sistema linear de ordem fracionária é utilizado para a resolução de alguns pro-

blemas, é necessário algum conhecimento acerca das transformadas de Laplace de uma dada

função f (t), para evitar a dedução destas fórmulas cada vez que houver necessidade. Por este

motivo, a Tabela 1 apresenta as transformadas de Laplace de funções temporais que frequente-

mente serão utilizadas para obter a solução de sistemas lineares relacionados com o CF.
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Tabela 1 - Pares de Transformadas de Laplace considerandot > 0, α > 0, β > 0 ea∈R
+.

F(s) f (t)

1
sα

tα−1

Γ(α)
1

(s+a)α
tα−1

Γ(α)
e−at

1
sα +a

tα−1 Eα,α(−atα)

sα

s(sα +a)
Eα(−atα)

a
s(sα +a)

1−Eα(−atα)

1
sα(s−a)

tα E1,1+α(at)

sα

(s−a)
t−α E1,1−α(at)

sα−β

sα −a
tβ−1 Eα,β (atα)

Fonte: (JESUS, 2007), (PODLUBNY, 1999) e (MILLER; ROSS, 1993)

2.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CÁLCULO FRACIONÁRIO

Durante o desenvolvimento do cálculo de ordem arbitrária, dependendo da aplicação dese-

jada, diferentes definições de derivada e de integral de ordem fracionária foram elaboradas ao

longo da história. Em (JESUS, 2007), a autora para abordar somente as definições mais impor-

tantes, primeiro partiu da fórmula que Cauchy desenvolveu para integrar uma funçãon vezes

(n sendo um número inteiro), em um intervalo definido, para em seguida, calcular a integral de

ordem fracionária. A partir daí, fundamentado neste conceito, abordou as principais definições

de derivada de ordem fracionária. Nesta seção será seguido este mesmo caminho e primeiro

será apresentada a definição de integral fracionária de acordo com Riemann-Liouville, que é

uma consequência natural da fórmula que Cauchy desenvolveu. Posteriormente serão expos-

tas as definições mais usuais de derivada de ordem fracionária, que foram desenvolvidas por

Riemann-Liouville, Grünwald e Caputo.

2.2.1 Definição de integral fracionária

Antes de abordar a definição de integral fracionária, é conveniente determinar a expressão

resultante do cálculo de integrar porn vezes uma funçãof , quandon é um número natural

maior que zero. Em (VALÉRIO, 2001) é possível verificar mais detalhes dos conceitos que

serão apresentados. Sejaf (x) uma função contínua,x∈ [c,b] e n um número natural qualquer.
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Considere agora o operador funcionalcIn
x , comn∈ N

∗ (conjunto dos números naturais maiores

do que zero) tal que:

cI
n
x f (x) =

∫ x

c

∫ x1

c

∫ x2

c
· · ·

∫ xn−1

c
f (t)dt · · ·dx3dx2dx1. (10)

Com o auxílio de (10), é possível calcular a expressão que representa a integração de uma

dada funçãon vezes. Considerandon= 2 a expressão fica:

cI
2
x f (x) =

∫ x

c

∫ x1

c
f (t)dtdx1. (11)

Por um outro lado para solucionar (11), levando em consideração o teorema de Fubini, que

pode ser verificado em (MAGALHÃES, 1993), tem-se que:
∫ x

c

∫ x1

c
G(x1, t)dtdx1 =

∫ x

c

∫ x

t
G(x1, t)dx1dt. (12)

Em particular, seG for uma função apenas det, tem-se queG(x1, t)≡ f (t) e assim:

∫ x

c

∫ x1

c
f (t)dtdx1 =

∫ x

c

(

∫ x

t
f (t)dx1

)

dt

=

∫ x

c
f (t)

(

∫ x

t
dx1

)

dt =
∫ x

c
f (t) [x1]

x
t dt =

∫ x

c
(x− t) f (t)dt. (13)

Fazendo agoran= 3 em (10), e depois utilizando (12) e (13), tem-se:

∫ x

c

∫ x1

c

∫ x2

c
f (t)dtdx2dx1 =

∫ x

c

(

∫ x1

c

∫ x1

t
f (t)dx2dt

)

dx1 =

∫ x

c

∫ x1

c
(x1− t) f (t)dtdx1

=

∫ x

c
f (t)

(

∫ x

t
(x1− t)dx1

)

dt =
∫ x

c
f (t)

[

(x1− t)2

2

]x

t
dt =

∫ x

c

(x− t)2

2
f (t)dt. (14)

Seguindo este mesmo raciocínio, para um valor arbitrário den, a expressão que pode ser

obtida pelo princípio de indução finita e é conhecida pela fórmula de Cauchy, como está descrita

a seguir:

cI
n
x f (x) =

∫ x

c

(x− t)(n−1)

(n−1)!
f (t)dt. (15)

Considere agora um valorα ∈ ℜ e a propriedade obtida em (4), assim pode-se generalizar

(15) e definir a integral de ordem fracionáriaα de Riemann-Liouville:

cJ
α f (t) =

1
Γ(α)

∫ t

c
(t− τ)α−1 f (τ)dτ. (16)

Par melhor compreensão destas definições, serão resolvidos alguns exemplos envolvendo

as fórmulas deduzidas em (15) e (16) e também será realizado o cálculo sem utilizá-las para



2.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CÁLCULO FRACIONÁRIO 30

efeito de comparação.

Exemplo 1: Sejaf (x) = x5, atribuindon = 3 e c = 0 na fórmula de Cauchy, o resultado é o

seguinte:

0I3
x f (x) =

∫ x

0

(x− t)(3−1)

(3−1)!
t5dt =

∫ x

0

(x− t)2

2!
t5dt

=
1
2

∫ x

0

(

x2t5−2xt6+ t7
)

dt =
1
2

{

[

x2t6

6

]x

0
−

[

2xt7

7

]x

0
+

[

t8

8

]x

0

}

=
1
2

{

x8

6
−

2x8

7
+

t8

8

}

=
1
2

{

28x8−48x8+21x8

168

}

=
x8

336
· (17)

Realizando o cálculo do Exemplo 1 sem empregar a fórmula de Cauchy, o resultado fica:

∫ x

0

∫ x1

0

∫ x2

0
t5dtdx2dx1 =

∫ x

0

∫ x1

0

[

x6

6

]x2

0
dx2dx1

=
∫ x

0

∫ x1

0

x2
6

6
dx2dx1 =

∫ x

0

[

x2
7

42

]x1

0
dx1 =

∫ x

0

x1
7

42
dx1 =

[

x1
8

336

]x

0
=

x8

336
· (18)

Exemplo 2: Sejaf (x) = ex, atribuindon= 3 ec= 0 na fórmula de Cauchy, o resultado é o

seguinte:

0I3
x f (x) =

∫ x

0

(x− t)(3−1)

(3−1)!
etdt =

∫ x

0

(x− t)2

2!
etdt

=
1
2

∫ x

0

(

x2et −2xtet + t2et)dt =
1
2

{

[

x2et]x
0−2x

∫ x

0
tetdt+

∫ x

0
t2etdt

}

. (19)

Utilizando agora a regra de integral por partes para determinar o resultado final de (19),

tem-se:

Para a integral
∫ x

0
t2etdt, fazendou = t2 e dv= etdt, obtem-sedu= 2tdt e v = et . Para a

integral
∫ x

0
tetdt, fazendou= t edv= etdt, obtem-sedu= tdt ev= et e a partir daí calculando

os resultados, chega-se a:
∫ x

0
t2etdt = x2ex−2xex+2ex.

∫ x

0
tetdt = xex−ex. (20)

Substituindo (20) em (19), obtem-se:

0I3
x f (x) =

1
2

{

x2ex−2x(xex−ex)+x2ex−2xex+2ex}=
1
2

2ex = ex. (21)

Se for realizado o cálculo do Exemplo 2 diretamente, para esta função será mais vantajoso
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pois:

∫ x

0

∫ x1

0

∫ x2

0
etdtdx2dx1 =

∫ x

0

∫ x1

0

[

et]x2

0 dx2dx1

=

∫ x

0

∫ x1

0
ex2dx2dx1 =

∫ x

0
[ex2]x1

0 dx1 =

∫ x

0
ex1dx1 = [ex1]x0 = ex. (22)

Exemplo 3: Sejaf (x) = x2 e v = 1/4. Neste caso, será utilizada a definição de integral

fracionária segundo a definição de Riemann-Liouville, descrita em(16).

Considerando a definição de integral fracionária já citada, tem-se que:

Jv f (t) =
1

Γ(v)

∫ x

0
(x− t)v−1 f (t)dt =

1
Γ(v)

∫ x

0

[

x
(

1−
t
x

)]v−1
f (t)dt. (23)

Considerandof (t) = tµ e a mudança de variávelu= t/x, a equação fica:

Jv[(xu)µ ] =
1

Γ(v)

∫ 1

0
(1−u)v−1xv+µuµdu. (24)

Através da definição de função Beta que encontra-se em (5) e a propriedade em (6), conclui-

se:

Jv[(x)µ ] =
xx+µ

Γ(v)
B(µ +1,v) =

Γ(µ +1)xv+µ

Γ(µ +v+1)
· (25)

Fazendo agoraµ = 2 ev= 1/4, o resultado fica:

J1/4[x2] =
Γ(2+1)

Γ(1/4+2+1)
x(1/4+2) = 0,7845x9/4.

portanto, J1/4[x3] = 0,7845x9/4.

2.3 A DERIVADA FRACIONÁRIA

Diferente do caso da integral fracionária, a derivada fracionária possui diferentes definições

que são muito utilizadas por pesquisadores de todas as áreas. Em (JESUS, 2007), a autora faz

uma análise sobre todas estas definições, sobre as particularidades de cada uma delas e comenta

que, dependendo do problema a ser estudado, para a sua resolução, determinado conceito pode

ser empregado com maior facilidade que o outro, por exemplo, se a pesquisa necessita de reso-

lução de equações diferenciais com condições iniciais, a definição de Caputo que será descrita

na Seção 2.3.2 é a melhor escolha, mas se o estudo abordado envolve problemas numéricos que

contém várias iterações, então a melhor escolha é a definição de Grünwald-Letnikov que será

definida na Seção 2.3.3. Este trabalho contêm as definições formuladas por Riemann-Liouville,
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Grünwald e Caputo e serão apresentadas de acordo com a ordem citada.

2.3.1 Definição de Riemann-Liouville

Esta definição de derivada baseia-se principalmente no resultado de que a derivação é a

operação inversa da integração e que é possível determinar a derivada de ordem fracionária do

modo descrito a seguir: Sejaf uma função derivável em um intervalo qualquer,β > 0, um

número real,m o menor número inteiro maior queβ e v= m−β . Então a derivada fracionária

de f , de ordemβ denotada porDβ , conforme (JESUS, 2007), é definida por:

Dβ f (t) = Dm[Jv f (t)], t > 0. (26)

Observação:Dm é a derivada de ordem inteiram e Jv é a integral de Riemann-Liouville de

ordemv. É conveniente notar ainda que de acordo com esta definição, a derivada fracionária é

obtida através da derivada de uma ordem inteira de uma integral de ordem fracionária.

A seguir será ilustrado um exemplo do cálculo da derivada fracionária de ordem 1/2 e

constantec= 0 para a funçãof (x) = x3. Para iniciar o cálculo, comoβ = 1/2> 0, logom= 1

e assimv= 1−1/2= 1/2. A partir daí, de (26) e (16), tem-se que:

Jv f (t) =
1

Γ(v)

∫ x

0
(x− t)v−1 f (t)dt =

1
Γ(v)

∫ x

0

[

x
(

1−
t
x

)]v−1
f (t)dt. (27)

Considerandof (t) = tµ e a mudança de variávelu= t/x, a equação fica:

Jv[(xu)µ ] =
1

Γ(v)

∫ 1

0
(1−u)v−1xv+µuµdu. (28)

Utilizando agora a definição de função Beta que encontra-se em (5) e a propriedade em (6),

conclui-se:

Jv[(x)µ ] =
xx+µ

Γ(v)
B(µ +1,v) =

Γ(µ +1)xv+µ

Γ(µ +v+1)
· (29)

Finalizando, considerandoµ = 3, o resultado fica:

D(1/2)[x3] = D(1)
[

Γ(3+1)
Γ(1/2+3+1)

x(1/2+3)
]

= D(1)
[

0,5158x(7/2)
]

= 1,0853x(5/2).

Portanto, D(1/2)[x3] = 1,8053x(5/2).
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2.3.2 Definição de Caputo

Neste caso, a definição de derivada fracionária é parecida com a definição anterior, a di-

ferença está na disposição da derivação e da integração que são realizadas de um outro modo.

Sejamβ > 0, m o menor inteiro maior queβ ev= m−β , com 0< v≤ 1.

Em (JESUS, 2007), a derivada fracionária de ordemβ de f denotada porDβ
∗ é calculada da

seguinte maneira:

Dβ
∗ f (x) = cJ

v[Dm f (x)], x> 0. (30)

Para englobar o caso em queβ = m, a definição pode ser escrita como:

Dβ
∗ f (x) =



















1
Γ(m−β )

∫ x

0

f (m)(τ)
(x− τ)(α+1−m)

dτ , m−1< β < m,

dm

dtm
f (τ) , β = m.

(31)

Observação: Esta definção é mais restritiva do que a anterior por exigir a integrabilidade da

derivada de ordem inteiram e ela só existirá se esta condição for satisfeita.

Para fazer uma comparação com a definição de Riemann-Liouville, calcular-se-á agora

o exemplo anterior pela definição de Caputo. Assim, considerandof (x) = x3 , β = 1/2 e

m=1,(0< β < 1), tem-se:

Dβ
∗ f (x) = Jv[Dm f (x)] = Jv

[

Γ(u+1)
Γ(u−m+1)

x(v−m)

]

=
Γ(u+1)

Γ(u−m+v+1)
x(u+v−m)· (32)

Masv= m−β , logo fazendo a substituição na fórmula acima, o resultado fica:

D1/2
∗ x3 = J(1/2)[D(1)x3] = J1/2[3x2]. (33)

Utilizando (29) em (33), tem-se:D1/2
∗ x3=3(Γ(2+1)/Γ(2+1/2+1))x1/2+2 =1,8053x

5
2 .

Note que, o cálculo feito tanto pela definição de Riemann-Liouville, quanto pela definição de

Caputo chegaram no mesmo valor, a diferença é que na fórmula de Caputo, primeiro calcula-se

a derivada de ordemβ , depois a integral de ordemv e na definição de Riemann-Liouville faz-se

o contrário.
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2.3.3 Definição de Grünwald-Letinikov

Sejam f uma função definida em um intervalo qualquer ex0 um ponto fixo no interior deste

intervalo, daí pela definição de derivada, é possível afirmar que:

D1 f (x0) = lim
h→0

f (x0)− f (x0−h)
h

· (34)

Tem-se também que:

D2 f (x0) = D1[D1 f (x0)] = lim
h→0

D1[ f (x0)]−D1[ f (x0−h)]
h

= lim
h→0







f (x0)− f (x0−h)
h

−
f (x0−h)− f (x0−2h)

h
h






= lim

h→0

f (x0)−2 f (x0−h)+ f (x0−2h)
h2 ·

(35)

Observando os resultados anteriores e a definição do triângulo de Pascal reescrito com

a utilização do binômio de Newton, conforme pode ser verificado em (VALÉRIO, 2001), é

possível provar por indução o seguinte resultado para um dado valorn∈ Z
+ :

Dn f (x0) = lim
h→0

n

∑
m=0

(−1)m
(

n
m

)

· f (x0−mh)

hn · (36)

Estendendo agora essa definição para o Cálculo fracionário, sejaα um número real qual-

quer, f uma função definida em um intervalo qualquer ex0 um ponto fixo no interior deste

intervalo. A derivada fracionária de ordemα de uma funçãof calculada em um pontox0

segundo Grünwald-Letnikov é definida por:

Dα f (x0) = lim
h→0

∞

∑
m=0

(−1)mΓ(α +1) f (x0−mh)

Γ(α −m+1)hα · (37)

Conforme uma análise feita em (VALÉRIO, 2001), vale a pena notar que, nesta definição,

fica bem claro que, para calcular o valor da derivada fracionária em um dado pontox0, é levado

em conta o valor da função em uma quantidade de pontos muito maior que a da respectiva

derivada de ordem inteira e em consequência disso, ela é capaz de oferecer uma descrição mais

fina dos fenômenos estudados.
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3 APRIMORAMENTOS NO MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DE FT ′SESTÁVEIS
E INSTÁVEIS DE ORDEM INTEIRA PROPOSTO EM (SILVA, 2008)

Neste capítulo, serão propostos alguns aprimoramentos em um método de identificação de

FT ′s apresentado em (SILVA, 2008) e também serão realizados novas aplicações com a fina-

lidade de verificar a eficiência do método em outros tipos de casos não explorados. Primeiro

na Seção 3.1 tratar-se-á do mecanismo de funcionamento do método, na Seção 3.2 serão apre-

sentadas algumas contribuições para tornar o método mais eficiente e posteriormente, na Seção

3.3, serão feitas as validações do método com os aprimoramentos, utilizando as simulações que

foram realizadas em (SILVA, 2008) para comprovar a melhoria dos resultados.

3.1 MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DEFT ′sESTÁVEIS E INSTÁVEIS DE ORDEM AR-

BITRÁRIA n PROPOSTO EM (SILVA, 2008)

Considere o método de identificação que foi desenvolvido em (SILVA, 2008) que está ex-

posto na Figura 3, sujeito a uma entrada igual a um degrau que será representada porU(s)=1/s;

Y(s)/U(s)=G(s)= (bmsm+b(m−1)s
(m−1)+ · · ·+b1s1+b0)/(ansn+a(n−1)s

(n−1)+ · · ·+a1s1+

a0), a FT estável ou instável, comn ≥ m, m(s) = bmsm+ b(m−1)s
(m−1) + · · ·+ b1s1 + b0,

n(s) = ansn+ a(n−1)s
(n−1) + · · ·+ a1s1+ a0, G(s+σ) = m(s+σ)/n(s+σ), σ ∈ R e as se-

guintes hipóteses para a aplicação do método:

• H1) G(s+σ) é umaFT estável (possui todos os polos com parte real negativa);

• H2) A entradau(t) é um degrau unitário, ou seja,U(s) = (1/s);

• H3) m(s+σ) en(s+σ) são coprimos, isto é não possuem raízes em comum.

Conforme foi demonstrado em (SILVA, 2008) e com base no diagrama da Figura 3, satisfeitas

essas condições, é possível elaborar um sistema linear de equações do tipoA x= b, sendo:

A=

























Imxm −y1(∞) 0 . . . 0

−y2(∞) −y1(∞)
. . .

...

−y3(∞) −y2(∞)
. . . 0

0nxm
... −y3(∞)

. . . −y1(∞)
...

...
. . .

...

−yn+m(∞)−yn+m−1(∞) . . . −ym+1(∞)

























,
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x=



































b′1
b′2
...

b′m
a′1
a′2
...

a′n



































e b=



















y2(∞)

y3(∞)
...

yn+m+1(∞)



















. (38)

Também foi demonstrado que sedet(A) 6= 0, então existe uma solução correspondente

à seguinte estimação dos parâmetros da planta:x = A−1 b. Logo um modelo é obtido para

representar aFT G(s) inicial.

Figura 3 - Método de identificaçãoFT ′sapresentado em (SILVA, 2008).

.

−+

Y1(s)
1
s −

+

W1(s)
1
s

Integrador 1 Integrador 2

Y3(s)

y1(∞)
1
s

y2(∞)
1
s

W2(s)Y2(s)

b b b
−+

Integrador n

Yn(s)Wn−1(s)

yn−1(∞)
1
s

b b b
−+

Integrador n+m

1
s

Yn+m(s)

yn+m−1(∞)
1
s

1
s

Wn+m−1(s)

G(s)

X

Produto
Degrau

Função de Transferência

s+σi

s

s
s+σi

U(s)

Y(s) =
G(s)

s

1
s+σi

= L
{

e−σit
}

no tempo

L{y(t)e−σit}=Y(s+σi) =
G(s+σi)

s+σi

Fonte: (Silva, 2008).

Fazendo uma análise do método apresentado na Figura 3 e também levando em considera-

ção a conclusão geral contida em (SILVA, 2008), fica evidente que o parâmetroσ tem um papel

fundamental para que esse método de identificação apresente um erro adequadamente pequeno.

Por este motivo torna-se necessário estabelecer um critério na escolha deste parâmetro, pois se

for atribuído um valorσ >σ0, mas próximo deσ0, supondoG(s) instável,G(s+σ) estável para

σ > σ0 e instável paraσ < σ0, entãop(∞) = 0 (sendo queP(s) = G(s+σ)/(s+σ)) conforme

a Figura 3, mas ocorrerá um longo tempo de observação do sinaly(t), para obter resultados sa-

tisfatórios na identificação. Por outro lado, se for adotado um valor paraσ muito maior do que

σ0 citado acima, haverá uma perda de informações da planta, pois o sinal tenderá a zero muito

rapidamente e com isso a identificação pode ficar comprometida, especialmente na presença de

ruídos de medição. Outro fator que merece atenção nesta análise, diz respeito sobre a facilidade
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na execução do método e na obtenção de resultados consistentes, de tal forma que este processo

deixe de ser manual e se torne o mais automatizado possível. Assim, com a intenção de contri-

buir para a melhoria da execução do método, sugerem-se alguns aprimoramentos para que este

objetivo seja alcançado.

3.2 APRIMORAMENTOS EM UM MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DE FT’s ESTÁVEIS

E INSTÁVEIS

Observando o modo que foi executado o método, o principal aprimoramento sugerido é

desenvolver um programa no Matlab, (que encontra-se no Apêndice A deste trabalho), que

represente o mecanismo de funcionamento do método proposto em (SILVA, 2008) e utilizar a

função f minsearchdisponível em seutoolboxde otimizaçao para obter oσ que apresente a

melhor identificação possível. Este procedimento evita a operação no ambiente do Simulink,

que foi utilizada em (SILVA, 2008), na qual toda vez que foi realizado um cálculo para obter

um modelo, o usuário precisava calcular cada saída necessária para a realização do método,

manualmente e também para o resultado final, o que torna o processo de trabalho muito lento

e praticamente inviabiliza a procura do parâmetroσ que apresentará o melhor resultado de

identificação.

Para o melhor entendimento do aprimoramento proposto, a seguir será especificado o meca-

mismo de funcionamento da funçãof minseacrhe também será apresentada uma sequência de

passos que representa o que foi feito para obter o melhor parâmetroσ . A função f minsearché

a implementação do algoritmo do poliedro flexível proposto em (GILL; MURRAY; WRIGHT,

1981) no Matlab e o seu mecamismo de funcionamento consiste em gerar um poliedro a partir

de atribuição de dados iniciais, de tal maneira que os seus vértices serão os valores da função

que deseja-se minimizar.

Supondo que a função tem apenas uma variável, serão necessários dois pontos para o

seu funcionamento e a figura geométrica utlizada é um segmento de reta, para funções bi-

dimensionais, será usado um triângulo, funções tri-dimensionais um tetraedro e generalizando,

para funções n-dimensionais, uma figura geométrica contendon+1 vértices. O método funci-

ona da seguinte maneira: No caso em que a função possui três variáveis, são necessários quatro

pontos, (sempre é preciso tomar um ponto além da dimensão da função) e assim o poliedro

formado é um tetraedro. Os seus vértices são os valores da função que deve ser minimizada,

calcula-se o pior ponto, em seguida calcula-se o centróide da face oposta a esse pior ponto e

há um rebatimento desse ponto, fazendo uma reflexão baseada nesse centróide. A partir daí, é

gerado um novo tetraedro, novamente é determinado o pior ponto e repete-se a operação para

obter um novo tetraedro, até que este processo não seja mais possível.

Outras operações também podem ser realizadas para a obtenção de um novo poliedro, além
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da reflexão, que são a expansão, a redução e a contração, que também deformam o poliedro em

cada iteração.

Esse processo é repetido até que seja atingido o seu critério de parada. Para o caso específico

do programa elaborado neste trabalho, levando em conta o método de identificação proposto em

(SILVA, 2008), a sequência de passos para a otimização do parâmetroσ , é a seguinte:

1. Para começar, é preciso especificar o número de zeros(m) e de polos(n) do modelo que

representará aFT que deseja-se identificar;

2. Escolha a entradau(t) = 1, t ≥ 0 (degrau unitário) e obtenha a respostay(t) do sistema

linear em questão para um intervalo de tempo de 0 at f segundos, período de amostragem

T e adote um valor aleatórioσ = σ(0)> 0;

3. No Matlab, entre com o comandof minsearch(′costnomedoprograma′, [σ(0)]), assim o

programa descrito no Apêndice A será executado e realizará a identificação do sistema

linear conforme descrito em (SILVA, 2008), seguindo a estrutura da Figura 3 e com isso

obtendo uma estimação dos parâmetros utilizando (38) ex= A−1 b;

4. No programa descrito no Apêndice A, com o vetorx determinado, é aplicado um degrau

unitário na entrada da planta identificada, e denominando ˆy(t) a saída obtida, realize o

cálculo deJ(x,σ) do modo que foi definido em (39), comt f = NT, para calcular um

valor EQM inicial, EQM(0);

5. Neste ponto a função doMatlab f minsearch, formará um poliedro, que neste caso será

um segmento de reta, com início emEQM(0) e término em umEQM denominado por

EQM(1), calculados conforme (39);

6. Daí conforme já explicado acima, além da reflexão, que são a expansão, a redução e a

contração, o poliedro será deformado e manterá do procedimento anterior o menorEQM;

|

7. Novamente será construído outro poliedro (segmento de reta), com início noEQM que

foi mantido e término em um novoEQM(novo), e repita o passo (6);

8. Quando não for possível encontrar um novo poliedro (segmento de reta) com início no

EQM que foi mantido e término em umEQM(novo) de tal forma queEQM(novo) <

EQM, então pare e a identificação está concluída.

Dado um valorσ escolhido inicialmente, sejax= [b1 . . .b′m a′1 · · ·an]
T o vetor dos coefici-

entes do modelo obtido pelo método utilizandoσ e ŷ(t) a sua resposta a uma entrada degrau

unitário. A seguinte função de custo deJ(x,σ) pode, então, ser calculada como o erro qua-

drático médio(EQM) entre a respostay(t) a uma entrada degrau unitário daFT que deseja-se



3.3 RESULTADOS OBTIDOS COM OS APRIMORAMENTOS PROPOSTOS 39

identificar e a resposta ˆy(t) ao degrau unitário, do modelo obtido pelo método da seguinte ma-

neira:

J(x,σ),

√

√

√

√

1
N

N

∑
k=1

[y(kT)− ŷ(kT)]2 (39)

no qualT é o período de amostragem utilizado na aquisição da resposta ao degrau eN é o

número de amostras adquiridas. Portanto, o critério para selecionar os valores adequados deσ e

x será escolher aqueles que minimizam a funçãoJ(x,σ), que podem ser obtidos usando técnicas

numéricas de otimização. No presente trabalho, o pacoteControl System Toolboxserá utilizado

para avaliar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo obtido pelo método, e o algoritmo do poliedro

flexível (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981), implementado noOptimization Toolbox Matlab,

será adotado para a obtenção dex e σ através da minimização deJ(x,σ).

3.3 RESULTADOS OBTIDOS COM OS APRIMORAMENTOS PROPOSTOS

Nesta seção o objetivo foi verificar a validade do método proposto paraFT ′s instáveis rea-

lizando algumas simulações que foram utilizadas em (SILVA, 2008). Neste caso tudo foi feito

com o auxílio do Matlab, inclusive a minimização doEQM, calculada entre a resposta ao de-

grau do modelo ˆy(t) e a resposta ao degrauy(t) da FT que deseja-se identificar. Na primeira

identificação não foi utilizada a informação referente à ordem daFT instável da planta(Gp(s))

a partir da qual é determinada uma novaFT estávelG(s+σ) para um conjunto de modelos de

ordem reduzida, sendo que, a partir desses modelos reduzidos identifica-se os modelos redu-

zidos da planta instável. A segunda identificação é realizada a partir de um experimento real

sujeito a ruídos externos; também não considerou-se a informação referente à ordem da planta

e foi usado um modelo matemático genérico para determiná-la. Na última identificação, foram

feitas simulações com a soma de ruído branco na saída da planta e novamente sem considerar

informações referentes à ordem da planta.

3.3.1 Primeiro exemplo contendo os aprimoramentos

Nesta primeira identificação foi escolhida a simulação 3 que encontra-se em (SILVA, 2008).

Nela foi utilizada umaFT polinomial instávelG(s) = (3s+5)/(2s2+3s) que atende as con-

dições exigidas para o funcionamento do método, o tempo de simulação foi de 10 segundos

e período de amostragem igual a 0,01 segundo. O conhecimento prévio daFT foi desconsi-

derado e por causa disso, foram testados modelos de primeira e segunda ordem para realizar

a identificação. Para cada um deles, utilizou-se a função de otimizaçãof minsearchque está

disponível noOptimization Toolboxdo Matlab para determinar os valoresσ ex convenientes.

Na Tabela 2 seguinte estão dispostas asFT ′s determinadas pelo método com os aprimora-
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Tabela 3 -FT ′s G(s) determinadas em (SILVA, 2008) pelo método proposto sem utilizar a função
f minsearch, bem como a ordem dos modelos, os valores da constante “σ ” e também oEQM calcu-
lado.

σ (m,n) Modelo determinado EQM
1 (1,1) G(s) = (−0,02439s+1,6243)/(1,015s−0,01) 4,4×10−4

1 (0,2) G(s) = (1,6)/(0,01563s2+0,9938s−0,0094) 5,2×10−4

1 (1,2) G(s) = (0,625s+0,975)/(0,4164s2+0,5836s) 1,7×10−4

mentos, bem como os valores da constanteσ calculadas com o auxílio da funçãof minsearch

para cada modelo utilizado e também oEQM calculado entre a resposta ao degrau unitário da

função determinada pelo método e a resposta ao degrau daFT, utilizando (38) que deseja-se

identificar.

Tabela 2 -FT ′s G(s) determinadas pelo método proposto bem como os valores da constante “σ ” calcu-
ladas com o auxílio da funçãof minsearch, a ordem dos modelos e também oEQM calculado.

σ (m,n) Modelo determinado EQM

0,494 (1,1) G(s) = (−0,101s+3,34)/(2,028s−0,002) 1,7×10−4

0,498 (0,2) G(s) = (3,266)/(0,06739s2+1,98s−0,002) 1,7×10−4

1,184 (1,2) G(s) = (0,472s+0,787)/(0,315s2+0,472s) 2,2×10−8

Os resultados reportados de (SILVA, 2008) da mesma identificação, mas sem usar as me-

lhorias propostas estão descritos a seguir.

Repare que de acordo com os resultados obtidos pelo método proposto, contidos na Tabela

2 e os obtidos em (SILVA, 2008) que estão na Tabela 3, ficou evidente para ambos, que no caso

(1,2), foi obtido oEQM mínimo, igual a 2,2×10−8 e 1,7×10−4 respectivamente. Também

é possível perceber que o melhor caso obtido em (SILVA, 2008) apresentouEQM igual aos

piores casos contidos na Tabela 2 que foram obtidos com os aprimoramentos propostos.

Na Figura 4 estão representados os gráficos da resposta ao degrau da função teórica que

deseja-se identificar e as respostas ao degrau dos modelos contidos na Tabela 2, que foram os

que apresentaram menorEQM.

Observação: Para perceber melhor a diferença entre os modelos foi dado umzoomno gráfico,

descrito na Figura 5.
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Figura 4 - Resposta da função experimental para uma entrada degrau, e também das três funções de
transferência de ordem inteira.
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Fonte: O próprio autor

Na Figura 5 estão representados os gráficos da resposta ao degrau da função teórica que

deseja-se identificar, as respostas ao degrau do modelo obtido em (SILVA, 2008) e dos modelos

obtidos com a otimização deσ .

Observação: Para perceber melhor a diferença entre os dois modelos foi dado umzoomno

gráfico, descrito na Figura 5.
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Figura 5 - Respostas a uma entrada degrau, da função teórica, do modelo obtido em (SILVA, 2008) e do
modelo obtido com os aprimoramentos que apresentou o menorEQM, aproximadas por umzoom.
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Note que com o auxílio dozoom, fica evidente a diferença entre os modelos obtidos em

(SILVA, 2008) e dos modelos obtidos com os aprimoramentos propostos. Outro detalhe que

fica nítido é que a resposta ao degrau unitário da função teórica é praticamente igual a resposta

ao degrau unitário do modelo obtido com os aprimoramentos.

3.3.2 Segundo exemplo contendo os aprimoramentos

Na segunda identificação considerou-se a simulação 4 de (SILVA, 2008), que utilizou para

realizar a identificação umaFT polinomial instávelG(s) = (3)/(2s−5). Para a execução do

método, o seu conhecimento foi considerado, que o tempo escolhido para realizar a simulação

é de 10 segundos, com passo igual a 0,01 segundo. Novamente, foram utilizados os aprimora-

mentos propostos para a otimização deσ ex e os resultados são apresentados na Tabela 4.
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Tabela 4 -FT ′sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o valor deσ
utilizado e também oEQM de cada uma delas.

σ Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

4 G(s) = (3,003)/(2,0139s−5,0055) 7,08×10−6

σ Modelo determinado com as implementações EQM

4,6005 G(s) = (0,7141)/(0,4761s−1,19) 4,87×10−9

Na Figura 6, estão ilustradas as respostas a uma entrada degrau da função original, do mo-

delo obtido em (SILVA, 2008) e do modelo obtido com o método concebido que apresentaram

o menorEQM.

Figura 6 - Respostas a uma entrada degrau da função original, do modelo obtido em (SILVA, 2008) e do
modelo obtido com os aprimoramentos.
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Observe que neste exemplo, nem foi necessário aplicar umzoomno gráfico para notar a

diferença existente entre o modelo obtido em (SILVA, 2008) e o modelo obtido com os aprimo-

ramentos.



3.3 RESULTADOS OBTIDOS COM OS APRIMORAMENTOS PROPOSTOS 44

3.3.3 Terceiro exemplo contendo os aprimoramentos

Neste terceiro exemplo estudado, foi considerada a simulação 6 apresentada em (SILVA,

2008) que utilizou para ser identificada aFT estávelG(s) = (3s+1)/(2s2+2s+1). O tempo

de simulação utilizado foi det = 15 segundos e o passo igual a 0,01 segundo. Os resultados

obtidos, executando o método proposto com os aprimoramentos, estão descritos na Tabela 5:

Tabela 5 -FT ′sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o valor deσ
utilizado e também oEQM de cada uma delas.

σ Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

1 G(s) = (0,6002s+0,1998)/(0,4001s2+0,3998s+0,2001) 2,61×10−5

σ Modelo determinado com os aprimoramentos EQM

0,0114 G(s) = (2,932s+0,9774)/(1,955s2+1,955s+0,9774) 7,48×10−9

Na Figura 7 estão ilustradas as respostas a uma entrada degrauda função original, do mo-

delo obtido em (SILVA, 2008) e do modelo obtido com o método proposto que apresentaram o

menor EQM.

Figura 7 - Respostas a uma entrada degrau, da função teórica, dos modelos obtidos em (SILVA, 2008) e
dos modelos obtidos com os aprimoramentos que apresentaram o menorEQM.
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3.3.4 Quarto exemplo contendo os aprimoramentos

Neste último exemplo estudado, será considerada a simulação 8 apresentada em (SILVA,

2008). Para este caso, aFT usada foiG(s) = (3s+ 1)/(2s2+ 2s+ 1), que é a mesma da

simulação 6, mas a diferença é que foi acrescido ruído branco na saída da planta, primeiro com

potência configurada para 10−3 e depois com potência 10−2. O tempo de simulação foi de

15 segundos e o passo igual a 0,01 segundo. Neste caso será utilizado somente o resultado

obtido em (SILVA, 2008) que apresentou o menorEQM dentre todos os outros calculados. Na

Figura 8 está ilustrada a resposta daFT original a uma entrada degrau que deseja-se identificar,

acrescida de ruído branco configurado com uma potência de 10−2.

Figura 8 - Resposta da função original para uma entrada degrau, acrescida de ruído branco com potência
de 10−2.
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Antes de realizar a identificação em questão, vale a pena observar o efeito do método pro-

posto em (SILVA, 2008) na resposta ao degrau daFT original acrescida de ruído branco com

potência igual a 10−3, quando esta saída é multiplicada pela função exponenciale−σt e depois

e passa pelo filtro (s+σ )/(s). Assim na Figura 9 estão representadas as saídasY1(s) (que pode

ser vista na Figura 3) paraσ = 4 com ruído branco com potência igual a 10−2 e também sem

ruído branco.
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Figura 9 - Resposta da função original para uma entrada degrau, acrescida de ruído branco com potência
de 10−2 multiplicada pore−4t após passar pelo filtro (s+4)/(s).
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Note que de acordo com a Figura 9, a função exponenciale−σt tem um papel muito im-

portante na identificação, pois pelo fato de atenuar o ruído, acarreta a convergência da saída

y1(t) para um valor constante, o que possibilita a obtenção de um modelo para representar a

FT original. Continuando com o processo de identificação deG(s) = (3s+1)/(2s2+2s+1)

acrescentando ruído branco na saída da planta com potência igual a 10−3, os resultados obtidos

estão descritos na Tabela 7:

Tabela 6 -FT ′sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o valor deσ
utilizado e também oEQM de cada uma delas.

σ Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

1 G(s) = (0,7185s+0,09)/(0,4368s2+0,4464s+0,1168) 0,01

σ Modelo determinado com os aprimoramentos EQM

0,3940 G(s) = (1,362s+0,4976/(0,8791s2+0,9448s+0,492) 0,00574
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Figura 10 - Respostas a uma entrada degrau da função original,do modelo obtido em (SILVA, 2008) e
do modelo obtido com os aprimoramentos.
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Analisando o gráfico contido na Figura 10, fica bem claro o ganho obtido neste exemplo

utilizando os aprimoramentos sugeridos, pois além de determinar um modelo estável para re-

presentar aFT original, o resultado foi bem satisfatório.

Finalizando, foi realizada a identificação deG(s) = (3s+1)/(2s2+2s+1)acrescentando

ruído branco na saída da planta com potência de 10−2 e os resultados estão dispostos a seguir:

Tabela 7 -FT ′sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o valor deσ
utilizado e também oEQM de cada uma delas.

σ Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

1 G(s) = (0,8009s+0,0151)/(0,4001s2+0,5412s+0,0469) 0,0104

σ Modelo determinado com os aprimoramentos EQM

0,5234 G(s) = (1,179s+0,362)/(0,6513s2+0,8827s+0,3593) 0,009



3.3 RESULTADOS OBTIDOS COM OS APRIMORAMENTOS PROPOSTOS 48

Figura 11 - Respostas a uma entrada degrau da função original,do modelo obtido em (SILVA, 2008) e
do modelo obtido com os aprimoramentos.
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Repare que de acordo com o gráfico exposto na Figura 11, novamente o modelo obtido com

os aprimoramentos propostos apresentou um resultado bem mais eficiente que o obtido sem os

aprimoramentos.
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4 MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DE FT ′SESTÁVEIS DE ORDEM
FRACIONÁRIA UTILIZANDO INTEGRADORES

Neste capítulo, será apresentado um método de identificação deFT ′s semelhante ao apre-

sentado em (KOSAKA et al., 2005). A principal diferença entre ambos é que a ordem dos

integradores neste trabalho é fracionária. Primeiro, na Seção 4.1 trata-se do método para alguns

casos particulares nos quais as identificações são realizadas utilizandoFT ′s estáveis de ordem

fracionáriaα, considerando(0 < α ≤ 1). Posteriormente na Seção 4.2 será apresentado um

outro caso particular de identificação de sistemas lineares com o auxílio deFT ′s estáveis de

ordem fracionária 2α, com(0< α ≤ 1). Na Seção 4.3 é proposta uma generalização do mé-

todo proposto que possibilita a identificação por intermédio deFT ′s que possuem uma ordem

fracionária arbitrárianα, considerando(0< α ≤ 1) en um número inteiro positivo.

4.1 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′s ESTÁVEIS DE ORDEMα (0< α ≤ 1)

Seja um sistema linear invariante no tempo sujeito a entrada degrau unitário representada

porU(s) = 1/se considereG(s) = b0/(aαsα +a0), umaFT estável, com 0< α ≤ 1. Por outro

lado, note que a estabilidade deG(s) assegura quea0 é diferente de zero e em função disso, é

possível escreverG(s) = G(0)/(a′αsα +1), coma′α = aα/a0 e G(0) = b0/a0.

Considere agora o método de identificação descrito na Figura 12 e leve em conta a saída

Y1(s). Logo é possível concluir que:

Y1(s) =
1
s

[

G(0)
a′αsα +1

]

· (40)

Utilizando o Teorema do Valor final (TVF), que também é válido para o CF e pode ser

verificado em (LI; DENG; XU, 2005), tem-se:

y1(∞) = lim
s→0

s Y1(s) = G(0). (41)

Acrescentando um integrador fracionárioH(s) = 1/sβ , com 0< β ≤ 1 na saídaW1(s) de
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acordo com a Figura 12, calculando a saídaY2(s), o resultado fica:

Y2(s) =
1

sβ

[

Y1(s)−y1(∞)
1
s

]

=
1
s

{

1

sβ

[

y1(∞)−y1(∞)(a′αsα +1)
a′αsα +1

]}

=
1
s

[

−y1(∞)a′αsα−β

a′αsα +1

]

·

(42)

Figura 12 - Método para obtenção do SinalY2(s).
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Fonte: O próprio autor.

Analisando (42), existem três possibilidades distintas para o resultado final:

• Primeira possibilidade:α < β .

Se isto ocorrer, entãoα −β < 0 e daí substituindo em (42), vem que:

Y2(s) =
1
s

[

−y1(∞)a′αsα−β

a′αsα +1

]

· (43)

Note que como neste caso o denominador des·Y2(s) se anula paras= 0, o TVF não

pode ser usado para obtery2(∞), poiss= 0 não está no domínio desta função . Assim, para

determinar este resultado, observe que de (43),Y2(s) pode ser decomposto utilizando o processo

de decomposição por frações parciais da seguinte forma:

Y2(s) =
−y1(∞)a′α

s1−α+β (a′αsα +1)
=

A1

s1−α+β +
A2

a′αsα +1
=

A1a′αsα +A1+A2s1−α+β

s1−α+β (a′αsα +1)
· (44)

Solucionando (44), tem-seA1 =−y1(∞) a′α eA2 = y1(∞) a′2α s2α−1−β e fazendo a substitui-
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ção, o resultado é o seguinte:

Y2(s) =
−y1(∞)a′α

s1−α+β +
y1(∞)a′2α s2α−1−β

a′αsα +1
· (45)

Assim, de (45), existem três casos que podem ocorrer:

• Caso 1: 2α −1−β > 0.

Neste caso o processo de decomposição por frações parciais está concluído, pois note que de

(45), sejaG1(s) =
−y1(∞) a′α

s1−α+β eG2(s) =
y1(∞) a′2α s2α−1−β

a′αsα +1
· AnalisandoG2(s), se for aplicado

o TVF, o resultado fica:

g2(∞) = lim
s→0

s G2(s) =
y1(∞)a′2α s2α−β

a′αsα +1
= 0, (46)

pois como 2α −1−β > 0, então 2α −β > 0.

Observando agoraG1(s), como 1−α +β > 0, poisα < β , conforme a Tabela 1:

L−1 [G1(s)] = L−1
[

y1(∞)a′α
s1+β−α

]

=
y1(∞)a′α t(1+β−α−1)

Γ(1+β −α)
u(t) =

y1(∞)a′α tβ−α

Γ(1+β −α)
u(t), (47)

sendoΓ(1+β −α) a função Gama definida em (1) eu(t), a função degrau unitário. Assim,

comoα < β , tem-se que quandot → ∞,
∣

∣

∣
y1(∞) a′α tβ−α/Γ(1+β −α)

∣

∣

∣
tende ao infinito, e

neste caso,|y2(t)| → ∞ quandot → ∞.

• Caso 2: 2α −1−β < 0.

Se isso acontecer, será necessário fazer a decomposição por frações parciais emG2(s) e a

partir de (45), tem-se que:

G2(s) =
y1(∞)a′2α s2α−1−β

a′αsα +1
=

B1

s1+β−2α +
B2

a′αsα +1
=

B1a′αsα +B1+B2s1+β−2α

s2α−1−β (a′αsα +1)
· (48)

Solucionando (48), tem-seB1 = y1(∞)a′2α eB2 =−y1(∞)a′3α s3α−1−β e a partir destes resul-

tados, fazendo a substituição em (48), a equação fica:

G2(s) =
y1(∞)a′2α
s1+β−2α −

y1(∞)a′3α s3α−1−β

a′αsα +1
· (49)

Para determinarg2(∞), partindo de (49), considereH1(s) =
y1(∞)a′2α
s1+β−2α e

H2(s) =
−y1(∞)a′3α s3α−1−β

a′αsα +1
· AnalisandoH2(s), para o expoente 3α −1−β > 0, utilizando o
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TVF, vem que:

h2(∞) = lim
s→0

s H2(s) =
−y1(∞)a′3α s3α−1−β

a′αsα +1
= 0· (50)

Observando agoraH1(s), como−2α +1+β > 0, (pois neste caso está sendo suposto que

2α −1−β < 0) , conforme a Tabela 1:

L−1 [H1(s)] = L−1
[

y1(∞)a′2α
s1+β−2α

]

=
y1(∞)a′2α t(1+β−2α−1)

Γ(1+β −2α)
u(t) =

y1(∞)a′2α tβ−2α

Γ(1+β −2α)
u(t), (51)

sendoΓ(1+β −2α) a função Gama definida em (1) eu(t), a função degrau unitário.

Assim, como−2α +1+β > 0, é possível afirmar que quandot → ∞,
∣

∣

∣
y1(∞)a′2α t(β−2α)/Γ(1+β −2α)

∣

∣

∣
tende ao infinito, e neste caso,|g2(t)| → ∞ quandot → ∞.

Por um outro lado, se 3α − 1− β > 0 será necessário realizar novamente o processo de de-

composição por frações parciais, analogamente aos casos anteriores. Como o expoenteα é um

número positivo, irá existir uma determinada etapan, na qual ao ser realizada a decomposição

por frações parciais, o expoente analisadonα −1−β será positivo e neste momento o processo

de decomposição por frações parciais estará encerrado eY2(s) poderá ser decomposto utilizando

frações parciais da forma,

Y2(s) =
An

s(c+1)
+R2(s), c> 0. (52)

Como G(s) é estável (supõe-se este fato por hipótese), entãoL−1(R2(s)) = r2(t) = 0,

quandot → ∞. Adicionalmente, comoc> 0, conforme (PODLUBNY, 1999):

L−1
[

An

s(c+1)

]

=
An t(c+1−1)

Γ(c+1)
u(t) =

An tc

Γ(c+1)
u(t)· (53)

sendoΓ(c+1) a função Gama definida em (1) eu(t) a função degrau unitário. Assim de (52),

dec > 0 e de (53) tem-se que quandot → ∞, |An tc/Γ(c+1)| tende ao infinito. Assim, neste

caso|y2(t)| → ∞ quandot → ∞.

• Caso 3: 2α −1−β = 0.

Se isso acontecer, substituindo 2α −1−β = 0 emG2(s) e a partir de (45), tem-se que:

Y2(s) =
−y1(∞)a′α

s1−α+β +
y1(∞)a′2α
a′αsα +1

· (54)

Neste caso o processo de decomposição por frações parciais está encerrado, pois a partir

de (54), sejaG1(s) =
−y1(∞) a′α

s1−α+β e G2(s) =
y1(∞) a′2α
a′αsα +1

· Analisando apenasG2(s) e aplicando o

TVF, vem que:

g2(∞) = lim
s→0

s G2(s) =
y1(∞)a′2α
a′αsα +1

= 0, (55)
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Observando agoraG1(s), como 1−α+β > 0, poisα < β , conforme (PODLUBNY, 1999):

L−1 [G1(s)] = L−1
[

y1(∞)a′α
s1+β−α

]

=
y1(∞)a′α t(1+β−α−1)

Γ(1+β −α)
u(t) =

y1(∞)a′α tβ−α

Γ(1+β −α)
u(t), (56)

sendoΓ(1+β −α) a função Gama definida em (1) eu(t), a função degrau unitário. Assim,

comoα < β , tem-se que quandot → ∞,
∣

∣

∣
y1(∞) a′α tβ−α/Γ(1+β −α)

∣

∣

∣
tende ao infinito, e

neste caso,|y2(t)| → ∞ quandot → ∞.

• Segunda possibilidade:α = β .

Se este fato ocorrer, substituindoα = β em (43), o resultado fica:

Y2(s) =
1
s

[

−y1(∞)a′αsα−α

a′αsα +1

]

=
1
s

[

−y1(∞)a′α
a′αsα +1

]

·

(57)

Utilizando o resultado do TVF:

y2(∞) = lim
s→0

s Y2(s) =−y1(∞)a′α . (58)

Finalizando, de (41) e de (58) é possível determinar o valor dea′α , que fica :a′α =
−y2(∞)

y1(∞)
eatravés desta igualdade identificar o sistema linear em questão.

• Terceira possibilidade:α > β .

Acontecendo este caso, é possível afirmar queα −β > 0, daí sejac= α −β . Então subs-

tituindo em (43), tem-se que:

Y2(s) =
1
s

[

−y1(∞)a′αsα−β

a′αsα +1

]

=
1
s

[

−y1(∞)a′αsc

a′αsα +1

]

·

(59)

Aplicando agora o TVF, vem que:

y2(∞) = lim
s→0

s Y2(s) = lim
s→0

−y1(∞)a′αsc

a′αsα +1
= 0· (60)

Concluindo, é possível estabelecer um critério para a escolha do grau que será utilizado no
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integrador que é o seguinte: atribua paraβ um valor positivo próximo de zero e realize o método

descrito na Figura 12 obtendoy2(∞). Se o resultado fory2(∞) = 0, conforme (60) incremente

o valor deβ e refaça o método até quey2(∞) assuma um valor que tende ao infinito, como

anunciado na primeira possibilidade(α −β < 0). Quando este fato ocorre, significa que o grau

β é maior do que o grauα de G(s); logo é necessário decrementarβ até quey2(∞) obedeça

(58), condição que quando verificada indica queβ será igual ao grauα deG(s), finalizando o

critério.

Considere agoraG(s) = (bαsα +b0)/(aαsα +a0), uma FT estável, sujeita a uma entrada

degrau,U(s) = 1/s e o diagrama de blocos descrito na Figura 13. Novamente é possível notar

Figura 13 - Método para obtenção do sinalY3(s).
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Fonte: O próprio autor.

que devido à estabilidade de G(s),a0 6= 0, daí, fazendoG(0)= b0/a0,b′α = bα/a0 ea′α = aα/a0,

obtém-seG(s) = (b′αsα +G(0))/(a′αsα +1).

Utilizando a Figura 13 para o cálculo deY1(s), vem que:

Y1(s) =
1
s

[

b′αsα +G(0)
a′αsα +1

]

· (61)

Aplicando o TVF, tem-se que:

y1(∞) = lim
s→0

s Y1(s) = G(0). (62)

Examinando outra vez a Figura 13 para determinarY2(s), tem-se que :

Y2(s) =
1

sβ

[

Y1(s)−y1(∞).
1
s

]

=
1
s

{

1

sβ

[

b′αsα +y1(∞)−y1(∞)(a′αsα +1)
a′αsα +1

]}

=
1
s

[

(b′α −y1(∞)a′α)sα−β

a′αsα +1

]

·

(63)

Analogamente ao caso anterior para determinarY2(s), existem três possibilidades que po-

dem acontecer e os resultados são respectivamente:
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• Primeira possibilidade:α < β .

Neste caso o resultado é o mesmo que foi obtido anteriormente nesta seção é|y2(∞)| → ∞
quandot → ∞.

• Segunda possibilidade:α = β .

Nesta possibilidade, substituindoα = β em (63) , tem-se:

Y2(s) =
1
s

[

(b′α −G(0)a′α)sα−α

a′αsα +1

]

=
b′α −G(0)a′α

a′αsα +1
· (64)

Aplicando agora o TVF, vem que:

y2(∞) = lim
s→0

s Y2(s) = lim
s→0

b′α −G(0)a′α
a′αsα +1

= b′α −G(0)a′α . (65)

Assim, neste casoy2(∞) = b′α −G(0)a′α .

• Terceira possibilidade:α > β .

Neste caso, também análogo ao caso que foi estudado anteriormente nesta seção, o resultado

final é quey2(∞) = 0. Concluindo, será utilizado o critério estabelecido anteriomente, que

seleciona a segunda possibilidade, na qualα = β . Continuando a execução do método de

acordo com a Figura 13, para determinar a saídaY3(s), vem que:

Y3(s) =
1
sα · [Y2(s)−y2(∞)]

=
1
s

{

1
sα

[

b′α −y1(∞)a′α −y2(∞)(a′αsα +1)
a′αsα +1

]}

=
1
s

[

−y2(∞)a′α
a′αsα +1

]

·

(66)

Utilizando outra vez o TVF, conclui-se que :

y3(∞) = lim
s→0

s Y3(s) =−y2(∞)a′α . (67)

Dessa forma, de (62) e (67) é possível formar um sistema linear de equações do tipoA x= b,

sendo:

A=

[

1 −y1(∞)

0 −y2(∞)

]

, x=

[

b′α
a′α

]

e b=

[

y2(∞)

y3(∞)

]

. (68)



4.2 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT′sESTÁVEIS DE ORDEM2α (0< α ≤ 1) 56

Supondo quedet(A) 6=0, tem-se a solução parax=A−1 b. Observe quedet(A)=−y2(∞)=

−(b′α −y1(∞)a′α) 6= 0, e isto só irá ocorrer se e somente se o polo deG(s), não for igual ao zero

deG(s), conforme a demonstração a seguir:

Planta G(s) = (b′αsα +y1(∞))/(a′αsα +1)

Zero de G(s) : igual a s tal que b′αsα +y1(∞) = 0−→ sα =−y1(∞)/b′α .

Polo de G(s) : igual a s tal que a′αsα +1= 0−→ sα =−1/a′α .

Zero de G(s) = Polo de G(s)−→−y1(∞)/b′α =−1/a′α .

(69)

Portanto,
(

b′α −a′α ·y1(∞)
)

= 0. (70)

4.2 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′s ESTÁVEIS DE ORDEM 2α (0< α ≤ 1)

SejaG(s) = b0/
(

a2αs2α +aαsα +a0
)

, uma FT estável, com 0< α ≤ 1, U(s) = 1/s uma

entrada degrau e considere o diagrama de blocos descrito na Figura 14. Lembrando novamente

quea0 6= 0 devido à estabilidade deG(s) e fazendoG(0) = b0/a0; a′i = ai/a0, i = 1,2, resulta

emG(s) = G(0)/
(

a′2αs2α +a′αsα +1
)

.

A partir daí calculandoY1(s), de acordo com a Figura 14:

Y1(s) =U(s) G(s) =
1
s
G(s) =

1
s

(

G(0)
a′2αs2α +a′αsα +1

)

· (71)

Aplicando o TVF, o resultado fica:

y1(∞) = lim
s→0

s Y1(s) = lim
s→0

(

G(0)
a′2αs2α +a′αsα +1

)

= G(0)· (72)

Figura 14 - Diagrama do método paraG(s) = G(0)/(a2α s2α +aαsα +1).
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Fonte: O próprio autor.
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Observando novamente a Figura 14 para determinarY2(s), tem-se que :

Y2(s) =
1

sβ

[

Y1(s)−y1(∞)
1
s

]

=
1
s

{

1

sβ

[

y1(∞)−y1(∞)
(

a′2αs2α +a′αsα +1
)

a′2αs2α +a′αsα +1

]}

=
1
s

[

−y1(∞)
(

a′2αsα +a′α
)

sα−β

a′2αs2α +a′αsα +1

]

·

(73)

Note que novamente existem três possibilidades que podem acontecer e analogamente aos

casos anteriores e utilizando o critério do primeiro caso estudado, a possibilidade selecionada

será a que consideraα = β .

Substituindoα = β em (73), o resultado fica:

Y2(s) =
1
s

[

−y1(∞)
(

a′2αsα +a′α
)

sα−α

a′2αs2α +a′αsα +1

]

=
1
s

[

−y1(∞)
(

a′2αsα +a′α
)

a′2αs2α +a′αsα +1

]

· (74)

Utilizando o TVF, tem-se que:

y2(∞) = lim
s→0

s Y2(s) =−y1(∞)a′α . (75)

Calculando agora a saídaY3(s), de acordo com a Figura 14, vem que:

Y3(s) =
1
sα

[

Y2(s)−y2(∞)
1
s

]

=
1
s

{

1
sα

[

−y1(∞)a′2αsα −y1(∞)a′α −y2(∞)
(

a′2αs2α +a′αsα +1
)

a′2αs2α +a′αsα +1

]}

=
1
s

{

1
sα

[

y1(∞)a′2αsα +y2(∞)−y2(∞)
(

a′2αs2α +a′αsα +1
)

a′2αs2α +a′αsα +1

]}

=
1
s

[

−y2(∞)a′2αsα −y2(∞)a′α −y1(∞)a′2α
a′2αs2α +a′αsα +1

]

·

(76)

Aplicando o TVF, tem-se que:

y3(∞) = lim
s→0

.s Y3(s) = lim
s→0

(

1
s
Y3(s)

)

=−y2(∞)a′α −y1(∞)a′2α . (77)

Dessa forma de (75) e de (77), é possível elaborar um sistema linear de equações do tipo
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A x= b, sendo que:

A=

[

0 −y1(∞)

−y1(∞) −y2(∞)

]

,x=

[

a′2α
a′α

]

e b=

[

y2(∞)

y3(∞)

]

. (78)

Supondodet(A) 6= 0, tem-se a solução parax= A−1 b. Observe quedet(A) = −(y1(∞))2

e por (72) tem-se quedet(A) = −(y1(∞))2 = −(G(0))2. Então comoy(∞) = G(0) =
a0

b0
e por

hipóteseFT é estável, logo sempre existirá solução para o sistema linear descrito em (78).

4.3 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′s ESTÁVEIS DE ORDEMnα (0< α ≤ 1)

Considere o método apresentado na Figura 15 com uma entrada igual a um degrau repre-

sentada porU(s) = 1/se sejaG(s) = (bmαsmα +b(m−1)αs(m−1)α + · · ·+bαsα +b0)/(anαsnα +

a(n−1)αs(n−1)α + · · ·+aαsα +a0), uma função transferência de ordem fracionária estável, com

n ≥ m, 0 < α ≤ 1, G(s) = m(s)/n(s), sendo quem(s) = bmαsmα + b(m−1)αs(m−1)α + · · ·+

bαsα + b0, n(s) = anαsnα + a(n−1)αs(n−1)α + · · ·+ aαsα + a0 e as seguintes hipóteses para a

aplicação do método:

• H1) G(s) é umaFT estável (possui todos os polos com parte real negativa);

• H2)U(s) = (1/s) é uma entrada degrau;

• H3) m(s) en(s) são coprimos, isto é não possuem raízes em comum.

Por outro lado, note que a estabilidade deG(s), garantida porH1 assegura quea0 é diferente

de zero. Assim, é possível reescrever o modelo inicial por:G(s)= (b′mαsmα +b′(m−1)αs(m−1)α +

· · ·+b′αsα +G(0))/(a′nαsnα +a′(n−1)αs(n−1)α + · · ·+a′αsα +1), sendo queb′iα = biα/a0, para

i = 1,2, · · · ,m, a′jα = a jα/a0, para j = 1,2, · · · ,n eG(0) = b0/a0.
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Figura 15 - Generalização do método proposto.
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Fonte: O próprio autor.

Observando novamente a Figura 15 tem- se que:

Y1(s) =U(s) G(s) =
1
s

[

b′mαsmα +b′(m−1)αs(m−1)α + · · ·+b′αsα +G(0)

a′nαsnα +a′
(n−1)α s(n−1)α + · · ·+a′αsα +1

]

· (79)

Daí porH1 e utilizando o resultado do TVF, em (79), o resultado fica:

y1(∞) = lim
s→0

s Y1(s) = G(0). (80)

4.3.1 Critério para a aplicação do método

Considere agora apenas a primeira parte do método que está representada no diagrama de

blocos na Figura 16:
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Figura 16 - Representação do critério de aplicação do método através de diagrama de blocos.
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Utilizando (79) e (80) para calcularW1, o resultado fica:

W1(s) =Y1(s)−
y1(∞)

s

=
1
s

[

b′mαsmα + · · ·+b′αsα +y1(∞)

a′nαsnα + · · ·+a′αsα +1
−y1(∞)

]

=
1
s

[

b′mαsmα + · · ·+(bnα −y1(∞)a′nα)s
nα + · · ·+(b′α −y1(∞)a′α)s

α

a′nαsnα · · ·+a′αsα +1

]

·

(81)

Agora por (81) para determinarY2(s), tem-se:

Y2(s)=
1
s

[

b′mαs(mα−β)+ · · ·+(bnα −y1(∞)a′nα )s
nα−β −y1(∞)a′nαs(nα−β) · · ·+(b′α −y1(∞)a′α)s

(α−β)

a′nα snα · · ·+a′αsα +1

]

·

(82)

Analisando (82) existem três possibilidades distintas para o resultado final, que são:

• Primeira possibilidade:α < β .

Se isto ocorrer, entãoα −β = c1 < 0 e daí substituindo em (4), vem que:

Y2(s) =
1
s

[

b′mαs(m−1)α+c1 −y1(∞)a′nαs(n−1)α+c1 · · ·+(b′α −y1(∞)a′α )s
c1

a′nαsnα · · ·+a′αsnα +1

]

· (83)

Note que como neste caso o denominador des Y2(s) se anula paras= 0 e o TVF não pode ser usado

para obtery2(∞). Agora, observe que de (83),Y2(s) pode ser decomposto utilizando frações parciais da

forma,

Y2(s) =
A

s(−c1+1)
+R2(s), A= b′α −y1(∞)a′α · (84)

sendo que deH1, L−1(R2(s)) = r2(t) = 0, quandot → ∞. Adicionalmente, como−c1 > 0, conforme a

Tabela 1:

L−1
[

A

s(−c1+1)

]

=
At(−c1+1−1)

Γ(−c1+1)
u(t) =

At−c1

Γ(−c1+1)
u(t), (85)

sendoΓ(−c1+1) a função Gama dada em (1) eu(t), a função degrau unitário. Assim de (83), dec1 < 0
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e de (85) tem-se que quandot → ∞, |At−c1/Γ(−c1+1)| tende ao infinito. Assim, neste caso|y2(t)| → ∞
quandot → ∞.

• Segunda possibilidade:α = β .

Daí substituindo em (82), tem-se pelo TVF:

y2(∞) = lim
s→0

s Y2(s) =
b′mαs(m−1)α −y1(∞)a′nαs(n−1)α · · ·+(b′α −y1(∞)a′α)

a′nα snα · · ·+a′αsnα +1
= b′α − y1(∞)a′α · (86)

• Terceira possibilidadeα > β .

Se isto ocorrer, entãoα −β = c1 > 0 e daí substituindo em (4), vem pelo TVF que:

y2(∞) = lim
s→0

s Y2(s) =
b′mαs(m−1)α+c1 −y1(∞)a′nαs(n−1)α+c1 · · ·+(b′α −y1(∞)a′α )s

c1

a′nαsnα · · ·+a′αsnα +1
= 0· (87)

Concluindo, é possível estabelecer um critério para a escolha do grau que será utilizado na aplicação

do método descrito na Figura 15 que é o seguinte: atribua paraβ um valor positivo próximo de zero e

aplique o método da Figura 17 obtendoy2(∞). Se o resultado fory2(∞) = 0, conforme (87) incremente

o valor deβ e refaça o método até quey2(∞) assuma um valor que tende ao infinito, como anunciado na

primeira possibilidade(α −β = c1 < 0). Quando este fato ocorre, significa que o grauβ é maior do que

o grauα deG(s). Logo é necessário decrementarβ até quey2(∞) obedeça (86), condição que quando

verificada indica queβ terá o mesmo grauα deG(s), finalizando o critério.

4.3.2 Método para identificação deFT ′s de ordem fracionária

Considere o resultado obtido em (82) no qual é possível a aplicação do método, observando o dia-

grama de blocos disposto na Figura 15, daí vem que:

Y1(s) =
1
s

[

b′mαsmα + · · ·+b′αsα +G(0)
a′nαsnα + · · ·+a′αsα +1

]

· (88)

Aplicando agora o TVF, o resultado fica:

y1(∞) = lim
s→0

s Y1(s) = lim
s→0

[

b′mαsmα + · · ·+b′αsα +G(0)
a′nα snα + · · ·+a′αsα +1

]

= G(0)· (89)

Calculando agoraW1(s), vem que:

W1(s) =Y1(s)−
y1(∞)

s

=
1
s

[

b′mαsmα + · · ·+b′αsα +y1(∞)

a′nαsnα + · · ·+a′αsα +1

]

−
y1(∞)

s
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=
1
s

[

b′mαsmα + · · ·+(bnα −y1(∞)a′nα )s
nα −y1(∞)a′nαsnα + · · ·+(b′α −y1(∞)a′αsα)

a′nαsnα + · · ·+a′αsα +1

]

· (90)

Observando novamente a Figura 15 e continuando com a execução do método, vem que:

Y2(s) =
1
s

[

b′mαs(mα−β)+ · · ·+(bnα −y1(∞)a′nα )s
nα −y1(∞)a′nα s(nα−β) · · ·+(b′α −y1(∞)a′α )s

(α−β)

a′nαsnα · · ·+a′αsα +1

]

·

(91)

Aplicando novamente o TVF, para o caso em queα = β , seguindo o critério já discutido neste

trabalho, tem-se conforme (86) que:

y2(∞) = lim
s→0

s.Y2(s) = b′α −y1(∞)a′α . (92)

Realizando sempre o procedimento observando o método disposto na Figura 15 para obterW3(s),

Y4(s), · · · , Wn−1(s), Yn(s), · · · , Wn+m−1(s), Yn+m(s) basta realizar um procedimento similar ao feito em

(KOSAKA et al., 2005). Dessa forma, é possível formar um sistema linear de equações do tipoA x= b,

sendo:

A=



























Imxm −y1(∞) 0 . . . 0

−y2(∞) −y1(∞)
. ..

...

−y3(∞) −y2(∞)
.. . 0

0nxm
... −y3(∞)

. .. −y1(∞)
...

...
. ..

...

−yn+m(∞) −yn+m−1(∞) . . . −ym+1(∞)



























,

x=



































b′α
b′2α

...

b′mα

a′α
a′2α

...

a′nα



































e b=



















y2(∞)

y3(∞)
...

yn+m+1(∞)



















. (93)

Considerando todos os casos em quedet(A) 6= 0, tem-se a solução parax=A−1 b e para o valor deα
positivo escolhido inicialmente, as incógnitas são determinadas e consequentemente um modelo é gerado

para representar a função de transferência de ordem fracionáriaG(s) inicial. A partir daí é calculado

erro médio quadráticoEQM da saída de cada modeloyα(t) com a saída da função transferência que
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desejamos identificary(t), ambas em resposta a uma entrada degrau cuja a fórmula é a seguinte:

EQM=

√

1
N

N

∑
i=1

(y(iT)−yα(iT ))2, (94)

em queT é o período de amostragem que foi usado para a aquisição da resposta ao degrau eN é o

tamanho da amostra obtida.

4.4 IDENTIFICAÇÕES REALIZADAS POR INTERMÉDIO DO MATLAB

Nesta seção, será exposta a validação do método com o auxílio de três exemplos estudados nos quais

foram feitas as identificações utilizando a funçãof minsearchdisponível no Matlab.

4.4.1 Primeira identificação: Exemplo teórico

Nesta primeira identificação, foi escolhida umaFT polinomial qualquer que satisfaz as condições

exigidas para o funcionamento do método e também não foi levado em conta o seu conhecimento. As-

sim a função adotada foiG(s) = (5s0,9+1)/(3s1,8 +2s0,9+1) e a partir daí para facilitar a execução do

método utilizou-se a função de otimizaçãof minsearchque está disponível no Matlab, para determinar o

valor mínimo do (EQM). A função f minsearchpode ser classificada como um algoritmo de busca direta

e para o seu uso basta fornecer um ponto inicial, que a partir dele, vários métodos são aplicados e após

um número necessário de iterações, um mínimo local é determinado. Em nosso caso o objetivo é encon-

trar o menor valor do(EQM) definido em (94), depois de realizar este procedimento a partir de várias

condições iniciais paraα ∈ (0,1), visando obter o mínimo global. A função de transferência obtida pelo

método de identificação proposto foiG(s) = (4,9333s0,8999+1)/(3,0333s1,8 +1,93333s0,8999+1). Na

Figura 17 estão representadas as respostas a uma entrada degrau, daFT escolhida e daFT que foi obtida

utilizando o método proposto.
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Figura 17 - Respostas a uma entrada degrau, daFT escolhida e daFT obtida utilizando o método
proposto.
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Repare que de acordo com a Figura 17, é possível concluir que a identificação realizada pelo método

proposto foi eficiente, sendo que oEQM obtido, comT = 0,01segundo eN = 100001, foi igual a

8,0549×10−6.

4.4.2 Segunda identificação: Motor de corrente contínua

Na segunda identificação foram utilizados os dados provenientes de um experimento realizado no

Laboratório de Pesquisa em Controle (LPC), do Departamento de Engenharia Elétrica da Faculdade de

Engenharia de Ilha Solteira (DEE/FEIS/UNESP).

Como parte do desenvolvimento das pesquisas do controle de um sistema pêndulo invertido, foi

realizado o controle de um carrinho acionado por motor de corrente contínua com a finalidade de obter a

FT entre a posição do carroXp e a tensão enviada ao motorVi . A Figura 18 ilustra o arranjo utilizado em

bancada para a aquisição do sinal da posição (Xp) e o sinal de controle (Vi ) proveniente do controlador.
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Figura 18 - Arranjo dos equipamentos para o controle de posição do carro de massa M.

Fonte: (RIBEIRO et al., 2014)

Foi proposta a utilização de um controlador de ganho proporcional comK = 75, e o sistema de

controle e planta são descritos na Figura 19. A modelagem matemática da planta Carro-Motor pode ser

obtida em (RIBEIRO et al., 2014).

Figura 19 - Diagrama de blocos do sistema controlado (carrinho) com um modelo matemático de ordem
inteiraα = 2, de segunda ordem.

Fonte: (RIBEIRO et al., 2014)

O objetivo inicial foi identificar o sistema, com aplicação de um degrau na referência, em malha

fechada e, através da identificação, determinar os parâmetros que envolvem a planta Carro-Motor, ou

seja, os parâmetrosKc eB, descritos em(95).

A FT de ordem fracionária em malha fechada considerada neste caso possui dois polos e é da forma:

Xp(s)
REF(s)

=
K Kc

s2α +Bsα +K Kc
, 0< α ≤ 1. (95)

A aquisição da resposta da posição do carro, para uma entrada degrau de 10cm, é descrita na Figura

20, juntamente com a resposta do sistema identificado, considerando 2 polos.

Assim, executou-se o método proposto e asFT ′s de ordem fracionária e de ordem inteira igual a 2

que apresentaram o menorEQM estão dispostas na Tabela 8.

Na Figura 20 estão representadas a resposta a uma entrada degrau daFT da função experimental
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Tabela 8 -FTsde ordem fracionária e inteira igual a 2 determinadas pelo método proposto para a planta
Carro-Motor dada em (95).

FTsgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (10,05)/(0,001s2+0,045s+1) 0,00325

G(s) = (10,05)/(0,0011s1,99+0,046s0,99+1) 0,00312

para uma entrada degrau e dasFTsde ordem inteira igual a 2 e de ordem fracionária obtidas através do

método proposto para a planta Carro-Motor dada em (95).

Figura 20 - Resposta de todos os modelos calculados a uma entrada degrau para a planta Carro-Motor
dada em (95).
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Fonte: O próprio autor

A melhor identificação foi obtida paraα = 0,99 que resultou em umEQM= 0,00312, e emG(s) =

(10,05)/(0,109s1,99 + 0,455s0,99 + 1). Nota-se pela Figura 20, que a identificação comα = 1, que

possuiEQM= 0,00325, apresentou uma resposta ao degrau praticamente igual à obtida para o caso

ótimoα = 0,99. Observe que o modelo matemático com dois polos considerandoα = 1 descrito em (95)

é uma forma simplificada para representar este experimento, por desprezar o polo devido à indutância e

à resistência do motor, conforme (OGATA, 2011). Assim, conforme(93), que possibilita a identificação

para um número arbitrário de polos e zeros, foi também identificada uma função de transferência com

três polos, dada por:
Xp(s)

REF(s)
= G(s) =

G(0)
a′3αs3α +a′2αs2α +a′αsα +1

. (96)
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Neste caso, o modelo ótimo foi obtido paraα = 1 e a função de transferência determinada pelo

método proposto foiG(s) = (10,05)/(1,7515e−5s3 + 0,0010287s2 + 0,045493s+ 1 e o seu gráfico

e o da função experimental, ambos obtidos em uma resposta a uma entrada degrau encontram-se na

Figura 21. Repare que melhor identificação obtida neste caso foi paraα = 1, que resultou em um

EQM= 0,0003 e é possível verificar que houve uma melhora significativa em comparação com o caso

anterior.

Figura 21 - Resposta de todos os modelos calculados a uma entrada degrau para a planta Carro-Motor
dada em (95).
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Fonte: O próprio autor

4.4.3 Terceira identificação: Redes RC Tridimensionais com grande nú-
mero de componentes

Neste último caso, para validar o método de identificação proposto, foram utilizados os dados do

artigo (GALVÃO et al., 2013) referentes à modelagem de redes RC tridimensionais com grande número

de componentes, no qual os autores realizaram uma simulação em um programa desenvolvido no Matlab,

que resultou em um sistema com um modelo de espaço de estados de ordem igual a 75 e que depois de

retirados os modos não observáveis e/ou não controláveis, foi representado por umaFT de ordem inteira

igual a 73.

De posse dessa simulação, o próximo passo foi encontrar uma fórmula para representar aFT de

ordem fracionária com um modelo reduzido de termos que possua umEQM adequadamente pequeno

em relação à função teórica e optou-se em utilizar os casos do método proposto em que(m,n) sejam

iguais a(1,1) e (2,2) no resultado obtido em (93), cujos modelos são:G(s) = (b′αsα +G(0)/(a′α sα +1)

eG(s) = (b′2α s2α +b′αsα +G(0)/(a′2α s2α +a′αsα +1) respectivamente.
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Tabela 9 -FTsde ordem fracionária e inteira igual a 1 determinadas pelo método proposto na modelagem
de redes RC tridimensionais com grande número de componentes.

FTsgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (4,02s+0,325)/(3,922s+1) 0,0006

G(s) = (2,458s0,9601+0,325)/(0,627s0,9601+1) 0,0003

Adotados estes modelos, o próximo passo foi aplicar no sistema desenvolvido em (GALVÃO et al.,

2013), uma entrada degrau unitário durante 120 segundos, com passo igual a 0,01 segundo e a partir

daí, foi desenvolvido um programa no Matlab e executou-se o método proposto com o auxílio da função

f minsearchque determinou aFT de ordem fracionária que apresentou o menorEQM conforme (94).

Por último foi calculada aFT de ordem inteira que apresentou o menorEQM também utilizando o

método proposto.

FT ′s de ordem fracionária e inteira igual a 1 determinadas pelo método proposto que apresentaram

o menorEQM.

Na Figura 22 estão representadas as respostas daFT da função experimental para uma entrada degrau

e dasFT ′s de ordem inteira igual a 1 e ordem fracionária obtidas através do método proposto na mode-

lagem de redes RC tridimensionais com grande número de componentes.

Figura 22 - Resposta da função experimental para uma entrada degrau,e também das duasFT ′s, de
ordem inteira igual a 1 e ordem fracionária, obtidas na modelagem de redes RC tridimensionais com
grande número de componentes.
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Tabela 10 -FT ′sordem fracionária e inteira igual a dois determinadas pelo método proposto na modela-
gem de redes RC tridimensionais com grande número de componentes.

FT ′s geradas pelo método proposto EQM
G(s) = (20,51s2+6,11s+0,325)/(8,69s2+10,37s+1) 0,0004

G(s) = (11,41s1,99+5,22s0,997+0,325)/ 0,0002
/(1,7s1,99+7,71s0,997+1)

Analisando o gráfico que está disposto na Figura 22, percebe-se que a melhor identificação realizada

para este caso, obtida paraα = 0,9601 e que resultou em umEQM= 0,0003, apresentou uma resposta

ao degrau com um desempenho superior ao caso em queα = 1, no qualEQM= 0,0006.

A Tabela 10 contém as funções de transferência de ordem fracionária e inteira igual a 2 determinadas

pelo método proposto que apresentaram o menorEQM.

Na Figura 23 estão representadas a resposta daFT da função experimental para uma entrada degrau

e dasFT ′sde ordem inteira igual a 2 e ordem fracionária obtidas através do método proposto.

Figura 23 - Resposta da função experimental para uma entrada degrau,e também das duasFT ′s, de
ordem inteira igual a dois e de ordem fracionária, obtidas na modelagem de redes RC tridimensionais
com grande número de componentes.
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Neste último caso, a melhor identificação que foi obtida paraα = 0,997 e que resultou em um

EQM= 0,0002. Nota-se que pela Figura 23, que a identificação comα = 1, que temEQM= 0,0004,
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apresentou uma resposta ao degrau inferior à obtida para o caso ótimoα = 0,997, embora os valores de

α para estes dois casos sejam praticamente iguais.
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5 MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DE FT ′SDE ORDEM FRACIONÁRIA
BASEADO NO MÉTODO PROPOSTO EM (SILVA, 2008)

Neste capítulo será proposta uma generalização de um método de identificação de sistemas lineares

e invariantes no tempo apresentado em (SILVA, 2008) e que neste trabalho, no Capítulo 3 foi objeto

de alguns aprimoramentos para melhorar a sua eficiência. A principal diferença entre ambos é que os

integradores neste caso podem apresentar ordem fracionária. O seu mecanismo de funcionamento será

explicado na Seção 5.1. A Seção 5.2 abrange um um caso particular de identificação de sistemas lineares

utilizando modelos deFT ′s de ordem fracionáriaα , com 0< α ≤ 1. Na Seção 5.3 será realizado

um estudo de identificação de sistemas lineares utilizando modelos deFT ′s de ordem fracionária 2α ,

com 0< α ≤ 1 e na Seção 5.4 será feita uma generalização dos casos anteriores, que possibilita uma

identificação de sistemas lineares através de um modelo deFT de ordem fracionárianα , com 0< α ≤ 1.

Na Seção 5.5 serão feitas algumas considerações com o auxílio de alguns exemplos práticos.

5.1 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′SDE ORDEMα , 0< α ≤ 1

Suponha um sistema linear e invariante no tempo que pode ser descrito por umaFT estável ou

instávelG(s) = (bαsα +b0)/(aαsα +a0) de ordemα , com 0< α ≤ 1. Considere agora uma entrada

degrau representada porU(s) = 1/se o seguinte método de identificação que está representado na Figura

24, na qualy(t) representa a resposta do sistema a uma entrada degrauu(t), t ≥ 0, tal que:

Figura 24 - Método para obtenção do sinalY3(s).
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Fonte: O próprio autor.

U(s) =
1
s
, Y(s) = G(s) U(s) =

G(s)
s

· (97)

Além disso,λ (t) é a resposta do filtro a uma entrada degrauu(t), que possuiFT igual as/(s+σ), ou

seja:

λ (t), L
−1

[

s
s+σ

U(s)

]

= L
−1

[

1
s+σ

]

= e−σt , t ≥ 0, (98)
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sendo queσ > 0 é um parâmetro de filtragem que será fornecido. O sinalp(t) é obtido através do produto

dey(t) por λ (t), isto é,

p(t), y(t)λ (t) = y(t) e−σt , t ≥ 0, (99)

que corresponde a seguinte tranformada de Laplace:

P(s) = L [y(t) e−σt ] =Y(s+σ). (100)

De (97) e de (100), segue que:

P(s) =
G(s+σ)

s+σ
· (101)

Finalmente,y1(t), t ≥ 0, é a resposta a entradap(t) acrescida daFT (s+σ)/s, isto é:

Y1(s),
s+σ

s
P(s) =

G(s+σ)

s
· (102)

Atribuindo um valor inicial para o parâmetroσ de tal forma queG(s+σ) se transforme em umaFT

estável eG(s+σ) = G′(s), suponha inicialmente queG′(s) = (bαsα +b0)/(aαsα +a0). Conforme já

foi feito neste trabalho na Seção 4.1, sem perda de generalidade é possível reescreverG′(s) da seguinte

forma:

G′(s) =
b′αsα +G′(0)

a′αsα +1
, (103)

sendo queG′(0) = b0/a0,b′α = bα/a0 ea′α = aα/a0. Partindo de (103) e considerandoα = β , verifica-se

que este caso é o mesmo descrito na Figura 13, que se encontra na Seção 4.1 do Capítulo 4 e que já foi

demonstrado. Assim, é possível formar um sistema linear de equações do tipoA x= b, conforme (65),

de tal forma que:

A=

[

1 −y1(∞)

0 −y2(∞)

]

,x=

[

b′α
a′α

]

e b=

[

y2(∞)

y3(∞)

]

. (104)

Considerando (69) que tratou este caso quandodet(A) 6= 0, a soluçãox = A−1c irá existir e con-

sequentemente as incógnitasa′α e b′α serão determinadas e será possível obter um modelo matemático

para representar aFT G(s+σ) que deseja-se identificar. Observe que para a eficiência do método pro-

posto, resta a questão da escolha de valores apropriados para o parâmetro de filtragemσ , empregado no

processo de identificação e para o expoenteα daFT a ser identificada.

Consequentemente, para cada par valores deσ e α , o procedimento de identificação pode ser rea-

lizado de modo a obter o vetor dos parâmetros daFT G(s+σ). A seguinte função custoJ(σ ,α) pode,

então, ser calculada como oEQM entre a resposta ao degrauy(t) da FT que deseja-se identificar e a

saída ˆy(t) do modelo resultante :

J(σ ,α),

√

1
N

N

∑
k=1

[y(kT)− ŷ(kT)]2, (105)

sendo queT é o período de amostragem utilizado na aquisição da resposta a uma entrada degrau eN é

o número de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequados deσ e α podem ser obtidos usando
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técnicas numéricas de otimização para minimizarJ(σ ,α).

Nesta tese, a funçãoFOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para

avaliar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo de ordem fracionária, e o algoritmo do poliedro flexível

(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimization Toolbox Matlabfoi adotado para

a obtenção deσ e α através da minimização deJ(σ ,α).

5.2 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′SDE ORDEM 2α , 0< α ≤ 1

Suponha um sistema linear e invariante no tempo descrito por umaFT estável ou instávelG(s)

de ordem 2α , com 0< α ≤ 1 descrito em (103). Considere agora uma entrada degrau representada

por U(s) = 1/s e o seguinte método de identificação que está representado na Figura 25. Atribuindo

um valor inicial para o parâmetroσ de tal forma queG(s+σ) se transforme em umaFT estável e

G(s+σ) =G′(s) tal queG′(s) = (b0+b2αs2α +bαsα)/(a0+aαsα +a2αs2α). De maneira análoga à que

já foi feita neste trabalho na Seção 4.2, sem perda de generalidade é possível reescreverG′(s) da seguinte

forma:

G′(s) =
b′2αs2α +b′αsα +G′(0)

a′2αs2α +a′αsα +1
· (106)

Considere agora uma entrada igual a um degrau unitário representada porU(s) = 1/s e o seguinte

método de identificação que está representado na Figura 25:

Figura 25 - Método para obtenção do sinalY5(s).
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Fonte: O próprio autor.

Utilizando o resultado demonstrado na Seção 4.3.2 paran= m= 2 em (90), é possível elaborar um

sistema linear do tipoA x= b, sendo que:

A=













1 0 −y1(∞) 0

0 1 −y2(∞) −y1(∞)

0 0 −y3(∞) −y2(∞)

0 0 −y4(∞) −y3(∞)













, (107)
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x=



















b′α
b′2α

a′α
a′2α



















e b=



















y2(∞)

y3(∞)

y4(∞)

y5(∞)



















.

Para todos os casos em quedet(A) 6= 0, a soluçãox= A−1 b irá existir e conforme a seção anterior, para

cada par valores deσ e α , o procedimento de identificação pode ser realizado de modo a obter o vetor

dos parâmetros daFT G(s+σ), definindo a função custoJ(σ ,x) como sendo oEQMentre a resposta ao

degrauy(t) daFT que deseja-se identificar e a saída ˆy(t) do modelo resultante conforme descrito abaixo:

J(σ ,α),

√

1
N

N

∑
k=1

[y(kT)− ŷ(kT)]2, (108)

sendo queT é o período de amostragem utilizado na aquisição da resposta a uma entrada degrau eN é

o número de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequados deσ e α podem ser obtidos usando

técnicas numéricas de otimização para minimizarJ(σ ,α).

Nesta tese, a funçãoFOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para

avaliar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo de ordem fracionária, e o algoritmo do poliedro flexível

(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimization Toolbox Matlabfoi adotado para

a obtenção deσ e α através da minimização deJ(σ ,α).

5.3 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′SDE ORDEMnα , 0< α ≤ 1

Suponha um sistema linear e invariante no tempo que pode ser descrito por umaFT estável ou

instávelG(s) de ordemnα , com 0< α ≤ 1, descrito em (106). Considere agora uma entrada degrau

representada porU(s) = 1/s e o seguinte método de identificação que está representado na Figura 26.

Atribuindo um valor inicial para o parâmetroσ de tal forma queG(s+σ) se transforme em umaFT

estável eG(s+σ) = G′(s) tal queG′(s) = (b0 + b2αs2α + bαsα)/(a0 + aαsα + a2α s2α). De maneira

análoga à que já foi feita neste trabalho na Seção 4.2, sem perda de generalidade é possível reescrever

G′(s) da seguinte forma:

G′(s) = (b′mαsmα + · · ·+b′αsα +G(0))/(a′nα snα + · · ·+a′αsα +1). (109)
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Figura 26 - Generalização do método proposto
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Utilizando o resultado demonstrado na Seção 4.3.2 que resulta em (90), é possível elaborar um

sistema linear do tipoA x= b, de tal forma que:

A=



























Imxm −y1(∞) 0 . . . 0

−y2(∞) −y1(∞)
. . .

...

−y3(∞) −y2(∞)
. . . 0

0nxm
... −y3(∞)

. . . −y1(∞)
...

...
. . .

...

−yn+m(∞) −yn+m−1(∞) . . . −yn+1(∞)



























,

x=
[

a′α · · ·anα b′α · · ·b′mα
]T
, b=















−y2(∞)

−y3(∞)
...

−yn+m+1(∞)















. (110)

Portanto, sedet(A) 6= 0, os coeficientes deG′(s) podem ser obtidos calculandox da seguinte maneira:

x= A−1b. (111)

Para concluir a apresentação do método proposto, para escolher o valor apropriado para o parâmetro de
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filtragemσ empregado no procedimento de identificação e determinação dos expoenteα da FT a ser

identificada, será adotado o mesmo procedimento das seções anteriores, que utilizaram a função custo

J(σ ,α) definida em (105). Nesta tese, a funçãoFOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009)

foi utilizada para avaliar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo de ordem fracionária, e o algoritmo do

poliedro flexível (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimization Toolbox Matlab

foi adotado para a obtenção deσ e α através da minimização deJ(σ ,α).

5.4 VALIDAÇÃO DO MÉTODO PROPOSTO

Com a finalidade de avaliar o método proposto, foram feitas 2 identificações em experimentos para

que os modelos obtidos fossem validados.

5.4.1 Primeira identificação: Exemplo Teórico

Neste exemplo, será estudada aFT instávelG(s) = (3s0,8 +2)/(3s1,6 + s0,8) sem considerar o seu

conhecimento prévio. O tempo de simulação foi de 20 segundos, com período de amostragem igual

a 0,001 segundo. Utlizando oOptimization Toolbox Matlabpara encontrar os valores deα e deσ ,

a FT determinada foiGm(s+14,7) = (0,082151(s+14,7)0,799+0,12065)/(0,11584(s+14,7)1,598+

0,70378(s+ 14,7)0,799+ 1), σ = 14,7 e o EQM = 7,3312 10−06. Na Figura 27 estão ilustradas as

respostas a uma entrada degrau daFT teóricaG(s+ 14,7) e daFT obtida através do métodoGm(s+

14,7).

Figura 27 - Respostas ao degrau daFT teóricaG(s+ 14,7) e daFT Gm(s+ 14,7) obtidas através do
método.
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Tabela 11 -FT ′sde ordem fracionária e inteira igual a 1 determinadas pelo método proposto na modela-
gem de redes RC tridimensionais com grande número de componentes.

σ Modelo determinado EQM

5,1 G(s) = (0,463s+3,024)/(0,071s+1) 1,37×10−4

0,1195 G(s) = (1,774s0,986+0,571)/(0,388s0,986+1) 3,6×10−4

Observe que de acordo com a Figura 27, aFT Gm(s+14,7) estimada pelo método proposto para

funções instáveis apresenta um comportamento em regime próximo ao comportamento em regime da

FT teórica G(s+14,7).

5.4.2 Segunda identificação: Redes RC tridimensionais com grande nú-
mero de componentes

Nesta segunda identificação, foram considerados os dados do artigo (GALVÃO et al., 2013), que já

foi objeto de estudo no Capítulo 4 com outro método de identificação proposto nesta tese. No referido

artigo, referentes à modelagem de redes RC tridimensionais com grande número de componentes, os

autores realizaram uma simulação em um programa desenvolvido no Matlab, que resultou em um sistema

com um modelo de espaço de estados de ordem igual a 75 e que depois de retirados os modos não

observáveis e/ou não controláveis, foi representado por umaFT de ordem inteira igual a 73.

De posse dessa simulação, o próximo passo foi encontrar uma fórmula para representar aFT de

ordem fracionária com um modelo reduzido de termos que possua umEQMadequadamente pequeno em

relação à função teórica e optou-se em utilizar os casos do método proposto em que(m,n) sejam iguais

a (1,1) e (2,2) no resultado obtido em (109), cujos modelos são:G(s) = (b′αsα +G(0)/(a′α sα + 1) e

G(s) = (b′2α s2α +b′αsα +G(0)/(a′2α s2α +a′αsα +1) respectivamente.

Adotados estes modelos, o próximo passo foi aplicar no sistema desenvolvido em (GALVÃO et al.,

2013), uma entrada degrau unitário durante 60 segundos, com passo igual a 0,001 segundo. A partir

daí, executou-se o método proposto com o auxílio da funçãof minsearchque determinou aFT de ordem

fracionária que apresentou o menorEQMconforme (94). Por último foi calculada aFT de ordem inteira

que apresentou o menorEQM também utilizando o método proposto.

A Tabela 11 contém asFTs de ordem fracionária e inteira igual a 1 determinadas pelo método

proposto que apresentaram o menorEQM.

Na Figura 28 estão ilustradas as respostas a uma entrada degrauFT experimental de ordem 1G(s+5,1)

e daFT de ordem 1Gm(s+5,1), obtidas através do método .



5.4 VALIDAÇÃO DO MÉTODO PROPOSTO 78

Figura 28 - Respostas ao degrau daFT experimentalG(s+ 5,1) de ordem 1 e daFT Gm(s+ 5,1) de
ordem 1 obtidas através do método.
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Na Figura 29 estão ilustradas as respostas a uma entrada degrauFT experimental de ordem fracio-

náriaG(s+0,1195) e daFT de ordem fracionáriaGm(s+0,1195), obtidas através do método .
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Tabela 12 -FT ′s de ordem fracionária e inteira igual a dois determinadas pelo método proposto na
modelagem de redes RC tridimensionais com grande número de componentes.

σ Modelo determinado EQM

11,5 G′(s) = (0,01s2+0,4593s+4,153)/(0,001s2+0,08s+1) 3,84×10−5

4,6017 G′(s) = (24,96s+17,96s0,957+0,325)/ 3,53×10−5

/(8.5443s+5,41s0,957+1)

Figura 29 - Respostas ao degrau daFT experimentalG(s+ 0,1195) de ordem fracionária e daFT
Gm(s+0,1195) de ordem fracionária obtidas através do método.
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Na Figura 30 estão ilustradas as respostas a uma entrada degrauFT experimental de segunda ordem

G(s+11,5) e daFT de segunda ordemGm(s+11,5), obtidas através do método.
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Figura 30 - Respostas ao degrau daFT experimentalG(s+11,5) de ordem 1 e daFT Gm(s+11,5) de
ordem 2 obtidas através do método.
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Na Figura 31 estão ilustradas as respostas a uma entrada degrauFT experimental de ordem fracio-

náriaG(s+4,6017) e daFT de ordem fracionáriaGm(s+4,6017), obtidas através do método .
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Figura 31 - Respostas ao degrau daFT experimentalG(s+ 4,6017) de ordem fracionária e daFT
Gm(s+4,6017) de ordem fracionária obtidas através do método.
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6 MÉTODO DE IDENTIFICAÇÃO DE FT ′SDE ORDEM FRACIONÁRIA
UTILIZANDO FUNÇÕES EXPONENCIAIS

Neste capítulo, será proposto um método de identificação de sistemas lineares e invariantes no

tempo, que podem ser descritos por umaFT estável que possui ordem fracionária. O seu mecanismo

de funcionamento baseia-se na resposta do sistema a uma entrada degrau, que é utilizada para gerar um

conjunto de sinais auxiliares para a obtenção do sinal final, necessário para determinar modelos matemá-

ticos para representar adequadamente aFT em questão. A grande diferença existente deste método em

relação aos métodos propostos nos capítulos anteriores, é que nele, não é feita a utilização de integrado-

res de ordem fracionária. Por este motivo, não é necessário a adoção de um critério específico para o seu

funcionamento e pode ser adotado qualquer valor real positivoα > para representar a ordem daFT.

Primeiro, serão deduzidos alguns casos particulares que possuem ordem reduzida e depois será

apresentada uma generalização do método que determina uma FT de ordem arbitráriaαn. Na seção final

do capítulo, serão utilizados alguns exemplos para realizar a validação do método proposto, sendo que

será dado um tratamento especial para o exemplo que descreve a pesquisa contida em (GALVÃO et al.,

2013), que aborda a representação de materiais compósitos através de redes RC tridimensionais para a

obtenção da resposta dielétrica.

6.1 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′SESTÁVEIS DE ORDEMα1, α1 ∈ R
+

Suponha um sistema linear e invariante no tempo descrito por umaFT estávelG(s)= (b0+bβ1
sβ1)/(a0+

aα1s
α1), que possui ordem fracionáriaα1 comα1 ∈R

+. Devido à sua estabilidade,a0 é diferente de zero,

daí fazendob1 = bβ1
/a0, a1 = aα1/a0 eG(0) = b0/a0, tem-se:

G(s) =
G(0)+b1sβ1

1+a1sα1
, (112)

sendo queG(0), b1, a1 são coeficientes a serem determinados eβ1, α1, expoentes que são valores reais

positivos e que inicialmente serão considerados conhecidos. Considere agora uma entrada igual a um

degrau representada porU(s) = 1/se o seguinte método de identificação que está representado na Figura

32:
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Figura 32 - Método para obtenção do sinalzi(t).
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Na Figura 32,y(t) representa a resposta do sistema a uma entrada degrauu(t), t ≥ 0, tal que:

U(s) =
1
s
, Y(s) = G(s)U(s) =

G(s)
s

. (113)

Além disso, como pode ser visto na Figura 32,λi(t) é a resposta do filtro a uma entrada degrauu(t),

que possuiFT igual as/(s+σi), ou seja:

λi(t), L
−1

[

s
s+σi

U(s)

]

= L
−1

[

1
s+σi

]

= e−σit , t ≥ 0 (114)

sendo queσi > 0 é um parâmetro de filtragem que será fornecido. O sinalpi(t) é obtido através do

produto dey(t) por λi(t), isto é,

pi(t), y(t)λi(t) = y(t)e−σi t , t ≥ 0, (115)

que conforme pode ser verificado em (FRANKLIN; POWELL; E.NAEINI, 2006), corresponde à se-

guinte transformada de Laplace:

Pi(s) = L [y(t)e−σi t ] =Y(s+σi). (116)

De (113) e de (116), segue que:

Pi(s) =
G(s+σi)

s+σi
. (117)

Finalmente,zi(t), t ≥ 0, é a resposta a uma entradapi(t) multiplicada pelaFT (s+σi)/s, isto é:

Zi(s),
s+σi

s
Pi(s) =

G(s+σi)

s
· (118)

Utilizando o resultado doTVF, que é válido para o CF (LI; DENG; XU, 2005) e (118),zi(∞) pode

ser descrito como:
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zi(∞) = lim
s→0

sZi(s). (119)

Desse modo, de (112), (118) e (119) conclui-se que:

zi(∞) = lim
s→0

G(s+σi) =
G(0)+b1σi

β1

1+a1σi
α1

(120)

e que pode ser reescrito como:

zi(∞) ·
(

1+a1σ α1
i

)

= G(0)+b1σ β1
i ⇒ zi(∞)a1σ α1

i −b1σ β1
i −G(0) = −zi(∞). (121)

Levando em conta (121) comi = 1,2,3, eσ1 6= σ2 6= σ3, comσi > 0, é possível formar um sistema

linear do tipoA θ = c, sendo que:

A=







z1(∞)σ α1
1 −σ β1

1 −1

z2(∞)σ α1
2 −σ β1

2 −1

z3(∞)σ α1
3 −σ β1

3 −1






, (122)

θ =







a1

b1

G(0)






e c=













−z1(∞)

−z2(∞)

−z3(∞)













.

Para todos os casos em quedet(A) 6= 0, a soluçãoθ = A−1c irá existir e consequentemente as in-

cógnitasG(0), a1, b1 serão determinadas e será possível obter um modelo matemático para representar a

FT G(s) que deseja-se identificar. Observe que para a eficiência do método proposto, restam as questões

de escolha de valores apropriados para os parâmetros de filtragemσ1, σ2, σ3 empregados no processo

de identificação e a escolha dos expoentesβ1, α1 da FT a ser identificada. Uma regra que tem como

objetivo simplificar o ajuste destes parâmetros é a seguinte:

σ2 = ρ σ1, σ3 = ρ σ2, (123)

sendo queρ é uma constante no intervalo 0< ρ < 1 eσ1, o parâmetro que corresponde à função expo-

nenciale−σ1t com taxa de decaimento mais rápida. Uma regra adicional pode ser proposta para a escolha

deσ1 ou simplesmente pode-se determiná-lo através de sua otimização. Considerando uma destas pos-

sibilidades paraσ1, sejaγ , [β1 α1 ]
T . Para cada par de valores deγ e ρ escolhidos, o procedimento de

identificação pode ser realizado de modo a obter o vetor dos parâmetrosθ do mesmo modo que em (122).

A seguinte função custoJ(γ ,ρ) pode, então, ser calculada como oEQM entre a resposta ao degrauy(t)

e a saída ˆy(t) do modelo resultante:

J(γ ,ρ),

√

1
N

N

∑
k=1

[y(kT)− ŷ(kT)]2. (124)

sendo queT é o período de amostragem utilizado na aquisição da resposta a uma entrada degrau eN
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é o número de amostras adquiridas. Assim, os valores adequados deγ e ρ podem ser obtidos usando

técnicas numéricas de otimização para minimizarJ(γ ,ρ).

No presente trabalho, a funçãoFOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada

para avaliar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo de ordem fracionária, e o algoritmo do poliedro flexível

(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimization Toolbox Matlabfoi adotado para

a obtenção deγ e ρ através da minimização deJ(γ ,ρ).

6.2 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′SESTÁVEIS DE ORDEMα2, α2 ∈ R
+

Suponha um sistema linear e invariante no tempo descrito por umaFT estávelG(s) = (b0+bβ1
sβ1 +

bβ2
sβ2)/(a0 + aα1s

α1 + aα2s
α2) que possui ordem fracionáriaα2, comα2 ∈ R

+. Novamente é possível

rescrevê-la da mesma forma que na seção anterior fazendobi = bβi
/a0, parai = 1,2, a j = aα j /a0, para

j = 1,2 eG(0) = b0/a0 e assim tem-se:

G(s) =
G(0)+b1sβ1 +b2sβ2

1+a1sα1 +a2sα2
, (125)

sendo queG(0), b1, b2, a1, a2 são coeficientes a serem determinados eβ1, β2, α1, α2 expoentes que são

valores reais positivos e que inicialmente serão considerados conhecidos. Considere agora uma entrada

igual a um degrau representada porU(s) = 1/s e o seguinte método de identificação que está represen-

tado na Figura 32.

Do mesmo modo que foi feito anteriormente, de (125), (118) e (119) conclui-se que:

zi(∞) = lim
s→0

s.Zi(s) =
G(0)+b1(σi)

β1 +b2(σi)
β2

1+a1(σi)α1 +a2(σi)α2
(126)

e que pode ser reescrito como:

zi(∞) · [1+a1(σi)
α1 +a2(σi)

α2] = G(0)+b1(σi)
β1 +b2(σi)

β2 ⇒

⇒ zi(∞)a1σ α1
i +zi(∞)a2(σi)

α2 −b2σ β2
i −b1σ β1

i −G(0) =−zi(∞). (127)

Logo, utilizando o mesmo procedimento realizado na seção anterior, mas agora com o acréscimo de

mais dois parâmetros, pois neste caso existem cinco indeterminações, considere (127) comi = 1,2,3,4,5,

σ1 6= σ2 6= σ3 6= σ4 6= σ5, comσi > 0, consequentemente é possível elaborar um sistema linear do tipo

A θ = c, sendo que:

A=



















z1(∞)σ α1
1 z1(∞)σ α2

1 −σ β1
1 −σ β2

1 −1

z2(∞)σ α1
2 z2(∞)σ α2

2 −σ β1
2 −σ β2

2 −1

z3(∞)σ α1
3 z3(∞)σ α2

3 −σ β1
3 −σ β2

3 −1

z4(∞)σ α1
4 z4(∞)σ α2

4 −σ β1
4 −σ β2

4 −1

z5(∞)σ α1
5 z5(∞)σ α2

5 −σ β1
5 −σ β2

5 −1



















, (128)
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θ =



















a1

a2

b1

b2

G(0)



















e c=























−z1(∞)

−z2(∞)

−z3(∞)

−z4(∞)

−z5(∞)























.

Para todos os casos em quedet(A) 6= 0, a soluçãoθ = A−1c irá existir e consequentemente as

incógnitasG(0), a1, a2, b1, b2 serão determinadas e um modelo matemático é gerado para representar a

FT G(s) que deseja-se identificar. Observe que para a eficiência do método proposto, restam as questões

de escolha de valores apropriados para os parâmetros de filtragemσ1, σ2, σ3, σ4, σ5 empregados no

processo de identificação e a determinação dos expoentesβ1, β2, α1, α2 daFT a ser identificada. Uma

regra que tem como objetivo simplificar o ajuste destes parâmetros é a seguinte:

σ2 = ρ σ1, σ3 = ρ σ2, σ4 = ρ σ3, σ5 = ρ σ4, (129)

sendo queρ é uma constante no intervalo 0< ρ < 1 eσ1, o parâmetro que corresponde a função expo-

nenciale−σ1t com taxa de decaimento mais rápida. Uma regra adicional pode ser proposta para a escolha

deσ1 ou simplesmente pode-se determiná-lo através de sua otimização. Considerando uma destas pos-

sibilidades para escolherσ1, sejaγ , [β1 β2 α1 α2, ]
T . Para cada par valores deγ e ρ escolhidos, o

procedimento de identificação pode ser realizado de modo a obter o vetor dos parâmetrosθ do mesmo

modo que em (128). A seguinte função custoJ(γ ,ρ) pode, então, ser calculada como oEQM entre a

resposta ao degrauy(t) e a saída ˆy(t) do modelo resultante:

J(γ ,ρ),

√

1
N

N

∑
k=1

[y(kT)− ŷ(kT)]2. (130)

sendo queT é o período de amostragem utilizado na aquisição da resposta a uma entrada degrau eN é

o número de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequados deγ e ρ podem ser obtidos usando

técnicas numéricas de otimização para minimizarJ(γ ,ρ).

Nesta tese, a funçãoFOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para

avaliar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo de ordem fracionária, e o algoritmo do poliedro flexível

(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimization Toolbox Matlabfoi adotado para

a obtenção deγ e ρ através da minimização deJ(γ ,ρ).

6.3 IDENTIFICAÇÃO UTILIZANDO FT ′SESTÁVEIS DE ORDEMαn, αn ∈ R
+

Considere um sistema linear e invariante no tempoG(s) sujeito a uma entrada degrau representada

porU(s) = 1/s, descrito por umaFT estávelG(s) de ordemαn, comαn ∈ R
+ e reescrita, conforme os
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dois casos anteriores, da seguinte forma:

G(s) =
G(0)+b1sβ1 + · · ·+bmsβm

1+a1sα1 + · · ·+ansαn
, (131)

com b0,b1, . . . ,bm,a1, . . . ,an coeficientes a serem identificados eβ1, . . . ,βm,α1, . . . ,αn, expoentes que

são valores reais positivos e inicialmente serão considerados conhecidos. Levando em conta o método

apresentado na Figura 32, (131), (118) e (119) conclui-se que:

zi(∞) = lim
s→0

G(s+σi) =
G(0)+b1σ β1

i + · · ·+bmσ βm
i

1+a1σ α1
i + · · ·+anσ αn

i
(132)

a qual pode ser reescrita como descrito abaixo:

zi(∞) · [1+a1(σi)
α1 + · · ·+an(σi)

αn] = G(0)+b1σ β1
i + · · ·+bmσ βm

i ⇒ (133)

⇒ zi(∞)a1σ α1
i + · · ·+zi(∞)anσ αn

i −b1σ β1
i −·· ·−bmσ βm

i −G(0) =−zi(∞). (134)

Considerandozi(∞) comn+m+1 valores diferentes deσi (i = 1,2, . . . ,n+m+1), todas as equações
podem ser utilizados para obter um sistema linear da formaAθ = c, com:

A=





















z1(∞)σα1
1 z1(∞)σα2

1 · · · z1(∞)σαn
1 −σβ1

1 . . . −σβm
1 −1

z2(∞)σα1
2 z2(∞)σα2

2 · · · z2(∞)σαn
2 −σβ1

2 . . . −σβm
2 −1

...
... · · ·

...
... · · ·

...
...

...
... · · ·

...
... · · ·

...
...

zn+m+1(∞)σα1
n+m+1 zn+m+1(∞)σα2

n+m+1 · · · zn+m+1(∞)σαn
n+m+1 −σβ1

n+m+1 . . . −σβm
n+m+1 −1





















,

θ = [a1 · · ·an b1 · · ·bm G(0)]T, c=















−z1(∞)

−z2(∞)
...

−zn+m+1(∞)















. (135)

Sedet(A) 6= 0, os coeficientes deG(s) podem ser obtidos calculandoθ como:

θ = A−1c. (136)

Para concluir a apresentação do método proposto, restam as questões de escolha de valores apropri-

ados para os parâmetros de filtragemσ1,σ2, . . . ,σn+m+1 empregados no procedimento de identificação e

determinação dos expoentesβ1, . . . ,βm,α1, . . . ,αn daFT a ser identificada.

Com o propósito de simplificar o ajuste dos parâmetros de filtragem, a regra a seguir pode ser

adotada:

σ2 = ρ σ1, σ3 = ρ σ2, . . . ,σn+m+1 = ρ σn+m, (137)
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sendo queρ é uma constante no intervalo 0< ρ < 1. Vale a pena notar que o maior parâmetroσ1

corresponde à função exponenciale−σ1t com taxa de decaimento mais rápida. Uma regra adicional pode

ser proposta para a escolha deσ1 ou simplesmente pode-se determiná-lo através de sua otimização.

Finalmente, considereγ , [β1 · · · βm α1 · · · αn]
T o vetor dos parâmetros que serão determinados.

Para cada par valores deγ e ρ , o procedimento de identificação pode ser realizado de modo a obter o

vetor dos coeficientes daFT θ do mesmo modo que em (136). A função custoJ(γ ,ρ) definida a seguir

pode, então, ser calculada como oEQM entre a resposta a uma entrada degrauy(t) e a saída ˆy(t) do

modelo resultante:

J(γ ,ρ),

√

1
N

N

∑
k=1

[y(kT)− ŷ(kT)]2 (138)

sendo queT é o período de amostragem utilizado na aquisição da resposta a entrada degrau eN é o

número de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequados deγ e ρ podem ser obtidos usando

técnicas numéricas de otimização para minimizarJ(γ ,ρ).

Nesta tese, a função FOTF Matlab Toolbox (CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para ava-

liar a resposta ao degrau ˆy(t) do modelo de ordem fracionária, e o algoritmo do poliedro flexível (GILL;

MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimization Toolbox Matlabfoi adotado para a obten-

ção deγ e ρ através da minimização deJ(γ ,ρ).

6.4 VALIDAÇÃO DO MÉTODO PROPOSTO

Com a finalidade de avaliar o método proposto, foram feitas 4 identificações em experimentos para

que o procedimento seja validado.

6.5 PRIMEIRAFT A SER IDENTIFICADA

Nesta primeira identificação foi escolhida umaFT polinomial arbitrária que satisfaz as condições

exigidas para o funcionamento do método e também não foi levado em conta o seu conhecimento. As-

sim a função adotada foiG(s) = (5s0,9+1)/(3s1,8+2s0,9+1) e a partir daí, para facilitar a execução do

método utilizou-se a função de otimizaçãof minsearchque está disponível no Matlab para determinar o

valor mínimo doEQM. A função f minsearchpode ser classificada como um algoritmo de busca direta

e para o seu uso basta fornecer um ponto inicial, que a partir dele, vários métodos são aplicados e após

um número necessário de iterações, um mínimo local é determinado. Em nosso caso o objetivo é en-

contrar o menor valor doEQM definido em (138) depois de realizar este procedimento a partir de várias

condições iniciais, selecionadas a partir de umgrid formado pela variação deα de 0,1 até 2,0 eρ de 0,1

to 0,9, visando obter o mínimo global. A função de transferência obtida pelo método de identificação

proposto foiG(s) = (5,002s0,913+1)/(2,981s1,81+2,052s0,912+1). Na Figura 33 estão representadas

as respostas a uma entrada degrau unitário, daFT escolhida e daFT que foi obtida utilizando o método

proposto.
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Figura 33 - Respostas a uma entrada degrau, daFT teórica e daFT obtida utilizando o método proposto.
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Fonte: O próprio autor

Repare que de acordo com a Figura 33, é possível concluir que a identificação realizada pelo método

proposto foi eficiente, sendo que oEQMobtido, comT =0,01segundo eq= 100001 foi igual a 8,0549×

10−6.

6.6 SEGUNDAFT A SER IDENTIFICADA

Na segunda identificação foram utilizados os dados provenientes de um experimento que foi exe-

cutado no Laboratório de Pesquisa em Controle (LPC), do Departamento de Engenharia Elétrica da

Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira (DEE/FEIS/UNESP).

Como parte do desenvolvimento das pesquisas do controle de um sistema pêndulo invertido, foi

realizado o controle de um carrinho acionado por motor de corrente contínua com a finalidade de obter a

FT entre a posição do carroXp e a tensão enviada ao motorVi . A Figura 34 ilustra o arranjo utilizado em

bancada para a aquisição do sinal da posição (Xp) e o sinal de controle (Vi ) proveniente do controlador.
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Figura 34 - Arranjo dos equipamentos para o controle de posição do carro de massa M.

Fonte: O próprio autor

Foi proposta a utilização de um controlador de ganho proporcional comK = 75, e o sistema de

controle e planta estão descritos na Figura 35. A modelagem matemática da planta Carro-Motor pode

ser obtida em (RIBEIRO et al., 2014).

.

Figura 35 - Diagrama de blocos do sistema controlado (carrinho) com um modelo matemático de ordem
inteiraα = 1 de segunda ordem.

Fonte: O próprio autor

O objetivo inicial foi identificar o sistema, com aplicação de um degrau na referência, em malha

fechada e, através da identificação, determinar os parâmetros que envolvem a planta Carro-Motor, ou

seja, os parâmetrosKc eB, descritos em(139).

A FT de ordem fracionária em malha fechada considerada neste caso é da forma:

Xp(s)
REF(s)

=
K ·Kc

s2α +B ·sα +K ·Kc
, 0< α ≤ 1. (139)

A aquisição da resposta da posição do carro, para uma entrada degrau de 10cm, é descrita na Figura

36, juntamente com a resposta do sistema identificado, considerando 2 polos.

Assim, executou-se o método proposto e asFT de ordem fracionária e de ordem inteira igual a 2

determinadas que apresentaram o menorEQM estão dispostas na Tabela 13.

Na Figura 36 estão representadas a resposta daFT da função experimental para uma entrada degrau e

das funções de transferência de ordem inteira igual a 2 e de ordem fracionária obtidas através do método

proposto para a planta Carro-Motor dada em (139).
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Tabela 13 -FT ′s de ordem fracionária e inteira igual a 2 determinadas pelo método proposto para a
planta Carro-Motor dada em (139).

FT ′s geradas pelo método proposto EQM
G(s) = (10,053)/(0,001078s2+0,04171s+1) 0,00121

G(s) = (10,05)/(0,015936s1,3531+0,033961s0,67182+1) 9,76×10−4
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Figura 36 - Resposta de todos os modelos calculados a uma entrada degrau para a planta Carro-Motor
dada em (139).

Fonte: O próprio autor

A melhor identificação foi obtida paraα = 1,3531 e que resultou em umEQM = 9,76× 10−4.

Observe que o modelo matemático com dois polos considerandoα = 1 descrito em (139) é uma forma

simplificada para representar este experimento, por desprezar o polo devido à indutância e à resistência

do motor, conforme (OGATA, 2011). Assim, conforme(135), que possibilita a identificação para um

número arbitrário de polos e zeros, foi também considerada umaFT com três polos, dada por:

Xp(s)
REF(s)

= G(s) =
G(0)

a′3αs3α +a′2αs2α +a′αsα +1
. (140)

Executou-se o método proposto e asFT ′s de ordem fracionária e de ordem inteira igual a 3 deter-

minadas que apresentaram o menorEQM estão dispostas na Tabela 14.
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Tabela 14 -FT ′s ordem fracionária e inteira igual a 3 determinadas pelo método proposto para a planta
Carro-Motor dada em (139).

FT ′s geradas pelo método proposto EQM
G(s) = (10,05)/(9,327×10−6s3+0,001s2+0,046s+1) 3,91×10−4

G(s) = (10,05)/(1,31×10−5s3,002+9,36×10−4s2,001+0,046s1,001+1) 3,083×10−4
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Figura 37 - Resposta de todos os modelos calculados a uma entrada degrau para a planta Carro-Motor
dada em (139).

Fonte: O próprio autor

A melhor identificação para este caso foi obtida paraα = 1,0006 e que resultou em umEQM=

3,08264×10−4. Observe que a ordem fracionária daFT determinada é praticamente igual a um.

6.7 TERCEIRAFT A SER IDENTIFICADA

Nesta identificação foi levado em consideração um projeto que está sendo desenvolvido no Labora-

tório de Instrumentação e Engenharia Biomédica do Departamento de Engenharia Elétrica do Campus

da UNESP de Ilha Solteira, que realiza Estimulação Elétrica Funcional (FES -Functional Electrical

Stimulation) nos membros inferiores de voluntários hemiplégicos e paraplégicos com o objetivo de me-

lhorar a sua qualidade de vida. Neste experimento, estudam-se padrões de estímulos que proporcionem

o melhor resultado possível e diante disso é necessário um modelo matemático eficiente para prever o

comportamento do músculo.

Por este motivo, conforme (KOZAN, 2012), foram realizadas simulações com três tipos de modelos
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e a equipe executora do projeto concluiu que o modelo desenvolvido por (LAW; SHIELDS, 2006) foi

o mais adequado para representar aFT dos dados coletados de cada paciente, relacionando uma eletro

estimulação do tipo degrau (entrada) com a posição da perna do voluntário (saída), que tem a fórmula

G(s) = b0/
(

a2αs2α +aαsα +a0
)

, comα = 1.

Para o caso em que o modelo desejado apresente ordem fracionária, na aplicação do método proposto

foi utilizada a fórmulaG(s) = b0/
(

a2αs2α +aβ sβ +a0
)

, comα > 0 eβ > 0. A partir daí, na otimização

os valores iniciais deα e β foram selecionados a partir de umgrid formado pela variação deα e deβ
compreendidos entre 0,1 até 2,0 , ambos com período de amostragem igual a 0,1; para os valores iniciais

deρ a variação foi de 0,1 to 0,99, com período de amostragem igual a 0,1 e o intervalo de tempo adotado

foi de 0−75se período de amostragemT = 0,01s.

O resultado final obtido pelo método proposto após realizada a otimização foi

G(s) = (1,0826)/(0,0059208s2,4806+ 0,20782s1,0594+ 1), que apresentouEQM = 3,16814× 10−5.

Para o caso de ordem inteira, foi realizada apenas a variação deρ atribuindo valores iniciais com-

preendidos entre 0,1 até 0,9, com passo igual a 0,1. O resultado final obtido após a otimização foi

G(s) = (1,083)/(0,02001s2 +0,2736s+1) comEQM= 1,51069×10−4. Na Figura 38 estão dipostas

as respostas a uma entrada degrau da função que deseja-se identificar, bem com as respostas ao degrau

dos modelos de ordem fracionária e inteira obtidos através do método proposto.

Figura 38 - Resposta a uma entrada degrau da função experimental e dos modelos obtidos através do
método.
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Fonte: O próprio autor

Analisando a Figura 38, observa-se que a resposta do modelo de ordem fracionária ficou muito

próxima da resposta obtida experimentalmente. Desta forma, o método proposto proporcionou uma

modelagem matemática melhor do que a tradicional de ordem inteira, introduzida em (LAW; SHIELDS,
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2006).

6.8 QUARTA FT A SER IDENTIFICADA

Nesta identificação, foi considerada uma rede tridimensional RC contendo capacitores e resistores.

Na Figura 39 é apresentado um exemplo de rede RC tridimensional em consideração, que pode ser

usada como modelo de circuitos para a resposta dielétrica de materiais compósitos contendo isolamento

e partículas condutoras (MCCULLEN et al., 2009). A topologia de rede compreendeNZ camadas, cada

uma composta por uma matriz de nós comNX linhas eNY colunas. Uma fonte de resistênciaRS está

incluída para modelar a resistência interna da fonte. Os números de resistores (não incluindo a resistência

da fonte) e capacitores são denotados porNR eNC, respectivamente, de modo queNR+NC =NZ[NY(NX+

1)+NX(NY−1)]+(NZ−1)NXNY (GALVÃO et al., 2013). A fração de condensadores na rede é definida

como fC = NC/(NR+NC).

Figura 39 - Diagrama de uma rede RC tridimensional com distribuição aleatória dos elementosReC. As
placas cinzentas indicam os elétrodos utilizados para a ligação a uma fonte de tensão com a resistência
de saídaRS ((GALVÃO et al., 2013)).

Fonte: (GALVÃO et al., 2013)

Conforme apresentado em (GALVÃO et al., 2013), um modelo dinâmico pode ser obtido a partir

das leis de Kirchoff, relacionando a tensão de entradau(t) com a saíday(t) que entra na rede. A matriz de

incidência ao acaso pode ser empregada de forma a dispor os componentesR, C em posições aleatórias.

O modelo resultante pode ser convertido para um número inteiro, a fim de obter uma FTG(s), o que

facilita a avaliação da resposta da rede no domínio do tempo, bem como o cálculo da admitância no

domínio da frequência. Vale a pena notar que a ordem do modelo pode ser muito alta, mesmo depois

de levar em conta as restrições algébricas associadas aos caminhos fechados de capacitores e eliminando

os modos não-controláveis e ou não observáveis. Por exemplo, a rede utilizada em (GALVÃO et al.,
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2013), com 100 resistores e 100 capacitores, resultou em uma FT de ordem 73. No entanto, verificou-

se que uma representação mais compactada pode ser obtida através da utilização de uma FT de ordem

fracionaria da forma:

Gf rac(s) =
b0+b1s+ · · ·+bn−1sn−1+bnsβ

1+a1s+ · · ·+an−1sn−1+ansα , (141)

sendo queα ∈R
+ e β ∈ R

+.

O procedimento de identificação adotado em (GALVÃO et al., 2013) utilizou a variável complexa

G( jω) da rede e a aproximação de ordem fracionáriaGf rac( jω) ao longo de uma determinada faixa de

frequênciasω . Nesta identificação, serão estabelecidos os seguintes critérios para a melhor eficiência do

método proposto:

• No procedimento de otimização que envolve a determinação dos expoentes da FT, será adotada a

seguinte particularização feita em (GALVÃO et al., 2013):

β1 = 1, . . . , βm−1 = (m−1), βm = β

α1 = 1, . . . , αn−1 = (n−1), αn = α (142)

sendo queα ∈ R
+ e β ∈R

+ serão os únicos expoentes com valores reais a serem determinados;

• Também será considerado o mesmo expoente fracionário para o numerador e denominador, ou

sejaβ = α ;

• O valor deσ1 será ajustado para coincidir com o tempo de retardo da função exponenciale−σ1t e

a resposta ao degrauy(t). Neste contexto, o tempo de retardoTr é definido como sendo o tempo

necessário para uma função chegar no ponto médio entre os seus valores inicial e final, isto é,

y(Tr) = [y(∞)+y(0+)]/2. Portanto,σ1 pode ser calculado comoσ1 = (ln2)/Tr .

Adotados estes critérios, os coeficientesb0,b1, . . . ,bn,a1, . . . ,an e os expoentes fracionáriosα ,β
foram ajustados de forma a minimizar a seguinte função custo:

J =
N

∑
k=1

wk|G( jωk)−Gf rac( jωk)|
2, (143)

sendo queω1,ω2, . . . ,ωN são as frequências de interesse escolhidas pelo projeto e os pesosw1,w2, . . . ,wN >

0 são dependentes da frequência. O algoritmo do poliedro flexível (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981)

foi empregado para a minimizaçãoJ em relação aos coeficientes e expoentes fracionários. Como resul-

tado, uma função de transferênciaGf rac(s), comn= 2, envolvendo apenas sete parâmetros (b0,b1,b2,a1,a2,β ,α),

foi suficiente para proporcionar uma boa aproximação da admissão sobre uma ampla gama de frequên-

cias. A seguir, os resultados obtidos no presente trabalho serão comparados com os relatados em (GAL-

VÃO et al., 2013). Para este efeito, a mesma rede será empregada, com parâmetrosRS= 0,1Ω, R= 1Ω,

C = 0,5F , NZ = 3, NX = NY = 5 e fC = 0,5. Finalmente para a execução do método proposto os pares

iniciais (α ,ρ) utilizados na otimização foram selecionados a partir de um grid formado pela variação de

α de 0,1 até 2,0 eρ de 0,1 to 0,9, ambos com período de amostragem 0,1 e com intervalo de tempo de
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0− 80s e período de amostragemT = 0,001s. As Figuras 40(a) e 40(b) apresentam a admitância e a

resposta ao degrau unitário da rede RC em questão, incluindo a resistência da fonteRS. Como pode ser

visto na Figura 40(a), a admitância converge para−10 dB em baixas frequências, o que equivale a uma

resistência de 3,16Ω. Este valor corresponde à associação em série deRS com a resistência equivalente

de redeRC, uma vez que os capacitores se comportam como circuitos abertos em baixas frequências.

Como resultado, o valor de estado estacionário da corrente de entrada, seguida de uma entrada degrau 1

V é igual a V/3,16Ω = 0,32 A, que é consistente com o valor limite da curva mostrada na inserção da

Figura 40(b).

Figura 40 - (a) Admitância e (b) Resposta a uma entrada degrau da rede RC utilizada neste estudo de
caso.

Fonte: O próprio autor
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É mostrado também que na Figura 40(a), que a admitância converge a 20 dB em frequências altas, o

que pode ser atribuído à presença de um caminho de capacitores entre os terminais de rede. Com efeito,

uma vez que os capacitores se comportam como circuitos em curto em altas freqüências, a admitância ge-

ral se torna 20log10(1/RS) = 20log10(1/0,1) = 20 dB. Esta é também a razão pela qual a corrente de en-

trada atinge um valor inicial de 10 A na Figura 40(b). Os capacitores impõem que a voltagem através da

rede permaneça igual a zero imediatamente após a aplicação de uma entrada degrau de 1 V e assim, a cor-

rente inicial é igual a

1V , RS= 1V/0.1 Ω = 10A.

O método de identificação proposto foi inicialmente executado com uma FT de ordem fracionária

da seguinte forma:

Gn=1
f rac(s) =

b0+b1sα

1+a1sα , (144)

que é um caso particular de (141), no qual o mesmo expoente fracionárioα é utilizado para o numerador

e o denominador. Os pares iniciais (α ,ρ) utilizados na otimização foram selecionados a partir de um

grid formado pela variação deα de 0,1 até 2,0 eρ de 0,1 to 0,9, ambos com período de amostragem

igual a 0,1.

Para efeitos de comparação, as seguintes funções de transferência de ordem inteira e fracionária

também foram identificadas:

Gn=1
int (s) =

b0+b1s
1+a1s

, Gn=2
int (s) =

b0+b1s+b2s2

1+a1s+a2s2 . (145)

Neste caso, a função custo, (138) torna-se uma função de um único parâmetro,ρ . Este parâmetro

foi otimizado usando valores iniciais variando de 0,1 até 0,9, com período de amostragem igual a 0,1.

Em todos os casos, a identificação foi baseada na resposta ao degrau unitário da rede tridimensional

RC, com intervalo de tempo de 0−80s e período de amostragemT = 0,001s.

A Tabela 15 apresenta as FT’s de ordem inteira e de ordem fracionária determinadas, juntamente

com os resultados relatados em (GALVÃO et al., 2013), que foram obtidos através da minimização da

função custo (143) para frequênciasω variando de 10−2 a 103 rad / s.(a) Método proposto (ordem inteira) ,

(b) Método proposto (ordem fracionária), (c) Resultados obtidos em (GALVÃO et al., 2013) (ordem fracionária).

Na Figura 41 são comparadas as respostas a uma entrada degrau, dos modelos de ordem

inteira e de ordem fracionária obtidos com o método de identificação proposto. Como pode

ser visto, os modelos de ordem fracionária proporcionam uma correspondência muito melhor

com a resposta a uma entrada degrau da rede real. Paran= 2, a resposta do modelo de ordem

fracionária é quase indistinguível daquela obtida com a rede tridimensional a ser identificada.
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Tabela 15 - Resumo dos resultados

n= 1 n= 2

(a)
1,449s+0,358

0,229s+1
0,875s2+2,73s+0,339

0,116s2+1,614s+1

(b)
1,348s0,682+0,287

0,145s0,682+1
5,311s+0,792s0,439+0,333

0,481s+2,994s0,439+1

(c)
1,395s0,698+0,281

0,181s0,651+1
0,067s+3,015s0,852+0,346

0,088s+1,288s0,472+1

Figura 41 - Resultados a uma resposta ao degrau com o método proposto: Modelos de ordem inteira e
fracionária.

Fonte: O próprio autor
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Figura 42 - Resultados da resposta ao degrau (Modelo de ordem fracionária comn = 2):Comparação
entre o método de identificação proposto e o método relatado em (GALVÃO et al., 2013), ambos no
domínio da frequência.

Fonte: O próprio autor

Na Figura 42 são comparadas as respostas a uma entrada degrau do modelo de ordem

fracionária obtido no presente trabalho com o relatado em (GALVÃO et al., 2013), que são

rotulados como identificação a resposta ao degrau e identificação a resposta em frequência,

respectivamente. A comparação é restrita ao cason= 2, pois a função de transferência obtida

em (GALVÃO et al., 2013) paran = 1 é imprópria (isto é, o termo dominante no numerador

tem um expoente maior em comparação com o denominador), como pode ser visto na Tabela

15.

Assim, a resposta ao degrau correspondente não está bem definida nesse caso. Na verdade,

a parametrização adotada em (GALVÃO et al., 2013) não impôs que os expoentes fracionários

devem ser iguais no numerador e denominador. Desde a identificação foi destinado a conjugar

a rede dentro de uma faixa de frequência limitada, não houve necessidade de impor uma priori

relação entre esses expoentes. No que se refere an= 2, caso representado na Figura 42, pode-se

notar que ambos os modelos proporcionam uma boa correspondência de resposta da rede real.

No entanto, o modelo relatado em (GALVÃO et al., 2013) produz uma discrepância maior

na parte inicial da resposta transitória, tal como representada na inserção. Esta descoberta pode

ser atribuída a uma incompatibilidade entre à admitância da rede e do modelo identificado em

frequências mais altas do que aquelas empregadas na função de custo (143). Como o método

proposto no presente trabalho está diretamentedestinado a conjugara resposta ao degrau, o
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modelo resultante fornece um conjunto muito melhor dos valores iniciais da resposta.

A melhora significativa na identificação dinâmica da rede usando o modelo de ordem fracio-

nária quando comparado com o modelo de ordem inteira é mostrada na Figura 43. Os resultados

corroboram com os achados no domínio do tempo.

Finalmente, a Figura 44 compara as respostas em frequência dos modelos em frequência de

ordem fracionária obtidos no presente trabalho com os relatados em (GALVÃO et al., 2013).

Paran= 2 os resultados mostram uma excelente concordância com a resposta em frequência da

rede e são consistentes com aqueles relatados em (GALVÃO et al., 2013). O método proposto,

adaptado para adequar a resposta a uma entrada degrau da rede tridimensional no domínio do

tempo, também fornece uma excelente representação no domínio da freqüência.
Figura 43 - Resultados obtidos pela resposta em frequência: Modelos de ordem inteira e fracionária.

Fonte: O próprio autor
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Figura 44 - Resultados no domínio da frequência (Modelos de ordem fracionária): Comparação da res-
posta em frequência como o método proposto em (GALVÃO et al., 2013).

Fonte: O próprio autor

Conforme pode ser visto, o procedimento de identificacão proposto no domínio do tempo

em resposta a uma entrada degrau, tem uma formulação muito parcimoniosa, corresponde muito

bem com a resposta da rede tridimensionalRC a uma entrada degrau, é consistente com as

formulações no domínio da frequência obtidas em (GALVÃO et al., 2013) e proporciona uma

excelente resposta no domínio da frequência, em termos do módulo e da fase, correspondente

à rede. Por último pode-se destacar que a sua implementação algorítmica é muito simples e

utiliza apenas caixas de ferramentas computacionais já existentes.
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7 CONCLUSÕES

7.1 CONCLUSÕES GERAIS

Nesta tese foram propostos novos métodos de identificação de sistemas lineares e invarian-

tes no tempo que utilizam o CF como ferramenta principal. O mecanismo de funcionamento de

todos eles baseia-se na resposta do sistema a uma entrada degrau.

Inicialmente, no Capítulo 3, foram propostos alguns aperfeiçoamentos para tornar o método

desenvolvido em (SILVA, 2008) mais eficiente. Com a utilização do algoritmo do poliedro

flexível (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado noOptimizationToolboxMatlab,

a identificação realizada nos casos estudados apresentou um erro bem menor do que o obtido

com o método original proposto em (SILVA, 2008). Outro fator que merece ser destacado

foi a substituição doSimulinkpor programas desenvolvidos noMatlab, pois esta mudança

tornou o processo mais automatizado e possibilitou um enorme ganho de tempo, propiciando a

exploração de mais resultados.

Logo após, no Capítulo 4, foi proposto um método de identificação semelhante ao apre-

sentado em (KOSAKA et al., 2005), sendo que a principal diferença entre ambos é que neste

caso a ordem dos integradores é fracionária. Por este motivo é possível realizar a identificação

com uma opção de escolha bem maior do que nos casos em que a ordem dos modelos é inteira.

Este método apresentou um bom desempenho mas possui uma grande limitação pelo fato de

identificar sistemas atravésFT ′s com expoentes múltiplos e ser muito sensível a ruídos.

No Capítulo 5, é proposto um novo método de identificação que se assemelha ao método

elaborado em (SILVA, 2008). Este novo método pode ser considerado uma generalização de

(SILVA, 2008) por possibilitar a escolha de trabalhar com integradores de ordem inteira ou

fracionária, o que aumenta muito o número de modelos que podem ser escolhidos. Apesar de

também estar limitado a trabalhar com modelos que apresentam expoentes múltiplos, possui

duas grandes vantagens em relação ao anterior, A primeira é oferecer a opção de identificar

sistemas instáveis devido ao fato de adotar procedimento que consiste na multiplicação, no

domínio do tempo, da função de transferência instável por uma função exponencial do tipoe−σt ,

σ > 0 para levar este produto para zero, quando o tempo tende ao infinito,e assim possibilitar a

identificação. A segunda é que este método de identificação, pelos resultados obtidos, é menos

sensível aos ruídos de medição, provavelmente devido à multiplicação pela função exponencial

citada, que possibilita a convergência de todos os sinais utilizados na identificação, para valores

constantes finitos.
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Por último, no Capítulo 6, um outro método de identificação foiproposto e mostrou-se

mais completo do que os anteriores. Em seu mecanismo de funcionamento utiliza um conjunto

de parâmetrosσi que serão usados na multiplicação, no domínio do tempo, daFT por uma

função exponencial do tipoe−σit e assim obter equações necessárias para a identificação. O

referido método funciona com qualquer modelo de ordem fracionária ou inteira, apresentou

pouca sensibilidade a ruídos e os resultados obtidos foram mais eficientes do que os conseguidos

com os outros métodos desenvolvidos nesta tese.

7.1.1 Perspectivas futuras

Embora os métodos aqui desenvolvidos tenham-se mostrado eficientes, muitas possibili-

dades de pesquisas futuras podem ser realizadas e, com o intuito de buscar novos resultados,

algumas linhas de trabalho podem ser traçadas e a seguir estão listadas:

• Estabelecer os mesmos resultados do Capítulo 5, com a substituição da função exponen-

cial pela função Mittag-Leffler;

• Estabelecer os mesmos resultados do Capítulo 6, com a substituição da função exponen-

cial pela função Mittag-Leffler;

• Estabelecer os mesmos resultados do Capítulo 4, Capítulo 5 e Capítulo 6, com a substi-

tuição da inversa da matrizA determinada pela matriz pseudo-inversa daA;

• Estabelecer os mesmos resultados do Capítulo 5 e Capítulo 6, com a substituição da in-

versa da matrizA determinada pela matriz pseudo-inversa daA e a substituição da função

exponencial pela função Mittag-Leffler;

• Estabelecer os mesmos resultados do Capítulo 6, com a modificação da maneira do cál-

culo doEQM não pela resposta ao degrau mas pela resposta em frequência.

7.1.2 Publicações

7.1.2.1 ARTIGOS COMPLETOS PUBLICADOS EM ANAIS DE CONGRESSOS

• Jacyntho, L. A.; Teixeira, M. C. M.; Assunção, E.; Cardim, R.; Garcia, J. P. F.; Ribeiro

, J. M. de S.; Lazarini, A. Z. N.; Galvão, R. K. H.. Sobre a identificação de funções de

transferência de ordem fracionária utilizando uma entrada degrau. In: IEEE/IAS Interna-

tional Conference on Industry Applications, 2014, Juiz de Fora - MG. IEEE INDUSCON

2014, 2014. v.1.



7.1 CONCLUSÕES GERAIS 104

• Jacyntho, L. A.; Teixeira, M. C. M.; Assunção, E.; Cardim, R.; Kozan, R. F.; Sanches,

M. A. A.; Junqueira, M.. Identificação de Funções de Tranferência de Ordem Fracionária

Utilizando como Entrada um Degrau. In: Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente -

XI SBAI, 2013, Fortaleza CE. Simpósio Brasileiro de Automação Inteligente - XI SBAI,

2013. v.1.

7.1.2.2 ARTIGOS COMPLETOS ACEITOS EM PERIÓDICOS

• Jacyntho, L. A.; Teixeira, M. C. M.; Assunção, E.; Cardim, R.; Galvão, R. K. H.;

HADJILOUCAS, S.. Identification of fractional-order transfer functions using a step

excitation. IEEE Transactions on Circuits and Systems. II, Express Briefs, 2015.
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APÊNDICE A

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%% PROGRAMA PARA OTIMIZAR A VARIÁVEL SIGMA %%%%

%%%%CASO PARTICULAR PARA G(S)= b1s+b0/a2s^2+a1s+ao %%

%%%%%% AUTOR: Luiz Antonio Ja
yntho%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%% DATA:23/04/15 %%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

fun
tion [J℄ = 
ost_sigma(theta) % 
omando para minimizar si (sigma);


lear all;


l
;

load dados;%Arquivo que 
ontem o sinal Yt e o tempo de simulação t;

si = theta(1);%Definindo a variável sigma que será otimizada;

E = exp(-si*t);%Função e^(-si*t) que multipli
ará no tempo o sinal G(s)/s;

Y = Yt.*E';%Produto no tempo do sinal G(s)/s por e^(-si*t);

Ysi = tf([1 si℄,[1 0℄);% Sistema s+si/s para a obtenção de G(s+si)/s;

[Y1℄ = lsim(Y,Ysi,t); % Obtenção de Y1(s)=G(s+si)/s;

yf1 = Y1(length(Y1));% Obtenção de $y_1(\infty)$;

%%%%%%Primeira iteração%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

W1=Y1-yf1;%Obtenção de W1(s);

Gint=tf([0 1℄,[1 0℄);%Definindo o integrador 1/s;

[Y2℄ = lsim(Gint,W1,t);%Integral para obter Y2(s);

yf2=Y2(length(Y2));%Valor de regime da 1a. iteração;

%%%%%%Segunda iteração%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

W2=Y2-yf2;%Obtenção de W2(s);

[Y3℄=lsim(Gint,W2,t);%Integral para obter Y3(s);

yf3=Y3(length(Y3));%Valor de regime da 2a. iteração;

%%%%%%Ter
eira iteração%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

W3=Y3-yf3;%Obtenção de W3(s);

[Y4℄=lsim(Gint,W3,t);%Integral para obter Y4(s);

yf4=Y4(length(Y4));%Valor de regime da 3a. iteração;

%%%%%Determinação de G(s+si)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

b=[yf2;yf3;yf4℄;

A=[1 -yf1 0; 0 -yf2 -yf1;0 -yf3 -yf2℄;

x= A\b;%Obtenção dos 
oefi
ientes de G(s+si);
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g=tf([x(1) yf1℄,[x(3) x(2) a℄);% Obtenção da função de transferên
ia G(s+si);

%%%%Determinação de G(s)%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%

b0=yf1 -x(1)*a;%Obtenção de b0;

a1=x(2)-2*x(3)*a;%Obtenção de a1;

a0=x(3)*a*a -x(2)*a +1;%Obtenção de a0;

gor=tf([x(1) b0℄,[x(3) a1 a0℄);%Obtenção da função de transferên
ia G(S);

G = step(gor,t);

Z = (G - Yt)'*(G - Yt)/12001;

J= sqrt(Z);%Obtenção do EQM de G(s) em relação ao sinal original;


