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RESUMO

S4o propostos nesta tese novos métodos de identificagdo de sistemas lineares invariantes no
tempo, descritos através de Func¢des de Transferéncia (FT), estaveis ou instaveis, de ordem fra-
cionaria, utilizando como entrada um degrau. A primeira contribuicdo aprimora o desempenho
de um método de identificacdo conhecido, para FT de ordem inteira, com a otimizacédo de um
parametro durante a identificagdo. Posteriormente, € proposto um novo método, que utiliza in-
tegradores de ordem fracionaria, para a identificagcdo de FT estaveis. Em seguida, propde-se
outro método que, além de utilizar integradores de ordem fracionaria, faz uso de uma funcéo
exponencial convergente e também de um filtro, que combinados possibilitam a identificacéo
de FT de ordem fracionaria instaveis. Adicionalmente, um método ainda mais eficiente é pro-
posto e 0 seu mecanismo de funcionamento baseia-se na resposta do sistema a uma entrada
degrau, que multiplicada por diferentes exponenciais convergentes, gera um conjunto de sinais
auxiliares para a obtencéo do sinal final, necessério para identificar a FT, estavel ou instavel.
Para comprovar a eficiéncia dos métodos propostos, foram realizadas varias identificacées, com
simula¢des numéricas, incluindo exemplos tedricos desenvolvidos no Matlab e experimentos
praticos que foram realizados em laboratorio, descritos a seguir: (i) funcao de transferéncia de
um sistema de controle da posi¢cdo de um carrinho acionado por um motor de corrente conti-
nua; (ii) funcdo de transferéncia relacionando a posicdo dos membros inferiores de pacientes
hemiplégicos e paraplégicos sujeitos a uma estimulagéo elétrica funcional. Finalmente, é apre-
sentada a identificacdo da funcéo de transferéncia de uma rede RC tridimensional, que pode
modelar circuitos para obter a resposta dielétrica de materiais compdsitos contendo particulas
isolantes e condutoras.

Palavras-chave: Identificacdo com entrada degrau. Calculo fracionario. Sistemas lineares.
Sistemas de ordem fracionaria. Funcéo de transferéncia. Integral fracionaria. Derivada fracio-
naria.



ABSTRACT

This thesis proposes new methods for the identification of fractional order stable and unstable
Transfer Functions (TF), based on the time response resulting from a single step excitation. Ini-
tially, the improvement of a known identification method for TF of integer order, considering
the optimization of a parameter in the identification process, is presented. Then, a new method
based on fractional order integrators, is proposed for the identification of stable TF. Moreover,
another method for stable and unstable fractional order TF, also with fractional order integra-
tors, that is based on the multiplication in the time domain of the plant output by a convergent
exponential function and a suitable filter is proposed. Furthermore, a more efficient method is
proposed, based on the multiplication in the time domain of the plant output by different conver-
gent exponential functions and a suitable filter. Numerical examples using the Matlab software
illustrate the theoretical results and are used for comparisons, including the following cases with
experimental data: (i) TF of a control system for the position of a car using a DC motor; (ii)
TF for of the leg position of paraplegic and hemiplegic patients subject to a functional electrical
stimulation. Finally, the identification of a three-dimensional RC network, which can be used
as circuit models for the dielectric response of composite materials containing insulating and
conducting particles, is presented.

Keywords: ldentification with step response. Fractional calculus. Linear systems. Fractional
order systems. Transfer function. Fractional integral. Fractional derivative.
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1 INTRODUCAO

Desde a antiguidade, o ser humano tem procurado descrever matematicamente sistemas
reais para tentar compreendé-los e, a partir dai, conseguir encontrar solu¢des para os diversos
tipos de problemas relacionados a eles.

De la para ca, muitas mudancas ocorreram ao longo do tempo, métodos e técnicas foram
desenvolvidas, mas o antigo desafio de representar um sistema real usando um analogo mate-
mético parece permanecer inalterado (AGUIRRE, 2000).

De tudo o que foi conquistado e que existe atualmente, um método muito usado pelos
pesquisadores é a modelagem pela fisica ou natureza do processo, que necessita de um profundc
conhecimento das leis fisicas que regem o sistema a ser modelado, mas que, infelizmente,
devido a esse "conhecimento” e ao tempo que € preciso para modelar um sistema partindo do
equacionamento dos fenbmenos envolvidos, nem sempre € viavel seguir por este caminho.

Nos meados dos anos 90, com a modernizacado da ciéncia, e com a facilidade em simular
experimentos, surgiu uma necessidade crescente de obtencdo de modelos a partir de dados
observados e ndo exclusivamente partindo das equacdes que descrevem a fisica do processo.
Existem varias causas para estas mudancas, mas parece instrutivo citar, em primeiro lugar, o
aumento de complexidade dos sistemas estudados que inviabilizam, em muitos casos, escrever
as suas equacodes basicas e em segundo lugar a maior acessibilidade a computadores que Sa
capazes de processar dados coletados diretamente dos sistemas (AGUIRRE, 2000).

Assim, uma alternativa que pode ser viavel e até mesmo necessaria, em varios casos para
estas implementacdes, € utilizar a identificacdo de sistemas, que € uma area de conhecimento
que estuda técnicas e alternativas de modelagem que necessitam pouca ou nenhuma informacao
prévia do sistema em questao e também néo exige muito tempo para desenvolver um modelo
desejado.

Os métodos desenvolvidos para a identificacdo de sistemas podem ser divididos em trés
grupos (LJUNG, 1999):

e métodos paramétricos;
e métodos ndo-paramétricos;

e métodos do dominio da frequéncia.

Os métodos ditos paramétricos utilizam estruturas matematicas parametrizadas para descrever o
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comportamento dindmico original no dominio do tempo. Osrpatéos destas estruturas mate-
maticas séo ajustados por algoritmos de estimacao a partir dos dados medidos (LJUNG, 1999).
Os métodos ndo-paramétricos também geram modelos no dominio do tempo, mas o comporta-
mento dindmico do sistema € determinado através de fun¢des de correlacao obtidas através dos
dados disponiveis. Os métodos do dominio da frequéncia geram modelos representados neste
dominio. Estes métodos utilizam a transformada de Fourier (HOUGEN, 1990) para calcular a
resposta em frequéncia dos sistemas analisados.

Realizada esta etapa, outro problema que surge apds todo este processo € saber se 0 modelc
determinado é realmente a melhor aproximac¢éo da realidade estudada, pois € possivel encon-
trar, quase sempre uma "familia" de modelos com caracteristicas e desempenhos variados.
Assim, torna-se necessaria a aplicacédo pratica desses modelos dinamicos oriundos de dados
experimentais para selecionar qual sera o que melhor representa o sistema estudado.

Sendo todos eles uma aproximagao experimental para a determinagcao da dinamica do sis-
tema, uma identificagdo completa € constituida por quatro estagios (LANDAU, 1990):
1. Aquisicao da informacéo referente a entrada/saida do sistema sob um protocolo experimen-
tal;
2. Escolha da estrutura do modelo;
3. Estimacéo dos parametros do modelo;
4. Validacao do modelo identificado.

O primeiro estagio diz respeito basicamente ao tipo de entrada que sera utilizada na iden-
tificagcdo. O segundo estagio por exemplo, trata da ordem da funcdo de transferéncia e essa
escolha depende de fatores como o tipo de sistema que esta sendo identificado, por exemplo,
sistema mecanico, sistema pneumatico, etc. O terceiro estagio refere-se ao procedimento que
serd empregado (algoritmo) e o quarto é feita a verificacao para saber se 0 modelo identificado
corresponde ao comportamento dinamico do modelo real.

De muitas maneiras diferentes € possivel satisfazer estes estagios de uma identificacdo com-
pleta e, além dos mecanismos tradicionais que estdo sendo empregados, uma proposta de nosse
parte € incorporar uma ferramenta que vem surgindo mais frequentemente com o passar dos
anos para ajudar na implementacdo de modelos mais eficientes, que se chama Calculo Fracio-
nério (CF) ou calculo diferencial e integral de ordem néo inteira. Esta necessidade decorre de
sua capacidade em descrever fenbmenos em varias areas do conhecimento que ndo podem sel
descritos de forma adequada por um outro tipo de modelo, por exemplo, utilizando derivadas
de ordem inteira.

Das duas ultimas décadas até os dias de hoje, o CF, vem se tornando uma ferramenta muito
importante no auxilio da modelagem e também resolugdo dos mais variados problemas em
diversas areas, como engenharia, ciéncias e matematica.
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Apesar de suas aplicacdes aparecerem somente agora commieasidiade, sua idade é
tdo antiga quanto a do calculo diferencial e integral classico, cujos primeiros registros datam de
30 de setembro de 1695, numa carta que L'Hopital escreveu a Leibniz, na qual faz referéncia
a uma notacéao particular que ele havia usado em uma de suas publica¢des, a respeito de uma
derivada de ordem, d"/dx", da funcéo linearf (x) = x. L'Hopital entéo colocou a seguinte
questdo, "Qual é o resultado se= 1/2?". Leibniz, repondeu: "E um aparente paradoxo, do
qual um dia consequéncias Uteis serdo tragadas" (JESUS, 2007).

Iniciava-se, assim uma nova teoria que mais tarde, somada as contribui¢cdes de varios ma-
tematicos como Euler em 1730, Lagrange em 1812, Laplace em 1812, Fourier em 1822, Abel
em 1823, Liouville entre 1822 - 1837, Riemann em 1847, Grinwald em 1867, Letnikov entre
1868 - 1872, entre outros, levaram as primeiras definicdes de derivadas e integrais de ordens
nao inteiras (JESUS, 2007).

Durante aproximadamente trés séculos, a teoria do CF foi desenvolvida principalmente no
campo tedrico, sendo Util quase que exclusivamente para os matematicos. Apenas em 1974 é
que surgiu um estudo bem estruturado no campo pratico, com o livro escrito por K. B. Oldham
e J. Spanier (OLDHAM; SPANIER, 1974). Este livro desempenhou um papel de destaque no
desenvolvimento do CF no ponto de vista de suas aplica¢cdes em fisica, quimica e em enge-
nharia, sendo a primeira obra inteiramente dedicada a uma apresentacao sistematica das ideias,
métodos e aplicacdes do CF (PODLUBNY, 1999).

Atualmente, em quase todas as areas cientificas, existem publicacdes recentes de artigos
que lidam com aplicacdes do CF sobre os mais variados assuntos. Alguns exemplos incluem a
propagacao de ondas acusticas e eletromagnéticas (ENGHETA, 2000). Com a incorporagdo de
processos e fendbmenos ndo-locais, em uma estrutura matematica com o advento do CF, torna-se
possivel estender a aplicacdo da teoria dos sistemas para uma gama muito maior de problemas
entre as ciéncias fisicas.

As contribuicdes desta tese abordam alguns métodos de identificacdo de sistemas comple-
X0S com comportamentos emergentes, quando estes sdo submetidos a uma entrada degrau. Os
métodos propostos visam complementar a literatura existente sobre o tema. As aplicacdes in-
cluem filtragem (CARLSON; HALIJAK, 1964), (SAMADI; AHMAD; SWAMY, 2004), (BAR-

BOSA; MACHADO; SILVA, 2006), (OUSTALOUP et al., 2000), (TSENG, 2001), (DAM,
2014), (JOHANSSON, 2012), (MAIONE, 2013), (CHEN; CHEN; XUE, 2011), analises de cir-
cuitos dielétricos, (BOUAMRANE; ALMOND, 2003), (MCCULLEN et al., 2009), (Galvao et
al., 2013), e controle (PODLUBNY et al., 2002), (VINAGRE et al., 2001), (CHEN et al., 2012)
e (HUA; LIU; GUAN, 2014).

De acordo com as consultas realizadas até o inicio de 2015, ficou constatado que nos estu-
dos de possiveis artigos sobre identificacdo de sistemas que utilizam o CF, ndo foi descoberto
nenhum trabalho que se assemelha com os métodos de identificacdo que estdo sendo propostos
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Em virtude disso, para familiarizar-se com o tema, foramdestas os artigos (DEEPYAMAN,;
MITHUN; AMIT, 2009), (NARANG; SHAH; CHEN, 2010) e (GALVAO et al., 2013) que
tratam deste assunto mas com outros métodos e técnicas.

Fazendo um breve relato do que foi visto, em (DEEPYAMAN; MITHUN; AMIT, 2009),
0s autores elaboraram um método de identificacdo que aplica o CF para encontrar equacdes
que relacionam os parametros que serdo estimados para em seguida solucionar equacgoes si-
multdneas que geram os parametros estimados do processo. As referidas equacfes simulta-
neas sao determinadas e atualizadas usando a técnica de otimizacdo por enxame de particulas
(Particle Optimization SwarrPSO)).

Em (NARANG; SHAH; CHEN, 2010) é proposto um método que simultaneamente es-
tima atrasos de tempo em conjunto com outros parametros de um modelo de tempo continuo
que possui ordem fracionaria, de uma maneira iterativa, resolvendo equacdes de regressao li-
near simples. Para os casos em que a ordem fracionaria é desconhecida, também é elaborado
um meétodo de otimizacdo deop alinhado onde o tempo de atraso, juntamente com outros
parametros do modelo, sédo estimados iterativamente no lago interno e a ordem fracionaria €
estimada ndoop externo.

Por dltimo, (GALVAO et al., 2013) trata de um método usado para elaborar modelos de or-
dem fracionéria para aproximagéao de redes RC tridimensionais que sdo representadas por uma
matriz de incidéncia que possui elementos resistivos e capacitivos distribuidos em varias ca-
madas interconectadas. Este trabalho foi deixado por ultimo porque a rede citada foi objeto de
identificacdo dos métodos propostos nesta pesquisa e por este motivo foi feita uma analise mais
detalhada dos resultados obtidos em (GALVAO et al., 2013) e nos procedimentos nele adotados.

Este trabalho foi organizado da seguinte forma:

e No Capitulo 2, sdo apresentadas as definicbes e conceitos matematicos essenciais para a
compreensao do CF e uma introducéo bésica de sua teoria, que inclui a definicdo de inte-
gral fracionaria, as principais definicdes de derivada fracionaria e alguns exemplos para o
melhor entendimento destes conceitos.

e No Capitulo 3, sdo propostos alguns aprimoramentos em um método de identificacdo de
FT’sde ordem inteira apresentado em (SILVA, 2008) e também séo feitas algumas simu-
lagBes para comprovar a melhora significativa de seu desempenho.

e No Capitulo 4, generalizou-se um método de identificaca& Te exposto em (KO-
SAKA et al., 2005), de tal forma que com as novas implementacdes, é possivel fazer a
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identificacdo de sistemas lineares por intermédib @&s de ordem fracionaria. Também
é feita a sua validac&o por intermédio de alguns experimentos.

e No Capitulo 5, é proposta a generalizagcdo do método exibido em (SILVA, 2008) de tal
forma que possibilita a identificacdo de sistemas lineares atrad€$’dénstaveis e es-
taveis e que possuem ordem fracionaria. Depois séo feitos alguns exemplos.

e No Capitulo 6, € proposto um novo método de identificacdo de sistemas que baseia-se na
resposta a um degrau do sistema para gerar um conjunto de sinais auxiliares, e a partir
destes sinais auxiliares obter uma saida final que é utilizada para a determingdas de
estaveis ou instaveis de ordem fracionaria ou inteira. Também é feita a sua validacdo com
a apresentacao de alguns exemplos. Por dltimo é realizada uma comparacédo do método
proposto com o método apresentado em (GALVAO et al., 2013), baseado na resposta em
frequéncia.

e No Capitulo 7 esta a concluséo geral deste estudo, sdo realizados alguns comentarios a
respeito de todos os métodos de identificacdo propostos neste trabalho e também é feita
uma analise individual de cada um.

e Em seguida, séo estabelecidas as conclusdes e perspectivas futuras. Entdo, uma lista com
as publicacdes oriundas desta tese € exibida.
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2 CONCEITOS MATEMATICOS E DEFINICOES DO CALCULO FRACIONARIO

Este capitulo abrange alguns conceitos matematicos que formam uma base tedrica neces-
saria para uma minima compreensédo do Calculo Fracionario (CF) e também de suas principais
definicbes. Nesta ordem, serdo expostas as definicdes da funcdo Gama e propriedades, funcéo
Beta e propriedades, funcdo Mittag Leffler contendo um ou dois pardmetros e logo apés uma
tabela contendo alguns pares de transformadas de Laplace que sdo usados com mais frequéncia
no CF. Por ultimo seréo apresentadas as principais definicdes do CF, iniciando com a integral
fracionaria segundo Riemann-Liouville e finalizando com as definicdes de derivada fracionaria
elaboradas por Riemann-Liouville, Caputo e Griinwald-Letnikov.

Cabe ressaltar que a finalidade deste capitulo é aplicar as definicbes de derivada e de inte-
gral fracionaria na resolucao de problemas relacionados aos métodos elaborados neste trabalho.
Portanto caso exista a necessidade de uma analise mais detalhada sobre o CF, o aprofundamentc
do assunto pode ser obtido com a leitura das seguintes referéncias (PODLUBNY, 1999), (DOT-
CAK; KOSTIAL, 1994), (OLDHAM; SPANIER, 1974), (MILLER; ROSS, 1993) e (MILLER;

J., 2009).

2.1 CONCEITOS MATEMATICOS BASICOS APLICADOS NO CALCULO FRACIONA-
RIO

2.1.1 Funcéao Gama

A Funcdo Gama foi mais uma, das varias contribuicdes que Euler fez a matematica e de-
sempenha um papel fundamental no CF, pois possibilita em muitos casos o calculo do fatorial
de um nimera, quando este € ndo inteiro. Sua definicdo usual é determinada através da integral
imprépria:

[(2)= /(:w e 't* 1dt, Rgz) > 0. (1)

Quando o valorzz escolhido for um nimero complexo, entdo para que a integral acima
seja convergente, é necessario &) > 0 e esta demonstragéo pode ser verificada em (PO-
DLUBNY, 1999). Para melhor entendimento deste conceito, serd feito o calculo da funcao
Gama para = 3/2. Assim, de (1) tem-se que:

*”etﬁwzndu:/*mewuﬂmt @)
0

re/2)- |

0
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Para calcular o valor da integral obtida em (2), foi utilizadEOGEBRA, que é um
softwarede geometria dinamica, de cédigo livre, que esta disponivel em (HOHENWARTER,
2001) e o resultado pode ser visto na Figura 1.

Figura 1 - Célculo do valor dE(3/2). (No eixo verticale 't%/2 e no eixo horizontat.)

1 Area = 0.88623

Fonte: O préprio autor

A obtencado da funcdo Gama para um valor especifico qualquer, na maioria dos casos nao
€ uma tarefa simples, pois sua definicdo contém uma integral imprépria. Por este motivo é
viavel conhecer algumas propriedades que facilitam o célculo de alguns valores especificos. A

primeira propriedade é a seguinte:
MN(z+1)=zl(2), 3

cuja demonstracéo pode ser encontrada em (PODLUBNY, 1999).
A sua grande utilidade é que calculando o valof (&) através da defini¢cdo, que éigualal e
usando-a repetidamente, para valores inteiros, tem-se:

r2)=1r(1)=1=1!

r(3)=2r2) =2=2
(4)=3r(3)=6=23l

F(n+1)=nr(n)=n(n—1)! =nl. (4)

Dai, uma consequéncia 6bvia é que a definicdo usual de fatorial pode ser substituida pela
definicdo da funcdo Gama, com a vantagem de poder utilizi-la para valores de z néo inteiros.
Por este motivo a funcdo Gama € uma generalizacdo do conceito de fatorial para valores do

conjunto dos numeros reais.

Para ter uma visao geral do comportamento da funcdo Gama, a Figura 2 representa o valor
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del (z) para valores de compreendidos entre O e 5,5.

Figura 2 - Valores do fatorial deentre O e 5,5.

[e]
o

o o ~
o =) o
T i i

i i

Valores de I'(z)
w S
o o

N
o
I

=
o
T

i i I I I I E
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 35 4 4.5 5 55
Valores de z

Fonte: O préprio autor

2.1.2 Funcéo Beta

A funcéo Beta é outro conceito muito importante para o CF e tem grande utilidade quando
€ necessario simplificar combinacdes de valores da funcdo Gama que frequentemente aparecem
quando séo calculadas derivadas e integrais fracionarias, e ela é definida por:

1
B(p.q) = /0 (1—w) @ PuP-Ydy, (5)

comRgp) > 0 eRegq) > 0.
Obs: A necessidade das exigéndregp) > 0 e Req) > 0 podem ser verificadas em (PO-
DLUBNY, 1999).

Existe uma relacdo entre a funcdo Gama e a funcdo Beta muito utilizada no CF, que € a

seguinte:

B(P.a) = 1ol ©

2.1.3 Funcao Mittag-Leffler

A funcao Mittag-Leffler foi uma grande descoberta para o CF e possui este nome em home-
nagem a seu criador, Magnus Gosta Mittag-Leffler; pode ser interpretada como uma possivel
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generalizacéo da funcéo exponencial e surge naturalmemie solucido de equacdes diferen-
ciais de ordem ndao inteira.

A sua definicdo considerando apenas um parametrgendo este um numero real ou
complexo, € a seguinte:

Ea(Z):kzom,a>0,Z€ C (7)

Observacédo: Se = 1, entdo o resultado fica:

- &
2 k=0 r(1k+1)

I S N AR
M2 r(3 Mk+1) (8)

_ .. 2 7 y
— +i+i+...+m+...

Ei(2) =

= €

Dependendo do tipo de equacao diferencial que precisa ser solucionada, é preciso acres-
centar um outro parametro na fungéo Mittag-Leffler. Desse modo, sua definicdo considerando
dois parametrog e 3 (coma >0 e >0) fica descrita como:

® v
E,3(2) = ———— a>0,>0,zeC. 9
Observacdo: Em (PODLUBNY, 1999), é possivel verificar mais detalhadamente as defini¢cdes
(7) e (9) e a demonstracéo de (8).

2.1.4 Transformadas de laplace aplicadas ao Calculo fracionario

Quando um sistema linear de ordem fracionaria € utilizado para a resolucéo de alguns pro-
blemas, é necessario algum conhecimento acerca das transformadas de Laplace de uma dada
funcéof(t), para evitar a dedugéo destas formulas cada vez que houver necessidade. Por este
motivo, a Tabela 1 apresenta as transformadas de Laplace de fun¢des temporais que frequente-
mente serdo utilizadas para obter a solucéo de sistemas lineares relacionados com o CF.
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Tabela 1 - Pares de Transformadas de Laplace consideranfipa > 0,3 >0eac R".

1 ta—l

@ M(a)

1 T a
(s+a) r(a)"
saia t0 1 Eq o(—at?)

¥

E,(—at?
s(s” +a) a(—at)
d
s(s” +a) 1—Ea(-at%)
1
sa(s—a) t9 E171+a (61'[)

7

(s—a) t—a E171,a(at)
sa—B
- tP1E4 p(at?)

Fonte: (JESUS, 2007), (PODLUBNY, 1999) e (MILLER; ROSS, 1993

2.2 CONCEITOS FUNDAMENTAIS DE CALCULO FRACIONARIO

Durante o desenvolvimento do calculo de ordem arbitraria, dependendo da aplicacdo dese-
jada, diferentes definicdes de derivada e de integral de ordem fracionaria foram elaboradas ao
longo da histéria. Em (JESUS, 2007), a autora para abordar somente as definicdes mais impor-
tantes, primeiro partiu da formula que Cauchy desenvolveu para integrar uma funezes
(n sendo um namero inteiro), em um intervalo definido, para em seguida, calcular a integral de
ordem fracionaria. A partir dai, fundamentado neste conceito, abordou as principais definicdes
de derivada de ordem fracionéria. Nesta secdo serd seguido este mesmo caminho e primeiro
serd apresentada a definicdo de integral fracionaria de acordo com Riemann-Liouville, que é
uma consequéncia natural da formula que Cauchy desenvolveu. Posteriormente seréo expos-
tas as definicdes mais usuais de derivada de ordem fracionéaria, que foram desenvolvidas por
Riemann-Liouville, Grinwald e Caputo.

2.2.1 Definicao de integral fracionaria

Antes de abordar a definicdo de integral fracionéria, € conveniente determinar a expressao
resultante do célculo de integrar porvezes uma funcédd, quandon € um numero natural
maior que zero. Em (VALERIO, 2001) é possivel verificar mais detalhes dos conceitos que
serdo apresentados. Séjx) uma funcdo continux,< [c,b] e n um nimero natural qualquer.
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Considere agora o operador funciogidl comn € N* (conjunto dos nimeros naturais maiores
do que zero) tal que:

X X1 X2 Xn—1
Clgf(x):// / / f(t)dt. - - dxadxedx. (10)
C C C C

Com o auxilio de (10), é possivel calcular a expressao que representa a integracdo de uma
dada funcém vezes. Considerando= 2 a expressao fica:

oI2(x) = / " / ™ £ (0)dtdx. (11)

Por um outro lado para solucionar (11), levando em consideracao o teorema de Fubini, que
pode ser verificado em (MAGALHAES, 1993), tem-se que:

X X1 X X
/ / G(xq,t)dtdx — / / G(xa,t)dxdt. (12)
Cc Cc Cc t

Em particular, s& for uma funcdo apenas tletem-se qué&s(xs,t) = f(t) e assim:

/CX/Cxl £ (t)dtdx — /CX (/txf(t)dxl) dt

= [0 (o) a= [10pra= oo a3)

Fazendo agora= 3 em (10), e depois utilizando (12) e (13), tem-se:

X X1 X2 X X1 X1 X Xy
// f(t)dtdxzdxlz/ (/ f(t)dxzdt)dxlz// (% — ) f (t)dtdx
C C C C C t C C

:/Xm) (/tx(xl—t)dxl) dt:/xf(t) {L;t)z]xdt:/xo(;zt)zf(t)dt. (14)
c c t c

Seguindo este mesmo raciocinio, para um valor arbitrario, @eexpressao que pode ser
obtida pelo principio de inducéo finita e é conhecida pela formula de Cauchy, como esta descrita
a seguir:

X (x—t)("=1)
n _
P (%) _/C L (15)

Considere agora um valor € [] e a propriedade obtida em (4), assim pode-se generalizar
(15) e definir a integral de ordem fracionanale Riemann-Liouville:

1

t
JOf () = W/c (t—1)%L (7)dr. (16)

Par melhor compreenséo destas definigcdes, serao resolvidos alguns exemplos envolvendo
as formulas deduzidas em (15) e (16) e também sera realizado o calculo sem utiliza-las para
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efeito de comparacéao.
Exemplo 1: Sejaf (x) = x°, atribuindon = 3 ec = 0 na formula de Cauchy, o resultado é o
seguinte:

X _)(3-1) X _ $\2
olff(x):/o %Pdt:/o <X2!t) todt

1 X/ og o6 .7 187 [2x’1*  [t81"
=z tP—2xb+t")dt=2! || — = —
2/0 (x +)dt=31 15 7B,

:}{x8 2x8 f}_}{28x848x8+2b<8}:x8

216 7 "8 2 168 336 (17)

Realizando o calculo do Exemplo 1 sem empregar a férmula de Cauchy, o resultado fica:

X X1 X2 X X1 X6 X2
/ / / tSdtdsedx, = / / [—} dxodx;
0oJo Jo oJo L6]g
X X X26 X X27 X1 xxl7 X18 X x8
g [ = [ = R = | —— = — l
/o/o g Pedx /o {42 c = ) 3% = | 356) T 336 (1O

Exemplo 2: Sejd (x) = €, atribuindon = 3 ec = 0 na formula de Cauchy, o resultado é o
seguinte:

X (v _+)(3-1) X (v __t\2
olff(x):/o %e‘dt:/o (XZ!U dt

1% oy t .2 1 o 11X X X
zé/ (x°€ —2xte +t et)dtzé{[xe}o—ZX/ tedt-i—/tetdt}. (19)
0 0 0

Utilizando agora a regra de integral por partes para determinar o resultado final de (19),
tem-se: Ny
Para a integray t?edt, fazendou = t2 e dv = €dt, obtem-sedu= 2tdt e v= €. Para a
0

X
integral [ teé'dt, fazendau =t edv= édt, obtem-selu=tdt ev= € e a partir dai calculando
0
os resultados, chega-se a: )
/ t2d dt = x?eX — 2xe* + 2€¥.
0

X
/ teldt = xef — . (20)
0
Substituindo (20) em (19), obtem-se:

ol 3f(x) = % {26 — 2x (x&“ — &) + x2€" — 2x& + 26"} = %2eX =€ (21)

Se for realizado o calculo do Exemplo 2 diretamente, para esta funcdo sera mais vantajoso
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pois:

X X1 X2 X Xy X
L[ [ et = [ [ [¢]dxax
0 JO 0 0 JO

X X1 X X
— 2 — 21X1 — 1 — [e]X =
_/o/o exdxzdxl_/o [€2]5 dxl_/o eldx = [€1)g=¢€" (22)

Exemplo 3: Sejaf (x) = x* ev=1/4. Neste caso, sera utilizada a definicio de integral
fracionaria segundo a definicdo de Riemann-Liouville, descrit&lén

Considerando a definicdo de integral fracionaria ja citada, tem-se que:

M) = %/ox(x—t)"1f(t)dt _ %/OX x(1- %)}V_lf(wdt. 23)

Considerandd (t) = t# e a mudanca de varidvel=t /x, a equacao fica:

1 1
[(xu)H] = —/ 1—u)" I HuHdu, 24
(0¥ = 7y -0 (24)
Através da definicdo de funcdo Beta que encontra-se em (5) e a propriedade em (6), conclui-
se:
XXTH _ T(u+1)x*H

WB(u-l—l,v) = . (25)

I = M(u+v+1)

Fazendo agorp = 2 ev=1/4, o resultado fica:

ape = TCHY  aed) _ g 7845504

- T(1/4+2+1)

portanto, JV/4[x3] = 0,7845¢/4,

2.3 A DERIVADA FRACIONARIA

Diferente do caso da integral fracionéria, a derivada fracionaria possui diferentes definicbes
que sdo muito utilizadas por pesquisadores de todas as areas. Em (JESUS, 2007), a autora faz
uma analise sobre todas estas definicdes, sobre as particularidades de cada uma delas e coment:
que, dependendo do problema a ser estudado, para a sua resolucao, determinado conceito pode
ser empregado com maior facilidade que o outro, por exemplo, se a pesquisa necessita de reso-
lucéo de equacdes diferenciais com condi¢des iniciais, a definicdo de Caputo que sera descrita
na Secédo 2.3.2 é a melhor escolha, mas se o estudo abordado envolve problemas numéricos que
contém varias iteracfes, entdo a melhor escolha é a definicdo de Grunwald-Letnikov que sera
definida na Secéo 2.3.3. Este trabalho contém as definicbes formuladas por Riemann-Liouville,
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Grunwald e Caputo e serdo apresentadas de acordo com a otddan ci

2.3.1 Definicao de Riemann-Liouville

Esta definicdo de derivada baseia-se principalmente no resultado de que a derivacéo € a
operacao inversa da integracdo e que € possivel determinar a derivada de ordem fracionaria do
modo descrito a seguir: Sefauma funcdo derivavel em um intervalo qualqyér> 0, um
ndmero realm o menor numero inteiro maior qy&e v = m-— (3. Entdo a derivada fracionaria
de f, de ordemB denotada pob?, conforme (JESUS, 2007), é definida por:

DPf(t) =DMJVf(t)], t > 0. (26)

ObservacdoD™ é a derivada de ordem inteim e JV é a integral de Riemann-Liouville de
ordemv. E conveniente notar ainda que de acordo com esta definicdo, a derivada fracionéaria é
obtida através da derivada de uma ordem inteira de uma integral de ordem fracionaria.

A seguir sera ilustrado um exemplo do célculo da derivada fracionéaria de orgem 1
constante = 0 para a fungéd (x) = x3. Para iniciar o calculo, com@ = 1/2 > 0, logom= 1
eassimv=1-1/2=1/2. A partir dai, de (26) e (16), tem-se que:

M) = %/Ox(x—t)”f(t)dt - Tlv)/ox x(1- ;)}Vlfmdt. 27)

Considerandd (t) = t# e a mudancga de variavel=t/x, a equacgao fica:

J[(xu)H] = %/01(1— u)V It du, (28)

Utilizando agora a definicdo de funcdo Beta que encontra-se em (5) e a propriedade em (6),
conclui-se:
XXTH B r(u + l)XVHl

WB(u+1,v) = . (29)

FIF] = M(u+v+1)

Finalizando, considerando= 3, o resultado fica:

r(3+1)
123 —p@ | "TD 1243 | _ (O 7/2)] _ (5/2)
DY2x3 =D F(1/213 1>x } =D [0,5158x } =1,0853%">/7.

Portanto, D1/2)[x3] = 1,805(5/2).
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2.3.2 Definicdo de Caputo

Neste caso, a definicdo de derivada fracionaria é parecida com a definicdo anterior, a di-
ferenca esta na disposicao da derivacao e da integracao que sao realizadas de um outro modo.
Sejamf > 0, mo menor inteiro maior qug ev=m-—f3,com0< v < 1.

Em (JESUS, 2007), a derivada fracionaria de orgiede f denotada poIDf é calculada da
seguinte maneira:

DP £ (x) = cJY[D™f(X)], x> O. (30)

Para englobar o caso em gfie= m, a definicdo pode ser escrita como:

X (m)
. / f (ogi)l_m)dr , m—1<fB<m,
0 (X—T1) (31)

T 1 (T) : B=m

Observacédo: Esta defincdo é mais restritiva do que a anterior por exigir a integrabilidade da
derivada de ordem inteira e ela so existira se esta condigéo for satisfeita.

Para fazer uma comparacdo com a definicdo de Riemann-Liouville, calcular-se-a agora
o exemplo anterior pela definicdo de Caputo. Assim, considerdfido=x3, f =1/2 e
m=1,(0< B < 1), tem-se:
r(u+ 1) (v—m) r(u+ 1) (u+v—m)

B _ V[pm Y _
DS f(x) =J' D" f(x)] =J mx _F(u—m+v+l)x (32)

Masv = m— 3, logo fazendo a substituicdo na formula acima, o resultado fica:

D% = 312 D3] = J1/2[3x2). (33)

Utilizando (29) em (33), tem-s@ 23 = 3(I"(2+1) /T (2+1/2+ 1)) xL/2+2 = 1, 8053x3.
Note que, o célculo feito tanto pela definicdo de Riemann-Liouville, quanto pela definicdo de
Caputo chegaram no mesmo valor, a diferenca é que na formula de Caputo, primeiro calcula-se
a derivada de ordeifs, depois a integral de ordewe na definicdo de Riemann-Liouville faz-se
0 contrario.
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2.3.3 Definicdo de Grunwald-Letinikov

Sejamf uma funcéo definida em um intervalo qualqueg @m ponto fixo no interior deste
intervalo, dai pela definicdo de derivada, € possivel afirmar que:

D1 (xg) = Jim 1O/ =100 =1, (34)

Tem-se também que:

D2f(x0) = DY[D*f (o)) = Jim D'[f (x0)] — El[f(xo— h]

f(xo) —f(xo—h) f(xo—h)—f(x—2h)
h—0 h h—0 h?

(35)

Observando os resultados anteriores e a definicdo do triangulo de Pascal reescrito com
a utilizacdo do bindmio de Newton, conforme pode ser verificado em (VALERIO, 2001), é
possivel provar por indugdo o seguinte resultado para um dadawal@r :

> -0 ) - t0-mh
D"t (x0) = Jim, = hn '

(36)

Estendendo agora essa definicdo para o Calculo fracionérioy sejanumero real qual-
quer, f uma funcéo definida em um intervalo qualquexgeum ponto fixo no interior deste
intervalo. A derivada fracionaria de ordesnde uma funcéof calculada em um pontgy
segundo Grunwald-Letnikov é definida por:

f (=)™ (a +1) f(xo—mh)

o _ Iima M=0
D71 (x0) = fim, Mo —my 1)he

(37)

Conforme uma analise feita em (VALERIO, 2001), vale a pena notar que, nesta definic&o,
fica bem claro que, para calcular o valor da derivada fracionaria em um dadopoitevado
em conta o valor da fungdo em uma quantidade de pontos muito maior que a da respectiva
derivada de ordem inteira e em consequéncia disso, ela é capaz de oferecer uma descri¢do mais
fina dos fendmenos estudados.
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3 APRIMORAMENTOS NO METODO DE IDENTIFICACAO DE  FT/SESTAVEIS
E INSTAVEIS DE ORDEM INTEIRA PROPOSTO EM (SILVA, 2008)

Neste capitulo, seréo propostos alguns aprimoramentos em um método de identificacao de
FT’s apresentado em (SILVA, 2008) e também serdo realizados novas aplicacdes com a fina-
lidade de verificar a eficiéncia do método em outros tipos de casos néo explorados. Primeiro
na Secao 3.1 tratar-se-a do mecanismo de funcionamento do método, na Secéo 3.2 serdo apre-
sentadas algumas contribuigdes para tornar o método mais eficiente e posteriormente, na Secéo
3.3, serao feitas as valida¢des do método com os aprimoramentos, utilizando as simula¢des que
foram realizadas em (SILVA, 2008) para comprovar a melhoria dos resultados.

3.1 METODO DE IDENTIFICACAO DEFT/sESTAVEIS E INSTAVEIS DE ORDEM AR-
BITRARIA n PROPOSTO EM (SILVA, 2008)

Considere o método de identificagdo que foi desenvolvido em (SILVA, 2008) que esta ex-
posto na Figura 3, sujeito a uma entrada igual a um degrau que sera representgda-pay's,
Y(s)/U(s) = G(s) = (bms™+ b(m—l)s(m_l) +---+bis' +bo)/(ans"+ a(n—l)s(n_l) +-agst+
ap), a FT estavel ou instavel, com > m, m(s) = bpS™ + by_1s™ Y + - + bys + by,

n(s) = aps" + a(n,l)s(”*l) + -4 ayst +ag, G(s+0) =m(s+0)/n(s+0), g € R e as se-
guintes hipoteses para a aplicacdo do método:

e H1)G(s+ o) € umaFT estavel (possui todos os polos com parte real negativa);
e H2) A entradau(t) € um degrau unitario, ou sejd(s) = (1/s);
e H3)m(s+ 0) en(s+ o) sdo coprimos, isto € n&o possuem raizes em comum.

Conforme foi demonstrado em (SILVA, 2008) e com base no diagrama da Figura 3, satisfeitas
essas condicdes, é possivel elaborar um sistema linear de equacdestdo-tipp sendo:

[ mxm —Y1(0) 0 0
—Y2(®)  —Yi() :
A= —y3(®)  —ya(o) 0
Om —Ya(@) o —ya(w)
L —Yn+m(%) —Ynim-1(e) ~Ymi1(®) |
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b

b, i -

: Ya()

bl’ ya()

x=| ™ |eb= : . (38)

)

2

: i Ynimi1()

a,

Também foi demonstrado que det(A) # 0, entdo existe uma solugdo correspondente
a seguinte estimacdo dos parametros da planta:A~1 b. Logo um modelo é obtido para
representar 8T G(s) inicial.

Figura 3 - Método de identificacd®T’s apresentado em (SILVA, 2008).

i :L{e’olt}

S+ G oty _ . G(s+a)
] ] / L{yte ) =Y(st+a) ==
©) s+0 / Yi(s)  Wi(s) Y2(S)  Wy(s) Y3(s)
S+ Gi
I —~ | i L
Degrau 50) LACEC Integrador 1 ) Integrador|2
Funcéo de Transferéncia yl(oo)g yz(oo)g
Y(s) = @ Wo1(8) — ()
1
1Integrador n
Yn-1 °°)g

Whim-1(S) Yo+m(S)

L oo ————— 1

S
Integrador n+m

yn+m71(°°)§

Fonte: (Silva, 2008).

Fazendo uma analise do método apresentado na Figura 3 e também levando em considera-
céo a concluséo geral contida em (SILVA, 2008), fica evidente que o paréonino um papel
fundamental para que esse método de identificacdo apresente um erro adequadamente pequeno
Por este motivo torna-se necessario estabelecer um critério na escolha deste parametro, pois se
for atribuido um valoo > gy, mas proximo deyp, supondd>(s) instavel,G(s+ o) estavel para
0 > 0p e instavel par@ < gy, entdop(«) = 0 (sendo qu®(s) = G(s+ ag)/(s+ o)) conforme
a Figura 3, mas ocorrerd um longo tempo de observacgdo doyéiingbara obter resultados sa-
tisfatorios na identificacéo. Por outro lado, se for adotado um valorgaraito maior do que
0Op citado acima, havera uma perda de informagdes da planta, pois o sinal tendera a zero muito
rapidamente e com isso a identificagéo pode ficar comprometida, especialmente na presenca de
ruidos de medicao. Outro fator que merece atencao nesta andlise, diz respeito sobre a facilidade
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na execuc¢do do método e na obtenc¢ao de resultados consistiential forma que este processo

deixe de ser manual e se torne o mais automatizado possivel. Assim, com a intencao de contri-
buir para a melhoria da execug¢do do método, sugerem-se alguns aprimoramentos para que este
objetivo seja alcancgado.

3.2 APRIMORAMENTOS EM UM METODO DE IDENTIFICACAO DE FT's ESTAVEIS
E INSTAVEIS

Observando o modo que foi executado o método, o principal aprimoramento sugerido é
desenvolver um programa no Matlab, (que encontra-se no Apéndice A deste trabalho), que
represente o mecanismo de funcionamento do método proposto em (SILVA, 2008) e utilizar a
funcéo fminsearchdisponivel em setoolboxde otimizagao para obter @ que apresente a
melhor identificacdo possivel. Este procedimento evita a operacdo no ambiente do Simulink,
que foi utilizada em (SILVA, 2008), na qual toda vez que foi realizado um célculo para obter
um modelo, o usuario precisava calcular cada saida necesséria para a realizacdo do método,
manualmente e também para o resultado final, o que torna o processo de trabalho muito lento
e praticamente inviabiliza a procura do parametrgue apresentara o melhor resultado de
identificacao.

Para o melhor entendimento do aprimoramento proposto, a seguir sera especificado o meca-
mismo de funcionamento da fun¢fiminseacrhe também sera apresentada uma sequéncia de
passos que representa o que foi feito para obter o melhor parametrtuncao f minsearché
a implementacéo do algoritmo do poliedro flexivel proposto em (GILL; MURRAY; WRIGHT,
1981) no Matlab e o seu mecamismo de funcionamento consiste em gerar um poliedro a partir
de atribuicdo de dados iniciais, de tal maneira que os seus vértices serdo os valores da fungéo
que deseja-se minimizar.

Supondo que a funcdo tem apenas uma variavel, serdo necessarios dois pontos para o
seu funcionamento e a figura geométrica utlizada é um segmento de reta, para funcdes bi-
dimensionais, sera usado um triangulo, funcdes tri-dimensionais um tetraedro e generalizando,
para fun¢des n-dimensionais, uma figura geométrica contendovértices. O meétodo funci-
ona da seguinte maneira: No caso em que a funcao possui trés variaveis, sdo necessarios quatro
pontos, (sempre € preciso tomar um ponto além da dimenséo da funcdo) e assim o poliedro
formado é um tetraedro. Os seus vértices sdo os valores da funcdo que deve ser minimizada,
calcula-se o pior ponto, em seguida calcula-se o centréide da face oposta a esse pior ponto e
h& um rebatimento desse ponto, fazendo uma reflexdo baseada nesse centrdide. A partir dai, é
gerado um novo tetraedro, novamente é determinado o pior ponto e repete-se a operacéo para
obter um novo tetraedro, até que este processo nao seja mais possivel.

Outras operacdes também podem ser realizadas para a obteng¢édo de um novo poliedro, além
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da reflexdo, que sé@o a expansdao, a reducédo e a contracao, éetdaformam o poliedro em
cada iteracao.

Esse processo € repetido até que seja atingido o seu critério de parada. Para o caso especifico
do programa elaborado neste trabalho, levando em conta o método de identificacdo proposto em
(SILVA, 2008), a sequéncia de passos para a otimizacdo do parémmetseguinte:

1. Para comegar, é preciso especificar o numero de geyas de pologn) do modelo que
representara BT que deseja-se identificar;

2. Escolha a entradat) = 1,t > 0 (degrau unitario) e obtenha a respogta do sistema
linear em questao para um intervalo de tempo dé;Gagundos, periodo de amostragem
T e adote um valor aleatorim = g(0) > 0;

3. No Matlab, entre com o comandmninsearclicostnomedoprogramdo(0)]), assim o
programa descrito no Apéndice A sera executado e realizara a identificacdo do sistema
linear conforme descrito em (SILVA, 2008), seguindo a estrutura da Figura 3 e com isso
obtendo uma estimac&o dos parametros utilizando (88} &1 b;

4. No programa descrito no Apéndice A, com o vetdeterminado, € aplicado um degrau
unitario na entrada da planta identificada, e denomingfica"saida obtida, realize o
calculo deJ(x,0) do modo que foi definido em (39), cotn= NT, para calcular um
valor EQM inicial, EQM(0);

5. Neste ponto a funcdo ddatlab fminsearchformara um poliedro, que neste caso sera
um segmento de reta, com inicio &QM(0) e término em unE QM denominado por
EQM(1), calculados conforme (39);

6. Dai conforme ja explicado acima, além da reflexdo, que séo a expansdao, a reducédo e a
contracao, o poliedro serd deformado e mantera do procedimento anterior cEEvipr

7. Novamente sera construido outro poliedro (segmento de reta), com iniEiQMogque
foi mantido e término em um nowQM(novo), e repita o passo (6);

8. Quando néo for possivel encontrar um novo poliedro (segmento de reta) com inicio no
EQM que foi mantido e término em ulBQM(novo de tal forma queE QM(novo <
EQM, entdo pare e a identificagdo esta concluida.

Dado um valoro escolhido inicialmente, seja= [b; ...b}, & ---an|T o vetor dos coefici-
entes do modelo obtido pelo método utilizarmle y(t) a sua resposta a uma entrada degrau
unitario. A seguinte funcdo de custo dx, o) pode, entdo, ser calculada como o erro qua-
dratico médiog EQM) entre a respostgt) a uma entrada degrau unitario @& que deseja-se
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identificar e a respostt) ao degrau unitario, do modelo obtido pelo método da seguinte ma-
neira:

z

[Y(KT) —9(kT)]? (39)
1

J(x,0) =2

Zl =

k

no qualT é o periodo de amostragem utilizado na aquisicdo da resposta ao degréawe
namero de amostras adquiridas. Portanto, o critério para selecionar os valores adequaaslos de
x sera escolher aqueles que minimizam a furl{&ipo’), que podem ser obtidos usando técnicas
numeéricas de otimizacéo. No presente trabalho, o p&mmterol System Toolbasera utilizado
para avaliar a resposta ao degyéy do modelo obtido pelo método, e o algoritmo do poliedro
flexivel (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981), implementado n@ ptimization Toolbox Matlab
sera adotado para a obtencaoaeo através da minimizagao déx, o).

3.3 RESULTADOS OBTIDOS COM OS APRIMORAMENTOS PROPOSTOS

Nesta secdo o objetivo foi verificar a validade do método propostdiisainstaveis rea-
lizando algumas simulac¢des que foram utilizadas em (SILVA, 2008). Neste caso tudo foi feito
com o auxilio do Matlab, inclusive a minimizacdo BQM, calculada entre a resposta ao de-
grau do modely(l) e a resposta ao degrg(t) daFT que deseja-se identificar. Na primeira
identificagéo néo foi utilizada a informagao referente a ordemTdastavel da plantaGp(s))
a partir da qual é determinada uma néve estavelG(s+ o) para um conjunto de modelos de
ordem reduzida, sendo que, a partir desses modelos reduzidos identifica-se os modelos redu-
zidos da planta instavel. A segunda identificacdo é realizada a partir de um experimento real
sujeito a ruidos externos; também néo considerou-se a informacao referente a ordem da planta
e foi usado um modelo matematico genérico para determina-la. Na ultima identificagéo, foram
feitas simula¢cdes com a soma de ruido branco na saida da planta e novamente sem considerar
informacdes referentes a ordem da planta.

3.3.1 Primeiro exemplo contendo os aprimoramentos

Nesta primeira identificacao foi escolhida a simulac&o 3 que encontra-se em (SILVA, 2008).
Nela foi utilizada uma T polinomial instavelG(s) = (3s+ 5)/(2s% 4 3s) que atende as con-
dicBes exigidas para o funcionamento do método, o tempo de simulacdo foi de 10 segundos
e periodo de amostragem igual @0 segundo. O conhecimento préviofkda foi desconsi-
derado e por causa disso, foram testados modelos de primeira e segunda ordem para realizar
a identificacdo. Para cada um deles, utilizou-se a funcéo de otimifag@isearchque esta
disponivel ndO ptimization Toolboxlo Matlab para determinar os valore® x convenientes.

Na Tabela 2 seguinte estédo dispostab &% determinadas pelo método com os aprimora-
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Tabela 3 -FT’s G(s) determinadas em (SILVA, 2008) pelo método proposto sem utilizar a funcéo
fminsearch bem como a ordem dos modelos, os valores da constarite também oEQM calcu-
lado.

(m,n) Modelo determinado EQM

(1,1) || G(s) = (—0,0243%+1,6243 /(1,015 0,01) || 4,4x 10~ *
(0,2) || G(s)=(1,6)/(0,01563*+0,9938&—0,0094) | 5,2x10°*
(1,2) || G(s) = (0,625+0,975)/(0,4164%+0,5836) | 1,7 x 10~%

R Q

mentos, bem como os valores da constantalculadas com o auxilio da funcdaminsearch
para cada modelo utilizado e tambérk @M calculado entre a resposta ao degrau unitario da
funcéo determinada pelo método e a resposta ao degrad datilizando (38) que deseja-se
identificar.

Tabela 2 +T's G(s) determinadas pelo método proposto bem como os valores da constactcu-
ladas com o auxilio da fun¢a@ominsearcha ordem dos modelos e tambér& @M calculado.

o (m,n) Modelo determinado EQM
0,494 (1,1) | G(s)=(—0,101s+3,34)/(2,0285—0,002) | 1,7x10~*
0,498| (0,2) || G(s) = (3,266)/(0,0673%>+ 1,985—0,002) || 1,7 x 10~*
1,184 (1,2) | G(s) = (0,4725+0,787)/(0,315°+0,472) || 2,2x 1078

Os resultados reportados de (SILVA, 2008) da mesma idemifazanas sem usar as me-
Ihorias propostas estéo descritos a seguir.

Repare que de acordo com os resultados obtidos pelo método proposto, contidos na Tabela
2 e os obtidos em (SILVA, 2008) que estdo na Tabela 3, ficou evidente para ambos, que no caso
(1,2), foi obtido o EQM minimo, igual a 22 x 10~8 e 1,7 x 10~ respectivamente. Também
€ possivel perceber que o melhor caso obtido em (SILVA, 2008) aprese@buigual aos
piores casos contidos na Tabela 2 que foram obtidos com os aprimoramentos propostos.

Na Figura 4 estdo representados os graficos da resposta ao degrau da funcéo tedérica que
deseja-se identificar e as respostas ao degrau dos modelos contidos na Tabela 2, que foram os
que apresentaram merBQM.

Observacado: Para perceber melhor a diferenca entre os modelos foi dadormmo grafico,
descrito na Figura 5.
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Figura 4 - Resposta da funcdo experimental para uma entraglaudes também das trés fun¢bes de
transferéncia de ordem inteira.

—— Funcao tedrica

17.3|. == Modelo obtido com (m,n)=(1,1)
----- Modelo obtido com (m,n)=(1,2)
17.28| = = = Modelo obtido com (m,n)=(0,2) _

17.26

Amplitude

[ [
~N ~N
N N
[N =

17.2

17.18

17.16 s

\ \ I \ I \
10.38 10.39 104 10.41 10.42 10.43 10.44
t(s)

Fonte: O préprio autor

Na Figura 5 estdo representados os graficos da resposta ao degrau da funcéo tedérica que
deseja-se identificar, as respostas ao degrau do modelo obtido em (SILVA, 2008) e dos modelos
obtidos com a otimizagéo de.

Observacdo: Para perceber melhor a diferenca entre os dois modelos foi damb@mimo
gréfico, descrito na Figura 5.
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Figura 5 - Respostas a uma entrada degrau, da fun¢éo tedrissdelo obtido em (SILVA, 2008) e do
modelo obtido com os aprimoramentos que apresentou o reEQist, aproximadas por uraoom

—fungdo teérica | T L
----- Modelo obtido em (SILVA, 2008)
18.92| = = =Modelo obtido com 0s aprimoramentos |- e

18.9

Amplitude
= =
@ ©
o) (o]
2] [ee]

18.84

18.82

| | | | | |
11.35 11.36 11.37 11.38 11.39 11.4 11.41 11.42
K(s)

Fonte: O préprio autor

Note que com o auxilio daoom fica evidente a diferenca entre os modelos obtidos em
(SILVA, 2008) e dos modelos obtidos com os aprimoramentos propostos. Outro detalhe que
fica nitido é que a resposta ao degrau unitério da funcao tedrica € praticamente igual a resposta
ao degrau unitario do modelo obtido com os aprimoramentos.

3.3.2 Segundo exemplo contendo os aprimoramentos

Na segunda identificacdo considerou-se a simulacao 4 de (SILVA, 2008), que utilizou para
realizar a identificacdo unfaT polinomial instavelG(s) = (3)/(2s—5). Para a execugao do
método, o seu conhecimento foi considerado, que o tempo escolhido para realizar a simulagéo
é de 10 segundos, com passo igual @0segundo. Novamente, foram utilizados os aprimora-
mentos propostos para a otimizacaoodex e os resultados sao apresentados na Tabela 4.
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Tabela 4 FT’sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o vafor de
utilizado e também & QM de cada uma delas.

o Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

4 G(s) = (3,003)/(2,013%— 5,0055 7,08x10°6

o Modelo determinado com as implementacpes EQM
4,6005 G(s) =(0,7141)/(0,4761s— 1,19 4,87 x107°

Na Figura 6, estéo ilustradas as respostas a uma entrada deguancao original, do mo-
delo obtido em (SILVA, 2008) e do modelo obtido com 0 método concebido que apresentaram
0 menorE QM.

Figura 6 - Respostas a uma entrada degrau da funcéo original, do modelo obtido em (SILVA, 2008) e do
modelo obtido com os aprimoramentos.

90
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Fonte: O préprio autor

Observe gue neste exemplo, nem foi necessario aplicazaomno grafico para notar a
diferenca existente entre o modelo obtido em (SILVA, 2008) e o modelo obtido com os aprimo-
ramentos.
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3.3.3 Terceiro exemplo contendo os aprimoramentos

Neste terceiro exemplo estudado, foi considerada a simulacéo 6 apresentada em (SILVA,
2008) que utilizou para ser identificad& @ estavelG(s) = (3s+1)/(28* +2s+1). O tempo
de simulacéo utilizado foi de= 15 segundos e o passo igual &0 segundo. Os resultados
obtidos, executando o método proposto com 0s aprimoramentos, estdo descritos na Tabela 5:

Tabela 5 FT’sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o vafor de
utilizado e também & QM de cada uma delas.

o Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

1 G(s) = (0,600%+0,1998/(0,4001s*+ 0,3998+0,2001) | 2,61 x 10~°

o Modelo determinado com os aprimoramentos EQM
0,0114| G(s)=(2,93%+0,9774)/(1,955°+ 1,955+ 0,9774 | 7,48 x 107°

Na Figura 7 estao ilustradas as respostas a uma entrada degramgao original, do mo-
delo obtido em (SILVA, 2008) e do modelo obtido com 0 método proposto que apresentaram o
menor EQM.

Figura 7 - Respostas a uma entrada degrau, da fungéo tedrica, dos modelos obtidos em (SILVA, 2008) e
dos modelos obtidos com os aprimoramentos que apresentaram oEg@or
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Fonte: O préprio autor
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3.3.4 Quarto exemplo contendo os aprimoramentos

Neste ultimo exemplo estudado, sera considerada a simulacéo 8 apresentada em (SILVA,
2008). Para este caso,F usada foiG(s) = (3s+1)/(28% + 2s+ 1), que é a mesma da
simulacgéo 6, mas a diferenca € que foi acrescido ruido branco na saida da planta, primeiro com
poténcia configurada para 19e depois com poténcia 18. O tempo de simulac&o foi de
15 segundos e o passo igual @D segundo. Neste caso sera utilizado somente o resultado
obtido em (SILVA, 2008) que apresentou 0 mek@M dentre todos os outros calculados. Na
Figura 8 esta ilustrada a respostadaoriginal a uma entrada degrau que deseja-se identificar,
acrescida de ruido branco configurado com uma poténciade 10

Figura 8 - Resposta da funcéo original para uma entrada degrau, acrescida de ruido branco com poténcia
de 1072,

\
‘ — Resposta da fungéo original com ruido branco com poténcia de 1072

4+ —

Amplitude

Fonte: O préprio autor

Antes de realizar a identificacdo em questao, vale a pena observar o efeito do método pro-
posto em (SILVA, 2008) na resposta ao degradrdaoriginal acrescida de ruido branco com
poténcia igual a 1%, quando esta saida é multiplicada pela funcéo exponesdak depois
e passa pelo filtro (s¥)/(s). Assim na Figura 9 estéo representadas as s#iagque pode
ser vista na Figura 3) pam = 4 com ruido branco com poténcia igual a @ também sem
ruido branco.
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Figura 9 - Resposta da funcéo original para uma entrada dexyaascida de ruido branco com poténcia
de 102 multiplicada pore* apds passar pelo filtro (s+4)/(s).
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Fonte: O préprio autor

Note que de acordo com a Figura 9, a fungdo exponeacfaltem um papel muito im-
portante na identificacdo, pois pelo fato de atenuar o ruido, acarreta a convergéncia da saida
y1(t) para um valor constante, o que possibilita a obtengdo de um modelo para representar a
FT original. Continuando com o processo de identificacadG@® = (3s+1)/(25° +2s+ 1)
acrescentando ruido branco na saida da planta com poténcia igudl @d €esultados obtidos
estdo descritos na Tabela 7:

Tabela 6 FT’sobtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o vafor de
utilizado e também & QM de cada uma delas.

o Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM

1 G(s) = (0,718%+0,09)/(0,4368%+ 0,4464+0,1168 | 0,01

o Modelo determinado com os aprimoramentos EQM
0,3940| G(s) = (1,362+0,4976/(0,87915>+ 0,9448+0,492) | 0,00574
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Figura 10 - Respostas a uma entrada degrau da funcéo origgnaipdelo obtido em (SILVA, 2008) e
do modelo obtido com os aprimoramentos.
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Fonte: O préprio autor

Analisando o gréfico contido na Figura 10, fica bem claro o ganho obtido neste exemplo
utilizando os aprimoramentos sugeridos, pois além de determinar um modelo estavel para re-
presentar & T original, o resultado foi bem satisfatorio.

Finalizando, foi realizada a identificagco @¢s) = (3s+ 1)/(2s% + 2s+ 1)acrescentando
ruido branco na saida da planta com poténcia dé &®s resultados estio dispostos a seguir:

Tabela 7 FT’s obtidas em (SILVA, 2008) e com os aprimoramentos propostos, bem como o vafor de
utilizado e também & QM de cada uma delas.

g Modelo determinado em (SILVA, 2008) EQM
1 G(s) = (0,800%+ 0,0151)/(0,4001>+ 0,541+ 0,0469 | 0,0104
o Modelo determinado com os aprimoramentos EQM
0,5234| G(s)=(1,17%+0,362)/(0,6513°+0,882%+0,3593 | 0,009




3.3 RESULTADOS OBTIDOS COM OS APRIMORAMENTOS PROPOSTOS 48

Figura 11 - Respostas a uma entrada degrau da funcéo origgnaipdelo obtido em (SILVA, 2008) e
do modelo obtido com os aprimoramentos.
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Fonte: O préprio autor

Repare que de acordo com o gréafico exposto na Figura 11, novamente o modelo obtido com
0S aprimoramentos propostos apresentou um resultado bem mais eficiente que o obtido sem os

aprimoramentos.
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4 METODO DE IDENTIFICACAO DE FT/SESTAVEIS DE ORDEM
FRACIONARIA UTILIZANDO INTEGRADORES

Neste capitulo, serd apresentado um método de identificagd®’dsemelhante ao apre-
sentado em (KOSAKA et al., 2005). A principal diferenca entre ambos é que a ordem dos
integradores neste trabalho € fracionaria. Primeiro, na Secao 4.1 trata-se do método para alguns
casos particulares nos quais as identificagGes sao realizadas utiliZafsdestaveis de ordem
fracionariaa, considerandd0 < a < 1). Posteriormente na Secéo 4.2 sera apresentado um
outro caso particular de identificacdo de sistemas lineares com o auxHid’destaveis de
ordem fracionaria @, com (0 < a < 1). Na Secéo 4.3 é proposta uma generalizacdo do mé-
todo proposto que possibilita a identificacdo por intermédib Tes que possuem uma ordem
fracionaria arbitrarianar, considerandg0 < o < 1) en um namero inteiro positivo.

4.1 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT’sESTAVEIS DE ORDEMa (0< a <1)

Seja um sistema linear invariante no tempo sujeito a entrada degrau unitario representada
porU(s) = 1/se consideré&(s) = bg/ (ags”* +ap), umaF T estavel, com & a < 1. Por outro
lado, note que a estabilidade @és) assegura quay é diferente de zero e em fungéo disso, é
possivel escreves(s) = G(0)/ (ays” +1), comay, = aq/ag e G(0) = bg/ao.

Considere agora o método de identificacdo descrito na Figura 12 e leve em conta a saida
Y1(s). Logo é possivel concluir que:

WO =5 | o] (40)

Utilizando o Teorema do Valor final (TVF), que também é valido para o CF e pode ser
verificado em (LI; DENG; XU, 2005), tem-se:

yi(w) = lims¥(s) = G(0). (41)

Acrescentando um integrador fracionaHgs) = 1/s%, com 0< B < 1 na saidaV;(s) de
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acordo com a Figura 12, calculando a safgls), o resultado fica:

Ya(s) = % {Y1<S) —Y1(°°)ﬂ
11 [ya(e) —ya(e0) (8" +1)
s|sf s’ +1 (42)
_ 1| —yi(o)aps* P
Cs| asT+1
Figura 12 - Método para obtencéo do Sivzfs).
1
U(s) = Yi(s)  WA(9) Ya(s)
> —{ G(s) : 1 !
sh
Funcéao de Transferéncgja Integrador 1
Y1(°°)g
Fonte: O proprio autor.
Analisando (42), existem trés possibilidades distintas para o resultado final:
e Primeira possibilidaden < 3.
Se isto ocorrer, entdm — 3 < 0 e dai substituindo em (42), vem que:
1| —yi()ays?F
Yo(S) = — . 4
2(s) S [ apst +1 (43)

Note que como neste caso o denominadosdé(s) se anula parg =0, o TVF néo
pode ser usado para obtel(c), poiss= 0 ndo estd no dominio desta fungdo . Assim, para
determinar este resultado, observe que de 883) pode ser decomposto utilizando o processo
de decomposicao por fracdes parciais da seguinte forma:

@ A A A +AL+ A0
T gl-a+B (a,s7 +1) S ogla+B alst 41 gl-a+B (a,s7 +1)

Ya(s) (44)

Solucionando (44), tem-sg = —y; () &, e Ay = y1 () a2s?*~1-B e fazendo a substitui-
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cao, o resultado é o seguinte:

_ —yi(e)ay | yi(e)aZsI 1k

_ 45
Yo(8) = ~gap al ST+ 1 (45)

Assim, de (45), existem trés casos que podem ocorrer:
e Casol:22—1-[(>0.

Neste caso o processo de decomposicao por fragdes parciais esta concluido, pois note que de

_ / 1220 —-1-f3
(45), sejaG1(s) = % eGy(s) = Yi(e) &S - AnalisandoGy(s), se for aplicado

aps?+1
o TVF, o resultado fica:

g2(0) = lims Gy(s) = y1(e)ags®® P

550 Al (46)

poiscomo2 —1— [ >0,entdo 2 — 3 > 0.

Observando agor@; (s), como 1- a + 3 > 0, poisa < 3, conforme a Tabela 1:

1 o [nle)ag] | ya(o)ag ey (w)ay tP
sendol (14 3 — a) a fungdo Gama definida em (1)uét), a fungdo degrau unitario. Assim,
comoa < f3, tem-se que quandp— oo, ’yl(oo) a, tP~a/r(1+p6— a)’ tende ao infinito, e
neste casdy-(t)| — c quanda — oo,

e Caso2: 22—-1-p3<0.

Se isso acontecer, serd necessario fazer a decomposicéo por fracdes parGigis ena
partir de (45), tem-se que:

B yl(oo)ag,zsz‘j’*l*ﬁ B B, B Blag,s“ +B1+ BlejLB*Zd

Go(s = =
2(S) s’ +1 glt+p-2a * s’ +1 s?a-1-B (al s7 + 1)

(48)

Solucionando (48), tem-4& = y1(0)a2 e By = —y1(0)a3s’® ~1-8 e a partir destes resul-
tados, fazendo a substituicdo em (48), a equacao fica:
_yi(w)ag  yi(w)agsi i F

Ga(s) = - (49)
sl+h—2a aps?+1

ACOES

Para determinagy (), partindo de (49), consideke (s) = P

_ W(wjagsip
aps”+1

e

Ha(s)

- AnalisandoH3(s), para o expoented3— 1 — 3 > 0, utilizando o
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TVF, vem que:
_ —yi(o)ags ko

Mofen) = fims bo(s) = =+ Z 20— =0 (50)

Observando agord; (s), como—2a + 1+ 3 > 0, (pois neste caso esta sendo suposto que
2a —1— [ < 0), conforme a Tabela 1:

LY Hy(s)] = L {Y1(°°)a/01 _ Va(wo)ag ttrh2a ut y1(e0)aZ tP=20 0. 1)

si+B—2a r(1+p—2a) T T(+B—2a)

sendd (14 B —2a) a fungdo Gama definida em (1pé), a funcdo degrau unitario.

Assim, como—2a + 1+ 3 > 0, € possivel afirmar que quantde; o,
y1(0)a2t(F—29) /r(14-B —20)‘ tende ao infinito, e neste caggp(t)| — c quandot — oo.
Por um outro lado, sed3— 1— 3 > 0 sera necessario realizar novamente o processo de de-
composicao por fragcdes parciais, analogamente aos casos anteriores. Como 0 @xpaente
ndmero positivo, ird existir uma determinada etapaa qual ao ser realizada a decomposi¢cao
por fracdes parciais, o expoente analisade- 1 — 3 sera positivo e neste momento 0 processo
de decomposigéo por fracdes parciais estara encerids) @odera ser decomposto utilizando
fracOes parciais da forma,

Ya(s) = % +Rx(s), ¢>0. (52)

Como G(s) é estavel (supde-se este fato por hipotese), entdoR,(s)) = ra(t) = 0,
quanda — . Adicionalmente, comao > 0, conforme (PODLUBNY, 1999):

_ An An t(c+1-1) A tC
- LM} “Terny Ve MY (53)

sendd (c+ 1) a fungdo Gama definida em (1ué) a fungéo degrau unitario. Assim de (52),
dec > 0 e de (53) tem-se que quantes «, |A,t%/T'(c+ 1)| tende ao infinito. Assim, neste
caso|yz(t)| — e quanda — co.

e Caso3:22—1—p=0.

Se isso acontecer, substituindm 2 1 — 3 = 0 emGy(s) e a partir de (45), tem-se que:

_ —Yi(e)ay y1(o0)a?
S =gap a1 (54)

Neste caso o processo de decomposicao por fracdes parciais esta encerrado, pois a partir

— / 12
de (54), sejd1(s) = % eGsy(s) = %)f‘i- Analisando apenaS;(s) e aplicando o
TVF, vem que: ‘
o _ a(w)ag _
o) = lims Ga(s) = 7 222 =0 )
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Observando agoi@; (s), como 1—a + 3 > 0, poisa < 3, conforme (PODLUBNY, 1999):

_ L a[ya(e)ay ] yi(eo)ay tEHETaTh -y (c0)al, tAE
L1[Gy(s)] = L 1{51%_0}_ e U0 = R ), (56)

sendol (14 3 — a) a fungdo Gama definida em (1)uét), a fungdo degrau unitario. Assim,
comoa < f3, tem-se que quandp— oo, ’yl(oo) a, tP=a/r(1+p— a)’ tende ao infinito, e

neste casqgy,(t)| — o quanda — oo.

e Segunda possibilidade: = (3.

Se este fato ocorrer, substituindo= 3 em (43), o resultado fica:

1] —yi(w)a,s"

Y2(8) = s [ a,s? +1
(57)

_ ovle)ag]

S| ags'+1
Utilizando o resultado do TVF:

Ya(%0) = lim s ¥o(s) = —y1(e0)ag- (58)
—Y2()

L . . . o
Finalizando, de (41) e de (58) é possivel determinar o valaf,dque fica :a, = e

e através desta igualdade identificar o sistema linear em questéo.

e Terceira possibilidaden > (3.

Acontecendo este caso, é possivel afirmaraquef > 0, dai sejac = a — . Entéo subs-

tituindo em (43), tem-se que:

1| —yi(c0)a,s? P
Ye(s) = E[ yla(’sl’j—l
“ (59)
1[—ya(0)ags™|
- os| as+1
Aplicando agora o TVF, vem que:
. /

Concluindo, é possivel estabelecer um critério para a escolha do grau que sera utilizado no
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integrador que é o seguinte: atribua p@nam valor positivo proximo de zero e realize o método
descrito na Figura 12 obtengg(«). Se o resultado foy,(«) = 0, conforme (60) incremente
o valor def3 e refaca o método até qye(c) assuma um valor que tende ao infinito, como
anunciado na primeira possibilidafe — 3 < 0). Quando este fato ocorre, significa que o grau
B é maior do que o grau de G(s); logo € necessério decremenfhaté quey,(«) obedeca
(58), condigcéo que quando verificada indica ffugera igual ao graa de G(s), finalizando o
critério.

Considere agor&(s) = (bas” +bo) / (anas® +ag), uma FT estavel, sujeita a uma entrada
degraul (s) = 1/se o diagrama de blocos descrito na Figura 13. Novamente é possivel notar

Figura 13 - Método para obtencao do si¥gls).

Y1(S) Wi (s) Ya(s)  W(s) Y3(S)

1
e G(S) | % | ?
Funcéo de Transferén ia1 Integrador 1 1 Integrador 2

Y1(°°)§ y2 (%)=

. S
Fonte: O proprio autor.

que devido a estabilidade de G@)# 0, dai, fazend&(0) = by /ap, b, =by /ag ea, = ay/ao,
obtém-se&5(s) = (b s” + G(0)) / (a,s* + 1).

Utilizando a Figura 13 para o célculo ¥g(s), vem que:

1 [bgs“—l-G(O)] ‘

Yi(s
1(s) s| a,s"+1

(61)

Aplicando o TVF, tem-se que:

yi() = lim s ¥i(s) = G(0). (62)

Examinando outra vez a Figura 13 para determyhes), tem-se que :

WS = 5 W) ]

S

}{% [bg,s“ +y1(ooa)la—53/i£o;) (ag,s“+1)“

S
1| (g —yi()ag)s" P |
S ays?+1

(63)

Analogamente ao caso anterior para determyags), existem trés possibilidades que po-
dem acontecer e os resultados sédo respectivamente:
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e Primeira possibilidadea < 3.

Neste caso o resultado é o mesmo que foi obtido anteriormente nesta $ggé&g |- o
quanda — oo,

e Segunda possibilidade: = (3.

Nesta possibilidade, substituindo= 3 em (63) , tem-se:

_ 1[(bg —G(0)ay)s" ] _ by —G(0)aq .

Y = 64
2(8) S aps’ +1 apst +1 (64)
Aplicando agora o TVF, vem que:
_ _ b;J _ G(O)a& W !
yo(00) = Ilmos Yo(s) = Ilr% Ll by —G(0)a,. (65)

Assim, neste casg(«) = b, — G(0)ay,.
e Terceira possibilidadex > (3.

Neste caso, também anélogo ao caso que foi estudado anteriormente nesta sec¢ao, o resultado
final € quey,(e) = 0. Concluindo, seré utilizado o critério estabelecido anteriomente, que
seleciona a segunda possibilidade, na quat 3. Continuando a execu¢do do método de
acordo com a Figura 13, para determinar a s#¢s, vem que:

1

Ya(s) = o [Y2(S) — yo2(0)]
_1f 1 [bh—yi(e)ay —ya2(%) (8GS" +1) o5
N s |7 aasa +1
_ l[ve(w)ag]
s| as"+1
Utilizando outra vez o TVF, conclui-se que :
y3() = lim s ¥3(S) = —ya(0)a,. (67)
s—0

Dessa forma, de (62) e (67) é possivel formar um sistema linear de equagfesido-tifp
sendo:

A—

1 —yl(oo)] . [ by ]eb: [V2(°°> ] (68)
0 —ya(e) |’ / )
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Supondo qudet(A) # 0, tem-se a solugéo paxa= A~ b. Observe quédet(A) = —y () =
— (b —y1()a, ) #0, e isto so ird ocorrer se e somente se o0 polé@g, nao for igual ao zero
deG(s), conforme a demonstracéo a seguir:

Planta G(s) = (b, s" +y1())/(a,s" +1)
Zerode Gs): igual astal que Bs” +yi(®)=0— s = —y;(c)/by,.

69

Polode Gs): igualastalque gs"+1=0—s"=-1/a,. (69)
Zero de Gs) = Polo de Gs) — —yi () /b, = —1/a,.

Portanta (b — af - yi()) = 0. (70)

4.2 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT’SESTAVEIS DE ORDEM 2r (0< a < 1)

SejaG(s) = bo/ (a2¢5° +aqs” +ag), uma FT estavel, com@ a < 1,U(s) = 1/suma
entrada degrau e considere o diagrama de blocos descrito na Figura 14. Lembrando novamente
queag # 0 devido & estabilidade d&(s) e fazendd5(0) = bp/ag; & = a/ag,i = 1,2, resulta
emG(s) = G(0)/ (85, +a,s” +1).

A partir dai calculandd;(s), de acordo com a Figura 14:

Yi(5) = U(9)6(5) = 3615~ ¢ ( T ) (71)

Aplicando o TVF, o resultado fica:

y1(o) =lim s Yi(s) = lim
s—0 s—0

( G(0)

&, 9 + e + 1) = G(0) (72)

Figura 14 - Diagrama do método pa@és) = G(0)/(azyS** + ags® + 1).

Yi(s) _ WA(s) Ya(s)  Wo(s) Y3(s)

1 1
Funcéo de Transferén ia1 Integrador 1 1 Integrador 2

00 ) — _
ya(eo) o ya(%)
Fonte: O proprio autor.
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Observando novamente a Figura 14 para deternyjita), tem-se que :

1 1
Ya(s) = @{Yl(s)—h(m)g]
1] 1 ) (o) (@ 2 1) 73
s | B &, P+ a7 +1 (73)
1| —ya() (8" +25) s F |
S &), S*% +as" +1

Note que novamente existem trés possibilidades que podem acontecer e analogamente aos
casos anteriores e utilizando o critério do primeiro caso estudado, a possibilidade selecionada
sera a que considema= (3.

Substituindax = 3 em (73), o resultado fica:

1| —Yyi(e) (a’ms" +a’o,) sr-a 1| —Yi(o) (a’2as"’ +a’a)
Y9 =3 o, 9+ a s + 1 TS| @I +a,sT+1 (74)
20 a 2a a
Utilizando o TVF, tem-se que:
— I — /
y2() = lIMsY%(s) = ~y1()ay. (75)

Calculando agora a saitg(s), de acordo com a Figura 14, vem que:

1 1

WO = g [Ve9-vel) ]

1 1 [ya(e0)ahy S — ya(eo)aly — Ya(wo) (8hy 7 +al st +1)

s | s 8, S? + st +1 (76)

1 1 [ya(0) @S +Ya() — Ya() (85, + 8, +1)

s | &, S°% + st +1

_ 1 —Y2()ap ™ — ya()ay — y1(e)ay, _

s a0, S°% +a,sT +1
Aplicando o TVF, tem-se que:
: . 1
y3() = lim .s ¥3(s) = lim <—Y3(s)) = —ya(0)al, —yi(o)ab,. (77)

s—0 s—0\ S

Dessa forma de (75) e de (77), é possivel elaborar um sistema linear de equacdes do tipo
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A x= b, sendo que:

A—
—Y1(®) —Yz() ay y3(o)

0 _y1<oo>] . [ 2 ]eb: [vz<°°> ] 79)

Supondadet(A) # 0, tem-se a solugéo paxa= A~ b. Observe quéet(A) = —(y1(c))?
e por (72) tem-se queet(A) = —(y1(«))%2 = —(G(0))2. Entdo comg/(») = G(0) = ? e por
o
hipotesd=T € estavel, logo sempre existira solugdo para o sistema linear descrito em (78).

4.3 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT’sESTAVEIS DE ORDEMna (0< a < 1)

Considere o método apresentado na Figura 15 com uma entrada igual a um degrau repre-
sentada pdd (s) = 1/se sejaG(s) = (bmgS™ + b(m,l)as(mfl)“ + -+ bgs* +bo)/(anas™ +
a(n_l)as(”‘l)" +---+a4s” +ag), uma funcao transferéncia de ordem fracionaria estavel, com
n>m 0<a <1, G(s) =m(s)/n(s), sendo quen(s) = bmaS™ + by _1)qs™V + - +
bas? + bo, N(s) = ang " + a(n,l)as(”*l)“ +---+ags” + ap e as seguintes hipéteses para a
aplicacao do método:

e H1)G(s) é umaFT estavel (possui todos os polos com parte real negativa);

e H2)U(s) = (1/s) é uma entrada degrau;

e H3) m(s) en(s) séo coprimos, isto é ndo possuem raizes em comum.

Por outro lado, note que a estabilidadé3is), garantida poH1 assegura qua é diferente
de zero. Assim, é possivel reescrever o modelo inicial s} = (b}, ™ + b’(m_l)as(m‘l)"r +

4 08"+ G(0))/ (8ng S + &y 1o 8" P 4+ + 8,8 + 1), sendo quédly = big /0, para
i=1,2,---,m aj, =aja/a, paraj =1,2,---,neG(0) = bo/ap.
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Figura 15 - Generalizacdo do método proposto.

U ==
S 1(s) W) Yo(s)  Wa(s)  Y3(9)
— G(s) ; é é —
Funcao de Transferéncja_Integrador 1 1 Integrador 2
Y1(°°)g YZ(°°)§
Wa(s) __ Yhia(9)
1
1 Integrador n
Yn(“)g
Whim(S) Ynimt1(S)
- %
Integrador n+m
1
Yn+m(°°)§

Fonte: O préprio autor.

Observando novamente a Figura 15 tem- se que:

b S™ + by sM-Da ... 4 s* +G(0
Ya(s) = U (s) G(s) = } ma (m-1)a a (0) _ (79)

S| @S Haly ) SN AT 1

Dai porH1 e utilizando o resultado do TVF, em (79), o resultado fica:

yi(w) = lims¥(s) = G(0). (80)

4.3.1 Critério para a aplicacdo do método

Considere agora apenas a primeira parte do método que esta representada no diagrama de
blocos na Figura 16:
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Figura 16 - Representacao do critério de aplicacdo do métealaéa de diagrama de blocos.

UG = ¢ Vi) WA(s) _ Yo(9)
—— G(s) : 5
Funcao de Transferéndia | 1ntegrador
Y1(°°)§
Fonte: O proprio autor.
Utilizando (79) e (80) para calculs;, o resultado fica:
Wa(s) = Yi(s) — y1<s°°)
_ L[y S™ 4 4158 +yi ()
S s| @St a1 “N() (81)

1 [ BingS™ 4+ + (bng — Y1() @)™ + - + (by — ya()ay)s” .
S S +apst +1

Agora por (81) para determin¥s(s), tem-se:

V() L [ a8 o+ (g — o () ) F — ya()og S+ (b —ya(eo)af )8
Vs &S+ AT+ 1
(82)
Analisando (82) existem trés possibilidades distintas para o resultado final, que séo:
e Primeira possibilidadea < 3.
Se isto ocorrer, entdo — 3 = ¢; < 0 e dai substituindo em (4), vem que:
Vo(g) = L | B S s () S (g —ya(o)a)s (83)
S S +asr+1

Note que como neste caso o denominadas ¥€s) se anula para= 0 e o TVF ndo pode ser usado
para obtefy, (). Agora, observe que de (83%(s) pode ser decomposto utilizando frag8es parciais da

forma,
A

9= o

+ Rz(S), A= bg( — yl(oo)ag, . (84)

sendo que del1, L~1(Rx(s)) = ra(t) = 0, quandd — . Adicionalmente, come-c; > 0, conforme a
Tabela 1:

(85)

o[ A Ar-at1-1) At
L |:S(—c1+1):| - M(—ci+1 U(t) = =——— u®),
1+ 1) I'( c1+1)

sendd (—c; + 1) a fungdo Gama dada em (1ug@), a fungcdo degrau unitario. Assim de (83),ae< 0
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e de (85) tem-se que quantes o, |At~% /I"(—c1 + 1)| tende ao infinito. Assim, neste cagp(t)| —
quandat — oo.

e Segunda possibilidader = 3.

Dai substituindo em (82), tem-se pelo TVF:

bing S™ M — y1(00)a "V -+ (B — ya(e0)ay)

a7 +a,sv+1 = by —yi(w)ay- (86)

ya() = lims Yo(s) =
e Terceira possibilidade > (3.

Se isto ocorrer, entd® — 3 = ¢; > 0 e dai substituindo em (4), vem pelo TVF que:

bl 8™ P — y1 (e0)ag STV (b —ya(0)ag )s™

= 0 (87
Ay S+, S 41 ®&7)

Va(ea) = lims (s) =

Concluindo, é possivel estabelecer um critério para a escolha do grau que sera utilizado na aplicagéo
do método descrito na Figura 15 que é o seguinte: atribuafpara valor positivo proximo de zero e
apliqgue o método da Figura 17 obtengde~). Se o resultado foy,(«) = 0, conforme (87) incremente
o valor def e refaca o método até qyg) assuma um valor que tende ao infinito, como anunciado na
primeira possibilidadéa — 3 = ¢; < 0). Quando este fato ocorre, significa que o gBa&imaior do que
o graua de G(s). Logo é necesséario decremenfaaté quey () obedeca (86), condigdo que quando
verificada indica qu¢ terd o mesmo graa deG(s), finalizando o critério.

4.3.2 Meétodo para identificacdo dé=T’s de ordem fracionaria

Considere o resultado obtido em (82) no qual é possivel a aplicagcdo do método, observando o dia-
grama de blocos disposto na Figura 15, dai vem que:

/ a /
Ya(g) = = | et B £OO)), (88)
S| &9+ +a,sv+1
Aplicando agora o TVF, o resultado fica:
o [P S™ 4+ s +G(0)]

Calculando agor#V (s), vem que:

Wi(s) = vi(s) - 2

1 S™ DS ya(0) ] Ya(®)
S S+ apst+1 S
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_ } [b;ﬂasma +---+ (bng _Y1(°°)a;1a)sna —yl(oo)a;w§w +ot (b/a _yl(oo)agsa)

s A+t asT + 1

} . (90)

Observando novamente a Figura 15 e continuando com a execu¢do do método, vem que:

St (o — Y1(0)ahg)S™ — Ya(e2)opg §7 B - (b — ya()a)s@ P
S a1

Ya(s) = % [bm
(91)

Aplicando novamente o TVF, para o caso em gue- 3, seguindo o critério ja discutido neste
trabalho, tem-se conforme (86) que:

Ya(%0) = M s¥a(s) = by —y1()ag. (92)

Realizando sempre o procedimento observando o método disposto na Figura 15 pané @hter
Ya(S), -y Wa—1(S), Ya(S), -+, Whim-1(S), Ynim(S) basta realizar um procedimento similar ao feito em
(KOSAKA et al., 2005). Dessa forma, é possivel formar um sistema linear de equacgéesAla tiplo,
sendo:

mxm —yl(oo) 0 0
—Y2(®)  —y1() :
a| e e 0
Onxm : —Yy3(o) L —y1(oo)
L —Ynim(®) —Ynim-1(®) ... —Yme1(®) |
_ b, -
= [ yo(w) ]
Yy y3(o)
X= rT/‘IC{ e b= . (93)
aa
a/
2.a L Yn+me1(00) ]
| A |

Considerando todos os casos emdatA) # 0, tem-se a solugéo paxa= A~! be para o valor de
positivo escolhido inicialmente, as incognitas sdo determinadas e consequentemente um modelo é gerado
para representar a fungéo de transferéncia de ordem fraciga@)ianicial. A partir dai é calculado
erro médio quadratickE QM da saida de cada modejg(t) com a saida da funcéo transferéncia que
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desejamos identificaf(t), ambas em resposta a uma entrada degrau cuja a férmula é a seguinte:

N
EQM= ¢ N D OT) —yaliT))? (94)

em queT é o periodo de amostragem que foi usado para a aquisicdo da resposta ao dégrau e
tamanho da amostra obtida.

4.4 IDENTIFICACOES REALIZADAS POR INTERMEDIO DO MATLAB

Nesta se¢do, sera exposta a validacdo do método com o auxilio de trés exemplos estudados nos quais
foram feitas as identificagfes utilizando a fundé@oinsearchdisponivel no Matlab.

4.4.1 Primeira identificacdo: Exemplo tedrico

Nesta primeira identificacdo, foi escolhida uf@ polinomial qualquer que satisfaz as condi¢cdes
exigidas para o funcionamento do método e também nao foi levado em conta o seu conhecimento. As-
sim a funcdo adotada f@(s) = (58%° + 1) /(3s® + 2529 4+ 1) e a partir dai para facilitar a execugdo do
método utilizou-se a funcao de otimizacBminsearchque esta disponivel no Matlab, para determinar o
valor minimo do EQM). A funcao fminsearchpode ser classificada como um algoritmo de busca direta
€ para o seu uso basta fornecer um ponto inicial, que a partir dele, varios métodos séo aplicados e apés
um namero necessario de iteragdes, um minimo local é determinado. Em nosso caso o objetivo é encon-
trar o menor valor dgE QM) definido em (94), depois de realizar este procedimento a partir de varias
condig@es iniciais para € (0,1), visando obter o minimo global. A funcéo de transferéncia obtida pelo
método de identificagio proposto f8(s) = (4,9333°8%%° 1 1)/(3,03338 + 1,93333°8%9%9 1 1). Na
Figura 17 estdo representadas as respostas a uma entrada degiaesdalhida e d& T que foi obtida
utilizando o método proposto.
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Figura 17 - Respostas a uma entrada degrau; Haescolhida e d& T obtida utilizando o método
proposto.

2 I I
—Funcéo experimental
- --Modelo obtido através do método

Amplitude

|
0 5 10 15 20 25 30
t(s)

Fonte: O préprio autor

Repare que de acordo com a Figura 17, é possivel concluir que a identificagao realizada pelo método
proposto foi eficiente, sendo queEQM obtido, comT = 0,01segundo éN = 100001, foi igual a
8,0549x 1076,

4.4.2 Segunda identificacdo: Motor de corrente continua

Na segunda identificacdo foram utilizados os dados provenientes de um experimento realizado no
Laboratério de Pesquisa em Controle (LPC), do Departamento de Engenharia Elétrica da Faculdade de
Engenharia de llha Solteira (DEE/FEIS/UNESP).

Como parte do desenvolvimento das pesquisas do controle de um sistema péndulo invertido, foi
realizado o controle de um carrinho acionado por motor de corrente continua com a finalidade de obter a
FT entre a posi¢ao do cari, e atenséo enviada ao mo¥gr A Figura 18 ilustra o arranjo utilizado em
bancada para a aquisi¢do do sinal da posi¥ap€ o sinal de controle/() proveniente do controlador.
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Figura 18 - Arranjo dos equipamentos para o controle de pwsig&arro de massa M.

” Vi Amplificador out
M N de Poténcia DA Matlab/Simulink
3 > AD Real Time
1 Moter in Wincon 3.0
S
‘ZZJ.S;; Xp Placa de
PosIE: il . Aquisicdo [——

Fonte: (RIBEIRO et al., 2014)

Foi proposta a utilizacdo de um controlador de ganho proporcionalkem75, e o sistema de
controle e planta sdo descritos na Figura 19. A modelagem matemética da planta Carro-Motor pode ser
obtida em (RIBEIRO et al., 2014).

Figura 19 - Diagrama de blocos do sistema controlado (carrinho) com um modelo matematico de ordem
inteiraa = 2, de segunda ordem.

Carro— Motor
Ref Vi K, Xp
. s(s+B)

=

L J

Fonte: (RIBEIRO et al., 2014)

O objetivo inicial foi identificar o sistema, com aplicacdo de um degrau na referéncia, em malha
fechada e, através da identificacdo, determinar os parametros que envolvem a planta Carro-Motor, ou
seja, 0s parametrd§; e B, descritos ent95).

A FT de ordem fracionaria em malha fechada considerada neste caso possui dois polos e é da forma:

Xp(s) K K
REF(s) s +Bg +KK’

O<a<1. (95)

A aquisicdo da resposta da posi¢ado do carro, para uma entrada degramdé déscrita na Figura
20, juntamente com a resposta do sistema identificado, considerando 2 polos.

Assim, executou-se o método proposto &ass de ordem fracionaria e de ordem inteira igual a 2
que apresentaram o merlBQM estéo dispostas na Tabela 8.

Na Figura 20 estdo representadas a resposta a uma entrada deguwaduncédo experimental
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Tabela 8 +T sde ordem fracionaria e inteira igual a 2 determinadas pelo método proposto para a planta
Carro-Motor dada em (95).

FTsgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (10,05) /(0,001’4 0,045+ 1) 0,00325
s) = (10,05)/(0,0011s-%°+ 0,0468%%9+ 1) | 0,00312

G(

para uma entrada degrau e #Bsde ordem inteira igual a 2 e de ordem fraciondria obtidas através do
método proposto para a planta Carro-Motor dada em (95).

Figura 20 - Resposta de todos os modelos calculados a uma entrada degrau para a planta Carro-Motor
dada em (95).

12
10+ ‘,_f,—u“‘ -l T e e
l/,\
,/
8- & .
€
‘2' by
g6 Y4 ]
< [’
4 /’ —Funcéo experimental 7
K ---Modelo de ordem inteira
oL /’ ='=-Modelo de ordem fracionaria |
”
/"
0 | | | | |
0 0.5 1 15 2 25 3

Fonte: O préprio autor

A melhor identificagéo foi obtida pata= 0,99 que resultou em uEBQM = 0,00312, e en5(s) =
(10,05)/(0,109%%% 4 0,455%%° + 1). Nota-se pela Figura 20, que a identificacio omre: 1, que
possuiEQM = 0,00325, apresentou uma resposta ao degrau praticamente igual a obtida para o caso
6timoa = 0,99. Observe que 0 modelo matematico com dois polos considetaadbdescrito em (95)
€ uma forma simplificada para representar este experimento, por desprezar o polo devido a indutancia e
a resisténcia do motor, conforme (OGATA, 2011). Assim, confof@®, que possibilita a identificacéo
para um namero arbitrario de polos e zeros, foi também identificada uma fungéo de transferéncia com

trés polos, dada por:
Xp(s) G(0)

=G(s) = . 96
REF(s) (s &, S0 + 8, S0 +a s +1 (96)
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Neste caso, o modelo 6timo foi obtido para= 1 e a funcao de transferéncia determinada pelo
método proposto fol3(s) = (10,05)/(1,751%—5s> + 0,001028% + 0,045493 + 1 e 0 seu gréafico
e o da funcdo experimental, ambos obtidos em uma resposta a uma entrada degrau encontram-se na
Figura 21. Repare que melhor identificacdo obtida neste caso foiogpard, que resultou em um
EQM = 0,0003 e é possivel verificar gue houve uma melhora significativa em compara¢do com o caso

anterior.

Figura 21 - Resposta de todos os modelos calculados a uma entrada degrau para a planta Carro-Motor
dada em (95).
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Fonte: O préprio autor

4.4.3 Terceira identificacdo: Redes RC Tridimensionais com grande nu-
mero de componentes

Neste Ultimo caso, para validar o método de identificacdo proposto, foram utilizados os dados do
artigo (GALVAO et al., 2013) referentes & modelagem de redes RC tridimensionais com grande nimero
de componentes, no qual os autores realizaram uma simulagédo em um programa desenvolvido no Matlab,
que resultou em um sistema com um modelo de espaco de estados de ordem igual a 75 e que depois de
retirados os modos néo observaveis e/ou ndo controlaveis, foi representado |BOF dmardem inteira
igual a 73.

De posse dessa simulacdo, o proximo passo foi encontrar uma férmula para repreantde a
ordem fracionaria com um modelo reduzido de termos que possuaQivhadequadamente pequeno
em relacéo a fungéo teorica e optou-se em utilizar os casos do método proposto @mrgLeejam
iguais a(1,1) e (2,2) no resultado obtido em (93), cujos modelos &(s) = (b, s” + G(0)/(a,s* + 1)

e G(s) = (Dhy 9 + b7 + G(0)/(ah, % + &, s + 1) respectivamente.
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Tabela 9 +T sde ordem fracionaria e inteira igual a 1 determinadas pelo método proposto na modelagem
de redes RC tridimensionais com grande nimero de componentes.

FTsgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (4,025+0,325/(3,92%+1) 0,0006
G(s) = (2,45829011.0,325)/(0,627>9%1 1 1) [ 0,0003

Adotados estes modelos, o proximo passo foi aplicar no sistersenvolvido em (GALVAO et al.,
2013), uma entrada degrau unitario durante 120 segundos, com passo igdalsse@undo e a partir
dai, foi desenvolvido um programa no Matlab e executou-se o método proposto com o auxilio da funcéo
fminsearchque determinou & T de ordem fracionaria que apresentou o meéb@M conforme (94).
Por ultimo foi calculada & T de ordem inteira que apresentou o meB@M também utilizando o
método proposto.

FT’sde ordem fraciondria e inteira igual a 1 determinadas pelo método proposto que apresentaram
0 menorE QM.
Na Figura 22 estdo representadas as resposta3 dka funcéo experimental para uma entrada degrau
e dasFT’sde ordem inteira igual a 1 e ordem fracionaria obtidas através do método proposto na mode-
lagem de redes RC tridimensionais com grande niimero de componentes.

Figura 22 - Resposta da funcédo experimental para uma entrada degrau,e também e sludes
ordem inteira igual a 1 e ordem fracionaria, obtidas na modelagem de redes RC tridimensionais com
grande nimero de componentes.

Caso (n=1)
10 I | | |
—Funcéo experimental
- --Modelo de ordem inteira
8H : RN KA Modelo de ordem fracionaria H
g 60 _
2
2
S
< _
oH i i “H\ ---\-------\ ------ \--- i i i
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
t(s)

Fonte: O préprio autor
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Tabela 10 £T’sordem fracionéria e inteira igual a dois determinadas pelo método proposto na modela-
gem de redes RC tridimensionais com grande nimero de componentes.

FT’sgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (20,51s° + 6,11s+0,325)/(8,69s* +10,37s+1) | 0,0004
G(s) = (11,41s199 15 22899974 0, 325)/ 0,0002
/(1,7s599 4+ 7,71s2997+ 1)

Analisando o gréfico que esta disposto na Figura 22, peraehaesa melhor identificacéo realizada
para este caso, obtida para= 0,9601 e que resultou em uBQM = 0,0003, apresentou uma resposta
ao degrau com um desempenho superior ao caso em gug, no qualE QM = 0,0006.

A Tabela 10 contém as funcdes de transferéncia de ordem fracionaria e inteira igual a 2 determinadas
pelo método proposto que apresentaram o mEG.

Na Figura 23 estdo representadas a respodt dia funcéo experimental para uma entrada degrau
e dasFT’sde ordem inteira igual a 2 e ordem fracionaria obtidas através do método proposto.

Figura 23 - Resposta da fungédo experimental para uma entrada degrau,e também e sludes
ordem inteira igual a dois e de ordem fracionaria, obtidas na modelagem de redes RC tridimensionais

com grande nimero de componentes.
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Fonte: O préprio autor

Neste dltimo caso, a melhor identificacdo que foi obtida mara 0,997 e que resultou em um
EQM=0,0002. Nota-se que pela Figura 23, que a identificacdo @eal, que temEQM = 0,0004,
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apresentou uma resposta ao degrau inferior a obtida para da® o = 0,997, embora os valores de
o para estes dois casos sejam praticamente iguais.
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5 METODO DE IDENTIFICACAO DE FT’/SDE ORDEM FRACIONARIA
BASEADO NO METODO PROPOSTO EM (SILVA, 2008)

Neste capitulo sera proposta uma generalizagdo de um método de identificagdo de sistemas lineares
e invariantes no tempo apresentado em (SILVA, 2008) e que neste trabalho, no Capitulo 3 foi objeto
de alguns aprimoramentos para melhorar a sua eficiéncia. A principal diferenca entre ambos é que os
integradores neste caso podem apresentar ordem fracionaria. O seu mecanismo de funcionamento sera
explicado na Secdab A Secdo 2 abrange um um caso particular de identificacéo de sistemas lineares
utilizando modelos dé&T’s de ordem fracionariax, com 0< a < 1. Na Secdo 3 sera realizado
um estudo de identificacdo de sistemas lineares utilizando modele$’dele ordem fracionéaria @,
com 0< a < 1 e na Secéo.8 sera feita uma generalizacdo dos casos anteriores, que possibilita uma
identificacdo de sistemas lineares através de um modéid dke ordem fracionariaa, com O< a < 1.
Na Secédo 5 serao feitas algumas consideracdes com o auxilio de alguns exemplos praticos.

5.1 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT'SDE ORDEMa,0< a <1

Suponha um sistema linear e invariante no tempo que pode ser descrito p&fTussavel ou
instavelG(s) = (bgs” +byp) / (ags” +ag) de ordema, com 0< a < 1. Considere agora uma entrada
degrau representada fd(s) = 1/se o seguinte método de identificagéo que esté representado na Figura
24, na quay(t) representa a resposta do sistema a uma entrada deégrau> 0, tal que:

Figura 24 - Método para obtencgédo do sivgls).

S /
u) i Yi(s) _WA(S) _Yo(s) V() Ya(S)
sto 1 1
J_ Produto S -l ‘ l
Degrau G(s) no tempo p(t) lIntegradorl 1Integradorz
\ 00)— 00)—
Funcéo de Transferéncig(t) al )S Yl )S

Fonte: O préprio autor.

U(s) =<, Y(9) =G(s)U(s) = —— (97)

Além disso,A (t) € a resposta do filtro a uma entrada degréy, que possuFT igual as/(s+ o), ou
seja:

A& 271t {—U(s)] =gt {Hia} —e % t>0, (98)
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sendo que > 0 é um parametro de filtragem que seré fornecido. O gifiak obtido através do produto
dey(t) porA(t), isto €,
p(t) 2 YDA () =y(t) e, t>0, (99)

que corresponde a seguinte tranformada de Laplace:

P(s) = .Zy(t) e % =Y(s+0). (100)

De (97) e de (100), segue que:

P(s) = Lf:;)- (102)

Finalmentey; (t), t > 0, é aresposta a entragét) acrescida d&T (s+ 0)/s, isto é:

Yi(s) £ H_Gp(s) - M. (102)
S S
Atribuindo um valor inicial para o parametoode tal forma qué&s(s+ o) se transforme em unfal
estavel e5(s+ o) = G/(s), suponha inicialmente qué&'(s) = (bas” 4+ byg) / (ags” +ag). Conforme ja
foi feito neste trabalho na Se¢ad 4sem perda de generalidade é possivel reescB®rda seguinte
forma: / b, s 1 G/(0)
G(s) = W’ (103)
sendo qué&s’(0) = bg/ap, b, = by /ap ea,, = ay/ap. Partindo de (103) e considerande= 3, verifica-se
gue este caso é o0 mesmo descrito na Figura 13, que se encontra na Sec¢éo 4.1 do Capitulo 4 e que ja foi
demonstrado. Assim, € possivel formar um sistema linear de equacdes Aaxtipt, conforme (65),

de tal forma que:

A=

e ][] 0] o
0 —yz(e) | )

Considerando (69) que tratou este caso quarettd) # 0, a solugdox = A~1c ird existir e con-
sequentemente as incégniigs e b, serdo determinadas e sera possivel obter um modelo matematico
para representarleT G(s+ o) que deseja-se identificar. Observe que para a eficiéncia do método pro-
posto, resta a questao da escolha de valores apropriados para o parametro de @iteagenegado no
processo de identificacéo e para o expoent&a F T a ser identificada.

Consequentemente, para cada par valores de&, o procedimento de identificacdo pode ser rea-
lizado de modo a obter o vetor dos parametro§ @laG(s+ o). A seguinte fungéo cust¥(o, a) pode,
entdo, ser calculada comoEQM entre a resposta ao degrgit) daFT que deseja-se identificar e a
saiday(t) do modelo resultante :

N
Io,a) 2 \/ N 3, KT) ST (105)
=1

sendo qud é o periodo de amostragem utilizado na aquisicao da resposta a uma entrada fiegrau e
0 nimero de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequados @godem ser obtidos usando
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técnicas numéricas de otimizagao para minimiar, a ).

Nesta tese, a func@8BOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para
avaliar a resposta ao degrsi(t)"do modelo de ordem fracionéria, e o algoritmo do poliedro flexivel
(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado n® ptimization Toolbox Matlalioi adotado para
a obtengdo de e a através da minimizacéo déo,a).

5.2 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT'SDE ORDEM 21, 0< a <1

Suponha um sistema linear e invariante no tempo descrito porRimestavel ou instaves(s)
de ordem 2, com O< a < 1 descrito em (103). Considere agora uma entrada degrau representada
porU(s) = 1/s e o seguinte método de identificacdo que esté representado na Figura 25. Atribuindo
um valor inicial para o parametra de tal forma queG(s+ o) se transforme em umBT estavel e
G(s+0) =G/(s) tal queG'(s) = (by+boaS™ + by s”) /(80 +8qS” + 824 5°*). De maneira analoga & que
ja foi feita neste trabalho na Sec¢é@ 4sem perda de generalidade é possivel reesdB{@rda seguinte

forma:
() = bhe S + b, 8" +G'(0).
&, S0 a7 +1

(106)

Considere agora uma entrada igual a um degrau unitario representddésper 1/s e o seguinte
método de identificacdo que esta representado na Figura 25:

Figura 25 - Método para obtencéo do si¥gls).

A(t)

Wi(s) Ya(s)  Wk(s) Y3(s)

‘ 1 1
‘ sk =g
1 Integrador 1 1 Integrador|2

Y1(°°)g Y2(°°)§
Ya(s)  Whim-1(s Y5(s)

1 1
~ $ &
Integrador 3 | Integrador 4

Ya(e) Ya(e)
Fonte: O préprio autor.

Utilizando o resultado demonstrado na Secao 4.3.2paran= 2 em (90), é possivel elaborar um
sistema linear do tipé& x = b, sendo que:

1 0 —y(0) O

A— 01 _y2(°°) _yl(oo) ’ (107)
0 0 —y3() —Yyz(o)
0 0 —ys(w) —y3()
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b Y2(e)
/201 Y3(°°)
X=| a, |e b= yw)
a/20( y5(°°)

Para todos os casos em giet(A) # 0, a solugdox = A1 b ir4 existir e conforme a seg&o anterior, para
cada par valores de e a, o procedimento de identificacdo pode ser realizado de modo a obter o vetor
dos parametros daT G(s+ o), definindo a funcéo custi{o,x) como sendo & QM entre a resposta ao
degraw(t) daFT que deseja-se identificar e a saydg do modelo resultante conforme descrito abaixo:

N
Jo.a)2 \/ ° 2 WKT) (KT} (108)

sendo qud é o periodo de amostragem utilizado na aquisicao da resposta a uma entrada fiegrau e
0 nimero de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequados @g@odem ser obtidos usando
técnicas numeéricas de otimizacdo para minimiar, a ).

Nesta tese, a funca8BOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para
avaliar a resposta ao degrsi(t)"do modelo de ordem fracionéria, e o algoritmo do poliedro flexivel
(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado n® ptimization Toolbox Matlalioi adotado para
a obtencdo de e o através da minimizacéo déo,a).

5.3 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT'SDE ORDEMna,0< a <1

Suponha um sistema linear e invariante no tempo que pode ser descrito p&fTussavel ou
instavelG(s) de ordemna, com O0< a < 1, descrito em (106). Considere agora uma entrada degrau
representada pdJ (s) = 1/s e o seguinte método de identificacdo que esté representado na Figura 26.
Atribuindo um valor inicial para o parametm de tal forma ques(s+ o) se transforme em unm@aT
estavel eG(s+ g) = G/(s) tal queG'(s) = (bo + g Y + bes?)/(ag + 3¢ S™ + e $**). De maneira
analoga a que ja foi feita neste trabalho na Secapsém perda de generalidade é possivel reescrever
G/(s) da seguinte forma:

G'(s) = (gS™ + -+ bs" + G(0)) /(8 S + - -+ + &, 8™ + 1). (109)
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Figura 26 - Generalizacdo do método proposto

Y]_(S) W]_(S) Yz(S) V\/z(S) Y3(S)

1 ( 1
& $
1 Integrador 1 Integrador|2

Y1(°°)§ y2(o)

Wh-1(S) Yn(S)
1

u(t)

Degrau

Integrador n
1
Yn—1<°°)§

V\/m—m—l(S Yn+m( S)

Integrador n+m

 Ynim- 1(°°)—
Fonte: O préprio autor S

Utilizando o resultado demonstrado na Secéo 4.3.2 que resulta em (90), € possivel elaborar um
sistema linear do tipé& x= b, de tal forma que:

mxm  —Y1(%) 0 0
—Y2(0)  —y1() '
A= —y3()  —Y2(e) 0 :
Onxm =y3(0) . —ya(e)
L —Yntm(®) =Ynim-1(®) ... —Yns1(e0) |
[ ye(e) ]
x= [aly - -ang by - -Dlpg] ", b= _y3:(°°) . (110)
i —Yn+ms1() ]

Portanto, selet(A) # 0, os coeficientes d&'(s) podem ser obtidos calculandala seguinte maneira:
x=A"1h. (111)

Para concluir a apresentacdo do método proposto, para escolher o valor apropriado para o parametro de
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filtragem o empregado no procedimento de identificacdo e determinacdo dos expogateT a ser
identificada, sera adotado o mesmo procedimento das sec¢des anteriores, que utilizaram a funcéo custo
J(o,a) definida em (105). Nesta tese, a fun¢&OT F Matlab ToolboXCHEN; PETRAS; XUE, 2009)

foi utilizada para avaliar a resposta ao degyéy do modelo de ordem fracionéria, e o algoritmo do
poliedro flexivel (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado @ptimization Toolbox Matlab

foi adotado para a obtengdo dee a através da minimizacéo déo, a).

5.4 VALIDAGAO DO METODO PROPOSTO

Com a finalidade de avaliar o método proposto, foram feitas 2 identificacdes em experimentos para
que os modelos obtidos fossem validados.

5.4.1 Primeira identificacdo: Exemplo Tedrico

Neste exemplo, sera estudadg R instavelG(s) = (3s>8 + 2)/(3s"° + $*8) sem considerar o seu
conhecimento prévio. O tempo de simulacdo foi de 20 segundos, com periodo de amostragem igual
a 0001 segundo. Utlizando @ ptimization Toolbox Matlalpara encontrar os valores dee dea,
aFT determinada foGm(s+ 14,7) = (0,082151s+ 14,7)%7%° + 0,12065/(0,11584 s+ 14,7)159 +
0,70378s+14,7)%7°4+.1), 0 = 14,7 e oEQM = 7,3312 10%. Na Figura 27 esto ilustradas as
respostas a uma entrada degral-datedricaG(s+ 14,7) e daFT obtida através do métoden,(s+
14,7).

Figura 27 - Respostas ao degrauRdh tedricaG(s+ 14,7) e daFT Gpy(s+ 14,7) obtidas através do
método.

0.14

0.12

0.1

Amplitude

0.04F f
0.02f =
—— Funcéo tedrica G(s+14,7)
- - -Modelo Gm(s+14,7) obtido através do método
0 i i i i i
0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

Fonte: O préprio autor
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Tabela 11 £T’sde ordem fracionaria e inteira igual a 1 determinadas pelo método proposto na modela-
gem de redes RC tridimensionais com grande nimero de componentes.

o Modelo determinado EQM
5,1 G(s) = (0,463+ 3,024)/(0,071s+1) 1,37 x 1074
0,1195| G(s) = (1,774%9864+0,571)/(0,388%%86 1 1) || 3,6x 10~*

Observe que de acordo com a Figura 2FTaGny(s+ 14,7) estimada pelo método proposto para
funcdes instaveis apresenta um comportamento em regime préximo ao comportamento em regime da
FT tedrica G(s+14,7).

5.4.2 Segunda identificacdo: Redes RC tridimensionais com grande nu-
mero de componentes

Nesta segunda identificacdo, foram considerados os dados do artigo (GALVAO et al., 2013), que ja
foi objeto de estudo no Capitulo 4 com outro método de identificacdo proposto nesta tese. No referido
artigo, referentes a modelagem de redes RC tridimensionais com grande niumero de componentes, 0s
autores realizaram uma simulacdo em um programa desenvolvido no Matlab, que resultou em um sistema
com um modelo de espaco de estados de ordem igual a 75 e que depois de retirados os modos nao
observaveis e/ou ndo controlaveis, foi representado pouhnde ordem inteira igual a 73.

De posse dessa simulacdo, o proximo passo foi encontrar uma férmula para repreE@ntde a
ordem fracionaria com um modelo reduzido de termos que possieQMadequadamente pequeno em
relagdo a funcéo tedrica e optou-se em utilizar os casos do método proposto @mrgueejam iguais
a(1,1) e (2,2) no resultado obtido em (109), cujos modelos s@¢s) = (b, s” + G(0)/(a,s” + 1) e
G(S) = (0, S?* + 1, s7 + G(0) / (8, + &, s* + 1) respectivamente.

Adotados estes modelos, o proximo passo foi aplicar no sistema desenvolvido em (GALVAO et al.,
2013), uma entrada degrau unitario durante 60 segundos, com passo ig0@llségundo. A partir
dai, executou-se o método proposto com o auxilio da fufigiinsearchque determinou &T de ordem
fracionaria que apresentou o meld®M conforme (94). Por Gltimo foi calculadaFal’ de ordem inteira
que apresentou 0 menBQM também utilizando o método proposto.

A Tabela 11 contém aBTs de ordem fracionaria e inteira igual a 1 determinadas pelo método
proposto que apresentaram o meBGM.
Na Figura 28 estdo ilustradas as respostas a uma entrada Bdgeaperimental de ordem@G(s+5,1)
e daFT de ordem 1Gy(s+5,1), obtidas através do método .
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Figura 28 - Respostas ao degrauFdk experimentalG(s+ 5,1) de ordem 1 e d& T Gy (s+5,1) de
ordem 1 obtidas através do método.

10
— Func&o experimental G(s + 5,1)

- - -Modelo Gm(s+5,1) de ordem inteira obtido pelo método

Amplitude

t(s)

Fonte: O préprio autor

Na Figura 29 estéo ilustradas as respostas a uma entrada &dgexperimental de ordem fracio-
nariaG(s+0,1195 e daF T de ordem fracionari&m(s+ 0,1195), obtidas através do método .
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Tabela 12 -FT’s de ordem fracionéria e inteira igual a dois determinadas pelo método proposto na
modelagem de redes RC tridimensionais com grande niimero de componentes.

g Modelo determinado EQM
11,5 | G'(s) = (0,015 40,4593+ 4,153)/(0,001s>+ 0,085+ 1) || 3,84x 10>
4,6017 G/(s) = (24,965+17,965>%57+ 0,325)/ 3,53x10°°
/(8.54435+5,41%%7 1 1)

Figura 29 - Respostas ao degrau & experimentalG(s+ 0,1195 de ordem fracionaria e d&T
Gm(s+0,1195 de ordem fracionéria obtidas através do método.

—— Func&o experimental G(s+0,1195) de ordem fracionaria
9 - - -=Modelo Gm(s+0,1195) de ordem fracionaria obtido pelo método

Amplitude

Fonte: O préprio autor

Na Figura 30 estéo ilustradas as respostas a uma entrada Bdgexperimental de segunda ordem
G(s+11,5) e daF T de segunda orde@m(s+ 11,5), obtidas através do método.
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Figura 30 - Respostas ao degraurdg experimentalG(s+11,5) de ordem 1 e d&T Gy(s+11,5) de
ordem 2 obtidas através do método.

—— Funcéo experimental G(s+0,1195) de ordem fraionaria
9 - - -Modelo Gm(s+0,1195) de ordem frcionaria obtido pelo método

Amplitude

Fonte: O préprio autor

Na Figura 31 estdo ilustradas as respostas a uma entrada &dgexperimental de ordem fracio-
nariaG(s+4,6017 e daF T de ordem fracionari&m(s+ 4,6017), obtidas através do método .
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Figura 31 - Respostas ao degrau & experimentalG(s+ 4,6017) de ordem fracionaria e d&T
Gm(s+4,6017) de ordem fracionéria obtidas através do método.

11
——Funcéo experimental G(s+4,6017) de ordem fracionaria
- - -Modelo G_(s+4,6017) de ordem fracionaria obtido pelo método
10
9 - —

Amplitude

0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
1(s)

Fonte: O préprio autor



82

6 METODO DE IDENTIFICACAO DE FT’/SDE ORDEM FRACIONARIA
UTILIZANDO FUNCOES EXPONENCIAIS

Neste capitulo, sera proposto um método de identificacdo de sistemas lineares e invariantes no
tempo, que podem ser descritos por uRia estavel que possui ordem fracionaria. O seu mecanismo
de funcionamento baseia-se na resposta do sistema a uma entrada degrau, que é utilizada para gerar um
conjunto de sinais auxiliares para a obtencéo do sinal final, necessério para determinar modelos matema-
ticos para representar adequadamerfd @&m questao. A grande diferenca existente deste método em
relacéo aos métodos propostos nos capitulos anteriores, é que nele, ndo é feita a utilizacéo de integrado-
res de ordem fracionaria. Por este motivo, ndo é necessario a ado¢ao de um critério especifico para o seu
funcionamento e pode ser adotado qualquer valor real positivgpara representar a ordem a.

Primeiro, serdo deduzidos alguns casos particulares que possuem ordem reduzida e depois sera
apresentada uma generalizacdo do método que determina uma FT de ordem arhitNaiaecao final
do capitulo, serdo utilizados alguns exemplos para realizar a validacdo do método proposto, sendo que
sera dado um tratamento especial para o exemplo que descreve a pesquisa contida em (GALVAO et al.,
2013), que aborda a representacdo de materiais compaésitos através de redes RC tridimensionais para a
obtencao da resposta dielétrica.

6.1 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT'SESTAVEIS DE ORDEMa;, a; € R*

Suponha um sistema linear e invariante no tempo descrito poFdnestavelG(s) = (bo+bp, 57) /(a0 +
ag,s™), que possui ordem fracionaria coma; € R*. Devido a sua estabilidadag € diferente de zero,
dai fazenddy, = bg, /ag, a1 = ag, /ap € G(0) = bp/ao, tem-se:

G(0) + by

Gl = 1o

: (112)

sendo qués(0), by, a; sdo coeficientes a serem determinad¢s, &r;, expoentes que sdo valores reais
positivos e gue inicialmente serdo considerados conhecidos. Considere agora uma entrada igual a um
degrau representada fé(s) = 1/se o seguinte método de identificacado que esta representado na Figura
32:
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Figura 32 - Método para obtencéo do sindl).

/\i(t>

S ~
u(t) S+ 0;
In —Ix] =

Produto \
Degrau no tempo
9 G(s) pi(t)

Funcéo de Transferéncia y(®)

Fonte: O proprio autor.

Na Figura 32y(t) representa a resposta do sistema a uma entrada d€grau > 0, tal que:
U(s)=-, Y(s)=G(s)U(s) = —=. (113)

Além disso, como pode ser visto na Figura 82t) € a resposta do filtro a uma entrada degri,
que possufFT igual as/(s+ 6;), ou seja:

S
S+ O

)\i(t)éf_l[

u@}zz%lLfa}:-ﬂﬁtzo (114)

sendo queg; > 0 é um parametro de filtragem que seré fornecido. O ir(&é) € obtido através do
produto dey(t) por Ai(t), isto é,

pi(t) = y(DAi(t) = y(t)e ™, 1 >0, (115)

que conforme pode ser verificado em (FRANKLIN; POWELL; E.NAEINI, 2006), corresponde a se-
guinte transformada de Laplace:

R(s) = Zlyt)e ] =Y (s+ ). (116)

De (113) e de (116), segue que:
G(s+ i)
s+0;

R(s) = (117)

Finalmentegz(t), t > 0, € a resposta a uma entrgaé) multiplicada pel&T (s+ g;j)/s, isto é:

A S+0; _ G(s+a)
=3 H(S)—T‘ (118)

Zi (S)

Utilizando o resultado d@V F, que é valido para o CF (LI; DENG; XU, 2005) e (118)0) pode
ser descrito como:
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2(w) = lim s7(9). (119)

Desse modo, de (112), (118) e (119) conclui-se que:

oo\ i . _ G(0)+big”
7 () =lmG(s+0i) = — o (120)
e gue pode ser reescrito como:
Z(0) (1+a10™) = G(0)+biof* = z(w)ag™ ~biof —G(0) = —z(»).  (121)

Levando em conta (121) com= 1,2, 3, eg; # 0, # 03, coma; > 0, é possivel formar um sistema
linear do tipoA 8 = ¢, sendo que:

z(w)o® —gft —1
A= | z(w)od -0 -1 |, (122)
z3(w)odt gt 1

a —21(0)
06=| b, |ec= —2()
G(0) ~()

Para todos os casos em qgieet(A) # 0, a solugdd = A~1c ir existir e consequentemente as in-
cognitasG(0), a;, by seréo determinadas e sera possivel obter um modelo matematico para representar a
FT G(s) que deseja-se identificar. Observe que para a eficiéncia do método proposto, restam as questdes
de escolha de valores apropriados para os parametros de filttagem g; empregados no processo
de identificacdo e a escolha dos expoelfiesr; daFT a ser identificada. Uma regra que tem como
objetivo simplificar o ajuste destes parametros é a seguinte:

02=p 01, 03=pPO0y, (123)

sendo quep é uma constante no intervalo<Op < 1 e 01, 0 parametro que corresponde a fungédo expo-
nenciale ! com taxa de decaimento mais rapida. Uma regra adicional pode ser proposta para a escolha
de 01 ou simplesmente pode-se determina-lo através de sua otimizagdo. Considerando uma destas pos-
sibilidades para;, sejay = [B, a1]". Para cada par de valores ge p escolhidos, o procedimento de
identificacdo pode ser realizado de modo a obter o vetor dos parafetnasesmo modo que em (122).

A seguinte fungéo custd(y, p) pode, entdo, ser calculada com&QM entre a resposta ao degrgi)

e a saidy(t) do modelo resultante:

N
Ay.p) 2 \/ N 3 KT) ST (124)

sendo quel é o periodo de amostragem utilizado na aquisicdo da resposta a uma entrada dégrau e
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€ 0 numero de amostras adquiridas. Assim, os valores adexjdagce p podem ser obtidos usando
técnicas numéricas de otimizagao para minimigrp).

No presente trabalho, a funck®T F Matlab ToolboXCHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada
para avaliar a resposta ao degyé) do modelo de ordem fracionaria, e o algoritmo do poliedro flexivel
(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado n® ptimization Toolbox Matlakfoi adotado para
a obtencao dg e p através da minimizacéo déy,p).

6.2 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT/SESTAVEIS DE ORDEMa,, a; € R*

Suponha um sistema linear e invariante no tempo descrito poFUnestavelG(s) = (bp + bplsgl +
bﬁzssz)/(ao+aals“1 + ag,5™) que possui ordem fracionari@, coma, € R*. Novamente é possivel
rescrevé-la da mesma forma que na segéo anterior fatgnrdbg /a0, parai = 1,2, aj = ag, /a0, para
j=1,2eG(0) =bp/ag e assim tem-se:

G(0) + by 4 s

G(s) = 125
& = aen s (125)

sendo qués(0), by, by, &, ay sdo coeficientes a serem determinad@s, 6., a1, o, expoentes que sao

valores reais positivos e gue inicialmente serdo considerados conhecidos. Considere agora uma entrada
igual a um degrau representada pdis) = 1/s e o seguinte método de identificacdo que esta represen-
tado na Figura 32.

Do mesmo modo que foi feito anteriormente, de (125), (118) e (119) conclui-se que:

a(e) = lims (9 = SO TG o) (126)
e que pode ser reescrito como:
7 () - [14 a(07) ™ +a2(07) %] = G(0) 4 by (07)P + by (07)* =
= 7 ()a10" + 7()ag(07) 2 — bp0{* — b0 — G(0) = ~3 (). (127)

Logo, utilizando o mesmo procedimento realizado na se¢ao anterior, mas agora com o acréscimo de
mais dois pardmetros, pois neste caso existem cinco indeterminacgdes, considere (12711 4,5,
01 # 02 # 03 # 04 # 05, cOMG; > 0, consequentemente é possivel elaborar um sistema linear do tipo
A 8 = c, sendo que:

[ a(@)of* a(w)of —off —off -1
2(0)05* 2(w)og? —0p —0F -1
A= | z3(0)ogt z3(w)05° —051 —052 -1, (128)
2(0)a]" u(w)of? —of —of* -1
z5(0)0 z5(0)0f? —0f -0 -1




6.3 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FTSESTAVEIS DE ORDEM,, a, € R* 86

r 7 [ —21() |
5 —2y(w)
a
0= bl e c= _23(00)
o —24()
2
60 | —Z5(0)

Para todos os casos em quet(A) # 0, a solugdod = A~lc ird existir e consequentemente as
incognitasG(0), a1, ay, by, by serdo determinadas e um modelo matemético € gerado para representar a
FT G(s) que deseja-se identificar. Observe que para a eficiéncia do método proposto, restam as questdes
de escolha de valores apropriados para os parametros de filt@gesp, o3, 04, 05 empregados no
processo de identificacéo e a determinacdo dos expg@ntBs a1, a» daFT a ser identificada. Uma
regra que tem como obijetivo simplificar o ajuste destes parametros é a seguinte:

02 =p 01, O3=pP02, O4=pP03 Os=pO0s, (129)

sendo quep é uma constante no intervalo<0p < 1 e 01, 0 pardmetro que corresponde a fungédo expo-
nenciale” %t com taxa de decaimento mais rapida. Uma regra adicional pode ser proposta para a escolha
de 01 ou simplesmente pode-se determina-lo através de sua otimizagdo. Considerando uma destas pos-
sibilidades para escolher;, sejay = [B; B2 a1 02,]T. Para cada par valores gee p escolhidos, o
procedimento de identificacdo pode ser realizado de modo a obter o vetor dos par@ngetnoesmo

modo que em (128). A seguinte funcdo cudtg, p) pode, entdo, ser calculada com&QM entre a

resposta ao degrayt) e a saidg(t) do modelo resultante:

N
J(y.p) £ ¢ % kzl [y(KT) — 9(KT)]?. (130)

sendo qud é o periodo de amostragem utilizado na aquisi¢do da resposta a uma entrada d&grau e
0 numero de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequagi@sadpodem ser obtidos usando
técnicas numéricas de otimizagao para minimigrp).

Nesta tese, a func@8BOTF Matlab Toolbox(CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para
avaliar a resposta ao degrsi(t)"do modelo de ordem fracionéria, e o algoritmo do poliedro flexivel
(GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado n® ptimization Toolbox Matlalioi adotado para
a obtencao dg e p através da minimizacéo déy,p).

6.3 IDENTIFICACAO UTILIZANDO FT'SESTAVEIS DE ORDEMa,, a, € R*

Considere um sistema linear e invariante no tei@ps) sujeito a uma entrada degrau representada
porU (s) = 1/s, descrito por um& T estavelG(s) de ordema,, coma, € R™ e reescrita, conforme os
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dois casos anteriores, da seguinte forma:

G(0) + byt + - - + by

G(s) =
(s 1+as™+-.-+apsih

, (131)

combyg,bq,...,bm,a1,...,8, coeficientes a serem identificadoe..., Bn, d1,...,an, €XpOENtEs que
sdo valores reais positivos e inicialmente seréo considerados conhecidos. Levando em conta o método
apresentado na Figura 32, (131), (118) e (119) conclui-se que:

G(0) + by o™ + - + baP™

- =IlimG(s+ ;) = 132
7 (o) = lim G(s+ 07) 1+ 20§ ana™ (132)
a gqual pode ser reescrita como descrito abaixo:
Z(w0) - [1+a1(0)™ + -+ +8n(0)) ] = G(0) + by0f* + -+ + b = (133)
= 2 () 0% + - +3(2)an0 ™ — by — - — b0 — G(0) = 7 (). (134)

Considerandg () comn+m+ 1 valores diferentes dg (i=1,2,...,n+m+1), todas as equagdes
podem ser utilizados para obter um sistema linear da fééha c, com:

_ zl(OO)Ufl Zl(OO)UfZ Zl(OO)Gf'” —Gfl —Ufm R
z(w) 05" 25(w) 052 () 05" —ot . a1
A= ;
ay az . On _ Bl _ Bm -1
i Zn+m+1(°°)0'n+m+1 Zn+m+1(°°)0n+m+1 2n+m+1(°°)0n+m+1 Onime1 - Onimi1 ]
—2z1()
_Z2 00
6 =[a1---anby---by G(O)", c = .( b (135)
i —Znmy1() i
Sedet(A) # 0, os coeficientes d8(s) podem ser obtidos calculandocomo:
6=Alc (136)

Para concluir a apresentacdo do método proposto, restam as questdes de escolha de valores apropri-
ados para os parametros de filtragemoo, . . ., on.m.1 €mpregados no procedimento de identificacéo e
determinacéo dos expoeni®s. .., Bm,01,...,0, daFT a ser identificada.

Com o propdsito de simplificar 0 ajuste dos parametros de filtragem, a regra a seguir pode ser
adotada:

O2=p01, 03=pP02, ...,0nimi1 = P Onim, (137)
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sendo quep é uma constante no intervalo<0p < 1. Vale a pena notar que o maior parametro
corresponde a funcdo exponenaaf! com taxa de decaimento mais rapida. Uma regra adicional pode
ser proposta para a escolhaaieou simplesmente pode-se determina-lo através de sua otimizagéo.

Finalmente, considerg 2 [B;--- Bm a1 --- an]T 0 vetor dos parAmetros que serdo determinados.
Para cada par valores glee p, 0 procedimento de identificagdo pode ser realizado de modo a obter o
vetor dos coeficientes d&al 8 do mesmo modo que em (136). A funcéo culip, p) definida a seguir
pode, entéo, ser calculada comd&®M entre a resposta a uma entrada deg@b e a saiday(t) do
modelo resultante:

N
Ay.p) £ \/ N 3, KT) ST (138)

sendo queT é o periodo de amostragem utilizado na aquisicdo da resposta a entrada ddgéan e
numero de amostras adquiridas. Portanto, os valores adequagos glgpodem ser obtidos usando
técnicas numéricas de otimizagc&o para minimi{grp).

Nesta tese, a funcdo FOTF Matlab Toolbox (CHEN; PETRAS; XUE, 2009) foi utilizada para ava-
liar a resposta ao degra(t | do modelo de ordem fracionéria, e o algoritmo do poliedro flexivel (GILL;
MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado n@ ptimization Toolbox Matlaloi adotado para a obten-
¢ao dey e p através da minimizacéo déy,p).

6.4 VALIDAGAO DO METODO PROPOSTO

Com a finalidade de avaliar o método proposto, foram feitas 4 identificacdes em experimentos para
que o procedimento seja validado.

6.5 PRIMEIRAFT A SER IDENTIFICADA

Nesta primeira identificacao foi escolhida uf@ polinomial arbitraria que satisfaz as condicbes
exigidas para o funcionamento do método e também nao foi levado em conta o seu conhecimento. As-
sim a fung&o adotada f@(s) = (58*° + 1) /(3s® 4- 26%° 4 1) e a partir dai, para facilitar a execucdo do
método utilizou-se a fungdo de otimizacBminsearchque esta disponivel no Matlab para determinar o
valor minimo doEQM. A func¢éo fminsearchpode ser classificada como um algoritmo de busca direta
€ para o seu uso basta fornecer um ponto inicial, que a partir dele, varios métodos séo aplicados e apés
um numero necessario de iteragbes, um minimo local é determinado. Em nosso caso o objetivo € en-
contrar o menor valor d& QM definido em (138) depois de realizar este procedimento a partir de varias
condigdes iniciais, selecionadas a partir degrid formado pela variagdo dede 0,1 até 2,0 p de 0,1
to 0,9, visando obter o minimo global. A funcdo de transferéncia obtida pelo método de identificacao
proposto foiG(s) = (5,002%913 1 1) /(2,981s!81 4- 2 052°912 1 1). Na Figura 33 estdo representadas
as respostas a uma entrada degrau unitarié,Tdascolhida e d& T que foi obtida utilizando o método
proposto.
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Figura 33 - Respostas a uma entrada degrab,Td&edrica e d& T obtida utilizando o método proposto.
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Fonte: O préprio autor

Repare que de acordo com a Figura 33, é possivel concluir que a identificacado realizada pelo método
proposto foi eficiente, sendo qu&@M obtido, comT = 0,01segundo g= 100001 foi igual a 80549x
1075,

6.6 SEGUNDAFT A SER IDENTIFICADA

Na segunda identificacdo foram utilizados os dados provenientes de um experimento que foi exe-
cutado no Laboratério de Pesquisa em Controle (LPC), do Departamento de Engenharia Elétrica da
Faculdade de Engenharia de Ilha Solteira (DEE/FEIS/UNESP).

Como parte do desenvolvimento das pesquisas do controle de um sistema péndulo invertido, foi
realizado o controle de um carrinho acionado por motor de corrente continua com a finalidade de obter a
FT entre a posi¢ao do cari, e atensédo enviada ao mo¥gr A Figura 34 ilustra o arranjo utilizado em
bancada para a aquisi¢cao do sinal da posi¥ap€ o sinal de controle/() proveniente do controlador.
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Figura 34 - Arranjo dos equipamentos para o controle de pwsig&arro de massa M.

A
Vi Amplificador out
M de Poténcia /A Matlab/Simulink
A/D Real Time
n Wincon 3.0
Sensor
posicio Xp Placa de
Aquisicao  [——

Fonte: O préprio autor

Foi proposta a utilizacdo de um controlador de ganho proporcionalkcem/5, e o sistema de
controle e planta estédo descritos na Figura 35. A modelagem matematica da planta Carro-Motor pode
ser obtida em (RIBEIRO et al., 2014).

Figura 35 - Diagrama de blocos do sistema controlado (carrinho) com um modelo matematico de ordem
inteiraa = 1 de segunda ordem.

Carro— Motor
Ref © Vi . K, Xp .
! s(s+B) !

Fonte: O préprio autor

O obijetivo inicial foi identificar o sistema, com aplicacdo de um degrau na referéncia, em malha
fechada e, através da identificacao, determinar os parametros que envolvem a planta Carro-Motor, ou
seja, 0s parametrd§: e B, descritos ent139).

A FT de ordem fracionaria em malha fechada considerada neste caso é da forma:

XP(S) . K'Kc
REF(s) s+B-s7+K-K¢’

O<a<1l (139)

A aquisi¢cdo da resposta da posi¢éo do carro, para uma entrada degramgé déscrita na Figura
36, juntamente com a resposta do sistema identificado, considerando 2 polos.

Assim, executou-se 0 método proposto ¢-dsde ordem fracionaria e de ordem inteira igual a 2
determinadas que apresentaram o m&QM estéo dispostas na Tabela 13.
Na Figura 36 estéo representadas a resposkldda funcdo experimental para uma entrada degrau e
das funcgdes de transferéncia de ordem inteira igual a 2 e de ordem fracionéria obtidas através do método
proposto para a planta Carro-Motor dada em (139).
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Tabela 13 FT’s de ordem fracionaria e inteira igual a 2 determinadas pelo método proposto para a
planta Carro-Motor dada em (139).

FT’sgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (10,053)/(0,001078%+0,0417%+1) 0,00121
G(s) = (10,05)/(0,0159363°311-0,03396 82671821 1) [ 9,76 x 104
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Figura 36 - Resposta de todos os modelos calculados a umdadigrau para a planta Carro-Motor
dada em (139).

Fonte: O préprio autor

A melhor identificagdo foi obtida para = 1,3531 e que resultou em uBQM = 9,76 x 104,
Observe que o modelo matematico com dois polos considemandd descrito em (139) é uma forma
simplificada para representar este experimento, por desprezar o polo devido a indutancia e a resisténcia
do motor, conforme (OGATA, 2011). Assim, conforriE35), que possibilita a identificacdo para um
ndmero arbitrario de polos e zeros, foi também consideradaFin@om trés polos, dada por:
Xp(s) G(0)

_G(s) = . 140
REFS O~ & 91 a, 9 T as 11 (140)

Executou-se o método proposto eFaE's de ordem fracionaria e de ordem inteira igual a 3 deter-
minadas que apresentaram o meBQM estao dispostas na Tabela 14.
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Tabela 14 £T’sordem fracionaria e inteira igual a 3 determinadas pelo método proposto para a planta
Carro-Motor dada em (139).

FT’sgeradas pelo método proposto EQM
G(s) = (10,05)/(9,327x 10~°s>+-0,001s* + 0,0465+ 1) 3,91x 104
G(s) = (10,05)/(1,31x 10 °>s39921 9 36 x 10 *s*Y01+ 0,046-°91 + 1) | 3,083 x 10~
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Figura 37 - Resposta de todos os modelos calculados a umdadigrau para a planta Carro-Motor
dada em (139).

Fonte: O préprio autor

A melhor identificacdo para este caso foi obtida para 1,0006 e que resultou em uEBQM =
3,08264x 104, Observe que a ordem fracionariafi@ determinada é praticamente igual a um.

6.7 TERCEIRAFT A SER IDENTIFICADA

Nesta identificacdo foi levado em consideracao um projeto que esta sendo desenvolvido no Labora-
torio de Instrumentacao e Engenharia Biomédica do Departamento de Engenharia Elétrica do Campus
da UNESP de llha Solteira, que realiza Estimulagéo Elétrica Funcional (FE8ctional Electrical
Stimulatior) nos membros inferiores de voluntarios hemiplégicos e paraplégicos com o objetivo de me-
lhorar a sua qualidade de vida. Neste experimento, estudam-se padrfes de estimulos que proporcionem
o0 melhor resultado possivel e diante disso é necessario um modelo matematico eficiente para prever o
comportamento do masculo.

Por este motivo, conforme (KOZAN, 2012), foram realizadas simula¢gdes com trés tipos de modelos
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e a equipe executora do projeto concluiu que o modelo deséthwgbor (LAW; SHIELDS, 2006) foi

0 mais adequado para represent&Tados dados coletados de cada paciente, relacionando uma eletro
estimulacao do tipo degrau (entrada) com a posicao da perna do voluntério (saida), que tem a férmula
G(s) = bo/ (820 5% + ags” +ap), coma = 1.

Para o caso em que o modelo desejado apresente ordem fracionaria, na aplicagdo do método proposto
foi utilizada a formulaG(s) = bo/ (aza$® +ags? +ap), coma > 0 e > 0. A partir dai, na otimizagao
o0s valores iniciais de e 3 foram selecionados a partir de wgrid formado pela variagéo de e def3
compreendidos entre 0,1 até 2,0 , ambos com periodo de amostragem igual a 0,1; para os valores iniciais
dep avariacao foi de 0,1 to 0,99, com periodo de amostragem igudl@®intervalo de tempo adotado
foi de 0— 75s e periodo de amostragem= 0,01s.

O resultado final obtido pelo método proposto apds realizada a otimizacao foi
G(s) = (1,0826)/(0,0059208%4806 1 0,2078219%9% + 1), que apresentoE QM = 3,16814x 107°.
Para o caso de ordem inteira, foi realizada apenas a variac@oati#buindo valores iniciais com-
preendidos entre 0,1 até 0,9, com passo igual a 0,1. O resultado final obtido apés a otimizacéo foi
G(s) = (1,083)/(0,0200%° +0,2736+ 1) comEQM = 1,51069x 10~“. Na Figura 38 estfo dipostas
as respostas a uma entrada degrau da fungéo que deseja-se identificar, bem com as respostas ao degral
dos modelos de ordem fraciondria e inteira obtidos através do método proposto.

Figura 38 - Resposta a uma entrada degrau da funcao experimental e dos modelos obtidos através do
método.
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Fonte: O préprio autor

Analisando a Figura 38, observa-se que a resposta do modelo de ordem fraciondria ficou muito
préxima da resposta obtida experimentalmente. Desta forma, o método proposto proporcionou uma
modelagem matematica melhor do que a tradicional de ordem inteira, introduzida em (LAW; SHIELDS,
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2006).

6.8 QUARTAFT A SER IDENTIFICADA

Nesta identificacéo, foi considerada uma rede tridimensional RC contendo capacitores e resistores.
Na Figura 39 é apresentado um exemplo de rede RC tridimensional em consideracédo, que pode ser
usada como modelo de circuitos para a resposta dielétrica de materiais compdsitos contendo isolamento
e particulas condutoras (MCCULLEN et al., 2009). A topologia de rede compréénclEmadas, cada
uma composta por uma matriz de nés chiplinhas eNy colunas. Uma fonte de resisténd®g esta
incluida para modelar a resisténcia interna da fonte. Os nimeros de resistores (ndo incluindo a resisténcia
da fonte) e capacitores s&o denotadod\pae Nc, respectivamente, de modo g+ Ne = Nz[Ny (Nx +
1) 4+ Ny (Ny —1)] + (Nz — 1)Nx Ny (GALVAO et al., 2013). A fracdo de condensadores na rede é definida
como fc = Nc/(Nr+ Nc¢).

Figura 39 - Diagrama de uma rede RC tridimensional com distribui¢cdo aleatéria dos eleReg@toas
placas cinzentas indicam os elétrodos utilizados para a ligacdo a uma fonte de tensdo com a resisténcia
de said&Rs ((GALVAO et al., 2013)).

N,=3 Linhas

N,=3

Camadas

s

R, 1u(r)

Fonte: (GALVAO et al., 2013)

Conforme apresentado em (GALVAO et al., 2013), um modelo dinAmico pode ser obtido a partir
das leis de Kirchoff, relacionando a tensé&o de enttgtjacom a said#(t) que entra na rede. A matriz de
incidéncia ao acaso pode ser empregada de forma a dispor os compéth€hess posicdes aleatorias.
O modelo resultante pode ser convertido para um numero inteiro, a fim de obter u@@)F© que
facilita a avaliagdo da resposta da rede no dominio do tempo, bem como o calculo da admitancia no
dominio da frequéncia. Vale a pena notar que a ordem do modelo pode ser muito alta, mesmo depois
de levar em conta as restricdes algébricas associadas aos caminhos fechados de capacitores e eliminando
os modos ndo-controlaveis e ou ndo observaveis. Por exemplo, a rede utilizada em (GALVAO et al.,
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2013), com 100 resistores e 100 capacitores, resultou em tinda Brdem 73. No entanto, verificou-
se que uma representacdo mais compactada pode ser obtida através da utilizagdo de uma FT de ordem

fracionaria da forma;
bo+bis+ - + by 18" 1 + by

= , 141
1+as+- -+ a1 1+ a.s” (141)

Gtrac(s)

sendo quexr e RT eB € R™.

O procedimento de identificacdo adotado em (GALVAO et al., 2013) utilizou a variavel complexa
G(jw) da rede e a aproximacgéo de ordem fracion@rigc(jw) ao longo de uma determinada faixa de
frequénciasv. Nesta identificacdo, serdo estabelecidos o0s seguintes critérios para a melhor eficiéncia do
método proposto:

e No procedimento de otimiza¢do que envolve a determinacéo dos expoentes da FT, ser4 adotada a
seguinte particularizaco feita em (GALVAO et al., 2013):

B1:17 ey Bm—lz(m_l)a Bm:B
op=1....,ap1=(n—-1), ah=0a (142)

sendo quexr € R e B € R" serdo os Unicos expoentes com valores reais a serem determinados;

e Também sera considerado o mesmo expoente fracionario para o numerador e denominador, ou
sejaf3 = a;

e O valor deo sera ajustado para coincidir com o tempo de retardo da funcio exporesiieia
a resposta ao degra(t). Neste contexto, o tempo de retarfioé definido como sendo o tempo
necessario para uma funcdo chegar no ponto médio entre os seus valores inicial e final, isto €,
y(Ty) = [y(e) +y(0")] /2. Portantog; pode ser calculado conm = (In2)/T,.

Adotados estes critérios, os coeficienbgshy,...,bn,a1,...,a, € 0s expoentes fracionarias 3
foram ajustados de forma a minimizar a seguinte funcdo custo:

N
J=Y WG(jax) — Grrac(ja)I?, (143)
k=1

sendo quev;, iy, ..., w\ Sao as frequéncias de interesse escolhidas pelo projeto e oswpesas. ., wy >

0 sdo dependentes da frequéncia. O algoritmo do poliedro flexivel (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981)

foi empregado para a minimizacdem relacéo aos coeficientes e expoentes fracionarios. Como resul-
tado, uma funcgéo de transferén@aac(s), comn= 2, envolvendo apenas sete parametopgy, by, a1, a, 3, a),
foi suficiente para proporcionar uma boa aproximacao da admissao sobre uma ampla gama de frequén-
cias. A seguir, os resultados obtidos no presente trabalho seréo comparados com os relatados em (GAL-
VAO et al., 2013). Para este efeito, a mesma rede serd empregada, com parBgettosQ, R=1Q,
C=0,5F, Nz =3,Nx =Ny =5 e fc =0,5. Finalmente para a execu¢cdo do método proposto os pares
iniciais (o, p) utilizados na otimizag&o foram selecionados a partir de um grid formado pela variacéo de

a de 0,1 até 2,0 @ de 0,1 to 0,9, ambos com periodo de amostragem 0,1 e com intervalo de tempo de
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0— 80s e periodo de amostragein= 0,001s. As Figuras 40(a) e 40(b) apresentam a admitancia e a
resposta ao degrau unitario da rede RC em questéo, incluindo a resisténcia g f@weno pode ser

visto na Figura 40(a), a admitancia converge patf dB em baixas frequéncias, o que equivale a uma
resisténcia de,36Q. Este valor corresponde a associacdo em sérigdem a resisténcia equivalente

de redeRC, uma vez que 0s capacitores se comportam como circuitos abertos em baixas frequéncias.
Como resultado, o valor de estado estacionario da corrente de entrada, seguida de uma entrada degrau 1
V éigual a V/3,16Q = 0,32 A, que é consistente com o valor limite da curva mostrada na inser¢éo da

Figura 40(b).

Figura 40 - (a) Admitancia e (b) Resposta a uma entrada degrau da rede RC utilizada neste estudo de
caso.
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E mostrado também que na Figura 40(a), que a admitancia gera€0 dB em frequéncias altas, o
gue pode ser atribuido a presenga de um caminho de capacitores entre os terminais de rede. Com efeito,
uma vez que 0s capacitores se comportam como circuitos em curto em altas freqtiéncias, a admitancia ge-
ral se torna 20log)(1/Rs) = 20log;(1/0,1) = 20 dB. Esta é também a raz&o pela qual a corrente de en-
trada atinge um valor inicial de 10 A na Figura 40(b). Os capacitores imp8em que a voltagem através da
rede permaneca igual a zero imediatamente apds a aplicacdo de uma entrada degrau de 1V e assim, a cor-
rente inicial é igual a
1V ,Rs=1vV/0.1 Q = 10A.

O método de identificagcdo proposto foi inicialmente executado com uma FT de ordem fracionéria

da seguinte forma:

_ bo+bys”
S 1St
gue é um caso particular de (141), no qual o mesmo expoente fracion@nilizado para o numerador

Glrac(s) (144)

e o denominador. Os pares iniciats, p) utilizados na otimizacdo foram selecionados a partir de um

grid formado pela variagéo de de 0,1 até 2,0 @ de 0,1 to 0,9, ambos com periodo de amostragem
igual a 0,1.

Para efeitos de comparacéo, as seguintes func¢des de transferéncia de ordem inteira e fracionaria
também foram identificadas:

. bo + bis+ b232
14 aist @S

b0+b18 _
= 1+a13’ Gﬂ’ltz(s)

Gihe'(9) (145)
Neste caso, a fungao custo, (138) torna-se uma fun¢do de um Unico pargmdiste parametro
foi otimizado usando valores iniciais variando de 0,1 até 0,9, com periodo de amostragem igual a 0,1.

Em todos os casos, a identificagcdo foi baseada na resposta ao degrau unitario da rede tridimensional
RC, com intervalo de tempo de-080s e periodo de amostragem= 0,001s.

A Tabela 15 apresenta as FT's de ordem inteira e de ordem fracionaria determinadas, juntamente
com os resultados relatados em (GALVAO et al., 2013), que foram obtidos através da minimizagéo da
funcéo custo (143) para frequénciazariando de 10% a 1 rad / s.(a) Método proposto (ordem inteira) ,

(b) Método proposto (ordem fracionaria), (c) Resultados obtidos em (GALVAO et al., 2013) (ordem fracionéria).

Na Figura 41 sdo comparadas as respostas a uma entrada degrau, dos modelos de ordem
inteira e de ordem fraciondéria obtidos com o método de identificacdo proposto. Como pode
ser visto, os modelos de ordem fracionaria proporcionam uma correspondéncia muito melhor
com a resposta a uma entrada degrau da rede realnPaga a resposta do modelo de ordem
fracionaria é quase indistinguivel daquela obtida com a rede tridimensional a ser identificada.
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Tabela 15 - Resumo dos resultados

@) 1,449+ 0,358 0,875 + 2,735+ 0,339
0,229+ 1 0,116¢* +1,614s+1
) 1,348°%682 1 0,287 5,311s+ 0,792°%439 1 0,333
0,145s0682 1 0,481s+ 2,9940439 1 1
© 1,39526% 1. 0,281 0,0675+ 3,015>852 1 0,346
0,18150651 1 1 0,088s+1,2880472 - 1

Figura 41 - Resultados a uma resposta ao degrau com o métquusfmroModelos de ordem inteira e
fracionaria.
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Figura 42 - Resultados da resposta ao degrau (Modelo de ordeiarfaria corm = 2):Comparacao
entre o método de identificacdo proposto e o método relatado em (GALVAO et al., 2013), ambos no
dominio da frequéncia.
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Na Figura 42 sdo comparadas as respostas a uma entrada degrau do modelo de ordem
fracionaria obtido no presente trabalho com o relatado em (GALVAO et al., 2013), que s&o
rotulados como identificagéo a resposta ao degrau e identificacdo a resposta em frequéncia,
respectivamente. A comparacgao € restrita ao nas@, pois a funcéo de transferéncia obtida
em (GALVAO et al., 2013) para = 1 é impropria (isto é, o termo dominante no numerador
tem um expoente maior em comparagcdo com o denominador), como pode ser visto na Tabela
15.

Assim, a resposta ao degrau correspondente ndo esta bem definida nesse caso. Na verdade,
a parametrizacdo adotada em (GALVAO et al., 2013) n&o impds que os expoentes fracionarios
devem ser iguais no numerador e denominador. Desde a identificacdo foi destinado a conjugar
a rede dentro de uma faixa de frequéncia limitada, ndo houve necessidade de inaganianm
relacdo entre esses expoentes. No que se refereZa caso representado na Figura 42, pode-se
notar que ambos os modelos proporcionam uma boa correspondéncia de resposta da rede real.

No entanto, o modelo relatado em (GALVAO et al., 2013) produz uma discrepancia maior
na parte inicial da resposta transitoria, tal como representada na insercdo. Esta descoberta pode
ser atribuida a uma incompatibilidade entre a admitancia da rede e do modelo identificado em
frequéncias mais altas do que aquelas empregadas na funcdo de custo (143). Como o método
proposto no presente trabalho esta diretamdestinado a conjuga resposta ao degrau, o
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modelo resultante fornece um conjunto muito melhor dos galoviciais da resposta.

A melhora significativa na identificagéo dinamica da rede usando o modelo de ordem fracio-
néria quando comparado com o0 modelo de ordem inteira é mostrada na Figura 43. Os resultados
corroboram com os achados no dominio do tempo.

Finalmente, a Figura 44 compara as respostas em frequéncia dos modelos em frequéncia de
ordem fracionéria obtidos no presente trabalho com os relatados em (GALVAO et al., 2013).
Paran = 2 os resultados mostram uma excelente concordancia com a resposta em frequéncia da
rede e sdo consistentes com aqueles relatados em (GALVAO et al., 2013). O método proposto,
adaptado para adequar a resposta a uma entrada degrau da rede tridimensional no dominio do

tempo, também fornece uma excelente representacdo no dominio da frequéncia.
Figura 43 - Resultados obtidos pela resposta em frequéncia: Modelos de ordem inteira e fracionaria.
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Figura 44 - Resultados no dominio da frequéncia (Modelos dienoffracionaria): Comparacéo da res-
posta em frequéncia como o método proposto em (GALVAO et al., 2013).
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Conforme pode ser visto, o procedimento de identificacdo proposto no dominio do tempo
em resposta a uma entrada degrau, tem uma formulacdo muito parcimoniosa, corresponde muito
bem com a resposta da rede tridimensidR@la uma entrada degrau, € consistente com as
formulacées no dominio da frequéncia obtidas em (GALVAO et al., 2013) e proporciona uma
excelente resposta no dominio da frequéncia, em termos do médulo e da fase, correspondente
a rede. Por ultimo pode-se destacar que a sua implementacéo algoritmica € muito simples e
utiliza apenas caixas de ferramentas computacionais ja existentes.
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7 CONCLUSOES
7.1 CONCLUSOES GERAIS

Nesta tese foram propostos novos métodos de identificagdo de sistemas lineares e invarian-
tes no tempo que utilizam o CF como ferramenta principal. O mecanismo de funcionamento de
todos eles baseia-se na resposta do sistema a uma entrada degrau.

Inicialmente, no Capitulo 3, foram propostos alguns aperfeicoamentos para tornar o método
desenvolvido em (SILVA, 2008) mais eficiente. Com a utilizacdo do algoritmo do poliedro
flexivel (GILL; MURRAY; WRIGHT, 1981) implementado n@ptimizationToolboxMatlab
a identificagéo realizada nos casos estudados apresentou um erro bem menor do que o obtido
com o método original proposto em (SILVA, 2008). Outro fator que merece ser destacado
foi a substituicdo dé&imulinkpor programas desenvolvidos hatlab, pois esta mudanca
tornou o processo mais automatizado e possibilitou um enorme ganho de tempo, propiciando a
exploracdo de mais resultados.

Logo apds, no Capitulo 4, foi proposto um método de identificacdo semelhante ao apre-
sentado em (KOSAKA et al., 2005), sendo que a principal diferenca entre ambos € que neste
caso a ordem dos integradores € fracionaria. Por este motivo € possivel realizar a identificacéo
com uma opcéo de escolha bem maior do que nos casos em que a ordem dos modelos € inteira.
Este método apresentou um bom desempenho mas possui uma grande limitacdo pelo fato de
identificar sistemas atrav€sl’s com expoentes miltiplos e ser muito sensivel a ruidos.

No Capitulo 5, € proposto um novo método de identificacdo que se assemelha ao método
elaborado em (SILVA, 2008). Este novo método pode ser considerado uma generalizacdo de
(SILVA, 2008) por possibilitar a escolha de trabalhar com integradores de ordem inteira ou
fracionaria, 0 que aumenta muito o numero de modelos que podem ser escolhidos. Apesar de
também estar limitado a trabalhar com modelos que apresentam expoentes multiplos, possui
duas grandes vantagens em relacdo ao anterior, A primeira € oferecer a op¢ao de identificar
sistemas instaveis devido ao fato de adotar procedimento que consiste na multiplicacéo, no
dominio do tempo, da funcéo de transferéncia instavel por uma fungdo exponenciakd@tjpo
o > 0 para levar este produto para zero, quando o tempo tende ao infinito,e assim possibilitar a
identificacdo. A segunda é que este método de identificagdo, pelos resultados obtidos, é menos
sensivel aos ruidos de medicao, provavelmente devido a multiplicacao pela funcdo exponencial
citada, que possibilita a convergéncia de todos os sinais utilizados na identificagéo, para valores
constantes finitos.
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Por ultimo, no Capitulo 6, um outro método de identificagcdopf@posto e mostrou-se
mais completo do que os anteriores. Em seu mecanismo de funcionamento utiliza um conjunto
de parametrog; que serdo usados na multiplicacdo, no dominio do temp®,Tdaor uma
funcéo exponencial do tipe ! e assim obter equagdes necessarias para a identificagdo. O
referido método funciona com qualquer modelo de ordem fracionaria ou inteira, apresentou
pouca sensibilidade a ruidos e os resultados obtidos foram mais eficientes do que os conseguidos
com o0s outros métodos desenvolvidos nesta tese.

7.1.1 Perspectivas futuras

Embora os métodos aqui desenvolvidos tenham-se mostrado eficientes, muitas possibili-
dades de pesquisas futuras podem ser realizadas e, com o intuito de buscar novos resultados,
algumas linhas de trabalho podem ser tracadas e a seguir estao listadas:

e Estabelecer os mesmos resultados do Capitulo 5, com a substituicdo da funcdo exponen-
cial pela funcéao Mittag-Leffler;

e Estabelecer os mesmos resultados do Capitulo 6, com a substituicdo da fungéo exponen-
cial pela funcéao Mittag-Leffler;

e Estabelecer os mesmos resultados do Capitulo 4, Capitulo 5 e Capitulo 6, com a substi-
tuicdo da inversa da matrizdeterminada pela matriz pseudo-inversa\gda

e Estabelecer os mesmos resultados do Capitulo 5 e Capitulo 6, com a substituicdo da in-
versa da matriA determinada pela matriz pseudo-invers®asa substituicdo da funcéo
exponencial pela funcao Mittag-Leffler;

e Estabelecer os mesmos resultados do Capitulo 6, com a modificacdo da maneira do cél-
culo doEQM néo pela resposta ao degrau mas pela resposta em frequéncia.

7.1.2 Publicacoes

7.1.2.1 ARTIGOS COMPLETOS PUBLICADOS EM ANAIS DE CONGRESSOS

e Jacyntho, L. A.; Teixeira, M. C. M.; Assuncéo, E.; Cardim, R.; Garcia, J. P. F.; Ribeiro
, J. M. de S.; Lazarini, A. Z. N.; Galvao, R. K. H.. Sobre a identificacdo de funcbes de
transferéncia de ordem fracionéria utilizando uma entrada degrau. In: IEEE/IAS Interna-
tional Conference on Industry Applications, 2014, Juiz de Fora - MG. IEEE INDUSCON
2014, 2014. v.1.
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e Jacyntho, L. A.; Teixeira, M. C. M.; Assungéo, E.; Cardim, R.; Kozan, R. F.; Sanches,
M. A. A.; Junqueira, M.. Identificacdo de Func¢Bes de Tranferéncia de Ordem Fracionaria
Utilizando como Entrada um Degrau. In: Simposio Brasileiro de Automacéo Inteligente -
X1 SBAI, 2013, Fortaleza CE. Simposio Brasileiro de Automacéo Inteligente - X1 SBAI,
2013. v.1.

7.1.2.2 ARTIGOS COMPLETOS ACEITOS EM PERIODICOS

e Jacyntho, L. A.; Teixeira, M. C. M.; Assuncao, E.; Cardim, R.; Galvéo, R. K. H.;
HADJILOUCAS, S.. Identification of fractional-order transfer functions using a step
excitation. IEEE Transactions on Circuits and Systems. Il, Express Briefs, 2015.
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APENDICE A

FoToto o 1o o ToTo o To o oo o o To o To o o To o o To 1o Jo o o To 1o o To o To o o To o ot o To o Fo T o o o Jo o

%hhhh% PROGRAMA PARA OTIMIZAR A VARIAVEL SIGMA %%%%

%%%h%CASO PARTICULAR PARA G(S)= bls+b0/a2s~2+als+ao %%

%hhhhYh AUTOR: Luiz Antonio Jacyntho%hhhhhhhhhhhhhh

holotolotote DATA:23/04/15 J%ohlotstotototototolotstolotstototstotstolotsto oo ol

ToToto 1o o To o To o To o To o To o o To o To o To 1o To 1o Jo T o Fo Jo 1o o 1o o o o 7o Jo 1o o 7o o 7o o 1o o o o 7o o T

function [J] = cost_sigma(theta) % comando para minimizar si (sigma);
clear all;

clc;

load dados;%Arquivo que contem o sinal Yt e o tempo de simulagdo t;
si = theta(l);%Definindo a variadvel sigma que serd otimizada;

E = exp(-sixt);%Fungdo e~(-si*t) que multiplicarad no tempo o sinal G(s)/s;
Y = Yt.*E’;%Produto no tempo do sinal G(s)/s por e~ (-si*t);

Ysi = tf£([1 si],[1 0]);% Sistema s+si/s para a obtengdo de G(s+si)/s;
[Y1] = 1sim(Y,Ysi,t); % Obtencdo de Y1(s)=G(s+si)/s;

yf1 = Y1(length(Y1));% Obtengdo de $y_1(\infty)$;

hbhhhiPrimeira iteragaohlsslellelletsletsletslolslotslstslotslotslosloslotslots ool ls
W1=Y1-yf1,;%0btencdo de Wi(s);

Gint=tf ([0 1],[1 0]);%Definindo o integrador 1/s;

[Y2] = 1sim(Gint,W1,t);%Integral para obter Y2(s);
y£2=Y2(length(Y2));%Valor de regime da la. iteragédo;

hhhhhhSegunda iteragaoshhhlel et lstsletslotslotslolslotslstslo sl slolotoslolotolss
W2=Y2-yf2;%0btengdo de W2(s);

[Y3]=1sim(Gint,W2,t) ;% Integral para obter Y3(s);
y£3=Y3(length(Y¥3));%Valor de regime da 2a. iteragédo;

hhhhhhTerceira iteragaohleshlellellotsletslotslotsllslotsloslotslosloslotstotstololo oo
W3=Y3-yf3;%0btengdo de W3(s);

[Y4]=1sim(Gint,W3,t) ;%Integral para obter Y4(s);

yf4=Y4(length(Y4)) ;%Valor de regime da 3a. iteragdo;
hhhhhkDeterminacdo de G(s+si)%h%hhhlletsletslolslotslotslolstololototototoletslotslotslels
b=[yf2;yf3;yf4];

A=[1 -yf1 0; O -yf2 -yf1;0 -yf3 -yf2];

x= A\b;7%0btengdo dos coeficientes de G(s+si);
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g=tf([x(1) yf1],[x(3) x(2) al);% Obtencdo da fungdo de transferéncia G(s+si);
hhhhkDeterminagdo de G(s) %hhthtlotsllotslotslolototslotstootstoslolototototolotsotstole

bO=yf1l -x(1)*a;%0btencdo de bO;

al=x(2)-2xx(3)*a;%0btengdo de al;

a0=x(3)*a*xa -x(2)*a +1;%0btengdo de al;

gor=tf([x(1) bo0],[x(3) al a0l);%0Obtengdo da fungdo de transferéncia G(S);

G
Z

step(gor,t);
(G - Y&)’*(G - Yt)/12001;
J= sqrt(Z);%0btencdo do EQM de G(s) em relagdo ao sinal original;



