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Resumo

Neste trabalho estudamos controlabilidade na fronteira para a equação da

onda homogênea num retângulo. Utilizamos o método de Russell de controla­

bilidade via estabilidade. Os dados iniciais estão em H!(N) x Lº(9)), o controle
obtido está em Lº(39) x [0,T]) e é do tipo Dirichlet.

Palavras Chave: Equação da Onda, Controlabilidade Exata na Fronteira
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Abstract

In this work we study exact boundary controllability for the homogeneous

wave equation in a rectangle. We use Russell's method of controllability via

stabilizability. The initial state is in H'(N) x Lº(O), the control is of Dirichlet
type and is in Lº(89 x [0,T]).

Keywords: Wave Equation, Exact boundary Controllability

ES
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Sumário

Introdução

Preliminares

1.1 Introdução

1.2 Transformações Lineares e o Teorema de

1.3 Distribuições e os Espaços L?'s.

1.4 Espaços de Sobolev

1.5 Extensões e Traços em Espaços de Sobolev

Estudo da Equação da Onda no Plano

2.1 Introdução

2.2 O Problema de Cauchy Clássico

2.3 Conservação de Energia

2.4 Solução com Energia Finita: Existência e Unicidade

2.5" Propriedades da Solução com Energia Finita

Decaimento Local de Energia

3.1 Introdução

3.2 O Decaimento Local de Energia para Soluções Clássicas.

3.3 Decaimento Local de Energia para Soluções com Energia Finita. .

O Problema de Controle

4.1. Introdução

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



4.2 O Problema de Valor Inicial e Fronteira

4.3 O Teorema Principal

4.4 Considerações Finais

Referências Bibliográficas

ES
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp*E 12 13 14 15 16 17 18



Introdução

Seja Nº C Rº um conjunto limitado, aberto e conexo com fronteira denotada
por 00. Seja O o D'Alembertiano, isto é,

Ow ww Ow
= EO o

onde w = w(x,t) com x = (11,19) ER eteER.
Sejam u e vu funções definidas em N). O problema de controle exato na fronteira

para a equação de onda no domínio 2 consiste em encontrar um instante T > O e

uma função controle h, definida em 39 x [0,T], tais que a solução w do problema
de valor inicial e de fronteira

á

Ow em OQx/[0,T)

| w(x,0) em

Ow
EE 0) = em Ss

w(x, t) 89 x [0,T]t

satisfaça a condição final

w(x,T) = SS (a,7) = 0
para todo r E O.

Podemos interpretar 6) como uma membrana que está vibrando e que no

instante inicial t = O tem sua posição u e sua velocidade v conhecidas. O problema

consiste em encontrar um mecanismo, representado pela função h, que atue na

fronteira da membrana durante o intervalo de tempo [0,T] fazendo a vibração
desaparecer por completo no instante T.

No que segue denotaremos por H""(N) o espaço de Sobolev das funções de

L?º*(N)) com derivadas distribucionais até ordem m em Lº(NQ), m=0,1,2,.., (1).
No trabalho de David L. Russell [11], o problema de controle acima foi resolvi­

do para domínios com fronteira suave e dados iniciais u € H"(N),v e H"!(9)
com m > 2. Nesta dissertação nós usamos o método apresentado em [11] para
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resolver o problema de controle num retângulo 9), com dados iniciais u € H!(9),

v E Lº(N). O caso em que N) é um polígono qualquer foi estudado por Pierre
Grisvard em [7], onde foi assumido que uma parte da fronteira da membrana
permanecia fixa.

O teorema principal desta dissertação está na seção 4.3 do capítulo 4. O ponto

chave da sua demonstração reside numa estimativa de decaimento de energia da

solução de um problema de Cauchy para a equação da onda. Essa estimativa é

o objeto de estudo do capítulo 3. Lá obtemos uma estimativa pontual para a

solução quando os dados iniciais são suaves e então derivamos a estimativa de

decaimento de energia para o caso em que os dados iniciais estão em espaços

de Sobolev. A restrição no formato de 9) (retângulo) se deve aos teoremas de

extensão e de traço que apresentamos no capítulo 1, onde os pré­requisitos para

os demais capítulos são discutidos ( [1], [2], [3], [5], [10], [12], [15], [16] ).

Como o método apresentado em [11] baseia­se fortemente nas propriedades da
solução do problema de Cauchy para a equação da onda decidimos dedicar todo

o capítulo 2 ao estudo dessas propriedades ( [5], [6], [8], [9], [10], [12], [13], [14] ).
Por último ressaltamos que os resultados obtidos aqui podem ser estendidos

à sistema de equações diferenciais parciais que podem ser transformados em sis­

temas de equações de ondas desacopladas. Um exemplo de sistema deste tipo é

o sistema de Lamé da elastodinâmica clássica que pode ser visto em [4].
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Capítulo 1

Preliminares

1.1 Introdução

O objetivo deste capítulo é estabelecer a notação e os principais resultados

que serão utilizados nos capítulos seguintes

1.2 Transformações Lineares e o Teorema de

Neumann

Sejam U e V espaços vetoriais sobre o mesmo corpo K = R ou C. Sejam || || e

|| |lv normas em U e V respectivamente. Uma transformação linear T: U — V

$ limitada se e somente se existe uma constante C' > 0 tal que

ITully < Cllullu,

para todo u E U.

Prova­se sem dificuldade que T 5 limitada se e somente se T 5 contínua. Se

T 5 limitada a norma de T' 5 definida como

|IT| = inffC > 0; ||Tully < Cllullu,u € U)

e prova­se ( veja [15], página 43) a seguinte igualdade
TITl = sup |Tully = sup ZA.

llul=1 uzo llully
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Um espaço vetorial normado é chamado espaço de Banach se for um espaço

completo. Se a norma for proveniente de algum produto interno então ele é

chamado espaço de Hilbert.

Seja T : U — U uma transformação linear e n = 1,2,.... Denotamos T" à

composição com n fatores ToTo...oT. Se T 5 limitado então T” 5 limitado e vale

IT" < IT.

Seja 1: U — U o operador identidade. O teorema abaixo, devido à C. Neumann

[15], estabelece uma condição para a invertibilidade de 1 — T.

Teorema 1.2.1. Sejam U um espaço de BanacheT:U — U uma transfor­
mação linear limitada com

Então I — T admite inversa e vale

= T)'=NVT,Tº =,
=0

Demonstração: Basta trocar I — T por T no teorema 2, página 69 de [15]. m

1.3 Distribuições e os Espaços L?'s.

Seja N o conjunto dos números naturais e n E N um natural não nulo. Uma

n­upla de naturais

a = ((1,..,0,) E Nº

é um multi­índice.

Seja O) C R" um domínio e u uma função definida em N.. Dado um multi­índice

a, denotamos por 0ºu a derivada parcial

8%,
X, —du= Oxt'...Oxer

onde la) = 4 +... +aner=(r,..Tn).
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Dada uma função u : O)— R denota­se suppu ao fecho na topologia de R”,
do conjunto de pontos de 9) onde u não se anula, isto é,

suppu = fx € O; u(r) £ O).

O conjunto C$(N) é composto por todas as funções u : ) — R que

são indefinidamente diferenciáveis e possuem suporte compacto em 82). Com as

operações usuais de função, C$5º(9l) é um espaço vetorial sobre R.

Seja (gn).­, uma sequência em C$º(N) e p E CX(N) uma função dada. Dize­
mos que (nn), converge para à em C$(N) se forem satisfeitas as seguintes
condições.

(i) todas as kr, possuem suportes contidos em um compacto fixo K de £

(1) para todo multi­índice a E N" a sequência (0º), converge uniforme­

mente em K para 0º.

Uma distribuição em 9) é uma transformação linear

T: CE(N)— R
oocontínua, isto é, se (Qn)n converge para « em C&º(N) então (Tyn)n., converge

para Ty em R. O valor de uma distribuição 7' numa função + será denotado por

(To).

O espaço de todas as distribuições sobre N) é denotado D'(N). Neste es­

paço, diz­se que uma sequência (T,)”, converge para uma distribuição T se
((T, pn))Ã, converge em R para (T,&), para toda À E CE(N).

Seja 0) E R" um conjunto mensurável à Lebesgue e p E R tal que p > 1.

Define­se o conjunto LP(N)) como o conjunto das funções mensuráveis (classes

de equivalência) à Lebesgue em NO, tais que |/|?P tem integral de Lebesgue em S)

finita. Munidos das operações usuais com função, os conjuntos LP(91) são espaços
de Banach com a norma definida por

il = (ara)”.
7
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( Ver [1], [2], [8], [5], [12], [15], [16] ).
O espaço L?º(N)) é um espaço de Hilbert com o produto interno definido por

(f9)im) = f fe).
Seja f : ) — R uma função mensurável. Dizemos que f 5 localmente

integrável em $) se

" Ifíz)ldz < oo
K

1para todo compacto K de N. O espaço dessas funções é denotado por Li.(9).
Para todo p > 1 vale

LP(9) E Line(92).

Cada função f E L1I.(SN)) define uma distribuição T; em ON: porloc

(Tr) = fade, é e CPO.

A proposição seguinte afirma que a correspondência

f E Li() — Ty € D'(9)

í injetiva.

Proposição 1.3.1. (Du Bois Raymond) Dado f E LL.(9) tal que

f fara = 0
para toda 1 E C$Sº(N) então

f=0 quase sempre em SL.

Demonstração: Veja [10], página 8, ou [1] página 59.

A proposição acima permite identificar Lº(N)) com um subespaço de D'(9).

A partir deste ponto usaremos a mesma notação para f € LP(N)) e para a

distribuição T; E D'(O), isto é, (Trf,p) = (f, 4) para toda é E CS (N).
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Uma consequência da desigualdade de Holder é a seguinte: se (f,)JX, C LP(9)

converge para f em LP(0)) então a convergência ocorrerá também em D'(0). O

teorema abaixo, conhecido como teorema da continuidade em L?, será de grande

utilidade no próximo capítulo.

Teorema 1.3.2. Se f E LP(R"), 1 <p< oco, então

tim [ fe+h) = Sís)Pde = O,
onde |h| denota a norma euclidiana de h E R".

Demonstração: Veja [16], página 134.

Terminamos esta seção observando que C$º(N) é denso em LP(91) (veja [1],
página 31) e destacando a proposição abaixo, que será muito útil para fazer

localizações.

Proposição 1.3.3. Seja K C R" um conjunto compacto e V um aberto tal que

K cV. Então existe uma função 0 E CE (R") tal que

1 em K

o O0<1l em Rº

suppdê Cc V

Demonstração: Veja [6], página 19.

1.4 Espaços de Sobolev

Seja T uma distribuição num domínio QN C R”. Seja a € Nº um multi­índice.

Facilmente verifica­se que

CP(N) 3 pr (1) (T,0º%)
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define uma distribuição em 9). Tal distribuição é a a­ésima derivada de T', deno­

tada por 0ºT. Assim, a distribuição T tem derivada 0ºT definida por

(OT) = (1) (T,0%), é e CEO).

Se f E C$S(N) então, para todo a E N'.,a derivada usual 0º f coincide com a

respectiva derivada distribucional de f, isto é:

Tas= OºTy.

Isto é consequência de integração por partes.

Vejamos agora um exemplo motivador da próxima definição. Sejam

N=]­1L1,1[(CReHeELº(N) a função definida por

0 E )­1,0
H(1) =

se re) [

1 se x€E[o01

A função H está em Lº(N), mas sua derivada distribucional H' não está em
Lº(9).

De fato:
1

(Ho) == ddr = (0.
fo

A distribuição 5 definida por

(d,4) = (0)

não provém de função localmente integrável. Logo H' é Lº(N).

Definição 1.4.1. Sejam OQ E R" um domínio em um inteiro positivo. O espaço

de Sobolev H""(9) é definido por

H"(0) = (ue Lº(N); 9ºu E Lº(9), lal < m)

Hº(N) = Lº(O).

Munido das operações usuais com funções o espaço H""(N) é um espaço de
Hilbert com o produto interno

(u,v)Hm(a)= > (9*u, 9ºv) paço = > fox)Oºv(x)dro,
lal<m ljal<m

10
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( veja [1], página 45 ). À norma de H""(0)) é denotada || ||Y=(n).
Seja

S=f(09:N— R/0ºé 5 contínua para todo Ja] <m e ||&gl||gm( < co).

O teorema de Meyers e Serrin ( veja [1], página 52 ) afirma que S é denso em

Se O £ R" o conjunto C$Y(N) não é denso em H"(9N). Neste caso define o
subespaço H$º(N) de H""(N)) como sendo o fecho de C$5º(N) em H"(9), isto é,

m ga H"(9)Ag() = Cs(9) :

Se N = R" tem­se HYP(R") = H"(R"). Em geral, se u € H"(N) tem suporte

compacto em 5) então u E HY7'(9).

Seja 9 E CX(N). Para cada u € H!(O) podemos definir du por

(9u) (x) = O(x)u(x)

em todo x onde u estiver definida. A função Gu, assim definida, está em Lº(9N) e
portanto define uma distribuição em 0). Sua derivada distribucional é dada por

ou
; boo

00
;onde é a derivada distribucional de u em relação a r; e — a derivada usualOr;Fr) Ox;

de 9 ( Veja [15], página 51). Segue então

fo)
—— (9u < C;illullm 1.4.2[az]. < Sluliro (142)

onde C; depende apenas de 6. Como a última desigualdade vale para todo
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j=1,2,...,n concluímos que du E H'(N).
Como 6 se anula numa vizinhança da fronteira 09) de 1, o mesmo ocorre com

Ou e suas derivadas. Assim du E HI(9).

Proposição 1.4.1. Dado 6 E C$F(), seja 9 o operador

O: HM — HI)
u e— Au) = Au.

Então 96 é linear e limitada.

Demonstração: Que 6 é bem definida e linear está claro da discussão acima.

A limitação segue das desigualdades 1.4.2 juntamente com

lldulliaçy < Colluliaço,

que verifica­se facilmente.

1.5" Extensões e Traços em Espaços de Sobolev

Seja S) um aberto de R" e seja F(N)) um espaço vetorial normado cujos ele­

mentos são funções reais definidas em 0. Um operador extensão para F(N) é

uma transformação linear limitada

E: F(N) — F(R")

tal que (Ef)la = f para toda f E F(N.)). A limitação é expressa pela desigual­
dade

IIEflleg» < Clfe,

para toda f E F(9)) e alguma constante C > O.

Um simples exemplo de operador extensão é aquele que extende as funções de

LP(S1) para R" como sendo nulas no complementar de SN). Neste caso

IESfllteego = ll,

para toda f e LP(O).
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Lema 1.5.1. Seja = [a,b] x [c,d] um retângulo em Rº eu € H'(N)) uma
função. Seja u* definida em O = fa,b] x [2c — d, d) por

(7,4)
ulx,y) se c<y<d

u*(r,y) =
uír,2c—­y) se 2c0c­d<y<c

Então u* E H!(O)
ul) < 2ull4m(o­

Demonstração: Veja [3], Lema IX.2.

Observe que 2 é obtido refletindo N) em torno do eixo y = c. O lema acima
permite extender por reflexão, funções definidas em retângulos.

Seja OQ C R" um conjunto qualquer. Usaremos a notação Sl, para designar a

vizinhança aberta de 6) definida por

N: = Q+ B(O0,e)

onde B(0,e) é a bola aberta de centro na origem e raio e > O.

O próximo teorema estabelece a existência de extensão para as funções de

H'(N) com Nº = [a,b] x [c,d].

Teorema 1.5.2. Seja Q = [a,b] x [c,d) ee > O. Existe um operador extensão E
para H'(9) tal que

suppEu C Sl

para toda u € H*(9).

Demonstração: Primeiro refletimos o retângulo em torno de y = c e usando o

lema 1.5.1 extende­se funções de H'(9N)) para [a, b] x [20 — d, d]. Usando o mesmo
lema e reflexões consecutivas em torno dos demais lados de 9) obtemos extensão

de funções de H!(N) para o retângulo 2 = [2a — b, 38h — 2a] x [20 — d, 3d — 20).
Dessa forma constrói­se uma transformação linear limitada

e: H'(N) — H'(QO)

13
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eulh = u

lleullaçã, < Cllullmç)

para todo u E H'(N) e alguma constante C > 0.
Agora tome 5 > O tal que St; C QN eN; CN. A proposição 1.3.3 fornece uma

função 9 E CS(Rº) tal que 6 = 1 em 9) e suppô C Ss.
Para cada u € H!(0), deu E H'(Rº) e

suppôeu C Se.

Definindo E/ como sendo a composição

E = de

obtemos a extensão desejada. "

Sejam Rt = f(r1,...,t7n) E RVT,>0) el = ((r1,...,t7n) ERV;Tn=0).
O conjunto T será identificado com R*!. Seja

CEE) = (ulge; u € CE(R))).

Prova­se que C“(R") é denso em H'(R") ( veja [3], corolário [X.8).
Passaremos a usar a notação

(X1,..., TIn=15Tn) = (7, Tn).

Seja v € C“(Rt). Tem­se

v(x',0)? ­/ e lo(&, xn))ºdrn
ie Ou

1 12 " ole eo)] [32 (8 an) das
2([ tada) ( [Pe an)([ot atan) ( [eo] do,

oo oo 2

o o tn

14
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Integrando no R"­!, obtem­se
2

" v(z',0)ºdx' </ |u/?dz + / o» dr,Rno­1 Rº R OxnJ

de onde segue
2 2f 12) Pas! < lolina:

Agora seja 7 o operador linear

: C“(RE) — CE(R!7: (RD — CER") (154
v e qu= ul.

Se COR!) for munido da norma de Lº(R"!) e C*(Rt) da norma de H'(R*)
segue da desigualdade 1.5.3 que 7 é limitado. Isto permite demonstrar o seguinte

Teorema 1.5.3. Eriste um operador linear limitado

.: Hº R* Lº Re!7: H (R$) — LR")
tal que yu = v|p para toda v E C“(Rt) e

Ilyullzages < lulas,

para toda u € H'(R").

Demonstração: Defina y em C“(R?) por (1.5.4). Como já foi observado,
é linear e limitado e vale a desigualdade (1.5.3). Como C”“(R'?) é denso em
H'(R") segue que 7 possui uma única extensão a H'(R") satisfazendo (1.5.3).
Denotando por 7 a extensão assim obtida temos o teorema provado. "

O operador 7 do teorema 1.5.3 é denominado traço. Assim, para cada

v E H'(R?), 7u representa a restrição de v à fronteira de R? e é obtido como o
limite

lim Qnlgn­21 = YU EM Lº(R*))
Nn—0o

onde (vn), é qualquer sequência em C“(R%), tal quen=1 ­

lim à = em H'(Rº).
nNno0o

Por último destacamos a seguinte definição:

15
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Definição 1.5.1. Uma função u: S) — R está em HI(91), se para todo com­

pacto K C 9 a restrição de u ao conjunto K é tal que u,,, é
função de H"(K), isto é,

Um E H"(K).
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Capítulo 2

Estudo da Equação da Onda no

Plano

2.1. Introdução

O método usado para resolver o problema de controle estudado nessa disser­

tação faz uso de muitas das propriedades da solução do problema de Cauchy para

a equação da onda. Este capítulo é todo dedicado ao estudo de tais propriedades.

Em particular, provamos a existência e unicidade de solução quando os dados

iniciais estão em H'(R?º) e Lº(Rº) e possuem suportes compactos. À noção de
solução com energia finita que introduzimos aqui coincide com aquela introduzida

por Sobolev [13] e é mais apropriada para tratar o problema de controle segundo

o método de Russell [11].

As propriedades estudadas aqui podem ser obtidas por outros métodos. Veja

por exemplo [5] [10] e [12].

2.2 O Problema de Cauchy Clássico

A equação da onda, a ser estudada aqui, é a equação diferencial parcial linear
homogênea

wy — cºAu = O

17
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onde c é uma constante positiva, w = uw(x,t) é uma função definida para todo
Ow Sw
IT IeOrt  Oxs

Laplaciano nas variáveis espaciais r,7 e ra. A variável t£ representa o tempo.

1,t) = (r1,%19,t) E RX R, uám = Fu e Au = é o operadorEn

Assumiremos que c = 1 e adotaremos a notação

Ou = UWuy — Au.

O operador O é denominado D'Alembertiano.

Uma solução clássica da equação Lhw = O é uma função w : Rº — R, pelo

menos duas vezes diferenciável em cada uma das variáveis x1, r2 et, e satisfazendo

a igualdade

(Ow)(r,t) = 0, (r1,t) ER xR.

Sejam to E R um número real arbitrário e u : Rº — R, v : R?— R duas
funções dadas.

O Problema de Cauchy Clássico

Ow = O RºxR

wízs,to) = um) em R (2.2.1)

wilx,to) = ví) em Rº

consiste em encontrar uma solução clássica de Dw = O satisfazendo as condições

iniciais w(r, to) = u(x), wi(r,to) = v(x), x E Rº dadas no instante to.

Proposição 2.2.1. Sejam to = 0, u € Cº(Rº) ev € Cº(R?). Então o problema
de Cauchy (2.2.1) possui solução clássica w E Cº(Rº xR) dada

91t u(r + té) t v(r +t$)
, nr II ==50 27 . 'uiz,t) = 7, | = son 1­8 e * sos 1­8? i

onde B(0,1) é a bola aberta de centro na origem e raio 1 e |£] denota a norma
euclidiana do vetor £.

Demonstração: À demonstração pode ser vista em [5], [6], [8], [9], [14].

Ao
AVAVAY

3 4 5 6 7 unesp”. 12 13 14 15 16 17 18



Utilizando­se da fórmula explícita da solução do problema (2.2.1) pode­se

provar que se uu E C“(Rº) então w E C“(Rº x R). Mais ainda, se u ev
possuem suporte compacto contidos num domínio 8) C R? então a solução w terá

suporte na região

=o = ((6N)) ER xR; Ex] <t,xen)

Figura 2.1:

Vejamos agora como resolver o problema de Cauchy (2.2.1) com dados iniciais

em to É O.

Sejam u e v nas condições da proposição 2.2.1. Resolva inicialmente o proble­
ma

OW o RºxR

Wír,0) u(x) em Rº

Wi(1,0) = v(r) em Rº?.

Agora defina w(r,t) = W(x,t — to). Temos

un(r,t) = Wi(x1,t — to) e Du = OW.

Ou = 0 em Rº x R,
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w(x,to) = W(x,to — to) = W(r,0) = u(x)

wi(x,to)= Wi(x,to — to) = Wi(x,0) = v(r) em R?,

isto é, w resolve o problema de Cauchy (2.2.1).

Ainda no caso to * O, se u,v E C“(R?) então w E C“(Rº x R).
Se u e vu têm suporte compacto contido num domínio limitado &, então a

solução w do problema de Cauchy (2.2.2) terá suporte contido na região

Ev = (E) ER XxR; Ex] <lt­tol,17E)

Figura 2.2:

2.3 Conservação de Energia

Seja w E C“(Rº x R) uma função tal que Ow = 0 em Rº x R.
Defina F = (tw; + Um, Ut * Wa7, 32 + L|Vw|?2). Seja divF o divergente do

campo F em relação às variáveis r11,r2 et. Então divf = WiWH — WAY.
Assim w satisfaz

divf=0 em RºxR. (2.3.3)
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de onde segue

:),2 Jan

Para cada t E R definimos a energia total da solução w de Ow = O, no instante

nQ

(2.3.4)
It=­tol

t como sendo

EM) = 2 "feela,12 + [Vila 9)/2)do.
A discussão acima pode ser resumida no seguinte;

Teorema 2.3.1. (Conservação de Energia) Seja w € C“(Rº x R) uma
solução de Ow = 0 em Rº x R. Seja to E R tal que

suppur(­,to), suppu(­,to) CN

para algum domínio limitado N). Então para todo t, wi(+,t) ew(­,t) têm suporte

compacto e E(t) = E(to).

Demonstração: Para cada t, suppwi(­,t) e suppw(­,t) são compactos e as

integrais em (2.3.4) podem ser tomadas em todo o Rº . Isto segue de suppw C Ex,
como observado na seção anterior.

A igualdade E(t) = E (to) é exatamente a identidade (2.3.4).

Corolário 2.3.2. Dados u,yv E CS(Rº), o problema de Cauchy (2.2.1) possui
uma única solução w E C“(Rº x R).

Demonstração: Suponhamos que existam duas soluções wi E C“(Rº x R),

ww, E C“(Rº x R) de (22.1).
Então W = wu, — wa E C“(Rº x R) e satisfaz

OW = O em RºxR

Wíir,to) = O em Rº
Wikr,to) = O em Rº

Seja E(t) a energia total de W no instante t é to. Do teorema (2.3.1) temos
E(t) = E(to) = O.
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Assim Wi(x,t) = W.2(x,t) = Wr(r,t) = O para todo (x1,r2) E Rº e todo
tEeR Logo, W é constante. Como W(rx,tf) = O segue que W = O. Assim

w,=w,. =

2.4 Solução com Energia Finita: Existência e

Unicidade

Seja w € C“(Rº x R) uma solução de Ew = 0 em Rº x R tal que para algum
to E R as funções w(­,to) e wi(­,to) têm suporte no domínio limitado QN C R?.
Neste caso, w tem suporte no conjunto =,,. Usaremos este fato para demonstrar

o seguinte

Lema 2.4.1. Nas condições acima, para cada T > O vale

h,
para todo t E R tal que |t — to) < T, onde C(T) = (diam + 2T)?.

luw(x, 1)/2dz < C(T) / Vw(x,t)|2dz,
lt=to| Neto!

Demonstração: Seja O a vizinhaça de 9) com raio T. Então

diamSl7 = diamS) + 2T. Escolha a,1,b1,02,b2 E R tal que

N7 & [a1,b1] x [02,b2]),

tomando b7 = a, + diam.

Observe que it) E Nr para todo t E R tal que |t — to) < T. Logo,
1Ww(T1,T2,t) = /f ÁS (s,12,0)ds, lt=thl<T.

1a)

71 Owlwí(r1, x2,t)| Ss f Ba (Tr) ds
1 | Ow ? :

ás ?/ Ba (8 E2?) as / ds)
1
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2Tl O(1 a) f Er UEZA) ds
bi | uw ?

< (bi = a) / — (s,T2,t) dsa, |Ôr 1

Integrando uma vez mais em relação à xr, obtemos
2ba 1 | Swf ola0 Pao,< (ba)? [Eao| da,1ar a

e então

ba ba bi b2 )Í. Í. lw(x,t)/º do < (bh a)? Í. Eta) dr
b) b2< (bi ax / f |Vw(x,t)/ºdr

Agora, lembrando que suppw(­,t) € Qu) C QT E [a1,b1] x [a2,bo] e obser­
vando que (b;, — a1)º = C(T), da última desigualdade segue (2.4.5). "=

Proposição 2.4.2. Seja w € C“(Rº x R) uma solução de Ow = 0 em Rº x R

tal que suppw( +, to), suppwi(, to) CN, para algum ta ER e

algum domínio limitado O). Então para cada T > O vale

Sae [2w(x,t)º + wi(r,t)º + |Vw(z,t)/º]de <
< [(diamOQ + 27º + 1) fo [u(x, to)? + ui(x,to)º + |Vw(r,to)]ºJdr (2.4.6)

para todo t tal que lt —t| <T.

Demonstração: Do Lema (2.4.1), temos

" [u(x,8)2 + wilz,t)2 + [Vwlz, 90] < " [uws(z,6)2 + (14 C(D)|Vw(z, O |) de <nn nQIt=to| lt=tol

(1+C(T)) [uws(2,t)º + [Vw(z, t)|?] do,
Quest!



para todo t E R, |t = to] <T7.

Observando que supptuwr(*,t), supp|Vu(:,t)] & Nu, e usando (2.3.4) obte­
mos

a em) [ws(x,)2 + (Vw,1) 2de =
esto

=(1+C(T)) Í, [w1(0,to) + |Vw(z, to)[ºdz <
< (1+C(T)) f teia, toy + wi(z, to)º + |Vuw(x,to) | )do .

Combinando as duas últimas desigualdades obtemos (2.4.6).

Usando as normas dos espaços de Sobolev introduzidas no capítulo 1, podemos

reescrever a desigualdade (2.4.6) como

lto(­, OBnçaçço + ll DMEaãeo É
< [1 + (diam + 27)º] [Ilu(­, to)l&nia + Il(­todNtaç| (247)

Observando mais uma vez os suportes de w(­,t) e wui(­,t) podemos escrever

(2.4.7) como

Ilw(­, Faça, + Ilw(, tTação É
< [1 + (diam + 27º] [Io stodlinç + Il to) Zac | . (248)

As desigualdades (2.4.7) e (2.4.8) valem para todo t E R, |t —to| <T.

Agora, integrando (2.4.8) em relação à t no intervalo [tg — T , to + T] obtemos

2Nwllg 2x to T to+T]) ­
<27T e + (diamf) + 2TY| || ' to)Ilinia + [es( ' to aço | . (2.4.9)

Dado K C Rº x R, compacto, escolha T > O tal que K C Rº x [to T, to+T].
Temos

Hewllinço Ss Nel Fa gra xito=T, to+TD
25
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logo podemos afirmar: dado um compacto K C Rº x R existe uma constante

CC =C(K, O) tal que

IltollBnço, < EK, lo todilánça + Ilene(­stodlZaçã (2410)

Uma vez estabelecido a desigualdade (2.4.10), estamos em condições de definir

a noção de solução com energia finita .

Definição 2.4.1. Sejam u € H'(Rº) ev E Lº(Rº) ety ER. Uma função

w E HL.(Rº x R) é solução com energia finita do problema
de Cauchy generalizado

= O em RºxR

wír,to) = ulx) em Rº

wi(r,to) = víc) em R

se existir uma sequência (wn)S, E C“(Rº x R) tal que

(1) Para todo compacto K C Rº x R se tem

lim wi =w em H'(K),
nNn=200

(1) Ow, = 0 em Rº x R, para todo n=1,2,...,

(ti) limnsco Wn(',to)=u em H'(R),

(tv) limncoe ato)=>y em Lº(Rº).
Agora provaremos a existência e unicidade de solução com energia finita quan­

do os dados iniciais possuem suportes compactos.

Teorema 2.4.3. Dados u E H'(Rº) ev E Lº(Rº), ambos com suporte compacto,
o problema de Cauchy generalizado

Ow em RºxR

w(x, to) em R

wi(x,to) = em Rº

admite uma única solução com energia finita w € HL.(Rº x R).
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Demonstração: Seja Q Cc Rº um domínio limitado tal que suppu, suppu C 9.
Então u E HI(N) ev E Lº(O).

Como C&(N) é denso em HI(1) e Lº(N), então existem sequências

(un), E CP(2), (vn)Ãs1 E CO(2)

lim un =u em H'(9), (24.11)
n—0oo

lim v, =v em Lº(N). (2.4.12)
n—0oo

Para cada nº podemos olhar u, e vu, definidas para todo R? ( nulas fora de 92 ).
Portanto, para cada n temos un, vm E CH(R?), ambas com suporte no domínio
limitado 92.

Seja w, a solução clássica do problema de Cauchy

Ou, fo] em RºxR

(n) Wwn(, to) em Rº
OUWn
ot

Para m,n E N*, a função wm — un E C“(Rº x R) satisfaz o problema de

(x1,to) = em Rº?.

Cauchy

O(wn — nr) 0 RºXxR

(m —n) (Wm — wn)(x, to) (um — un)(D) Rº?

SÉ fm = ton)(£, to) = (Um — vn)(T) R?.
Ot

Fixemos T > 0.

À desigualdade (2.4.9) aplicada a wm — wr, nos fornece

|lwm = Wn || ga x to=T, to+T) ­
< 2T [1 + (diam) + 2T)º] [leem — unllinça + Ilvm — vnlltaço| :

Combinando esta última desigualdade com as igualdades (2.4.11) e (2.4.12)

concluímos que (w,)X, é uma sequência de Cauchy em H!(Rº x [to —T, to+T)).
Assim, podemos afirmar:
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(1) Existe w" E H'(R? x [ty = T, to + T]) e sequência (wnJS, EC C“(Rº x R)
tal que

(it) Ow, = 0 em Rº x R.

(il) limnsco Wn = wW" em H'(Rº x [ty = T,to+T])

(iv) limnsoo Wn(,to)=u em H'(Rº), suppwrn(­,to)C9

um
ot

Agora provemos que w” é a única função de H!'(R? x [tg — T, to + T])) satis­
fazendo (1) — (v).

Suponhamos que existam 1” e H!'(Rº xt —T,to+T])e (Un) E C(RºxR)

(v) limn—oo
O

(­,to)=v em Lº(R?), suppa;tnl Sth)JCO.

satisfazendo (1) — (vu). Aplicando (2.4.9) em w, — wh, obtemos

Un — Wnl|HIR2x(to­T,to+TI) É

< 27 [1 + (diam + 2T)º*).
­

Ow ?

L2(9)

Fazendo n — oo e usando (iii) — (v) obtemos

|" — BD|meRexto­T,to+7)) É

T Tistoé, wW'" = WU".

Agora faça T = N E N* e considere as funções w" ew"*!, A restrição de
wY+! à faixa Rº x [to —T, to+T] coincide com w" pois ambas satisfazem (1) — (vu).

N+1 5 extensão de w”".Assim w

Fazendo N variar em N* construímos uma função w E H'(RºxR) satisfazendo

as condições (1) — (iv) da definição 2.4.1, de solução com energia finita com dados

iniciais u € H'(Rº) ev € Lº(Rº).

Agora provemos a unicidade de w. Suponhamos que w',wW?º € HL.(Rº x R)
são duas soluções com energia finita do problema considerado.
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Sejam (wi),, (wW3)º, E C“(Rº x R) sequências tais como na definição.
Aplicando a desigualdade (2.4.10) a wi — w2 obtemos

[ei ­ willH1(&) <
o foC(K,9) fTIA(­ to) = vB sto) pç + gre to) = SjuB(­ toda)

para todo n E N e todo compacto K C Rº x R.
Fazendo n — oco obtemos

lo? — 24 < C(K,9) flu = ullánça + Ilv = ella) =
1Assim w! = w? em todo compacto K C Rº x R.

Logo, w! =wº em HL(Rº xR).

Ficou claro na demonstração do teorema acima que a solução não depende

das sequências (un) e (vu,) que aproximam os dados iniciais.

2.5 Propriedades da Solução com Energia Finita

Nesta seção discutiremos algumas propriedades da solução com energia finita

que serão utilizados nos capítulos seguintes.

Proposição 2.5.1. Sejam u € H'(Rº) ev E Lº(Rº), ambas com suporte com­

pacto num domínio limitado S).

Então a solução w E HL.(Rº x R) do problema de Cauchy

em RºxR

em Rº

em Rº

tem suporte no conjunto

Er = ((6t ER XR; ET]< to­tl,zEN).
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Demonstração: Mostraremos que w 5 nula quase sempre no complementar de

=. Sejam (un), E CP(O), (vn), E CP (92) tais que

lim v, = v em Lº(9),lim un = u em H' (9) '

e (wn)º, E C“(Rº x R) a sequência de soluções dos problemas de Cauchy

DOwr o em RºxR

Wwn(r, to) un(x) em Rº

—Un(r,to) = vn(x) em Rº
ot

Seja K C =f, um compacto. Da definição 2.4.1 temos

lim wu,= w em H'(K).
n—0o

Por outro lado, suppwr C =, para todo n E Nº. Logo w, = 0 em K para

todo n E Nº. Assim w í nula quase sempre em K.

Como isto é válido para todo K C =f,, o mesmo vale para =£,.

A próxima proposição expressa a dependência contínua da solução do proble­

ma de Cauchy em relação aos dados iniciais.

Proposição 2.5.2. Sejam u,1,u2 € H'(R?), vi, va E Lº(R?), todos com suporte
no domínio limitado N.. Seja wi E HL(Rº x R), i =1,20

solução de

wi(x, to) ui(r) em Rº i=1,2.
O
—ui(r,to) = vi(r) em Rº
Ot

Dado K € Rº x R compacto, existe C = C(K,N) > O tal que

Ita = twslinço < E (Il = uallinça + Il = valia)
Demonstração: Segue da linearidade do problema e da desigualdade (2.4.10).5m
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Proposição 2.5.3. Nas mesmas condições da proposição 2.5.1, a solução

w E HL(Rº x R) do problema de Cauchy tem traço

w(­,0) E HR),

para todo t E R.

Demonstração: A existência do traço w( ­,t) E Lº(Rº) é consequência do Teore­
ma do Traço, teorema (1.5.3) do capítulo 1. Resta mostrar que w(­,t) € H'(Rº),
para todo t E R.

Seja (ur), CE C“(Rº x R) como na demonstração da proposição 2.5.1. Da
definição de traço segue que

lim wr(­,t)=w(­,t) em Lº(Rº).
n=­oo

Fixe T > O e considere a desigualdade (2.4.7). Aplicando (2.4.7) à diferença

Wm — wr, E eliminando um termo do lado esquerdo, segue:

ilwn(­,t) — wn( tina) <q

para todos mn EN" eteR, lt—to|<T.

Logo, para cada t E R, |t — to) < T, existe g, € H'(Rº) tal que

lim wrn(­,t) =: em H'(R?).
n—oo

lim wn(­,t) =: em Lº(Rº).
n—co

À unicidade de limite em Lº(R3) implica g; = w(­,t), para todo t E R, tal
que |t — to| <T.

Como T é arbitrário então w(­,t) = 9. € H'(Rº*) para todo t E R.

Nosso objetivo agora é dar um sentido para &( «,t), para todo t E R. Sejam

w E HL(Rº x R) e (wn)º8, CC (RxR)
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como na proposição 2.5.1.

Fixe T >0. A desigualdade (2.4.8) aplicada em wm — wn fornece

8 o
|| 57 tm( tt) — an ' t)|LaçRa) ­
< [1 + (diamO + 27) lum = unll&n + |lvm — valltaço ) ;

para todo t E R, |t —to| <T.

Assim, para cada t E R, com |t — to) < T existe h, E Lº(R?) tal que

em Lº(Rº).

Seja h : [to — T, to +T] — Lº(Rº) definida por h(t) = h,.
Provemos que h 5 contínua, isto é,

he C(lto­T,to+T],LºR)).

Fixemos t, tal que |t] — to| < Te k E R com |k| pequeno. Definamos

Wa(r,t) = wn(r,t +k) — wrn(r,t),

em Rº x R, para todo n E Nº.

Esta função satisfaz

OW, = [o em

Walr,ti) =  uvn(t,titk)—wnlr,t) em Rº
5) fo)

:

fo) 2ano, hn) = ane, th +k)— aunla, ti) em Rº.
Observe que os dados iniciais deste último problema de Cauchy tem suporte

compacto. Logo, do teorema de Conservação de Energia temos

fo ?
2 2

para todo t E R.

2 + ve.) dr,
Integrando esta igualdade em relação à t no intervalo [to — T , to + T] e des­

prezando um termo positivo da primeira delas obtemos

fa) ? 1 forr 7) ?

" —Wa(z,t1)| drdt< — f Eae) + VWha(r,6)? ) dedt.R? ot R2? ot2 to—­T
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Agora observe que

:
OW,

OW Aot St”limnsco

limnsco VW" = Vwu(:,: +k)— Vw em Lº(Rx|[t­T, to +TY.
Logo, fazendo n — +oo na última desigualdade obtemos

heIhu+e(2) = hu (0)/2dz <to+T Ow ?

<<= fls —ari C 25) dxrdt +
1 o

+= Vuw(x,t+ k) — Vw(x,t)|º drdt.
2T to­T R2

Agora, usando o Teorema da Continuidade em Lº (teorema (1.3.2) do capítulo

1) forr Ow Ow ?

lim — dos — Erko 2T Í. f. Ot E, ! + E) fel E, b) dzdt
to+T

1), temos

|Vw(x,t + k) — Vw(z,t)|º drdt
—­T JR?

Logo,

lim |lhn4+k — hillra = 0, isto é, lim hu+k = ha, .
k—O k—O0

Assim h 5 conínua em [tg — T', to +T]. Como T foi tomado arbitrariamente
podemos definir h para todo t E R. Esta função é contínua em R, isto é,

h é C(R, Lº(Rº)).
Agora seja [a,b] C R. Temos h € C([a,b], Lº(Rº)). Como

C(la,bl, Lº(Rº)) E Lº(la, bl, Pº(Rº))

Lº*([a,b), Lº(Rº)) = Lº*([a, b] x Rº),
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podemos redefinir a função h como função das variáveis r e t como segue

h: RXxXR —> R

(x,t) — h(z,t)=h(7).

Observe que h € L? (Rº x R). Mais ainda, para todo t € R se temloc

ht) : RO R

r e h(x,t)

em Lº(Rº)e
lim (1) =h(.t) em Lº(RD.

Em particular h(«,to) =».

Esta discussão prova parte da proposição seguinte.

Proposição 2.5.4. Sejam u € H'(Rº), v € Lº(R?) com suportes contidos num
domínio limitado SN). Seja (wn), E C“(Rº x R) a sequência

que satisfaz as condições (1) — (1v) da definição 2.4.1 de solução com energia finita

do problema de Cauchy

Ow 0 em RºxR

w(x, to) u(x) em Rº
wvi(r,to) = v(x) em R.

Então existe uma função h E L? .(Rº x R), tal queloc

R3tr>h(­,t) Ee Lº(R?)

é contínua e para todo t E R,

h(­,t) em Lº(R?º).

w
—— = h quase sempre em Rº x R.
ot

Mais ainda,

>
foDemonstração: Resta apenas mostrar que e. = hae emnRºxR.

Seja v E CE(Rº x R). Para cada t E R, p(­,t) E CEº(Rº). Como

= h(­,t) em Lº(Rº) para todo t E R,
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leitão paratodo teR. (25.13)
Lº(R?)

Da desigualdade (2.4.8) obtemos

Ôwn ? ô ?

Lt) < [1+ (diam+ 27)º] [Ilun(­,to)I&nç+ |Ertun(­5 to)

Como (wn(,to))'­o (Sec to) são convergentes em H'!(N) e Lº(9)
n=l

[9,9]

|8EC o LR) ) no

respectivamente segue que

é limitada uniformemente em t, t E [ty — T , to +T].

Seja T > O tal que suppp € Rº x [ty — T, to +T]. Então I|le(­,t)i||1aRa) É
limitada em [tg — T , to +T).

Voltando em (2.5.13) concluímos que ($,)Xº, é limitada em [tg — T, to +T].
Observando que (+ ,t) = O se jé — to] > T concluímos que (DJ, é limitada

em R. Assim (&,)X, é uma sequência limitada de funções definidas em R, cada

D,é integrável em compactos de R e converge, em todo t E R, para

= " h(x, t)w(rx, t)dt.
Rº?

Logo & é integrável em cada intervalo limitado e

lim (a Jwo(x, t)drdt= / h(x,t)o(x, t)dzdt.
Rºn>20o R2

.
Wn NO fo)Mas a sequência se) converge para em Lº(K), para qualquer

ot
n=l

compacto K C R?. Seja K = suppy e I tal que K C Rº x 1. Então

: a,lim
nNn—0oo R2 Yeo(x, t)dxdt= fe.ou7t)p(x, t)dxdt.R2?
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f pa dota, Dazat= | er Do(x,t)dxdt,
para toda é E C&(Rº x R).

foLogo da proposição 1.3.1 do capítulo 1 segue que h = O quase sempre em
Ot

Rô. =

A função w; está em L?.(Rº x R) e portanto não teria sentido restringí­la ao
hiperplano t = constante. Todavia, como

e = À, quase sempre em R* e h € C(R, Lº(R*)),
,

. Ou
é natural definir — no instante £ E R por

ot

AO) =. .h(­,t), paratodotE R.
Assim a solução w € Hj.(Rº x R) do problema de Cauchy

Ow = 0 em RºxR

wvír,to) = u em Rº

uwlr,to) = v em Rº,

com u E H'(Rº), v € Lº(Rº) com suportes em 9) é tal que

(w(,t), wi(­,t)) E H(Rº) x Lº(R?), para todo t E R.

Agora introduziremos uma família de operadores S,, t E R que serão utilizados

na demonstração do teorema 4.3.1, que é o principal resultado dessa dissertação.

Sejam to,t E R, t É to e S; O operador

S, : HI(2) x 1º(Q) — H'(Rº) x Lº(Rº)

definido por

Si(u,v) = (w(­,t),wi(­, É), (2.5.15)

onde w € HL.(Rº x R) é a única solução do problema de Cauchy acima. Então
S, é um operador linear limitado. Aqui estamos adotando a norma

Ile, B)lenxaa = Nlellãa + 116112,
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para os produtos cartesianos envolvidos.

A linearidade de S; é imediata. Vejamos a limitação de 5,

Seja (wn)L, CE C“(Rº x R) uma seqiiência satisfazendo as condições da
definição de solução com energia finita.

A desigualdade (2.4.8) aplicada a w,r, fornece

ot HI(R2)xLº(R?)

< 4/1 + (diam + 27)? (e, Nara
HI(O)X L2(9)

para todo t E R; lt — to| <T.

fazendo n — oo e usando as proposições 2.5.3 e 2.5.4 obtemos

Ilew( +, 6), we (+, leiga raça É V1+ (diam) + 27)2|[(4,v)||g3(0)x12(0))

para todo t E R, lt =| <T.

Fixando T > |t — to] e fazendo C(T) = /1+ (diamf + 27)? obtemos

181 (u, v) || Rx 122) < CT)(4, vam x12(0) (2.5.16)

para todos (u,v) € HA(N) x Lº(N). A desigualdade (2.5.16) expressa a limitação
do operador 5S;.

Por último observamos que S;, é o operador que estende os dados ao plano

como sendo nulos fora de N.. Assim, S,, também é linear e limitado. Portanto,

S, é linear e limitado, para todos t E R.
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Capítulo 3

Decaimento Local de Energia

3.1. Introdução

Este capítulo, é dedicado ao estudo do decaimento local da energia da solução
do problema de Cauchy generalizado. O principal resultado é o teorema 3.2.1,

devido a D.L. Russell [11], que fornece como consequência o teorema 3.3.1, que é
de suma importância para resolver o problema de controle.

Na secção 3.2 estudamos o decaimento para as soluções clássicas da equação

da onda. Na secção 3.3 provamos o decaimento local para soluções com energia

finita para o problema de Cauchy usual e também para o problema de Cauchy

com tempo reverso.

3.2 O Decaimento Local de Energia para Soluções

Clássicas.

Sejam NQ) C Rº um domínio limitado e ó > O um número real positivo. Deno­

taremos por 925 o conjunto

N5=N+B(0,0),

onde B(0,6) é a bola aberta de R? com centro na origem e raio ó > 0. Assim 9;

é uma vizinhança aberta de 9). Denotaremos |91;| a medida de Lebesgue de Ss.
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Teorema 3.2.1. Sejam OQ C Rº um domínio limitado e u,v E CL(Rº) funções
tais que

suppu, suppu C Ss

para algum 6 > O. Seja To > diam; e w E C“(Rº x R) a solução clássica do
problema de Cauchy

Dw 0,

w(x,0) u(x), R?

wiír,0) = v(x), Rº?.

Então, existe uma constante K > O independente de u,v ew tal que:

ta! KIDlsu(a,O < SM filullinça, + lulltaa,) (3.2.1)

para todo multi­índice a = (01,02,a3) E Nº com al = 4 + a +a3; <1 e todos
rEeN;set>To.

Demonstração: De acordo com a proposição 2.2.1 podemos escrever

w(x,t) = ã E /.os le)u(a + 6) ds +"os lE)U(r +té6)de (3.2.2)
onde (6)= TE 1 <A.
Observe que 1 € C“*(B(0,)), para todo A E Reom 0 <A < 1.

Tomando t > O e efetuando a mudança de variável 7 = x + tá na integral

acima obtemos

ZôÔôÇçr1l n—rx 1 norw(e,0 = & [55 /,. PF A+ fama,
onde B(r,t) é a bola aberta de centro x e raio £.

Para cada t > To e cada r E O); tem­se

N; & B(x,t).
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Como suppu C ls e suppu C Nils podemos escrever

to(8,0)= & 5x /, CCTOM + 5 [, CCD ama
Agora, dado a E Nº tal que Jal < 1, da regra de Leibnitz obtemos

ala 1 Blel+1 ? 7,(1,9 =L ( 1 8 1 ne,O(a,1)a PO ox Ja, Bola, [8º « 27 Ja, d(x,t)º1º
(3.2.4)

| uln)adn+ v(n)dn.

Agora consideraremos todos os multi­Ííndices a com la| < 1.

Para a = (0,0,0) temos

wiz,t) = 2 |2T Os

Ou ainda

1we, = 25 | amando+ da(n 2, 1)u(n)da|
2%

1 —r 1 TNTdilma,t) = FÉ) = VA).
—­TPalm x,t) = (TT).

Seja à E R escolhido de tal forma que

diam(Ss)
A<Ll.T, <A<

Isto é possível devido a hipótese Ty > diam(Sls).
Para todos r,n € Ni; e t > To temos

20) diam(Ns)  diam(Os) <X<l<
t 7 OR To
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Como e suas derivadas são limitadas em B(0,) então existem K, > O
K2 > O tais que

para todos r,n € O; e t > To.

A representação (3.2.5) de w e as estimativas em (3.2.6) são suficientes para

obter (3.2.1) com a = (0,0,0). Todavia, calcularemos primeiramente todas as

estimativas análogas a (3.2.6) para os demais multi­Índices a com ja| < 1 e então

concluiremos a demonstração.

Vejamos agora o caso em que a = (1,0,0).

Neste caso, (3.2.4) se torna

t t tela. = 5, o? [FED] «mana 2 [1625 | somar” 27 Ns OtOx, 27 Qs Ox
(3.2.7)

Observemos inicialmente que

O l n—x|—  1Ô0p6,n—rzder [89(EO)| = = oe O:

& [1 n—x7] ô[/ 106 nzETEA E í | = 1­sse í )
1,06ra Bes 2002 2 —2Y,227BIA" t 'to t

Definindo

— 2306 n—rz 1, 06, n—x,n­x

dl Ie n—x

observamos que existem constantes K3 > O, Ka > O tais que

Ida(n, x, t)| < K, Ida(n, x, t)| < Ka
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para todos r,n € ls e t > To.

Mais ainda, vale a fórmula

fo) 1duelo =|, oetmanuman+ /manma, — s29)
para todos r E N; e t > To.

Para a = (0,1,0), trocando­se os papéis de x, por r2 obtem­se, como no caso

anterior, funções À; e ds e constantes K; e Kç; tais que

lés(nx, t)|< Ks, lés(nxt,t)| < Ke (3.2.10)

para todos r,n € Ns et > To.

Neste caso vale também uma fórmula análoga à (3.2.9) onde d3 é substituido

por &5 e 4 por de.

Por último, vejamos o caso em que a = (0,0,1).

Neste caso (3.2.4) se torna

ô 2 — ­Ent) = =). ET es) uln)dn + =), Ee 7 5) v(n)dn.
Agora observe que:

91 /n­crxat [3º ( t

PV ?ae [eº
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Agora definindo

9º [1

811ds(nm x,t) = to E (
vemos que existem K; > 0 e Kg > O tais que

para todos n,x € Nl; et > To e vale

duOt OH omanama+ f cmanman|, — (s212)
para todos r € Ns e t > To.

Seja K = max(K,,...Ks). Logo de (3.2.6), (3.2.8), (3.2.10) e (3.2.11) segue

Idi(mx,t)| <K i=1,..,8

para todos r,n € ls, t > To.

Das representações (3.2.5), (3.2.9) e (3.2.12) temos

laiaylamaste | < 2, (em + en dn,
para todos xr € Ns, t > Th e a E Nº com Jal < 1.

Agora usando a desigualdade de Cauchy­Schwartz temos

Ja,(lu(n)]| + fvo(mbDadn << V19s| (Ilulleaçãs + Iulliação)

1%] (Hulliças) + lulas) :
Voltando em (3.2.13) obtemos

(29) < É ves] (Iullina, + ul.)= 2nt
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de onde segue

KI] 2

4282 (Hull, + Ill)

FO!Gra (ella, + lelliaa,)
para todo r E 91; e t > To, como queríamos demonstrar.

Vale observar que a constante K, escolhida como o máximo de K1,...,Kg
depende dos valores máximos de 4 e suas derivadas de primeira ordem na bola

fechada B(0,1), onde À 5 escolhido satisfazendo Fani <AíA<l Assim, K
depende de todos elementos mencionados no enunciado do teorema exceto u,v e

w. Todavia, conhecido o domínio 2 e escolhido ó > O, pode­se fixar To, escolher

À e determinar precisamente o valor de K calculando­se os valores máximos de

e suas derivadas primeiras em B(0,X).

Corolário 3.2.2. Nas mesmas hipóteses do teorema 3.2.1 vale a seguinte esti­

mativa

les ln, + ItoG laço, < ZE [una, + Well? (3.214)PÇ, TIN PPS Tag Uia) T IVILZ2A9) e

para todo t > To.

Demonstração: Escrevendo­se as quatro desigualdades obtidas de (3.2.1) para

todos os multi­índices a € Nº com |a| < 1 e em seguida somando­as e integrando
tal soma com relação à x em 9); obtem­se (3.2.14). =
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3.3 Decaimento Local de Energia para Soluções

com Energia Finita.

Nesta Seção vamos mostrar que a estimativa (3.2.14) também é válida para as

soluções do problema de Cauchy para a equação de ondas com os dados iniciais

em H'(R?) e Lº(Rº) com suporte contido em alguma região limitada.

Teorema 3.3.1. Sejam u € H'(Rº) ev e Lº(Rº) funções tais que suppu,
suppv C Sl; para alguma vizinhança NQ.s de um domínio limitado

N. Sejuwe H)Le(Rº x R) a solução do problema de Cauchy generalizado

Ow em RºxR

w(x, O) em R?

wi(r,0) = em Rº?.

Então existe K > O, independente de u ev tal que

2Kº|9%]?Ie(., OlBnçasy + IltsGOM aay < Sara [ullna, + lellta] (8315)
para todo t > To > diam(Sls).

Demonstração: Procederemos como na demonstração do teorema 2.4.3.

Sejam

(un)as1 E CP(%), (vn): E CF(s)

tais que
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Da demonstração do teorema(2.4.3) sabemos que a sequência

(won), E C“(Rº x R) de soluções dos problemas de Cauchy

ODwxr 0, em RºxR

wníx, O) un(t), em R
âun(z,0) = vn(o), em Rº,

onde u, e ur, são nulos fora de Sis, converge para a solução w do problema de

Cauchy
Ow 0, RºxR

w(x, 0) ul), R?

vs (x, 0) ví), R?,

em H'(ZL) para todo compacto E C Rº x R.
Mais ainda, das proposições 2.5.3 e 2.5.4 temos

lim wn(.,t) = wu(.,t) em H'(R)
nNn=0o

lim Es (,t) = u(.,t) em Lº(R),
neco Ot

para todo t E R.

Agora, aplicando o corolário 3.2.2 à w,, temos

2K?|94]?Sa [lttnllénçãs + Nenlliaço)O
[lun(­,8)! çn,y + Ilagun(s Lana) <

para todo n = 1,2,..., e todo t > Th > diam.

Passando o limite quando n — oo nesta última desigualdade e usando (3.3.16),

(3.3.17), (3.3.18) e (3.3.19) obtemos a estimativa (3.3.15). —

Para resolver o problema controle precisaremos de uma estimativa de decai­

mento local de energia, como a estimativa (3.3.15), para o problema de Cauchy

com tempo reverso e dados iniciais em algum t = T > O.
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Proposição 3.3.2. Sejam u € C$Lº(Nts), v E CS(Qs) onde Os é uma vizinhança
do domínio limitado QN C Rº*. Seja w E C“(Rº x R) solução

do problema de Cauchy

Ow em RºxR

w(r, T) em Rº

wrilx, T) em Rº,

onde T > To > diam9N5s. Então existe K > O independente de u ev tal que

leo(., Onça) + Hex,Maça < ZÉ unção + Iolliaças] ­ 33.20)AÇO, TUAS DIDO3 Taqa HQs) Lan)| VOS:

Demonstração: Seja W E C“(Rº x R) a solução do problema de Cauchy

OW O, em RºxR

Wirx,0) ur), em Rº

Wi(r, O) —u(), em Rº,

A estimativa (3.2.14) do corolário(3.2.2) aplicada a W fornece

2K2|96]?o [lullána, + lula) ­
(3.3.21)

IWG Dna, + IIW; Cs Dias) <q

para todo 7 > To > diamSs.

Fazendo 7 = T — t e observando que

W(,T=t)=wn(,t),

obtemos de 3.3.21 a seguinte estimativa

2Kº*|9]?lee(s9) Nfrnçao + Ive M2609 < am <2 [tro + elos)
sempre que T — t > To > diamSl;.

Agora fazendo t = O na última desigualdade e lembrando que T > To segue

(3.3.20). "
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Por último observamos que usando a proposição 3.3.2 podemos provar o teo­

rema abaixo, cuja demonstração omitiremos por ser completamente análoga á

demonstração do teorema 3.3.1

Teorema 3.3.3. Sejam u E H'(Rº), v € Lº(Rº) funções tais que suppu,
suppv C 95 para alguma vizinhança OQ; de um domínio limi­

tado N). Seja T > To > diam(S,.

Seja w E HL.(Rº x R) a solução do problema de Cauchy generalizado

Ow 0, em RºxR

w(r,T) uíx), em Rº
wri(x, T) v(x), em Rº.

Então existe K > O, independente de u ev tal que

Ie, Onça + Nu, MN aça, < ZE [Murça + Iulliaa, | ­ 6.3.22)PINA) tt Wlp2(nS ara [UU A(a,) TPiipeçã| 199:
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Capítulo 4

O Problema de Controle

4.1 Introdução

O objetivo deste capítulo, é estudar o problema de controle exato na fron­
teira para a equação de onda num retângulo O C R?º. Nesse estudo usaremos

toda a teoria exposta nos capítulos anteriores para exibir todos os detalhes da

demonstração do principal teorema deste trabalho.

4.2 O Problema de Valor Inicial e Fronteira

Seja À um domínio limitado de Rº ou Rº. Denotaremos por C*(L) o conjunto
das restrições das funções de C“(R"), n = 2 ou 3, ao fecho XY do domínio X.

Definição 4.2.1. Seja 2 C Rº um domínio limitado com fronteira 0N e T >O

um número real. Sejam h E Lº(0N x [0,T])), u € H'(N) e

v E Lº(N). Uma função w E H'(O x [0,T]) é solução do problema de valor
inicial e fronteira

Nx [0,T]
o

(9

ON x [0,T]
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se existir uma sequência (wn)Se, E C“(9Q x [0,T]) satisfazendo as seguintes
condições

(i) limnco Wn = w em H'(92 x [0,T])

(1) Ow, = 0 em 2 x [0,T, n= 1,2...

(ti) limnsoo wWn(.,0) =u em H*(9)

(iv) limnsoo tn 1,0) =v em Lº(N),
(v) imnsoo Wn = h em Lº(09 x [0,T])

Se N Cc R? é um retângulo então ON x [0,7] é um paralelepípedo cuja base
é O e cuja superfície lateral é 99) x [0,T]. Cada face de 09 x [0,T] pode ser
identificada com um retângulo e portanto um domínio de Rº. Uma função h está

em Lº(09 x [0,T]) se h restrita a cada uma das faces de 99) x [0, T] é função de
quadrado integrável no correspondente retângulo.

Proposição 4.2.1. Seja O C Rº um retângulo e sejam f E H'(N) eg E Lº(N)
funções dadas. Seja wi E HL(Rº x R) a solução do problema

de Cauchy

Dws = O, em RºxR

wsi(1,0) = fs(x), em Rº (4.2.1)

Jus(r,0) = gs(0), em Rº
onde f; E H'(Rº) e gs E Lº(Rº) são extensões de f e gq respectivamente, com
suportes em alguma vizinhança OQ; de 9).

Seja W; a restrição de ws ao paralelepípedo OQ x [0,T] onde TE R, T > O.
Então:

(i) W;s tem traço de quadrado integrável em 99 x [0,T].
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(4) Denotando por h;Ê o traço de W; em 092 x [0,T], então, W;5 satisfaz o pro­

blema de valor inicial e fronteira
Á

OW; 0 Nx [0,T]

Ws(., 0) Íf em Ss

2Ws(.,0) gq em £S

Wis(x, t) hs em ô3O92x[0,T].

Demonstração: (i) Seja é E CE(Rº x R) uma função tal que é = 1 em alguma
vizinhança aberta de 8º x [0,T]. Em particular,

4 =1 numa vizinhança aberta de 090 x [0,T].

A função vw; está em H!(Rº x R) e coincide com W; em 2º x [0,T]. Assim,
o traço de vw; em 00 x [0,T] será o traço de W; aí. Para ver que puw;s tem

traço de quadrado integrável em 90 x [0,T] fixemos uma face I'q de 99 x [0,T]
e provemos que vw; tem tal traço em Io. Seja o plano que contém TI, e seja

o semi espaço que contém 2 x [0, T]. Podemos identificar E com R3. A restrição
de vw; à E é vista como uma função de H'(R3). Logo, do teorema de traço
( capítulol, teorema 1.5.3 ) segue que vw; tem traço de quadrado integrável em

L, e portanto o mesmo vale em Io, uma vez que [q CT.

Como isto pode ser feito para cada uma das quatro faces segue que vw, tem

traço em Lº(09 x [0,T]). Assim W; tem traço em Lº(09 x [0,T]).
Seja hs O traço de W; em 082 x [0,T]. Então, para toda sequência

(Un), E C“(2 x [0,T]) com

lim vv, = Ws, em H'(Qx[0,T])

= hs, em Lº(692x[0,T)).

(ii) Seja (wn)JS, E C“(R” x R) uma sequência satisfazendo a definição 2.4.1

de solução do problema de Cauchy, para o problema de Cauchy 4.2.1. Fazendo

K = x[0,T), a condição (i) da definição 2.4.1 fornece

lim wu, = ws, em H'(K).
n=0o
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Como W,; é a restrição de ws à ON x [0, T] temos então a condição (i) da definição
4.2.1 satisfeita.

Como DQw, = 0 em Rº x R para todo n então o mesmo valerá em 2 x [0,T].

Portanto vale a condição (ii) da definição 4.2.1. As condições (iii) e (iv) de 4.2.1
seguem imediatamente das respectivas condições na definição 2.4.1. tomando­se

to=0efegemvezdeuev.

Seja agora vv, = qw,. Como 6 = 1 em 8 x [0,T] temos:

lim vi = lim ww, =w;=W; em H'(Qx|[0,T).
nNn=00 nn 00

Logo

lim vu, = hs, em Lº(090x|[0,T].nããoo lanx(o,T)

Mas é = 1 numa vizinhança aberta de 99) x [0,7], logo o último limite pode ser
escrito:

lim = hs, em Lº(09 x(0,T].W.nooo —Mlanxio,T]

Assim a condição (v) da definição 4.2.1 está satisfeita.

Portanto W,;s é solução do problema de valor inicial e fronteira= Wo5|oxto,n)
4.2.2 no sentido da definição 4.2.1 =

4.3 O Teorema Principal

Esta seção é dedicada à demonstração do teorema central deste trabalho.

Teorema 4.3.1. Seja O C Rº um retângulo com fronteira denotada ON. Dados

u € H'(N) ev E Lº(O), existe T > 0 eh E Lº(00 x [0,T]) tal
que a solução do problema de valor inicial e fronteira

P

Ow O, Nx [0,T]

w(r, O) u(x), (9)

wi(x, O) víx), Q

| w(x,t)
satisfaz a condição
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v(.,T)=uwu(.,T)=0 em.

Demonstração: Sejam ó > 0 e Nl; = OQ + B(0,6). Suponhamos que existam

extensões us; e us de u e vu respectivamente tais que

us E H'(Rº), v; E Lº(Rº),

suppus, Suppus C— Ss,

e que a solução y do problema de Cauchy

0

Y:(., O) Vs

satisfaça a condição

y(,T) = y<u(.,7T) = O em OQ. (4.3.5)

Agora, chamando w a restrição de y ao paralelepípedo Nº x [0,T], segue da

proposição 4.2.1 que w tem traço h sobre 90 x [0,T] com h Ee Lº(99 x [0,T])
e satisfaz todas as condições do teorema. Assim, a demonstração do teorema

se reduz a provar que existe T > O tal que cada par de dados iniciais

(u,v) E H(O) x Lº(O0) possui uma extensão especial (us,vs) E H!(Rº) x Lº(Rº)
com a propriedade de que a solução y do problema de Cauchy 4.3.4 tenha seus

dados de Cauchy identicamente nulos no instante T.

Do exposto no capítulo 1 segue que existe um operador extensão

E: H(O0)x 19) — H(R)xLº(R*)
(fg) — (fas, 96)

que é linear, satisfaz

supp/s, suppgs C Os
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IN falta ção) = Ifslltnças, Ss Cl lt»
llgsllZamo) = IgsllT2(0,) = alta»

para alguma constante C > O. Assim, o operador E 5 linear e limitado. Sejam

(fa) E H'(O) x 1º(9) e (fs,96) = E(f,9). Seja wi E HL.(Rº x R) a única
solução do problema de Cauchy

Ows o em RºxR

ws(x, 0) f(x) em R : (4.3.6)
fo
aguelo, O) = gs(x) em Rº

Agora, para T > O a ser escolhido posteriormente considere o operador linear

(fs, 95) — (e), Sul, 7)
onde w,; é a solução do problema de Cauchy (4.3.6). Vimos no capítulo 2 que Sr

á limitado. Observe que

(es(,7), Ausl,D)) = Sr(fogo) = SrECH9). — (437)
Seja 6 E C&(R?) com 9 = 1 em SN) e suppô C Ns. Considere agora o problema

de Cauchy retrógrado

Oz = 0 em RºxR

2(t7,T) = O(x)ws(r,T) em Rº (4.3.8)

zx,T) = (x) s(a, T) em R
cuja solução z está em H/.(Rº x R). Segue das proposições 2.5.3 e 2.5.4 que

z(.,0) E H'(R), E) E Lº(R?)
e possuem suportes compactos.

Seja y € HL.(Rº x R) a única solução do problema de Cauchy

Oy = 0 em RºxR

y(r,0) = fs(r)— 2(x,0O) em Rº
Oz

y:(x,0) = gs(x)— BE (O) em Rº.
54
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É fácil verificar que w$ — z satisfaz (4.3.9). Logo y =ws = z
Agora observe que

y(x, T) = ws(x, T) = z(x,T) = (1 = O(x))ws(x, T)

e como 0 = 1 em O) tem­se

y(, T)=0O em O,

Analogamente verifica­se que

yn(.,T)=0 em OQ.

Assim, de acordo com o que observamos no início da demonstração, a restrição de

y ao paralelepípedo £2 x [0, T] resolverá o problema de controle se T, f e gq forem
escolhidos de tal forma que

fo ­z(.,0) estende u,
Oz

gs T3ç(0o) estende v
ao plano, ou seja, f/— z(.,0)| =ue g— o) =vem5s)

n Ot n

Seja Sr o operador linear definido por

Sr: Hi(Ns)x LN) — H(R)xL1º(R*)
(JT) JGTD) > (J(0),J(,0))

onde J € HL(Rº x R) é a única solução de

OJ = o RºXR

JT) E H(RºxXR) (4.3.10)

JT) E LAR), — suppJ(., T),suppJ(, T)E Qe.
Claramente Sr 5 limitado. Agora observe que se 2 satisfaz o problema (4.3.8)
então

(26,0),e) Sp (2(.,T), 2x(., T))
a(Jus(,T),6() Ssts(., T)

7 1O(.) (4,7), us, 7) )
Sz [9(.) (SrE(f,9))]
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Denotando por R a restrição à £), a condição

rof2(,0)| =" e 9­6 =.
pode ser reescrita na forma

[1 — (RS70STE)] (f,9) = (uv)

onde / denota o operador identidade.

Seja Kq = RS7r9STE. Do exposto acima vemos que

Kr : HQ) x L1º(N) — H'(9) x Lº(9)

5 um operador linear limitado e

(26,9) F60) = Kr(f9) em 9.
Assim, para concluirmos a demonstração do teorema devemos provar que existe

T > O tal que para todo (u,v) E H!(N) x Lº(N)) a equação

(1 Kr)(f,9) = (uv) (4.3.11)

possui solução (f,g9) E H'(N) x Lº(N)). Para tanto, provaremos que para T > O,

suficientemente grande, o operador Kr é uma contração (capítulo 1 teorema

1.2.1).

Agora utilizaremos as estimativas de decaimento local de energia obtidas no

capítulo 3.

Seja T > diam(Ns) e wi E HL(Rº x R) a solução do problema de Cauchy
(4.3.6). Do teorema 3.3.1 segue

ô 2K2|94]?Ilws(., DN &1 (25) + lag Diana) < qe [FAPAA + Ngslltano]
2Kº|92]?< (C+) [Ina + Ilalitaço) ­ (43.12)

Seja J € HI.(Rº x R) a solução do problema de Cauchy (4.3.10). Do teorema
3.3.3 segue

IMG Onça FI Maça, < ZEZÉ fic, DiBn, + 6 DIR+ Ming til ONiao,yE —ro 4 Dlltnçãs,+ HC, Diltaças)| ­
(4.313)
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Como ||Kr(f,9)tnmxram = 26 Onça + Il Ol Taça.» usando (4.3.13)para a solução z do problema (4.3.8) segue
KT(f, 9) ing xe2açm <a HMinça, +NaO Laços)

2Kº|9Edk [112Fomentoacne fo)“PMnção + 160Zrs(.Dao|
1(69)2K2|9|?<alisinho, +lggest Dlisas |

onde (0) é uma constante que depende dos valores máximos de 6 e suas derivadas

em Ss.

Agora usando a desigualdade (4.3.12) concluímos

1 + O)r(9)A K 9]?Ir(Ss 9) Br capasia < EE | 5 nça + Walita]
ou seja, vale:

x
IWKT(S, 9)ineixram É Fel 9linia 12):

— 2KCINPVETOIOpara todo (f,g) E H!(N) x Lº(N)), onde À = 2Kº*|O%s| — + C)T( )
De (4.3.14) segue

|IKT(f, 9)llm(ia xr2(0)Ki = sup <| 1 HC 9) mea x 1260)
(f,9) E H'(N) x 1º(O)

SÉ0,9%5O

Logo, para T > VA tem­se ||[Kr]| < 1, como queríamos demonstrar.
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4.4 Considerações Finais

O método utilizado para resolver o problema de controle estudado aqui utiliza

fortemente alguns atributos da equação considerada, que são:

­ linearidade

­ reversibilidade no tempo

­ decaimento de energia

­ regularidade da solução.

A linearidade e a reversibilidade no tempo permitiu a construção do operador

linear K7, o decaimento de energia permitiu provar que para T grande K7r 5 con­

tração e a regularidade da solução do problema de Cauchy considerado permitiu

utilizar o teorema de traço para obter o controle.

Para qualquer equação, ou sistema de equações que possua os quatro atributos

acima pode­se aplicar o método e estudar a controlabilidade exata.

Um exemplo onde o método pode ser aplicado é o sistema

RºxR

em Rº

=

Au em KR”,

1=1,2,...,k, onde cE R é constante.

Este sistema é formado por n equações de ondas totalmente independentes

uma das outras; isto é, trata­se de um sistema de equações desacopladas.

Outro sistema importante na física matemática é o sistema de Lamé, da elas­

ticidade clássica [4]. Tal sistema em R? tem a forma

du
Par P udu + (A+ u)grad div u

onde p, À e u são constantes satisfazendo

2

p>0, unu>O, A+Zu>O

e u = (ui, u2, uz) é função vetorial dependendo de (r7,y,t) ER  eteR.
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De acordo com [4], o sistema (4.4.16) pode ser estudado através de um argu­
mento que o reduz à

HV

&
2

onde & é função escalar, U = (W,, 2, V3) é função vetorial e

As igualdades (4.4.17)e (44.18) formam um sistema de equações de ondas
desacopladas. À redução de (4.4.16) em (4.4.17) e (4.4.18) é válida para funções

7 ­cCAV 0

regulares, isto é, suficientemente diferenciáveis.

Estudar controle para o sistema (4.4.16), como estudamos nesta dissertação

para a equação de onda, depende de garantirmos a validade do processo de re­

dução mencionado acima, para os dados iniciais em H!(R%)$ x Lº(R3)º.
Esta é uma questão interessante, que não foi tratada aqui porém será objeto

de nossos estudos futuramente.
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