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Resumo

Neste trabalho estudamos controlabilidade na fronteira para a equacao da
onda homogénea num retangulo. Utilizamos o método de Russell de controla-
bilidade via estabilidade. Os dados iniciais estdo em H!(Q2) x L%(Q), o controle
obtido estd em L?(8Q x [0,7T]) e é do tipo Dirichlet.

Palavras Chave: Equagao da Onda, Controlabilidade Exata na Fronteira




Abstract

In this work we study exact boundary controllability for the homogeneous
wave equation in a rectangle. We use Russell’s method of controllability via
stabilizability. The initial state is in H'(Q2) x L?(£2), the control is of Dirichlet
type and is in L2(892 x [0, T).

Keywords: Wave Equation, Exact boundary Controllability
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Introducao

Seja © C R? um conjunto limitado, aberto e conexo com fronteira denotada
por 092. Seja O o D’Alembertiano, isto é,

v 0w  *w

s ot 0z2 012

onde w = w(z,t) com = = (z;,2,) € R? et € R.

Sejam u e v fungoes definidas em Q. O problema de controle exato na fronteira
para a equagao de onda no dominio £ consiste em encontrar um instante 7' > 0 e
uma fungao controle h, definida em 99 x [0, T'], tais que a solugao w do problema

de valor inicial e de fronteira

( Ow Qx (0,7
w(zx,0) Q

ow

E—-(I,O) = i Q

w(z,t) a0 x [0, 7]

satisfaca a condigéo final

w(z,T) = %—?[z,T) =0

para todo z € Q.

Podemos interpretar 2 como uma membrana que estd vibrando e que no
instante inicial ¢ = 0 tem sua posicao u e sua velocidade v conhecidas. O problema
consiste em encontrar um mecanismo, representado pela fun¢ao h, que atue na
fronteira da membrana durante o intervalo de tempo [0, 7] fazendo a vibragio
desaparecer por completo no instante 7.

No que segue denotaremos por H™(2) o espago de Sobolev das fungdes de
L*(Q) com derivadas distribucionais até ordem m em L%(Q), m = 0,1,2,..., [1].

No trabalho de David L. Russell [11], o problema de controle acima foi resolvi-
do para dominios com fronteira suave e dados iniciais u € H™(Q),v € H™1(Q)

com m > 2. Nesta dissertagdo nés usamos o método apresentado em [11] para
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resolver o problema de controle num retangulo 2, com dados iniciais u € H*(),

v € L*(f2). O caso em que 2 é um poligono qualquer foi estudado por Pierre

Grisvard em (7], onde foi assumido que uma parte da fronteira da membrana

permanecia fixa.

O teorema principal desta dissertacdo esta na sec¢io 4.3 do capitulo 4. O ponto
chave da sua demonstragao reside numa estimativa de decaimento de energia da
solu¢ao de um problema de Cauchy para a equagao da onda. Essa estimativa é
o objeto de estudo do capitulo 3. L& obtemos uma estimativa pontual para a
solugdo quando os dados iniciais sdo suaves e entdo derivamos a estimativa de
decaimento de energia para o caso em que os dados iniciais estdo em espagos
de Sobolev. A restrigao no formato de  (retangulo) se deve aos teoremas de
extensao e de trago que apresentamos no capitulo 1, onde os pré-requisitos para
os demais capitulos sao discutidos ( [1], [2], [3], [5], [10], [12], [15], [16] ).

Como o método apresentado em [11] baseia-se fortemente nas propriedades da
solugao do problema de Cauchy para a equagao da onda decidimos dedicar todo
o capitulo 2 ao estudo dessas propriedades ( [5], [6], [8], [9], [10], [12], [13], [14] ).

Por ltimo ressaltamos que os resultados obtidos aqui podem ser estendidos
a sistema de equagoes diferenciais parciais que podem ser transformados em sis-
temas de equagoes de ondas desacopladas. Um exemplo de sistema deste tipo é

o sistema de Lamé da elastodinamica cldssica que pode ser visto em [4].
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

O objetivo deste capitulo é estabelecer a notagao e os principais resultados

que serao utilizados nos capitulos seguintes

1.2 Transformagoes Lineares e o Teorema de
Neumann

Sejam U e V espagos vetoriais sobre o mesmo corpo K = R ou C. Sejam || ||y e
| llv normas em U e V respectivamente. Uma transformagao linear ' : U — V

5 limitada se e somente se existe uma constante C' > 0 tal que
1Tully < Cliullu,

para todo u € U.
Prova-se sem dificuldade que T 5 limitada se e somente se T % continua. Se

T 5 limitada a norma de T 2 definida como
IT|| = inf{C > 0;||Tully < Cllu|ly,u€ U}
e prova-se ( veja [15], pagina 43) a seguinte igualdade

Tu
IT = sup [[Tullye = suplslv,
o=t oo Tl
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Um espaco vetorial normado é chamado espago de Banach se for um espago
completo. Se a norma for proveniente de algum produto interno entdo ele é
chamado espago de Hilbert.

Seja T' : U — U uma transformagao linear e n = 1,2, .... Denotamos T" &

composi¢ao com n fatores ToTo...oT. Se T 3 limitado entdao T™ 3 limitado e vale
IT"|| < |IT]|".

Seja I : U — U o operador identidade. O teorema abaixo, devido & C. Neumann

[15], estabelece uma condigao para a invertibilidade de I — T.

Teorema 1.2.1. Sejam U um espago de Banach e T : U — U uma transfor-

macao linear limitada com
T < 1.

Entao I — T admite inversa e vale

(BTt - 3%, D= T,

n=0

Demonstragao: Basta trocar I — T por T no teorema 2, pagina 69 de [15]. m

1.3 Distribuigoes e os Espacos [’s.

Seja N o conjunto dos niimeros naturais e n € N um natural ndo nulo. Uma
n-upla de naturais
o = (O‘l,...,a'n) € N
3 um multi-indice.

Seja 2 C R"™ um dominio e u uma fungao definida em 2. Dado um multi-indice

a, denotamos por d%u a derivada parcial

9%y

= >
or .0z

0%y

onde |a| =a; + ... + ap e T = (z1, ..., ZTp).
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Dada uma funcéo u : @ — R denota-se suppu ao fecho na topologia de R",

do conjunto de pontos de {2 onde u nédo se anula, isto é,

suppu = {z € Q;u(z) # 0}.

O conjunto C§°(f2) é composto por todas as fungdes u : 2 — R que
sao indefinidamente diferencidveis e possuem suporte compacto em §2. Com as
operagoes usuais de fungao, C§°(£2) é um espago vetorial sobre R.

Seja (¢n)ae, uma sequéncia em C§°(Q2) e ¢ € C5°(2) uma fungao dada. Dize-
mos que (yn)oe, converge para ¢ em C§°(f2) se forem satisfeitas as seguintes

condigoes.
(i) todas as , possuem suportes contidos em um compacto fixo K de §)

(i) para todo multi-indice @ € N" a sequéncia (0%p,)5%, converge uniforme-

mente em K para 0%p.
Uma distribuicao em €2 é uma transformacao linear

T:02(Q) — R

continua, isto é, se (¢n)oe., converge para ¢ em Cg°(Q) entdo (T'py),., converge

para T'p em R. O valor de uma distribui¢do 7" numa funcéo ¢ serd denotado por
(T, ¢).

O espago de todas as distribuigdes sobre Q é denotado D’(£2). Neste es-
pago, diz-se que uma sequéncia (7,).-, converge para uma distribui¢do T se
({T, ¢n))ar, converge em R para (T, ¢), para toda ¢ € C°(Q).

Seja 2 € R™ um conjunto mensuravel a Lebesgue e p € R tal que p > 1.
Define-se o conjunto LP(f2) como o conjunto das fungdes mensuraveis (classes
de equivaléncia) a Lebesgue em (2, tais que |f|P tem integral de Lebesgue em Q
finita. Munidos das operagoes usuais com fungéo, os conjuntos LP(2) sdao espacos

de Banach com a norma definida por

1= ( [ lf(xnpdx)'l'.
T
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( Ver [1], 2], (3], 5, [12], 15}, [16] ).

O espago L*(f2) é um espago de Hilbert com o produto interno definido por

(f,9) 2@ = /ﬂf(x)g(x)d:s.

Seja f : @ — R uma funcdao mensuravel. Dizemos que f * localmente

integravel em §2 se

f F(@)ldz < oo
K

para todo compacto K de Q. O espaco dessas fungdes é denotado por L} .(9).

Para todo p > 1 vale
LP(Q)) C L}GC(Q)‘

Cada funcéo f € L;,.(2) define uma distribui¢ao Ty em 2 por
Tpo) = [ f@pl)iz, o€ CF@).
A proposicao seguinte afirma que a correspondéncia
f € Li () — Ty € D'(Q)
3 injetiva.
Proposigao 1.3.1. (Du Bois Raymond) Dado f € L},.(?) tal que
| r@e@)z = o
Q
para toda ¢ € C§(Q) entao
f = 0 quase sempre em §Q.
Demonstragao: Veja [10], pdgina 8, ou [1] pdgina 59.
A proposigao acima permite identificar LP() com um subespago de D'(2).

A partir deste ponto usaremos a mesma notagao para f € LP()) e para a

distribuicao Ty € D'(R2), isto é, (Ty, ) = (f, p) para toda ¢ € C§(R).
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Uma consequéncia da desigualdade de Holder é a seguinte: se (fn)o2, C LP(Q)
converge para f em LP(§2) entdo a convergéncia ocorrerda também em D'(Q2). O
teorema abaixo, conhecido como teorema da continuidade em LP, serd de grande

utilidade no préximo capitulo.

Teorema 1.3.2. Se f € LP(R"), 1 < p < oo, entdo

lim / [f(z+ h) — f(z)Pdx = 0,
R

|h|—0

onde |h| denota a norma euclidiana de h € R".

Demonstragao: Veja [16], pagina 134.

Terminamos esta se¢ao observando que C§°(2) é denso em LP(Q) (veja [1],
pagina 31) e destacando a proposigao abaixo, que serd muito 1til para fazer

localizagoes.

Proposicao 1.3.3. Seja K C R" um conjunto compacto e V' um aberto tal que

K C V. Entao existe uma fungdo 0 € Cg°(R"™) tal que

=1 em K
0 g <1 em R"

suppfd C V

Demonstragao: Veja [6], pagina 19.

1.4 Espacos de Sobolev

Seja T uma distribui¢ao num dominio 2 C R™. Seja a € N® um multi-indice.

Facilmente verifica-se que

CR(Q) 3 o (~1)°(T, %)
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define uma distribuigdo em 2. Tal distribuigao é a a-ésima derivada de T', deno-

tada por 0°T. Assim, a distribuigao T tem derivada 9°T definida por
(0°T, ) = (-1)(T,0%), p € C5°(2).

Se f € C§°(f2) entdo, para todo a € N" a derivada usual 9°f coincide com a

respectiva derivada distribucional de f, isto é:
T@nf = 6”?}.

Isto é consequéncia de integragao por partes.
Vejamos agora um exemplo motivador da préxima defini¢do. Sejam

Q=]-1,1[CRe H € L*) a fungao definida por

H(z) 0 se z€]-1,0]
T —
1 se z€[0,1]

A fungdo H estd em L?*(f2), mas sua derivada distribucional H’ nio estd em
L4(92).

De fato:

nao provém de fungao localmente integravel. Logo H' ¢ L?(RQ).

Definigao 1.4.1. Sejam Q C R™ um dominio e m um inteiro positivo. O espago

de Sobolev H™(QY) € definido por
H™(Q) = {ue L*(N);0%u € L}N), |a|] < m}
H(Q) = L*(Q).

Munido das operagoes usuais com fungdes o espaco H™(§2) é um espaco de

Hilbert com o produto interno

(H.. f.’)‘r_{mtnj = Z (BOTL.aa'L‘)LZ(n) = Z jaau(r)(jau()?)d:l.

Q

la|<m al<m

10
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( veja [1], pagina 45 ). A norma de H™(S2) é denotada || ||zm ().
Seja

S={¢:Q— R/ 8% 5 continua para todo |a| < m e ||¢|[gm@) < oo}

O teorema de Meyers e Serrin ( veja (1], pagina 52 ) afirma que S % denso em
H™(Q).
Se @ # R" o conjunto C§°(£2) nao é denso em H™(2). Neste caso define o

subespago HJ'(2) de H™(2) como sendo o fecho de C§°(§2) em H™(), isto €,
- e H™(R)
Hy'(Q) = Cg° () .

Se Q = R" tem-se H*(R") = H™(R"). Em geral, se u € H™(Q2) tem suporte
compacto em 2 entdao u € HJ*(Q2).

Seja 8 € C§°(Q2). Para cada u € H'(Q) podemos definir fu por
(fu) (z) = 8(x)u(z)

em todo = onde u estiver definida. A funcdo fu, assim definida, estd em L?(Q2) e

portanto define uma distribui¢do em . Sua derivada distribucional é dada por

—C—?—_Gu = ﬁu, - 9@

an al'j

ou . T 2 06 :
onde . O derivada distribucional de u em relagao a z; e ok derivada usual
L3 Ly

de 6 ( Veja [15], pagina 51). Segue entdo

_—(8’{.‘.) S Cj”u“Hl{ﬂ} (142)
45 L2(Q)

‘ 0

onde C; depende apenas de . Como a ultima desigualdade vale para todo

AVAVAL
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G M n concluimos que fu € H'(Q2).
Como 6 se anula numa vizinhanca da fronteira 9S) de §2, o0 mesmo ocorre com

fu e suas derivadas. Assim fu € H}(9).
Proposicao 1.4.1. Dado 8 € C§°(f2), seja 6 o operador

0: H(Q) —  H\Q)

u — B(u) = Ou.

Entao 6 € linear e limitada.

Demonstragao: Que @ 3 bem definida e linear estd claro da discussdo acima.

A limitacao segue das desigualdades 1.4.2 juntamente com

16wl 2y < Collulmrq)

que verifica-se facilmente.

1.5 Extensoes e Tracos em Espacos de Sobolev

Seja ©2 um aberto de R™ e seja F(Q2) um espago vetorial normado cujos ele-
mentos sao fungoes reais definidas em §2. Um operador extensdao para F(2) é

uma transformagao linear limitada
E: F(Q) — F(R")

tal que (Ef)'g = f para toda f € F(f2). A limitagao é expressa pela desigual-
dade
IEfllreey < Cllfllrey,

para toda f € F(2) e alguma constante C > 0.
Um simples exemplo de operador extensao é aquele que extende as funcdes de

LP(Q2) para R™ como sendo nulas no complementar de . Neste caso

IEfllLe@ny = I f e,

para toda f € LP(Q).
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Lema 1.5.1. Seja Q = [a,b] x [c.d] um retingulo em R? e u € H'(Q) uma
fungdo. Seja u* definida em Q = [a,b] x [2¢ — d, d] por

w(z,y) se c<y<d
u'(z,y) =
u(z,2c—y) se 2c—d<y<c

Entdo u” € H'(Q) e

||“‘”ul(ﬁ) < 2|lull g ).

Demonstragao: Veja 3], Lema /X .2.

Observe que Q) é obtido refletindo Q em torno do eixo y = ¢. O lema acima
permite extender por reflexao, fungoes definidas em retangulos.
Seja  C R™ um conjunto qualquer. Usaremos a notagao (). para designar a

vizinhanga aberta de €2 definida por
Q. = Q + B(0,¢)

onde B(0,¢) é a bola aberta de centro na origem e raio € > 0.
O préximo teorema estabelece a existéncia de extensao para as fungoes de

H'(Q2) com Q = [a,b] x [c,d].

Teorema 1.5.2. Seja Q2 = [a,b] x [c.d] e € > 0. Exziste um operador extensio E

para H'(Q) tal que
suppEu C Q.
para toda u € H'(Q).

Demonstragao: Primeiro refletimos o retangulo em torno de y = ¢ e usando o
lema 1.5.1 extende-se fungdes de H'(f2) para [a,b] X [2¢ — d, d]. Usando o mesmo
lema e reflexdes consecutivas em torno dos demais lados de §2 obtemos extensao
de fungdes de H'(f2) para o retangulo Q = [2a — b,3b — 2a] x [2c — d, 3d — 2¢].

Dessa forma constréi-se uma transformacao linear limitada
e: H(Q) — HY(R)

13

AVA
AVAVRY
VAY

3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15

16

17

18



tal que

el = u
HGUHHI((‘:) < Cllullag

para todo u € H'(2) e alguma constante C' > 0.

Agora tome § > 0 tal que s C Qe Qs C Q.. A proposicao 1.3.3 fornece uma

funcdo 6 € C5°(R?) tal que 6 = 1 em Q e suppf C §s.
Para cada u € H'(Q), feu € H'(R?) e

suppfeu C Q..
Definindo E como sendo a composigao
E =0e

obtemos a extensao desejada.

Sejam RE = {2y, vy@n) € RME, 530} 80 = [{(&y03%,) ER®Z

O conjunto I serd identificado com R™"!. Seja
C>(R%) = {ulgr; v € C°(R™)}.

Prova-se que C*(R%) é denso em H'(R") ( veja [3], coroldrio /X.8 ).

Passaremos a usar a notagao
_ 2 !
(@yivesi TuiriZa) = (Z5Ta)-

Seja v € C*(R%). Tem-se

oo, = — /ﬁ oo fu(a’, )P
i ! av !
2£ o(a' 30)l | 7o (0
2 (f iv(;r’.;r,l}ﬁdxn) (/ =
0 1]
/ lu(z’, zn)|%dz, + / (dv
0 0 z

14
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Integrando no R"~!, obtem-se

/ v(z',0)%ds’ < /
Rn-1 R

/{ r.-" 2da’ < vl @e)-
r IE '

Agora seja v o operador linear

2

lv|%dzx +/ ‘-—di dz,
R: aIrl

i
+

de onde segue

yv: Co(RT) — CPR™
) (R%) o (R"™7) (15.4)
v — YU = V|p.
Se C°(R™1) for munido da norma de L?(R™"!) e C*®°(R%) da norma de H'(R")
segue da desigualdade 1.5.3 que v 2 limitado. Isto permite demonstrar o seguinte
Teorema 1.5.3. Eziste um operador linear limitado
v: H'(R?) — L*R")
tal que yv = v| para toda v € C*°(R}) e

Ivullzz@e-1y < Nlullm@e),
pare toda u € H'(RY).

Demonstragao: Defina v em C*(R%) por (1.5.4). Como ja foi observado,
5 linear e limitado e vale a desigualdade (1.5.3). Como C*(R7) é denso em
H'(R") segue que vy possui uma unica extensao a H'(R") satisfazendo (1.5.3).

Denotando por v a extensao assim obtida temos o teorema provado. (]

O operador vy do teorema 1.5.3 é denominado trago. Assim, para cada
v € H'(R%), yv representa a restricao de v A fronteira de R” e é obtido como o
limite
lim @ulga-1 = yv em L*(R™!)
n—co

onde (¢n)>2, % qualquer sequéncia em C*®(R?), tal que

lim ¢, = v em H'(R%Y).
n—oo

Por 1ltimo destacamos a seguinte definigao:

15
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Definigao 1.5.1. Uma fun¢do u: Q — R estd em H[.(S2), se para todo com-

pacto K C Q a restri¢ao de u ao conjunto K € tal que u| €

fungao de H™(K), sto €,

U|H S Hm( )
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Capitulo 2

Estudo da Equacao da Onda no

Plano

2.1 Introducao

O método usado para resolver o problema de controle estudado nessa disser-
tagao faz uso de muitas das propriedades da solugao do problema de Cauchy para
a equagao da onda. Este capitulo é todo dedicado ao estudo de tais propriedades.
Em particular, provamos a existéncia e unicidade de solugao quando os dados
iniciais estao em H'(R?) e L?(R?) e possuem suportes compactos. A noc¢ao de
solugao com energia finita que introduzimos aqui coincide com aquela introduzida
por Sobolev [13] e é mais apropriada para tratar o problema de controle segundo
o método de Russell [11].

As propriedades estudadas aqui podem ser obtidas por outros métodos. Veja

por exemplo (5] [10] e [12].

2.2 O Problema de Cauchy Cléssico

A equacao da onda, a ser estudada aqui, é a equagéo diferencial parcial linear
homogénea

wy — Aw =0

17
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onde ¢ % uma constante positiva, w = w(z,t) é uma funcdo definida para todo

o*w " Pw d
— + — % o operador
gzt Ord

Laplaciano nas variaveis espaciais r; e rp. A variavel ¢ representa o tempo.

z,t) = (z;,20,) € RZ x R, wy = “}2—9-‘” e Aw =
at

Assumiremos que ¢ = 1 e adotaremos a notagao
Ow = wy — Aw.

O operador O 3 denominado D'Alembertiano.

Uma solugao cldssica da equaciao Ow = 0 é uma fungdo w : R? — R, pelo
menos duas vezes diferencidvel em cada uma das varidveis z,, x5 e ¢, e satisfazendo
a igualdade

(Ow)(z,t) =0, (z,t) e R? x R.

Sejam ty; € R um nimero real arbitrério e u : R?> — R, v : R> — R duas
fungoes dadas.

O Problema de Cauchy Cldssico

Ow = ) em
w(z,tg) = u(zx) em R? (2:2.1)

wy(z, tg) = v(x) em R?

consiste em encontrar uma solugao classica de Ow = 0 satisfazendo as condigoes

wiactais w(z, ty) = u(x), w(z, o) = v(z), z € R? dadas no instante t.

Proposigao 2.2.1. Sejam to =0, u € C*(R?) e v € C*(R?). Entao o problema
de Cauchy (2.2.1) possui solugdo cldssicaw € C*(R*xR) dada

w(z, t) =

0 [L u(z + t€) f‘f] i t 1.r(r+t£)d€

( ——
27 Jp(o,1) /1 — |€]? 21 Jpoa) /1 — [€]?

onde B(0,1) é a bola aberta de centro na origem e raio 1 e |£| denota a norma

at

euclidiana do vetor &.

Demonstragao: A demonstragao pode ser vista em [5], [6], [8], [9], [14].
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Utilizando-se da férmula explicita da solugdo do problema (2.2.1) pode-se
provar que se u,v € C®(R?) entdo w € C*®(R? x R). Mais ainda, se u e v
possuem suporte compacto contidos num dominio Q C R? entéo a solucdo w terd

suporte na regiao

So={(t) eR*xR; |E—z| < |t|, z € N}

Figura 2.1:

Vejamos agora como resolver o problema de Cauchy (2.2.1) com dados iniciais
em tg # 0.
Sejam u e v nas condigées da proposigao 2.2.1. Resolva inicialmente o proble-

ma

ow R?x R
W(z,0) 3 R?
Wi(z,0) : R?.

Agora defina w(z,t) = W(x,t — tp). Temos

wi(z,t) = Wiz, t —ty) e Ow

Ow=0em R? x R,
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w(z, ty) = W(z,to — ty) = W(z,0) = u(zx)

wy(z, tg) = Wiz, tg — tg) = Wi(z,0) = v(z) em I} o

isto é, w resolve o problema de Cauchy (2.2.1).
Ainda no caso ty # 0, se u,v € C®(R?) entdo w € C®(R? x R).
Se u e v tém suporte compacto contido num dominio limitado €2, entao a

soluc¢do w do problema de Cauchy (2.2.2) tera suporte contido na regiao

St = {(&,t) ER* xR; [ — x| < |t —to| , x € 2}

Figura 2.2:

2.3 Conservagao de Energia

Seja w € C*(R? x R) uma fungio tal que Dw = 0 em R? x R.

Defina F = (—w; - Wy, —w; - Wey, 3w} + 3|Vw|?). Seja divF o divergente do
campo F em relacdo as varidveis 1,z e t. Entéo divF = WwWy — WAw.

Assim w satisfaz

divF =0 em RZxR. (2.3.3)
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de onde segue

l/ {’wt(x. )24 IVu.'(:.':.{)F} dr = L / {tut(r. to)? + |Vw(z, tn)ig} dr .
Q 2 Ja

2
|l'—fU
(2.3.4)
Para cada t € R definimos a energia total da solu¢ao w de Ow = 0, no instante
t como sendo

E(t) = % Wlwt(:‘c,t}g + |Vuw(z, t)|2]d$.

A discussao acima pode ser resumida no seguinte;

Teorema 2.3.1. (Conservacao de Energia) Seja w € C*°(R? x R) uma
solugdo de Ow = 0 em R? x R. Seja ty € R tal que

suppwy( -, tg), suppw( -, tg) C 2

para algum dominio limitado 2. Entao para todo t, wy(-,t) e w(-,t) tém suporte

compacto e E(t) = E(to).

Demonstragao: Para cada t, suppwy(-,t) e suppw(-,t) sao compactos e as
integrais em (2.3.4) podem ser tomadas em todo o R? . Isto segue de suppw C =,
como observado na segao anterior.

A igualdade £(t) = £(ty) é exatamente a identidade (2.3.4).

Corolério 2.3.2. Dados u,v € C$°(R?), o problema de Cauchy (2.2.1) possui

uma dnica solugao w € C°(R? x R).

Demonstragao: Suponhamos que existam duas solucdes w; € C*(R? x R),
wy € C®(R? x R) de (2.2.1).

Entdo W = w; — wy € C®(R? x R) e satisfaz

em RZxR

0
= 0 em R?
0

em R?

Seja £(t) a energia total de W no instante t # ty. Do teorema (2.3.1) temos

E(t) =E(t) =0.
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Assim Wy(z,t) = Wy, (x,t) = W,,(z,t) = 0 para todo (z;,z2) € R? e todo
t € R. Logo, W 3 constante. Como W(z,ty) = 0 segue que W = 0. Assim

w; = wWs. -4

2.4 Solucao com Energia Finita: Existéncia e
Unicidade

Seja w € C*°(R? x R) uma solucdo de Ow = 0 em R? x R tal que para algum
to € R as funcoes w( -, tg) e wy(-,tg) tém suporte no dominio limitado Q C R2.
Neste caso, w tem suporte no conjunto =;,. Usaremos este fato para demonstrar

o seguinte

Lema 2.4.1. Nas condigoes acima, para cada T > 0 vale

/ [w(z, t)|*dz < C(T)/ |Vw(x, t)|?dz,
Q

lt=tg Qe—tg

para todo t € R tal que |t — to| < T. onde C(T) = (diamQ + 2T)2.

Demonstragao: Seja (2 a vizinhaca de €2 com raio T. Entao

diamQy = diam$2 + 2T". Escolha a;,b;,as,bs € R tal que
QT & [al.b[] X [ﬂg.bg] y

tomando b; = a; + diamQy.

Observe que ;4| C Qr para todo t € R tal que |t — ty| < T. Logo,

Ty &
w(zy, Ta, t) = / d—w(s.xg.t)ds‘ [t —to| < T.

, Oz

Assim,

I P
lw(zy, 22,t)| < / B il
a; 8.’1’.‘]

1w ¥ : - 2
< —_—fa s s
< (/u| axl[.s.,rz.t) ds) (/al ds)
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< rl—al)/ (s, xa, t) ds
ay il
bl d‘

< G- [ [Pz ds
a I

Integrando uma vez mais em relagao a r; obtemos

Ry o | Jw &
/ FU’($1~J?2-i)!2d$1 < (b1 — ﬂl)zf e ——(x1, 22, 1)| dzy,
ay I

a)

by b2 br pb2 | 9., 2
/ / lw(z,t)?dz < (b — a;)? / / -—-—{_r t)| dx

ay asz | aLl aiz |
< -l [ [T vueop

Agora, lembrando que suppw(-,t) C Qi—¢ C Qr C [a1,01] X [a2, b2 e obser-

vando que (b — a;)? = C(T). da ltima desigualdade segue (2.4.5). ]

Proposigao 2.4.2. Seja w € C°(R? x R) uma solugio de Ow =0 em R?2 x R
tal que suppw( -, ty), suppwy(-,tg) C Q, para algum ty € R e

algum dominio limitado Q0. Entao para cada T > 0 vale

fﬂu_, | [w(z,t)? + wy(z, t)? + |Vw(z, t)]?] dr <

< [(diam® + 2T)% + 1] [, [u(z, t0)? + we(z, to)? + |Vw(z, ) [*|dz  (2.4.6)
para todo t tal que |t — to| < T.

Demonstragao: Do Lema (2.4.1), temos

/ [w(z, t)? + we(z, t)* + |Vw(z, t)?)] < / [we(z,t)* + (1 + C(T))|Vw(z, t)[})dr <
Q Q4 to

It—tg

(1+ C(T))/ [we(z,t)? + |Vw(z, t)|*)dz,
1

§ It—tp
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paratodot € R, |t —ty| < T.
Observando que suppwy( - .t),supp|Vw(-,t)| C _4, € usando (2.3.4) obte-

mos

(1 —(:(T))/ﬂ [we(z, )% + |[Vw(z, t)2)de =

It—ru

— (1+C(T)) /Q[wt(a:.tg) + |V(z, to)Pdz <

< (1+C(T)) / [w(z, tg)? + wi(z,t0)* + |Vw(z, ty)|*)dz .
Q

Combinando as duas ultimas desigualdades obtemos (2.4.6).

Usando as normas dos espagos de Sobolev introduzidas no capitulo 1, podemos

reescrever a desigualdade (2.4.6) como

2 2
[Jw(- -tm;fl(nl,_,m) + [Jwe( - ‘tmu{sz“_m_} <

< [1+ (diamQ + 2T)?] ||[w(- . to) |13y + llwe( - to)l|320)| (2:4.7)

Observando mais uma vez os suportes de w(-,t) e w,(-,t) podemos escrever

(2.4.7) como

[w(-, t)”?fl(w) + ||we( -, t)”i?(]ﬁ?) ot

= [1 R (diale =+ QT)Z] ||u"( ) t(])”?fl(ﬂ) 55 ihvt( " t(])”i'l(g} v (2‘;8}

As desigualdades (2.4.7) e (2.4.8) valem para todot € R, [t —to| < T.

Agora, integrando (2.4.8) em relagao a ¢ no intervalo [to — T, to + T| obtemos

2
||?.L'| IHI{RZX [to=T,t0+T)) <

< 2T 1 + (diamQ + 27)?] |[jw( -, t0) |11 () + llwe( - to)l[Z2i0y | - (2.4.9)

Dado K C R? xR, compacto, escolha T > 0 tal que K C R?x [to—T, to+1T).
Temos

2 112
||w||u'u<'; < I|u"||H1(R2x[f.0-T.to+T])'
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logo podemos afirmar: dado um compacto K C R? x R existe uma constante
g0 p p

C =C(K,Q) tal que

1|w||ir1(x) <C(K,Q?) {Llw( g tn)”.?ql(n) + [|we( -, tﬂ)”ii(sz)} : (2.4.10)

Uma vez estabelecido a desigualdade (2.4.10), estamos em condigoes de definir
a nogao de solugao com energia finita .
Definigao 2.4.1. Sejam u € H'(R?) e v € L%(R?) e ty € R. Uma funcgdo
w € HL (R? x R) ¢ solugdo com energia finita do problema
de Cauchy generalizado
Ow 0 em RZxR
w(z, to) u(z) em R?

wi(z,tg) = v(x) em R?

se existir uma seqiéncia (w,)3%, C C*(R? x R) tal que

(i) Para todo compacto K C R? x R se tem

lim w, = w em H'(K),

(i) Dw, =0 em R? x R, para todon =1,2,...,

(121) lim, oo wu( -, tg) = u em H'Y(R?),

RN L. T —

ot
Agora provaremos a existéncia e unicidade de solugao com energia finita quan-

do os dados iniciais possuem suportes compactos.

Teorema 2.4.3. Dados u € H'(R?) e v € L*(R?), ambos com suporte compacto,

o problema de Cauchy generalizado

Ow em RZxR
w(z, to) u(x : R?

wy(z, to) ) em R?

admite uma inica solugdo com energia finita w € H. (R? x R).

26
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Demonstragao: Seja @ C R? um dominio limitado tal que suppu.suppv C Q.
Entdo u € H}(Q) e v € L*().

Como C°(£2) é denso em Hj(2) e L*(£), entdo existem seqiiéncias
(un)oz1 € Co°(R), (va)nzy € Coo(2)

tal que

lim u, =u em H(Q), (2.4.11)

n—oo

lim v, =v em L*(Q). (2.4.12)

n—oo
Para cada n podemos olhar u, e v, definidas para todo R? ( nulas fora de 2 ).
Portanto, para cada n temos u,, v, € C{°(R?), ambas com suporte no dominio
limitado §2.

Seja w, a solugédo classica do problema de Cauchy

Ow,, = em RZxR
= em R?

= em RZ

Para m,n € N*, a funcio w,, — w, € C®(R? x R) satisfaz o problema de

Cauchy

D(wm - wﬂ.) 0 R2 x R

(m i Tl) (wm - )(CE, tU) = (um = Un)(fﬁ) R2
9
ot

Fixemos T > 0.

(Wm —wp)(z,t0) = (Um— vn)(T) - R?.

A desigualdade (2.4.9) aplicada a w,, — w, nos fornece

||wm — wn||§f1(R2x[!g—T.tu+T]) 5

< 2T [1 + (diamQ + 2T)?] [Hum — Un||F1(q) + |1vm — ”n”i?(sz)] ;

Combinando esta ultima desigualdade com as igualdades (2.4.11) e (2.4.12)
concluimos que (w,)%, é uma seqiiéncia de Cauchy em H}(R?*x [to— T, to+T).

Assim, podemos afirmar:
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(i) Existe wT € H(R? x [to — T, to + T)) e seqiiéncia (w,)3%, C C*(R? x R)

tal que
(1) Dw, =0 em R? x R.
(443) limp—oo Wy = w7 em HY(R®x [to—T,to+T))

(1) limp—oo wn(-,to) = u em H'(R?), suppwn(-,to) C Q

ol
ot

Agora provemos que w” é a tinica fungio de H'(R? x [ty — T, to + T) satis-

a
(-, t0) =v em L*(R?), suppawn( wytp) T8 «

(v) limy,—q
fazendo (i) — (v).
Suponhamos que existam w” € H'(R?x [to—=T, to+T)) e (,) € C®°(R?*xR)

satisfazendo (¢) — (v). Aplicando (2.4.9) em w, — w, obtemos

“TU?} o ?-E’IHIIHI[R‘“Xg'n'.u—r,f.u-r'ré) S
< 2T [1 + (diamQ + 2T')?].
. Own,
”wn( +yto) — Wn( - atU)H?;lm) T W( s lo

Fazendo n — oc¢ e usando (221) — (v) obtemos

HU' — W iJHl(R«Jx[to T, to+T }

< 2T [1 + (diamQ + 27)?] |||u — ull?p(q) + v — Uflizm)} .

isto é, wl = wT.

Agora faga T = N € N* e considere as fungoes w™ e w™N*!. A restrigao de

N+1

w a faixa R? x [to—T , to+ T coincide com w" pois ambas satisfazem (i) — (v).

N+1 3 extensdo de wh.

Assim w
Fazendo N variar em N* construimos uma funcao w € H'(R? xR) satisfazendo
as condigoes (i) — (iv) da defini¢ao 2.4.1, de solugao com energia finita com dados
iniciais © € H'(R?) e v € L?(R?).
Agora provemos a unicidade de w. Suponhamos que w',w? € HL (R? x R)

sao duas solugdes com energia finita do problema considerado.
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Sejam (wl)2,, (w?), ¢ C*(R? x R) seqiiéncias tais como na defini¢ao.

n=

Aplicando a desigualdade (2.4.10) a w} — w? obtemos

lwh — w|| k) <

’ a a . .
C(K,Q) {“1”:}1( o to) = wi(~, tﬁ)”f{l[m T “aw“( *yt0) — E“i( i tﬂ)”iz(m}

para todo n € N e todo compacto K C R? x R.

Fazendo n — oo obtemos
; . ; 3
||'DL-‘1 - U’2||H‘(K) < C(K,Q) {HU = “||ff1(m | = ?-'“L?(m} =0.

Assim w! = w? em todo compacto K C R? x R.

Logo, w' = w? em H} (R? x R).

Ficou claro na demonstragdo do teorema acima que a solu¢ao nao depende

das sequiéncias (u,) e (v,) que aproximam os dados iniciais.

2.5 Propriedades da Solugao com Energia Finita
Nesta segao discutiremos algumas propriedades da solu¢ao com energia finita

que serao utilizados nos capitulos seguintes.

Proposigao 2.5.1. Sejam u € H'(R?) e v € L?(R?), ambas com suporte com-
pacto num dominio limitado €.

Entao a solugao w € H (R* x R) do problema de Cauchy

Ow em RZ2xR
w(z,tp) u(: em R?

we(z, o) em R?

tem suporte no conjunto

S ={(6,) ERZxR; |t —z| < |t —to), T € N}.
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Demonstragao: Mostraremos que w 3 nula quase sempre no complementar de

Zio- Sejam (un)02, € CF°(82), (vn)o2; C C§2(N2) tais que

lim u, = v em H'() > rlim vy = v em L3(9),

t—oc

e (wy)32, € C*(R? x R) a seqiiéncia de solugdes dos problemas de Cauchy

Own, 0 em RZxR
W, (X, %) = uu(x) em R?
'«E)- u-'n(I~ ’l]) = t.-'”{..(,‘) em RZ

ot

Seja K C Zf um compacto. Da definigdo 2.4.1 temos

lim w, = w em H'(K).

n—oo
Por outro lado, suppw, C =, para todo n € N*. Logo w, = 0 em K para
todo n € N*. Assim w i nula quase sempre em K.

Como isto é vélido para todo K C =f, 0 mesmo vale para = .

A préxima proposi¢ao expressa a dependéncia continua da solugéo do proble-

ma de Cauchy em relagao aos dados iniciais.

Proposigao 2.5.2. Sejam uy,u; € H'(R?), vy, v, € L?(R?), todos com suporte
no dominio limitado Q). Seja w; € H!{,C(RQ xR),i=12a

solugao de

Dw; R?2x R
wi(z, to) ; R?

7]
Ezw,- (I. t(]) 4 ]R2

Dado K C R? x R compacto, existe C = C(K,Q) > 0 tal que

||w:r — “-"ﬂ!ffl(x) <C (Hul = ’u2||§;l(sz) + ||v1 — Uz“ii?{n)) .

Demonstragao: Segue da linearidade do problema e da desigualdade (2.4.10).m
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Proposigao 2.5.3. Nas mesmas condi¢oes da proposi¢ao 2.5.1, a solugao

w € HL (R? x R) do problema de Cauchy tem trago
w(-,t) € H(R?),
para todo t € R.

Demonstragao: A existéncia do traco w( -,t) € L?(R?) é conseqiiéncia do Teore-
ma do Trago, teorema (1.5.3) do capitulo 1. Resta mostrar que w(-,t) € H'(R?).
para todo t € R.

Seja (w,)2%, € C*®°(R? x R) como na demonstragio da proposi¢ao 2.5.1. Da

definigao de traco segue que

lim wy(-,t) = w(-,t) em L*(R?).

n

Fixe T > 0 e considere a desigualdade (2.4.7). Aplicando (2.4.7) a diferenga

W, — Wy, e eliminando um termo do lado esquerdo, segue:

wm( -, t) — wal -, )% gy <

< [1+ (diam® + 2T)?] [|ftm = unllniay + llem = val ey -

para todos m,n € N* et € R, [t —to| < T.

Logo, para cada t € R, |t — to| < T, existe g, € H'(R?) tal que

lim w,(-,t) = g em H'(R?).

n—0o0

lim wy(-,t) = g em L*(R?).

n—oo
A unicidade de limite em L%(R3) implica g, = w(-,t), para todo t € R, tal
que [t —ty| < T.

Como T é arbitrario entdo w(-.t) = g, € H'(R?) para todo t € R.

Nosso objetivo agora é dar um sentido para %—t( -, t), para todo t € R. Sejam
w € HL(R® x R) e (wn)3, C C*(R® x R)
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como na proposigao 2.5.1.

Fixe T > 0. A desigualdade (2.4.8) aplicada em w,, — w, fornece

P ' i
Igzeom(0) = gpon(, Dl <

S []. + (diamﬂ + QT)J] {”um = uﬂ“i‘rl(n) + ”Um et Un”i‘z”))} )

paratodot € R, |t —ty| < T.
Assim, para cada t € R, com |t — tg| < T existe h, € L?(R?) tal que

oo au"n = 2 2
,,h_r.ljg W(”U = hy em L°(R®).

Seja h: [to — T, to + T] — L*(R?) definida por h(t) = h;.

Provemos que h  continua, isto é,
heC(to—T, to+ T), L*(R?)).
Fixemos t; tal que |[t; — to| < T e k € R com |k| pequeno. Definamos
Wa(z,t) = wa(z, t + k) — wy(z, t),

em R? x R, para todo n € N*.

Esta fungéao satisfaz

aw, = 0 em RZxR
Wa(z, t1) = wn(Z,t + k) — wa(z, t1) em R?

ad d ;
—1 "n Tt = —w,(x, ) — —wg(z, y R}.’.
T NValz, 1) &u (z,t; + k) Otu (z.ty) em

Observe que os dados iniciais deste 1iltimo problema de Cauchy tem suporte

compacto. Logo, do teorema de Conservacao de Energia temos

‘ 2 P 2
f EW,I(;E.Q) + |[VWo(z, t)]? d:r.=/ iwn(x.e) + |VWa(z, ) $ dx,
2 | |8t e | 8

para todo t € R.

Integrando esta igualdade em relagao a ¢ no intervalo [to — T, to + T e des-

prezando um termo positivo da primeira delas obtemos

0 2 1 to+T o 2 ;
—W. - L o— —W.(z. =yl '” Al rdt .
/R_z 51 Wa(@,t)| dzdt < o f? ‘atnn(.r | + [VWa(z, t)? S dzdt

l'(]—'f\
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Agora observe que

oW,

W{"s]):h‘h-{-k_hh 3 LI‘!(RE)

limy, .o

W, ) 2(R:
aatn‘=%(- k)+% em L*R*x[to—T,to+T))

lim,, .o

limp—oo VW, = Vw(-, - +k)=Vw em L*R*x[to—T, to+ Tf)z.

Logo, fazendo n — +o00 na ultima desigualdade obtemos

/' |hey+(T) = Ay, (7)]2dx <

to+T 8“’ ’
i 2T to— /R-i =i (_(LL'.” dl‘dt -+

1 Eu+T

B e
2T to—-T R2

ot
|Vw(z,t + k) — Vw(z,t)|* dzdt .

Agora, usando o Teorema da Continuidade em L? (teorema (1.3.2) do capitulo

et du ow 4
llffl)-Q—I_‘ /:[,— /R?- - E(I.f) dzxdt

to+T

P o -~ N .
EI_I?}] 2T ), o RZ|VUJ(.L.£+L) Vuw(z,t)|” dzdt

1), temos

Logo,

lin'(lj |hey+k — heyllz2 =0,  isto é, ,{im hiy+x = hyy .
e :—0

Assim h 3 coninua em [ty — T, top + T']. Como T foi tomado arbitrariamente
podemos definir h para todo ¢ € R. Esta funcdo é continua em R, isto é,
h € C (R, L?(R?)).

Agora seja [a,b] C R. Temos h € C([a,b], L*(R?)). Como

C([a,b), L*(R?)) C L*([a,b], L*(R?))

L*([a,b], L*(R?)) = L?([a,b] x R?),
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podemos redefinir a funcao h como fungao das variaveis x e ¢ como segue

h : RExR — R
(z,t) +—— h(z,t)=h(z).

Observe que h € L} (R? x R). Mais ainda, para todo t € R se tem

R? — R

—  h(z,t)

Esta discussao prova parte da proposigao seguinte.

Proposicao 2.5.4. Sejam u € H'(R?), v € L*(R?) com suportes contidos num

dominio limitado Q. Seja (w,)2.; C C®(R? x R) a seqiiéncia
que satisfaz as condigoes (1) — (1v) da defini¢ao 2.4.1 de solugdo com energia finita

do problema de Cauchy

0 em R?xR
u(x) em R?

v(z) em RZ

Entao existe uma fungao h € L} (R? x R), tal que
R>t— h(-,t) € L*(R?)
€ continua e para todo t € R,

em L*(R?).

- ow
Mais ainda, — = h quase sempre em R? x R.

ot

- ow
Demonstragao: Resta apenas mostrar que T h a.e. em R? x R.

Seja ¢ € C°(R? x R). Para cada t € R, ¢(-,t) € C°(R?). Como

a n v v
lim %( ,t) = h(-,t) em L*(R?) para todo t € R,
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e )22y » paratodo t€R. (2.5.13)
L2(R?)

Da desigualdade (2.4.8) obtemos

2
I | 3w“

8 2
(-,1) [1 + (diam$2 + 27) 1 [|wn( - tg}Hi..m) - Hﬁtw”( ,to) ] ;

ot L2(R?) L3(QY)

Como (wn( -, (- tn)) sao convergentes em H'(Q2) e L*(Q)
n=1

ow e
)
(‘ a! L*(R?) n=1

respectivamente segue que

> limitada uniformemente em ¢, t € [t — T, to + T).
Seja T > 0 tal que suppp C R? x [t — T, to + T]. Entao ||¢(-,t)||12®2) *
limitada em [to — T, to + 7.
Voltando em (2.5.13) concluimos que (®,)$2, 3 limitada em [to — T, to + T).
Observando que ¢(-,t) = 0 se |t — to| > T concluimos que (®,)3%, 3 limitada

em R. Assim ($,)°

n=

, € uma seqiiéncia limitada de fungoes definidas em R. cada

®, $ integravel em compactos de R e converge, em todo t € R, para

d(t) ./132 hiz,t)p(x, t)dt.

Logo ¢ é integravel em cada intervalo limitado e

lim // (z,t)po(z, t)dzdt = // (z,t)p(x, t)dzdt .
n—o00 R2 t R2

o0

.. w ow

Mas a sequéncia (8—:) converge para B em L?(K), para qualquer
3 n=1

compacto K C R?. Seja K = suppy e I tal que K C R? x I. Entéo

lim // Gwn o(z,t)dzdt = [/ Yo(z, t)dzdt .
n—oo R2 R2
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Assim

h(z,t)p(z,t)dzdt =
R3

ow
para toda ¢ € C°(R? x R).

. E(I, t)o(z,t)dzdt
R3.

ow
Logo da proposi¢ao 1.3.1 do capitulo 1 segue que h = B quase sempre em

Jw

A fungdo w, estd em L} (R? x R) e portanto ndo teria sentido restringi-la ao
hiperplano ¢t = constante. Todavia, como
i h quase sempre em R® e h € C(R, L*(R?)),
: o .
5 natural definir 3¢ o instante £ € R por
ow

E(‘.t). =.h(-,t), para todo t € R.

Assim a solugao w € H (R? x R) do problema de Cauchy

Ow 0 em R?xR
w(x,tg)

em R?
wy(zx, to)

v em R?
com u € H'(R?), v € L*(R?) com suportes em £ é tal que

(w( -, t),we(-,t)) € H'(R?) x L*(R?), para todo t € R.

Agora introduziremos uma familia de operadores S, t € R que serao utilizados

na demonstragao do teorema 4.3.1, que é o principal resultado dessa dissertagao.
Sejam to,t € R, t # to e S; o operador

Sy : Hy(Q) x L*}(Q) — H'(R?) x L*(R?)
definido por

Se(u,v) = (w( -, 1), w(-,t))

(2.5.15)
onde w € HL (R? x R) é a tinica solugéo do problema de Cauchy acima. Entao

S: 3 um operador linear limitado. Aqui estamos adotando a norma

(e B) 1 xzz = y/lledl 2 + 116112
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para os produtos cartesianos envolvidos.

A linearidade de S, é imediata. Vejamos a limitacao de S,

Seja (w,)?2, C C*®(R? x R) uma seqiiéncia satisfazendo as condicdes da
definigao de solugao com energia finita.

A desigualdade (2.4.8) aplicada a w, fornece

311}
o
H1(R?)x L2(R?)

< \/1 + (diam$ + 27T°)2 (u:n(.\tg), Own (i tn))

ot

H(Q)x L3(Q)

para todot € R; |t —1o| < T.

fazendo n — oo e usando as proposigoes 2.5.3 e 2.5.4 obtemos

||?.U{ g t) IL; ||H1(R2}><L2(Rz} 2 \/1 + dlﬁ.ITlQ + QT 2“(1& I)HHO{Q)XL ()

paratodot € R, |t — ity < T.
Fixando T > |t — to| e fazendo C(T) = /1 + (diamQ) + 2T)? obtemos

I]St(u ’U ||H1 (R2)x L2(R?) < C )|| ’u U)H”l Q) x L2(£2) » (2516)

para todos (u,v) € H}(2) x L%(2). A desigualdade (2.5.16) expressa a limitacao
do operador S;.

Por ultimo observamos que Sy, 3 o operador que estende os dados ao plano
como sendo nulos fora de Q. Assim, S, também é linear e limitado. Portanto,

S; 3 linear e limitado, para todos t € R.
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Capitulo 3

Decaimento Local de Energia

3.1 Introducao

Este capitulo, é dedicado ao estudo do decaimento local da energia da solugao
do problema de Cauchy generalizado. O principal resultado é o teorema 3.2.1,
devido a D.L. Russell [11], que fornece como consequéncia o teorema 3.3.1, que é
de suma importancia para resolver o problema de controle.

Na secgao 3.2 estudamos o decaimento para as solugoes classicas da equagao
da onda. Na secgdo 3.3 provamos o decaimento local para solugoes com energia
finita para o problema de Cauchy usual e também para o problema de Cauchy

com tempo reverso.

3.2 O Decaimento Local de Energia para Solugoes
Classicas.

Sejam 2 C R? um dominio limitado e § > 0 um nuimero real positivo. Deno-

taremos por {25 o conjunto

Qs =Q+ B(0,0),

onde B(0,d) é a bola aberta de R? com centro na origem e raio § > 0. Assim

5 uma vizinhanga aberta de §2. Denotaremos |{2s| a medida de Lebesgue de ;.
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Teorema 3.2.1. Sejam Q C R? um dominio limitado e u,v € CP(R?) fungdes
tais que
suppu, suppv C s
para algum & > 0. Seja Ty > diamQs e w € C*(R? x R) a solugao cldssica do

problema de Cauchy

Ow 0, em R?xR
w(z,0) u(x), em R?
we(z,0) v(z), em R2
Entao, existe uma constante K > 0 independente de u,v e w tal que:

2 .
glal K29 [ 11..11: :
senew(@t)| < St {.]“Hiﬂma) + ||”||i2{s'm}

(3.2.1)
para todo multi-indice o = (ay, a2, a3) € N® com |a| = a; + ap + a3 < 1 e todos

ze€Nset>Tp.

Demonstragao: De acordo com a proposi¢ao 2.2.1 podemos escrever

o[t t "
w(zt) = o [g /B GG t&)df} . /B L PO+ e (322)

onde (&) = ﬁ [&]:< 1

Observe que ¢ € C*®(B(0,\)), para todo A € Rcom 0 < A < 1.
Tomando ¢t > 0 e efetuando a mudanca de varidvel n = z + t£ na integral

acima obtemos

a1 n—zx 1 n—z
W) == |— p u(n)dn| + — 0 dn.
wet) =5 5 [ o] + 5o [ oty

onde B(z,t) é a bola aberta de centro x e raio t.

Para cada t > T e cada z € §)5 tem-se

s C Blz:t)
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Como suppu C 5 e suppv C s podemos escrever

_3 1 DT o L n-—=z, .
w(z,t) = e [Q_m jﬁa ol )u(n)dn} o /m p(=——)v(n)dn.

Agora, dado a € N3 tal que |a| < 1, da regra de Leibnitz obtemos

n—z

Olo e 41 e x|
0 1 0 [1 i J)] o 1 0 Nl

w(z,t) = — ~ n)dn+— Lo
8(z,t)e 7 2w Jo, 00(z,t) [T ¢ D o a; Oz, t)>t" > ¢
(3.2.4)

Agora consideraremos todos os multi-indices a com |a| < 1.

Para a = (0,0,0) temos

1 1 n—=zx 1 n— . N—=
t) = — st - :
w(z,t) Qﬁfnj i e A e

Ou ainda

w(z,t) = 2—:{{ [fz o1(n, z, t)u(n)dn +/ﬂ Qg(?}.I.f-)?.'(T})dT]] " (3.2.5)
197 8

Seja A € R escolhido de tal forma que

diam(€s)

<A< L
To

Isto é possivel devido a hipStese Ty > diam(§2;).

Para todos z,7 € Q5 e t > T} temos

"W"I § diam(Qy) - diam(s) Z A 1

2 it Ty
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AVA
cm 1 Z 3 4 5 6 7 unespw.l 12 13 14 15 1¢ 17 18



Como ¢ e suas derivadas sdo limitadas em B(0,A) entao existem K; > 0

Ky > 0 tais que

|o1(n, z,t)| < K1, |¢2(n,z,t)| < K2 (3.2.6)

para todos z,n € Qs e t > T.

A representacao (3.2.5) de w e as estimativas em (3.2.6) sao suficientes para
obter (3.2.1) com a = (0,0,0). Todavia, calcularemos primeiramente todas as
estimativas andlogas a (3.2.6) para os demais multi-indices a com |a| < 1 e entdao

concluiremos a demonstracao.

Vejamos agora o caso em que a = (1,0,0).

Neste caso, (3.2.4) se torna

T om

o [1 n-=x 1 01 n-z
/Qd ooz, [?"’( t )] uin)dntoo T [;@( z )] v(n)dn.
(3.2.7)

Observemos inicialmente que

& [l n~=21 10¢n—-z
E)_x][?p(_t )]__1_26_51(_3 )-

Assim

Atdz, r ek 206, t

0? [1 I}'—J') 3 _l@(f}—.{:)}

200
396t
Definindo

25;(33—1'

o3(n, x,t) = 7og 1

observamos que existem constantes K3 > 0, K4 > 0 tais que

lpa(n, z,t)| < K3, |¢4(n,z,t)| < K4
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para todos z,n € (s e t > Ty.

Mais ainda, vale a formula

ow 1
L b / Byt () + / da(mz tumdn|,  (3.2.9)
dl‘l 2t Qs s

para todos x € Qs e t > Ty,

Para o = (0, 1,0), trocando-se os papéis de x, por zs obtem-se, como no caso

anterior, fungoes ¢s e ¢ e constantes K5 e K tais que

los(n, z,t)| < Ks, |¢s(n, z,t)| < K (3.2.10)
para todos z,n € Qs e t > Ty,.
Neste caso vale também uma férmula andloga a (3.2.9) onde @5 3 substituido
por @5 € ¢4 por ¢g.

Por 1ltimo, vejamos o caso em que a = (0,0, 1).

Neste caso (3.2.4) se torna

Ow 1 [l n-=z 1 a1 n-=z]
E(?«”J) =~ [15 ETo) [?‘P(_f_ )J u(n)dn + o ./né 5 [?P( ; )] v(n)dn.

Agora observe que:

011 (n-—z
G [t ¢
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Agora definindo

5(,2,0) = (7 |7

vemos que existem K7 > 0 e Kg > 0 tais que

lpz(n, 2, t)| < K7, |@s(n, z.1)| < Ks

para todos n,z € Qs e t > Tj e vale

%(J.’.ﬁ)z . [/ @7(-33.;r.t)11(':3)d;3+/ os(n, z, t)v(n)dn| ,
! Qs

ot "

para todos z € Q5 e t > Ty.

(3.2.12)

Seja K = max{K,,...Kg}. Logo de (3.2.6), (3.2.8), (3.2.10) e (3.2.11) segue

gzt < K 4=10m

para todos z,n € Q, t > Tj.
Das representagoes (3.2.5), (3.2.9) e (3.2.12) temos
9'%w K
—(z,t)| < — ) dn,
5 @8] < g [ (ol o))
para todos x € Q5. t > Ty e a € N® com || < 1.

Agora usando a desigualdade de Cauchy-Schwartz temos

Jo, (lu(m)| + [v(n)])dn V1! (Ilullz2@y) + vl L205))

V! (1wl s + 1]l L2y)) -

Voltando em (3.2.13) obtemos

K

d'*w
- 2wt

3ot 0| < gV (ullinan + [l 20)
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de onde segue

’ Al K2|Q;]

: 2
Qm; f.)Q(I’t)’ Am2t2 (lellzr (s + vl 2205

K?|9s|
s (g + 01132,

para todo x € 25 e t > T, como querfamos demonstrar.

Vale observar que a constante K, escolhida como o méximo de Kj,..., K3

depende dos valores maximos de ¢ e suas derivadas de primeira ordem na bola

fechada B(0,\), onde X 3 escolhido satisfazendo %&)— < A< 1. Assim, K
depende de todos elementos mencionados no enunciado do teorema exceto u,v e
w. Todavia, conhecido o dominio €2 e escolhido d > 0, pode-se fixar Tj, escolher
A e determinar precisamente o valor de K calculando-se os valores maximos de ¢

e suas derivadas primeiras em B(0, \).

Corolario 3.2.2. Nas mesmas hipdteses do teorema 3.2.1 vale a seguinte esti-

mativa

2 2
- 2K%Q|

Hua'(-. £)||§{1(Qa} = Hwt(»‘t)“i)(ﬂé) il ;I'rztz “u”?.‘rl(ﬂé) ‘+‘ HUHiQ{Qa} (3214)

para todo t > Tp.

Demonstragao: Escrevendo-se as quatro desigualdades obtidas de (3.2.1) para
todos os multi-indices a € N® com |a| < 1 e em seguida somando-as e integrando

tal soma com relagao a z em {25 obtem-se (3.2.14). ]
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3.3 Decaimento Local de Energia para Solucoes

com Energia Finita.

Nesta Segao vamos mostrar que a estimativa (3.2.14) também é vélida para as
solugoes do problema de Cauchy para a equagido de ondas com os dados iniciais

em H'(R?) e L*(R?) com suporte contido em alguma regido limitada.

Teorema 3.3.1. Sejam u € H'(R?) e v € L*(R?) fungdes tais que suppu,
suppv C §ds para alguma vizinhanga s de um dominio limitado

Q. Sejaw € H) (R? x R) a solugio do problema de Cauchy generalizado

Ow 0, em RZxR
w(z,0) u(x), em R?
wy(z, 0) v(z), em R2

Entao emiste K > 0, independente de u e v tal que

1 ) By + 10rCo Ol 2oy < bS8l [tz o 4 oliZag] (3.3.15)
" H(Q5) th+ L2(Qs) = 242 HY() L2(8) AL

para todo t > Ty > diam/(s).

Demonstragao: Procederemos como na demonstracao do teorema 2.4.3.
Sejam

(€)1 © (D), (1), € C(82)

tais que

= u em H'(Q;s) (3.3.16)

= v em L%(9y). (3.3.17)
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Da demonstracao do teorema(2.4.3) sabemos que a sequéncia

(wn), € C*®(R? x R) de solugdes dos problemas de Cauchy

Ow,, = 0, em R?xR
wa(z,0) = wun(z), em R?

2wn(z,0) = vu(z), em R?

onde u, e v, sao nulos fora de §;, converge para a solu¢ao w do problema de
Cauchy
0, RZx R
u(z), R?
wy(z,0) v(z), R?,
em H'(X) para todo compacto ¥ C R? x R.

Mais ainda, das proposigoes 2.5.3 e 2.5.4 temos

lim wy(.,t) = w(.,t) em H'(R?)

n—oo

Jim, un(

t) = wy(.,t) em L*R?),

para todo t € R.

Agora, aplicando o coroldrio 3.2.2 4 w,, temos

, ; 2, ; 2K2|Qs)?

[wn (-, €)1 0p) + ”a_“”‘(" t)|72(04) < 2z |[wnl 311 (25) + 1onlE205)
para todon =1,2,..., e todo t > T > diam(s.

Passando o limite quando n — oo nesta 1iltima desigualdade e usando (3.3.16),

(3.3.17), (3.3.18) e (3.3.19) obtemos a estimativa (3.3.15). [

Para resolver o problema controle precisaremos de uma estimativa de decai-
mento local de energia, como a estimativa (3.3.15), para o problema de Cauchy

com tempo reverso e dados iniciais em algum t =7 > 0.
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Proposigao 3.3.2. Sejam u € C°(Qs), v € C°(S2s) onde Q5 € uma vizinhanga
do dominio limitado Q C R%. Seja w € C*(R? x R) solugdo

do problema de Cauchy

Ow 0, em R?xR
w(z, T) u(zx), em R?

w(z, T) = u(x), em R2?,

onde T > Ty > diam§Qs. Entao existe K > 0 independente de u e v tal que

; . 2K?|05)?
HU’(»sU)HEf!(nJ) + ||1“£('~0)”i‘2[515) < T2 “u”w(m T ||U||L2{Q ) . (3.3.20)

Demonstragao: Seja W € C®(R? x R) a solugao do problema de Cauchy

aw = 0, em RZxR
W(z,0) = wu(z), em R?
Wi(x,0) = -—v(x), em R2,
A estimativa (3.2.14) do coroldrio(3.2.2) aplicada a W fornece

, 22 |Q2
||M'!('1T)“.2‘:'1(Q,5} + [IWe(., 7 )”!2:515 = % [” ”Hlfnﬂ: + ||v “Lz (%)

(3.3.21)
para todo T > Ty > diam(s.

Fazendo 7 = T — ¢ e observando que
W(,T-t)=w(.,t),

Wo(,T —t) = —wy(., 1)

obtemos de 3.3.21 a seguinte estimativa

2K2|Q;]2
|Jw(., )”Hl @t [Jawe (., )”L?(Qé) = __(']T“‘_"E)*" ||’U||i'l(na} + ||v iﬁ(n‘,) )

sempre que T — t > Ty > diam§;.
Agora fazendo ¢t = 0 na ultima desigualdade e lembrando que T > T}, segue

(3.3.20). s
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Por 1ltimo observamos que usando a proposi¢do 3.3.2 podemos provar o teo-
rema abaixo, cuja demonstracdo omitiremos por ser completamente analoga &

demonstracao do teorema 3.3.1

Teorema 3.3.3. Sejam u € H'(R?), v € L*(R?) fungdes tais que suppu,

suppv C Qs para alguma vizinhanga 25 de um dominio lima-

tado ). Seja T > Ty > diam()s.

Seja w € HL (R* x R) a solugdo do problema de Cauchy generalizado

Ow . em RZxR
w(x,T) T em R?
wy(z, T) v(z), em R2

Entao existe K > 0, independente de u e v tal que

. 2K2|Q2
llw(., 0)|I3 g + lwe(- 0)|[F2(0y) < 272 l[ull31 0 + lIV]1220y | - (3-3-22)
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Capitulo 4

O Problema de Controle

4.1 Introducao

O objetivo deste capitulo, é estudar o problema de controle exato na fron-
teira para a equagao de onda num retangulo 2 C R% Nesse estudo usaremos
toda a teoria exposta nos capitulos anteriores para exibir todos os detalhes da

demonstracao do principal teorema deste trabalho.

4.2 O Problema de Valor Inicial e Fronteira

Seja ¥ um dominio limitado de R? ou R®. Denotaremos por C*(X) o conjunto

das restrigdes das funcdes de C®°(R™), n = 2 ou 3, ao fecho ¥ do dominio X.

Definigao 4.2.1. Seja Q C R? um dominio limitado com fronteira 9Q e T > 0
um nimero real. Sejam h € L*(892 x [0,T)), u € H'(Q) e
v € L*Q). Uma fungio w € H'(Q x [0,T]) € solugao do problema de valor

inectal e fronteira

Q% [0,T]
Q
Q
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se existir uma segiéncia (w,)3, C C®(Q x [0,T)) satisfazendo as seguintes

condigoes
(1) lim,_o w, = w em H'(Q x [0, T))
(i) Ow, =0em Q2 x [0,T], n=1,2,...
(111) limy, oo wn(-,0) =u em H(Q)

(iv) limy,— %w,l( +,0) =v em L*(Q),

(v) limp—oo wn, = h em L3092 x [0, 7))

Se Q C R? é um retangulo entdo © x [0,7] é um paralelepipedo cuja base
2 Q e cuja superficie lateral é 99 x [0,7]. Cada face de 99 x (0,7 pode ser
identificada com um retangulo e portanto um dominio de R%. Uma funcdo h est4
em L?(8S x [0, T)) se h restrita a cada uma das faces de 992 x [0, T] é funcéo de

quadrado integravel no correspondente retangulo.

Proposicao 4.2.1. Seja  C R? um retangulo e sejam f € H' () e g € L*(Q)

fungoes dadas. Seja ws € HL . (R? X R) a solugao do problema

de Cauchy

Ows = 0, em R?2xR
ws(x,0) fs(z), em R? (4.2.1)
%wg(a:\ﬂ) = gs(x), em R?
onde fs € H'(R?) e gs € L*(R?) sao extensoes de f e g respectivamente, com

suportes em alguma vizinhanga Qs de Q.

Seja Wy a restrigao de ws ao paralelepipedo Q2 x [0,T] onde T € R, T > 0.

Entao:

(i) Ws tem trago de quadrado integrdvel em 8Q x [0, T).
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(ii) Denotando por hs o trago de W5 em 9§ x [0,T], entao, Ws satisfaz o pro-

blema de valor wnicial e fronteira

4

OWs 0 Q x [0,T)
Ws(.,0) f em §)
2Wj(.,0) g e R
Ws(z,t) hs em 00 x [0,T].

Demonstragao: (i) Seja ¢ € C°(R? x R) uma fungao tal que ¢ = 1 em alguma

vizinhanga aberta de Q x [0, T]. Em particular,

¢ =1 numa vizinhanga aberta de 99 x [0, 7.

A funcdo pws estd em H!'(R? x R) e coincide com Ws em Q x [0,7]. Assim,

o trago de pws em 9N x [0,T] serd o trago de W; ai. Para ver que pws tem
traco de quadrado integrdvel em 9Q x [0, T fixemos uma face I'y de 92 x [0, T
e provemos que pw; tem tal trago em I['y. Seja I' o plano que contém I'y e seja ¥
o semi espaco que contém 2 x [0, T']. Podemos identificar ¥ com R3. A restrigao
de pws & ¥ é vista como uma fungio de H'(R3). Logo, do teorema de trago
( capitulol, teorema 1.5.3 ) segue que pw; tem trago de quadrado integravel em
I', e portanto o mesmo vale em I'y, uma vez que I'y C I

Como isto pode ser feito para cada uma das quatro faces segue que pws tem
traco em L?(0Q x [0,T)). Assim W; tem trago em L2(882 x [0,T]).

Seja hs o trago de W5 em 9Q x [0,T]. Entao, para toda sequéncia

(¥n)3, € C=(Q x [0,T]) com

lim ¥, = Ws, em H'(Qx [0,T)])

n—oo
se tem

lim ¢
n—oo w"l a0x[0.T)

= h;, em L*(89 x [0,T)).
(i1) Seja (wn)2, € C°(R™ x R) uma sequéncia satisfazendo a definigao 2.4.1
de solugao do problema de Cauchy, para o problema de Cauchy 4.2.1. Fazendo

K =Q x [0,T), a condigao (i) da defini¢ao 2.4.1 fornece

lim w, = ws, em H'(K).
n—oo
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Como Wj é a restricao de w; A 2 x [0, T temos entdo a condigao (i) da defini¢ao
4.2.1 satisfeita.

Como Ow,, = 0 em R? x R para todo n entdo o mesmo valerd em Q x [0,T].
Portanto vale a condicdo (ii) da definigdo 4.2.1. As condigoes (iii) e (iv) de 4.2.1
seguem imediatamente das respectivas condigdes na definicao 2.4.1. tomando-se
to=0e fegemvezdeuewv.

Seja agora ¥, = @w,. Como ¢ = 1 em © x [0, T] temos:

lim ¥, = lim w, =ws=W; em H'(Qx[0,7).

n—oc n—og
Logo
lim pwn|,0, 0r = he €m L*(09 x [0,T).

n—oQ
Mas ¢ = 1 numa vizinhanga aberta de 992 x [0, T, logo o 1ltimo limite pode ser
escrito:

Bm w0 = hs, em L*(69 x [0,T).

Ti—00
Assim a condigao (v) da definicao 4.2.1 esta satisfeita.
Portanto W5 = Wsla 0.1 5 solucao do problema de valor inicial e fronteira

4.2.2 no sentido da definigao 4.2.1 B

4.3 O Teorema Principal

Esta secdo é dedicada a demonstragiao do teorema central deste trabalho.

Teorema 4.3.1. Seja Q C R? um retangulo com fronteira denotada 02. Dados
u € HY Q) ev e L), eriste T > 0 e h € L2992 x [0,T)) tal

que a solugao do problema de valor inicial e fronteira

(

Ow 0, Qx (0,T)
w(z,0) Q
wy(x,0) Q
w(z,t) o0 x (0,7

.

satisfaz a condigao
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Demonstragao: Sejam 6 > 0 e 5 = 2 + B(0,4). Suponhamos que existam

extensoes ug e vs de u e v respectivamente tais que

us € H'(R?), vs € L%(R?),

suppug, suppvs C s,

e que a solugao y do problema de Cauchy

Oy
y(.,0)
yc(--[])

satisfaca a condigao

y(..T) = w(.,T) = 0 em €. (4.3.5)

Agora, chamando w a restrigao de y ao paralelepipedo Q x [0, 7], segue da
proposi¢ao 4.2.1 que w tem trago h sobre 9Q x [0,T] com h € L*(02 x [0,T))
e satisfaz todas as condig¢oes do teorema. Assim, a demonstracao do teorema
se reduz a provar que existe T > 0 tal que cada par de dados iniciais
(u,v) € H'(Q) x L?(Q) possui uma extensao especial (us,vs) € H'(R?) x L*(R?)
com a propriedade de que a solucao y do problema de Cauchy 4.3.4 tenha seus
dados de Cauchy identicamente nulos no instante 7.

Do exposto no capitulo 1 segue que existe um operador extensao
E: HY Q) x L) — HY(R?) x L%(R?)
(f,9) — (fs:96)
que ¢ linear, satisfaz

suppfs, suppgs C €25
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||fr5||lffl.[R2} = “fﬁ”i:l(ﬂé) C“f”ifl[n}
”96"?,2(32) = Hg‘i”izm&) = ”9”i2(§2}|
para alguma constante C' > 0. Assim, o operador E 3 linear e limitado. Sejam
(f,g9) € HY(Q) x L*(Q) e (fs5,95) = E(f,g). Seja ws € H. (R?* x R) a tnica
solucao do problema de Cauchy
Ow; 0 em RZxR
wg(z,0) f5(x) em [R? . (4.3.6)
aw[;(a:. 0) = gs(z) em R?
Agora, para T > 0 a ser escolhido posteriormente considere o operador linear

Sr: HMQs) x L2(Q) — H'(R?) x L*(R?)
(f5,95) — (w&(-‘T)‘%wa(--T))
onde w; € a solucao do problema de Cauchy (4.3.6). Vimos no capitulo 2 que Sr
5 limitado. Observe que

(Tﬂa(-‘T),%wa(--T)) = S7(fs,95) = STE(f,9). (4.3.7)

Seja 8 € C°(R?) com 6 = 1 em Q e suppf C Q5. Considere agora o problema

de Cauchy retrégrado

Oz 0 em R?xR

2(z,T) 0(x)ws(z,T) em R? (4.3.8)

2z T) = G(x)%u:J(I.T) em R?

cuja solugao z esta em H (R? x R). Segue das proposicoes 2.5.3 e 2.5.4 que

g

2(.,0) € H'(R?), ?}T("O) € L*(R?)

e possuem suportes compactos.

Seja y € H (R? x R) a tnica solugao do problema de Cauchy

Oy 0 em R?xR

y(z,0) ; (z,0) em R?
ye(z,0) Bz(;r: 0) em R?
Y\ T, ot & 1 )
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E facil verificar que ws — z satisfaz (4.3.9). Logo y = ws — 2

Agora observe que
y(z,T) = ws(z,T) — 2(z,T) = (1 - 0(x))ws(z,T)
e como f# = 1 em () tem-se
y(..T) =0 em Q.
Analogamente verifica-se que

yi(.,T)=0 em €.

Assim, de acordo com o que observamos no inicio da demonstracéo, a restricao de
y ao paralelepipedo € x [0, T] resolverd o problema de controle se T, f e g forem
escolhidos de tal forma que

fe —2(.,0) estende u,

95—%(..0) estende v

0z
ao plano, ou seja, f — z(.,0) = e g——=—(,0) =vemQ

ot Q

Seja S; o operador linear definido por
Sy Hg(Qs) x L* () — H'(R?) x L*(R?)
JC, D), 4(,T)) —  (J(.,0),%(.,0))
onde J € H. (R? x R) ¢ a tnica solugao de
Liji = 0 R? xR
J,T) € H\(R?xR) (4.3.10)
J(.,T) € L*(R?%), suppJ(.,T),suppJi(.,T) C .

Claramente S; # limitado. Agora observe que se z satisfaz o problema (4.3.8)

(z(..U).%}(..OJ)

entao

St [6(.) (STE(f,9))]
(Sr0STE) (f.9).
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Denotando por R a restrigao a (2, a condigao

0z
f—z(‘,0)| —u(,g——( 0) =v
0 Q
pode ser reescrita na forma
[I = (RS;6SrE)] (f.9) = (u,v)

onde I denota o operador identidade.

Seja K1 = RS;0SrE. Do exposto acima vemos que
Kr: H\(Q) x L*(Q) — H'(Q) x L*(N)

$ um operador linear limitado e

(2(0)%(0)) = Kr(f,g) em Q.

Assim, para concluirmos a demonstragao do teorema devemos provar que existe

T > 0 tal que para todo (u,v) € H'(Q) x L*(Q2) a equagao
(I - K7)(f,9) = (v,v) (4.3.11)

possui solugdo (f,g) € H'(2) x L*(Q2). Para tanto, provaremos que para T > 0,
suficientemente grande, o operador Kp é uma contragao (capitulo 1 teorema
1.2.1).

Agora utilizaremos as estimativas de decaimento local de energia obtidas no
capitulo 3.

Seja T > diam(€) e ws € HL .(R? x R) a solugdo do problema de Cauchy
(4.3.6). Do teorema 3.3.1 segue

a 2K2|05|? . .
[|lws(., HHl(n;) nr ||a£wd( T) ”L!{sm = % {Hf&”iflmé) =l i|96”.2r_‘2:95;

2K?Q .
< €+ D2 (1120 + o] (4312)

Seja J € H. (R? x R) a solugdo do problema de Cauchy (4.3.10). Do teorema
3.3.3 segue

2K2|Q 2 .
(o O gy +1Je( O F20p) < T [”J( Tl gy + 19 D2, | -

(4.3.13)

3 4 5 6 7 unespw.l Lz 13 14 15

16

17

18



Como [|Kr(f.9) Bz = N2+ 0By + l12e(- 0)l[32(q, usando (4.3.13)

para a solu¢ao z do problema (4.3.8) segue

KT (f, o)1 @yxrz@ < 1120203y + [2e(- 0)[Z2(0y)

2K?|Q;? y
2L Dt Dl + e T s

2K2|Q 2 )
= W |:”9( ws|(. HHHQJ) + [16(. )awé T)||L2{Qé;

I(6)2K2|0|? . P ;
Sl oggges ||w5('|T)||§fl{§]5)+l|aw6('vTJ||i2(Qa) :

onde I'(#) é uma constante que depende dos valores méximos de e suas derivadas
em (5.

Agora usando a desigualdade (4.3.12) concluimos

: (1+ C)L(9)4K*|Qs]*
1K2(f, 9) i pxaaey < i 11130y + 19112

ou seja, vale:

7}
- 3 2
||!\T(f!g)1|H‘{Q)xL?(Q) < FH(LQ)“HHQMLZ{Q)'

2 2 ;
para todo (£,9) € H'() x L¥@), onde A = 2V + OO,
De (4.3.14) segue

| Kr(f, 9)l|H1)xL20) P A

|K7| = sup = T2
N(f, 9l @)xL2@) T?

(f,9) € H'(Q) x L¥(Q)
f#0,g#0

Logo, para T > v/ tem-se || K7| < 1, como queriamos demonstrar.
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4.4 Consideracoes Finais

O método utilizado para resolver o problema de controle estudado aqui utiliza
fortemente alguns atributos da equacao considerada, que sao:

- linearidade

- reversibilidade no tempo

- decaimento de energia

- regularidade da solugéo.

A linearidade e a reversibilidade no tempo permitiu a construgéao do operador
linear K7, o decaimento de energia permitiu provar que para T grande K 3 con-
tragao e a regularidade da solugao do problema de Cauchy considerado permitiu
utilizar o teorema de trago para obter o controle.

Para qualquer equagdo, ou sistema de equagdes que possua os quatro atributos
acima pode-se aplicar o método e estudar a controlabilidade exata.

Um exemplo onde o método pode ser aplicado é o sistema

em R"xR
em R"
em R,
1=1,2,...,k, onde ¢c € R 3 constante.
Este sistema é formado por n equages de ondas totalmente independentes
uma das outras; isto é, trata-se de um sistema de equagoes desacopladas.
Outro sistema importante na fisica matematica é o sistema de Lamé, da elas-

ticidade cléssica [4]. Tal sistema em R?® tem a forma

0%u
P o

onde p, A e u sdo constantes satisfazendo

= plAu+ (A + p)grad div u

2
p>0, p>0, /\+§,u>0

e u = (u,ug, uz) é fungao vetorial dependendo de (z,y,t) e R® et € R.

58
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De acordo com [4], o sistema (4.4.16) pode ser estudado através de um argu-

mento que o reduz a

62
ot?
62
W‘I’ o CQA‘D

onde ¢ é fungao escalar, ¥ = (¥, V5, ¥3) é fungao vetorial e

/\+2,u \/_1_1

As igualdades (4.4.17) e (4.4.18) formam um sistema de equagoes de ondas

— -, AD

desacopladas. A redugao de (4.4.16) em (4.4.17) e (4.4.18) é vélida para fungoes
regulares, isto é, suficientemente diferencidveis.
Estudar controle para o sistema (4.4.16), como estudamos nesta dissertacao

para a equacao de onda, depende de garantirmos a validade do processo de re-

dugdo mencionado acima, para os dados iniciais em H!'(R3)? x L?(R?)3.

Esta é uma questdo interessante, que nao foi tratada aqui porém sera objeto

de nossos estudos futuramente.
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