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Resumo

Através de modelos de elétrons fortemente interagentes em uma rede, tais como o modelo
de Heisengberg, Hubbard e Ising, é possivel descrever uma série de fendmenos na fronteira
da fisica, como a supercondutividade de alta temperatura critica e férmions pesados. Além

disso, através deles é possivel compreender as transicoes de fases quanticas.

Neste sentido, este trabalho busca estudar as propriedades do Modelo de Ising Quantico
Anisotrépico com Interagdes de Segundos Vizinhos (ANNNI), numa cadeia linear. A
abordagem teorica da analise de simetrias e o0 método numérico de Lanczos serao utilizados
para diagonalizar a matriz Hamiltoniana. Dessa forma, sera possivel entender algumas das
propriedades fisicas do estado fundamental e identificar as principais fases presentes no

modelo: ferromagnética, paramagnética e antifase.

Palavras-chave: Modelo ANNNI, Simetrias do Modelo ANNNI, Método de Lanczos,

Transicoes de Fases Quanticas.



ABSTRACT

Through models of strongly interacting electrons in a lattice, such as the model of
Heisengberg, Hubbard and Ising, it is possible to describe a series of phenomena at the
frontier of physics, such as superconductivity of high critical temperature and heavy
fermions. Furthermore, through them it is possible to understand the transitions of

quantum phases.

In this sense, this work seeks to study the properties of the Anisotropic Next Nearest
Neighbour Ising (ANNNI), in a linear chain. The theoretical approach of symmetry analysis
and the numerical method of Lanczos will be used to diagonalize the Hamiltonian matrix.
In this way, it will be possible to understand some of the physical properties of the ground
state and identify the main phases present in the model: ferromagnetic, paramagnetic and

antiphase.

Keywords: ANNNI Model, ANNNI Model Symmetries, Lanczos Method, Quantum Phase

Transitions.
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1 OBJETIVOS

Neste trabalho, faremos uma andlise do modelo de Ising quantico anisotrépico com
interagoes de segundos vizinhos (ANNNI) em uma cadeia linear. Nosso objetivo é resolver
a equacao de Schrodinger por meio de duas abordagens distintas: analisando as simetrias
do modelo de forma tedrica e utilizando o método de Lanczos de forma numérica. Além
disso, também pretendemos identificar as principais fases ou ordens presentes no estado

fundamental, incluindo a ferromagnética, a paramagnética e a antifase.
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2 INTRODUCAO

Uma transicao de fase ¢ uma mudanga de um estado fisico de um sistema para
outro, geralmente relacionada as alteracoes nas simetrias internas dos componentes do
sistema [3]. Essas transigoes ocorrem devido a variagoes em parametros intensivos, como
temperatura, pressao, entre outros, e estao relacionadas a mudanca entre estados de ordem
e desordem no sistema. Como exemplo, pode ser citado a mudanca de estado da dgua de

solido para liquido ou de liquido para gasoso a medida que a temperatura aumenta.

A medida que a temperatura diminui, no limite em que 7' = 0, as transi¢oes de
fase quanticas passam a ocorrer. Tais transi¢oes estao relacionadas a mudancas abruptas
na estrutura do estado fundamental, causadas devido a variacao de um parametro da
Hamiltoniana do sistema [4], como pressao ou campo magnético, conhecido como parametro
de controle. O interesse por estudar este assunto acabou se intensificando nas dltimas
décadas, devido a presenca de muitos sistemas que apresentam essas mudancas de estado
e a sua aplicacao em uma ampla gama de problemas, incluindo a construcao de teorias de

campo e de cordas de particulas elementares [5].

Do ponto de vista tedrico, as transicoes de fase quanticas podem ser estudadas
em sistemas de elétrons fortemente interagentes em redes, que apresentam diagramas
de fase complexos. Modelos paradigmaticos incluem o modelo de Ising [6], Heisenberg
[7] e Hubbard [8]. Esses modelos e suas generalizagoes descrevem uma ampla gama de
fendmenos na fronteira da fisica da matéria condensada, tais como supercondutividade
de alta temperatura critica, férmions pesados e outros sistemas de elétrons fortemente

correlacionados [9, 10].

Entre esses modelos, o Modelo de Ising é especialmente notavel, sendo apreciado
pela sua simplicidade, que permite uma facil compreensao dos conceitos fisicos subjacentes.
Ele foi nomeado em homenagem ao fisico alemao Ernst Ising [11], que estudou o caso
classico de uma cadeia unidimensional de spins em seu doutorado, a partir de uma sugestao
de seu orientador, o professor W. Lenz. Em 1925, Ising publicou um artigo resumindo sua
tese, chegando a conclusao de que nenhuma transigao de fase para um estado ferromagnético
ocorre a qualquer temperatura. Embora essa conclusao tenha sido posteriormente mostrada

como incorreta.

Sendo assim, neste trabalho sera estudado uma generalizagdo do modelo de Ising,
o Modelo de Ising Quéntico Anisotrépico com interagdes de Segundos Vizinhos [12]
(Anisotropic Axial Next Nearest Neighbour Ising, ANNNI, do inglés). Seu diagrama de
fases quanticas é enriquecido pela competicdo entre os termos de primeiros e segundos

vizinhos, mantendo-se a tendéncia de desordem introduzida pelo campo transverso.
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3 MODELO ANNNI EM UM CAMPO TRANSVERSO

3.1 Interacoes entre Spins

Primeiro, vamos considerar um modelo genérico de rede formado por uma cadeia
unidimensional de L sitios. Os sitios sao indexados de 0 a L — 1. Cada sitio ¢ é ocupado
por um spin meio S; que pertence a um espaco de estado, &;, de dimensao 2 . A base do

espago de estado sao os autoestados de S* {|+),|—)}

As interacoes entre spins de sitios diferentes se dao por meio de pares de acoplamento
—JijS;S3, onde Ji; sdo integrais de troca [1]. O ordenamento dos spins é dado pela forma
das interagoes. Para o caso em que J;; > 0 os spins preferem apontar para mesma direcao,

enquanto que para o caso em que J;; < 0 os spins preferem apontar em direcoes opostas.

Agora, vamos considerar o caso em que as intera¢des ocorrem apenas entre os
primeiros vizinhos. Se J;; > 0 todos os spins tenderao a apontar para mesma direcao,
formando a fase ferromagnética (--- ++++++ -+ ou -+ — — — — — — S ).
Se J;; < 0, os spins vizinhos tenderao a apontar em dire¢oes opostas, formando a fase

antiferromagnética (--- + —+—+— ---).

Os dois casos acima sao de interagoes diferentes que levam a estados ordenados
diferentes. E possivel que dois tipos de interacoes conflitantes atuem sobre os spins, onde
o tipo de interagoes dominante definirda a ordem do sistema. Porém, se as duas interacoes
forem de magnitudes compativeis, uma nova solucao de "compromisso' entre os spins pode

surgir [1], dando origem a um novo tipo de fase, um novo tipo de ordem.

3.2 Modelo ANNNI

Um dos modelos mais simples que ilustra essa situacao é o Modelo de Ising Quéntico
Anisotrépico com Interagoes de Segundos Vizinhos (ANNNI). Nesse modelo, as interagoes
entre os spins nao ocorrem em todas as direcoes, mas sao restritas a spins alinhados na
direcdo z, o que o torna anisotropico. O modelo apresenta interagoes ferromagnéticas entre
os primeiros vizinhos, J; = J > 0, e interagoes antiferromagnéticas entre os segundos

vizinhos, J; < 0 (Fig. 1). A Hamiltoniana do modelo pode ser escrita como:

L-1 L-1
H=—J(> oio,,—KY 070,). (3.1)
=0 =0

Sendo of, com a = z,y, z, as matrizes de Pauli dadas por
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+

I2 -
J1

+
1

J2 +

Figura 1 — Modelo ANNNI em uma cadeia. Adaptada da Referéncia [1].

s (01} (0 =i} (10
0(1 O)U(z’ 0) (o —1)’ (3.2)

que atuam no sitio ¢ da cadeia com L sitios. Kk = —Jy/J > 0 é uma constante de

acoplamento adimensional, que descreve a intensidade da interagoes de segundos vizinhos.

Para k < 1/2, as interagoes entre primeiros vizinhos serdo dominantes, levando
a ordem ferromagnética. Para k > 1/2, as interagoes entre segundos vizinhos serao
dominantes, levando a formacao da antifase (- -+ ++——++—— ---), tendo um ordemento
ferromagnético entre os primeiros vizinhos, e um ordenamento antiferromagnético entre os

segundos vizinhos.

3.3 Campo Transverso

Podemos introduzir uma tendéncia de desordem ao acrescentar um termo a Hamil-
toniana de ANNNI que descreva a atuagdo de um campo transverso sobre a cadeia. Dessa

forma, temos que a Hamiltoniana de ANNNI em um campo transverso é dada por [12]:

-1
H=-J> (0i0},, — ko[07, s+ go?). (3.3)
i=0
onde g = —B/J > 0 (sendo B o campo magnético externo) é uma constante de acoplamento

admensional, que descreve a intensidade do campo transverso, o qual aponta para a dire¢ao

x. Assim, a fase paramagnética é acrescentada ao modelo. Esta é uma fase desordenada,
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Paramagnética

Antifase
++——F+——

Ferromagnética
++++++

0.5 Py

Figura 2 — Diagrama de fase esquematico do modelo ANNNI transverso. Adaptada da
Referéncia [2].

que possui um estado fundamental que pode ser representado pelos spins apontando na

diregao do campo [13].

Neste trabalho analisaremos o modelo ANNNI descrito pela Eq. (3.3), em que
condicoes periddicas de contorno sao aplicadas, ou seja, 0§ =0{. A constante de acoplamento
J(> 0) da interagao ferromagnetica do primeiro vizinho define a escala de energia (usamos
J=1).

O diagrama de fases do estado fundamental do modelo ANNNTI exibe quatro fases:
ferromagnética, antifase, paramagnética e flutuante incomensuravel (que ainda nao é muito

bem compreendida), separadas por trés transi¢oes de fase quanticas (Fig. 2).
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4 SIMETRIAS DO MODELO ANNNI TRANSVERSO

4.1 Representacao Matricial

Como ja foi mencionado anteriormente, o espago de estados de cada sitio ¢, denotado
por &;, de spin, tem dimensao dois. Consequentemente, o espago de estado da cadeia de
Ising, £, pode ser representado pelo produto tensorial dos espagos de estado dos sitios que

0 compoem:

E=EQRE6®-- @& (4.1)

Deste modo, a Hamiltoniana (Eq. (3.3)) atua sobre um espaco de Hilbert de dimen-
sao 20, Assim, a representacao matricial de H tem ordem 2%, o que torna a diagonalizacao

extremamente desafiadora para cadeias com um grande niimero de sitios.

Uma maneira de simplificar o processo é aproveitar as simetrias do modelo ANNNI,
as quais sao expressas por operadores que comutam com a Hamiltoniana. Se esses operadores

também comutarem entre si, é possivel construir uma base de autovetores comuns a eles

[14]:

Teorema 1. Se dois ou mais Observaveis comutam, pode-se construir uma base ortonormal

do espaco de estado com auto-vetores comuns a eles.

Dessa forma, representando a Hamiltoniana nessa base, ela apresentaria a forma

bloco-diagonal:

0 0 0
0 0 0
(4.2)
0 0 0
0 0 0

tornando possivel diagonalizar cada bloco individualmente, o que facilita o processo de

diagonalizacao.
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4.2 Simetrias

As simetrias que serao analisadas sao as de Inversao, Reflexdo e Translacao. Os
operadores que os representam atuam sobre a cadeia sem alterar as interagoes entre os

spins, o que resulta em sua comutacao com a Hamiltoniana.

4.2.1 Inversao

A simetria de Inversao, representada pelo operador I (também é denotada como

simetria Zs [5, 13]), ao atuar em um estado inverte os spins dos sitios:

++—F+—-——+) = |——F—++-)

Ao atuar duas vezes o operador I em um dado estado:

\dodyds -+ dp 1) = |do) ® |di) @ |da) @ - -+ |dp_1) (4.3)

onde d; é o estado do sitio 7, obtemos o proprio estado inicial:

Pldydydy -+ dp_y) = |dodydy -~ dp_1) (4.4)

Deste modo, I tem como autovalores z = +1, com respectivos autovetores:

‘j, Z> :C[1+ZI]‘d0d1 d2 dL_1> (45)

onde ¢ é uma constante de normalizacao e 7 um indice de degenerescéncia.

4.2.2 Reflexao

A operacgio de reflexao é representada pelo operador W [15] e tem a capacidade de

inverter a posicao dos spins em relacao ao ponto central de reflexao em uma cadeia:

Wldody -+ dp_odp 1) = |dp_1dp_o -+ dy dp) (4.6)

Da mesma forma que I, ao aplicar duas vezes W em um estado, ele gera o préprio

estado:

W2|d0d1 dg dL_1> = |d0d1 d2 dL_1> (47)
Assim, seus autovalores sao w = £1 com respectivos autovetores:

‘j, UJ) = C[l + wW”do dl d2 s dL,1> (48)
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4.2.3 Translacao

A simetria de Translagao é representada pelo operador 7. Quando atua na cadeia,
altera a posicao dos sitios, fazendo com que estes sejam deslocados para as posi¢oes dos

sitios vizinhos.:

T’do d1 e dL,Q dL,1> — |d1 d2 e dL,1 d0> (49)

Os autovalores de T sdo dados por /%7, 7=0,1,--- ,L — 1 [15]. Seus respectivos
autoestados sao:

lj, 7y =c[l+U+U*+---+ U |dodrdy -+ dp—1) (4.10)

onde U = ¢"Z7T. Se o resultado da expressao (4.10) for zero, o mesmo deve ser descartado

como um dos vetores da base.

Poderiamos utilizar estes trés operadores, T, I e W, para formar um conjunto de
operadores que comutam. No entanto, isso nao é possivel ja que o operador de reflexdo nao
comuta com o operador de translacao. Para solucionar esse problema, podemos utilizar
uma das poténcias de T ao invés do préprio 1. Em cadeias com um niimero par de sitios,
podemos usar o operador T%/? como substituto, que possui autovalores t = +1 com

autovetores:

7, 1) = [l +tT*?)|dody dy - - dp 1) (4.11)

Dessa forma, é possivel construir um conjunto de operadores que comutam usando
T2 T e W, tornando a Hamiltoniana uma representaciao bloco-diagonal na base formada

por seus autovetores.
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5 METODO DE LANCZOS

Para cadeias com grandes quantidades de sitios, a diagonaliza¢do da Hamiltoniana
pode ser um desafio, necessitando de métodos numéricos. O método de Lanczos é uma
solucao eficaz nesse cenario, sendo um método iterativo que aproxima os autovalores
extremos de uma matriz hermitiana, permitindo encontrar o estado fundamental do

sistema caso essa matriz seja a Hamiltoniana.

O método de Lanczos [15, 16] é uma abordagem baseada na construgao de uma
base, chamada de base de Lanczos, para representar a matriz Hamiltoniana H como uma
matriz tridiagonal T" de ordem «. O processo comeca com a escolha de um vetor arbitrario
|1o) € € normalizado. Esse vetor é o primeiro elemento da base e é a partir dele que os

demais vetores sao gerados. Para obter o préximo vetor, [¢4), sdo aplicadas as equagoes:

|01) = Hltbo) — (ol H |10} |t0) (5.1)
¢
vy = AL (5.2
(d1]¢1)
De maneira geral, os vetores da base sao construidos de forma iterativa através das
relagoes:
|a) = H|ba—1) — @a-1]|Va-1) = ba—1|ta—2) (5.3)
Pa
) = 192 (5.4
onde a =0,1,2,---, e os coeficientes a,, e b, sao dadas por:
Ao = (YalH|a) € bo = 1\/(Pa|da) (5.5)

sendo by = 0 e |pg) = 0. Esses coeficientes, por sua vez, sdo os termos que compoe a matriz
T:
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Qo b1 0 0 0

bl aq bQ
bg as b3
T = 5.6
b3 ay b4 ( )
0 b4 as

A cada iteragao é calculado o menor autovalor de T', o qual vai se aproximando
cada vez mais da energia do estado fundamental a medida que « cresce. Esse processo é
repetido até se obter uma precisao satisfatoria, o que normalmente ocorre para um valor

de a consideravelmente menor que a ordem da matriz H.

Apoés encontrar a energia do estado fundamental, é preciso calcular o seu autovetor
correspondente, |¥g), que representa o vetor do estado fundamental. Este autovetor esté
representado na base de Lanczos {|1,)}, e para obté-lo na base original é necessario

realizar a seguinte operacao:

|\I/0> = Zfa|¢a> (5'7)

onde f, sdo as componentes de |¥y) na base de Lanczos.

No entanto, para isso, seria necessario armazenar os vetores gerados a cada iteragao
do método de Lanczos, o que pode demandar muita memoria devido ao grande niimero
de coeficientes de cada vetor. Uma alternativa é aplicar o método duas vezes: uma para

encontrar a energia e os coeficientes f,, e outra para realizar a soma descrita na Eq. (5.7).
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6 METODOLOGIA

Para estudar o Modelo de ANNNI descrito pela Eq. (3.3), precisamos primeiramente
resolver a Equacgao de Schrodinger independente do tempo. Do ponto de vista matematico,
isso se resume a um problema de encontrar os autovalores e autovetores de H. No nosso
caso, como estamos interessados em seu comportamento para o caso em que a temperatura

é nula, precisamos obter apenas o autoestado que descreve o estado fundamental.

Neste sentido, vamos abordar este problema de duas maneiras diferentes. A primeira
consiste em encontrar, de forma analitica, o estado fundamental para uma cadeia de Ising
com 4 sitios. Para tal, vamos explorar as simetrias do modelo e representar a Hamiltoniana
na base de autovetores comuns aos observaveis T? W e I, obtendo assim uma forma
bloco-diagonal que facilite o processo de diagonalizagao e destaque as simetrias de cada
um de seus autoestados. Este método também sera utilizado de forma numérica para uma

cadeia de 8 sitios.

A segunda abordagem consiste em encontrar o estado fundamental de forma
numérica, usando o método de Lanczos, desenvolvido com a linguagem de programacao

Python. Com esse método, encontramos o estado fundamental para cadeias de 16 sitios.

Uma vez determinada a fun¢do de onda que descreve o sistema em seu estado
fundamental, estudaremos seu comportamento e propriedades em trés fases do modelo

ANNNI: ferromagnética, antifase e paramagnética. Isso sera feito de duas formas:

o Pela inspecao direta na fungdo de onda, para a cadeia de 4 sitios, observando-se suas
componentes com maior probabilidade. Aqui, os Postulados da Mecanica Quantica

pertinentes aos Observaveis e suas medidas serao aplicados.

e Pelo calculo de valores médios de Observaveis tais como as correlagdes de spin no

espago real que sao dadas por:

SNN(T) = <stf+r>7 :u = ZE,y,Z ’ (61)

e seus correspondentes fatores de estrutura magnéticos, pela Transformada de Fourier

discreta,

-1
5'““(1{) = ll_/ Z eik(i’j)<Sﬁ‘Sf), =1y, z, (6.2)

1,j=0

assim como suas somas,
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S(k)= Y S"™(k), (6.3)

H=T,Y,z

onde (...) = (o] ... [thy) representa o valor médio no estado fundamental, S = So¥'

é a componente do operador de spin! atuando no sitio i, r é a distancia entre os sitios
nos quais a correlagao estd sendo medida e k (em unidades de 27/L) é o ntimero de

onda que caracteriza a periodicidade do ordenamento magnético.

I Onde adotamos h = 1.
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7 RESULTADOS E DISCUSSAO

7.1 Diagonalizagao da cadeia de 4 sitios

Inicialmente, foi utilizada a base obtida através do produto tensorial da base dos
sitios {|+),|—)}, a qual foi denominada como base padrao {|s)}. Essa base foi utilizada
para representar a Hamiltoniana, como mostrado na Figura (3). Ela é composta pelos

seguintes vetores:

’+_++>7 ‘+_+_>7 |+__+>7 ’+___>7

7.1
PRI U RIS S =
[ 4k -4 —g —g 0 —g 0 0 0 —g O 0 0 0 0 0 0 ]
—g 0 0 —-g O —g 0 0 0 —g 0 0 0 0 0 0
—g 0 0 —g O 0 —-g 0 0 0 —g 0 0 0 0 0
0 -9 —g —4x O 0 0 —-g O 0 0 -g 0 0 0 0
—g 0 0 0 0 —g —-g 0 0 0 0 0 —g O 0 0
0 —g 0 0 —g 4+4 0 —g O 0 0 0 0 —g O 0
0 0 —g 0 —g 0 -4k —g 0 0 0 0 0 0 —g 0
0 0 0 —g O —g —g 0 0 0 0 0 0 0 0 —g
—g 0 0 0 0 0 0 0 0 -—g —g 0 —-g O 0 0
0 —g 0 0 0 0 0 0 —g -4k 0 —qg 0 —g 0 0
0 0 —g O 0 0 0 0 —g 0 4k+4 —g O 0 —g 0
0 0 0 —g O 0 0 0 0 —g —g 0 0 0 0 —g
0 0 0 0 —qg 0 0 0 —g O 0 0 -4k —g —g 0
0 0 0 0 0 —g 0 0 0 -—g 0 0 —-g O 0 —g
0 0 0 0 0 0 —g 0 0 0 —g 0 —-g O 0 —g
| 0 0 0 0 0 0 0 —-g O 0 0 -9 0 —g —g 4sx—4 |

Figura 3 — Hamiltoniana de Ising representada na base padrao {|s)}.

A primeira operacao aplicada foi a de Inversao de Spins. Para tanto, a base de
seus autovetores foi construida a partir da aplicagao da Eq. (4.5) aos vetores da base
padrao, formando assim a base {|j,2)}. A construgao dessa nova base pode ser ilustrada
ao aplicarmos a Eq. (4.5) ao vetor | — — + —) € {]|s)}, considerando o caso em que z = +1.

Dessa forma, formamos o vetor |3,+1) € {|j,2)}:

1
V2

Ao representarmos a Hamiltoniana nesta base, formaram-se dois blocos de 8 x 8,

13, +1) =cl+I]|——4+—-)=—4(—-——+-)+|++—4)) (7.2)

como mostra a Fig. (4), cada um sendo a projecao de H no espago de estado dos autovetores
degenerados de I, sendo bloco superior direito associado ao autovalor —1 e o bloco inferior

esquerdo associado ao autovalor +1.
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({4 —4 —g —g 0 —g 0 0 g 0 0 0 0 0 0 0 0 ]
—g 0 0 —g O —g g 0 0 0 0 0 0 0 0 0
—g 0 0 —-g O g —-g 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 —g —g —4k g 0 0 —g 0 0 0 0 0 0 0 0
—g 0 0 g 0 —g —-g 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 -9 g 0 —g 4c+4 0 —g 0 0 0 0 0 0 0 0
0 g —g 0 -9 0 —4k  —g 0 0 0 0 0 0 0 0
g 0 0 —g O —g —g 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 [dk—4 —g —g 0 —g 0 0 —yg
0 0 0 0 0 0 0 0 —g 0 0 —-g O —g -g 0
0 0 0 0 0 0 0 0 —g 0 0 —g O —g —-g 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -9 —g —4k —g 0 0 —g
0 0 0 0 0 0 0 0 —g 0 0 —-g O —g -9 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 —g —g 0 —g 4r+4 0 —g
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -9 —g 0 —g 0 -4k —g
| 0 0 0 0 0 0 0 0 —g 0 0 —g O —g -9 0]

Figura 4 — Hamiltoniana de Ising representada na base {|j, z) }. O bloco superior esquerdo
(destadado em azul escuro), estd asociado ao autovalor -1 e o bloco inferior
direito (destacado em azul claro) ao autovalor +1.

Depois de aplicar a simetria de Inversao, foram aplicadas as simetrias de Translagao
ao Quadrado (T?) e Reflexao (W). Isso foi feito aplicando primeiramente a Eq. (4.10) a
base {|7,2)}, e em seguida a Eq. (4.8), resultando na base {|j, w,t, z)}.

Para ilustrar esses passos, vamos criar o vetor |1,41,+1) a partir do vetor |3, +1):

11, +1,+1) = c[1 + T7)|3, +1) (7.3)
1
LAL+D) ===+ =)+ |+t =)+ [+ - =)+ [+ ++)) (7.4)
em seguida, vamos criar o vetor |3, +1,+1, +1):
13, +1,+1,4+1) = c[1 + W]|1,+1,+1) (7.5)
1
3, +L+L+) = —=( -+ ) +[++-—H) +|+———)+ |-+ ++)
V8 (7.6)
H=—F==)+|+—F+HF |-+ |+ ++-))

A representacdo da Hamiltoniana nesta base apresentou quatro blocos 2 X 2 e um
bloco 5 x 5, como mostra a Fig. (5). Além disso, foi possivel identificar 3 autovalores nulos,

cujo autovetores corrrespondentes sao:
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0 2910 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0]
29 45+4/0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
0 0 [0 o 0 0 o0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 [-4r 290 0 0 0 0 0 0 0O 0 0 0
0 0 0 |2g 0f 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 @ 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 |4k—4 —2g 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0| —2¢g 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 |[4k—14 0 —2g 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 -4k  —2g 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 29 —29 0 29 29| O 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —2g 4k +4 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —2g 0 —4k| 0 0 0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 [0 —29]0
0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 |—2¢ —4x| 0

0 O 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 o 0 0 [0]]

Figura 5 — Hamiltoniana de Ising representada na base {|j,w,t, z)}.
1
L,-L+L,+) = —=(| -+ )+ |++—+) + |+ =)+ |-+ ++)
V8
e A e Al R )
1, -1,-1,+1) = —=(-|-——+ )= |++—-—H)+|+———)+|—+++)
V3 (7.7)
H =t =)+ |+ =) ===+ = [+ ++))
1
L+, -1,+)=—(|—-—+—)+|++—-+H - |+———)— | —+++
| ) ¢§I )+ | )~ | )= | )
H-—F—=)+|F+—F+F) | ———F) = [+ ++-))

Em particular,

¢ importante analisar o bloco 5 x 5, que ¢é a representacao de H no

subespago dos autovetores |j,+1,+1,4+1). A sua base é formada pelos seguintes vetores:

|1,+1,+1,+1>:%5(|++++>+|————>)
|2,+1,+1,+1>=\{5(|++——>+|——++>)
\3,+1,+1,+1>:ﬁ(y——+—>+y++—+>+y+———>+|—+++> (78)
1+|—+——>+]+—++)+|———+>+|+++—>)
|4,+1,+1,+1>_\{5(|+—+—>+|—+—+>)
|5’+1’+1’+1>:ﬁ(|+__+>+|_++_>>

E possivel reduzir ainda mais esse bloco ao formar uma nova base substituindo

12,41, +1,+1) por |2,

+1,+1,+1) + |5, +1,+1,+1) e [5,+1,+1,+1) por |2, +1,+1,+1) —

15,41, 41, +1), e normalizando os vetores resultantes. E importante destacar que ao realizar
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Ik —14 0 —2g 0 0

0 —4k  —2V/2g 0 0

—29 —2V2g 0 —2g 0

0 0 —29g 4k+4 0
0 0 0 0 |=4k|

Figura 6 — Decomposicao do bloco 5 x 5

essas substituicoes, as simetrias nao sao perdidas, pois estamos somando os autovetores
com os mesmos autovalores. Com isso, o bloco é decomposto em um bloco 4 x 4 e um

bloco 1 x 1 o qual resulta no autovalor —4x, como mostra a Fig. (6).

A base do bloco 4 x 4 é formada pelos vetores:

‘ -

|1,+1,+1,+1>:\/5(|++++>+|————>)
\2,+1,+1,+1>:;(\++——>+\——++>+|+——+>+|—++—>)
|3,+1,+1,+1>:\}g(|——+—>+|++—+)+|+———>+|—+++> (7.9)
H =t =)+ |+ =+ ==+ F |+ ++ )
\4,+1,+1,+1>=\}5(|+—+—>+|—+—+>)

Para simplificar a notagao, a partir de agora os vetores |j,+1,+1,+1) da Eq. (7.9),

para j = 1,2,3,4, serdo representados apenas por |7;).

No inicio, nosso objetivo era encontrar expressoes analiticas para os autovalores e
autovetores deste bloco, mas nao conseguimos atingi-lo. Assim, recorremos a uma solugao
numérica, definindo valores para g e k e encontrando a energia do estado fundamental e o
autovetor correspondente (|¥g)), que sempre estavam neste bloco independentemente dos

valores dos parametros de controle.

Dessa forma, apesar nao conseguirmos uma expressao para o estado fundamental,

sabemos que ele tem a forma:

[Wo) = pi(k, 9)Im) + pa(r, 9)12) + ps(k, 9)1s) + pa(k, 9)|7a) (7.10)

onde os coeficientes normalizados p;(k, g) dos vetores |7;), sdo fungdes que dependem de

Keg.

Assim, a utilizacdo das simetrias simplificou o trabalho de diagonalizacdo da
Hamiltoniana. Ao invés de lidar com uma matriz de ordem 16, foi possivel trabalhar com

matrizes de ordem 2 e 5. Embora o tamanho da matriz original nao seja excessivamente
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grande e possa ser facilmente diagonalizada com métodos numéricos, o objetivo aqui é

ilustrar como a utilizacdo de simetrias pode tornar o processo mais simples e eficiente.

7.2 Inspecao da funcao de onda

Tendo encontrado o estado fundamental, foi investigado quais componentes da base
padrio eram mais provdveis para determinados valores de x e g. E importante destacar
que, devido as simetrias de translacao geradas pelas condig¢oes periddicas de contorno,
todos os estados que s@o uma translagao uns dos outros sao, de fato, equivalentes do ponto
de vista da simetria e terao o mesmo coeficiente nas autofungoes. Além disso, todos os
estados que sdo resultantes de uma aplicacao de inversao de spins também sao equivalentes

e possuirao os mesmos coeficientes.

Assim, uma vez que os estados pertencentes aos conjuntos

{l++++0), |-—==)} (7.11)
(It =) == =) ==+ ) (7.12)
{!+++—>, 4+ —4), [+—++), |+———>,} 713
T T

4=+, I—+-+} (7.14)

sao equivalentes e representam os mesmos macroestados, podemos escolher os vetores
I71)s |72)s [73) € |74) como representantes desses macroestados, ja que sdo formados pela
soma dos vetores desses conjuntos, respectivamente. Dessa forma, em vez de analisar a
probabilidade de obter cada estado individualmente, podemos avaliar a probabilidade de

obter os macroestados.

A Figura (7) exibe a distribuicao de probabilidade dos macroestados {|v;)} para
diferentes valores dos pardmetros de controle. E possivel observar que para baixos valores
de g, os estados em que todos os spins apontam na mesma diregdo (|y1)) apresentam
maior probabilidade de ocorréncia, o que significa que a fase mais provavel do sistema é a
ferromagnética para valores de k < 0,5. Por outro lado, para valores de k > 0,5, estados
em que dois spins vizinhos apontam na mesma direcao e outros dois em direg¢oes opostas

(|72)) sdo mais provaveis, indicando que a fase mais provavel do sistema é a antifase.

Além disso, a medida que o valor de g aumenta, a probabilidade de ocorréncia
dos estados em que um spin aponta em uma dire¢ao e os outros apontam na direcao

oposta (|3)), aumenta para valores de x préximos de 0, 5. Esses estados tornam-se os mais
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Figura 7 — Distribuicao de Probabilidade dos estados em fun¢do do parametro de interagao
dos segundos viznhos k para (a) g = 0,1, (b) g =0,3,(c) g=0,7e (d) g =1,0.

provaveis de ocorrerem quando os spins apontam na mesma direcao do campo, indicando

que a fase paramagnética é a mais provavel nestas condic¢oes.

Ja os estados em que os spins vizinhos apontam para diregoes opostas (|74)) sao
os menos provaveis de ocorrerem, sugerindo que a fase antiferromagnética é muito pouco

provavel de acontecer para o modelo de ANNNI.

Vale a pena notar que, mesmo a um sistema tao pequeno quanto L = 4, as fases e

as regioes de transicao entre elas ja estao bem definidos.

7.3 Iteracgoes do método de Lanczos

A Tabela 1 apresenta os valores da energia do estado fundamental (convergidos
até o ultimo digito apresentando) para diferentes combinagoes de k e g, assim como o
nimero de iteragoes necessarias para atingir esse valor em uma cadeia de Ising de 16
sitios. E importante destacar que a ordem da matriz Hamiltoniana nesse caso é de 65536,
no entanto, o nimero maximo de iteracoes necessarias para se obter o autovalor foi de
apenas 152. Isso evidencia a eficiéncia do método de Lanczos na obtencao de autovalores

de matrizes de grande ordem.
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K g Ey N° de iteracgoes
0,1 0,2 -14,578554547443995 36

0,1 0,8 -17,541943243816080 67

0,5 0,2 -9,532983586622839 130

0,5 0,8 -16,433697163977904 54

0,9 0,2 -14,578843746918686 152

0,9 0,8 -18,272586638181547 68

Tabela 1 — Valores da energia do estado fundamental (Ey) (convergidos até o tltimo digito
apresentado), obtidos através do método do Lanczos, para determinados valores
do pardmetro de interagao de segundos vizinhos (k) e pardmetro de interagao
com o campo magnético transversal (¢), para uma cadeia de 16 sitios.

7.4 Valores médios dos Observaveis

Uma vez identificado o estado fundamental para cadeias de 4, 8 e 16 sitios, é
possivel caracterizar as fases do modelo para diferentes combinagoes de k e g por meio da
analise das fungoes de correlacao de spins no espaco real, baseadas na relagao de orientacao
entre o spin do sitio 0 e o spin do sitio a uma distancia r dele na cadeia, descritas na

equagao (6.1), e seus componentes de fator de estrutura magnética, descritos na equagao
(6.2).

’ K g Fase ‘
0,1 0,2 Ferromagnética
0,1 0,8 Ferromagnética (préximo a transi¢ao)
0,5 0,2 Paramagnética (proximo a transigao)
0,5 0,8 Paramagnética
0,9 0,2 Antifase
0,9 0,8 Antifase (préximo a transigao)

Tabela 2 — Fases que o sistema pode assumir para determinados valores do parametro
de interacdo de segundos vizinhos (k) e pardmetro de interagao com o campo
magnético transversal (g).

Observando as Figuras 8, 9 e 10, podemos notar que, para o ponto com x = 0,1 e
g = 0,2, o valor da correlagdo S**(r) é o mesmo para todos os sitios, indicando que os
spins estao alinhados na mesma dire¢cao em relacao a orientacao z, o que caracteriza a
fase ferromagnética. Ja para o ponto kK = 0,9 e g = 0,2, a curva de S**(r) é oscilatéria,
sugerindo que os spins estao invertendo suas orientagoes com seus segundos vizinhos, o
que caracteriza a fase antifase. Por fim, para o ponto k = 0,5 e g = 0,8, os valores das
correlagbes S™*(r) entre os sitios sdo proximos, sugerindo que os spins estao se alinhando

na direcao x, o que caracteriza a fase paramagnética.

Quanto ao ponto com k = 0,1 e g = 0,8, podemos perceber que ele apresenta

valores positivos em S#*(r) e, portanto, estd na fase ferromagnética. No entanto, seu
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comportamento nao é tao caracteristico quanto o do ponto Kk = 0,1 e g = 0,2, e sua
analise sugere tendéncias para o comportamento paramagnético. Analogamente, os pontos
k=0,beg9g=0,2er=0,9e g=0,8 estao localizados nas fases paramagnética e antifase,
respectivamente, mas nao apresentam comportamentos tao distintos quanto os demais

pontos nessas fases, sugerindo que estao em uma regiao proxima a uma transicao.

Dessa forma, as figuras da correlacao dos spins permitem identificar as fases do
modelo de Ising, sendo a fase ferromagnética caracterizada por valores de S**(r) positivos
e iguais para todos os sitios, a fase antifasica por curvas oscilatérias em S#*(r), e a fase
paramagnética por valores préximos em S**(r). No entanto, pontos préximos as transigoes
de fases podem nao apresentar comportamentos tao distintos, indicando uma regiao de

incerteza em relagao a classificacao de fase.

Os célculos dos fatores de estrutura magnética, apresentados nas Figuras 11, 12
e 13, confirmam as analises das correlagoes. Quando x = 0,2, h4 um pico de valor em
57 quando o ntmero de onda é nulo. Em contrapartida, para k = 0,9, h4 picos em 7 /2
em S7*. Para k = 0,5, nao h4 picos em S%, mas um pico em S%* é observado para o
nimero de onda igual a zero. Em relacao a g = 0,8, picos menores sao observados em
S** 1o mesmo valor, sugerindo que estd préximo a uma regido de transicio com a fase

paramagnética.

Vale ressaltar que, embora seja possivel observar as caracteristicas das fases por
meio das correlagoes e fatores de estrutura para a cadeia de 4 sitios, as caracteristicas

foram mais claramente visualizadas nas cadeias de 8 e 16 sitios.
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s7(r)
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Figura 8 — Resultados obtidos para 4 sitios, para diferentes combinagoes de k e g: (a)
dependéncia espacial da func¢ao de correlagao-zz dos momentos magnéticos
localizados; (b) dependéncia espacial da fun¢ao de correlagao-zx; (c) depen-
déncia espacial da fungao de correlagao-yy. Todos obtidos da Eq. (6.1).
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Figura 9 — Resultados obtidos para 8 sitios, para diferentes combinagoes de k e g: (a)
dependéncia espacial da func¢ao de correlagao-zz dos momentos magnéticos
localizados; (b) dependéncia espacial da fun¢ao de correlagao-zx; (c) depen-
déncia espacial da fungao de correlagao-yy. Todos obtidos da Eq. (6.1).
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Figura 10 — Resultados obtidos para 16 sitios, para diferentes combinagoes de x e g: (a)
dependéncia espacial da func¢ao de correlagao-zz dos momentos magnéticos
localizados; (b) dependéncia espacial da func¢ao de correlacao-zz; (c) depen-
déncia espacial da fungao de correlagao-yy. Todos obtidos da Eq. (6.1).
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Figura 11 — Resultados obtidos para 4 sitios, para diferentes combinagoes de e g: (a) do
fator de estrutura S**(k) em funcdo do nimero de onda k; (b) do fator de
estrutura S27(k) em funcdo do ntimero de onda k; (c) do fator de estrutura
Sy (k) em funcio do niimero de onda k; (d) soma dos fatores de estrutruturas
S(k) em funcéo do nimero de onda k.
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Figura 12 — Resultados obtidos para 8 sitios, para diferentes combinagoes de e g: (a) do
fator de estrutura S**(k) em funcdo do nimero de onda k; (b) do fator de
estrutura S27(k) em funcdo do ntimero de onda k; (c) do fator de estrutura
Sy (k) em funcio do niimero de onda k; (d) soma dos fatores de estrutruturas
S(k) em funcéo do nimero de onda k.
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Figura 13 — Resultados obtidos para 16 sitios, para diferentes combinagoes de x e g: (a)
do fator de estrutura S#*(k) em funcio do nimero de onda k; (b) do fator de
estrutura S2*(k) em funcdo do ntimero de onda k; (c) do fator de estrutura
Sy (k) em funcio do niimero de onda k; (d) soma dos fatores de estrutruturas
S(k) em funcéo do nimero de onda k.
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8 CONCLUSAO

Neste trabalho, foi possivel estudar o Modelo de Ising Quéantico Anisotropico com
Interagoes de Segundos Vizinhos (ANNNI) de forma detalhada. O estudo das simetrias e
a utilizagdo do método de Lanczos permitiram obter resultados precisos e confidveis. A
utilizacao de técnicas tedricas, como a analise das simetrias, permitiu uma diagonalizacao
eficiente do modelo. Além disso, o método de Lanczos demonstrou ser uma ferramenta eficaz
para obter o estado fundamental do modelo, obtendo a energia e o estado caracteristico
do estado fundamental com um baixo nimero de iteragoes se comparado ao tamanho da
matriz. Ao final do trabalho, foi possivel identificar as principais fases e ordens presentes

no modelo, incluindo a ferromagnética, a paramagnética e a antifase.
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