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“O tempo € relativo e ndo pode ser medido exatamente do
mesmo modo e por toda parte” (Albert Einstein)



Resumo

A equacdo de Fokker-Planck € utilizada para descrever processos
estocasticos e possui aplicacdes em muitos ramos da fisica, quimica e biologia. Para
obter a solucdo da equagéo de Fokker-Planck, podemos mapeéa-la em uma equacao
tipo Schrodinger através de mudancas apropriadas nas funcbes envolvidas. A
vantagem dessa associacdo € que se pode construir a distribuicdo de probabilidade
da equacdo de Fokker-Planck usando solugcbes conhecidas da equacdo de
Schrodinger. Neste trabalho, fazendo uso dessa associacdo, apresentamos a
solu¢do da equacdo de Fokker-Planck para um potencial biestavel relacionado ao
oscilador harménico duplo. As fungcbes de onda e o0s autovalores encontrados
através da equacdo tipo Schrodinger permitem construir a distribuicdo de
probabilidade como uma série de funcdes. Desse modo, podemos observar a

evolucéo temporal do sistema descrevendo suas propriedades dinamicas.



Abstract

The Fokker-Panck equation is used in describing stochastic processes and
can be applied in many branches of physics, chemistry and biology. The solution of
the Fokker-Planck equation can be obtained by mapping it in a Schrodinger type
equation via appropriate changes in the functions involved. The advantage of this
combination is that one can construct the probability distribution the Fokker-Planck
equation by using well-known solutions of the Schrédinger equation. In this work,
making use of such a combination, we present the solution of the Fokker-Planck
equation for a bistable potential related to the double-harmonic oscillator. The wave
functions and autovalues found by solving the Schrédinger type equation allows the
construction of the probability distribution as a series of functions. Thus, we can
observe the temporal evolution of the system describing their dynamic properties.
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INTRODUCAO

A teoria do movimento Browniano (REIF, 1985), que descreve o0 movimento aleatorio
de uma particula imersa em um fluido, trata a dinamica de sistemas fora do equilibrio. A
descricdo desse tipo de sistema pode ser feita através da equacdo de Fokker-Planck (RISKEN,
1989), a qual possui uma vasta aplicacdo em diversos campos das ciéncias exatas e
biol6gicas. Em particular, essa equacdo € usada para tratar processos que envolvem difuséo,
transferéncia de elétrons e enovelamento de proteina (BRYNGELSON & WOLYNES, 1989).

A equacdo de Fokker-Planck fornece a evolucdo temporal da distribuicdo de
probabilidade do sistema de interesse. Devido a dificuldade de solucionar essa equacao,
podemos mapea-la em uma equacéo tipo Schrodinger (RISKEN, 1989; TOME & OLIVEIRA,
2001). A associacdo da equacdo de Fokker-Planck com a equacéo de Schrodinger tem sido
bastante Gtil ndo somente para potenciais com solucao analitica, mas também para potenciais
mais complicados, pela possibilidade do uso dos métodos de solugdes aproximativos, por
exemplo, o uso do formalismo de supersimetria (DRIGO FILHO, 2009), o método variacional
(DRIGO FILHO & RICOTTA, 2000; BORGES, DRIGO FILHO & RICOTTA, 2010), entre

outros.

Neste trabalho, fazendo uso desta associacdo, sera apresentada a solucdo da equacgéo
de Fokker-Planck para um potencial biestavel relacionado ao oscilador harménico duplo
(MERZBACHER, 1970; VARADA & AGARWAL, 1993) com diferentes tamanhos da barreira de
energia. As funcbes de onda e os autovalores de energia encontrados através da equacao tipo
Schrédinger permitem construir a evolugdo temporal do sistema e 0 processo de transicéo
entre os dois minimos do potencial. No equilibrio, o estado estaciondrio mostra que as

probabilidades de encontrar o sistema proximo a cada minimo dos po¢os sédo iguais.

Através da distribuicdo de probabilidade calculamos algumas quantidades dindmicas
do sistema, por exemplo, a probabilidade total em funcdo do tempo e o tempo caracteristico
para diferentes condigdes iniciais adotadas.

No estudo de varios sistemas, 0 potencial biestavel tem sido usado para simular as
interacBes a que esse sistema estd sujeito, um exemplo é a analise da molécula de amonia
(NHz) em um sistema denso (MERZBACHER, 1970).
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Este trabalho esta redigido da seguinte forma: no primeiro capitulo é realizada uma
revisdo apresentando a deducdo da equacdo de Fokker-Planck a partir da equacdo de
Langevin, em seguida sdo obtidas as solugdes estacionaria e temporal da equacdo de Fokker-
Planck; no segundo capitulo, é reproduzida a solucdo analitica da equagdo de Schrodinger
para um potencial harménico duplo (MERZBACHER, 1970); no terceiro, apds estabelecer a
relacdo entre as equacgdes de Schrodinger e Fokker-Planck (secdo 1.3 do capitulo 1), é
apresentada a solugdo da equacdo de Fokker-Planck para o potencial biestavel harmonico
duplo; as solucdes numeéricas e discussdes sdo feitas no quarto capitulo. Por fim, no quinto

capitulo tém-se as consideracdes finais do trabalho.
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CAPITULO 1

EQUACAO DE FOKKER-PLANCK

Neste capitulo, primeiramente, € apresentada a deducdo da equacdo de evolugéo
temporal da distribuicdo de probabilidade P(x, t), também denominada equacdo de Fokker-
Planck (RISKEN, 1989), que é obtida a partir da equacédo de Langevin, a qual pode ser usada
também para representar matematicamente o movimento Browniano (REIF, 1985). De acordo
com este movimento, observado por Robert Brown, em 1828, uma particula macroscopica de
massa m, imersa em um fluido, descreve o movimento aleatério devido a colisdes desta com
as moléculas que formam o meio, de modo que ndo é possivel saber a posicdo exata da
particula. No entanto, através da equacdo de Fokker-Planck é possivel obter a distribuicdo de

probabilidade de encontrar a particula no fluido.

Em seguida, € determinada a solu¢do da equacdo de Fokker-Planck para o caso
estacionario (TOME & OLIVEIRA, 2001), na qual a distribuicdo de probabilidade é
independente do tempo. E por fim, é obtida a associacdo da equacéo de Fokker-Planck com a
equacio de Schrédinger (RISKEN, 1989; TOME & OLIVEIRA, 2001), por meio de

mudancas apropriadas nas funcgdes envolvidas.

Devido a relacao entre a equacdo de Fokker-Planck e a equacdo de Schrodinger,
sistemas estudados na mecénica quantica fornecem subsidios para a analise de processos
estocasticos. A vantagem desta associacdo é que se pode obter solucdo da equacao de Fokker-

Planck por meio de métodos de solucdo da equacdo de Schrodinger.

1.1. Obtencéo da equacéo de Fokker-Planck

A equacdo de Langevin é dada por (TOME & OLIVEIRA, 2001):

dx (1.1)
=@+,
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sendo a variavel x uma coordenada generalizada, que pode ser identificada como posi¢do ou
velocidade, e a funcdo f(x) é uma forca, ainda que esse termo sé possa ser usado se a
variavel x representar a velocidade. A funcdo {(t) representa a influéncia estocastica,

também conhecida como ruido, que possui as seguintes propriedades:

(C@®) =0, (1.2)
(@3N =ré-1), (1.3)

isto é, as variaveis {(t) e {(t") sdo independentes para t # t'e, em média, nulas.

Considere P(x, t) a distribui¢do de probabilidade e W (x, t + At|x', t) a probabilidade
de transicdo entre os estados (RISKEN, 1989), tal que

P(x,t+At) = [ W(x, t + At]x', t) P(x', t)dx’. (1.4)

A equacdo de Fokker-Planck é obtida considerando transi¢Ges entre estados proximos, isto é
Ax = x —x" — 0. Assim, expandindo-se o produto W (x,t + At|x',t) P(x',t) em série de

Taylor e considerando-se termos até a segunda ordem tém-se,

W(x,t + Atlx’, t)P(x',t) = W(x + Ax, t + At|x, )P(x, t) — Ax [% wix+ @9

2 62
Ax,t + Atlx, t) n P(X, t) 6W(x+A;c;:+At|x,t)] + A% [ giyzc,t)

OP(x,t) OW (x+Ax,t+At|x,t)
ox ox

W(x + Ax, t + At|x, t) +

02W (x+Ax,t+At|x,t)
0x2 !

2

+ P(x,t)

inserindo esse resultado na equacéo (1.4) e integrando em d(Ax), obtem-se
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P(x,t + At) = P(x,t) [ W(x + Ax, t + Atlx, 6)d(Ax) — 250 [ Ax w(x + (1.6)

x,t+At|x,t) d(Ax) +

Ax,t + At|x, t)d(Ax) — P(x,t) [ Ax oW (x+A

dx
;a "0 [ Ax? W (x + Ax, t + Atlx, £)d(Ax) +

oP(x,t oW (x+Ax,t+At|x,t
()foz ( = |x,t)

Ax,t+At|x,t)
0x2

d(Ax) + EP(x, t) [ Ax? oPwlxt d(Ax).

A expressdo acima se reduz a

P(x,t +A) = P(x,t) = —(Ax) 28 — (2 (Ax)) P(x,£) + 5 (Ax 2y Z2PC) ren @)
(2 (ax2)) 2250 1 1(2 (ax?)) P(x, 0).

A partir da equacdo de Langevin (1.1), juntamente com as propriedades do ruido, (1.2)

e (1.3) pode-se obter (Ax) e (Ax?), desse modo

t+At (1.8)
(Ax) = FOOAL + f (€t = FEOAL,

t

t+At t+At t+At 19
(Ax?) = [f(OIPAL? + 2f (X)At f ()t + f f ddrey@) )

t+At +0oo
= [f(0)]*At? +j dt'J dt I's(t' — 1)

A alteracdo dos limites de integracdo para a funcdo delta de Dirac para o intervalo [—oo, +o0]
pode ser feita porque esta funcdo esta concentrada em torno de t’ = 7 e decresce rapidamente

para outros valores de t. Portanto,

t+At
(Ax?) = [f(x)]*At? + rf dt' = [FCOPAL + T AL, (1.10)

t
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com os resultados (1.8) e (1.10), a expressdo (1.7) torna-se

P(x,t + At) — P(x,t) (1.12)
= —f()AZZEE — (ZF(2)AL) P(x, £) +5 ([ (X)PAL2 + T At)
( ([f(x)]ZAtZ +T At)) gy 4 1 ( 2 ([fGOPPAL: +T At)> P(x,t).

6P(x t) 9?2 P(X t)

+

Dividindo ambos os lados dessa equagdo por At e considerando o limite de At — 0,

tém-se a seguinte equacdo diferencial

oP(x,t) @ I 92P(x, t) (1.12)
T ———[f( )P(x,t)] + > o2

que é denominada equacdo de Fokker-Planck. E importante ressaltar que a equacio de
Fokker-Planck ndo descreve somente propriedades estacionarias, mas também a dindmica de

sistemas dependentes do tempo.

1.2. Solucéo estacionaria

A equacdo de Fokker-Planck (1.12) pode ser reescrita como uma equacdo de

continuidade que expressa uma lei de conservacao para a probabilidade, isto é,

oP(x,t) 0 (1.13)
at - = a](x' t)r

sendo J(x, t) a corrente de probabilidade definida por
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ra |
J(x,6) = fFOP(x,t) = 55— P(x, b). (1.14)

Integrando ambos os lados da equacdo (1.13) em relacdo a x dentro de um intervalo

[a, b],

b
% f P(x,t) dx = J(a,t) —J(b 1), (1.15)

a densidade de probabilidade deve estar normalizada para qualquer instante, ou seja, a integral

do lado esquerdo da equacdo (1.15) deve ser uma constante igual a 1. A derivada deve ser

nula e, portanto,
J(a,t) = J(b, ). (1.16)

A corrente de probabilidade, assim como a densidade de probabilidade, sera
independente de t no regime estacionario. Deste modo, o lado esquerdo da equacdo (1.13) se
anula, consequentemente a corrente de probabilidade sera independente de x, ou seja, ela deve
ter o mesmo valor qualquer que seja x. Considerando que, nos extremos, J(a,t) e J(b,t) sdo
nulos, pela condicdo de contorno denominada refletora, a corrente de probabilidade é nula em

todo o intervalo. Entdo,

ro .
fEIP(x) = 55-P(x) = 0. (1.17)

A equacdo acima é uma equacdo diferencial de primeira ordem, cuja solucdo pode ser

encontrada isolando-se a derivada em relagéo a x,
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1 d 2 (1.18)
ou ainda,
d 2 (1.19)
aln P(x) = Ff(x).
Integrando os dois membros, obtem-se
(1.20)

2
InP(x) = Fff(x) dx,

sendo que a integral de determinada forga f(x) pode ser relacionada a um potencial V (x).

Assim, a equacéo (1.20) pode ser escrita como

2 .
InP(x) = — FV(x) + constante. (1.21)

Entdo,

2
P(x) = N exp [—Fv(x)], (1.22)

P(x) é asolucdo da equacédo independente do tempo e N € a constante de normalizagdo.
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1.3. Equacéo de Fokker-Planck associada a equacéo de Schrodinger

A equacdo de Fokker-Planck (1.12) pode ser reescrita da seguinte forma,

dP(x,t) (1.23)
Fyamie LepP(x,t).

em que Lzp € um operador, conhecido como operador Fokker-Planck, que age sobre funcdes
¢ (x), definido por

92 (1.24)

9 r
Lep $p(x) = —af(xw(x) + d(x).

20x2
Supondo que Lgp possui um espectro discreto, isto €,

LFP¢n(x) = Anqbn(x)J (1-25)

sendo que ¢, (x) sdo as autofuncgdes e A,, 0s autovalores do operador Lgp.

O operador Lgp ndo € hermitiano, no entanto, é possivel fazer uma transformacéo

sobre este operador e assim obter um operador hermitiano L, como sendo

Lip [1ho ()P ()] (1.26)
Po(x) '

Llpn(x) =

As autofungdes de L séo 1, (x), dadas por
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Pn(x) (1.27)
Yo (x)

lpn(x) =

Substituindo as autofuncdes ¥, (x) na expressao (1.26) e usando a definicao (1.25),

_ LFP¢n(x) _ An¢n(x) _ (128)
a0 = = m= = S = Anha (0,

dessa expressdo, pode-se concluir que os autovalores A,, do operador L sdo 0os mesmos do

operador Lgp.

Utilizando a definicdo do operador Lgp (1.24) em (1.26), é possivel obter a forma

explicita de L:

(1.29)

1
Llpn(x) = llio(X)

0 r o2
{— PP (D] + 55 [%(x)%(x)]}

Desenvolvendo a equagdo acima e utilizando o conceito de corrente de probabilidade, é

possivel obter a seguinte expressao:

_ H[fM™]*  af(x) I 0%, (x) (1.30)
Llpn(x) - _E{ T + dx }lpn(x) + E Ox2 .
ro

O operador hermitiano encontrado: L = —V,f + é semelhante ao operador

2 0x2’

2 2
hamiltoniano da equagdo de Schrodinger, H =V — ;—maa—xz. Isso pode ser visto fazendo um

2
ajuste de constantes I och; e o termo referente ao potencial na equagdo de Schrodinger

corresponde ao potencial efetivo, isto é,
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1 {[f(X)]2 N af(x)}. (1.31)

V:Vefzi r 0x

Visto as semelhancas entre as equagdes descritas, as solugdes encontradas na mecanica
quantica para diferentes potenciais podem ser traduzidos para o0 contexto de processos

estocasticos.

A distribuicdo de probabilidade P(x,t) pode ser escrita como produto de duas fungdes
separadas, uma dependente da posicdo, dada por uma série de funches
(P(x) = Y0 On (x)) e outra dependente do tempo (T (t) = e~tl4nl). Desta forma, obtém-

Se

@ 1.32
P(x,t) = Z a, ¢, (x)e " tHnl, (52

n=0

Utilizando (1.27), a solucdo da equacdo de Fokker-Planck pode ser escrita em termos das

autofuncdes do operador hermitiano, isto é,

- 1.33
PG t) = o) ) anhy (x)e™nl -
n=0

Para obter os termos a,, da somatéria € preciso multiplicar ambos os lados da equacao

(1.33) por y;(x) /o (x) e integrar em relagdo a x, considerando t = 0,

®) (TN i (x) (1.34)
o dx = f_w ;anlpo(an(x)mdx

[ reod

l
0
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(1.35)

f_ P(x,0) ;/});Ei)) dx = Z anJ_ W COY,(x)dx

Pela propriedade de ortogonalidade, a integral do lado direito é igual a 1 quando n = [ e igual

a zero quando n # [, ou seja,

+oo (1.36)
| wneom@adx = s,

Portanto,

P (%) dx (1.37)
Yo (x) .

+00
a, = j P(x,0)

A equacdo de Fokker-Planck é satisfeita pela distribuicdo de probabilidade P(x, 0)

sujeita a condic&o inicial
P(x,0) = 8(x — xp).
Sendo assim,

Pn(x) (1.38)

a, = J_ 6(x — xo)mdx.

Obtem-se a expressdo dos coeficientes a,, que sdo dados por (LAGE, 1995; REICHL, 1998)
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_Ya(x) (1:39)
" Po(xg)

Substituindo a expressdo (1.39) em (1.32) é possivel obter a solucédo geral da equacéo
de Fokker-Planck dependente do tempo escrita em termos da solucdo da equacdo de

Schrodinger associada,

Wo(x) 0 (1.40)

D hnGxdn (e

Plat) = Yo (xo) o~
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CAPITULO 2

EQUACAO DE SCHRODINGER

A equacdo de Schrodinger independente do tempo (SCHIFF, 1955; EISBERG &
RESNICK, 1979) para uma particula de massa m € escrita na seguinte forma:

w o d? &4
—— — () + V() P&x) = E p(x).

2m dx?

O primeiro termo se refere a energia cinética (7 = % h é a constante de Planck), V(x)

corresponde ao potencial estudado e E a energia total do sistema.

A solucdo analitica da equacdo (2.1) para um potencial biestavel relacionado ao
oscilador harmonico duplo envolve a determinacdo das func¢des de onda (que estdo associadas
com a probabilidade de se encontrar o sistema em determinado estado) e dos autovalores

(niveis de energia permitidos ao sistema).

2.1. Oscilador Harmoénico Duplo

O potencial do oscilador harmdnico duplo, construido a partir de dois osciladores

harménicos simples, possui suas posicdes de equilibrio em a e —a e é descrito por
(MERZBACHER, 1970; VARADA & AGARWAL, 1993):

1
V(x) = Emwz(lxl —a)? (2.2)
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sendom a massa e w é a frequéncia. Em x = 0, o potencial possui o valor igual aV(0) =

%ma)zaz. O potencial (2.2) esta representado na Figura 2.1.

Figura 2.1: Representacdo grafica de V(x) para o oscilador harménico duplo, as posicdes de equilibrio
encontram-se em « € - a.

2.2. Solucdo Analitica

A equacdo de Schrodinger (2.1) para o oscilador harménico duplo considerando, por

simplicidade, h=m=w =16:

1 d?

1 2 —
5 W) +35 (Xl = 2 () = E (o).

(2.3)

O parametro a pode variar, para « = 0 a equacao (2.3) se torna a equacdo de Schrodinger
para o oscilador harménico simples. Neste caso, 0s niveis de energia sdo dados por (SCHIFF,
1955)



28

(2.4)

Para a # 0, o problema se torna efetivamente um oscilador harménico duplo cujos niveis de
energia sdo

E = (V + %), (2:5)

em que v € um ndmero quantico ndo inteiro. A solucdo neste caso segue o procedimento ja
conhecido (MERZBACHER, 1970).

Para simplificar a resolucdo da equacdo (2.3) sdo introduzidas as seguintes variaveis
para a coordenada positiva e negativa:

le(Z)%(x—a) x>0 e 22=(2)%(x+0() x <0.

A partir da definicdo acima, pode-se reescrever a equacdo de Schrodinger para o oscilador
duplo da seguinte maneira:

2 2 26

jzl/;-F(V-l-%—%)l/):O (x > 0) (28)
1

2 2 27

jzlﬂ+<v+%—%>¢=0 (x < 0). @7)
2

Uma solucdo particular da equacdo (2.6) é dada pela funcdo parabolica cilindrica
(ABRAMOWITZ, 1968), matematicamente escrita como:
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D, (z,) (2.8)

W3 b ) vy (o)

1
— 9v/2,-(z,%/4 F(_) Z1”
= ZV e (Zl ) 13 \/EI—-(_E) 5

r(%)

em que M é uma funcgdo hipergeométrica confluente e sua expansao pode ser dada em série de

poténcias, ou seja,

M(b; c; )_1+bz+b(b+l)zz+ _ib(s)zs
OB =T N T dern 2 T T T L

s=0

sendo b =b(b+1)(b+2)...(b+s—1).

Se D, (z;) é solucdo da equacao (2.6), D, (—z,) também é solucdo da mesma equacao.
Portanto, a solucdo particular de (2.7) é D, (—z,). As autofuncdes devem ser proporcionais a

D, (z,) para x positivos e a D,,(—z,) para x negativos, resultando em:

D, (\/E(x - a)) (x = 0) (2.9)

=N
v +D, (—V2(x + a)) (x < 0)

o sinal positivo é usado para a funcdo de onda par e o sinal negativo € para a funcdo de onda

impar. N é a constante de normalizagao.

Uma caracteristica da equacdo de Schrodinger para potenciais simétricos com relacao
a origem é que as funcbes de onda tém paridades bem definidas, serdo funcdes pares e
impares. Impondo a continuidade da funcdo de onda encontrada e sua derivada em x = 0,
sendo que este ponto é onde os dois potenciais parabolicos tendem a ser descontinuos, tém-se
as seguintes condigdes:
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=D, (x/? (x — a))| =0 paray par (2.10)

xX=

D,(—V2a) =0 para impar. (2.11)

Através das equacdes transcendentais (2.10) e (2.11) é possivel obter os autovalores de

energia, esses valores dependem do valor adotado de v/2a.

Na Figura 2.2 estfo apresentadas as curvas de v em funcéo de v2a.

— ¥
2

2.2 ,v,l
2.0

. — v,

2.8 - 1"3
2e
E.";—
22
20
v 18]
1.8
1.4
1,2
1.0
0.8 -
0e
:'.";—
0z
0.0
_:|IE -

I ! I ! | ! | ! | ! | ! | !
0 1 2 3 4 5 e

Figura 2.2: v Versus /2« para os quatro primeiros niveis de energia do oscilador harménico duplo.
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Na Tabela 2.1 estdo os resultados dos valores de v parav2a = 2,V2a = 4 e V2a =

6, para os dez primeiros niveis de energia.

Tabela 2.1: Resultados dos valores de v obtidos das equacfes transcendentais (2.10) e (2.11) considerando

V2a =2,V2a =4e2a = 6.

Vn V2a =2 V2a = 4 V2a =6

Vo —0,11685 —0,00039 —2,521078
V1 0,09727 0,00049 3,531078

Vy 0,83756 0,99961 0,99999986
V3 1,37521 1,00665 1,00000141
Vg 2,11354 1,97077 1,99998106
Vs 2,79324 2,03760 2,00001890
Ve 3,55871 3,03819 2,99979085
vy 4,30059 3,12301 3,00018486
Vg 5,09081 3,89338 3,99853015
Vo 5,86729 4,28036 4,00124305
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Na Figura 2.3 s&o apresentadas as curvas do potencial (2.2) para os trés valores de «

analisados:
VZe =2 V2e =4 Vie=6
30
20
Vix) 1
10
|:I _l T T T T | T T T T | T T T T I T T T T I
-10 -5 1] ] 10
x
Figura 2.3: Gréfico do potencial (2.2) com a = \% a= \%, a= %e m=w=1.

O potencial (2.2) tem dois minimos simétricos separados por uma barreira de energia em

x = 0, onde o potencial é dado por V(0) = %az. Os minimos dos potenciais representados na

Figura 2.3 sio a=+—, a =+ ,azi%e V@)=1, V(0)=4 e V(0)=9,

N
Nl

respectivamente.
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CAPITULO 3

A EQUACAO DE FOKKER-PLANCK PARA UM POTENCIAL
BIESTAVEL SIMETRICO

O objetivo deste capitulo é apresentar o0 método de solucéo analitica da equacdo de
Fokker-Planck para um sistema relacionado ao oscilador harménico duplo, caracterizado por
uma energia potencial com dois minimos de energia (+a). Fazendo um mapeamento da
equacdo de Fokker-Planck para a equacdo de Schrédinger, como descrito no capitulo anterior,
é permitido o uso de métodos de solucdes da equacdo de Schrddinger para determinar 0s
autovalores e as autofungfes a serem usados na construcdo da solucdo da equacdo de Fokker-
Planck. Desse modo, é possivel descrever a dindmica do sistema através da evolucao temporal

da distribuicédo de probabilidade P(x, t) determinada.

3.1. Equacéo de Fokker-Planck associada a equacao de Schrdédinger para o
potencial do oscilador harmdénico duplo

A equacado tipo-Schrodinger (1.30) a ser resolvida é dada por:

r a2y (3.)
‘Esz + Vop () Y(x) = —Apth(x),

em que o termo referente ao potencial efetivo € igual ao potencial estudado V (x) (1.31), ou

seja,

(3.2)

—1|| 2+cC
T ax |~ zKlma7+C

Vo0 = {[f(X)]Z af(x)}
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Como mostrado na expressdo acima, o potencial efetivo esta relacionado a uma forca
f(x), portanto, pode-se procurar uma forca que forneca um potencial efetivo similar ao

potencial original. A forca sugerida neste caso tem a forma:

f&x) =B —vx,

sendo que [ e y sdo parametros determinados pela seguinte equagéo,

N2
HEFL - =m0 e &9

Desenvolvendo os quadrados perfeitos e rearranjando os termos tem-se

2.2 2
y°xc 2xyB B ) (3.4)
— —y=x2-2 Z2+2cC.
T T + T y=Xx |x|la + a* + 2C

Comparando os termos proporcionais as exponenciais de mesma ordem na equacao acima, é

possivel identificar:

y =T, (3.5.9)
g = {a\/f (x>0) (3.5.b)
—aNT  (x<0)

T (3.5.0)
7.
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Portanto, pode-se escrever a forma de f(x) utilizando (3.5.a) e (3.5.b) como,

. (x—a) (x>0) (3.6)
fo) = _\/F{(x + a) (x<0)

sendo I' = 2D, em que D é o coeficiente de difusao.

Entdo, o potencial efetivo escrito em termos de (3.6) é dado por:

Ver (x) = %[(le — a)? —2D]. 3.7)

Substituindo a expressdo (3.7) na equacao tipo-Schrodinger (3.1) e considerando D = 0,5,

obtém-se

1d%y(x) 1 (3.8)

T2 axz 13

(1xl = () = (5= 4, )0,

A solucédo da equacéo (3.8) e analoga a solucdo da equacdo de Schrédinger desenvolvida no
capitulo Il (MERZBACHER, 1970), ou seja,

{ D, (\/E(x - a)) (x=0) (3.9)
P(x) =N
+D, (—\/E(x + a)) (x<0)

N € a constante de normalizagao.

Os autovalores de energia A,, sdo obtidos da comparacgéo direta da equagéo (3.8) com

a equacdo de Schrodinger (2.3). Foi adicionada ao potencial original uma constante —e a fim
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de deslocar os niveis de energia e obter o primeiro autovalor (4,) da equagdo como sendo
nulo. E importante ressaltar que essa constante ndo altera os resultados obtidos, embora
estabeleca que o estado fundamental tenha autovalor nulo, condi¢do importante para

descrever o estado estacionario.

Dessa maneira, tém-se
1
E + &= E - An-

Lembrandoque E = v + % entéo:

Ay =—+e). (3.10)

Observa-se que o valor de € € igual a - v,, 0 que implicaem A, = 0.

Tendo determinado os autovalores (3.10) e as autofungdes (3.9), podemos obter a
distribuicdo de probabilidade P(x, t) (1.40). Os resultados numéricos estdo apresentados no

préximo capitulo.
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CAPITULO 4

RESULTADOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo apresentados os resultados numéricos do estudo da equacdo de
Fokker-Planck para o oscilador harménico duplo para trés casos distintos, ou seja, com
diferentes tamanhos da barreira de energia. O coeficiente de difusdo é considerado constante,

D = 0,5, o que implica em um valor de y igual aum, y = 1.

Para efeito de célculo numérico, a somatoria na expressao utilizada no célculo da
distribuicdo de probabilidade (1.40) é truncada no décimo termo, por isso utiliza-se até 0 nono
nivel de energia (n = 9) e suas respectivas funcdes de onda. Desse modo, a distribui¢do de

probabilidade obtida através da expressao (1.40) considerando a condicdo inicial x, = —2 é

Yo (x) (4.1)

Po(=2)

PG, t) = o) + 2020 > (=2 (el
n=1

A fim de observar a evolugéo temporal do sistema calculam-se as probabilidades totais
em funcdo do tempo através das integrais do lado esquerdo (x < 0) e do lado direito (x > 0)
da distribuicdo de probabilidade (4.1), sendo N; e N,, respectivamente. Portanto, tém-se as
seguintes expressoes (JUN & WEAVER, 2002):
Ny (b) = f i P(x,t)dx (4.2)

-10

10
N,(t) = f P(x,t)dx. (4:3)
0

Em termos numéricos, é considerado o estado estacionario quando AN(t) = N;(t) —

N, (t) for da ordem de 10~3. O tempo, t., para atingir o equilibrio define a condicéo de que
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metade da amostra esta do lado esquerdo (x < 0) e a outra metade esta do lado direito (x > 0)
do poco de potencial. Esse resultado é esperado, uma vez que se trata de um potencial
biestavel simétrico em que as probabilidades sdo iguais nos minimos do potencial. O interesse
do estudo com ¢, é analisa-lo em diferentes condi¢es iniciais x,, ou seja, variando os valores
de x, no calculo da distribuicdo de probabilidade (4.1) obtém-se o tempo quando a condicéo
adotada AN(t) < 1073 é atingida. Esses calculos sdo feitos para valores de x, sempre

negativos, x, < 0.

Os calculos mencionados acima sdo realizados para os trés casos estudados: no

Lo 2, 4 . - 6 - .
primeiro caso @ = —; no segundo caso & = —= e no terceiro e Gltimo caso a = —. Por fim, é
2 V2 V2
feita a analise dos resultados.
.. 2
4.1. Primeiro caso: ¢ = —
V2
O potencial efetivo (3.7) para este primeiro caso é dado por:
Vo) = (11 - 2) =1 o
ef X) = 2 X \/i .

que possui a forma apresentada na Figura 4.1.
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30 H

20
Vaf (x]

10+

T
0
s

Figura 4.1: Potencial (4.4) em funcfo da coordenada x para a = 2/+/2.

Na Tabela 4.1 estdo os resultados dos autovalores de energia 4,, expressos em (3.10).
Como indicado no capitulo anterior, € =-v,, neste caso, o valor de v, € —0,11685 (vide
Tabela 2.1), ou seja, € = 0,11685. Todos os resultados da Tabela 4.1 estdo deslocados desse

valor, o que implicaem A, = 0.
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Tabela 4.1: Resultados dos autovalores de energia, A,, = —(v + &), para o oscilador harménico duplo com
a=—=
vz

|4l 0

|41 0,21412
1451 0,95441
| 45] 1,49205
| 441 2,23035
| 45] 2,91009
| 461 3,67556
|41 4,41744
| Ag] 5,20765
|46] 5,98415

Para o calculo numérico, a somatoria na expressdo da distribuicdo de probabilidade
(4.1) é truncada no décimo termo, ou seja, sdo utilizados até o nono nivel de energia e suas

respectivas funcgdes de onda séo indicadas na expresséo (4.5),

D, <ﬁ ( _ i)) (x = 0) (49)
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A Figura 4.2 mostra a evolucao temporal de P(x, t), desde o tempo minimo Figura 4.2
(a) onde se obtém a configuracdo dada pela condicéo inicial até o tempo para atingir o estado

estacionario Figura 4.2 (d).
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Figura 4.2: Resultados obtidos no célculo da distribuicdo de probabilidade (4.1) utilizando dez termos da série e
com 0s seguintes parametros: a = % e x, =—2. As curvas (a), (b), (c) e (d) mostram a distribuicdo de
probabilidade para quatro valores diferentes de tempo e em (e) todas as curvas sdo agrupadas evidenciando a
evolucdo temporal do sistema.

Utilizando as expressoes (4.2) e (4.3), obtém-se as curvas, Figura 4.3 (a), da populagéo
total na regido de cada minimo em fungdo do tempo. Observa-se a evolugdo temporal das
probabilidades totais e 0 comportamento do sistema desde o inicio, onde toda a populacéo
estd concentrada em x,, até o estado estacionario, onde as probabilidades sdo iguais entre 0s

dois minimos do potencial. Na Figura 4.3 (b), tém-se o resultado de AN(t).



43

Figura 4.3: No gréfico (a) estdo apresentadas as curvas das probabilidades totais em funcéo do tempo para N; (t)
(4.2) e N, (t) (4.3) e em (b) esta a curvade AN(t) = N, (t) — N,(t) em funcdo do tempo.
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Um tempo caracteristico a ser usado, t., define a condi¢do de que metade da amostra
do sistema esta antes da barreira de energia e a outra metade estd depois da barreira de
energia. Ao fixar x, e calcular o tempo caracteristico a partir da condicdo inicial adotada, é
possivel obter um tempo de forma mais especifica, ao utilizar o seguinte parametro: AN (t) <
1073, Usando este critério, determina-se t, para diferentes valores de x,, no intervalo de
-0,1 < x, < —2,8. Em outras palavras, observa-se a evolucdo temporal do sistema para

diferentes valores de condicdo inicial (x,). O resultado é apresentado na Figura 4.4.

40

Figura 4.4: Relagdo entre os tempos t., que define o estado estacionario do sistema, e as condi¢des iniciais x,
variando de —0,1 a —2,8.

A figura 4.4 mostra o comportamento de t. em funcdo da condicao inicial adotada. Ha
uma regido onde t, diminui lentamente com a posicao inicial e outra regido onde o tempo
decresce acentuadamente. Este Ultimo comportamento ocorre quando x, se aproxima da

barreira de energiaem x = 0.

Outra maneira de obter um tempo caracteristico do sistema é ajustar exponencialmente
a curva da Figura 4.3 (b), AN(t) = Ae~t/*. Porém, devido a perda de informagc6es do sistema

para tempos menores que t = 0,9, o ajuste da Figura 4.3 (b) para uma exponencial é brusca.
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Esse ajuste foi feito para diferentes condicdes iniciais, para cada x,, obtém-se um tempo

caracteristico t

(&1}

|8 ]
1

. O resultado esta apresentado na Figura 4.5.

Figura 4.5: Relagdo entre o tempo caracteristico 7 e a condi¢do inicial do sistema x,.

O comportamento da curva na Figura 4.5 tem as mesmas caracteristicas da curva na

Figura 4.4, quando a condigdo inicial estd proxima da barreira de energia, o tempo

caracteristico € menor, conforme x, se afasta da barreira, t. aumenta.
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4.2. Segundo caso: a =

i~

No segundo caso, o potencial efetivo é:

2 4.6
Vo) =3 |(b1 - 5) -1 o

e possui a forma indicada na Figura 4.6.

25 1
20
15

Vﬂf [_‘PC:]

10

Figura 4.6: Potencial (4.6) em funcdo da coordenada x para a = 4//2.

Os resultados dos autovalores de energia A,, encontram-se na Tabela 4.2. Nesse caso,
o valor de v, € —0,00039 (vide Tabela 2.1), portanto, € = 0,00039.
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Tabela 4.2: Resultados dos autovalores de energia, A,, = —(v + &), para o oscilador harménico duplo com
a=—
vz

|4l 0

|41 0,00107
1451 0,99194
| 45] 1,00724
| 441 1,94814
| 45| 2,03817
| 461 2,85676
|45 3,12361
| 4] 3,83501
|46] 4,28094

A somatoria da distribuicdo de probabilidade dada pela expressdo (4.1) é truncada no
décimo termo, os valores de A,, utilizados nos célculos estdo descritos na Tabela 4.2 e suas

respectivas funcgdes de onda séo:

D, <x/§( - %)) (x =0) 47
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O resultado das distribuicbes de probabilidade P(x,t), via equacdo (4.1), esta
apresentado na Figura 4.7. Para o tempo minimo, Figura 4.7 (a), a distribuicdo de
probabilidade mostra que o sistema esta concentrado antes da barreira de energia. A Figura
4.7 (b)-(c) apresenta P (x, t) mostrando o sistema se difundindo para os minimos do potencial
até atingir o equilibrio Figura 4.7 (d). No estado estacionario, para tempos muito grandes, o
termo exponencial, dependente do tempo da expressdo (4.1), torna-se desprezivel se

comparado ao primeiro termo da série.
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Figura 4.7: Resultados obtidos no calculo da distribuicdo de probabilidade (4.1) utilizando dez termos da série e
com 0s seguintes parametros: a = % e x, = —2. As curvas (a), (b), (c) e (d) mostram a distribuicdo de

probabilidade para quatro valores diferentes de tempo e em (e) todas as curvas sdo agrupadas, o que evidencia a
evolucdo temporal do sistema.
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Na Figura 4.8 (a) estdo apresentados os graficos das probabilidades totais N; e N, a
partir das expressoes (4.2) e (4.3), respectivamente. As curvas, N; e N,, representam a difuséo
da probabilidade total do sistema, que inicialmente estad concentrado em x, = —2, em funcao
do tempo. Como esperado, no equilibrio, as probabilidades de encontrar os sitema em cada
um dos minimos do potencial sdo iguais. Na Figura 4.8 (b) esta o resultado obtido de AN (t)

em funcdo do tempo.
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Figura 4.8: No gréfico (a) estdo apresentadas as curvas das probabilidades totais em funcéo do tempo para N (t)
(4.2) e N, (t) (4.3) e em (b) esta a curvade AN(t) = N, (t) — N,(t) em funcdo do tempo.

O tempo t. é obtido da mesma forma que no caso |, ou seja, quando o critério
estabelecido para o estado estacionario é alcancado. O comportamento de t. em funcdo da

condigdo inicial no intervalo de —0,1 < x, < —4,5 esta mostrado na Figura 4.9.
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1,0x10" -
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9.0x10°
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8.0x10° . , . , . , . , . , .

Figura 4.9: Relacdo entre os tempos t., que define o estado estacionario do sistema, e as condicGes iniciais x,
variando de —0,1 a —4,5.

Analisando a Figura 4.9, € possivel identificar uma regido em que t, fica praticamente

constante e outra regido, proximo a zero, onde o tempo decresce rapidamente com x,,.

Através do ajuste exponencial da curva na Figura 4.8 (b), obtém-se um tempo
caracteristico do sistema. Esse tempo caracteristico T pode ser encontrado para diferentes

condicOes iniciais adotadas, o resultado encontrado é apresentado na Figura 4.10.
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Figura 4.10: Relacdo entre o tempo caracteristico 7 e a condicdo inicial do sistema x,.

A Figura 4.10 é semelhante a Figura 4.9, também é possivel identificar uma regido em
que 7 fica praticamente constante e outra regido, proximo a zero, onde 0 tempo decresce

rapidamente com x,.

. 6
4.3. Terceiro caso: a = —
V2

Por fim, os resultados do ultimo caso, no qual considera-se uma barreira de energia
maior do que nos dois primeiros casos estudados anteriormente. O potencial efetivo é dado

por:

Ver(x) = %[(m - 3)2 _ 1]) (4.8)



A forma grafica para este potencial, dado em (4.8), esta apresentada na Figura 4.11.

Figura 4.11: Potencial (4.8) em funcéo da coordenada x para a = 6/+/2.

Na Tabela 4.3, estdo os autovalores de energia, com & = 2,52 1078,

54
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Tabela 4.3: Resultados dos autovalores de energia, A,, = —(V + €), para o oscilador harménico duplo com
a=—=
vz

| 4] 0

|A4] 0,605 10~°
|41 0,99998

| 451 1,00001

| 441 1,99998

| 45| 2,00001

| 461 2,99979
|45 3,00018

| Ag] 3,99853

| 46] 4,00124

As funcbes de onda descritas abaixo,

D, <\/E ( _ i)) (x > 0) “9)

e 0s autovalores de energia Tabela 4.3 sdo utilizados para calcular a distribuicdo de
probabilidade segundo a expressdo (4.1) com dez termos, isto é, n = 9. O resultado obtido
encontra-se na Figura 4.12 para diferentes valores de tempo, Figura 4.12 (a)-(d), e todos os
tempos juntos na Figura 4.12 (e) para evidenciar a evolucdo temporal de P(x,t). Nas curvas

apresentadas foi adotado x, = —2.
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Figura 4.12: Resultados obtidos no calculo da distribuicéo de probabilidade (4.1) utilizando dez termos da série e
com 0S seguintes pardmetros: a = % e xo =—2. As curvas (a), (b), (c) e (d) mostram a distribuicdo de

probabilidade para quatro valores diferentes de tempo e em (e) todas as curvas sdo agrupadas evidenciando a
evolucdo temporal do sistema.

As probabilidades totais N; (t) e N,(t), expressoes (4.2) e (4.3), respectivamente estdo

apresentadas a seguir na Figura 4.13.
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Figura 4.13: No gréfico (a), estdo apresentadas as curvas das probabilidades totais em fungdo do tempo para
N;(t) (4.2) e N,(t) (4.3) e em (b) esta a curva de AN(t) = N,(t) — N,(t) em funcéo do tempo.
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O critério utilizado para obter o tempo t. para diferentes condi¢des iniciais foi o

mesmo daquele usado nos primeiros casos estudados. A Figura 4.14 mostra 0 comportamento

de t. em funcdo da condic&o inicial no intervalo de —0,1 < x, < —6,8.

Ex10° -
Ex10”
Ex10”
Ex10°
Ex10
Ax10
4x10°
4x10°
4x10° -

4x10°

g

E

Figura 4.14: Relacdo entre os tempos t., que define o estado estacionario do sistema e as condigdes iniciais x,
variando de —0,1 a —6,8.

Na Figura 4.14 existe uma regido em que t. fica praticamente constante e outra regiéo,

proximo a barreira de energia, onde o tempo decresce rapidamente com x,.

Ajustando exponencialmente a Figura 4.13 (b), AN(t) = Ae~t/, é possivel obter um

tempo caracteristico T do sistema da mesma forma que nos casos anteriores. Esse ajuste foi

feito para diversos valores de x,, assim tém-se os valores de t correspondente a cada

condicao inicial (vide Figura 4.15).
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Figura 4.15: Relacdo entre o tempo caracteristico 7 e a condicdo inicial do sistema x.

O comportamento da curva na Figura 4.15 é semelhante ao comportamento da curva

na Figura 4.14.

4.4. Analise dos Resultados

O objetivo de considerar a condicdo inicial, x,, negativo no célculo da distribuicdo de
probabilidade é de colocar Oo sistema do lado esquerdo da barreira de energia e analisar seu
comportamento através da evolugdo temporal. Pelas Figuras 4.2, 4.7 e 4.12 pode-se observar
0 processo de transicao entre os dois minimos do potencial para os trés casos estudados.

Para tempos pequenos, a distribuicdo de probabilidade se aproxima da funcdo delta de
Dirac, cuja expansdo é uma série infinita. A necessidade de truncamento da série de P(x,t)
gera erros, por esta razao, os resultados obtidos indicam que para tempos muito pequenos ha
necessidade de um nimero maior de termos na série. Sendo assim, foi fixado o nimero de
termos na expansdo e diminuido o valor do tempo até que os resultados se mostrassem

inconsistentes, ou seja, 0 aparecimento de valores negativos para a probabilidade. Esses
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tempos minimos sdo diferentes para cada caso, no item (a) das Figuras 4.2, 4.7 e 4.12 estdo
representadas as curvas referentes at =0,9,t = 1,6 e t = 10, respectivamente. No estado
estacionario, item (d) de cada uma dessas figuras, as probabilidades de encontrar o sistema
préximo a cada minimo dos pocos séo iguais, isto indica que a regido mais provavel de se
encontrar o sistema é a posicdo de menor energia do potencial. A fim de verificar esses
resultados, foi feita uma comparacgédo grafica da distribuicdo de probabilidade para o estado
estacionario com a somatéria de duas gaussianas P; e P, para x>0 e x <0,

respectivamente. Esses resultados estdo mostrados no apéndice A.

Pode-se observar que o tamanho da barreira de energia influencia no tempo minimo e
no tempo do estado estacionario. Este comportamento esta mostrado na Tabela 4.4 e nas
Figuras 4.2, 4.7 e 4.12.

Tabela 4.4: Valores do tempo minimo e do tempo do estado estacionario para os trés casos estudados.

Parametro do potencial oy 2 oy 4 oy 6
V2 V2 V2
Tempo minimo calculado com dez 0,9 1,6 10
termos na expansao de P(x,t)
Tempo para atingir o estado
estacionario segundo o critério de 42 10345 152216 103
que AN(t) < 1073

Quanto menor o tamanho da barreira de energia, 0s tempos de transi¢des também séo
menores, vide Tabela 4.4. O tempo de transicdo é dado pelo tempo que o sistema leva para

atravessar a barreira de energia em x = 0, a regido de transicao.

As Figuras 4.3 (a), 4.8 (a) e 4.13 (a) apresentam os resultados das probabilidades totais
em funcdo do tempo através das expressoes (4.2) e (4.3). Por causa da funcdo deltaem t = 0,
envolver x, negativo todo o sistema esté inicialmente do lado esquerdo da barreira de energia.
Observa-se que inicialmente a probabilidade é um para N, e a probabilidade é zero para N,.

Os calculos para obtencdo grafica dessas figuras sdo efetivamente feitos a partir dos tempos
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minimos de cada caso. Pode-se observar que para tempos menores a probabilidade é maior

para N; e conforme o tempo aumenta essas probabilidades se igualam.

Nas Figuras 4.4, 4.9 e 4.14, quando a condicdo inicial esta proxima da barreira, 0
tempo caracteristico t. € menor, conforme x, se afasta da barreira, t, aumenta. Isso mostra
que se deve levar em conta a distancia da condicdo inicial até a barreira para estabelecer o
tempo de transicdo. Observa-se que a partir de x, proximo ao minimo do poco, o tempo fica
constante, exceto para a Figura 4.4 que os tempos estdo bem proximos, mas ndo constantes.
Isso se deve ao fato da barreira de energia ser muito pequena, o que ndo influencia muito nos
tempos de transicdo. Esse resultado discutido acima também pode ser observado nas Figuras
4.5, 4.10 e 4.15, para um tempo caracteristico T obtido através do ajuste exponenciais das
Figuras 4.3 (b), 4.8 (b) e 4.13 (b).
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CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foi obtida a solucdo analitica da equacdo de Fokker-Planck para um
potencial relacionado ao oscilador harménico duplo. Pelo fato da equacdo de Fokker-Planck
ser associada a equacdo de Schrddinger, a solugdo da equacdo tipo Schrodinger é semelhante
a solucdo da equacdo de Schrodinger para este potencial (vide capitulo 11 e capitulo I11). Desta
forma, potenciais resolvidos quanticamente podem ser traduzidos para a equacédo de Fokker-
Planck.

O potencial estudado é um potencial biestavel simétrico em relacdo a origem. Desse
modo, pode-se observar a evolucdo temporal do sistema e o processo de transi¢do entre 0s
dois minimos do potencial. Inicialmente a distribui¢cdo de probabilidade P(x,t) se aproxima
de uma funcdo delta, condicdo inicial do sistema, Figuras 4.2 (a), 4.6 (a) e 4.10 (a). E no
equilibrio, o termo exponencial dependente do tempo torna-se desprezivel se comparado com
0 primeiro termo da série, e 0 estado estacionario é atingido mostrando que as probabilidades
de encontrar o sistema proximo a cada minimo dos poc¢os séo iguais, Figuras 4.2 (d), 4.6 (d) e
4.10 (d), o que era esperado, ja que a regido mais provavel de encontrar o sistema é préximo a
posicdo de menor energia do potencial. As curvas da distribuicdo de probabilidade em todos

0S casos estdo normalizadas.

Os resultados da variacdo do tempo t. em relacdo a condi¢do inicial x, sdo
qualitativamente parecidos com o resultado obtido pelo método de Monte Carlo (CHAHINE,
OLIVEIRA, LEITE & WANG, 2007). Outra maneira de obter um tempo caracteristico do
sistema é através do ajuste exponencial das Figuras 4.3 (b), 4.8 (b) e 4.13 (b). Sendo assim,
pode-se analisar que o comportamento das curvas para t nas Figuras 4.5, 4.10 e 4.15 séo

semelhantes ao comportamento das curvas para t. nas Figuras 4.4, 4.9 e 4.14.

Através das solugdes analiticas obtidas, pode-se concluir que a metodologia utilizada é
consistente e permite uma analise qualitativa do sistema. Uma aplicacdo para o tratamento
sugerido esta relacionada com o processo de enovelamento protéico na temperatura de
enovelamento. Essa condicdo é refletida no fato de a cadeia ter possibilidades iguais de ser

encontrada em cada um dos seus dois estados, enovelada e desenovelada.
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APENDICE A

Neste apéndice sdo analisados os resultados da distribuicdo de probabilidade no estado
estacionario representados nas Figuras 4.2 (d), 4.7 (d) e 4.12 (d) com a soma de duas
gaussianas, Py (x,t) = Pi(x,t) + P,(x,t). As gaussianas estdo apresentadas nas seguintes
expressoes (RISKEN, 1989):

((x—a)—xle_t)z (A1)
T 1/2 2D(1—e—2%)
P1(x, t) = (m) e para X >0
(5]
((x+0¢)—xze‘t)2 (A.2)
T 1/2 2D(1—e~2%)
PZ(X, t) = (m) e para x <0

A.1. Andlise do primeiro caso: a = %

Com a finalidade de confirmar a similaridade entre a distribuicdo de probabilidade do

estado estacionario na Figura 4.2 (d) com a soma das gaussianas, F,(x,t) = P;(x,t) +
P,(x,t), foi feito um grafico com as duas curvas. Neste grafico, Figura A.1, foi usado para

a = 2/~/2, 0s sequintes parametros: D = 0,5, x; = x, = 0 e t = 42.
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Pix,t)

Figura A.1: Comparacdo gréfica da distribuicdo de probabilidade para o estado estacionério, Figura 4.2 (d) e a
soma das gaussianas (A.1) e (A.2) para a = 2/~/2.

A.2. Andlise do segundo caso: a =

NIl

Com o objetivo de confirmar a similaridade entre a distribuicdo de probabilidade do

estado estacionario na Figura 4.7 (d) com a soma das gaussianas, P, (x,t) = P;(x,t) +
P,(x,t), foi feito um gréfico com as duas curvas. Neste gréfico, Figura A.2, foi usado para

a = 4/~/2, 0s sequintes parametros: D = 0,5, x; = x, = 0 e t = 10345.
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P(x,8)
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4

Figura A.2: Comparacéo gréafica da distribuicdo de probabilidade para o estado estacionario, Figura 4.7 (d), e a
soma das gaussianas (A.1) e (A.2) para a = 4//2.

A.3. Analise do terceiro caso: a = %

Com o proposito de confirmar a similaridade entre a distribuicdo de probabilidade do
estado estacionario na Figura 4.12 (d) com a soma das gaussianas, F,(x,t) = P;(x,t) +
P,(x,t), foi feito um gréafico com as duas curvas. Neste grafico, Figura A.3, foi usado para

a = 6/~/2, 0s sequintes parametros: D = 0,5, x;, = x, = 0 e t = 152216 103.
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s = B(x.8) P(x,t)
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Figura A.3: Comparacdo grafica da distribuicdo de probabilidade para o estado estacionario, Figura 4.12 (d) e a
soma das gaussianas (A.1) e (A.2) para a = 6/~/2.
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