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INTRODUÇÃO

O presente trabalho tem sua origem nos estudos que vínha­

mos fazendo sobre tópicos de Álgebra com implicaçõesde ordem topo­
lógica. Dentre estes assuntos, a topologia de Zariski, obtida no

espectro de um anel comutativo, ocupa um lugar digno de atenção,
­ . sf . e

­
2não so por suas possiveis aplicaçoes (por exemplo,em GeometriaAl­

o
o

r
. O .gebrica) como tambem pelos aspectos intrinsecamente interessantes

que envolve.

O primeiro capítulo de nosso trabalho se destina a apre­

sentar os pre­requisitos sobre Aneis e Módulos. Tais resultados se

encontram distribuídos pela bibliografia, sem diferenças conside­
ráveis, especialmente em [1], [2]. [4], [8] e [19]. Certas demons­

­
1a. . ­ PA

traçoes foram omitidas ou resumidas por razoes obvias.

No capítulo II introduzimos a topologia espectral de um

Anel. E o fazemos através de uma condição necessaria e suficiente

para que uma classe de sub­conjuntos de um dado conjunto, não va­

zio, seja base de uma topologia nesse conjunto. So posteriormente
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passamos a caracterizar os fechados da topologia obtida. Neste ca­

pítulo introduzimos o axioma T, no espectro de um anel. Tal axioma,
intermediário entre os axiomas T. e T foi introduzido em Topolo­o 1

gia em 1962, por Aull e Thrcn. Damos, também, uma condição sufi­

ciente para que o espectro de um anel satisfaça a tal axioma. Como

os anéis sub­diretamente irredutíveis não terão um estudo especial

no capítulo seguinte, damos aqui, no parágrafo sobre "Separação",

uma condição necessária e suficiente para que o espectro destes a­

néis satisfaça ao axioma Tr

No capítulo III, em que estudamos algumas facetas do es­

pectro de certos anéis, seguimos a seguinte orientação: focalizar

apenas os aspectos algebricos essenciais desses aneiscom vistas ao
seu espectro. Assim, entre outras coisas, tratamos das seguintes

questões: (a) No primeiro parágrafo damos uma condição necessária e

suficiente para que uma seqilencia de pontos do espectro de um Anel

Regular seja convergente, bem como a condição de irredutibilidade

do espectro de um tal anel; demonstramos, ainda, a equivalência dos

axiomas T e T, no espectro de um anel, fato este que depende do
seguinte resultado de caráter exclusivamente algébrico: "se todos

os ideais primos de um anel À são maximais, então A/n(A) é um anel

regular". (b) No parágrafo segundo, que trata dos anéis noetheria­
” ». ”u

'

Onos, alem de tratarmos das "condiçoes de cadeia" para os seus es­

pectros, damos a condição de irredutibilidade de tais espectros,nos
e, Dx é

. s f .

casos em que os aneis sao, tambem, sub­diretamente irredutiveis.

(c) No terceiro parágrafo descrevemos os fechados do espectrode um
ES

Anel de Dedekind e, ainda sobre o espectro de tais anéis, damos uma
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condição necessária e suficiente para que se verifique o axioma Tn
e estudamos o problemãà de conexão por caminhos. (d) No último para­

grafo focalizamos o espectro dos Aneis Artinianos. Aqui, alem de

termos descrito tais espectros (aliás triviais), inclusive no caso
A . s £s . Fá . .de os anéis serem sub­diretamente irredutiíveis (além de artinianos),

. ­ b
. . > A º £f

demos uma condiçao necessaria e suficiente para que seja irreduti­

vel o espectro de um Anel Semi­simples.

Por último gostaríamos de deixar público nosso mais sin­

ceros agradecimentos aos dignos professores Dr. JairoS. da Fonseca,
não só por ter aceitado a orientação deste trabalho, como também,

entre outras coisas, por ser o responsável diretopor nosso ingres­

so na carreira universitária e Dr. Roberto C.F.Costa que, com a

máxima boa vontade, leu grande parte dos originais deste trabalho,

dando­nos a respeito proveitosas sugestoes.
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CAPÍTULO I

ANÉIS E MÓDULOS

S1º | IDFAIS

1. INTRODUÇÃO

Pa DO . dá DO .Aos aneis comutativos com unidade (unicos a serem consi­

derados neste trabalho) chamaremos apenas de anéis, em tudo o que

se segue.

Dado um anel A, um sub­conjunto ICA eéchamado ideal em A

se: (a) IZD; (b) xyEI =>x­yE6EI e (c)a€&A e xEI =D

==> ax El. Desta definição decorre que: OEI; x,y€6I =>

x+yE6ElIl; se U(A)NIZA, onde A! indica o conjunto dos ele­
. s 2º ”

mentos inversiveis de À, entao I=ÃÀA,

Proposição 1­l. Um anel À é um corpo se, e somente se,
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os únicos ideais em A são (O) e A.

Demonstração:

(==>) Seja I um ideal em A tal que 17 (0). Tomando
­l =

a€I, aZO, então a EA e a .a=l€I. Logo I=A.

(<==) VYa€cA, a£zO, o conjunto I=fax:xea) e um
ideal em À e 12 (0) « Logo Ix EA tal que a.x = « Então exis­
te alea, VYa€A*. EntãoA é corpo. *H

Dada uma família (Ir) ex de ideais em um anel A é ób­
vio que também é um ideal em À o conjunto I = n IT, .

reL

Sendo fla família de todos os ideais de A e fé* = H­ (to),
se o ideal à = n I for diferente do ideal nulo (o) , então di­

ITeH*
remos que À é um anel sub­diretamente irredutível.

Consideremos agora dois anéis: A e B. Seja f:A­>B um

homomorfismo. Facilmente se demonstra que: (a) "nf l(3) é um ideal
em A,, qualquer que seja o ideal Jem B; b) se fé um epimorfis­

mo e IT é um ideal em A, então f(I) é um ideal em B'.

2. IDEAIS GERADOS

Seja E/ZÚÀ uma parte de um anel A. O ideal gerado por E

é, por definição, o ideal

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



(9) = fax] +u.+a x, : r>21, ape a E e x ie x SE).
Se Ez (371º Jar o Y bh r>l, então usaremos a notação

E

yo e... y­) *, às vezes, ao invés de (E). Os ideais gerados por
conjuntos unitarios são chu.4dos ideais principais. Se todos os

ideais de um anel de integridade forem principais, este se chamara

anel principal.

Dado um ideal I num anel À e um elemento a€À, o con­

(a,T1) = (ax+i : xEA e iel|
é um ideal em A que se chamará ideal gerado por a e Il. Obviamen­

te: a €E(a,I), 1C(a,I) ese aéI, então 1$&(a,I).

3. IDEAIS PRIMOS, MAXIMAIS E PRIMÁRIOS

Seja PZA um ideal num anel A. Diremosque P éum ideal

primo se: a.bEP==> a€P ou DbEFP.

A intersecção de todos os ideais primos de À será chamada

nilradical de À e será indicada por n(A).

Proposição 1­2. xen(A) <=> HT ieZ, i>O, tal que

Demonstração:

(<==) x'=0 ==> x" EP, para todo ideal primo P ==>

* Estes ideais são chamados ideais de tipo finito.
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==> xEP, para todo ideal primo P==> x en(A).

(==>) Se x"/ZO0O, VYi>O0, então seria não vazia a famí­

lia É dos ideais E de À tais que x 21 ; Yn>0 ((0)E%P), o

lema de Zorn garante, então, a existencia de um ideal maximalP nes­
ty. : .

”

ra familia, orderada roer inºslusaão.

Sejam a,bE€EÀ tais qu: a,b ÉP. Então PS(a,P) e

PEít,P). Devido à condição de P, então (a,P) é 3 e (n7,P)ÉZ.
Logo 17 r,s>0 tais que xE(a,P) e xE(b,P). Logo xPel(ab,P).

Então (ab,P)Z& oque implica que abéP (apeP =>

==> (ab, P)CP ==> x"é (ab,P), Yn>0O0). Portanto P é um ideal primo.
Como xÉP, então xén(A). Absurdo. +

Definição. Os elementos do nilradical de um anel A são

1rhkamados elenent»”s nilpotentes.

Um ideal M rum anel A é chamado ideal maximal se MZA e
É

. e DÁ .
É

se o unico ideal que contem M, propriamente, e o anel A.

Uma aplicação rotineira do lema de Zorn garante a existen­

cia de um ideal maximal, ao menos, em cada anel A. Analogamente

garante, tambem, que todo ideal 1 está contido num ideal ma­
ximal.

Proposição 1­3. Todo ideal maximal é primo.

Demonstração

Seja M um ideal maximal. Tomemos a e b em À demodo que
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a.beM. Se adM, então M$(a,M). Logo (a,M)=A. Então Tue

e mvEM de modo que l=au+m. Donde: E=abu+mb. Isto mostra

que bEM. +H

Proposição 1.4. Seja j(A) a intersecção de todos os i­

deais maximais do anel 4. Então: x€j(A)<=>1l­xy é inversível,

Demonstração

(—=>) Se existisse Jo EA tal que l1­ xy, não fosse in­
versivel, então existiria um ideal maximal M tal que

Como xEj(A)CM e como 1­xX EM, então 1€M. Absur­

(<==) Suponhamos que M é um ideal maximal em À e que

xÉM. Então

(x,M) = A.

Assim, existen mEM e y€EA tais que l1=m+xy. Con­

seqlentemente l1­xy€EM e l1­xy não é inversível. Absurdo. +

Definição. O ideal j(A) será chamado radical de Ja­

cobson do anel À.

Definição. Dado um ideal I no anel À chamaremos de anu­

lador de I o ideal Ann(I) = ÍxeaA: xa=0O0, YaeI).
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Uma decorrência imediata da definição anteriore que dados
os ideais I e J em A, então

ICJ ==> Ann(J) cCAnn(I) .

Proposição 1­5. Seja A um anel sub­diretamente irreduti­

vel. Então: (a) Ann(A) é maximal; (b) xeaAnn(À) <=> x=O0 ou x

e divisor proprio do zero.

Demonstração:

De início observemos que VYueÃÂ, uzo=>ÂÃ=(u), o que

decorre diretamente da definição de À.

(a) Dado x&Ann(Ã), então TaeceÂ de modo que xa /zZoO.

Como xa€ÃÂ, então Â=(xa) o que implica que AseÃ de modo

que a=xas. Da igualdade a(l­xs)=O segue­se que l­xs€

€ Ann(À), pois àÀ=(a).

Se Ann'Ài) não fosse maximal, existiria um ideal J em À

Ann(À)SJEA.

Tomando 7y €EJ­Ann(ÀÃ), então, conforme vimos no primeiro

parágrafo da demonstração, existe s e de modo que 1­y7s,º
E Ann(À). Logo lEeJ. Absurdo.

(b) Seja v um divisor próprio do zero em A. Então

Ann(v) = Ann((v)) Z (O).

Portanto ÂACaAnn(v). Mas, À CAnn(v) ==> Ann(Ann(v)) cAnn(Â). Co­

mo veaânn(lânn(v)), então veaAann(àÃ). Logo Ann(À) contém os di­

visores de zero de A. À inclusão contrária e imediata. +

EV
AVAVAY

1 2 3 4 5 6 unesp 11 12 13 14 15 16 17



Definição. Um ideal Q no anel A é chamado ideal primario

se xy EQ => x€Q ou dq n>0:7y7y"eqQ,.

É evidente, pois, que todo ideal primo ê, também, um ideal

primario.

4. OPERAÇÕES COM IDEAIS

Sejam I e J ideais em A. Chamaremos de soma e produto,

respectivamente, de I e J aos seguintes ideais:

I+ 3d =Íxiy:xeEI e yes) e
r

1.3 = (2 xy,: x EI, y,€J e r>1).
Por indução se definem soma e produto de n ideais (n>2).

Em particular “1º = I.I. ...I (n vezes).

Dados os ideais I e J em A: INJCINJCI+O.

Dois ideais I e J dizem­se co­primos se I+J=A. Neste

caso é fácil ver que INJ=1I.J.

I (n>2) ideais em À.Proposição 1­6. Sejam Io e, T,

a) Se esses ideais são co­primos, dois a dois, então
n

b) Se P é um ideal primo tal que PDfÍ) Is então
r=l

Demonstração
x” +. Oa) Para n=2 ja observamos acima. Admitamos que
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n­. n­l

nN 1,= TT 1,=J. Como 1+11 = (1) (IXr<«n­l), então existem
=) "s=lr

n­—l n­l
I € : = º = =

.x EI, e 5), Ii: xt 1 Logo TI x. TT yr) Isto
2

r r

nl
r=l r=l

que Tx ­1€T. Portanto, A vEI de modo que
re 7 n n

n­l

TT x, . Isto mostra que (1) = 1,+9. Conseqillentemente
r=1 *

n

J.I, = JNT, = Fº
r=l

b) Suponhamos que, Yr, r=1,2,..,2 => 1 ÉP. Então, 9
tal que x É P, 1, E x, ET, tal que x É P. Logo

XX, Xp o ee XxX EI TI. he. 1, 1 N..NIT SP. Como P é primo, um1 2 n 1 2

dos x. está em P. Absurdo.
n

Obs.: Em particular, se P = () Io então P é igual a
r=l

um dos I .
r

S. RADICAL DE UM IDEAL

Dados um anel A e um ideal I em A, o radical de 1 (r(I))

é, por definição, o ideal

r(I) = (xe : Tn>O0 e x'eI).

Dados os ideais IL e Jem A as seguintes relações são ver­
dadeiras:

(a) I€Cr(I)

(b) r(1.3) = r(I1NJ) = r(1) Nr(OS)
(ce) r(1) = (1) <=> I = (1)
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(à) r(T+J) = r(r(1) + r(D))
(e) r(1)+r(J)) = (1) <=> I+J = (1)

(f) Se P é um ideal primo, então rí(p")=P, vVYn>O.

À
Proposição 1­7. Se Qeéumn ideal primário no anel A, en­

tão r(Q) é o menor ideal primo que contém Q.

Demonstração:

x.) cr(Q) =>9 m>0: (x.y)=x y" eQ=>x"ecQou Udn>O:
y" eceQ=>xer(0) ou yer(Q). Logo r(Q) é primo.

Seja P um ideal primo que contém Q. Então: x€r(QA) =>

An>0: 'EeEQ=>x'eEP=>xe€P. Logo r(QCP. H

6. IDEAIS PRIMOS MINIMAIS

O . .
e

O .Diremos que um ideal primo P num anel À e um ideal primo

minimal se P for minimal no conjunto dos ideais primos de À, orde­

nado por inclusão.

Uma parte multiplicativa de um anel À é um sub­conjunto

SCA, SZW, fechado para a multiplicação. Obviamente um ideal P

e primo se, e somente se, A­P &eé uma parte multiplicativa de A.

Proposição 1­8. Se S é uma parte multiplicativa de um
­

2 » s f . .anel A e se O ds , entao existe um ideal maximal na familia dos i­
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deais que não interceptam S; um tal ideal necessariamente e primo.

Demonstração

A existencia se prova, tambem, atraves do lema de Zorn.

Seja P um desses ideais e mostremos que ele é primo.

Suponhamos x.yeP, x&ÉP e yéP. Então PE(x,P) e

PS(y,P). Logo, Tue(x,P)NS e Tve(y,P)NS, taisque u,véP.
Como, porém, u.vEílx,P).(y,P)cíxy,P)CP, então PNS /ZgZ (uv

está em S). Absurdo. +H

Corolário. Se Pé um ideal primo minimal, então, VYx€EP,

ds€A­P e Tk>0, kEZ, de modo que s.xº=0.

Demonstração:

O conjunto S=Í(s.x":r>O e sEeA­P| é uma parte mul­
tiplicativa de A.

Se OéÉS, então existe um ideal primo P' tal que PINS=
Mas, VYSsEA­P, s­=­s.x ES. Assim A­PCS, e, então,

CP. Ademais, PNS=À =>P'CS". Logo PCP. Poroutro lado,

como x€P e x=1.x14, então x€S. Então xdP'. Podemos afir­
mar pois, que P'&P. Absurdo.

Logo O€S e, então, Tk>O0, kEZ, de modo que O=s.x*.

7. PRODUTOS DIRETOS

a

Consideremos n aneis (n > 2): n O conjunto

10
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n

= Sã = Íf(asão, ão) : a, EA, “.. a e A) tera uma estru­
dá Rh

detura anel, se definirmos nele a adição e a multiplicação compo­

rvente a componente, isto e

(ajrãos e ão) +(b.,. ;b) = (a,+b, + agtbos e a tb.)

(aão, n..a)) . (b,, eb) = (a,­b, ; ab, e.., a bp)

Este anel será chamado produto direto dos aneis Às às, e...

Proposição 1­9. Dados os aneis djs 47) e... A, ; para que
; Seja um ideal e necessario e suficiente que existam i­

* Los ve... TI, em E e... À, ; respectivamente, de modo que

Demonstração:

(<==) Evidente.

(==>) Seja I um ideal em A. Cada uma das aplicações

definidas por PríXxpo ey Kia esa x) =x, eum epimor­
fismo. Então pr (D) = 1, é um ideal em A, para cada r. Mos­

n

tremos que I = XX II.
: r
i=l

VYx EI =>9xs= (es, xo .) EI tal que Pp, (x) =x.
Logo Cisg Xoo he) (O, va 1, .., O) = (O, ne, Ko cms 0)EI. Isto im­

plica que f(o, .... O, Xp O, .., O): x EI, ) cI Yr, l«r<n. ÀAs­
sim: Y (1 e... Jo) e XI, ==> 1 e... Jp) = O, O, 2.1, O) + 1. +

r=l

+ (O, .h., O, Yo) er.
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Por outro lado, se
n então pj (x) =

= x, E, s.os Pp (X)=x ET, ­ r +

8. ANEL QUOCIENTE

Dado um ideal I no anel A, a relação nem A, definida
'"

pela sentença "x­­y <=> x­y€4&" e, claramente, uma relação de

equivalencia em À. As classes de equivalencia são, Va€A, os con­

juntos a=a+ Is fa+i: iel ).

As leis de composição

(a+1)+(b+I) (a+b)+I

(a+T1).(b+I) ab+1

estão bem definidas em A/«­, que será indicado por A/I, e dão uma
estrutura de anel a este conjunto quociente.

Este anel é chamado anel quociente de A por [.

O epimorfismo xr­x+I de A em A/I é chamado homomorfis­

mo canonico de A em A/L.

Proposição 1­10. Seja I um ideal no anel A. Então: (a)

A/I êum anel de integridade <==> I é primo; (b) A/I é corpo <=>

Í e maximal.

Demonstração:

(a) Imediata.
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(E) Soja M um ideal em A tal que I&M e tomemos

aEeEM­I. Então FE =a+rIZI=0O. SendoA/Ium corpo, então existe

bEAMIde forma que a.b= 1, ou seja, ab­léel. Logo ab­l€EM,

e como a€M, então leM. Vale dizer: M=A.

í(<==) Seja a'A/I, 2/0. Então agl. Considere­

moro ideal M=(a,I). Como I&M, então M=A. LogoA i el e
x EA tais qre l=i +ax . Fortanto a.x = 1. à

o o o o. !

Proposição l­11. Qualquer que seja o anel A, n(A/n(A))=

= (6).

Demonstração:

— Sn —
”Seja a€EA/nN(A))tal que (a) =O. Então aen(A) do

mque resulta que q m>O:a""=0. Logo aen(A) e a=0. H

Pronosição l­12. Dado um ideal EI no anel A, então r(T)=

=M(P:P é primo ePo5I).
Demonstração:

a £f +Observemos de inicio que

n(A/I)= ([a+1I:A n>O e a'+I=I)=(a+1:9n>0 e a'e).
Logo: a+ Ien(A/I)<==> a Er(I). Provaremos aseguir que

a+Ien(MV/I)<=> a eNÍP :P é primo e PODI J 1 o que equivale “a
proposição enunciada. ps.

Srs Yan(=>) Semieo Plum ideal primo en A e €:4A­ A/I o homo­

morfismo canonico. É fácil provar que C(P) é um ideal primo em
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A/Iº.

Seja 3 a coleção dos ideais primos de Aquecontêml1l.  Pa­

ra todo a+IeEnIA/I): a+Ienti/I)=> a+I€ES(P,), YP.E FT =—>
VP, E e | Pp,EPr: a+I=6(p)s= p,+I => VP 63, dp,EP, :

== ­.EP, > a€P,, YP,E .­ » VP
E!

0 caoa Pp. ET PE, q PE P, a­P,

(<==) Seia a€A um elemento que está em todos os ideais

primos de À que contem I. Se P éum ideal primo em A/I, então

co P) é um ideal primo em À que contem Iyuma vez que IEP. Lo­
E£o a e E (6), Então G6ía)=a+1I€EP. H

Prceposição 1­13. Dados os ideais Ts e... IT, no anel À e
n

indicando por %? o homomorfismo 4: A> X (AT) dado por
r=l

S(x) = (x+ To ee. x+1)
e

+ .
­

.e epimorfismo <=> TI, TI. sao co­primos, sempre quee

.

n

e monomorfismo <=> VV = (0).r=

Demonstração:

(a) (==) Existe x€A tal que Y(x)=(1,0,..,0).

Então x­lel, e xe, . De forma que
x+ (x­1) =­1€61,+1,.

A. Analogamente se procede no caso geral.

(<==) Como 1, +I = À (Yr>1) então, para cada
r>l1, existem u EI e veI de modo que u +v =1L. Fazen­Or 1 r r r r que asvele emtom o seledeste
* A imagem de um ideal primo por um epimorfismo e, sempre/ um ideal

primo. A imagem inversa de um ideal primo por um homomorfismo é
um ideal primo.
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n n

Mv, então xa 7 (1­ u) « Logo x 1
r=2 r=2

Conseqilentemente f(x) = (1,0,...,0). Analogamente e­
­1E€I1, e x, EI

1. r

xistem Xx,, ..,x EA tais que Px) =(0,1,0 O), e, Px) =
1 ...., n

+ ee. +a X)) = (ap... ão o que prova que “* é sobre­

n
— =.

— —
À

= (O, ...,0,1). Portanto, dado (a a ) E X(7­), segue­se
r=l Tr

que Plax,
jetora.

(b) Notemos que

tora se, e somente se,

Lema. Seja A um anel de integridade. Se o numero de i­
.

á
. . ­” e

deais de À e finito, entao À e um corpo.

Demonstração:

Para todo r>0, 1 =(x.a': xeEA) ; ondea e um ele­
mento fixo e não nulo de A, é um ideal em A. Logo existem m,n€Z

(nm>n>O0, por exemplo) tais que T,=IT,. Como ae To então
m­n­l Ja o quea'=x.a" (x eA). Logo e l=(x.a

o o o

prova que À é corpo. it

Proposição 1­14. Para que um anel À seja isomorfo a um
s . .

o “
. .

”

produto direto finito de corpos e necessarioe suficiente que o nu­

mero de ideais de À seja finito e que n(A)=(0O).

Demonstração:

(==>) Evidente, observando que o zero eounico elemento
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nilpotente de um corpo e levando em conta a proposição 1­9.

(<=) Se A é um anel de integridade é imediato,por cau­
sa do lema.

De um modo geral, existem ideais primos Ps ee P. em À
de modo que P,NP,N..NP,= (o) . Como cada A/P é um anel de
integridade e como pelo homomorfismo canônico arm a+P, de À so­
bre NA ideais distintos neste ultimo têm imagens inversas distin­
tas em A, então A/P, tem um numero finito de ideais. Logo cada A/P,
e corpo. Assim sendo cada P. é maximal e, então

ris => P+P =,
.

Por outro lado, como P, N..NMNP,=(0), então V:A> x (A/Pr),1
r=l

dada por f(x) = (x+P,, «e. ,x+P), e um isomorfismo. +

9. ANEL DE FRAÇÕES

Seja À um anel e indiquemos por S uma parte multiplicati+­

va de A tal que OÉS e lES. A relação E em AxS assim de­

finida:

(a,s) = (b,t) <=> T ueS : (at­bs)u = O

e uma relação de equivalencia., Uma classe de equivalencia .a,s)
Sá . .

a
s . FA SS=sera indicada, neste caso,por . O conjunto quociente AXY= por

sla, ,

­l
:Obteremos uma estrutura de anel em S À  seconsiderarmos

as leis (bem definidas):
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at+ bs
st

abb
t st

st será chamado, ertão, anel das fraçoes de À em rela­

É importante o caso em que S=A­P, sendo P um ideal

primo. Aqui, em vez de (ap)! A, usa­se a notação Àp.

Proposição 1­15. Se P é um ideal primo no anel À,

( 2 EAp; aeP|) é o único ideal maximal de Ap:

Demonstraçao:

É fácil verificar que U é um ideal em Ap. Por outro la­

dao, se V é um ideal em Ap tal que , então À Dev­U. Logo
bEeA­P, o que acarreta que Então 1€V e, dai

Ss e
. O OAdemais, se W e um ideal maximal em Àp diferente de U,

então existe um elemento em W que não está em U. Repetindo o ra­

ciocínio anterior: W = Ap Absurdo. H

Definição. Um anel que so contem um ideal maximal e cha­

mado anel locai.
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S2º | MÓDULOS

1. INTRODUÇÃO

”

Dado um anel A, diremos que um grupo aditivo abeliano M e

um A­modulo se existir uma lei de composição (a,x)——ax de AxM

em M com as seguintes propriedades:

(a) (ab)x = albx)

(b) (a+b)x=ax+bx

(0) a(x+y) = ax+ay
(a) 1x =x

Ya,bEeA e Yx,yEM.

Se o anel À for um corpo, então M sera um espaço vetorial

sobre A.*

Nota. Abster­nos­emos de definir aqui os conceitos de

sub­modulo, homomorfismo e isomorfismo de modulos, nucleo e imagem

de um homomorfismo, modulo quociente e homomorfismo canonicoe base
o e o ou

Í

É À

de um modulo, pelo fato de as definiçoes serem analogas as respec­

tivas para espaços vetoriais. O teorema do homomorfismo tambem e

valido, obviamente, para modulos.

*. A teoria da dimensão para espaços vetoriais sera pressupostanes­
te trabalho.
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2. MÓDULOS DE COMBINAÇÕES LINEARES

Dado um anel A e um conjunto LZQ o tonjunto Al das apli­
caçõoes de L em A terá uma estrutura de modulo se definirmos f+g

e af. Vf.g e ab e Va€eA, da seguinte forma:
(f+g)(x) = f(x) +g(x), VxEL

(af)(x) = af(x), VxEL.

(L) c a" das aplicaçoes quase­nulas de
(L)

O sub­conjunto À

L em À é um sub­modulo de AP, A
(L)

e um modulo livre, isto e, e­

sobre A. Com efeito, afamília (e ) de
reL

, onde e (s)=1l, se r=s e e (s)=0, se rs,
xiste uma base de A

elementos de a ()

satisfaz as duas condições da definição de base, o quese pode pro­

var sem embaraços.

Proposição 1­16. Para quejuma: família (x) L de ele­rê
'

e
­mentos de um A­módulo Mi seja base de M é necessario e suficiente

(L) |que M seja isomorfo a À º

Demonstração:

(==>) VYxEM, existe uma familia quase­nula (ar) eLr

em A tal que x= > ax . A aplicação x"— (ar) e um iso­

xeL É L) reL

morfismo de M em alt .

(L)(<==) Se f:A —M éum isomorfismo então a família

(f(er)) sera uma base de M. +
reEL
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Notas:

(L)1) A aplicação r——­E£, de L sobre a base usual de A
(definida atrás) e bijetora. Por esta razão é comum identificar­se

.
o

O el sL com à base mencionada, atraves dessa aplicaçao. Assim os elemen­

(L)tos de À passarão a se escrever > ar ao inves de > a, e,
r r

­ o ; :
(L) ­

e serao chamados combinaçoes lineares formais de L. À passara

­” o "» .º ­
. oa ser chamado, entao, A­modulo das combinaçoes lineares formais de

L.

2) Toda aplicação f:L­>M, onde WMeé um A­máúdulo, pode

ser prolongada, de maneira única, a um homomorfismo f: a (DD) — M
assim definido

f(2 ar) => a, flr).r

(L)É evidente que f é linear e que prolonga f a A “. Por

(L) f 5
­”

“*M tem as mesmas caracteristicas, entao

= 2— apf7 (1) = 2­ a f(r) = f (2. ar) .

3. SOMA DIRETA DE SUB­MÓDULOS .

Dados dois sub­modulos M, e M, do A­módulo M, diremos2

que M é soma direta de M, e M, se:

(a) M/NM, = (0)
(b) VYueEeM => 1 ue M, e TueM, de forma que1 2 2
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Tal como para espaços vetoriais a condição (a) acima pode

ser substituida pela unicidade da condição (b).

Se M=M, (o) M, « diremos que Mx, e M, são fatores diretos

4. PRODUTO TENSORIAL DE MODULOS

Dados os A­módulos M, Ne P, uma aplicação

se diz bilinear se forem A­homomorfismos:

x­— f(x,y), YyeN

yr—fíx.y), VxEM.

Lema. Dados os A­modulos M e N, seja g:M>N um homomor*
fismo. Se M' é um sub­módulo de Me se g(u)=O0, VueM', então

existe um único homomorfismo f£M/M'>N tal que g=foe%, onde

VP: M:­>­ M/M' e o homomorfismo canonico.

Demonstração:

Definiremos f:M/W­N assim: fíx+M')=gs(x), VYVxeM,

Se x+M'=y+M', então x­yEM' e, então. glx­y)=O. Logo

g(x) =g(y) o que mostra que f£ está bem definida. Que f e homo­
morfismo é imediato. O fato de 4 ser sobrejetora implica que f e

única pois fo t= foP=> f,=fa­ Como, por último, VYxEeM =>
(f<P)(x) = f(P(x)) = f(x+M) = g(x), então fob=,g.
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Proposiçac l1­17. Sejam M,NeP A­modulos. Então existem

um A­modulo T e uma aplicação bilinear g:MxN >T tais que, para

toda aplicação bilinear f:MxN>P, existe uma única aplicação

linear f'!: T>P, de modo que f=fog. Ademais, se T' e g' tem

as mesmas caracteristicas de T e g, respectivamente, então existe

um único isomorfismo j:T­>T, talque jog=g'".

Demonstração:

ns :
MxNProvaremos apenas a parte de existencia. Seja ca xN)

e indiquemos por D o sub­modulo C gerado pela família dos elementos

(x +x',y) ­ (Cx,y) ­ (x',y),

(x, y+y')­ Ouy) ­ OGouy'),

(ax,y) ­ a(x,y) e

(x,ay) ­ a(x,y),

VYx,x EM, VYVy,y'eN e Ya€cA.

Sendo f o prolongamento linear de f a C é facil perceber

que f se anula em D (pois se anula em cada gerador). O lema an­
Y

terior garante, então, a existencia de um unico homomorfismo

f'.0/D> P tal que f = f'.P, onde 4V:C>C/D é o homomorfismo ca­

noni­.. Sendo i:MxN­>C a imersão canonica, então, fazendo

Voi=g, segue­se que flog=f pois (f'otoi) (x,y) =(f'29)(xy)=

= f(x,y) +D) = f(x,y) =f(Ox,y)), Vx,y)EMxN.

MxN e. C ?

TomxN)
f
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Se (x,y)EMXxN, gí(x;y)) será indicado por xQ;.
Então f'(x&Qy) =f'(gx,y))= f(OO,y)) = FOGy)= fOsy).

Por outro lado

(CGe+ x!) oy­ x(QOy ­x Oy gíx+x',y) ­ g(x,y) ­ E(X',y)
= P(x+x',y) ­ f(x,y) ­ f(x',y) = fP(CGex',y) ­ (x,y)­ (x',y))
pecrque (x+x',y)­ (x,y) ­ (x',y)€E D= Ker(?%). Então
(x+x')Oy = xOQOy + x'Oy. Analogamente x(O (y+y') = xQ y+

+xOy', (ax)Or=axOy) e x (ay) = a(x Qy). Isto mos­
tra que g:MxN ­C/Deéê bilinear.

O moduio C/D= T satisfaz, pois, juntamente com g a parte

de existencia do tevrema. +

Definição. O modulo T construído acima é chamado produto

tensorial de M por N. Será indicado por M(ON ou, apenas por
A

MQN quando não houver duvida quanto ao anel sobre o qual M
sao modulos.

Proposição 1­18. Sejan M,Ne P A­módulos. Então:

a) MQNENGOMYM

b) AQMEM

ce) (MON)OPENO (NGP)

Notas:

eN

1) Se A e B são aneis, se Me um A­modulo, se P eum B­mo­

dulo e se N é um (A,B)­módulo (ou seja, A­modulo, B­moódulo, e, ain­

da, (ax)b=a(xb), Va€A, YbeB e VxeN), então
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(MN) &, P “ne, (1 &, P).
O sinal 2 aqui, como antes, indica a relação de isomorfismo.

2) Sejam M,M', Ne N' A­módulos. Então, se f:M­>M' e

g:N“*N' são homomorfismos, segue­se que a aplicação

(x,y) —— f(x) O f(y)

de MxN em M' (QN' é bilinear. Logo existe um homomorfismo (que

indicaremos por f&Og)tal que

fO ge: MONM' QN

(fOg)(xQy) = f(x) O f(y)

YxEM e VyeEN.

Ademais, se M" e N" são também A­módulos e f':M'­M"

e g!':N' >N" são A­homomorfismos, então, YxEM e VYy€EN:

((f'of)O (gog))(x Sy) = (f'o f)(x) O (gogl(y) =
f'(f(x)) & g'(g(y)) = (£' Qg) (f(x) Qg(y)) =
(£' Og!) ((f O E) (x,y)) = ((f' Og) (gOog))(x,y). Logo:

(f'ef)O(g'og) = (f' Og!) (fOg).

É, por outro lado, imediato que

luan = IN Oy
quaisquer que sejam os A­módulos M e N.

5. SEQUÊNCIAS EXATAS

Uma sequência finita de A­módulos e de A­homomorfismos

24
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(conforme o diagrama)

... MM. ­ 1 s i
...

) .e chamada sequência exata em M;: se Ty(f.) = Ker(f.1 ' 1+ 1

Se a sequencia for exata para todo i, então diremos, sim­

plesmente, que se trata de uma sequencia exata.
[Á

Proposição 1­19. Se .M' CTC O for uma
quência exata, então

|

1,Of 1yOg |

NOM NOM NOW! —ro

também o será, para todo A­moódulo N.

Demonstração:

VYxX"EM" e VYyeN==> AxeM de modo que g(x)=x" e

(1,Og)(y Ox) =yQx". Logo 1,ÕO: e sobrejetora. Por outro
lado, como (1, Og): (1, &f)= (1, o 14) O (gof)=­O, então
1 = I/(1,60) cKer (1,Xg).

Isto posto, existe um bem definido homomorfismo EINXM/T>

“—NOM' dado por C(yQx+1I) = (14 O glyQex) =yOg(x).
o NXM >

Seja. º:NEBMM > NOM/I assim definida: C'(y,xX')=y O x+ |,

onde gíx)=x",. &' está bem definida pois se g(x) = g(x,), então
glx­ x) =O0O. Logo x­x,=f(x'), — onde x'e M' . . Portanto

vOx­yrOxr, =) Olx­x))=­y7Ofx')el.
Além disso, como (&' é bilinear, 6º pode ser fatorada a­

través de NOM" por um homomorfismo 6 da seguinte forma:
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NxM" NOM

NOMN/I

Agora, Yy EN e Vx"EM" => (Fo GO") = (Cy Sx"))=

(O (,x"))=M(y Ox +1)=yOg(x) Fo x",
Suponhamos, então, C(yGÕOx+1I)=O0. Dai:

= C(C(y,x")) = (Co O)(yYQxX")=yOx. Logo I(yQx") =
= C(y,x") = yQx+I= O o que acarreta que fé injetora.

Então NOM/I/(1,0)NOM" E NQM/Ker(1,88) .
Portanto Ker 1,&e) SI (1,8) e HH

Obs.: Em conseqgilência da proposição anterior diz­se que

WO e exato a direita.*

Corolário. Se I é um ideal em A, então A/IGQM E M/IM,

para todo A­módulo M.

Demonstração:

I>­>A>A/I>2O é exata para os homomorfismos inclusão,

canonico e nulo, respectivamente. Logo

IO Mai IM DA QM=M1M>2/IQUN>O
é também exata. Logo M/IMEA/I(SM devido ao teorema do homomorfismo.

*
Ce ” É o LL

O mesmo resultado tambem e valido a esquerda.
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Proposição 1­20. Se f:M >M' e um A­homomorfismo injetor

e se f(M) é fator direto de M', então 1,Of: NOM NON e
injetora para todo A­módulo N.

Demonstração:

PP” O fato de f ser injetor nos permite considerar M como sub­

­moódulo de M', identificando M com f(M). Assim f passaa ser a in­

clusao de Mem M'. Podemos, pois, escrever M'=rf(M)(OM"=MON",

Sendo p a projeção de M' sobre M, então pof = ly.

go (1,Op):(1,GOT) = (1,º1)) O (pof) = 1,O1l, = INyGQM .
Portanto ly of eé injetora.

6. MÓDULOS PLANOS

Dizemos que um A­modulo M e plano se para todo ideal I em

A a aplicação l,OQi:MOI MGOQA=M, onde i é a inclusão de
o o oIem 4, e injetora.

Proposição 1­21. Para que um A­módulo M seja plano é su­
ficiente que para todo ideal de tipo finito I em A (gerado por um

conjunto finito), seja injetora a aplicação ly &O i : MOI > MA.

Demonstração:

Dado um ideal qualquer J de À tomemos 2 = > x; Oy. E
* dd

EMGQGJ de tal modo que (1, & j) (z) = O, Seja I o ideal gerado
pelos JS: da somatória; obviamente I é um ideal de tipo finito. Sen­

27x À) = imelusão de J em À
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do i, a inclusão de Tem Je j a inclusão de Jem A, então a a­
plicação composta do diagrama

1,0i 1,8]nEI Les A LINA
7e 1,0] ce (1,8 i) = (1,º 1) O (jei) = 10i que por hi­

.«pótese é injetora. Então, considerando z como elemento de MOI,
ly & i,

concluimos que z=O0O. Mas no homomorfismo MÉE&OI MOO

s
o e” .

|

a imagem de z é O próprio z. Logo z=0O, também como elemento de

MOI. HE

7. MÓDULOS DE FRAÇÕES
à

Seja M um A­modulo. Sendo S uma parte multiplicativa de

A tal que o ÉS e lE€ES, a relação em MxS definida assim:
(m,s) =(m',s')<=> 9 teS:t(sm'­s'm)= O

e uma relação de equivalencia. Cada classe de equivalencia (m,s)
1será denotada por ­ e o conjunto quociente “indicado S “M. Se

S=A­P, onde P é um ideal primo em A, então usaremos .a notação

Mp para (a­P) tu.
Estão bem definidas e dão uma estrutura de s"la­módulo a

s "MM as seguintes leis:
m m' s'm+ sm
242 ETS.
s ss

, .
;

­

Sendo Me N A­modulos e : um homomorfismo, entao
£ (m) ,s'r:s"M­>s'N dada por sr (2) = — é um S"tA­homomor­ ,

fismo. É fácil provar que s!(& o f) (s"!g) o(s).

ES
AVAVAY

cm 1 2 3 4 5 6 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



Se S=A­P, com P ideal primo de À, Ss "rf será denota­
da por fp­

Proposição 1­22. Seja M um A­modulo. Então existe um u­
1nico 1somerfismo f':STA O,1 > S M, dado por £'(( 2) O mn) = =

Demonstração:

A aplicação rf:s AxM>s'"M dada por s(Ê, m) = TZ
1 1bilinear. Logo existe um unico homomorfismo f':S AGQM > S

tai que f'((É) Em) = f(2,m) = = .
; então Ss Om)

brejetora.

Suponhamos f( . OQOnm)="2=
s Ss

existe s'ES tal que s'm= O. Então 2 Qn =
Os'm

Portanto f é injetora. H

Corolario. Se MeN são A­módulos, então

she Ss"!
SA

mo em À, então

NE me N) e, em particular, se P eum ideal pri­
A

My, & Np = (M &Np:
Ap

€ Leia se : E
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8. PROPRIEDADES LOCAIS

Uma propriedade de um A­modulo M se diz propriedade local

se o fato de ela ser verdadeira em M equivale ao de ser verdadeira

em Mp) para todo ideal primo P de À.

Proposição 1­23. São equivalentes para um A­módulo M:

(a) M=(0); (>) M,=(0), para todo ideal primo P; (c) M,= (o) pa
ra todo ideal maximal L, em À.

Demonstração:

(a) ==> (bh) => (c). Imediato.

(c) => (a) . Suponhamos M, = (O) para todo ideal maxi­
mal Le MZ(O0). Dado xEM, x£Z0O, é um ideal em À o conjunto

Ann(x) = fa EA: ax=0) (Anulador de x).
Anní(x) ZA pois Ix=xZ0. Logo existe um ideal maximal LemA tal

.

.

x a x o
sque L>1=Ann(x). Como M, = (O) e 7 EM, entao Ty ar, is­

to e, existe seA­L tal que sx=O. Absurdo porque

ICL=>A­LCA­I e sei­L=—=>secA­I=> sé. +H

Lema, Sejan M, M' e M" A­móodulos e S uma parte multi­

plicativa de A tal que O£S e leS. Então se WÉMÍEM" é
­1 ­l

:exata, também o é sM' 2—E.rsy SE. gym,
Demonstração:

Come gof=0, entao sg est s(g of) = 0. Logo
1,(s"'£) cxer(s"!g).

30.
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&(m)Seja = E Ker (Ss 'g) . Então s!& ( =) = = O. Logo

a teS tal que tg(m)=O=g(tm). Assim tm E Ker(g) = Iv(f). Isto
m tm f(m')i : t U

—
? .implica que 4 m'EM tal que tm =f(m'). Donde: se ts" te

| m' NNE |= Ss f (7) ==> — ET, (S f).

Proposição 1­24. Seja f:M­>N um A­homomorfismo. Então

são equivalentes:

(a) f é injetora;

(b) fp e injetora, para todo ideal primo P em À;
(c) fr, é injetora, para todo ideal maximal L em A.

Demonstração:

(a) ==> (b). ot.m­inN &é exatajá que f é injetora.
i f

Logo o MN, também o é, para todo ideal primo P. Logo,
Ker (fp) = Ty (ip) = (O).

(b) => (c). Imediato.

(ec) => (a). Seja M"=Ker(f). Sendo i:M'>M ainje­
" PE POR i f ­

i

, ­

ção canonica, a sequencia M'—>­M —>N e exata. Logo tambem sera .
i f

exata MT! L M,, L N,, para todo ideal maximal L de À.
Mas, por hipotese, fr, é injetora. Então Ty(iy) =Ker(f,) =

1 : — "= (0). Sendo, contudo, ITy(ip)= My , então MI = (0). A proposi­
ção anterior nos garante, então, que M"=(0). Logo f e injeto­

ra.

PV
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



9. MÓDULOS NOETHERIANOS E ARTINIANOS

Dado um A­módulo M são equivalentes as seguintes condi­
ções, tomando à inclusão como relação de ordem.

(a) Toda família não vazia de sub­modulos de M possui um
elemento maximal.

(b) Toda sequência crescente de sub­módulos de M e esta­

cionaria.

Um módulo noetheriano é um módulo M para o qual valem as

condições equivalentes acima.

São, também, equivalentes para um A­módulo M as condições

a seguir:

(a') Toda família não vazia de sub­modulos de M possui um

elemento minimal (para a relação de inclusão).|
(b!) Toda sequência decrescente (para a relação de inclusão)

de sub­módulos de M é estacionária.

Qualquer módulo que satisfaça as condições equivalentes

(a') e (b'!) chama­se modulo artiniano.

Proposição 1­25. Seja E um espaço vetorial sobreo corpo

K. Então são equivalentes as afirmações:

(a) E tem dimensão finita.

(b) E é noetheriano.

(c) E é artiniano.

ES
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Demonstração:

(a)=—> (b). Se E não fosse noetheriano existiriauma se­

quência SsES E... de sub­espaços de E. Logo

dim So < dim S, < .. <dim E (finita).
Absurdo.

(bh) ==> (a). Se E tivesse dimensão infinita, então exis­

tiria uma sequencia infinita (x, x Xá e) de elementos de921

E, sequencia essa independente. Sendo Ud, = [x No) ans x, J
(r>1) então: U EU E
Absurdo.

(a) ==> (c). Semelhante à primeira parte.

(c) ==> (a). Considerando uma sequência (X1 9 000, X 9 ane )
:

1 n

independente de vetores de E e tomando Vs Ex. Xn 19! ... ])
(r>1): v RV R e. —. Absurdo. 4+E

Proposição 1­26. Seja o — M' Lu ÊE­MmSO uma sequen­
cia exata de A­módulos. Então.

(a) M é noetheriano <==> M' e M" são noetherianos.

(b) M é artiniano <=> M' e M" são artinianos.

Demonstração:

Provaremos apenas a primeira equivalencia.

(==>) Se (S­) é uma sequência crescente de sub­mo­
reL

dulos de M', então (f(S")) L é uma sequencia crescente de sub­re

­módulos de M. Logo 9 r,éL tal que, Yr 275 f(S)=f(S,

353
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Logo £T(f(S)) =fs "(f(S .)) e, então, S =S
r r+ r1 Yr>rr+1º o”

s sf 5 bd 4 o

Por raciocinio analogo se prova que M" e, tambem, noe­

theriano.

(<=) Sendo f injetora, g sobrejetora e, ainda, TW(f) =
= Ker (g) , então fS(M') EM' e M/f(M'!) = M'.

Logo M' pode ser considerado sub­módulo de M e na sequen­

cia exata

o——yM' Eye M/F (M') —­O

onde % indica o homomorfismo canonico, M' e M/f(M') são noetheria­

nos.

Seja (Sr) reu uma sequência crescente de sub­moódulos de
M. Como M/M' é noetheriano q ro eL tal que Yr>2r" : S.* M'/M' =
=

' '. to M' ". '
­Sr41?M /M Logo S +M S.,1* ; Yr>r) Sendo M noe

theriano,d r'eL tal que Yr>r', S NM'=S NM'. Mostremos
o o r r+l

= t "ht,que S.,7 SSp VYr2r, max (r',r")
Seja ucecS « Então, VYyEM', AvEeES e dAzEM der+l r

modo que u+y=v+zZ. Logo u­v=z­yEM'. Como u,v ES 7

então u­vES NM'. Logo u­vesês, o que acarreta que uE€eS +
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CAPÍTULO II

O ESPECTRO PRIMO DE UM ANEL

S$12º | TOPOLOGIA DE ZARISKI

1. INTRODUÇÃO

Seja À um anel.e tomemos a€EA­n(A). Então

S = (a, ao, a?, .e.. ) e uma parte multiplicativa de À tal que oÉSs.
Conforme já vimos existe um ideal primo em À que é maximal na fa­

milia dos ideais de À que não interceptam S.

Por outro lado e obvio que se a€En(A), então este elemen­
á

s 5 . + [4 . .to esta em todos os ideais primos de À, ou seja, a familia dos i­

. .
” Fei o

.deais primos de À que não contem o elemento a€En(A) e vazia.

Denotaremos por Spec (A), em tudo o que se segue, a classe

dos ideais primos de A. Tal classe é chamada espectro primo de A.

Para todo a€A, (r ESpec (A) : aéP) será indicado por X,­ Lo­
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a * | PE Spec (1): afP) .

Proposição 2­1. Sejam a eb elementos de um anel A. En­

tão: (1) x. = dg <=> aen(A); (II) XxX = XxX <=> a E U(A) e (III)
x, =X <> rí(a)) = r((b)).

Demonstração:

(1) Evidente em face das observações acima.

(II) (<=) Imediata.

(=>) Suponhamos aéU(A). Então existe um ideal

maximal (e, portanto, primo) ao qual a pertence. Absurdo já que

x =X.
(III) Lembremos que r((a)) é a intersecção de todos os

ideais primos que contem (a). Logo rí((a)) =NÍ» : PEX" |) e

r((b)) =MN(P:PexXxP] ­* Então é evidente que X=X =>r((a)) =b

= r((b)). Suponhamos agora rí(a))=r((b)) e x AX, Então
existe PEX tal que PÉX, (ou vice­versa). Então aÉéP e
beP. Logo agrí((v)). Donde: afgrí(a)). Absurdo. HE

2. A TOPOLOGIA ESPECTRAL NUM ANEL

Lembremos o seguinte resultado de Topologia: "Para que uma

classe B de sub­conjuntos de um conjunto X/À seja base de uma

complementar de x. em relação ao espectro.
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topologia sobre X é necessario e suficiente que:

(a) X = U B
: B EB TT
­ r

(b) VB, B;eB, se peB,NB,, então 47 BEB tal que
peB B e.x E ão B

Proposição 2­2. À classe B=(X ja e4) e base de uma
topologia sobre X=Spec(A), para todo anel A.

Demonstração:

(a) YPeEX=>AbhEA:DÉgP=>PEX. Logo x= U X.­
o '

! a€À

(Db) ' Provaremos que: Va,bEA —> XxXNX =X,
Seja PEX. Então: PEX NX <=> afÉP e péP<=>abftP (pois
P é pri => PEX,.e primo) < XxX»

Logo, se PEX NX, existe c€EÀ de modo que
Pe Cc "

= a. .X. XxX NX, Basta tomar c=a.b +

Definição. Dado um anel A chamaremos de Topologia de

Zariski em Spec (A) ou Topologia Espectral em Spec (A) à topolo­

gia sobre Spec (A) cuja base é a classe B= (x, sa ea) .

Notas:

(a) Por simplificação de linguagem nos referiremos comu­

mente ao "espaço topológico X = Spec (A)" para significar o par

(Spec (A), T), onde T é a topologia de Zariski.

(b) Os elementos XxX E Spec (A) serão chamados abertos bá­
sicos. É óbvio, então, que GCSpec(A) é aberto se, e somente se,
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PV
AVAVAV

1 2 3 4 5 6 unesp ”* 11 12 13 14 15 16 17



G e uma reunião de abertos basicos.

(c) Da proposição decorre que: Ya, .,a EA ==>
XxX e. IX =X ; isto é, uma intersecção finitade aber­
tos básicos é um aberto básico.

3. OS FECHADOS NA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Seja A um anel e seja E uma parte de À. Indicaremos por

V(E), no que se segue, o seguinte sub­conjunto de X=Spec (A):

V(E) = (PeEX: PODE).

Proposição 2­3. Para que FCX seja fechado em relação

à topologia de Zariski é necessario e suficiente que exista ECA

de tal modo que F=V(E).

Demonstração:

F é fechado <=> Fº é aberto <=> 9 ECA: Fº = |) xXx <=>
a€Ek

cTa ECA:F= () X ­ Mostremos que F=V(E). Com efeito, seja
ack

PEX. Então: PEV(E) <=> PODE <=> Va€E, aeP <=> VYVatkE,
[ePÉX, <=> Va€E, PEX <=> PeEF. H

Proposição 2­4.

(a) VE ,E CA,1'2
E

Seja À um anel e X o seu espectro primo.

1º E, ==> V(E,) fa VE)
(b) VYaEeEA e Vq>1 (qez) => Vv((a))=V((al))

1 2 3 4 5 6
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(0) Taca => X = (V(a))*
(a) Vaca, a?=a=>vila)) =v((a)) =X, *T

(e) Se IT é um ideal em A, então V(I) = V(r(1)).
(f) Se T e J são ideais em A, então V(I)CV(J) <=>

r(J)cr(1).

(g) VE CA ==> V(E) = V((E)) = V(r(E)).

(h) V(O) =X e V(1) =.
(i) Se (Er) é uma família de sub­conjuntos de A, en­

reL

tão VU[ JE) = ()v(E).
reL rekL

(j) Se Te J são ideais em A, então V(INJ)=V(1.J) =

= V(ID)UV(S) e V(UIUJS) =V(I+J).

Demonstração:

(a) Seja PeX. Então: "PEV(E,) <=> P DE, => POE,
“<=> P eV(E,).

(b) (ad) c(a)=> V((a))JCV((ad)). Por outro lado,

YPEX: PEVI(al)) <=> P>o(al) => alep=> aeP (P é primo) <=>

(a)CP <=> Pe V(f(a)).

(c) Seja PEX. Então: PEX <=> a É P <=> Pé V(a) >
P € (V(a))º.

(à) aº=a=>ala­1)=0. Logo: PEX,,> a­1ÉP<=>
a€EP (pois P é primo) <=> PeV(a).

(e) Icr(I) => V(r(1))CV(I). Por outrolado, suponha­

mos V(1) ÉV(r(1)). Então,8 PEX tal que PDI e Pór(I). Lo­
goE xer(I) de modo que xÉP. Mas xer(I) => x' el (neZ,,)=>
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= x 'eP => xEP. Absurdo.

(f) (==>) xer(J) <> xe |(pex: poJ) =>
xefl(Pex:P>DI) <=> xeEr(I).

(<==) Seja PEXNV(I) e suponhamos que exista KEJ

tal que xéP. Então: xeJ==> xer(J)=> xer(I) => x e I
(re Z,,) ==> x EP=>xeP. Absurdo.

(g&) Mostremos primeiro que V(E)=V((E)).

Seja PEV(E). Como I=(E)=(aje,+t..taje, : t>1,
e;EE e a,€ A) , "então PSOI. Por outro lado, se PeEV(L),
então POIDE. Logo PEV(E)

A segunda parte nada mais é que o item (e).

(h) Imediata.

(i) Seja PEX. Então PevV(U E) <=> PDUE, <=>
r r

PDE, VYreL <==> Pe V(E), YreL <=> Pe) v(E).
r

(3) Como r(I.J) = r(INJ), então decorre do item (e)

que VÍI.J)=V(INJ).

Mostremos agora que VÍI.J)=V(I)UV(J). LI.NJEI e

1.JcCJ==> V(IDCV(I.J) e V(J)SV(I.J) => V(I) UV(S)CV(I.O).
Tomemos agora PEVÍI.J). Então P é primo e PDI.J. Admitamos

que PÁZV(I) e PéÉéV(J). Logo,% xEI tal que xÉéP e HA yEJ
tal que yÉéP., Como x.yEI.J, então x.yEP. Logo x€EP ou

JEEP. Absurdo.  Consegilentemente vn.) v(NDÁVT(O.
Finalmente, IUJCI+J=> V(I+J)CV(IUJ). Por outro

lado, se PEV(ÍIUJ), então PSDIUJ. Logo PSDI e P5SJ. Is­

40.
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to acarreta que PDI+J. Logo PeV(I+J).

Dada uma parte Y do espectro X de um anel A, indique­

mos por k(Y) a intersecção dos ideais de Y. É óbvio que: (a)

Cc, Y2 => k(Y,)CKk(Y)); (b) VYPEX => k(V(P))=P.

Proposição 2­5. Seja X o espectro de um anel A. Então:

YYcCcX => Y = V(k(Y)).

Demonstração:

YP, PeY==>P>D/] P=>PeV(k(Y)). Logo VIK(Y)) é
PeY

um fechado que contem Y. Mostremos que é o menor.

Seja V(E) um fechado tal que V(E)5Y. Logo, VPEY ==>

PSE. Isto implica que ECck(Y). Logo' V(E) OV(K(Y)).

S$ 20 | CONEXÃO NA TOPOLOGIA DA ZARISKI

Um espaço topológico X é dito desconexo se existirem a­

bertos disjuntos,G e H, ambos não vazios, de modo que GUH=X. É

óbvio, então, que G e H são também conjuntos fechados. Um espaço
é e ”

. . o ” ”

topologico conexoe, por definição, um espaço que nao e desconexo.
+
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Proposição 2­6. As seguintes condiçoes são equivalentes

para um anel À:

(a) O espectro de À é desconexo.

(b) Existem aneis A, e (não triviais) de modo que2

(c)EH xeit, x/Zz0,1, tal que x =x.

Demonstração:

(a) ==> (b). Sendo X=Spec(A) desconexo, então existem

fechados não triviais V(I) e V(J) tais que V(I) UV(J) =X=V(0) e
V(ID)NV(J) =À=V(1).

Mas, V(I) UV(J) =V(0) => V(I1.J) = V(0) ==> r(1.J) =r(0) .

Como I.JCr(I.J), então I.Jcr(0). Logo, VYxeI e YyEJ, E

mEZ,, tal que (xy)"=0O,.
Por outro lado V(I)NV(J)=V(1)=—> V(IUJ)=V(1) =>

V(I+J3)=V(1) ==> r(I1+J) =r(1) => I+J = (1). Logo Ad ael e

7 beJ tais que l=a+b. Devido à conclusão do parágrafo ante­

rior podemos afirmar que d reZ,, tal que (ab)"=0.

Além disso, como V(I)CV(a) e V(J)CV(b) e, ainda,

V((a)) NVY((5))=V((a) U(b)) = Ví(a)+ (D)) = V(1) = À (pois a+b=]1
==> (a) +(b)=(1)), então V(I)=V((a))=V((aA")) e V(J) =

= V((D)) = V((W")). Então V((a))NV((DT)) =, doquedecorre,

por raciocínio já feito atrás, que (a")+(bD")=(1). Como, ade­

mais, (a") N(B") = (a")(b") = ((ab)")=(0), então

g: 4 a/(d) x 4/(bg) dada por g(x)=(x+(a"), x+(b")) é bije­
tora. Logo A “= A/fa")xA/(D").
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O fato de a desconexão tomada para X ser não trivial im­
; ­ MO ; ;

rplica que a e b não sao inversíveis nem nilpotentes. Logo A/(a ) e

A/(D") não são triviais.

(pb) ==> (c). Seja f:ASAÇXA, um isomorfismo. Tomando
(0,1) EA, XA,, d acAá de maneira que f(a) = (0,1). Logo f(aº) =
(0,1)º = (0,1) = f(a). Sendo f injetora, então aº=a. Como
a£ZO,1, então está provada a implicação.

(c)=—>(a). Seja a€A tal que a za (aZ0,1). Con­
sideremos os fechados V(a) e V(ía­1l1). Então:

(1) V(a) NV(a­1) = (V(a­1))ºNV(a­1) =;
Y= Xxº =

ec c(II) Vía) UV(a­1) =X vUX­ 1 a2­a1 7 (x, XxX.

(III) Se Ví(a­1)=d, então V(a)=X=V(0).. Logo

(a) cr((a)) =r((0)). Assim, existe reZ,, de forma que ro,
Absurdo porque aºza e a£o,l têm como consegqilência que a =a.

(IV) Se Vía­l1)=X, então V(a)=Z=V(1). Logo

r((a))= r((1)). Como (1)Cr((1)), segue­se que 1 €Erí((a)), ouse­
mja,T m>O tal que 1 =l=at (teiA), Desta forma: l=at

a­l=1(a­1) = a(a­1)t=0=>a=1l. Absurdo.

Conseqilentemente V(a) e Vía­l) constituem uma

nexão não trivial de X. H
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3º | COMPACIDADE NA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Seja E um espaço topológico. E é chamado espaço compac­
5

$17; ; U =to se.para toda familia (Gr) reu de abertos tais que ­ G. = E,
) de maneira queexistir uma sub­família finita (Gp o e) Grn

Gr UG, U .. UG, = E. É óbvio que é suficiente considerar­se u­
1 2

gs 2
A

.

'

. e ­” o

ma familia de abertos basicos na definiçao acima.

Proposição 2­7. Todo aberto básico da topologia de Za­

riski e compacto.

Demonstração:

s
A

5
s s

Seja *, um aberto basico e tomemos uma familia
de abertos básicos que recubra X,, isto e,

cpº Logo (x,)ºo( U Xar) , ou seja, V(b) Of) V(a, ) =
E reL EU= Ví U, tr ) ) = V(I), onde I é o ideal gerado por
Mas, vt) Sv(D ==> r(1) 5r((b)).

Como ber((b)), então existirá m€EZ,, de modo que

ar, e +Xnão) (x; € A e ar. é E). Então
e cU Xar D ... U Xar = (Var, )) y e. U (Var >) =

1 2 n

= (V(ar) O. N Var ))º = Vilar, >) ar, PISEO) =
— =— m —Mas: P EX, => bÉéP==> pb ÉP=> PEXm « Portanto X CX,

então, Xa U­. UX DX.
r, Tn b
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Corolário. O espectro primo de um anel qualquer À e um

espaço compacto.

Demonstração:

Evidente, uma vez que Spec(A) = x, +

Proposição 2­8. Um aberto GCX =Spec (A) é compacto se,
Fe

o . E) bd Oe somente se, G e uma uniao finita de abertos basicos.

Demonstração:

(<==) Uma reunião finita de compactos é um compacto em

qualquer topologia.

(==>) Seja GCX um aberto compacto. Então G= |) Xar'
* reéL

por G ser um aberto. Mas, por G ser compacto, 4 rp raies,r EL
HRtais que G=X UX U.À.UX,

"1 "2 "n

S8$4º | SEPARAÇÃO NO ESPECTRO PRIMO DE UM ANEL

1. O AXIOMA T,

Um espaço topológico X se diz espaço To se Va,bEX,

aÉúb, existir um abertoG tal que a€G e pÉG ou bEG e
ada.
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Proposição 2­9. O espectro primo de um anel A é um espaço To.

Demonstração:

Sejam P,,P,€X = Spec (A), P, éP,. Então Hd a E P tal que2º 1

aÉP, ou a€P, e aúP,. No primeiro caso teremos PÇ EX, e
LJ [= .*PÉX No segundo P, x, e P,ÉX, +

2. O AXIOMA Tp

Dizemos que um espaço topológico X é um espaço Tr se, Ya EX,

(a]' é fechado. Prova­se em Topologia que: "umespaço X é Tv <=>
Va€eX, A um aberto G e dE um fechado F de maneira que GNF = fa)"

e que "todo espaço Tn é um espaço Ty".

Proposição 2­10. Seja A um anel cujo espectro X tenha a se­

guinte propriedade: VYQEX =D (> EX: QCP ' é finito. Então o es­
pectro de À satisfaz o axioma Ty.

Demonstração:
Dx

Seja P um ideal primo em A. Se V(P) = (P), isto e, se P é ma­
ximal, então V(P)NX = (P).

Sendo X um aberto fica provada a proposição neste caso.

Em caso contrário, então V(P) = | P, P,, e... P ) , onde
P, 2º, .——., P.2P e r>l. Logo PI. NP OP.

Se PNP,nN. nNP =P, como Pé primo, então Ti, l€i<r,
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de modo que P =P. o que é absurdo. Logo PP, Ne O P 2P.
Seja a€P,N.. MP, tal que adgP.. Então PEX

20 A PP ÉX, ­ Logo V(P)NX = (P). &
a

Corolário. Se Spec(A) e finito, então vale o axioma Tn
para este espaço. +

OS AXIOMAS T E T,

Um espaço E é um espaço topológico X com à seguinte proprie­
Ya,beX, aZzZb==> Qd abertosG e H de modo que a€G e

e, ainda, bEH e aÉl.

Prova­se que "todo espaço T é Th".

Proposição 2­11. Para que o espectro primo de um anel À seja
o 7 2 . O » Houm espaço T e necessario e suficiente que todo ideal primo de À1

seja maximal.

Demonstração:

(<==) Como cada ideal primo de À é maximal, VYPEX =—>V(P) =

=(P). Sejam Py,P EX =Spec (A), P,ZP,. Os sub­conjuntos de X,2

G=X­ (P,) e H=X­ (P,) sao abertos e, obviamente, satisfazem a
definição acima.

(==>) Por hipótese Xe T Tomemos PEX e consideremos*

QEX­(P). Como QXZP, então existe um aberto G tal que QEGe
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PéG ­ Logo QEG e GCX­ (P) o que mostra que X­ (P) e aber­
to e, portanto, (P) é fechado.

Logo existe um ideal I em A tal que V(T) = fp) . Se P não fos­
se maximal, existiria um ideal maximal M em A tal que M2P. Como

M é primo, entao M,PEV(I). Absurdo. +

Exemplos:

1) O espectro de um anel pode satisfazer o axioma Tp e não
s 2 . . [é .satisfazer o axioma Ty Com efeito, consideremos o Anel das Series

Formais K[[x]] sobre um corpo K. Tal anel é o conjunto das se­

queências infinitas: (aa sas, ao ..) de elementos de K dotado das
seguintes leis:

(agia) a.) + (py b, 1 +.o) = (a +by, a,+by, e.)0

(ag:ag, .e.). (by ba, ..) = (e, co e.)
ET 2 a.b..irjek. + O

K[Ex]] é um anel de integridade (principal) e seus ideais

não triviais são os ideais (X"), onde reZ,, e X=(0,1,0,0,..).

Assim, os ideais primos de K[[x]] sao (0) e (X), este ma­

ximal. Sendo finito, o espectro de K[[x]] é T,: Mas não é T,
pois (O) é primo e não e maximal.

2) O espectro de um anel pode ser infinito e não ser Ty Con­
sideremos o anel Z dos inteiros. Os ideais maximais de Z são os

ideais gerados pelos numeros primos e, além destes, o (O) eounico

outro ideal primo não maximal. Mostremos que para todo X E Spec (Z)
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e para todo ideal 1 de 2X NV(1)Z(o).

Suponhamos que d a €EÀ e que exista um ideal IT em À tal que

XxX NV(I) =((0)]. —(0)EV(I) => (0)>DI=>1I=(0) => V(1)=X­
= Spec (2).

Ora, se a=*+1l, então x =Xx/((0)). Se a=0O, então x =
£ o

Re dal x 4 (00) «. Por ultimo, se as=p,.p,....­p, , onde r>1 e
os p. são primos, tomando qeEZ primo e não associado de nenhum
dos Pp; então a É (q). “Logo (q) ex. Então X, e infinito e por­
tanto diferente de ((0)) e

t

Lembremos agora que um espaço topológico X se denomina Espa­

ço T, (ou Espaço de Hausdorff) sé: .VYa,be€X, aéb => 7 G,H, aber­
tos, tais que GNH=ZÀD, a€eG e bpbEH. É evidente que todo espaço

T, é também um espaço T,­
pá . €

No proximo capitulo provaremos a

Proposição 2­12. O espectro primo de um anel é um espaço T,
se for um espaço T,­

Proposição 2­13. Seja A um anel sub­diretamente irredutível.

Então o espectro de À e T, se, e somente se, Spec (A)= X= (ann (4)) .
Demonstração:

(<==) Imediata.

(=>) Sendo A sub­diretamente irredutível, então 4/£(0),
Ann (À) é maximal e os elementos de P=Ann(À) sãoos divisores do
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zero de A. 'Se existisse QEX, QZP, então existiriam XxX, EX
i

:

e € =2. =. a Atais que P XxX. QEX e x IX, s Logo Xp FP) Então

att ptizo. Logo a€Ann(Ã) =
b

t>l, teZ, de modo que (ab) º=al
P. Absurdo, pois PeX HH

$ 5º | IRREDUTIBILIDADE NA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Um espaço topológico X se diz irredutível se: YGCX, G aber­

to e G/Y=—>G=X. Prova­se que: "um espaço topologico X ê

irredutível <=> YG,HcX, G/d e HZd, ambos abertos, G NH /
Z gn",

Um sub­conjunto YCX é chamado irredutível se o sub­espaço

Y de Xeé irredutível. Uma componente irredutível de X é uma parte

irredutível maximal para a relação de ordem "inclusão". Os seguin­
tes resultados são verdadeiros: (1) Toda componente irredutível e

um conjunto fechado. (II) Toda parte irredutível esta contida numa

componente irredutível. (III) X e uma reunião de componentes irre­

dutiveis.

Proposição 2­14. Seja X o espectro de um anel À e tomemos

Então Y e irredutível se, e somente se, Kk(Y) é primo.
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Demonstração:

Seja k(Y) =Q. Observemos de início que: cE€EQ<==>c€P,

VYPEY <=> YPEY, PE V(c) <==> YCV(c). Passemos agora à de­

monstração.

(==>) Sejan a,bEAÁ de modo que a.b€EQ. Istoequivale

a YCV(ab)=V(a) UV(b), conforme ja foi observado. Logo, Y =

= (V(a)NY) U(V(b) NY) e, então, = Cy(v(a)ND) NCy(V(6INT).
Sendo Y irredutível, então Cy(v(a) NY) =D ou CQ(V(6) NY) =. Lo­
go Vía)NY=Y ou V(b)NY=Y. Dai YCV(a) ou YCVY(b) o que

equivale a a€Q ou b€EQ.

(<==) Como já vimos V(Q(=V(k(Y)=Y. Q sendo pri­

mo, k((0)) =Q. Logo Y=V(Q)=V(k(([0))) =fo) « Portanto Y= fa).
(*)“ £ v Fá “

Como Y e irredutivel se, e somente se, Y o e e como (o) e ir­
s ­ NS PÁ s ­” e

. sredutivel, por ser unitario, então Y e irredutível. +

Corolario l. X é irredutível se, e somente se, n(A) é primo.

Demonstração:

Imediato pois k(X)=n(A). it

Corolário 2. Um sub­conjunto YCX é uma componente irre­

dutível se, e somente se, existe um ideal primo minimal P tal que

Y = V(P).

Demonstração:

(<==) Como k(V(P)=P, VPEX, então V(P) é irredutí­

vel. Seja P. minimal primo e Y uma parte irredutivel tal que
1

(*) Este resultado é geral.
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Y SV(P)). Logo K(V(P,)) =P DSk(Y). Como k(Y) &é primo, então1

P, =k(Y). Disto, e do fato de P,€EY, então P, está contido em
todos os ideais de Y. Logo não pode ocorrer Y2VY(P,)). Assim V(P,)
é uma componente irredutível.

(==>) Se /Y é uma componente irredutível, então, Y=Y=

= V(K(Y)), onde k(Y) é primo. Se k(Y) “não fosse minimal existi
ria um ideal primo P tal que k(Y)2P. Logo V(Í(P)>NV(Kk(Y)) =TY.

Como V(P) é irredutível, então V(P)=Y. Donde P=k(V(P))=Kk(Y).
*

Absurdo. i++

86º | APLICAÇÃO ASSOCIADA A UM HOMOMORFISMO DE ANÉIS

Sejam À e B anéis e .f: A>B um homomorfismo. " Sendo X e
AY os espectros de A e B respectivamente, indiquemos por f a apli­

cação de Y em X dada por f(Q) =f"*(Q) ;, VQEY. Talaplicação, que
esta bem definida, pelo fato de a imagem inversa de um ideal primo,

por um homomorfismo, ser também um ideal primo, sera chamada apli­

cação associada ao homomorfismo f.

—* Se Spec (A) é T. todo ideal primoé maximal e portanto todos são
5 2 . .

” H .
”

minimais. Neste Caso as componentes irredutiveis sao os sub­con­
juntos unitarios.
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Proposição 2­15..'A aplicação É associada ao homomorfismo
Dá ”“ FA . .f:A­B e uma funçao continua. Ademais, se f for sobrejetora, en­

tão É será um homomorfismo de Y sobre VíKer (£)).

Demonstração:

(a) Tomemos a€EÀÃ e indiquemos por Ea) = ( QEY: f(a)g
£ao). Seja QEY. Então: QeY <=> s(a)ÉáQ <=> a £f (Q)f(a)

<=> es(0) eX <> $(Q) ex <Q el) NX).
Logo Fp(a) = (8) X), YacA. Isto prova que f

q
continua.

(b) Provemos agora que Í é injetora. Para tanto tomemos
­ A

­ ­l | —l1
0,0, E Y e suponhamos $(Q,) =$(Q,). Então ff (0) = f (0) 2 e
como f é sobrejetora, por hipótese, então 0, =.

Mostremos que f(Y)=V(Ker(f)). Para todo x€À se
x eKer(f), então f(x)=08Q, VYQEY. Logo “xef (Q)=$(Q). Don­
de, Ker(f)CÍ(Q), VYQEY. Tomando agora PEX tal que

PeVíKer(f)) e fazendo f(P)=d teremos F(Q)= £ £(P) =P ; pois
. Sobreietscafe itietbra.

Sejam y113o EB tais que y,7:32 e f(P). Logo E x x,
€A ed xeP tais que 777 fx), yo = f(x,) e y7:32= fx). Lo­
go f(x, .x,) = f(x) e, então, x x, ­x€EKer(f). Como PE V(Ker(f)),
então POkKer(f) o que implica que x x ­xEP. Logo x,­x, EP

Lá .

+ o |
—e, dal, x, €P ou x €P. Portanto f(x,) =y, e f(P) ou f(x,) =

ya E f(P) o que prova que f(P) é primo.
Resta provar que (8)?! é contínua. Ora: VYb6êB ===>
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TA ae: f(a) = bp ==> t(1,) =t(Y,, ) = t(8)t (x ) = X RN Isto com­a) a a

pleta a demonstração. +

"Corolário: Para todo anel À o espectro de A é homeomor­

fo ao de A/n(A).

Demonstração:

Considerando o homomorfismo canonico g:4àA­>A&M(n(A)) cujo

núcleo é n(A), então o espectro de A/n(A) é homeomorfoa Vín(A)).

Como todo ideal primo de A contém n(A), então VÚÍN(A)) = Spec (A).

Assim —Spec A/n(A) e Spec (A) são homeomorfos. +

: n

Proposição 2­16. Suponhamos o anel A = XX A, onde os
i=l

A; são, também, aneis. Sendo X o espectro de A, então existem
sub­espaços de X, XxX, e... x, ; tais que XxX = X, UV x, U e. U X, e

x;AX, = dg, quando iZj (i,j=1,2,..,n).
Demonstração:

Para cada i (1Xi<n) consideremos o homomorfismo sobre­

jetor ff. A À dado por f(x, «ee, SEREI x ,)=x, Então o espec­
tro de cada A. é homeomorfo a xXx. = V(Ker(f,)). Então:

a) X, U..UX =V(Ker (f )) U ...U VíKer (f ))=1 n 1 n

VíKer (£) N .. N Ker (£ = V(0) = X;

b) se i Zj, então o ideal gerado por Ker (f,) U Ker (f)
Ker (£) + Ker(£) e como Vx = (a, .., a, jEA ==>1º

x= (a, serasa O, aços a) + (0, ..,0O, a, O, ue, d),€ Ker (£) +
+ Ker (f), então A = Ker (£,) + Ker (£).
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Logo X,NX, = V (Ker (£,) UKer (£.)) = VA) =. H
É

.
?

.
ç

Corolario. Se um anel À e o produto direto de um numero

finito de corpos, então o espectro de A e finito e discreto.

Demonstração:
n

Suponhamos À = XK., onde cada K: e um corpo. É óbvio
i=l

que Spec (A) éfinito já que cada corpo contém dois ideais apenas.

Por outro lado, sendo f; : AoK: (1IX€i<n) os epimorfis­
mos definidos acima, então X = XxX, U U XxX onde cada x. =
= VíKer (f.)) e homeomorfo ao espectro de K.. Mas o espectrode um
corpo é unitario (consta apenas do ideal nulo). Logo YVYPEX ==>

Tai (1€i<n): PeEeX, <> x. =(P) => (Pr) = VíKer (£,)).
Sendo X finito e todo sub­conjunto unitário de X fechado,

então X é um espaço discreto. d+

Exemplos:

1) Seja A um anel com um número finito de ideais. Mostre­

mos que o espectro de À é discreto.

Observemos, de início, que existe uma bijeção entre os

ideais de A que contem n(A)=Ieos ideais de A/nN(A). Se B eum ideal
em A/I então % *(B) é ideal em A (4: homomorfismo canônico de À

sobre A/n(4A)) e como I€B, então ICY*(B). Se P(B) ="),
então Por ultimo, dado um ideal B' em A tal que B'ODI,

então P(B') é ideal em A/N(A). Então Pl Gp(B')) é um ideal
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em À o qual contem B' e, portanto, contem 1.º
Então, se A contém apenas um número finito de ideais, o

mesmo ocorre com A/n(A). Por outro lado n(A/n(A))=(0). Logo

A/nN(A) tem espectro discreto e finito. Devido ao homeomorfismo

que há entre Spec (A) e Spec (A/n(A)), então nossa afirmação está

justificada.

Como conseqgliência desse fato podemos dizer quenum anel

com um numero finito de ideais todo ideal primo e maximal.

2) Seja A um anel semi­local, isto e, um anel comum nume­

ro finito apenas de ideais maximais. Sejam MM, M
n

deais. Então g:A> X A/M. ; dada por g(x)=(x+ My ponoy X+ Mp) é um
i=l

epimorfismo e xEeKer(g) <=> xe M [ONA M. = j(A). Usandoo teo­
|

n

rema do homomorfismo: A/j(A) = X A/M. . Como cada A/M. ê corpo,
i=l

então Spec (A/j(A)) é discreto.

* O mesmo resultado vale para todo ideal J de A.
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CAPÍTULO III

SOBRE O ESPECTRO DE CERTOS ANÉIS

ANÉIS REGULARES (OU ABSOLUTAMENTE PLANOS)

1. CARACTERIZAÇÃO DOS ANÉIS REGULARES

Um anel A é chamado anel regular ou anel absolutamente

plano se todo A­modulo M é plano.

Proposição 3­l. São equivalentes, para umanel À, as se­

guintes condições:

a) À é absolutamente plano.

b) Todo ideal principal de A é idempotente para a multi­

plicação.

c) Todo ideal de tipo finito em A é fator direto de À.

Demonstração:
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(a) => (b) Por hipótese o A­módulo A/(x) é plano, Vx€

A. Logoe injetora a aplicação BB: A/(x) (O (x) — A/(x) GA =
A/(x), definida naturalmente. Além disso, no diagrama

1 Q (x) E a/(x) Q (x) —— 4/(x)

é sobrejetora e (Bom) (aGQ (a,x)) =L&((a+(x)) O a x) =
(a + (x) ) (ax) = aa, x+ (x)=(x)=O0O. Disso tudo segue­se que

1,(0) = (0) ­ Mas, sendo %& sobrejetora, então 4/(x) (O (x)=(0).
Como 4/(x) & (x) = (x)/(x)º, então (x)/(x)2=(0). Consequente­
mente x€ (x)? = (x2) . Então (x)c (x)º. Como a inclusão contrária

é imediata, então (x) = (x)º.

(b) => (c) Suponhamos (x)= (x), YxeA. Então, VYxeA
==>dq acl: x=axº. Então6é fácil verificar que e=ax e idem­
potente e que (e)=(ax).

Consideremos um ideal I=(u,v) com u,jveA. Então exis­

ten a,beA tais que e=zau e f=bv são idempotentes. Mostre­

mos que I=(e,f).

VzE (e,f) => z=re+sf (r,seA) => z= (ra)u +(sb)v

z e(u,v).

Vz E (u,v) => z=ru+sv (r,seA) => z = r(auº) + s(bv
= (ru)a + (sv)f E (e,f), pois u=zauº e v=bvê.

Por outro lado Is= (e,f)=(e+f­ef). É obvio que
(e+f­ef)c(e,f). Agora, se zeíl(le,f), então z = re+rsf =

= reíe+f­ef)+sflíe+;f­ef), uma vez que ele+f­ef)=e e

fí(e+f­ef)=f. Ademais w=e+f­ef é idempotente conforme se

pode comprovar diretamente. Mostremos, por fim, que A=(w)O (1­w).
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Como l=w+(l­w), então As=(w)+(l­w). Poroutrola­

do, se aw=b(l1­w) (a,b:ieA), então aw=b(w­w")=O o que mos­
tra que (w)N(1­w)=(0).

(c) => (a) Seja (I um ideal de tipo finito em A. Então

I é fator direto de A. Como i:1I+—­>A (inclusão) é injetora e

i(1)=I é fator direto de A, então lJ,OQi:MOQOICPMQA=M é
injetora para todo A­módulo M. Quer dizer, Meé um modulo plano.

Portanto A é regular. +

Lema. Um anel local e absolutamente plano é, necessaria­

mente, um corpo. ds

Demonstração:

Seja M o ideal maximal de À e tomemos x€EM. Comojavi­

mos existe a€cÀÃ tal que x = axº e o elemento e=ax é idempo­
tente. Sendo A local, então 5j(A) =M. Como x€j(A), segue­se que

u=l­xa e inversível. De e=l­u, decorre que e”=(1­u)º =
2 2 := l1­2u+uU =e=l1­u. Logo u ­u=uílu­l)=O0O. Poru ser in­

versivel podemos concluir que u­l=O0 e que u=1l. Logo e=O,
Assim x = ax” = (ax)x = ex=0, VYxeM. M=(0) —> A é corpo.

Proposição 3­2. Para que um anel À seja regular é neces­

sario e suficiente que À; seja corpo, para todo ideal maximal L de
A.

Demonstração

( —=>) Seja 1=(É) um ideal principal de A,, onde L
59
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é maximal em A. Então x€EA e como À eé regular, existe ae tal
2

2
:

­ x ax ax 2
= > = = ==. Z22&E . = .que x ax Entao [E] Ss ss I Logo I I Ora,

já vimos que À, é um anel local. Logo Ar, e corpo.

(==) Sendo A, um corpo, então Ar é regular, para todoL

“ideal maximal L. Então, se Me um A­módulo, segue­se que M,, é
um A, ­módulo plano. Seja agora I um ideal em À. Observemos que
I, = (A­ L)II é um ideal em À (verificação direta). A inclusãoL

i:1I1I>A é injetora. Logo iv T, e À, tambémé injetora. Portan­
s

—
o . s . já Hto 1OiQ:MOLN­ MOA é injetora (pois M, é plano). Dal

(US 1), ­ (MQ&O A, é injetora. Por conseguinte 1,OQi:MQI
*—MOA é injetora. Isto prova que À é absolutamente plano. +

>

2. O ESPECTRO DE UM ANEL REGULAR ­ SEPARAÇÃO

Proposição 3­3. Se A é um anel regular e acáÃ, então

e, portanto, “V(a) é fechado eexiste x€ÀA tal que Ví:)=X
|

ax­l

aberto.

Demonstração:

a€cA => Mdxeh tal que a=a's eoelemento e=ax

idempotente, conforme ja vimos.

! Mostremos que (ax)=(a). &E evidente que (ax)C(a).
Por outro 1ado, Yy E€(a)=>y=at (teA) => y=aºxt = (at)(ax)=
yE(ax). Logo .«rí(ax))=r((a)). Portanto XxX ,=X, e Víax) =
= V(a).

Para todo ideal primo P de À teremos axíax­1)=0O€P.
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Logo ax€P ou ax­l€P (exclusive). Daí, VYPE Spec (A):

Pi V(íax) => ax­ 1ÉP => Pe€ vY. ou seja, Víax)CX, ­ Ana­x­l x­l

logamente se prova que X x 715 V(ax). Então vale a igualdade. As­
sim V(a) =V(ax) = X x 1º +H

Proposição 3­4. O espectro X de um anel regular À e um

espaço To.

Demonstração:

Sejan P,QEX, PZQ. Então HaceP tal que agQ (ou

vice­versa). Conforme já vimos, TxE€cA de modo que V(a)=V(ax)=

« Por outro lado aíll­ax)=0=>a(l­ax)eQ=>1­axeQ

=> ax £0 => Q€X,.
Então PEV(a)=X e QEX e, aindaX NXax­l ax ax .ax­l

+H2º=X =Z%. Logo Spec(A) é T

a

Corolário 1. O espectro de um; anel regular À é um espa­
ço T eT . "o Ten

[4 a s » já s
'

Corolario 2. Todo ideal primo num anel regular e maxi­

3. SEQUÊNCIAS DE IDEAIS PRIMOS NUM ANEL REGULAR

Lembremos que uma sequência (x ,x ) de pontosde um es­21".
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paço topológico X converge para p€X se para todo aberto 9 cX

existir um Índice n, tal que Yn > nº. x, EG ­ A proposição a se­
guir dá a condição para que uma seqilêencia de ideais primos de um

anel regular convirja em relação a topologia de Zariski.

Proposição 3­5. Seja X o espectro de um anel regular A.

Então, a sequencia (P), Pos ee, Po e) de ideais de X convergepa­
*

ra PEX se, e somente se, Tn, 21 tal que nº

Demonstração:.

(<<) Imediata.
P­(a)

P,..)­>P. Seja GS.(==>) Por hipótese (Ps P,, e, P.
Então existe xE€EA tal que a=xaº. Logo a(l­xa)=O€E€P. Como

xa EP, segue­se que l­xa ÉP , ou seja, P EX xa Devido ao fa­
to de Pp >P podemos afirmar que U n 21 tal que Yn>2n, =
PeEeXxX

n L­xa ==> L1­xafP, a€P. Então PCP, Yn>n,.
Sendo, contudo, maximal cada um dos ideais primos de À4,

então P,=P, Yn>n,. ++

Nota. Já sabemos que o espectro de todo anel À é com­

pacto. Logo o espectro de um anel é enumeravelmente compacto (is­

to é, todo sub­conjunto infinito de Spec (A) admite pontos de acu­

mulação em X). A proposição acima nos garante que se o espectro de
" Tt Yi "

ser leaisp incibais,
À

um anel regular sr infinitoifexistirao seqllencias de ideais primos

das quais nenhuma sub­seqiulencia convergira. Logo, oespectro de um
Tiverne É É

.anel regular nao e sequencialmente compacto se esse espectro E

infinitos (íderis brincibais­

x Ff = des) de t; b­ fist
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4. IRREDUTIBILIDADE PARA O ESPECTRO DE UM ANEL REGULAR

Vejamos em que condições e irredutivel o espectro de um

anel regular.

Proposição 3­5. O espectro de um anel regular À é irre­

dutivel se, e somente se, À e um corpo.

Demonstração:

(<=) Imediata pois o único ideal primo de um corpo é o

ideal (O).

(==>)  Mostremos, inicialmente, que n(A)=(0). Se

a€n(A), entaoE i>l tal que a'=0 e dxei de modo que as
2=xa . Desta última igualdade resulta que a=xt7l, "a . Logo a=0O,.

éAgora: Spec (A) irredutível => n(A) é primo => n(A) «e

maximal (pois A é regular) => (0) é maximal ==> A é corpo.

So. SOBRE CONEXÃO NO ESPECTRO DE UM ANEL REGULAR

Como num anel regular (que não seja corpo) há sempre ele­

mentos idempotentes, então podemos afirmar que e desconexo O espec­

tro de tais aneis.

Um espaço totalmente desconexo é um espaço topológico XxX

com à seguinte propriedade: Va,bEX, azZb=> dabertos não va­
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zios G,HCX tais que a€G, bEH, GUH =X e GNH =.

Proposição 3­6. O espectro primo de um anel regular

totalmente desconexo.

Demons tração:

Dados P,Q&EX & Spec(A), PZQ, existe x. tal que
onde xEÀÃ e as3z=

Cc

.
€ = =PEX e QÉX Logo QEX =Y(a) =X

ax­1

=xaº. Como, ainda, x UXº =X e x NX = À a proposição fica
provada.

Nota. Usando a proposição acima pode­se concluir que o
” € a

?

espectro de um anel regular e totalmente descontinuo, isto e, os

sub­conjuntos conexos maximais (componentes) são unitários.
Com efeito, se YCX e P,QEY, PZQ, então, com as no­

tações da proposição: x NY AZ, XT, (XxX 3 NIXTAI) =| e
(XxX Y1)U (xºO Y) = Y. Ou seja, Y é desconexo. +

6. ANÉIS BOOLEANOS

Um anel À tal que, Va€A, a =a é obviamente um anel re­
gular. Um anel nestas condições é chamado anel booleano.

Nos anéis booleanos os ideais de tipo finito são princi­

pais. De fato, se =(a,b), onde a,bEA, como a(íla+t+ab)=a

e bía+b+ab)=b (pois x =x => x+x=0), então I=(a+b+ab).
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Por indução se completa a verificação da observação feita.

Proposição 3­7. Um sub­conjunto do espectro de um anel
Éo

sbooleano À e aberto e fechado se, e somente se, esse conjunto

aberto basico.

Demonstração:

(<==) Vaci=>a'=a =>X =V(a­1).
(==>) — Notemos, de início, que Va,n.,aEA =>

[1 c À CcXa,U “.UXa) = (V(a,)) U ... U(V(a ))) = (Va) ON. NV(a)) =
= (V((a,,..,a )))º.

Como existe a€A tal que (aj, sa) =(a), então
Un UX =(V(aA))º =X .

n

Tomemos agora FCX =Spec (A), F fechado e aberto. Sendo

F aberto: F= |) x. onde A'CA. Sendo F compacto (pois é fecha
ae'

do e X é compacto): A bjs, b EA' : F=Xp ... UV Xp, . Levando em
conta a observação inicial, segue­se que À b€EA tal que F=X,
onde b é o gerador de (bj, 1, b)­ +H

Proposição 3­8. O espectro de um anel booleano À eir­
s Fá 5redutivel se, e somente se, À e isomorfo do anel Z£, das classes de

restos modulo 2.

Demonstração:

(<===) Imediata.

(==>) * Spec(A) irredutível => A é corpo (pois A é re­
gular). Logo, Va€A, a zO0O ==> a=a.l = a.(a.a”*?) =aº.a
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Consegilentemente As fo, 1) o HE

Encerraremos este parágrafo demonstrando a proposição 2­12:

então tambem e T..""Se o espectro de um anel ê Ta 2

Demonstração:

Seja A um anel cujo espectro é T. Como Spec (A)
Spec (A/n(A)) são homeomorfos, se provarmos que este último e Ta,
então o primeiro também o será. Demonstraremos que 4A/n(A) e re­

gular, o que e suficiente.

Sendo Ç€:4A­> A/n(A) o homomorfismo canônico, então
cl) = M é um ideal maximal em A, para todo ideal maximal M em
A/n(A) (pois sendo Spec(A) um espaço T, os ideais primos em A são

1

maximais). Ainda devido à observação entre parenteses, podemos a­

firmar que M é um ideal minimal no conjunto dos ideais primos de À.

Logo (corolário­ propr. 1­7), VYa€ A, T seA­M e 9Tk>O0 (keZ)
de forma que afs=0 .

Lembremos, contudo, que (A/n(A))x é um anel local cujo ú­
anico ideal maximal é TIs= E en) (reA/nN(A)­M). De a EM,a

k e. so ;

segue­se que aE6EMCA. Logo a .s=O, nas condiçoes ja enuncia­

das. Daí aís=0. Se scM:= FM), então s=((x), xeM. Mas
s=f(s), onde sEA­M. Logo (x)= 6(s) => C(x­s)=0 =>
x­s€E€ n(A) => x­seM> seM. Absurdo. Então SsEeA/N(A)­M.

Mas se aí.s=0, então (a.s)*=0. Logo a.sen(a/n(A))=
= (0). Assim, a.s= o que acarreta que =0,Y EI. Sendo

nulo o único ideal maximal de (A/n(A))xm, então este anel é corpo.
A proposição 3­2 garante, então, que A/n(A) é regular. ++
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Corolario. Seja A um anel cujos ideais primos sao maxi­

mais. Então Spec (A) é regular (um ponto e um fechado que não Oo

contem estão contidos em abertos disjuntos) e normal (fechados dis­

juntos estão contidos em abertos disjuntos).

Demonstração:

Se todo ideal primo de À é maximal então Spec (A) e 2º
Como Spec (A) é compacto, então Spec (A) é regular e normal. +

ANÉIS NOETHERIANOS

1. CARACTERIZAÇÃO ­ PROPRIEDADES

C
.

é 2. aUm anel A e, obviamente, um A­modulo. Vistas as coisas

co
dos

.
, ­

: .:assim, e evidente que os sub­modulos de À sao exatamente os ideais

em A. Dizemos que um anel À e um anel noetheriano se, como ÁAÁ­mo­

dulo, ele é um módulo noetheriano.

Proposição 3­8. Um anel À e noetheriano se, e somente

se, todo ideal de A é de tipo finito.

Demonstração:

(=>) Seja I um ideal em À e tomemos x el.
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= (x), ponto final. Do contrário, seja x E€EI­(x). Então
1 2 1.

(x) sx, x.) CT. Como uma segliência de ideais em À não pode ser
estritamente crescente, então X 1X e X E de modo que Is
= (XxX, x.) e

<= ) Seja [1 CI E «e uma seqliência de ideais em A.1
co

Entao I =|| I. e, também, um ideal em A. Logo existem Yo ce
r=l

+, YEA tais que Is= (ya eessN do Existira. então un s>1l de
forma que DE EDOTEIER AAA Portanto I=Ig e dai
+

Nota. Do que foi visto acima podemos tirara seguinte con­

clusão: num anel noetheriano A toda seqllencia PSP, E. de ideais
primos e finita. Se uma tal segllencia e formada de n+l ideais

distintos diremos que ela tem comprimento n. À dimensãode um anel

noetheriano é, por definição, o supremo do conjunto dos comprimen­

tos acima definidos.

Definição. Um ideal I de um anel À se diz irredutível se

não existirem ideais J, e Ja, em À de maneira que LI Fo I EU, e1

JIJ, NJ,

Proposição 3­9. Num anel noetheriano todo ideal irredu­
f o

A
2º

tivel e primario.

Demonstração:

Suponhamos que exista um ideal irredutível I no anel noe­'

theriano A que não seja primário. Então dA a,bEA tais que ab€L
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aégI e DÉI,VYm>1 (meZ).

Indiquemos por IT, = ÍxeA: xb el) (r=1,2,..). É i­
mediato que cada 1, é um ideal em À e que IFI CIC .. (1 =
porque a€T, e a ÉI). Logo, Tk>1 tal que 1 =T1 (=

O ideal J=I+ (DE) contem LI propriamente porque pE*+l =
= O +b.bÉ eJ e pE*Hl ÉI. Logo ICI, NJ. Tomemos agora
xEI NJ. Logo x=i+cb, porx estar em J. Mas xEeI, >1 1

xb = ibr chi les —> epi l xp ipée1l.=> cen, =1L = chEer.
Voltando à igualdade x=i+ cpÉ ;s concluimos que x€TI. Logo

1 )0Js= I. Isto mostra que I não é irredutível. Absurdo. H

Proposição 3­10. Num anel noetheriano A, todo ideal I é

a intersecção de um numero finito de ideais primários.

Demonstração:

Basta provar que todo ideal de A é a intersecção de um nu­

mero finito de ideais irredutiíveis.

Seja I um ideal que não satisfaz a tese. Logo I nãoeé ir­

redutivel. Então existem ideais J e J em À de modo que Is
3,03 , com 15, e 18, ­ Devido à suposição sobre I, então
ou J não é irredutível ou JI7 não é irredutível. Supondo O

=

= nIº ". :tao J. J, J3 com JE, e J, E Assim teremos
I FI, FI,E e. o que e absurdo. +

Nota. Se T=dJd, nJIÃO ... nJ, ; onde cada J. e primario,
£f ”m o o . stemos al o que se chama uma representaçao primaria do ideal IL. Se
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alem disso ocorrer que: (a) dois ideais distintos quaisquer da re­
presentação têm radicais distintos; (b) nenhum dos ideais da  re­

presentação contém a intersecção dos demais, então a representação
se diz irredundante. É óbvic que de uma representação primária de
I sempre se pode obter uma representação irredundante. Basta ob­

servar que uma intersecção finita de ideais P­primarios (de radical

P) é um ideal P­primário.

Proposição 3­11. Para todo ideal I num anel noetheriano

A, existe n>1l tal que (r(1I))" cr.

Demonstração:

Suponhamos r(1) = (x, x, ex). Então existem inteiros
mM, mM, ,.&.,m de modo que x. tel (1€i<s). Como (r(1))" é ge­

417 E tsrado pelos produtos x, .x,  ..x*  , onde à + ....+ e =n e
é. >o ; tomando n=m,+..+m­ (s­1) (ou maior) cada um desses
produtos estará em I. Logo (r(1)) cI. H

Corolário IT. ­O nilradical de um anel noetheriano e nil­

potente para a multiplicação.

Demons tração:

Basta fazer I=(0) na demonstração anterior. +

Corolâário II. Todo ideal de um anel noetheriano contém

um produto de ideais primos.

Demonstração:
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(0) =Q0, NAN ..NQ,, onde cada Q. e primário. Logo

r(0) =P, P, Ne. P. , onde P. =r(Q) ­ Então n(A)=r(0) DP PJ.
Supondo (n(4))”=(0), então (0) D(P,.P,. e. PY”.

O
o

» = já eComo todo ideal contem o ideal nulo, entãoo corolario es­

tá provado. +

2. OBSERVAÇÕES INICIAIS SOBRE O ESPECTRO DE UM ANEL NOE­

THERIANO

O espectro de um anel noetheriano pode ou não ser conexo.

Os aneis principais são noetherianos (seus ideais sãode tipo fini­

to) cujo espectro é conexo, pois um anel principalé um anel de in­

tegridade. Os aneis Zoom (m impar, m>1).são obviamente noethe­
rianos. Como porém, neste caso mecmao (mod 2m) , então messi.
Havendo elementos idempotentes não triviais em Zon então Spec (4, )
não é conexo.

O axioma Ty também pode ou não se verificar no espectro
dos aneis:noetherianos. No anel Z, por exemplo, não se verifica

 . "
e FA 5 e 'conforme ja vimos. Num corpo K, que e tambem trivialmente noethe­.

riano, é evidente que se Verifica, uma vez que Spec(K) é finito.

Quanto ao axioma T, (ou Ty), o mesmu se pode dizer. O es­
pectro de um anel principal (que não seja corpo) não satisfaz o a­

xioma pois (0) é primo, neste caso, e não e maximal. Por outro la­

pois
DS A

O O s FEM al

do os aneis com um numero finito de ideais tem espectros To
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. . ”Ê . O O á .seus ideais sao todos maximais conforme ja vimos.

É ss O . . O Lad e

Por ultimo, a irredutibilidade pode ou nao, tambem, se ve­

O º C O s [é E . Orificar no espectro dos aneis noetherianos. Os aneisde integridade

noetherianos se enquadram no caso afirmativo, ja que (O)e primo. Um

anel finito, por outro lado, é noetheriano e seu espectro eT Logo2º
mo 4 £ ­ CLANnao e irredutível seu espectro, a nao ser quando e unitario.

3. O ESPECTRO DE UM ANEL, NOETHERIANO ­ PROPRIEDADES

Um espaço topológico X se diz espaço noetheriano se toda

sequencia crescente de abertos de X for estacionaria. Ou, o que e

equivalente, toda família de abertos de X contém um aberto maximal.

Proposição 3­12. São equivalentes para o espectro X de

um anel À as afirmações:

a) X é noetheriano;

b) Todo sub­conjunto de X é compacto;

c)­Todo aberto de X é compacto.

Demonstração:

(a)==> (b). Seja Y um sub­conjunto de Xe 3I=(X, )
r reL

um recobrimento de Y por abertos básicos. Sendo %7' afamília das

reunioes finitas de membros de US indiquemos por M um elemento ma­

ximal de 3'. Então M= U X, .
rel, TY

a

|

Com efeito, se MS U xXx, ,entioTpeU Xa ; tal que
reli T relL r 7

péÉM. Logo T kKEL de modo que p EXa, «. Como Xa UM ey então
72

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 unesp 11 12 13 14 15 16 17



M =X, UM, ou seja, X, CM. Absurdo... LogoY é compacto.
k k

(6) ==> (c). Imediato.

(c)==> (a). Seja 0,20, C0,E... "uma sequência de a­
bertos de X. Entao O = UV o. é abertoe é recoberto por essa se­r21l ó

quesE EN:Or U Or U.“UVUO, = O. Tomando m=no 1 2" n :

= ...

a

= o se. e =
ãmax (rp 1 rs entao O On Como 0, E ni1 E Oo O, ' entao

+

quência. Logo, dA r

. a. . Dá . já ... e isto mostra que a sequencia dada e estacionaria.+

Obs.: É óbvio que as condições acima sao equivalentes em

um espaço topológico qualquer.

Proposição 3­13. Se A é um anel noetheriano, então

Spec (A) é um espaço noetheriano.

Demons tração:

Suponhamos que exista uma sequencia de abertos de Spec (A)

assim: 0, GO, G­ « Então, para todo r21, existe ' Xa, E, de
forma que

XxX EX, UX, Goay ay “a,E.
Logo: vía) 2Y(a) nV(a,) 2 .“. o., então,

V(a,) a Vilaça) a.
Como porém (a) c(aa,) CC. e4àie noetheriano, então

t>l de forma que N

(a,, a... a,) = (a,, 915,

Portanto
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ví(a,, ..,a,))=Ví(a, ma Ya.+ 441

o que é absurdo.

Proposição 3­14. Seja À um anel noetherianoe booleano.

Então FCcSpec(A) é fechado se, e somente se, F é um aberto “há­

sico.

Demonstração:

(<===) F=X => F<=Ví(a­1) == F é fechado.
(==>) Seja FCSpec(A) um fechado. Então A um ideal 1

em A tal que T=(a, e. a) e VÍI)=F. Logo F=V(I) =V(a) =X
onde a é um gerador de LI. dk

“Proposição 3­15. O espectro de um anel noetherianoe sub­

diretamente irredutível é um espaço irredutivel.

Demonstração:

Provaremos que n(A)=Ann(Ã) o que é suficientepois este
ultimo ideal é primo.

Suponhamos que exista x€Ann(ÃÂÃ) tal que xén(A). Então
x, x. .. ZOO. Supondo Â=(c), segue­se que cE(xX*), Yn>31. Lo­

go, Yn>31, 4 VANCE. tal que c=x".y, Consideremos os ideais
IT, = Ann (x) , Vk>1. É evidente que ne 1, e.

n+1Contudo y € Toa porque 7y,­xX =X (y, x )=xc=0 e
pois Ynº x = cZ£O0. Isto para todo n>1l. Logo 1) EI FE.
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Absurdo. “Logo Ann(A)Cn(A) e, então, vale a igualdade Ann(â) =

=n(A).

S$ 3º | ANÉIS DE DEDEKIND

1. CONCEITUAÇÃO

Um anel de Dedekind e, por definição, um anel de inte i­
dade noetheriano, de dimensão um, no qual todo ideal primário/é po­

n
. O .tencia de um ideal primo.

Exemplo: São importantes anéis de Dedekind, os anéis prin­
(º)

cipais. Nestes um ideal P é primo se, e somente se, P=(p), onde
|

Não TRIAL

pe e irredu*ivel. E um ideal qVe primário se, e somente se, Q =Ss :r

= (p")=(p)", onde p é irredutível e m>1.

Proposição 3­16. Num anel de Dedekind A todo ideal não
TRI ú É

. . .mio e um produto de ideais primos.

Demonstração:

Para todo ideal I de A existe uma decomposição primária
n

irredundante I=(7Q0,. Logo, i/áj=> r(0;) A r(Q.) (i,j=1,2,...
r=l

...,n). Sendo porém maximal todo ideal primo não nulo de À:
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i 4j => r(Q,) + r(Q) = (1) => r(Q, + 0.) =r(r(Q,) + r(Q)) =r((1)) =
n

(1) ==> Q. + 0. = (1) => Q. e Q. são co­primos => I=(|Q. =
i j i j ; i

n i=l

= TI o. . Como cada ideal primário é potência de um primo, a pro­
i=l :

posição fica provada. +

Obs.: É possível provar que a fatoração de um ideal não
de Pedekind

nulo de um anel Kúctikerdano num produto de ideais primos e única.

Todavia não precisaremos deste fato aqui.

2. O ESPECTRO DE UM ANEL DE DEDEKIND

2 fa NoDe inicio observemos que decorre da definiçao de Anel de

Dedekind que o espectro destes aneis é conexo mas não eé T, e, por­
tanto, não é T,.

Proposição 3­17. Seja A um anel de Dedekind. Se X

=Spec(A) e FCX, então F é fechado se, e somente se, F=4dD, F =

=X ou F é finito e (0) ÉF.

Demonstração:

( =>) Seja FCX um fechado. Suponhamos« F/BQ e FZX.

Então existe um ideal não trivial I tal que F=V(I). Logo, exis­

tem P 7 =. 5 P, EX (nenhum deles nulo) de forma que I=P. .P.....P .1º) 1 2

Então V(TI)=V(P,.P,. ...P)=V(P))U.. UP) =(P)) U.. U(P,)
=(P,, ..., P.), pois cada P; é maximal.
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(<=) Se F=fP,, .. P, e um fechado e (0)ZF, en­
tão é óbvio que v(P, ...P) =F. LogoF e fechado. HH

Corolário. O espectro X de um anel de Dedekind é um es­

paço T, se, e somente se, X é finito.D

Demonstração:

(<=) Já provado genericamente.

( ==>) Suponhamos X infinito e consideremos o ideal pri­

mo P=(0). Se Fé um fechado que contem P, então F=V(I), onde

I é um ideal tal que (0) >I. Logo I=(0) e portanto F=X. Por

outro lado, se x, 3 (0) então bZO0..Sebeé inversível, então
x, =X e dai x, NF=X/(P) « Se b não é inversível, então (b)=

P,...P, (P,EX, P,Z(0)). Logo V(b)=(P,, ee Pr) e X =
= X­(P/,..,P ). Portanto X O F=X 0 X=X­(P),..,P )Z(P). +

Obs.: 1) Se IT é um ideal não nulo e I=P,..P =P'..P!—E. r 1" Os

(P; e P! primos), então V(I) = (Py, =P, )=(P1,..,P!) « Isto mos­
tra que os fatores na decomposição de I são os mesmos.

2) Seja X o espectro de um anel de Dedekind.  Se/7Y

é um sub­espaço de X, então um sub­conjunto U de Y será fechado em

Y se, e somente se, U=B, U=Y ou Ué finito e (0) ÉU. Isto é

uma conseqliencia imediata da proposição anterior e dá ensejoao re­
sultado a seguir.
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Proposição 3­18. Todo sub­conjunto Y do espectro X de

um anel de Dedekind tal que (O)EeY é conexo por caminhos.

Demonstração:

Se v=((0)) é imediato. Em caso contrário, tomemos
P,QEY, PZQ. Definamos f:[0,1]­>7Y da seguinte maneira:

f(0) =P, f(1)=Q e f(t)=(0), VYt ZO0,1. Seja F um fechado em Y.

Então: (a) Y=F => er](F) = [0,1]; (b) F=f] => f(F)=% e (c)
F=(P ,..,P,) com PÉ (0). Neste caso

PeEF e QÉEF=>r*(F) = (fo)
PEF e QeF=>r"() =(1)
PeEF e QeEF=> rs(6) = f(o,1)
QEÉF e PEF=—>rs'"(P) =.

Em todos os casos possíveis a imagem inversa de um fechado

de Y é um fechado em [0,1]. Logo f é contínua. H

Corolário. Seja A um anel de Dedekind. Então: (a) VYVYC

C Spec (A), (0)e Y => Y é conexo; (b) Todo aberto de Spec (A) e

conexo por caminhos (e portanto conexo). +

Notas:

(1) Como num anel de Dedekind é primo o ideal (O), entãoo

espectro de tais aneis e sempre irredutivel.

(2) Como os abertos do espectro de um anel de Dedekind A

são o D, o Spec(A) e os conjuntos tais como G=Spec (A) ­+ (py +
“PJ, onde P. E Spec (A) e P. Z(0O) (i=1,2,..,x), então toda
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segqllencia de ideais de Spec (A) contem uma sub­seqliencia convergen­
te, isto é, Spec (A) é sequencialmente compacto.

Exemplos:

1) O anel C[X) é umg anel de Dedekind; seus ideais pri­
mos são, alem do (O), os ideais gerados pelos elementos da coleção

í X+u;u eC) . Sendo ur­X+u uma bijeção, podemos identificar
o espectro de C[X] com um plano mais um "ponto no infinito",es­
te representando oideal (O). Como um plano e uma superfície esfé­

rica, sem o polo norte, são equipotentes, então uma superfície es­

férica completa é homeomorfa ao espectro de C[X]. Nesta repre­
sentação os fechados não triviais são os conjuntos finitos de pon­
tos da superfície esférica que não contêm o polo norte. Além dis­

so, todo ponto da superfície esférica "está ligado!" por um "cami­
nho" ao polo norte.

O,
£: [0,1] >Y; f(0)=P, f(t)=(0), vtÃzZO.

2) No anel de Dedekind A=R[X] os ideais primos são o

(0) e os gerados por polinômios da coleção (X+u; u€eR) ouda co­
leção (x? +aX+b; ao 4b< O). Então Spec (R[X]) é homeomorfo

2ao sub­conjunto do plano V=((a,b) er? ; EO ra ­ 4n<o) ufu) ,
79
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onde (OU é um ponto qualquer do plano, distindo dos demais de V, do­

tando V da topologia em que os fechados não triviais se definem co­

mo no exemplo anterior.

São | ANÉIS ARTINIANOS

1. DEFINIÇÃO ­ PROPRIEDADES

Seja À um anel. Seo A­módulo A for artiniano, isto e, se

toda sequência 17 21,O de ideais em À for estacionária, dire­
o

. smos que À e um anel artiniano.

Proposição 3­18. Todo ideal primo de um anel artiniano ê

maximal.

Demonstração:
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Seja P um ideal primo de A. Então A/P é um anel de inte­

gridade. Além disso é artiniano, pelo seguinte:

Seja 1 21) D+». uma seqliencia de ideais em A/P. Sendo
g:A >A/P o homomorfismo canonico, então g (1 og) D. é
uma sequência de ideais em A. Logo,E kK>1 : gol =gN 1' —

E Th) = ee
H . LES 1 =Sendo g sobrejetora: IT = Th? ...

x=x+PXZP,., Então:

(EX) O(%)5. =>q1n>1: Pe2P
Por outro lado, tomemos

J (fFesr/P)=>1=x.y.Is­

to mostra que A/P é corpo. Logo P é maximal. d+

Proposição 3­20. Seja À um anel noetheriano de dimensão

zero. Então A é artiniano.

Demonstração.

Ja sabemos que existem ideais primos em A (logo maximais)

M M de modo que M .M.. e. M =(0) « Fazendo­se M .M. . ..qto 14 12r

e... M. = N. (i=1,2,..,r), então cada NA; e um A­módulo e,
também, um espaço vetorial sobre AM/M,, desde que se defina o "pro­
duto por um escalar" assim: Yx€EN,ii.) VaecA==> (a+M))(x+N)) =
=ax + N. ­ Em virtude disto, os A­sub­módulos de NAN: são os
sub­espaços de NAS sobre A/M., e vice­versa. Consideremos
as seqllencias exatas:

(0) — My > A > A/M, > (0)

/M, MM, —­ (O).
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O fato de À ser noetheriano acarreta que (propr. 1­26)

... ..

e e. P N. ,/N,M M, /M, M, tambem o e assando a olhar cada io) ; como
espaço vetorial sobre A/M., lembrando que seus sub­espaços são os
seus A­sub­módulos e observando que para um espaço vetorial são e­

quivalentes as condições "artiniano" e "noetheriano", então, ainda

devido à proposição citada, podemos dizer que À é artiniano.H

" ff ? .» . eu 7

Obs.: Vale a reciproca: Se À e artiniano, entao À e noe­

theriano e tem dimensão zero.

2. O ESPECTRO DE UM ANEL ARTINIANO

Proposição 3­21l. O espectro de um anel artinianoé finito

e discreto.

Demonstração:

Se fosse infinito, existiria uma seqllência (P,sP Pi.)2º ....

de ideais primos de À tais que: izZj => Pp, ÉP. (i,j=1,2,..). En­
tao P, >P, NP,O ...

Logo,A t>1 tal que P, ne. NP,=P,N..NPNP,, = O...
Donde vP. E P,..P,] => PDP, N..0P, =>9i, 1€igt:P, =P,
(pois cada P, é maximal). Absurdo.

Sendo finito o Spec (A) e cada (P]) CSpec (A) fechado, en­
tão este espaço é discreto. *
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Proposição 3­22,. Seja À um anel noetheriano. Se Spec(A)

for discreto, então A e artiniano.

Demonstração:

Se X=Spec(A) for discreto, então (Plex é fechado,
YPeX. Logo P é maximal. Portanto A tem dimensão zero.'*+t

Proposição 3­23. Seja À um anel artiniano e sub­direta­

mente irredutível. Então n(A)=Ann(Â) e Spec (A) = (Ann (4) ).

Demonstração:

Provemos de início que é irredutível o Spec (A) . Para tan­

to é suficiente mostrar que Ann (À) cn(A), conforme já vimos. As­
mitamos que Td a €Ann (À) tal que agn(A). Então: (a) 2(a%)5 =>
==24 n>1: a sra (rei) => a'(1­ra)=0 => 1 ­ ra E Ann(À)
(pois a Z0) ==> YxeÃ, xZO0, x(l­ra)=O. Como porem xas=0O
(já que a€EAnn(Ã)), então x=O0O. Absurdo. Logo Ann(Â)=n(A).

Sendo n(A)= Ann (À) =M primo, então o Spec(A) é irredutí­
vel. Mas um espaço discreto é irredutível se, e somente se, esse

espaço for unitário. Logo Spec (4) = (MJ e H

Proposição 3­24. Seja À um anel artiniano tal que todo

ideal de A admite um gerador idempotente. Então o espectro de À é
: s

|

Á. '

irredutível se, e somente se, À e um corpo.

Demonstração:

(<=) Imediata.|
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(==>) — Suponhamos n(A)=(u), onde nº su. Mas, u€n(A)
=> qiz>l: u*=0. Logo u=O. Sendo discreto e irredutível o

Spec (A), então VYa€A => x = ou X, =X. Tomando a£0O, entao
x E (x =[$ => aEn(A) => a=­0). Logo X=X, isto e, aein­

gs
versível.

Obs.: São aneis que se enquadram nas: hipoteses do teorema

os anéis semi­simples, isto e, aneis artinianos cujo unico ideal

nilpotente é o ideal nulo.
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U(A) .ecencuco.

À

(a) cave.

(0 RR

(a,I) ..cvvao

n(A) ..clcvveo.

Ann (1) .......

r(I) ...cecc.e.

Cc
E eacccececo.

CE e rruccueaco.
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XA; cavaco.
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a + Il ccccccceso

A/I eoccecescoeceoeo

STA leais.
Àp e.F.cecocceocecoeosa

MO, ......
M N .......O.
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TABELA DE ALGUNS SÍMBOLOS USADOS

Conjunto dos elementos inversíveis do anel À.

Intersecção dos ideais não nulos do anel A.
Ideal gerado por a.

Ideal gerado por E.

Ideal gerado por à e I..
Nilradical do anel A.

Radical de Jacobson do anel À.

Anulador do ideal I.

Radical do ideal I

Complementar de E.

Complementar de E em relação a Y.
Derivado de A.

Fecho de Y.

Produto direto externo dos anéis A;
Classe lateral módulo I do elemento a.

Anel quociente de A por I.

Anel das fraçoes de À em relação a S.

Anel das fraçoes de À em relação a A­P.

Soma direta dos A­módulos M, e M,.
Produto tensorial dos A­módulos M e N.

Módulo das frações do A­módulo M em relação a S.
Módulo das frações do A­módulo M em relação a A­P,.
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: [x 1x2, +) e...
“Spec (A) ......

V(E) evectecçoos
K(Y) ioccvcceco.

É cucccecaco.

lh eAocececeo.
i eeoÁcqoecoescecoo

Ker (f) .....

Sub­espaço gerado por Xp Xe
Espectro do anel A.

Coleção dos ideais primos de À que não contêm a.
Coleção dos ideais primos de A que contemE.
Intersecção dos ideais de Y.
Aplicação associada ao homomorfismo f: A­>B.
Aplicação idêntica do conjuntoE.
Aplicação inclusão de I em A (ICA).

Núcleo do homomorfismo f ”

Produto dos ideais­Q..

Produto dos elementos x..

Isomorfismo, entre modulos (ou aneis).
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