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INTRODUCAO

0 presente trabalho tem sua origem nos estudos que vinha-
mos fazendo sobre topicos de Algebra com implicacoes de ordem topo-
logica. Dentre estes assuntos, a topologia de Zariski, obtida no

especiro de um anel comutativo, ocupa um lugar digno de atencao,

nao so por suas possiveis aplicacoes (por exemplo. em Geometria Al-

gébrica) como tambem pelos aspectos intrinsecamente interessantes

que envolve.

0O primeiro capitulo de nosso trabalho se destina a apre-
sentar os pre-requisitos sobre Aneis e Modulos. Tais resultados se
encontram distribuidos pela bibliografia, sem diferencas conside-
raveis, especialmente em [1], [2]. [4], (8] e [19] . Certas demons-

tracoes foram omitidas ou resumidas por razoes obvias.

No capitulo II introduzimos a topologia espectral de um
Anel. E o fazemos atraves de uma condicao necessaria e suficiente
para que uma classe de sub-conjuntos de um dado conjunto, nao va-

zio, seja base de uma topologia nesse conjunto. So posteriormente

A
AVAVAY

: 2 3 4 5 6 7unesp“ 11 12 13 14 15 16 17



passamos a caracterizar os fechados da topologia obtida. Neste ca-

pitulo introduzimos o axioma T, no espectro de um anel. Tal axioma,

D
intermediario entre os axiomas TO e Tl foir introduzido em Topolo-
gia em 1962, por Aull e Thr:.n. Damos, também, uma condic¢ao sufi-
ciente para que o espectro de um anel satisfagca a tal axioma. Como
os aneis sub-diretamente irredutiveis nao terao um estudo especial

no capitulo seguinte, damos aqui, no paragrafo sobre "Separacgao',

uma condigao necessaria e suficiente para que o espectro destes a-

neis satisfaca ao axioma Tl'

No capitulo III, em que estudamos algumas facetas do es-
pectro de certos aneis, seguimos a seguinte orientacao: focalizar
apenas os aspectos algébricos essenciais desses aneiscomvistas ao
seu espectro. Assim, entre outras colisas, tratamos das seguintes
questoes: (a) No primeiro paragrafo damos uma condic¢ao necessaria e
suficiente para que uma seqliencia de pontos do espectro de um Anel
Regular seja convergente, bem como a condicao de irredutibilidade
do espectro de um tal anel; demonstramos, ainda,zaequivaléncia dos
axiomas T1 e T2 no espectro de um anel, fato este que depende do
seguinte resultado de carater exclusivamente algebrico: "se todos
os ideais primos de um anel A sao maximais, entao A/n(A) e um anel
regular". (b) No paragrafo Segundo, que trata dos aneis noetheria-
nos, alem de tratarmos das '"condicoes de cadeia" para os seus es-
pectros, damcs a condicao de irredutibilidade de tais espectros, nos
casos em que 0S aneis sao, também, sub-diretamente irredutiveis.
(¢c) No terceiro paragrafo descrevemos os fechados do espectro de um

.

Anel de Dedekind e, ainda sobre o espectro de tais aneis, damos uma
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condicao necessaria e suficiente para que se verifique o axioma TD
e estudamos o problemd de conexao por caminhos. (d) No ultimo para-
grafo focalizamos o espectro dos Aneis Artinianos. Aqui, alem de
termos descrito tais espectros (alias triviais), inclusive no caso
de os aneis serem sub-diretamente irredutiveis (alem de artinianos),
demos uma condigao necessaria e suficiente para que seja irreduti-

vel o espectro de um Anel Semi-simples.

Por ultimo gostariamos de deixar publico nosso mais sin-

ceros agradecimentos aos dignos professores Dr. Jairo S. da Fonseca,

nao so por ter aceitado a orientagao deste trabalho, como tambem,

entre outras coisas, por ser o responsavel direto por nosso ingres-
so na carreira universitaria e Dr. Roberto C. F. Costa que, com a
maxima boa vontade, leu grande parte dos originais deste trabalho,

dando-nos a respeito proveitosas sugestoes.
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CAPITULO I

ANEIS E MODULOS

| IDEAIS

1. INTRODUGAO

Aos aneis comutativos com unidade (unicos a serem consi-

derados neste trabalho) chamaremos apenas de aneis, em tudo o que

se segue.

Dado um anel A, um sub-conjunto ICA e chamado ideal em A
se: (a) I44; (b) x,yeI => x-y€e€I e (c) a€d e x€I =>
==> ax El. Desta definigao decorre que: 0€I; x,y€I =
x+y€l; se U(AYNIZP, onde !""A' indica o conjunto dos ele-

mentos inversiveis de A, entao I - A.

Proposicao 1-1. Um anel A e um corpo se, e somente se,
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os unicos ideais em A sao {0} e A.

Demonstracao:

(=>) Seja I um ideal em A tal que 1;5{0}. Tomando

a€l, a#Z0, entao a_leA e a—l.azlel. Logo I=A.

(<=) YacA, a#0, o conjunto I={ax:x€A} e um

ideal em A e I%{O} . Logo I x €A tal que a.x =1. Entao exis-

te a-lt’-_‘,A, ¥a€A*. Entao A e corpo. #

Dada uma familia (Ir)reL de ideais em um anel A é ob-

vio que tambem € um ideal em A o conjunto I = N Ir .
rel

Sendo {a familia de todos os ideais de A e #*=#- {{0}},
se o ideal A = m I for diferente do ideal nulo {0} , entao di-

Ief*
remos que A e um anel sub-diretamente irredutivel.

Consideremos agora dois aneis: A e B. Seja f: A—B um
homomorfismo. Facilmente se demonstra que: (a) ne~l(J) & um ideal
em A,, qualquer que seja o ideal J em B; b) se f e um epimorfis-

mo e I ¢ um ideal em A, entao f(I) e um ideal em B'".

2. IDEAIS GERADOS

Seja EZ@ uma parte de um anel A. O ideal gerado por E

é, por definicao, o ideal
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e X

S E}.
r

[

\ ' k|
i o ;, rzl, ntac usaremos a notacgao

2y yr} *, as vezes, ao inves de (E). Os ideais gerados por

conjuntos unitarios sao ch: .dos ideais principais. Se todos os

ideais de um anel de integridade forem principais, este se chamara

anel principal.

Dado um ideal I num anel A e um elemento a €A, o con-

(a,I) = {ax+i : XEA e iG.I}

e um ideal em A que se chamara ideal gerado por a e I. Obviamen-

te: ac(a,I), IC(a,I) ese afI, entao I%(a,I).

3. IDEAIS PRIMOS, MAXIMAIS E PRIMARIOS

Seja PZA um ideal num anel A. Diremos que P e um ideal

primo se: a.b€P => aecP ou bEP.

A interseccao de todos os ideais primos de A sera chamada

nilradical de A e sera indicada por n(A).

Proposicao 1-2. xen(d) <=> TieZ, i>0, tal que

Demonstracao:

(¢==) x'=0 => x"eP, para todo ideal primo P =

* Estes ideais sao chamados ideais de tipo finito.
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==> x €P, para todc ideal primo P =—> x en(A).

(=>) Se x £0, ¥i>0, entao seria nao vazia a fami-
1ia % dos ideais I de A tais que x' £I, ¥n>0 ((0)eT). 0
ma de Zorn garante, entac, a existencia de umideal maximai P nes-

orderada ror inclusao.

Sejam a,b €A tais qu: a,bgP. Entao P E(a,P) e

P& (b,P). Devido a condigao de P, entao (a,P) ¢ F e (b,P)¢F.

Logo  r,s>0 tais que x € (a,P) e x»€ (b,P) . Logo x" °e(ab,P).

Entao (ab,P) ¢ # o que implica que abgP (abe P =>
=> (ab,P)c P => xnz;é fab,P), ¥n>0). Portanto P e um ideal primo.

Como x€P, entao x¢n(A). Absurdo. #

Definigao. Os elementos do nilradical de um anel A sao

:hhamados elemeniss nilpotentes.

Um ideal M num anel A ¢ chamado ideal maximal se MZA e

se o unico ideal que contem M, propriamente, e o anel A.

Uma aplicagac rotineira do lema de Zorn garante a existen-
cia de um ideal maximal, ao menos, em cada anel A. Analogamente
garante, tambem, que todo ideal I%A esta contide num ideal ma-

ximal.

Proposicac 1-3. Todo ideal maximal e primo.

Demonstragﬁo

Seja M um ideal maximal. Tomemos a e b em A de modo que
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a.b€EM. Se a¢M, entao ME(a,M). Logo (a,M) =A. Entao Ju€A
e mEM de modo que 1 =au+m. Donde: %t =abu+mb. Isto mostra

que bEM. #

Proposicao 1.4. Seja j{A) a interseccao de todos os i-

deais maximais deo anel A. Entao: x€j(A) <=> 1-xy e inversivel,

Vy €A .

Demonstracao

(=) Se existisse Y, €A tal que 1-xy_ nao fosse in-

versivel, entao existiria um ideal maximal M tal que

i M.
Wl xyo) &

Como x€j(A)CM e como l—xyoeM, entao 1€ M. Absur-

(<==) Suponhamos que M e um ideal maximal em A e que
x€M. Entao

(x,M) = A,

Assim, existem m€M e y€A tais que 1 =m+xy. Con-

seqllentemente 1-xy€M e 1-Xxy nao e inversivel. Absurdo. #

Definigao. O ideal j(A) sera chamado radical de Ja-

cobson do anel A.

Definicao. Dado um ideal I no anel A chamaremcs de anu-

lador de I o ideal Aan (1) ={xEA: xa=0, VaEI}.
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Uma decorrencia imediata da definigao anterior e que dados

os ideais I e J em A, entao

ICcJd => Ann(J) C Ann(I) .

Proposicao 1-5. Seja A um anel sub-diretamente irreduti-

vel. Entao: (a) Ann(A) & maximal; (b) x €Ann(A) <=> x=0 ou «x

e divisor proprio do zero.

Demonstracao:

De inicio observemos que Yu€eld, uZ0=>A=(u), 0o que

-~

decorre diretamente da definigao de A.

(a) Dado x ¢Ann(A), entao Tael de modo que xa £ 0.
Como xa €A, entiao A=(xa) o que implica que HTseA de modo
que a=xas. Da igualdade a(l-xs)=0 segue-se que 1-xs€

€ Ann(4), pois A= (a).

Se Ann \) nao fosse maximal, existiria um ideal J em A

tal que Ann(A)&JgA.

Tomando y €J - Ann(A), entao,conforme vimos no primeiro

paragrafo da demonstracgao, existe SO€A de modec que l-ysoe

€ Ann(A) . Logo 1€J . Absurdo.

(b) Seja v um divisor proprio do zero em A. Entao
Ann(v) = Ann((v)) # (0).
Portanto AcAnn(v). Mas, A cAnn(v) => Ann(Ann(v)) cAnn(A). Co-
mo v €Ann(Ann(v)), entao v €Ann(A). Logo Ann(A) contem os di-

visores de zero de A. A inclusao contraria e imediata. #
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Definigao. Um ideal Q no anel A e chamado ideal primario

xy€Q => x€Q ou ¥ n>0 : y'eQ.

E evidente, pois, que todo ideal primo é, tambem, um ideal

primario.

4, OPERACOES COM IDEAIS

Sejam I e J ideais em A. Chamaremos de soma e produto,

respectivamente, de I e J aos seguintes ideais:

I+ d = {x-ry : x€EI e y €J'} e

I
1i 3t TR s ey T & 6 r>1}.
i=1

Por indugao se definem soma e produto de n ideais (n>2).

Em particuiar I¥ = I.T. v T (0 Vezes).
Dados os ideais I e J em A: I.JCINJcI+d.

Dois ideais I e J dizem-se co-primos se I+J=A. Neste

caso e facil ver que INJ=1.J.

K ) (n>2) ideais em A.

Proposicao 1-6. Sejam Il’ ey T

a) Se esses ideais sao co-primos, dois a dois, entao
n n
T b) Se P & um ideal primo tal que P Dfﬁ]lr, entao
r=1

Demonstragac

a) Para n=2 ja observamos acima. Admitamos que
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mo Ir+Inl =(1) (1<rg<n-1), entao existen

n-1 n-1
€ : ’ : = - .
& [y eT . Logo TT X T (1 yr) Isto
w3 r=1 r=1
IMTx_~-1€ I . Portante, 3 v€I  de modo que
r=1

Isto mostra que (1) = In-rJ . Conseqllentemente
n
= Jn = .
e = 14
r=1

b) Suponhamos que, ¥r, r=1,2,..,n => Ir¢P. Entao, d
tal que xlg.l‘ B, wivy 3 x € In tal que xn¢ P. Logo

cw.I cI.N..NI CP. Como P e primo, um
n 1 n

2

esta em P, Absurdo.

n
Obs.: Em particular, se P = () I, entao P e igual a
r=1

um dos I .
r

5. RADICAL DE UM IDEAL

Dados um anel A e um ideal I em A, o radical de I (r(I))

€, por definicao, o ideal

r(I) = {xeA : An>0 e x'€ I}.

Dados os ideais I e J em A as seguintes relagoes sao ver-
dadeiras:

(a) Icr(I)

(b) r(I1.J) = r(INJ) = r(I)Nr(J)

(e) r(I) = (1) <=>1 = (1)
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(d) r(I+4J) = r(r(I) +r(J))
(e) r(I) +r(J) = (1) <> I1+J = (1)
(f) Se P & um ideal primo, entdo r(p") =P, ¥n>O0.

A

Proposicao 1-7. Se Q e um ideal primario no anel A, en-

tao r(Q) e o menor ideal primo que contem Q.

Demonstracao:

x.yer(Q =T m>0: (x.y)"=x"y"eQ => x"€Qou T n>0:

yeQ =>xer(Q ou yer(Q). Logo r(Q) é primo.

Seja P um ideal primo que contem Q. Entao: x€cr(Q) =>

An>0: x"€Q => x"€P => x€P. Logo r(Q)cP. #

6. IDEAIS PRIMOS MINIMAIS

Diremos que um ideal primo P num anel A e um ideal primo
minimal se P for minimal no conjunto dos ideais primos de A, orde-

nado por inclusao.

Uma parte multiplicativa de um anel A e um sub-conjunto

SCA, S£#@, fechado para a multiplicacao. Obviamente um ideal P

e primo se, e somente se, A-P ¢ uma parte multiplicativa de A.

Proposicao 1-8. Se S e uma parte multiplicativa de um

anel A e se O ¢S , entao existe um ideal maximal na familia dos i-
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deais que nao interceptam S; um tal ideal necessariamente e primo.

Demonstracao

A existencia se prova, tambem, atraves do lema de Zorn.

Seja P um desses ideais e mostremos que ele €& primo.

Suponhamos x.yeP, x¢P e yé&P. Entao P &(x,P) e
PS{y,P). Logo, Tue(x,P)NS e dve(y,P)NS, tais que u,véP.
Como, poreéem, u.v e(x,P).(y,P)c(xy,P)CcP, entao PNS £ ¢ (uv

esta em S). Absurdo. #

Corolario. Se P é um ideal primo minimal, entao, ¥x€P,

Us€A-P e Tk>0, k€Z, de modo que s.xk=0.

Demonstracao:

0 conjunto S={s.xr:r>0 e SGA—P} e uma parte mul-

tiplicativa de A.

Se 0¢S, entdo existe um ideal primo P' tal que P'NS=

Mac, Vs€A-P, s=s5.x°¢S. Assim A-PcCS, e, entao,
S°CP. Ademais, PPNS=¢g => p'csC. Logo P'CP. Poroutro lado,
como XEP e x=l.x1, entac x €S. Entao x@P'. Podemos afir-

mar pois, que P'&P. Absurdo.

Logo 0O€S e, entao, 4 k>0, k€2Z, de modo que Ozs.xk.#—

7. PRODUTOS DIRETOS

Consideremos n aneis (n > 2): Al, Az, An. 0 conjunto

10
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Yer ased o s aneﬂn} tera uma estru-

¥ 1
3 1 8

znel, se definirmos necle a adicao e a multiplicacao compo-
componente, isto e

(rRgreesa )+ ibl, - {a}+bl v agthy e an+bn)

(al,ag. .....a‘(ﬁ : (b] g i b 2.b2, S5t an.bn)

Este anel sera chamado produto direto dos aneis Al, A2,

Proposicao 1-9. Dados os aneis Al, A2, o An , para que

seja um ideal e necessario e suficiente que existam i-

Al, ey An , respectivamente, de modo que

Demonstracao:

(<==) Evidente.

(==>) Seja I um ideal em A. Cada uma das aplicagoes
p.:A>A  definidas por pr(xl, vy Xy e xn) = X e um epimor-
fismo. Entao pr(I} lr e um ideal em Ar para cada r . Mos-

tremos que

X «) €I tal que pr(x) =X .

Logo (... sdady werOEs [0 nss X s e 0O)eI. Isto im-

plica que {(0, wesy Oy :r’ .o IR 1 xrelr}CI ¥r, 1<r<n . As-

sim: ¥(yl’ ey yn) € Fi(]-]:r =% (V], el yn} = (y’l, Oy aany 0) + we +
+ 40, oy O, y’n) €I .
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Por outro lado, se

iy Pox) =X Bl
n nn

8. ANEL QUOCIENTE

Dado um ideal I no anel A, a relacao ~ em A, definida

g
pele sentenga "x~y <=> x-y€@8" e, claramente, uma relacao de

psguivalencia em A. As classes de equivalencia sao, YVa €A, oscon-

juntos a=a+1I-= {a-ri: iel }.

As leis de composigao

(a+I)+(b+1I) (a+b) +1

(a+I).(b+I) =ab+1
estao bem definidas em A/~., que sera indicado por A/I, e dao uma

estrutura de anel a este conjunto quociente.

Este anel & chamado anel quociente de A por I.

0 epimorfismo x+-x+I de A em A/I e chamado homomorfis-

mo canonico de A em A/I.

Proposicao 1-10. Seja I um ideal no anel A. Entao: (a)

A/I eum anel de integridade <=> I & primo; (b) A/I é corpo <=>

I ¢ maximal.

Demonstracao:

(a) Imediata.
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Seja M um ideal em A tal que IGM e tomemos
I £1=0. SendoA/I um corpo, entao existe
b €A/Ide forma que a.b =1, ou seja, ab-1€I. Logo ab-1E€EM,

e como a€M, entao 1€M. Vale dizer: M=A.

(<=) Seja a‘A/I, a£0. Entio agI. Considere-
moz o ideal M=1(a,I). Como IEM, entao M=A. Logo d ioeI e

qgue l=i +ax . Portanto a.x =1. #

x EA tais q
o o o o

Proposigdo 1-11. Qualquer que seja o anel A, n(A/n(A4)) =

{c}.

Demonstracao:

S ¢ | o~ sir
Seja @ €A/n(A)) tal que (a) =0. Entao

que restlta cue g m>0:a "= 0. Logo ae€n(A)

Proposigao 1-12. Dado um ideal I no anel A, entao r(I)=

=ﬂ{P;E‘- e primo ePDI}-

Demonstracao:

. £ .
Observemos de inicio que

n(A/I)= {a+1:@ n>0 e a"+I=I}={a+I:8n>0 e a"eI}.

Logo: a+ Ien(A/I)<=> a€r(I). Provaremos a seguir que

~

a+Ien(A/I)<=> a eﬂ{P :P e primo e P:)I} , O que equivale a

proposi¢ao enunciada. iy
P

Cesa .I‘
Sestvo P)um ideal primo em A e ¢:A- A/I o homo-

morfismo canonico. £ facil provar que ¢(P) e um ideal primo em
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A/TC.

Seja F a colecao dos ideais primos de A que contem I. Pa-
ra todo a+IentA/I}: a+IenA/I)=>a+Ie(P,), ¥PE c A
VPaeIF, ] paePa: R \’F(pa) = pa+I > VPOLQSI' HPOLGPO'.
a~p, &I =>VP cJ; 4 p.ecP . ta-pecP —>acl , ¥PeF,

{(<==) Seia a€A um elemento que esta em todos os ideais
primos de A que contem I. Se P & um ideal primo em A/I, entao
¢ (P) & um ideal primo em A que contem I,uma vez que T&P : Lo«

ge a€ ¢ {P). Entaoc Gfa) =a+I€P. #

Proposicao 1-13. Dados os 1deais | SR In no anel A e

indicande por Y ¢ homomorfismo ¥: A-— X (A/I ) dado por
r=1

W(x) = (X3 XI5 e 5 X+T1 )
1 n

(a) ¥ e epimorfismo <=> Ir IS sao co-primos, sempre que

n
rds; (t) Y & monomorfismo <=> [ I. = (o) .
r=1

Demonstracao:

{a) (==>) Existe x€A tal que WY(x)=(1
Entao x~-1€Il e x€12. De forma que

x+(x-1) =—.-1€Il+12.

Logo Il + 12= A . Analogamente se procede no caso geral.

(<—) _Coma 11+Ir=A (¥r>1) entao, para cada

r>1l, existem u_rEI e v €1 de modo que UtV = I.. Fazen-

1 r r r b o~ d[C cmt’kq - 1".-'(.1‘-
dr.’)w

* A imagem de um ideal primo por um epimorfismo e, sempre} um ideal
primo. A imagem inversa de um ideal primo por um homomorfismo e
um ideal primo.
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n n
do x. = [ v, entao x, = m (1 - ur). Logo X, 1
r=2 r=2

- (r22). Conseqllentemente ?(x1)= OT:0; .07, Analogamente e-

-1€I e x, €1
1 r

Xistem X .”,xne‘A tais que Q(x2)= (0,1,0,..,0) , ... ,‘?(xn)z

2.’

_ n
=( 0; w01 ) Portanto, dado ( El,.u, En) & ¥ (ié‘), segue-se
r=1 r

que ?(alx + ees + anxn) = (al, ..?an) , ©0 que prova que ‘Y e sobre-

1

Jetora.

(b) Notemos que
n

tora se, e somente se, [ ) I
r=1

Lema. Seja A um anel de integridade. Se o numero de i-

deais de A e finito, entao A e um corpo.

Demonstracao:

Para todo r >0, Irl={x.ar: xeA}, onde a e um ele-

mento fixo e nao nulo de A, e um ideal em A. Logo existem m,n€2Z
(m>n>0, por exemplo) tais que Im:In . Como a"e€ In, entao

n m

a =X .a (x ¢ A). Logo 1=xa e 1l=(x vamet=tyig
o 0 o o

0 que

prova que A e corpo. #

Proposicao 1-14. Para que um anel A seja isomorfo a um

produto direto finito de corpos e necessario e suficiente que o nu-

mero de ideais de A seja finito e que n(A) = (0).

Demonstracao

(==>) Evidente, observando que o zero e o unico elemento
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nilpotente de um corpo e levando em conta a proposigao 1-9.

(<==) Se A e um anel de integridade e imediato, por cau-

sa do lema.

De um modo geral, c¢xistem ideais primos Pl""’ Pk em A
de modo que P, NP, N ..NP = {0} . Como cada A/Pr e um anel de
integridade e como pelo homomorfismo canonico a a+P. de A so-
bre A/P, ideais distintos neste ultimo tem imagens inversas distin-
tas em A, entao A/Pr tem um numero finito de ideais. Logo cada A/%ﬁ
e corpo. Assim sendo cada Pr e maximal e, entao

rts => PP+PS = A,

k
Por outro lado, como Pl n ".f]Pr = (0), entao VY:A—- X (A/P.),
r=1

dada por W(x):=(x-rP1, “.?x-rpk), e um isomorfismo. +

9. ANEL DE FRACOES

Seja A um anel e indiquemos por S uma parte multiplicati-
va de A tal que OFES e 1€S. A relacao = em AxS assim de-
finida:

(a.s) = (b,t) <> T ueS : (at-bs)u =0
e uma relacao de equivaléncia. . Uma classe de equivalencia .a,s)
sera indicada. neste caso,por g‘. 0 conjunto quociente AxS/= por

s1la.

-1 :
Obteremos uma estrutura de anel em S "A se considerarmos

as leis (bem definidas):
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at + bs
st

b _ ab
1t st

sera chamado, ertzo, anel das fracoes de A em rela-

E importante o caso em qie S=A-P, sendo P um ideal

primo. Agui, em vez de (A-HP}—I A, usa-se a notagao Ap.

Proposicao 1-15. Se P e um ideal primo no anel A,

{ g‘eﬁp; aei’} e o unico ideal maximal de Ap.

Demonstracao:

£ facil verificar que U e um ideal em Ap. Por outro la-

¢ um ideal em AP tal que U&EV, entao d %EV—U . Logo

o que acarreta que = (= )"IE—AP. Entao 1€V e, dai

-

Ademais, se W e um ideal maximal em AP diferente de U,
entzo existe um elemento em W que nao esta em U. Repetindo o ra-
ciocinio anterior: W = A_.. Absurdo. #

P

Definigao. Um anel que s0 contem um ideal maximal e cha-
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§20 | MODULOS

INTRODUCAQ

Dado um anel A, diremos que um grupo aditivo abeliano M e
um A-modulo se existir uma lei de composicao (a,x)——=ax de AxM

em M com as seguintes propriedades:

(a) (ab)x = a(bx)
(b) (a+b)x = ax+ bx
(c) alx+y) = ax+ay
(d)  1x = x

YVa.beA e Vx,yeM.

Se o anel A for um corpo, entao M sera um espaco vetorial

sobre ALY

Nota. Abster-nos-emos de definir aqui os conceitos de

sub-modulo, homomorfismo e isomorfismo de modulos, nucleo e imagem

de um homomorfismo, modulo quociente e homomorfismo canonico e base

de um modulo, pelo fato de as definigoes serem analogas as respec-

tivas para espagos vetoriais. O teorema do homomorfismo tambem e

valido, obviamente, para modulos.

* A teoria da dimensao para espacos vetoriais serépressupostanes-
te trabalho.




MODULOS DE COMBINACOES LINEARES

Dadoum anel A e um conjunto LZ@ o conjunto AL dae apli-
cacoes de L em A tera uma estrutura de modulo se definirmos f +g
e af . V£, g (—:AL e Ya€A, da seguinte forma:

(f +g)(x) = £f(x) +g(x), ¥xeL

(af)(x) = af(x), Vx€L.

(L)

0 sub-conjunto A CZAL das aplicacgoes quase-nulas de

(L)

Liom Ala un aub-nodulo de A s & e um modulo livre, isto e, e-

x1ste uma base de A(L) sobre A. Com efeito, a familia (e ) de
(L) reL
, onde er(s) =1, se r=s e er(s) =0, se r#s,

elementos de A
satisfaz as duas condigoes da definicao de base, o que se pode pro-

var sem embaracos.

Proposicao 1-16. Para que}uma familia (xr) de ele-

reL
5 & ! » e, ey
mentos de um A-modulo D{Tsega base de M e necessario e suficiente

(L)

que M seja isomorfo a A 5

Demonstracao:

(=>) ¥x€M, existe uma familia quase-nula (a,) o
r
em A tal que x= > _ a_x_. A aplicacao x—(a;) e um iso-
xekL ¥ "’) reL
morfismo de M em A(L .

(L)

(<==) Se f:A - M e um isomorfismo entao a familia

(f(ep)) sera uma base de M. #
r€lL




Notas:

(L)

1) A aplicagao r—e  de L sobre a base usual de A
(definida atras) e bijetora. Por esta razao e comum identificar-se
L com a base mencionada, atraves dessa aplicacao. Assim os elemen-

(L) - o
tos de A passarao a se escrever z: ar ao inves de a_ e

rr
5 oL . 3 . (L) = .
e serao chamados combinacoes lineares formais de L. A passara

a ser chamado, entao, A-modulo das combinacoes lineares formais de

L.

2) Toda aplicagao f:L—-M, onde M e um A-madulo, pode
ser prolongada, de maneira unica, a um homomorfismo f: A(L)-4 M

assim definido

r

(P ar) =X a £lr).
i (L)

E evidente que f e linear e que prolonga f a A . Por

(L)

outro lado se fl:A —~M tem as mesmas caracteristicas, entao

fl(Zarr) = ; arfl(r) = ; a f(r) = f(; ar).

r

3. SOMA DIRETA DE SUB-MODULOS

Dados dois sub-modulos BH_ e M2 do A-modulo M, diremos

que M e soma direta de M, e M, se:

(a) M nM, = {0}

(b) VueM =>d u.eM e T u_.eM

1 1 5 5 de forma que

=M1@M2.




Tal como para espagos vetoriais a condicao (a) acima pode

ser substituida pela unicidade da condicao (b).

Se M:Ml ® M, . diremos que Ml e M2 sao fatores diretos

4. PRODUTO TENSORIAL DE MODULOS

Dados os A-modulos M, N e P, uma aplicacao f:MxN - P ,
se diz bilinear se forem A-homomorfismos

x— f(x,y) , ¥y EN
y—f(x.y), ¥xeEM,
Lema. Dados os A-modulos M e N, seja g:M—N um homomor=
fismo. Se M' e um sub-modulo de M e se g(u)=0, Yu€eM', entao

existe um unico homomorfismo f'M/M' - N tal que g=f-%, onde

$Y:M +M/M' e o homomorfismo canonico.

Demonstracao:

Definiremos f :M/M'—>N assim: f(x+M') =g(x), ¥xeM.
Se x+M'=y+M', entac x-yeM’' e, entao. g(x-y)=0. Logo
g(x) =g(y) o que mostra que f esta bem definida. Que f e homo-

morfismo e imediato. O fatc de Y ser sob.rejetora implica que f e

unica pois f]oLP= fof=> fl =f.n Como, por ultimo, V¥ x€M

(foaP)(x) = £(P(x)) = fF(x+M') = g(x), entac fo¥= g.




Proposicac 1-17. Sejam M,NeP A-modulos. Entao existem

um A-modulo T e uma aplicacao bilinear g:MxN - T tais que, para
toda aplicacac bilinear f:MxN — P, existe uma unica aplicacao
linear f': T = P, de modo que f=f'eg. Ademais, se T' e g' tem
as mesmas caracteristicas de T e g, respectivamente, entao existe

um unicc isomorfismo j: T—T', tal que jog=g'.

Demonstracao:

Provaremos apenas a parte de existencia. Seja C:A(MXN)

e indiquemos por D o sub-modulo C gerado pela familia dos elementos
(x+xt,y) ' ="(x;y) = {x' ) y),
(xparayt Ji— (x5 ¥) - (Eiy')
(ax,y) - a(x,y) e
(x,ay) - a(x,y),

Vx,xeM, Vy.y'eN e Ya€A.

Sendo f o prolongamento linear de f a C e facil perceber
que f se anula em D (pois se anula em cada gerador). 0O lema an-
terior garante, entao, a existencia de um unico homomerfismo \
£f.0/D> P tal que f = f'.¥, onde ¥:C - C/D e o homomorfismo ca-

noni- .. Sendo i:MxN - C a imersao canonica, entao, fazendo

Yoi=g, segue-se que f'og=f pois (f'oPoi) (x,y) = (£-P)(x,y) =

= £ ((x,y) +D) = f(x,y) =£f((x,y)), V(x,y) eMxN.

MxN - - C P

g(MxN)

f
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Se (x,y)eMxN, g((x,y)) sera indicado por Xx ® * .

Entdo flix®y) = f'(glx,¥y)) = £'(¥(x,y)) = f(x,57) = £{x,¥).

Por outro lado
(x+x") ®y - x@®y - x @y = glx+x",y) - glx,y) - glx',y)
# Plx+ x',¥) » Px,¥y) = Pix',y) = Mlxrx'yy) = (x,¥7) - (x',5))=
pcrque (x+x',y) - (x,y)-(x',y)€ED = Ker(¥). Entao

(x+x'") ®y =x®y + x' ®y . Analogamente x® (y+y') =x@ y +

+x®y'. (ax) @y = alx@y) e x®(ay)=;(x®y). Isto mos-

tra que g:MxN —-C/D e bilinear.

0 moduio C/D= T satisfaz, pois, juntamente com g a parte

de existencia do teciema. #

Definicao. O modulo T construido acima e chamado produto
tensorial de M por N. Sera indicado por M® N ou, apenas por
A
M ® N quando nao houver duvida quanto ao anel sobre o qual M e N

sao modulos.

Proposicao 1-18. Sejam M,N e P A-modulos. Entao:

a) MANzZNQ@M
b) A@M =M

¢c) (M®N)@RPz2zM® (N®P)

Notas:

1) Se A e B sao aneis, se M e um A-modulo, se P e umB-mo-
dulo e se N e um (A,B)-modulo (ou seja, A-module, B-modulo, e, ain-

da, (ax)b=a(xb), YVa€A, ¥beB e ¥xeN), entao




(M ®AN) ® P MR, (M@B P).

0 sinal = aqui, como antes, indica a relacao de isomorfismo.

2) Sejam M, M' N e N' A-modulos. Entao, se f:M—-M' e
g:N—-N' sao homomorfismos, segue-se que a aplicacao
(x,y) ——=Ff(x) ® f(y)
de MXxN em M' ® N' ¢ bilinear. Logo existe um homomorfismo (que

indicaremos por f ® g )tal que

FRg: MO N——-M' @N'

fP®e)x®y) = f(x) ® £(y)

¥xeEM e ¥y€eN.

Ademais, se M" e N" sao tambem A-modulos e f':M'-—>M"
e g' :N'>N" sao A-homomorfismos, entao, YXEM e ¥y€EN:
((£'0f) ® (gog)) (x®@y) = (f'o £)(x) ® (g'eg)(y) =
£' (£(x)) ®eg'(gly)) = (£' ® g")(£(x) ® g(y)) =
= (' ®egN(f®g)x,y)) = ((f' ®g') e(g®g))(x,y) . Logo:
(£'a£) @ (g'eg) 2 (L' @ ') (£ & g) .

E, por outro lado, imediato que

lygn = I ® 1y

quaisquer que sejam os A-modulos M e N.

5. SEQUENCIAS EXATAS

Uma sequencia finita de A-modulos e de A-homomorfismos

24




(conforme o diagrama)

ase Ml-—l 5 Ml-l-l e

).

e chamada sequencia exata em M. se I, (f.) = Ker(f.
1 M i i+

1

Se a sequencia for exata para todo i, entao diremos, sim-

pPlesmente, que se trata de uma sequencia exata.

Proposicao 1-19. Se .M‘—Li—M & _pyr 0 for uma se-

quencia exata, entao

1, ®f Ly®g
N®M' N®M N®M' —=0

tambem o sera, para todo A-modulo N.

Demonstracao:

¥X"eEM" e ¥yeN=—> 3 x€EM de modo que g(x)=x" e
(1N ®eg)(y®x) =y ®x" . Logo 1, ®8 e sobrejetora. Por outro
lado, como (1N ® g)e (1N @)= (1y=1)® (gof) =0, entao

I = I,(1,&f)cKer (1,®eg).

Isto posto, existe um bem definido homomorfismo € N x M/T -

- N@®M" dado por ((y ®x+1I) = fIN ®eg)ly®@®x) =y ® glx).
NxH!

Seja. ¢ :MIBEH > N®@M/1 assim definida: ¢'(y,x") =y @ x+ I,
onde g(x)=x". ¢' esta bem definida pecis se g(x)==g(xl), entao
g(x-x1}=0. Logo x—x1=f(x')., onde x'e M' . Portanto

Al B y®x1 =y®(x—xl) = y®L(x')el.

Alem disso., como ¢' e bilinear, ¢ pode ser fatorada a-

traves de N ® M" por um homomorfismo G da seguinte forma:




N x M" N ®M"

N

N@M/I

Agora, Yy eN e ¥x"eM" = (o) (y ® x") = ¢ (C(y ® x")) =
(' (y,x"))=Cy®x +I)=y® g(x).=?® , 4

Suponhamos, entao, ¢ (y ® x +I)=0. Dai:
= (" (y,xM) = N)(y@x") =y ® x". Logo G(y ®x") =

= M ly,x") sy®x +I1=0 o que acarreta que Fe injetora.

Entdo N@®M/ I, (1,®f) CNOM" = N@M/Ker(1,B¢) -
Portanto Ker (lNﬂg)CIM(lN@g) . H

Obs.: Em conseqllencia da proposicao anterior diz-se que

® e exato a direita.*

Corolario. Se I ¢ um ideal em A, entao A/I®M = M/IM ,

para todo A-modulo M.

Demonstracao:

I - A—-A/T -0 e exata para os homomorfismos inclusao,

canonico e nulo, respectivamente. Logo

IQMasIMGAR@M =M~ A/T@M 0

é tambem exata. Logo M/IMZA/I ® M devido ao teorema do homomorfismo.

* 0 mesmo resultado tambem é valido a esquerda.




Proposigao 1-20. Se f:M—M' e um A-homomorfismo injetor

-

e se f(M) e fator direto de M'. entao 1. ®f: NOQM->N@M' e

injetora para todo A-modulo N.

Demonstracao:

0 fato de f ser injetor nos permite considerar M como sub-
-modulo de M', identificando M com f(M). Assim f passaaser a in-

clusao de M em M'. Podemos, pois, escrever M'=f(M) @ M" =M@M".

Sendo p a projecao de M' sobre M, entao pof = 1y Lo-
go (1N®p)o(1N®f) = (lNolN)®(pof) = 1N®11M = 1N®M .

Portanto IN of e injetora.

MODULOS PLANOS

Dizemos que um A-modulo M e plano se para todo ideal I em
A a aplicagao 1, ®i:M@®I >M®A =M, onde i é a inclusdo de

I em A, e injetora.

Proposicao 1-21. Para que um A-modulo M seja plano e su-

ficiente que para tocdo ideal de tipo finito I em A (gerado por um

conjunto finite), seja injetora a aplicagao 1y ®i: MRI ~ M®A.

Demonstracaoc:

Dade um ideal qualqlier J de A tomemos 2z = Z X, ®y'i€
» 1
EM®J de tal modo que (IM ®))(z) = 0. Seja I oideal gerado

elos y. da somatoria; obviamente I e um ideal de tipo finito. Sen-
P 1

* J’ - '.-qLFusia ‘le __( Ee A .27
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do i, a inclusao de I em J e j a inclusao de J em A, entao a a-

1
plicacao composta do diagrama
1, ®i 1, ®j
HeX e L GT o M@ A

e 1y ® 3J) 0(1M®i1) = (1yo1y) ® @ oil) =1, ®i que por hi-

pétese e injetora. Entao, considerando 2z como elemento de M® I,
ly ® i,
concluimos que 2z=0. Mas no homomorfismo M I M®J

a imagem de z e o proprio z. Logo 2z=0, tambem como elemento de

M®J. #

7. MODULOS DE FRAGOES

Seja M um A-modulo. Sendo S uma parte multiplicativa de
A tal que Oﬁs e 1€S, a relagao em MxS definida assim:
(m,s) ~(m',s') <=>4 teS: t(sm"-s'm) =0
e uma relacao de equivalencia. Cada classe de equivaléncia TETET
sera denotada por g e o conjunto quociente "ind-icado SHIM. Se

S=A-P, onde P & um ideal primo em A, entao usaremos a notagao

M, para [h—BY M.

Estao bem definidas e dao uma estrutura de S_IA—médulo a
8T @as seguintes leis:

m' _s'm+sm’ B,
+* ' = 1 e 1
55 =

Sendo M e N A-modulos e f:M—N um homomorfismo, entao

sle:s7M - s7IN  dada por s~le( E) AL um S™LA-homomor-

fismo. E facil provar que S—l(g o f)




Se S=A-P, com P i1deal primo de A, S f sera denota-

p*

Proposigao 1-22. Seja M um A-modulo. Entao existe um u-
1

nice i1somorfismo f':S A @)AM - S "M, dado por f'((g')éﬁln}- =

Demonstracao.

1

A aplicacao f:S "AxM - s™IM dada por f(%, m)

bilinear. Logo existe um unico homomorfismo f':SmlA(guM

Lt

tal que f'({a]@m) :ffg,m] =

s
Dado E-es'lm entio f£'(

brejetora.

Suponhamos f(=® m) = . Entao E = =, vale dizer,

1
€S tal que s'm = 0. Entao §®m=;s‘.g®m"
a

Mas, dado ) — & m, € S5k ® M, fazendo
; .
entao

Portanto f e injetora. #

Cerolarioc. Se M e N sac A-modulos., entao

1M(§rl SN = S“I(M\@- N) e, em particular, se P eumideal pri-
STA
mo em A, entao

5"




8. PROPRIEDADES LOCAIS

Uma propriedade de um A-modulc M se diz propriedade local

se o fatec de ela ser verdade:ra em M equivale ao de ser verdadeira

em MP, para todo ideal primo P de A.

Proposicac 1-23. Sao equivalentes para um A-modulo M:

(a) M={0}; (b) MP:z{O}? para todo ideal primo P; (c) M = {0} pa

ra todo ideail maximal L, em A.

Demcnstracgaoc:

(a) => (b) => (c). Imediato.

(c) => (a) . Suponhamos ML:=(0) para todo ideal maxi-
mal L e MZ(0). Dado x€M, x#0, e um ideal em A o conjunto
Ann(x) = {a eA . ax:O} (Anulador de x).

Ann(x) #A pois 1x=x#£0. Logo existe um ideal maximal Lem A tal

que LDOI=Ann(x). "Como M. =(0) e % EM entac % = % ,  is=

L L?

to e, existe seA-L tal que sx=0. Absurdo porque

Tehi=S e hichaT ¥ ¢ seA-L=$>seA~I=i>s%I. H#

Lema, Sejam M, M' e M" A-modulos e S uma parte multi-

plicativa de A tal que Of£S e 1€S. Entao se M’ L8 e e
Tte. Bitha, Aae ST pi0).q

exata, tambem c e S M! ——=S M ———= S "M".

Demonstiracac

Comc gof=0, entdo S 'goS 'f = Srl(g of) = 0. Logo

I,(s7'¢) cKer(s™'g).

AVA
AVAYEY
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g(m)

Seja I-;:-El(er (Sulg). Entao S_lg(ns—l)-: 5

- = 0, Logo

d t€S tal que tg(m)=0=g(tm). Assim tmG.Ker(g):IM(f). Isto

. , . . 3 ! . m_tm  f(m')
implica que @ m'€ M' tal que tm=f(m'). Donde: i B

] m ' ot b T -1
f (ts) —i €IM(S )5 %

Proposicao 1-24. Seja f:M—N um A-homomorfismo. Entao

sao equivalentes:
(a) f e injetora;
(b) f, e injetora, para todo ideal primo P em A;

(e) £ e injetora, para todo ideal maximal L em A.

Demonstracao:

(a) => (b). ot-m-Ei_n ¢ exata ja que f e injetora.

i f
P . . : :
Logo 0-——-MP-———NP tambem o e, para todo ideal primo P. Logo,

Ker (fP) = I, (1P) = (0).
(b) => (c¢). Imediato.

(¢) => (a). Seja M"=Ker (f). Sendo i:M" - M ainje-

~ ~ ~ d 1 f . , .
¢ao canonica, a sequencia M"—M ——N e exata. Logo tambem sera

L i ¢
exata ME ML NL para todo ideal maximal L de A.

Mas, por hipotese, £ e injetora. Entao IM(iL):=Ker(fL)=

. a n
~ (0). Sendo, contudo, IM(lL)— M on BOEE Mﬁ': (0) .5 A propost-

cao anterior nos garante, entao, que M"=(0). Logo f e injeto-

ra. #




9. MODULOS NOETHERIANOS E ARTINIANOS

Dado um A-modulo M sao equivalentes as seguintes condi-

¢coes, tomando a inclusao como relacao de ordem.

(a) Toda familia nao vazia de sub-modulos de M possui um
elemento maximal.
(b) Toda sequencia crescente de sub-modulos de M e esta-

cionaria.

Um modulo noetheriano e um modulo M para o qual valem as

condigoes equivalentes acima.
Sao, tambem, equivalentes para um A-modulo M as condigoes
a seguir:

(a') Toda familia nao vazia de sub-modulos de M possui um

elemento minimal- (para a relagdo de inclusio).

(b') Toda sequenciadecrescente (paraa relacao de inclusao)

de sub-modulos de M e estacionaria.

Qualquer modulo que satisfaga as condigoes equivalentes

(a') e (b') chama-se modulo artiniano.

Proposicao 1-25. Seja E um espacgo vetorial sobre o corpo

K. Entao sao equivalentes as afirmagoes:

(a) E tem dimensao finita.
(b) E e noetheriano.

(¢c) E é artiniano.




Demonstracao:

(a) =—> (b). Se E nao fosse noetheriano existiria uma se-
quencia 819829: de sub-espacos de E. Logo
dim S, < dim S, < ... < dim E (finita).
Absurdo.

(b) => (a). Se E tivesse dimensao infinita, entao exis-

tiria uma sequencia infinita (xl,x e xﬁ,.") de elementos de

21

E, sequencia essa independente. Sendo U = [xl, Xy oees xr]

(r>1) entao: U GU,% -

Absurdo.
(a) => (c). Semelhante a primeira parte.

(¢) => (a). Considerando uma sequencia (x oy X aas )

1‘]

independente de vetores de E e tomando V = [xr+l’ 5 M 34, |

(r>1): vlavzg..o . Absurdo. #

Prop051qao 1-26. Seja 0-—*-M'-—£*M'J5*M"**0 uma sequen-

cia exata de A-modulos. Entao.
(a) M e noetheriano <=> M' e M" sao noetherianos.

(b) M e artiniano <=> M' e M" sao artinianos.

Demonstracao:

Provaremos apenas a primeira equivalencia.

(=>) Se (5;) e uma sequencia crescente de sub-mo-

relL

dulos de M', entao (f(Sp)) e uma sequencia crescente de sub-
reL

-modulos de M. Logo d roeL tal que, Vr > r. f(Sr)=f(Sr+1).
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)) e, entao, S =8

Logo f'l(f(Sr)) - f'l(f(sr+

Yror .

1 r+l’ o

e > ’ >
Por raciocinio analogo se prova que M" e, tambem, noe-

theriano.

(<==) Sendo f injetora, g sobrejetora e, ainda, IM(f)

= Ker (g) , entao f(M') =M' e M/f(M') = M",

Logo M' pode ser considerado sub-modulo de M e na sequén-
cia exata

f P

0 M M M/f(M') —0

onde ¥ indica o homomorfismo canonico, M' e M/f(M') sao noetheria-
nos.

Seja (Sr)reL uma sequencia crescente de sub-modulos de
M. Como M/M' & noetheriano J r;)‘ eL tal que Vr}r; : Sr+ M/M' =

= ' LS ' = M' " . ! -
Sr+1+M /M Logo SP+M Sr+1+ . Vr;ro Sendo M noe

theriano,d r'e L tal que Vr2>2r', S NM'=S oM., Mostremos
o o r r+l

— 1 "
que Sr+1 CSr, Vr 2:‘0 = max {ro,ro }

. oo L] 1
Seja u€Sr+1. Entao, ¥yeM', H\resr e dzeM

modo que u+y=v+2z. Logo u-v=z-y€eM' . Como u,vGSr+l,

entao u-ves NM'. Logo u-veES o que acarreta que ueSr.#




CAPITULO II

O ESPECTRO PRIMO DE UM ANEL

§12 | TOPOLOGIA DE ZARISKI

1. INTRODUGAO

Seja A um anel e tomemos a€A-n(A). Entao

s = {a, a%, a° ..} & uma parte multiplicativa de A tal que O¢S.

Conforme ja vimos existe um ideal primo em A que e maximal na fa-

milia dos ideais de A que nao interceptam S.

Por outro lado e obvio que se a €n(A), entao este elemen-
to esta em todos os ideais primos de A, ou seja, a familia dos i-

deais primos de A que nao contem o elemento a€n(A) e vazia.

Denotaremos por Spec (A), em tudo o que se segue, a classe

dos ideais primos de A. Tal classe e chamada espectro primo de A.

Para todo a €A, {P € Spec (A) : a?fP} sera indicado por X,. Lo-

AVA
AVAVAY
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{PESpec (A):a¢P} ;

Proposicao 2-1. Sejam a e b elementos de um anel A. En-

tho: (I) X, = # <=> aen(A); (I X_= X <=> acU(d) & (IID)

X, = r((a)) = r((b)).

Demonstracao:

(I) Evidente em face das observacgoes acima.

(II) (<==) Imediata.
(==>) Suponhamos a ¢U(A). Entao existe um ideal

maximal (e, portanto, primo) ao qual a pertence. Absurdo ja que

(III) Lembremos que r((a)) e a interseccao de todos os
ideais primos que contem (a). Logo r((a)) =ﬂ{P : PE X;} e
r((®) =N{P:PeX;}.” Entio & evidente que X =X =>r((a)) =
= r((b)). Suponhamos agora r((a))=r((b)) e xa;fxb. Entao
existe Pe)(a tal que P ?.’Xb (ou vice-versa). Entao a,éP e

b€e€P. Logo agr((b)). Donde: ag¢r((a)). Absurdo. #

2. A TOPOLOGIA ESPECTRAﬁ NUM ANEL

Lembremos o seguinte resultado de Topologia: "Para que uma

classe B de sub-conjuntos de um conjunto X#@ seja base de uma

c i
e Xa = complementar de Xa em relacao ao espectro.




topologia sobre X e necessario e suficiente que:

(a) X = U B
B €B £

(b) VBi,BjeB, se peBiﬂBj, entao ¥ B, €B tal que

pEB

"
I{c Biﬂ Bj'

Proposicao 2-2. A classe B:w{xa;a GA.} e base de uma

topologia sobre X =Spec (A), para todo anel A.

Demonstracao:

(a) vpex=>abeA;b¢P:_>Pexb. Logo X= (J X, .
' ' a€A

(b) Provaremos que: Va,b€A => X NX =X .

Seja PeX. Entdo: PeX NX <= afP e b¢P <=> ab¢P (pois

P e pri => P€ :
e primo) < xab
Logo, se PGXanXb, existe c€A de modo que

P e & . =a.b
Xc xanxb Basta tomar c¢ =a.b H

Definicgao. Dado um anel A chamaremos de Topologia de

Zariski _em Spec (A) ou Topologia Espectral em Spec (A) a topolo-

gia sobre Spec (A) cuja base e a classe B=w{xa :a€cA }.

Notas:

(a) Por simplificacao de linguagem nos referiremos comu-
mente ao "espago topologico X = Spec (A)" para significar o par
(Spec (A), T), onde T e a topologia de Zariski.

(b) Os elementos Xae:Spec(A) serao chamados abertos ba-

sicos. E obvio, entao, que GCSpec (A) e aberto se, e somente se,
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G e uma reuniao de abertos basicos.

(c) Da proposicao decorre que: Va], ".,ane A =—=>

= Xa =~ a + 1sto e, uma interseccao finita de aber-
1 2 LLL n

tos basicos e um aberto basico.

3. O0S FECHADOS NA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Seja A um anel e seja E uma parte de A. Indicaremos por
V(E), no que se segue, o seguinte sub-conjunto de X = Spec (A):

V(E) = {Pex: POE}.

Proposicao 2-3. Para que FCX seja fechado em relagao

a topologia de Zariski e necessario e suficiente que exista ECA

de tal modo que F=V(E).

Demonstracao:

F é fechado <=> F® & aberto <=> @ ECA: F* = [J X <=
a€Elk
c
a ECA:F = () X . Mostremos que F=V(E). Com efeito, seja
ach .
PEX. Entao: PE€EV(E) <> PDE <> Va€E, acP <> Va€E,

PEX <=> VacE, Pexz <—> PeF. #

Proposicao 2-4. Seja A um anel e X o seu espectro primo.

(a) VEl,Ezc;A, E,CE, => V(Ez)c V(El)

(b) YVacA e ¥q>21 (qe€z) => V((a)) =V((ad))




(c) YaeA => X_= (V(a))®
() YaeA, a2=a=> v({a]) =V((a)) =X__..
a-1

(e) Se I e um ideal em A, entao V(I) =V(r(I)).

(f) Se I e J sao ideais em A, entao V(I)cV(J) <>
r(J)cr(l).

(g) ¥EcA => V(E) =V((E)) =V(r(E)).

(h) V(0) =X e V(1) =¢.

(i) Se (Ep) e uma familia de sub-conjuntos de A, en-

relL

tdio V(|J E) = (] V(E).
reL © relL 3

(j) Se I e J sao ideais em A, entao V(INJ) =V(I.J) =

= V(I) UV(J) e V(IUJ) = V(I +J).

Demonstracao:

(a) Seja PeX. Entao: PeV(Ez) <> POE, =>'POE

<> P e\F(li‘.l)°

(b) (a%) c(a) => V((a))CV((a?)). Por outro 1lado,

vPeX: PevV((al)<=> P>o(a%) => a%leP => a€P (P & primo) <>

(a)cP <=> PeV(fa)).

(c) Seja PE€X. Entdo: PEX <=> a §P <=> P¢V(a) <

Pe (V(a))C.

(a) a® =al =>ialai=1)/=0 . Logo: PeX , <> a-1¢P<—>

1
a€P (pois P e primo) <> PeV(a).

(e) Icr(I) => V(r(I))cV(I). Por outrolado, suponha-
mos V(I)¢V(r(1)). Entao, ¥ Pe€X tal que PDOI e P;‘br(I). Lo-

god xer(I) de modo que x£P. Mas xer(I) => x"el (nez ;)=
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= anP-—?> xeP. Absurdo.

(£) (=) xer(d) <> xell{Pex: PDJ} =>

xeﬂ{Pex;PDI} <=> xer(I).

(<==) Seja Pe€XNV(I) e suponhamos que exista X€J
tal que x¢P. Entdo: xeJ=> xer(J)=> xer(I) => x"e1I

(rez,,) => x €P => xeP. Absurdo.

(g) Mostremos primeiro que V(E) =V((E)).

alel + et atet

el.(-LE e a € A}, entao PDOI. Por outro lado, se . PeV(I),

Seja PEV(E). Como I=(E)={

entao PDIDE., Logo PEV(E)

A segunda parte nada mais e que o item (e).
(h) Imediata.

(i) Seja PeX. Entao PeV(U Er) <=> PDUEr <=

I
PDE , VreL <=>PeV(E ), YreL <=> Pel) V(E).
I r r r

(3) Como r(I.J) = r(INJ), entao decorre do item (e)

que V(I.J) =V(INJ).

Mostremos agora que V(I.J)=V(I)UV(J). I.JCI e
I.JCJ==> V(I)CV(I.J) e V(J)CV(I.J) == V(I)UV(I)CV(I.J).
Tomemos agora P EV(I.J). Entao P é primo e PDI.J. Admitamos
que P¢V(I) e PEV(J). Logo, T x€I tal que x¥P e 4 y€J
tal que y¢P. Como x.y€I.J, entao x.y€P. Logo Xx€P ou

yEP . Absurdo. Conseqllentemente V(I.J)CV(I)XV(J).

Finalmente, I UJCI+J=> V(I+J)cV(IUJ). Por outro

lado, se P€V(IUJ), entao PDIUJ. Logo PDOI e PDOJ. Is-
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to acarreta que PDI+J. Logo PeV(I+J). #

Dada uma parte Y do espectro X de um anel A, indique-

mos por k(Y) a interseccao dos ideais de Y. E obvio que: (a)

ey, = k(Yz)ck{Yl); (b) ¥YPeX => k(V(P)) =P.

Proposicao 2-5. Seja X o espectro de um anel A. Entao:

¥YcX = Y = v(k(Y)).

Demonstracao:

VP, PeY =—>PD () P=>PeV(k(Y)). Logo V(k(Y)) &
PeyY .
um fechado que contem Y. Mostremos que e o menor.

Seja V(E) um fechado tal que V(E) DY. Logo, VPEY —>

PDE. Isto implica que Eck(Y). Logo V(E)DV(k(Y)).

| CONEXAO NA TOPOLOGIA DA ZARISKI

Um espago topolégico X e dito desconexo se existirem a-

bertos disjuntos, G e H, ambos nao vazios, de modo que GUH=X. E
obvio, entao, que G e H sao tambem conjuntos fechados. Um espacgo

topologico conexo e, por definicao, um espago que nao e desconexo.




Proposicao 2-6. As seguintes condigoes sao equivalentes

para um anel A:
(a) O espectro de A e desconexo.

(b) Existem aneis A e (nao triviais) de modo que

A2
2
{e) ' xek, =£0.1., tal que x" =x.

Demonstracao:

(a) => (b). Sendo X =Spec (A) desconexo, entao existem
fechadcs nao triviais V(I) e V(J) tais que V(I]{JV(J)f=X==V(0) e
vinDNv(J) =g=v(1).

Mas, V(I) UV(J) =V(0) => V(I.J) =V(0) => r(I.J) =r(0)
Como I.Jcr(I.J), entao I.Jcr(0). Logo, ¥xe€lI e ¥yed, 4
mez,, tal que (xy)™=0.

Por outro lado V(I)NV(J) =V(1)=> V(IUJ)=V(1) ==
VI(I+J)=V(1l) => r(I+J)=r(l) =>1I+J = (1). Logo T ael e
4 b€J tais que l=a+b. Devido a conclusao do paragrafo ante-
rior podemos afirmar que d r€2,, tal que (ab)F =0.

Alem disso, como V(I)cV(a) e V(J)cV(b) e, ainda,
V((a)) NV((b)) =V((a)U(b)) = V((a) + (b)) = V(1) = # (pois a+b=1
=> (a) + (b) = (1) ), entdo V(I)=V((a))=V((a")) e V() =
= V((b)) = V((b")). Entdo V((a™))NV((b")) = # , doque decorre,
por raciocinio ja feito atras, que (af) + (b") =(1). Como, ade-

mais, (a¥) N(bF) = (a¥)(®BF) = ((ab)¥) = (0) , entao

g: A --A/(a:) xA/(b:] dada por g(x)=(x+(a"), x+ (b)) & bije-

tora. Logo A A/GY)xA/(65) .




0 fato de a desconexao tomada para X ser nao trivial im-
plica que a e b nao sao inversiveis nem nilpotentes. Logo A/(a") e

A/(bF) nao sao triviais.

(b)) => (c). Seja f:A—A xA, um isomorfismo. Tomando

(0._..1)€A1xA 4 acA de maneira que f(a)=(0,1). Logo f(a2) =

2 ?
{091)2=(091)=f(a). Sendo f injetora, entao at =a. Como

a#£0,1, entao esta provada a implicagao.

(c)=>(a). Seja a€A tal que 8% =a (a#£0,1). Con-
sideremos os fechados V(a) e V(a-1). Entao:

(1) V(a) NV(a-1) =(V(a-1))°NV(a-1)=6;

LI G T Ga= 1) =20 U X
a a—

, = (X, 0X
(III) Se V(a-1)=¢, entao V(a)=X=V(0). Logo
(a)cr((a)) =r((0)). Assim, existe re€ZzZ,, de forma que a’ =0.
Absurdo porque - —a ® aZ£0,1 tem como consegllencia que a=a.
(IV) Se V(a-1)=X, entao V(a)=@g=V(1). Logo
r({a))=r((1)). Como (1)<cr((1)), segue-se que 1 €r((a)), ouse-
m

ja, @ m>0 tal que 1 =1=at (t€A). Desta forma: 1l=at

a-1=1{(a-1) = a(a-1)t=0==> a=1. Absurdo.

Conseqllentemente V(a) e V(a-1) constituem uma

nexao nao trivial de X. #




COMPACIDADE NA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Seja E um espago topologico. E e chamado espacgo compac-

tc se.para toda familia (Gp) de abertos tais que tg G, =E,

reL

existir uma sub-familia finita (G, , .., G, ) de maneira que
1 n

U . UG, =E. E obvio que e suficiente considerar-se u-
n

2
ma familia de abertos basicos na definigao acima.

Proposicao 2-7. Todo aberto basico da topologia de Za-

riski e compacto.

Demonstracao:

Seja X um aberto basico e tomemos uma familia

de abertos basicos que recubra X , isto e,
'reL b =
C
X, DX . Logo (X)°D(lJ X3.) , ou seja, V(b) D) V(a ) =
r b b r g r

L reL relL

( - z ; -

VA [ {ar} ) = V(I), onde I e o ideal gerado por E = [ {ar}.
reL reL

Mas, V(b)DV(I)=>r(I)Dr((b)).

Como ber((b)), entao existira m€ Z,, de modo que

= xlarl +.“-+xnarn (xie A e arie E). Entao
c c
1U xarzu see Uxarn = (v(arl)) U see U (V(arn)) —

= (V(arl) N sialil V(ar,n))c = (V({arl, wse g arn }))CD(V(bm))c = xbm .

. _— ——— n —
Mas: PE€X => bgP=>1b §P >PEX g - Portanto X CX, e,

entaoy X, VU . UX, 2 X.. H
rl r2 b




Corolario. 0 espectro primo de um anel qualquer A e um

espaco compacto.

Demonstracao:

Evidente, uma vez que Spec (A) = Kl. H

Proposicao 2-8. Um aberto GCX =Spec (A) e compacto se,

e somente se, G e uma uniao finita de abertos basicos.

Demonstracao:

(<==) Uma reuniao finita de compactos e um compacto em

qualquer topologia.

(=) Seja GCX um aberto compacto. Entao G= [ Xa.»
reL

por G ser um aberto. Mas, por G ser compacto, T rl,rz,...,rn(-: L

taisg'que ""G@'='Xg UKy U e UX, 0. dh
51 Ty Tn

§49 | SEPARACAO NO ESPECTRO PRIMO DE UM ANEL

1. O AXIOMA T,

Um espago topologico X se diz espago T, se Va,b€eX,

aZb, existir um aberto G tal que a€G e bgG ou bEG e

agﬁG.




Proposicao 2-9. O espectro primo de um anel A ¢ um espaco To-

Demonstracao:

Sejam P ,P, €X = Spec (4), P1;£P2. Entao I a€P,  tal que

a§£P2

P . N (> 5
1¢Xa o segundo Pl Xa e P2¢Xa =

ou a€P2 e a ¢P1, No primeiro caso teremos P2€Xa e

2. 0 AXIOMA Ty

Dizemos que um espago topologico X e um espaco T, se, Ya €X,
{a}' e fechado. Prova-se em Topologia que: '"umespago X e TD <=
¥Ya€X, @ um aberto G e ¥ um fechado F de maneira que GNF = {a}"

e que '"todo espaco TD € um espaco T,".

Proposicao 2-10. Seja A um anel cujo espectro X tenha a se-

guinte propriedade: ¥V QeX =—> {P €EX: QCP } e finito. Entao o es-

pectro de A satisfaz o axioma TD‘

Demonstracao:

Seja P um ideal primo em A. Se V(P) ={P}, isto e, se P éma-

ximal, entao V(P)NX = {P}.

Sendo X um aberto fica provada a proposicao neste caso.

Em caso contrario, entao V(P) ={P, Py, Pr} , onde

Pl?P‘ ....PrQP e r>1l. Logo Plﬂ...ﬂPrDP.

Se P,.NP,N..NP =P, como P e primo, entao i, 1<igr,
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de modo que P:Pl. o que e absurdo. Logo P1 () ues mPr;’P.
Seja aE,P1 ehy ﬁPr tal que aé¢P. Entao PEX

Bl Bl Prgéxa . Logo V(P)NX_ = {P}. %

a

Corolario. Se Spec (A) e finito, entao vale o axioma T,

para este espaco. #

0S AXIOMAS T1 E T2

Um espago T_1 e um espacgo topolégico X com a seguinte proprie-
¥Ya,bcX, a#Zb => 4 abertos G e H de modo que a€G e

e, ainda, bE€EH e a)éH.

Prova-se que '"todo espago T, e Tp".

Proposigao 2-11. Para que o espectro primo de um anel A seja

um espag¢o T. e necessario e suficiente que todo ideal primo de A

1

sejJa maximal.

Demonstracao:

(<==) Como cada ideal primo de A e maximal, VP E€X =>V(P) =

={pP} . Sejam Pl,P2€ X = Spec (4), P1 ;!Pz. Os sub-conjuntos de X,

G=X- {Pl} e H=X- {Pz} sao abertos e, obviamente, satisfazem a

definigao acima.

(==>) Por hipotese X e T Tomemos P€X e consideremos

-l.
QeX-{P}. Como Q#P, entdo existe um aberto G tal que Q €G e
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PéG. Logo Q€G e GCX-{P} o que mostra que X-—{P} e aber-

to e, portanto, {P} e fechado.

Logo existe um ideal I em A tal que V(I)={P}. Se P nao fos-

se maximal, existiria um ideal maximal M em A tal que MZP. Como

M e primo, entao M,P€eV(I). Absurdo. #

Exemplos:

1) O espectro de um anel pode satisfazer o axioma TD e nao

satisfazer o axioma Tl. Com efeito, consideremos o Anel das Series

Formais K[[X]J sobre um corpo K. Tal anel e o conjunto das se-
quencias infinitas (ao,al,az,.",an,.") de elementos de K dotado das
seguintes leis:

(ao,aé,.") + (ba,bé:.u) = (ﬁa-+b0 yay+hy, &0

e

(ao,aé,.") '(bO’b yee) = (co,cl, o

e E: a.b. .

ivj=k * Y
K[[X]] e um anel de integridade (principal) e seus ideais

nao triviais sao os ideais (X'), onde Fefy, e X=(0:150.0, )

Assim, os ideais primos de K[[X]] sao (0) e (X), este ma-

ximal. Sendo finito, o espectro de K[[X]] e Ty- Mas nao e Ty

pois (0) e primo e nao e maximal.

2) 0 espectro de um anel pode ser infinito e nao ser T;,. Con-
sideremos o anel Z dos inteiros. Os ideais maximais de Z sao os
ideais gerados pelos numeros primos e, alem destes, o (0) e ounico

outro ideal primo nao maximal. Mostremos que para todo XaGSpec(Z)
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e para todo ideal I de Z Xaﬂ V(1) ;H{O} .

Suponhamos que d a €A e que exista um ideal I em A tal que
X nv(D) ={(0}. (0)ev(I) => (0)>I => I=(0) => V(I)= X=

= Spec (2).

Ora, se a=*1, entao Xa=X£{(0)}. Se a=0,entao Xazﬁ
e dai Xa;f{(O)} . Por ultimo, se a=p) Py o P onde r>1 e
0s p, sao primos, tomando q €Z primo e nao associado de nenhum
dos p, , entao a¢(q) . Logo (q)exa. Entao X, e infinito e por-

tanto diferente de {(0)} . H

1

Lembremos agora que um espaco topologico X se denomina Espa-

co T2 (ou Espago de Hausdorff) sé: ¥a,beX, aZb => 4 G,H, aber-

tos, tais que GNH=@F, a€G e b€EH. E evidente que todo espacgo

T, e tambem um espago T

2 1’

No proximo capitulo provaremos a

Proposicao 2-12. O espectro primo de um anel é um espaco T,

se for um espacgo Tl'

Proposicao 2-13. Seja A um anel sub-diretamente irredutivel.

Entdo o espectro de A é T, se, e somente se, Spec (A) = X= {Ann (3)} .

1

Demonstracao:

=—) Imediata.

(=>) Sendo A sub-diretamente irredutivel, entao AZ (0) ,

Ann (A) & maximal e os elementos de P =Ann (A) sao os divisores do
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zero de A. Se existisse Q€X, QAZP, entao existiriam xa_,xbex

€ [ — K = - 2
tais que P Xa, Q Xb e XaﬂXb g Logo Xab '] Entao d

t-1
a

t>1, t€Z, de modo que (ab) ' = al( 4b %) =10z Logo a €Ann(A) =

P. Absurdo, pcis PE:Xa. H

§ 5¢ | IRREDUTIBILIDADE NA TOPOLOGIA DE ZARISKI

Um espago topologico X se diz irredutivel se: YGCX, G aber-

toe GA# =—>G =X. Prova-se que: "um espaco topelogico X e
irredutivel <<> VG,HCcX, G£A@# e HZ@Z, ambos abertos, GNH £

;{g"a

Umn sub-conjunto Y CX e chamado irredutivel se o sub-espago

Y de X e irredutivel. Uma componente irredutivel de X e uma parte

irredutivel maximal para a relacao de ordem '"inclusao'". Os seguin-
tes resultados sao verdadeiros: (I) Tcda componente irredutivel e
um conjunto fechado. (II) Toda parte irredutivel esta contida numa
componente irredutivel. (III) X e uma reuniao de componentes irre-

dutivels.

Proposicao 2-14. Seja X o espectro de um anel A e tomemos

Entao Y e irredutivel se, e somente se, k(Y) e primo.




Demonstracao:

Seja k(Y) =Q. Observemos de inicio que: ¢ €Q <==> ¢ €P,
YVPEY <> ¥P€Y, PEV(c) <<=> YCV(c) . Passemos agora a de-

monstracao.

(=>) Sejam a,b€A de modo que a.b€Q. Istoequivale

a YcV(ab) =V(a) UV(b) , conforme ja foi observado. Logo, Y =

=(V(a) NY) U (V(b) NY) e, entao, @F= CY(v(a}nY)nCY(v(me).

Sendo Y irredutivel, entao CY(V(a)ﬂY)=ﬂ ou CY(V(b)ﬂY) =#. Lo-
go V(a)NY=Y ou V(b)NY=Y. Dai YcCV(a) ou YCV(b) o que

equivale a a€Q ou be€AQ.

(<==) Como ja vimes V(Q(=V(k(Y)=Y. Q sendo pri-
mo, k({Q}) =Q. Logo Y=V(Q)=V(k({Q}))= m . Portanto Y= {Q__}
(*)

Como Y e irredutivel se, e somente se, Y o e e como {Q} e ir-

£ . £ . e, Co .
redutivel, por ser unitario, entao Y e irredutivel. #

Corolariol. X e irredutivel se, e somente se, n(A) e primo.

Demonstracao:

Imediato pois k(X) =n(A). #

Corolario 2. Um sub-conjunto YCX e uma componente irre-

dutivel se, e somente se, existe um ideal primo minimal P tal que
Y=V(P).

Demonstracao:

(<==) Como k(V(P)=P, ¥PEX, entao V(P) é irreduti-

vel. Seja P. minimal primo e Y uma parte irredutivel tal que

1

(*) Este resultado e geral.




Y:DV(PI). Logo k(V(Pl))::Pljjk(Y). Como k(Y) e primo, entao
Pl:=k(Y). Disto, e do fato de PIGZY, entao P1 esta contido em
todos os ideais de Y. Logo nao pode ocorrer YQV(Pl). Assim V(Pl)

e uma componente irredutivel.

(==>) Se Y e uma componente irredutivel, entao, Y=Y =
= V(k(Y)), onde k(Y) e primo. Se k(Y) "nao fosse minimal existi
ria um ideal primo P tal que k(Y)ZP. Logo V(P)DOV(k(Y)) =Y.
Como V(P) e irredutivel, entao V(P) =Y. Donde P=k(V(P))=k(Y).

*

Absurdo. #

8§62 | APLICACAO ASSOCIADA A UM HOMOMORFISMO DE ANEIS

Sejam A e B aneis e f: A—B um homomorfismo. Sendo X e

-~

Y os espectros de A e B respectivamente, indiquemos por f a apli-
cagao de Y em X dada por f(Q) =71 (Q) , ¥QeY. Tal aplicacao, que
esta bem definida, pelo fato de a imagem inversa de um ideal primo,
por um homomorfismo, ser tambem um ideal primo, sera chamada apli-

cacao associada ao homomorfismo f.

* Se Spec (A) e T. todo ideal primo e maximal e portanto todos sao
minimais. Neste cCaso as componentes irredutiveis sao os sub-con-
juntos unitarios.




Proposicao 2-15. A aplicacao f associada ao homomorfismo

f:A—>B ¢ uma funcao continua. Ademais, se f for sobrejetora, en-

~ -

tao f sera um homomorfismo de Y sobre V(Ker (f)).

Demonstracao:

(a) Tomemos a €A e indiquemos por Yf(a) ={Q€Y : f(a)¢

¢ Q} . Seja QeY. Entao: QeY <=> f(a)fQ<=> ag¢f Q)

f(a)
<= 1@ ex < #(Q ex <= qe(®) 1 (x).

a a a

Logo Yf(a)=(f“)-1(xa),Va€,A. Isto prova que f

[ 1
continua.

(b) Provemos agora que f e injetora. Para tanto tomemos
A £ = ] - =1
Ql,QzeY e suponhamos f(Ql) -f(92). Entao f (Ql) =f (Qz) ; @

como f é sobrejetora, por hipotese, entao Q =Q,.

Mostremos que f(Y)=V(Ker(f)). Para todo x¢€A se
x €Ker(f), entao f(x)=0€Q, ¥Q€Y. Logo ,xe_f_l(Q)zf‘(Q). Don-
de, Ker(f)cf(Q), ¥QeY. Tomando agora P€X tal que

PeV(Ker(f)) e fazendo f(P)=d teremos £(Q) = s~le(p) =P , pois
. Sobrejetora '
fe Wﬂ

Sejam yl,y2€B tais que yl.yzef(P). Logo @ x,,x,
€A e @ xeP tais que y1=f(x1), yzzf(xz) e yl.yzzf(x). Lo-

go f(xl.x2)=f(x) e, entao, xl.xz—xel{er(f). Como PeV(Ker(f)),

entao P DOKer(f) o que implica que xl.x2-xeP. Logo xl.xzeP

e, dai, xl(-:P ou x,€ P. -Portanto f(x2)=ylef(P) ou f(x2) =

y2€f(P) o que prova que f(P) e primo.

Resta provar que (f‘)-l e continua. Ora: YbeéB =—>




J\.Kz;t."
9 aed: f(a)=b=> £(Y, ) =F(Y ) = £(§) ) = Isto com-
b f(a) a a

pleta a demonstracao.

Corolario: Para todo anel A o espectro de A e homeomor-

fo ao de A/n(A).

Demonstracao:

Considerando o homomorfismo canonico g: A —A/(n(A)) cujo
nucleo e n(A), entao o espectro de A/n(A) & homeomorfoa V(n(A)) .
Como todo ideal primo de A contem n(A), entao V(n(A)) = Spec (A).

Assim  Spec A/n(A) e Spec (A) sao homeomorfos. #

n
Proposicao 2-16. Suponhamos o anel A = X Ai, onde os
i=1

Ai sao, tambem, aneis. Sendo X o espectro de A, entao existem
sub-espagos de X, xl""’ Xn, tais que X i= XIU K2LJ." U Xn e
xir]xj =0, dquande I %37 Ui;g =12 eee)s

Demonstracao:

Para cada i (1<ign) consideremos o homomorfismo sobre-

jetor f. : A—*Ai, dado por fi(xl""’ X5 e xﬂ):giEntao 0 espec-

tro de cada Ai ¢ homeomorfo a Xi==V(Ker(fi)). Entao:

a) xl Ul xn = V(Ker (fl)) U ..UV(Ker (fn)) =

V(Ker (£,) N ... 0 Ker (£ )) = V(0) = X;
b) se i #j, entao o ideal gerado por Ker (fi)UKer (fj)

e Ker (fi)+Ker(fj) e como ¥x = (a ..,an)eA =D

) B

x:(al,...,a () P soizy Bz Vb (0c ooy 0pat i iy N E Ker (£ )
n i i

i_ll £ 1+l1

+ Ker (fj)’ entao A = Ker (fi)-+Ker (fj).




Logo xlnxj :V(Ker(fi)UKer‘(fj)}=V(A) a @

Corolario. Se um anel A e o produto direto de um numero

finito de corpos, entao o espectro de A e finito e discreto.

Demonstracao:

n
Suponhamos A = >< Ki , onde cada Kl e um corpo. E obvio

1=1
que Spec (A) e finito ja que cada corpo contem dois ideals apenas.

Por outro lado, sendo fi 5 A—’Ki (1£ig<n) osepimorfis-

mos definidos acima, entao X = X, U..UX , ondecada X =
= V(Ker (fi)) e homeomorfo ao espectro de Ki' Mas o espectro de um
corpo e unitario (consta apenas do ideal nulo). Logo ¥PEX —>

FI"(A'CCn) : “P X, =X, = {P] = {P} = V(Ker (£,)).

Sendo X finito e todo sub-conjunto unitario de X fechado,

entao X e um espago discreto. #

Exemplos:

1) Seja A um anel com um numero finito de ideais. Mostre-

mos que o espectro de A e discreto.
Observemos, de inicio, que existe uma bijecao entre os
ideais de A que contem n(A)=I e osideais de A/n(A). Se B e umideal

em A/I entao ¢-1(B) e ideal em A (¥: homomorfismo canonico de A

sobre A/n(A)) e como I€B, entao I cvl(B). se ‘P-I(Bl)::?_HBzh

entao Bl:B2' Por ultimo, dado um ideal B' em A tal que B'DI ,

entio P(B') & ideal em A/n(A) . Entao ‘P_l(@(B')) e um ideal




em A o qual contem B' e, portanto, contem I.*

Entao, se A contem apenas um numero finito de ideais, o
mesmo ocorre com A/n(A). Por outro lado n(A/n(A)) = (0). Logo
A/n(A) tem espectro discreto e finito. Devido ao homeomorfismo
que ha entre Spec (A) e Spec (A/n(A)), entao nossa afirmagao esta
justificada.

Como conseqﬁéncia desse fato podemos dizer que num anel

com um numero finito de ideais todo ideal primo e maximal.

2) Seja A um anel semi-local, isto &, um anel com um nume-

ro finito apenas de ideais maximais. Sejam M _, M ""Mn esses i-

122
n

deais. Entao g: A-— %(A/Mi, dada por g(x)::(x-lep
i=1

epimorfismo e x € Ker (g) <=> x¢€ Ml N e O Mn = j(A) . Usando o teo-

vy X+ Mp) e um

n
rema do homomorfismo: A/j(A) = yCA/Hi . Como cada A/'Mi e corpo,
i=1

entao Spec (A/j(A)) e discreto.

* 0 mesmo resultado vale para todo ideal J de A.
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CAPITULO III

SOBRE O ESPECTRO DE CERTOS ANEIS

ANEIS REGULARES (OU ABSOLUTAMENTE PLANOS)

CARACTERIZACAO DOS ANEIS REGULARES

Um anel A e chamado anel regular ou anel absolutamente

todo A-modulo M e plano.

Proposicao 3-1. Sao equivalentes, para um anel A, as se-

guintes condigoes:

a) A e absolutamente plano.

b) Todo ideal principal de A e idempotente para a multi-

plicagao.

¢) Todo ideal de tipo finito em A e fator direto de A.

Demonstracao:




(a) => (b) Por hipotese o A-modulo A/(x) e plano, ¥x€
A. Logo e injetora a aplicagao B: A/(x) ® (x) A/(x) ® A =

A/(x) , definida naturalmente. Alem disso, no diagrama

) () e D ek ()

e sobrejetora e (Boa) (a ® (alx)) =B((a+ (x)) ® alx) =

(a+ (x))(alx) = aa X+ (x) =(x)=0. Disso tudo segue-se que
I, () ={0} . Mas, sendo O sobrejetora, entao A/(x) ® (x)=(0).
Como A/(x) ® (x) 2 (x)/(x)2, entao (x)/(x)2=(0). Conseqllente-

mente X € (x)2 = (xz) . Entao (x)c (x)2. Como a inclusao contraria

e imediata, entao (x) = (x)z.

(b)) => (c) Suponhamos (x) = (xz), ¥xeA. Entao, ¥xeA
=>4 a€cA : xi=ax> . Entio & facil verificar que e=ax e idem-
potente e que (e) = (ax).

Consideremos um ideal I = (u,v) com u,veA. Entao exis-
tem a,beA tais que e=au e f=bv sao idempotentes. Mostre-
mos que I=(e,f).

Vze(e,f) => z=re+sf (r,se€A) => z=(ra)u+(sb)v
z e(u,v).

¥z €e(u,v) => z=ru+sv (r,s ed) = g=p(au) 4+ s(by) =

= (ru)e + (sv)f € (e,f) , pois n=aus e v=bv-.

Por outro lado I=(e,f)=(e+ f-ef). £ obvio que
(e+f-ef)c(e,f) . Agora, se z¢(e,f), entao z = re+sf =
= re(e+f-ef) +sf(e+f-ef), uma vez que ele+f-ef)=e e

f(e+ f-ef)=f. Ademais w=e+ f-ef e idempotente conforme se

pode comprovar diretamente. Mostremos, por fim, que A=(w)®(1-w).




Como 1=w+(1-w), entao A=(w)+(1-w). Poroutrola-

do, se aw=b(l1-w) (a,b €A), entao aw:b(w-w2)=0 0 que mos-

tra que (w) N(1-w)=(0).

(¢) => (a) Seja I um ideal de tipo finito em A. Entao
I ¢ fator direto de A. Como i:I—A (inclusao) e injetora e
1(I)=1 e fator direto de A, entao 1M®1;M®I—'M®A=M e

injetora para todo A-modulo M. Quer dizer, M e um modulo plano.

Portanto A e regular. #

Lema. Um anel local e absolutamente plano e, necessaria-

mente, um corpo. e

Demonstracao:

Seja M o ideal maximal de A e tomemos x€M. Como javi-
mos existe a €A tal que x:ax2 e 0 elemento e =ax e idempo-
tente. Sendo A local, entao j(A) =M. Como x€ j(A), segue-se que
u=1-xa e inversivel. De e=1-u, decorre que e =(l=u)? =
= 1 ~Rusus e =1 v Logo u’-u=u(u-1)=0. Por u ser in-

versivel podemos concluir que u-1=0 e que u=1. Logo e=0,

Assim x = ax2=(ax)x = ex=0, ¥YxXxeEM. M=(0) =—> A e corpo. #

Proposicao 3-2. Para que um anel A sejaregular e neces-

sario e suficiente que AL seja corpo, para todo ideal maximal L de

A.

Demonstracao

(==>) Seja I=(}S—E) um ideal principal de AL’ onde L
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e maximal em A. Entao x€EA e como A e regular, existe a€A tal
X

2
que x2::aX'. Entao [g] = 2% _ g.s e Logo 12:=I f Ora,

ja vimos que AL e um anel local. Logo AL e corpo.

(=) Sendo A, um corpo, entao A, e regular, para todo

L L

ideal maximal L. Entao, se M e um A-modulo, segue-se que ML e
um AL—mbdulo plano. Seja agora I um ideal em A. Observemos que

I e um ideal em Ap (verificagao direta). A inclusao
i :.I—*A e injetora. Logo iL: IL = AL tambem e injetora. Portan-
to 1@i,:M @I - M @4 e injetora (pois M é plano). Dai
M® I)L - (M® A)L e injetora. Por conseguinte 1y ®_ i:M@I

- M® A é injetora. Isto prova que A e absolutamente plano. #

2. 0 ESPECTRO DE UM ANEL REGULAR - SEPARACAOQ

Proposicao 3-3. Se A e um anel regular e a€A, entao

existe xX€A tal que V') =X e, portanto, V(a) e fechado e

ax-1

aberto.

Demonstracao:

acA =—> 4 xeA tal que a=n"- e o elemento e =ax
idempotente, conforme ja vimos.

Mostfemos que (ax)=1(a). ¥ evidente que (ax)c(a).
Por outro lado., ¥yec(a)=> y=at (t€A)=— y:azxtz (at) (ax) =>
y € (ax). Logo r((ax))=r((a)). Portanto xax==xa e V(ax) =
= V(a).

Para todo ideal primo P de A teremos ax(ax-1)=0€P.
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Logo ax€P ou ax-1€P (exclusive). Dai, ¥P€ Spec (A):

P« V(ax) => ax-1¢€P => P€ Va ou seja, V(ax)CXa . Ana-

x-1 x-1

logamente se prova que Kax_lCZV(ax). Entao vale a igualdade. As-

sim V(a) = V(ax) = xax—l' L

Proposicao 3-4. 0 espectro X de um anel regular A e

espago T2.

Demonstracao:

Sejam P,Qe€X, PZQ. Entao T a€cP tal que agQ (ou
vice-versa). Conforme ja vimos, T x€A de modo que V(a) =V(ax) =

=X Por outro lado a(l-ax)=0 = a(i- ax) €Q => 1-axeQ

ax-1"
= ax £Q => QEX__.
ax

Entao P€V(a) =X e Q€X e, ainda X _nX
ax-1 ax ax ax-1

=X = #. Logo Spec (A) e T,. H#

*

Corolario 1. O espectro de um anel regular A e um espa-

e T

Gco TO,TD 1°

Corolario 2. Todo ideal primo num anel regular e maxi-

SEQUENCIAS DE IDEAIS PRIMOS NUM ANEL REGULAR

Lembremos que uma seqdencia (x, ,x ) de pontos de um es-

ey L e
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pago topologico X converge para p€X se para todo abertog;fﬁ cX
existir um indice n, tal que ¥n > n_, xn€:G. A proposicao a se-
guir da a condigao para que uma seqﬂéncia de ideais primos de um

anel regular convirja em relacao a topologia de Zariski.

Proposicao 3-5. Seja X o espectro de um anel regular A.

Entao, a seqllencia (Pl’Pz’ ".,Pn,.u) de ideais de X converge pa-
]
ra P€X se, e somente se, U n 2 1 tal que Pn=P, ¥n 2 n .

Demonstracao:

(=) imediata.

F’:(Q)

(==>) Por hipotese (P, Py, ey P, ) =P, Seja @R,

21
Entao existe x€A tal que a=xa- . Logo a(l-xa)=0€P. Como

xa €EP, segue-se que 1-xaf€P, ou seja, P Devido ao fa-

€ .
xl——xa
to de Pn-+P podemos afirmar que Hlu)}l tal que Vr1;n0===?

P €X
n

=>1-xagP =>a€P . Entao PCP, ¥n>n
l-xa n n n o

Sendo, contudo, maximal cada um dos ideais primos de A,

entao Pn=P, ’e’n}no. L

Nota. Ja sabemos que o espectro de todo anel A e com-

pacto. Logo o espectro de um anel e enumeravelmente compacto (is-

to e, todo sub-conjunto infinito de Spec (A) admite pontos de acu-

mulacao em X). A proposicao acima nos garante que se o espectro de

i or rdeat prina I&)
v - ST E > =
um anel regular #mr infinitojexistirao seqllencias de ideais primos

das quais nenhuma sub-seqliencia convergira. Logo, o espectro de um

Gb‘&i"
anel regular nao e sequencialmente compacto se esse espectro o

infinitog idesis prim .,}:a_ib.

v e lide Lol -f"*;k'
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4, IRREDUTIBILIDADE PARA O ESPECTRO DE UM ANEL REGULAR

Vejamos em que condicoes e irredutivel o espectro de um

anel regular.

Proposicao 3-5. 0 espectro de um anel regular A e irre-

dutivel se, e somente se, A e um corpo.

Demonstracgao:

(<==) 1Imediata pois o unico ideal primo de um corpo e o

ideal (0).

(==>) Mostremos, inicialmente, que n(A) =(0). Se

ac€n(A), entaod i>1 tal que a* =0 e T x€A de modo que a=
i-1 i

=:xa2. Desta ultima igualdade resulta que a=x a . Logo a=0.

Agora: Spec (A) irredutivel => n(A) e primo => n(A) - e

maximal (pois A e regular) => (0) e maximal => A e corpo.

5. SOBRE CONEXAO NO ESPECTRO DE UM ANEL REGULAR

Como num anel regular (que nao seja corpo) ha sempre ele-
mentos idempotentes, entao podemos afirmar que e desconexo o espec-

tro de tais aneis.

Um espaco totalmente desconexo e um espago topologico X

com a seguinte propriedade: Va,beX, aZb —> d abertos nao va-
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zios G,HCX tais que a€G, b€H, GUH =X e GNH = 4.

Proposicao 3-6. 0 espectro primo de um anel regular

totalmente desconexo.

Demonstracao:

Dados P,Q€X & Spec (A), P#£Q, existe X  tal que

C
€ ; ex. = =
PEX e QfX . Logo Q€X =V(a) =X _  , onde x€A e a

axac. Como, ainda, XatJXg =X e Xar\XZ = # a proposigao fica

provada.

Nota. Usando a proposicgao acima pode-se concluir que o

espectro de um anel regular e totalmente descontinuo, isto e, os

sub-conjuntos conexos maximais (componentes) sao unitarios.
Com efeito, se YCX e P,Q€eY, PZAQ, entao, com as no-
tagoes da proposicgao: XanY;éﬂ, XZOY;!]J, (xanx) ﬁ(XZnY)zﬂ e

(X_nY) u(xzn Y) = Y. Ou seja, Y e desconexo. #

6. ANEIS BOOLEANOS

Um anel A tal que, Yac€A, a2=a & obviamenteum anel re-

~ Um anel nestas condigoes e chamado anel booleano.

Nos aneis booleanos os ideais de tipo finito sao princi-
pais. De fato, se I=(a,b), onde a,b€A, como a(a+b+ab)=a

e b(a+b+ab)=b (pois x2 = x => x+x=0), entao I=(a+b+ab).




Por inducao se completa a verificacao da observacao feita.

Proposicao 3-7. Un sub-conjunto do espectro de um anel

booleano A e aberto e fechado se, e somente se, esse conjunto e um

aberto basico.

Demonstracao:

(¢==) V¥acA=—>a%=a —> X =V(a-1).

(==>) Notemos, de inicio, que Val.,..o,aneA =

[
Xa U e UXay = (V@@ )0 U(V(a N = (V(a ) 0 ... 0V(a )€ =

= (V((a, ,uqar) )
1 n
Como existe a €A tal que (al"”’an) = (a), entao

Uk O Xgie = (V0a)Dsa= X
n a

Tomemos agora FCX =Spec (A), F fechado e aberto. Sendo

F aberto: F = U Xa , onde A'cA. Sendo F compacto (pois e fecha
a€eA'
do e X e compacto): & bl,.",bnesA' :FH=XblL)."€Jan 2 Levando em

conta a observagao inicial, segue-se que d b €A tal que F=X ,

onde b e o gerador de (bl,.",bn). H

Proposicao 3-8. O espectro de um anel booleano A e ir-

redutivel se, e somente se, A e isomorfo do anel 22 das classes de

restos modulo 2.

Demonstracao:

(==) Imediata.

(=>) Spec (A) irredutivel =—> A e corpo (pois A e re-

Logo, Y¥a€A, af£0 =—> R T G




Conseqllentemente A= {0, 1]' R

Encerraremos este paragrafo demonstrando a proposigao 2-12:

entao tambem e T_.."

"Se o espectro de um anel e Tl, 5

Demonstracao:

Seja A um anel cujo espectro e T Como Spec (A)

1
Spec (A/n(A)) sao homeomorfos, se provarmos que este ultimo e T2 ;
entao o primeiro tambem o sera. Demonstraremos que A/n(A) e re-

gular, o que e suficiente.

Sendo ¢: A— A/n(A) o homomorfismo canonico, entao

1(M) =M & um ideal maximal em A, para todo ideal maximal M em

A/n(A) (pois sendo Spec(A) um espago T, os ideais primos em A sao

1

maximais). Ainda devido a observacao entre paranteses, podemos a~

firmar que M e um ideal minimal no conjunto dos ideais primos de A.

Logo (corolario - propr. 1-7), Ya€cA, T seA-M e Tk>0 (ke2)
k

de forma que a s=0.

Lembremos, contudo, que (A/n(ﬁ))ﬁ e um anel local cujo u-

; i ; . a
nico ideal maximal e I= {::

= eii} (reA/n(A) -M) . De EM,

a
- k o .2 :
segue-se que a€MCA. Logo a .s=0, nas condigoes ja enuncia-

Daf & .5=0,. Se mcH= (M), entao s=0C(x), xeM. Mas

s=r(s), onde s€cA-M. Logo G(x)=0(s8) => ¢(x-8)=0 =>
x-8€ n(A) => x-s€M —=> g eM. Absurdo. Entao scA/n(A)-M.

K= 0, entao (T

Mas se a =0. Logo a.5en(A/n(4)) =
= (0). Assim, a.s= 0o que acarreta que =0 Sendo
nulo o unico ideal maximal de (A/n(A))z, entao este anel e corpo.

A proposig¢ao 3-2 garante, entao, que A/n(A) e regular. #
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Corolario.
mais. Entao Spec (A)
contem estao contidos

juntos estao contidos

Demonstracao:

Se todo ideal primo de A e maximal entao Spec (A) e T,..

Seja A um anel cujos ideais primos sao maxi-
e regular (um ponto e um fechado que nao o
em abertos disjuntos) e normal (fechados dis-

em abertos disjuntos).

2

Como Spec (A) e compacto, entdao Spec (A) é regular e normal. #

§20 | ANEIS NOETHERIANOS

CARACTERIZACAO - PROPRIEDADES

Um anel A e,
assim, e evidente que
em A. Dizemos que um

dulo, ele e um modulo

obviamente, um A-modulo. Vistas as coisas
os sub-modulos de A sao exatamente os ideais

anel A é um anel noetheriano se, como A-mo-

noetheriano.

8. Um anel A e noetheriano se, e somente

Proposigao 3-

se, todo ideal de A e

Demonstracao:

de tipo finito.

(=) Seja I um ideal em A e tomemos x, €I.

1
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=(x.), ponto final. Do contrario, seja x,€I-(x, ). Entao
1 b 1

(xl}g(xl,xz)c I. Como uma seqllencia de ideais em A nao pode ser

estritamente crescente, entao I X,y X .",xn£5A de modo que I =

21

= (Xl,xz, .-.,xn).

(=) Seja 11C112C2". uma seqliencia de ideais em A.

©
Entao I = | Ir e, tambem, um ideal em A. Logo existem Ypo v
r=1

vy ¥y, €A tais que I:=(yl,.",yn). Existira entao

forma que yl,yz,".,ynELIS. Portanto I=Ig e dai

-

Nota. Do que foi visto acima podemos tirar a seguinte con-
clusao: num anel noetheriano A toda seqliencia PISIEEQ.“ de ideais
primos e finita. Se uma tal seqllencia e formada de n+1 ideals

distintos diremos que ela tem comprimento n. A dimensao de um anel

ncetheriano e, por definicao, o supremo do conjunto dos comprimen-

tos acima definidos.

Definigég. Um ideal I de um anel A se diz irredutivel se

nao existirem ideais J1 e J2 em A de maneira que I %Jl, I %Jz e
JlﬂJ2 .

Proposicao 3-9. Num anel noetheriano todo ideal irredu-
tivel e primario.

Demonstracao:

Suponhamos que exista um ideal irredutivel I no anel noe-

theriano A que nao seja primario. Entao d a,b €A tais que abé€l,
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afl e b"£I, ¥mn 31 (me2).
Indiquemos por Ir:{xeA: xerI} A= 12 nea) E i-

mediato que cada I e um ideal em A e que I$I,C I,C (1 §Il

porque a€l. e agI). Logo, @ k>1 tal que I

1
0 ideal J=1I+ (b") contém I propriamente porque bt

=0+b,.,bk <d e bk+l¢I. Logo ICIlf‘rJa Tomemos agora

xEIlﬁJ. Logo x=i+cbk, por x estar em J. Mas xell >
xb=ib+cbler = cbk+1:xb-ib€I=>ceIk+l=Ik => cb¥e 1.

Voltando a igualdade x=1i +cbk, concluimos que x €1, Logo

I,NJ=I. Isto mostra que I nao e irredutivel. Absurdo. #

Proposicao 3-10. Num anel noetheriano A, todo ideal I e

a intersecgao de um numero finito de ideais primarios.

Demonstracao:

Basta provar que todo ideal de A e a interseccgao de um nu-
mero finito de ideais irredutiveis.
Seja I um ideal que nao satisfaz a tese. Logo I nao e ir-

redutivel. Entao existem ideais Jy ed; em A de modo que I =

J, NnJ'
1 Jl !
ou J, nao e irredutivel ou JJ nao e irredutivel. Supondo J

P = (i ¥ ) L :
tao J1 J2 J2 com Jl‘,E..J2 e J]-C?;-J2 Assim teremos

com IEJ e IgJ'. Devido a suposigao sobre I, entao
1% 88

I SJIEng o que e absurdo.

. = n see e ] ari )
Nota Se 1 JJ. Jzﬂ ﬂJn, onde cada Ji e primario

£ o # . s
temos a1 o que se chama uma representacao primaria do ideal I. Se
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alem disso ocorrer que: (a) dois ideais distintos quaisquer da re-
presentacao tem radicais distintos; (b) nenhum dos ideais da re-
presentacgao contem a intersecgao dos demais, entao a representacao
se diz irredundante. E obvic que de uma representacao priméfia de

I sempre se pode obter uma representacao irredundante. Basta ob-

servar que uma interseccao finita de ideais P-primarios (de radical

P) e um ideal P-primario.

Proposicao 3-11. Para todo ideal I num anel noetheriano

A, existe n>»1 tal que (r(I))"cI.

Demonstracao:

.sX_.). Entao existem inteiros

Suponhamos r(I) =(x1,x2,.. o

m My, e m  de modo que x?iel (1<ig<s). Como (r(I))" & ge-

L ¢ Ls

.t % =
rado pelos produtos xl x2 xs , onde 1 + + Es n e

tomando n::m1-+."-+ms-(s-l) (ou maior) cada um desses

produtos estara em I. Logo (r(I))"cI. #

Corolario I. .0 nilradical de um anel noetheriano e nil-

potente para a multiplicacao.

Demons tracao:

Basta fazer I =(0) na demonstracao anterior. H

Corolario II. Todo ideal de um anel noetheriano contem

um produto de ideals primos.

Demonstracao:
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AVAVAY'

.
1 2 3 4 5 6 7l]'1(3£5‘) ) 11 12 13 14 15 16

17



(0)==Q111Q2F]".fWQS, onde cada Qj e primario. Logo

r(O):Plﬂpzﬂ...ﬂPS, onde Pi=r(Qi). Entao n(A):r(O)DPl.Pz."

FPUISAr ganande” LR CAY)YY 20) M entde’ (0)Y (P Jprin e phyhe
s L 2 s

Como todo ideal contem o ideal nulo, entao o corolario es-

ta provado. #

2. OBSERVACOES INICIAIS SOBRE 0 ESPECTRO DE UM ANEL NOE-

THERIANO

O espectro de um anel noetheriano pode ou nao ser conexo.
Os aneis principais sao noetherianos (seus ideais SEO(he;ipo fini-
to) cujo espectro e conexo, pois um anel principal e um anel de in-
tegridade. Os aneis Z2m (m impar, m>1) sao obviamente noethe-

rianos. Como porem, neste caso m2-m 0 (mod2m) , entao m2==ﬁ.

Havendo elementos idempotentes nao triviais em Z, , entao Spgc(Z2m)

2m
nao € conexo.

0 axioma TD tambem pode ou nao se verificar no espeptro
dos aneis noetherianos. No anel Z, por exemplo, nao se verifica
conforme ja vimos. Num corpo K, que e tambem trivialmente noethe—
riano, e evidente que se verifica, uma vez que Spec(K) e finito.

Quanto ao axioma T1 (ou T2), o mesn: se pode dizer. 0 es-
pectro de um anel principal (que nao seja corpo) nao satisfaz o a-
xioma pois (0) e primo, neste caso, e nao e maximal. Por outro la-

do os aneis com um numero finito de ideais tem espectros T pois

1!
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seus ideais sao todos maximais conforme ja vimos.

Por ultimo, a irredutibilidade pode ou nao, também, se ve-
rificar no espectro dos aneis noetherianos. Os aneis de integridade

noetherianos se enquadram no caso afirmativo, ja que (0)e primo. Um

anel finito, por outro lado, ¢ noetheriano e seu espectro e T2. Logo

~ - . £ ~ ’ - L .
nao e irredutivel seu espectro, a nao ser quando e unitario.

3. O ESPECTRO DE UM ANEL NOETHERIANO - PROPRIEDADES

Um espacgo topolégico X se diz espaco noetheriano se toda

sequencia crescente de abertos de X for estacionaria. Ou, o que e

equivalente, toda familia de abertos de X contem um aberto maximal.

Proposicao 3-12. Sao equivalentes para o espectro X de

um anel A as afirmacgoes:

a) X e noetheriano;
b) Todo sub-conjunto de X e compacto;

c¢) Todo aberto de X e compacto.

Demonstracao:

(a)=> (b). Seja Y um sub-conjunto de X e (X5 )
r reL

um recobrimento de Y por abertos basicos. Sendo 3' a familia das
reunioes finitas de membros de JF indiquemos por M um elemento ma-

ximal de 3'. Entao M= ) X; .
reL. T
Com efeito, se Mg U X, ,entdaod3pelU Xa_ , tal que
reL T ¥e LT
P ¢M . Logo T k€L de modo que p exak . Como XakU Me 3 entao
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M =X, UM, ou seja, X, CM. Absurdo. Logo Y e compacto.
k k

(b) => (e). Imediato.

(¢c)==> (a). Seja 0,C0,S0,C.. uma sequencia de a-

bertos de X. Entao O = %ﬁ Or é aberto e e recoberto por essa se-
r/’l

quencia. Logo, d Ty ".,rnE:N: orlu orzu w. U0, = 0. Tomanda m=

=max{r i T }, entao 0=0 . Como O cO C o C0=0_, - 'entao
1 n m m m m

+1
=0nHl = .. e isto mostra que a seqiiencia dada e estacionaria.#

Obs.: E obvio que as condigoes acima sao equivalentes em

um espacgo topolégico qualquer.

Proposicao 3-13. Se A e um anel noetheriano, entao

Spec (A) e um espago noetheriano.

Demonstracao:

Suponhamos que exista uma sequencia de abertos de Spec (A)

assim: olgogg;... . Entao, para todo r2>1, existe xarcor de

forma que

Xa SX.- UX; S ..
a, * a, a_ s

. : N e e a
Logo: V(al)}év(al) |V(a2)?; e, entao,

V(al) ,?V((al,az)) 2 e

Como porem (al)C:(al,az):: .. e A e noetheriano, entao

t 21 de forma que

) =R

(al, il at) = (al, ey By AL

Portanto

A
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V((al, ...,at})z\’((al, vio 1B ) = ...

t? 2+l

o que e absurdo.

Proposicao 3-14. Seja A um anel noetheriano e booleano.

Entao FcSpec (A) é fechado se, e somente se, F e um aberto ba-

sico.

Demonstracao:

(=) F=¥ == F=V(a-1) => F ¢ fechado.

(==>) Seja F CSpec (A) um fechado. Entao ¥ um ideal I
em A tal que I=(a;, .,a ) e V(I) =F. Logo F=V(I)=V(a)=X ,

onde a e um gerador de I. 4

Proposicao 3-15. O espectro de um anel noetheriano e sub-

diretamente irredutivel e um espago irredutivel.

Demonstracao:

Provaremos que n(A) =Ann (A) o que e suficiente pois este
ultimo ideal e primo.
Suponhamos que exista x € Ann (i) tal que xgn(A). Entao

X x2, .. 20 . Supondo A=(c), segue-se que c €(x"), ¥n>1. Lo-

go, ¥n2>21, d yn"—:A tal que c:xn.yn. Consideremos os 1ideais

I, =Ann (x*) , Yk>1. E evidente que LTI, & ..

Contudo ya £ In+1 porque yn.xn+1 = X (yn s XG-S0,y 4B

pois je x" = ¢ £0. Isto para todo n2>1. Logo IlgIz{;—;




Absurdo. Logo Ann(A)cn(A) e, entao, vale a igualdade Ann(Ad) =
=n(A). #

§ 30 | ANEIS DE DEDEKIND

CONCEITUACAO

Um anel de Dedekind e, por definicao, um anel de integri-
5l

dade noetheriano, de dimensao um, no qual todo ideal primério\'é po-

tencia de um ideal primo.

Exemplo: Sao impor{antes aneis de Dedekind, os aneis prin-
(o
cipais. Nestes um ideal P e primo se, e somente se, P=(p), onde
A TRIIAL

peA e irredu™ivel. E um ideal QPe primario se, e somente se, Q =
. 0S

=(p™ = (p)™, onde p e irredutivel e m>1.

Proposicao 3-16. Num anel de Dedekind A todo ideal nao

TRIy: - % . .
dﬂm& e um produto de ideais primos.

Demonstracao:

Para todo ideal I de A existe uma decomposicao primaria

n
irredundante I= [)Q.. Logo, 1£4j => r(Q;) ;ér(Qj) (1, 32152] v
r=1

cuniqydL) = Sendo porem maximal todo ideal primo nao nulo de A:

A
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idj=r(Q)+r(Q)=(1) = r(Q, +Q.) =r(r(Q.) +r(Q.)) =r((1)) =
i i) 1 J 1 J

n
(1) =>Q,+Q.=(1) => Q. e Q. sao co-primos => I= []Q, =
1 J 1 J : i
n i=1
1 Qi. Como cada ideal primério e potencia de um primo, a pro-
i=1
posicao fica provada. #

Obs.: E possivel provar que a fatoracao de um ideal nao
de Pedekind

nulo de um anel fGetdterdanwo num produto de ideais primos e unica.

Todavia nao precisaremos deste fato aqui.

O ESPECTRO DE UM ANEL DE DEDEKIND

. 4 . . . ol
De inicio observemos que decorre da definicao de Anel de
Dedekind que o espectro destes aneis e conexo mas nao e T1 e, por-

tanto, nao e T, .

Prdposiqﬁo 3-17. Seja A um anel de Dedekind. Se X

=Spec (A) e FcX, entao F e fechado se, e somente se, F=@, F =

=X ou F & finito e (0) ¢F.

Demonstracao:

(=>) Seja FCX um fechado. Suponhamos - F#Z@ e F#X.
Entao existe um ideal nao trivial I tal que F=V(I). Logo, exis-

tem P ,...,Pr € X (nenhum deles nulo) de forma que I=P_.P P .

1 1 2- ane o

Entdo V(I) =V(P,.P,. .. P ) =V(P) U...UV(P)={P }U.. u{P }

={Pl’ wee g Pr}’ pois cada Pi e maximal.




(<=) Se F={P1, ,Pr} é um fechado e (0) ¢F, en-

tao e obvio que \-’(P1 ...Pr) =F. Logo F e fechado. #

Corolario. 0 espectro X de um anel de Dedekind e um es-

pago T) se, e somente se, X e finito.

Demonstracao:

(<==) Ja provado genericamente.

(=) Suponhamos X infinito e consideremos o ideal pri-
mo P=(0). Se F e um fechado que contem P, entao F=V(I), onde
I e um ideal tal que (0)DI. Logo I=(0) e portanto F=X. Por

outro lado, se Xb3(0) entao bZO0. Se b é inversivel, entao

, =X e dai XbﬂF=X;€{P]- . Se b nao e inversivel, entao (b) =

P, +os PV (PUEX5P, #(0)) 7" “Logo V(b):{Pl,m,Pr} &* X8

x-{pl,...,Pr}. Portanto )%nF=xbnx=x_{Pl,..,,Pr},z{P}. H#

Obs.: 1) Se I e um ideal nao nulo e I:=P1 w P =P! ... P!
Se—— r 1 s

(P, e P! primos), entdo V(I)= {Pl, ey P }={ pY ...,Pé} . Isto mos-

tra que os fatores na decomposicao de I sao os mesmos.

2) Seja X o espectro de um anel de Dedekind. Se Y
e um sub-espago de X, entao um sub-conjunto U de Y sera fechado em
Y se, e somente se, U=@, U=Y ou U é finito e (0) gU. Isto e
uma conseqlliencia imediat% da proposigao anterior e da ensejo ao re-

sultado a seguir.
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Proposicao 3-18. Todo sub-conjunto Y do espectro X de

um anel de Dedekind tal que (0) €Y ¢ conexo por caminhos.

Demonstracao:

Se Y:I{(O)} e imediato. Em caso contrario, tomemos
P,Q€Y, P£ZQ. Definamos f:[0,1] - Y da seguinte maneira:
f(0) =P, f(1)=Q e f(t)=(0), Yt£0,1. Seja F um fechado em Y.
Entdo: (a) Y=F => £ 1(F) = [0,1] ; (b) F=¢ => £71(F) =fF e (c)

F= {P Pr} com Pi £Z(0) ., Neste caso

13 s
PEF e QEF => £ 1(F) = {0}
PZF e QEeF = {1}
PEF e QEF => £~ {0,1}

QEF e PEF=> £ 1(F) = 4.

Em todos os casos possiveis a imagem inversa de um fechado

de Y e um fechado em [0,1] . Logo f e continua. #

Corolario. Seja A um anel de Dedekind. Entao: (a) ¥YC

C Spec (A), (0)€Y => Y e conexo; (b) Todo aberto de Spec (A) e

conexo por caminhos (e portanto conexo). #

Notas:

(1) Como num anel de Dedekind e primo o ideal (0), entao o
espectro de tais aneis e sempre irredutivel.

(2) Como os abertos do espectro de um anel de Dedekind A

sao o #, o Spec (A) e os conjuntos tais como G=Spec (A) - {Pl’"'

""Pr}’ onde P, € Spec (A) e Pi;!(O) (i=1,2,..,X), entao toda
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seqllencia de ideais de Spec (A) contém uma sub-seqliencia convergen-

te, isto e, Spec (A) e sequencialmente compacto.

Exemplos:

1) 0 anel C[X] e umg anel de Dedekind; seus ideais pri-
mos sao, alem do (0), os ideais gerados pelos elementos da colecao
{X1~u;11€C} : Sendo u+-—=X+u uma bijecao, podemos identificar
o espectro de C [X] com um plano mais um "ponto no infinito", es-
te representando oideal (0). Como um plano e uma superficie esfe-
rica, sem o polo norte, saoequipotentes, entao uma superficie es-
ferica completa é homeomorfa ao espectro de C [X] . Nesta repre-
sentacao os fechados nao triviais sao os conjuntos finitos de pon-
tos da éuperficie esferica que nao contem o polo norte. Além dis-
so, todo ponto da superficie esferica "esta ligado' por um '"cami-

nho" ao polo norte.

N
£: [0,1] - Y; £(0)=P, f£(t)=(0), ¥t#£O.
2) No anel de Dedekind A =R [X] os ideais primos sao o
(0) e os gerados por polinomios da colecao {X+¥u;11€R} ouda co-
legao {Xz +aX+b; ac 4b<;0} . Entao Spec (R[X]) e homeomorfo

2_ap <0} u{uw},

ao sub-conjunto do plano V:{(aab) E,Rz;gfo ¥ a
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onde W e um ponto qualquer do plano, distindo dos demais de V, do-
tando V da topologia em que os fechados nao triviais se definem co-

mo no exemplo anterior.

§ 40 | ANEIS ARTINIANOS

1. DEFINICAO - PROPRIEDADES

Seja A um anel. Se o A-modulo A for artiniano, isto e, se

toda seqllencia I, 2I,D.. de ideais em A for estacionaria, dire-

mos que A e um anel artiniano.

Proposicao 3-18. Todo ideal primo de um anel artiniano e

maximal.

Demonstracao:
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Seja P um ideal primo de A. Entao A/P e um anel de inte-
gridade. Alem disso e artiniano, pelo seguinte:

Seja IiiDIéiD." uma seqllencia de ideais em A/P. Sendo

g: A= A/P o homomorfismo canonico, entao g_l(Ii):3g—l(Ié) DS %o
-1

T8) = gn s (Ty &) mie,

uma seqllencia de ideais em A. Logo, @ k2>1:¢g L g

1 . L= ' —
Sendo g sobrejetora: Ik = Ik+l_ ot

Por outro lado, tomemos =x+P £ZP. Entao:

X
() 2(F2)>5.. =>an21l: =57 (Fear) = T=%.7. Is-

to mostra que A/P e corpo. Logo P e maximal. #

Proposicao 3-20. Seja A um anel noetheriano de dimensao

zero. Entao A e artiniano.

Demonstracao.

Ja sabemos que existem ideais primos em A (logo maximais)

ey M de modo que M _.M_. "..Mr==(o) . Fazendo-se Ml.M

1 2 2- (T

r
w.M, =N, (i=1,2,..,r), entao cada N, ./N. e um A-modulo e,
1 1 i-1" 1

tambem, um espago vetorial sobre A/Mi, desde que se defina o '"pro-

duto por um escalar'" assim: YxXEN,

, VaeA=—> (a+M.)(x+N.) =
i-1 1 i

=ax+Ni . Em virtude disto, os A-sub-modulos de N,

1—1/Ni sao 0s

sub-espacos de Ni l/Ni‘ sobre A/Mi, e Vvice-versa. Consideremos
as seqllencias exatas:

(0) - M, = A ~> A/M; — (0)




0 fato de A ser noetheriano acarreta que (propr. 1-26)
ane L] ; o ¢ - P N. N -
Ml Mr—l/Ml Mr tambem o e assando a olhar cada 1m1/ ; como
espago vetorial sobre A/Mi, lembrando que seus sub-espagos sao o0s
seus A-sub-modulos e observando que para um espago vetorial sao e-

quivalentes as condig¢oes "artiniano" e '"noetheriano', entao, ainda

devido a proposigao citada, podemos dizer que A e artiniano. H

Obs.: Vale a reciproca: Se A e artiniano, entao A e noe-

theriano e tem dimensao zero.

2. O ESPECTRO DE UM ANEL ARTINIANO

Proposicao 3-21. O espectro de um anel artiniano e finito

e discreto.

Demonstracao:

Se fosse infinito, existiria uma seqliencia (P19P Pr"“)

2’ ...,
de ideais primos de A tais que: if£j => Pi;éPj (i,j=1,2,..). En-

tao P1 :)li’1 ﬂP23

Logo, ™ t2>1 tal que Pln... ﬂPtzplﬂ ...ﬁPtﬁ Pt+l =

Donde vpj;é{Pl,...,Pt} => P, OP) 1. NP, =>d i, 1<igt: P

(pois cada P. e maximal). Absurdo.

Sendo finito o Spec (A) e cada {P} cSpec (A) fechado, en-

tao este espago e discreto. #
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Proposicao 3-22. Seja A um anel noetheriano. Se Spec(A)

for discreto, entao A e artiniano.

Demonstracao:

Se X =Spec (A) for discreto, entao {P}CZX e fechado,

¥PeX. Logo P e maximal. Portanto A tem dimensao zero.¥

Proposicao 3-23. Seja A um anel artiniano e sub-direta-

mente irredutivel. Entao n(A) =Ann(A) e Spec(A)=:{Ann (ﬁ)}u

Demonstracao:

Provemos de inicio que e irredutivel o Spec (A) . Para tan-
to e suficiente mostrar que Ann (i) Cn(A) , cotifoime ja vimos. As-
mitamos que T a €Ann (A) tal que agn(A). Entao: (a) D(a2)3 e =>
=>a n31:a"=ra"! (rea) = a"(1-ra)=0 => 1-racanm(i)
(pois a" #0) => ¥x€l, x#£0, x(1-ra)=0. Como porem xa=0

(ja que a €Ann(A)), entao x=0. Absurdo. Logo Ann (A) =n(4) .

Sendo n(A) = Ann (&) =M primo, entao o Spec(A) e irreduti-

vel. Mas um espacgo discreto e irredutivel se, e somente se, esse

espago for unitario. Logo Spec (A)::{M} s

Proposicao 3-24. Seja A um anel artiniano tal que todo

ideal de A admite um gerador idempotente. Entao o espectro de A e

. ¢ - :
irredutivel se, e somente se, A e um corpo.

Demonstracao:

(=) Imediata.
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(=>) Suponhamos n(A) = (u), onde RSy Mas, uen(A)

=> gizl: u'=0. Logo u=0. Sendo discreto e irredutivel o
Spec (A) , entao Va€ A => Xa =# ou X,=X. Tomando a#0, entao
X, #0 (Xa=¢ => aen(A) => a=0). Logo Xa=X, isto e, ae in-

versivel. #

Obs.: Sao aneis que se enquadram nas hipoteses do teorema

os aneis semi-simples, isto e, aneis artinianos cujo unico ideal

nilpotente e o ideal nulo.
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TABELA DE ALGUNS SIMBOLOS USADOS

Conjunto dos elementos inversiveis do anel A.
Interseccao dos ideais nao nulos do anel A.

ceessesssss Ideal gerado por a.

Ideal gerado por E.

.. Ideal gerado por a e i.
Nilradical do anel A.
Radical de Jacobson do anel A.
Anulador do ideal I.
Radical do ideal I
Complementar de E.
Complementar de E em relacao a Y.
Derivado de A.
Fecho de Y.
Produto direto externo dos aneis Ai.
Classe lateral modulo I do elemento a.
Anel quociente de A por I,

A .......... Anel das fracoes de A em relacao a S.

Anel das fracoes de A em relagao a A-P.

... Soma direta dos A-modulos M e M,.
Produto tensorial dos A-modulos M e N.

.. Modulo das fragoes do A-modulo M em relagao a S.

Modulo das fragoes do A-modulo M em relacao a A- P.
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[xl,xz..u]

_Spec (A)

Sub-espacgo geradg POr X, , X5, e o

Espectro do anel A;

Colecao dos ideais primos de A que nao contem a.
Colecao dos ideais primos de A que contem E.
Interseccao dos jdeais de Y.

Aplicacao associada ao homomorfismo f : A—B.

Aplicacao identica do conjunto -E.

Aplicacao inclusao de I em A (ICA).

Nucleo do homomorfismo f .

Produto dos ideais-Qi.

Produto dos elementos xi.

Isomorfismo, entre modulos (ou aneis).

A
AVAYAY

Vi
11 12 43 214 15 36 17






