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SAMPAIO, J. C., Movimento Orbital de Satélites Artificias: Efeitos Ressonantes. 2013,
151f. Tese (Doutorado em Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratingueta,

Universidade Estadual Paulista, Guaratingueta.

Resumo

O crescente numero de objetos orbitando a Terra justifica a grande atencao e interesse no es-
paco entre o Planeta e a Lua nos ultimos anos. Estes estudos envolvem diferentes perturbagdes e
ressonancias nos movimentos orbitais destes objetos distribuidos por diferentes altitudes. Neste
trabalho, o problema da ressonancia no movimento de satélites artificiais € estudado. O desen-
volvimento do geopotencial inclui os harmdnicos zonais Joy € Jyp € 0s harmdnicos tesserais
Jog € Jyo. Através de um procedimento de média e sucessivas transformacdes de Mathieu, a
ordem do sistema dindmico € reduzida e o sistema final € resolvido por integracdo numérica.
No modelo dindmico simplificado, trés angulos criticos sdo estudados. A semi-largura da se-
paratriz € calculada através de um modelo linearizado, o qual descreve o comportamento do
sistema dindmico na vizinhanca de cada angulo critico. Através do critério de sobreposicao
das ressondncias, os possiveis movimentos regulares e irregulares sdo investigados pelo com-
portamento no tempo do semi-eixo maior, argumento do pericentro e excentricidade. O maior
expoente de Lyapunov é usado como ferramenta para verificar o movimento cadtico. Nos es-
tudos sobre os objetos ressonantes, os TLE (Two-Line Elements) do NORAD (North Ameri-
can Defense) sdo estudados observando o periodo ressonante dos objetos orbitando a Terra e
a ressonancia principal na regido LEO (Low Earth Orbits). O comportamento no tempo do
semi-eixo maior, excentricidade e inclinacdo de alguns satélites artificiais e detritos espaciais
sdo estudados. Possiveis movimentos irregulares sdo observados pela presenca de diferentes

angulos ressonantes descrevendo a dindmica orbital destes objetos.

PALAVRAS-CHAVE: Satélites Artificias. Detritos Espaciais. Movimento Orbital. Efeitos de

Ressonancia.



SAMPAIO, J. C., Orbital Motion of Artificial Satellites: Resonant Effects. 2013, 151f. Tese
(Doutorado em Fisica) - Faculdade de Engenharia do Campus de Guaratinguetd, Universidade

Estadual Paulista, Guaratingueta.

Abstract

The increasing number of objects orbiting the Earth justifies the great attention and interest
in the space between the Planet and the Moon in the last years. These studies involve different
disturbances and resonances in the orbital motions of these objects distributed by the distinct
altitudes. In this work, the resonance problem in the artificial satellites motion is studied. The
development of the geopotential includes the zonal harmonics .Jog and Jyo and the tesseral har-
monics Joe and J4o. Through an averaging procedure and successive Mathieu transformations,
the order of dynamical system is reduced and the final system is solved by numerical integra-
tion. In the simplified dynamical model, three critical angles are studied. The half-width of the
separatrix is calculated through a linearized model which describes the behavior of the dynam-
ical system in a neighborhood of each critical angle. Through the resonance overlap criterion
the possible regular and irregular motions are investigated by the time behavior of the semi-
major axis, argument of perigee and eccentricity. The largest Lyapunov exponent is used as
tool to verify the chaotic motion. In the studies about the resonant objects the TLE (Two-Line
Elements) of the NORAD are studied observing the resonant period of the objects orbiting the
Earth and the main resonance in the LEO region. The time behavior of the semi-major axis,
eccentricity and inclination of some artificial satellites and space debris are studied. Possible ir-
regular motions are observed by the presence of different resonant angles describing the orbital

dynamics of these objects.

KEYWORDS: Artificial Satellite. Space Debris. Orbital Motion. Resonant Effects.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

A Astrondutica, concebida como Ciéncia do Voo Espacial, consiste na arte de navegar de as-
tro em astro incluindo teorias e técnicas relativas a construcao de foguetes, cdlculo de trajetérias
e oOrbitas de corpos celestes artificiais entre outras atividades (LUCA, 1990).

Entre os principais precursores dos estudos envolvendo essa ciéncia estdo o russo Konstantin
Eduardovich Tsiolkovsky (1857-1935), o americano Robert Hutchings Goddard (1882-1945),
o francés Robert Albert-Charles Esnault- Pelterier (1881-1957) e o romeno com ascendéncia
alema Hermann Julius Oberth (1894-1989) (LUCA, 1990).

Os satélites artificiais sdo utilizados em vérias atividades como em geodindmica, navega-
¢do, monitoramento do clima, estudo da atmosfera, nas telecomunicacgdes, experiéncias com
micro-gravidade, dentre outras. Mas, para que o satélite tenha pleno funcionamento e cumpra
o0 objetivo a que ele foi proposto € necessdrio que se tenha grande precisdo na determinagdo de
sua Orbita, para que se evite, por exemplo, perdas na comunica¢do, ou problemas mais graves
como algum acidente.

Para uma missao espacial ser bem sucedida € preciso que se tenha pleno conhecimento das
forcas perturbadoras que atuam no satélite artificial. O movimento orbital de um satélite artifi-
cial, sem perturbacgdo, tem caracteristicas como uma elipse de determinado tamanho e excentri-
cidade constantes num plano fixo. Caso o movimento orbital ndo fosse perturbado, esse objeto
continuaria nessa Orbita indefinidamente, mas ndo € o que se observa na prética. As principais
forcas perturbadoras sdo devidas a distribuicao nao-uniforme de massa do corpo central, forca
de arrasto, a for¢a devida as marés provocadas pela Lua e o Sol, perturbagao gravitacional por
outros corpos, forcas de radiacdo (pressao de radiacao direta e refletida, re-emissao térmica), e
devido ao impacto com outros pequenos corpos.

Nos tltimos anos, muita atencao tem sido dada na literatura ao estudo de 6rbitas ressonantes
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que caracterizam a dindmica dos satélites sincronos em Orbitas circulares ou elipticas. Estes
satélites sdo extensivamente utilizados para fins de comunica¢@o, navegacdo e de missdes mi-
litares, o que justifica seu estudo desde os anos 60 (BLITZER, 1963; ELY; HOWELL, 1996;
GARFINKEL, 1965a, 1965b, 1966; GEDEON et al., 1967a, 1967b, 1969; JUPP, 1969; LANE,
1988; MORANDO, 1963; SAMPAIO et. al. 2012a, 2012d)

A pesquisa tem como objetivo estudar o comportamento dos elementos orbitais de satélites
artificiais sob o efeito da ressonancia 2:1, na regido de 6rbitas médias da Terra, e sob efeito
da ressonancia 14:1, na regidao de Orbitas baixas da Terra. A escolha das ressonancias 2:1 e
14:1, se deve ao fato da grande aglomeragdo de objetos nas regides influenciadas por essas
ressonancias, nas regidoes de orbitas média e baixa da Terra, respectivamente. Nestes casos,
considera-se a comensurabilidade entre as frequéncias n e w. do movimento médio do satélite
artificial e do movimento de rotacao da Terra, respectivamente. A ressonancia considerada € a
q:m, ou seja, o satélite realiza g revolugdes enquanto a Terra realiza m, de forma que ¢ e m sdo
nimeros inteiros positivos.

Do ponto de vista da Dinamica, os satélites sincronos sdo considerados complexos. Os
harmonicos tesserais de geopotencial geram multiplas ressondncias que interagem resultando
movimentos significativamente ndo-lineares se comparados as Orbitas ndo ressonantes (ELY;
HOWELL, 1996). E interessante observar que missdes caracterizadas por este tipo de 6rbita
exigem manobras de custo minimo e dessa forma, controle preciso das trajetorias que estdo
sujeitas a ndo-linearidades no decorrer da vida util do satélite artificial.

Existem missdes que sdo caracterizadas por Orbitas excéntricas, inclinadas e sincronas, que
incluem satélites responsdveis por investigar a magnetosfera solar, lancados nos anos 90. Outro
exemplo sdo os satélites da série Molniya utilizados pela antiga Unido Soviética para comuni-
cacdo, langados a partir de 1965, possuindo Orbitas excéntricas € com periodo de 12 horas.

O modelo desenvolvido neste trabalho para o potencial gravitacional é devido a Osério
(1973). Para o estudo da ressonancia, sdo feitas mudangas de varidveis, utilizando as varidveis
Delaunay e Delaunay modificadas, com a finalidade de se ter uma Hamiltoniana cujos termos
periddicos tenham apenas termos ressonantes. O método adotado é o mesmo que em Lima Jr.
(1998) e Grosso (1989).

O presente texto estd dividido em oito capitulos, comecando pela Introdugdo. O capitulo
seguinte € a Revisdo Bibliografica trazendo discussdes tedricas importantes de diferentes au-

tores sobre os principais temas tratados neste texto: potencial gravitacional, satélite sincrono e
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ressonancia.

O Capitulo 3 denomina-se "Objetos Orbitando a Terra", e mostra o cendrio recente dos ob-
jetos em Orbita, incluindo satélites artificiais e detritos espaciais, através de histogramas dos
elementos orbitais. Este capitulo também mostra resultados com todos os objetos cataloga-
dos, indicando quais objetos estariam em movimento orbital ressonante, através de um critério
estabelecido para o periodo ressonante.

O Capitulo 4 denomina-se "Hamiltoniana Reduzida", e apresenta como o potencial gravita-
cional é desenvolvido a partir das transformagdes candnicas obtendo a Hamiltoniana reduzida,
assim como o sistema dinamico associado e suas equagdes de movimento.

Os Capitulos 5 e 6 denominam-se "Ressonéncia 2:1"e "Ressonéncia 14:1", respectivamente.
Nestes capitulos, a Hamiltoniana Reduzida € utilizada para o estudo dos sistemas simplificado
e completo, que envolvem os movimentos orbitais ressonantes de satélites artificiais nas regides
de 6rbitas médias e baixas da Terra.

O Capitulo 7 é denominado "Objetos Catalogados"e estuda a Ressonancia 14:1 diretamente
de dados reais de objetos na regido de drbitas baixas da Terra.

O oitavo e ultimo capitulo traz uma visao geral do que € feito no trabalho, com analises e
discussdes do que ainda pode ser feito na continuag@o do trabalho no estudo das ressonéncias

2:1 e 14:1 apresentadas no presente texto.



Capitulo 2

REVISAO BIBLIOGRAFICA

A busca pelo conhecimento a respeito dos diversos tipos de objetos que habitam o Universo,
e de suas Orbitas, sempre foi instigante e desafiador para a Humanidade. Desde o langamento
do primeiro satélite artificial no século passado, o homem tenta entender cada vez melhor a
natureza do ambiente espacial propiciando missdes mais longas e seguras para sondas e satélites
artificiais. Ter um bom entendimento das forcas perturbadoras que atuam em um determinado
objeto em movimento ao redor da Terra, pode minimizar erros de propagacdo de drbita e pro-
piciar maior confiabilidade na determinacao da posicao do objeto. Nesses estudos percebeu-se
que efeitos de ressonancias, causadas pela comensurabilidade entre o movimento médio de
satélites artificiais e detritos espaciais em relagdo ao movimento de rotacdo da Terra, afetam
uma parcela significativa das orbitas dos objetos e podem provocar movimentos inesperados e
riscos para missdes que desconsiderem este efeito. Regides de movimento regular e irregular

podem ser definidas e o comportamento em torno da ressonancia exata melhor entendido.

2.1 Levantamento Bibliografico

2.1.1 Potencial Gravitacional

A idéia de uma Terra ndo totalmente rigida e, portanto, sujeita a deformacgdes eldsticas
quando sob a influéncia de forcas perturbadoras, tem cerca de um século e meio (GEMAEL,
1999).

Como a Terra ndo é perfeitamente rigida, ela se deforma sob a acdo do potencial que é

criado devido a atracdo gravitacional da Lua e do Sol, alterando assim a distribui¢do de massa
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do planeta (KUGA et al., 2000). A nova distribuicdo de massa gera um novo potencial no
espaco diferente do original. Inicialmente assume-se que a massa do terceiro corpo, Sol ou
Lua, esteja concentrada no seu centro de massa, com o objetivo de modelar o efeito da presenca
desse terceiro corpo no potencial da Terra, em outras palavras significa que € desprezado o
tamanho do corpo perturbador tendo em vista a grande distancia do mesmo em relagdo a Terra.

De maneira geral, a integracdo analitica de um sistema dindmico ndo-conservativo € nao-
linear € impraticdvel, a ndo ser que se consiga uma soluc¢do aproximada do problema com uma
certa precisdo. Nos métodos analiticos, a funcao densidade atmosférica é representada por uma
funcdo que garanta integrabilidade analitica ao sistema dindmico. A func¢d@o gravitacional da
Terra, por exemplo, € truncada de forma a evitar longas expressdes analiticas. Desta forma, em
alguns métodos utilizados, apenas alguns harmonicos zonais da funcdo gravitacional da Terra
sdo considerados e as perturbagcdes provocadas por outros corpos celestes sao ignoradas (KUGA
et. al., 2000).

No trabalho de Kaula (1966), a equagao de Laplace € escrita em coordenadas esféricas,
obtendo a fun¢do potencial gravitacional da Terra. Nesse mesmo trabalho sio mostradas as
fungdes excentricidade e inclinagdo que sdo utilizadas no Capitulo 4 do presente estudo na
determinacdo do sistema dindmico para cada angulo ressonante.

Um dos objetivos no presente trabalho € obter uma Hamiltoniana reduzida, a partir do po-
tencial gravitacional, que s6 contenha termos seculares e termos ressonantes para se estudar a
ressonancia 2:1, que relaciona o movimento médio do satélite artificial com o movimento de
rotagdo da Terra. A ressondncia 14:1 também € estudada na regido de orbitas baixas da Terra.
Tanto satélites artificiais como detritos espaciais sao considerados nos estudos envolvendo a
ressonancia 14:1, devido a grande quantidade de detritos espaciais nesta regido e pelo risco aos

satélites artificiais que este fato pode representar.

2.1.2 Ressonancia

Define-se ressonancia, de forma simplificada, como uma situacdo em que a razao entre os
movimentos médios de dois ou mais corpos tem uma razao proxima de nimeros inteiros.

Um dos trabalhos muito referenciados a respeito de ressonéncia se deve a Garfinkel (1966).
Nestes trabalhos, ele trata do problema de ressonancia ideal, com o desenvolvimento da Hamil-
toniana utilizando varidveis candnicas.

Nos tltimos anos, muitas pesquisas envolvendo perturbacdes em satélites artificiais, estao
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incluindo andlises a respeito de ressonancia, o que mostra a importancia do conhecimento desse
efeito. Vilhena de Moraes et. al. (2007) analisa o efeito da ressonancia nos elementos orbitais
do satélite a partir da comensurabilidade do seu movimento médio com a rotacio da Terra,
através de ressonancias do tipo 2:1 e 15:1.

A influéncia das ressonancias no movimento translacional e rotacional de satélites artificiais
foi estudada em varios aspectos tais como:

a) comensurabilidade do movimento orbital do satélite com o movimento rotacional do pla-
neta;

b) considerando a inclinacao critica;

¢) considerando a pressdo de radiagdo solar;

d) incluindo 6rbitas sol-sincronas;

e) considerando perturbagdes lunisolares;

f) considerando o acoplamento spin-6rbita;

g) considerando frequéncias relacionadas com o movimento rotacional.

E comum também o estudo de ressondncias entre satélites naturais e planetas extra-solares.
Em Zhow et. al. (2004), ¢ analisada uma ressonancia de movimento médio em co-rotacao
apsidal entre dois planetas extra-solares que se movimentam ao redor do sistema 55 Cancri. E
um movimento orbital considerado complexo devido a diferentes tipos de estabilidade e que
envolve altas excentricidades.

Em trabalhos como Sampaio e Vilhena de Moraes (2008, 2012b) e Sampaio (2009), estuda-
se a influéncia da maré terrestre e oceanica nas Orbitas de satélites artificiais, observando o
aparecimento de fatores ressonantes que podem ser analisados. Existem termos envolvendo
a longitude do nodo ascendente que sdo analisados nesses trabalhos pela ressonancia de co-
rotacao nodal.

Muitos objetos que orbitam a Terra sdo influenciados por alguma ressonancia, o que mostra
a importancia deste efeito na propagacao de suas Orbitas.

As ressonancias 2:1 e 14:1 sdo investigadas no presente trabalho, considerando a comensu-

rabilidade entre 0 movimento médio do objeto e o movimento de rotagdo da Terra.

2.1.3 Ressonancia 2:1

A influéncia da ressonancia 2:1 nas Orbitas de satélites artificiais tem sido estudada por

varios autores (VILHENA DE MORAES et al., 1995; LIMA JR., 1998; NETO, 2006; FORMIGA;
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VILHENA DE MORAES, 2009; SAMPAIO et al., 2012a; SAMPAIO et al. 2012d). No tra-
balho de Vilhena de Moraes et al. (1995), uma teoria analitica € apresentada para resolver as
equacgdes de movimento que incluem as perturbacdes devidas ao campo gravitacional terrestre,
a atragdo gravitacional do Sol e da Lua, a pressdo de radiagcdo solar e a perturbacdo adicional
referente a comensurabilidade 2:1 do periodo orbital do satélite com o periodo de rotagdo da
Terra. E apresentada uma solugdo analitica baseada no método de Lie-Hori e essa solucio é
comparada com uma integracao numérica das equagoes.

No trabalho de Lima Jr. (1998), s@o consideradas algumas hipéteses ao geopotencial im-
plicando no estudo isolado de cada angulo critico, associado a duas integrais primeiras que sao
encontradas tornando o sistema de equagdes integravel. No estudo do espago de fase percebe-se
que a regido de libracao é deslocada com o aumento da inclinacao.

O estudo do satélite de 12 horas envolvendo o desenvolvimento do geopotencial e de trés an-
gulos ressonantes criticos, com a ajuda de simula¢des numéricas e método analitico € mostrado
em Neto (2006). Neste trabalho também sdo utilizadas ferramentas da dindmica nao-linear
como o expoente de Lyapunov e da se¢do de Poincaré em complementacdo a andlise analitica
do problema. De maneira geral, conclui-se que a regido do espago de fase de condi¢des ini-
ciais com aspecto cadtico torna-se maior acompanhada pelo aumento da excentricidade e/ou
inclinacgdo.

Em Formiga et. al. (2009), o comportamento do movimento de um satélite artificial na vi-
zinhanca da ressonéncia 2:1 € analisado. O espaco de fase do sistema resultante € estudado con-
siderando um angulo ressonante fixo. No mesmo trabalho é mostrado como é o comportamento
do semi-eixo maior variando com o tempo para diferentes condi¢gdes iniciais na vizinhanca da
ressonancia estudada.

No presente trabalho a ressonancia 2:1 € estudada com o objetivo de se entender melhor
0 que acontece na regido da ressondncia exata e proximo dela. Um dos interesses é estudar
a largura da separatriz que distingue a regido de libracdo e de circulacdo no espaco de fase.
O estudo € feito inicialmente para o sistema dinamico simplificado e posteriormente para o

sistema dinamico completo, considerando diferentes condi¢des iniciais para o problema.

2.1.4 Ressonancia 14:1

Em trabalhos recentes como Sampaio et. al. (2011), Sampaio et. al. (2012c) e Sampaio et.

al. (2012e), a ressonancia 14:1 tem sido estudada usando os dados de objetos catalogados.
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A partir do estudo de movimentos orbitais ressonantes, com dados de todos os objetos ca-
talogados, percebe-se que grande parte dos mesmos se concentra na regido de orbitas baixas da
Terra. Na regido LEO, a maior parte encontra-se na vizinhanca da ressonancia 14:1. Em Sam-
paio et. al. (2011), um desenvolvimento analitico € feito, escrevendo a Hamiltoniana reduzida
em termos do harmodnico zonal .J, € do harmonico tesseral .J1414, que € definido considerando
os coeficientes [ = 14 e m = 14 no harmdnico Jp,,. O sistema final é resolvido por integracao
numérica e regides de circulacdo e libracao sio estudadas.

Em Sampaio et. al. (2012c), os dados de objetos catalogados sdao usados para selecionar al-
guns objetos que apresentam longos periodos ressonantes em suas Orbitas. Na andlise do com-
portamento no tempo dos periodos ressonantes percebem-se grandes variagdes influenciadas,
principalmente, por diferentes angulos ressonantes que compdem os movimentos orbitais.

Movimentos irregulares de detritos espaciais na ressonancia 14:1 sdo estudados por Sam-
paio et. al. (2012e). Nesse trabalho, o comportamento temporal dos elementos orbitais, periodo
ressonante e angulos ressonantes sdo considerados. Usando os dados reais dos objetos, todos
os angulos ressonantes que fazem parte das drbitas dos satélites artificiais e detritos espaci-
ais estudados podem ser identificados e estudados separadamente, podendo conhecer melhor a

composi¢do de seus movimentos.

2.1.5 Detritos Espaciais

Os objetos orbitando a Terra sdo classificados, basicamente, em Orbita baixa da Terra, média
e geoestaciondria, mais conhecidas pelas siglas em inglés, LEO, MEO e GEO, respectivamente.
A maior parte dos objetos sdo encontrados na regido LEO porque esta regido tem uma grande
quantidade de detritos espaciais. De acordo a Osiander e Ostdiek (2009) e Ikeda et al. (2008),
existem aproximadamente 10000 objetos catalogados ao redor da Terra, e pode-se verificar a
distribui¢ao dos objetos como: 27% de espagonaves em operagao, 22% de espagonaves antigas,
41% de fragmentos diversos, 17% de corpos rochosos e cerca de 13% de objetos relacionados a
missdes. Os objetos ndo catalogados maiores do que 1 cm sdo estimados em algum valor entre
50000 e 600000 (OSIANDER; OSTDIEK, 2009; IKEDA et al., 2008).

O aumento de detritos espaciais na regido LEO, ao longo dos anos, tem estimulado o desen-
volvimento de pesquisas que envolvam a diminui¢do destes objetos. Estes aspectos englobam
a observacdo, protecdo a espagonave e em evitar colisdes (CHANGYIN et al., 2010; NISHIDA

et al., 2009). Os detritos espaciais sdo compostos de aluminio de estruturas de espaconaves,
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alumina de escapamento de motores de foguetes sélidos, zinco e 6xidos de titdnio de revesti-
mentos para controle térmico; e o tamanho destes detritos varia de muitos metros a uma fragao
de um micrémetro em didmetro (MECHISHNEK, 1995).

Neste trabalho, objetos em movimentos orbitais ressonantes na regiao LEO sdo investigados.
Os resultados mostram objetos em ressondncia profunda, ou seja, com periodos ressonantes
longos, e possiveis movimentos irregulares pela presenca de diferentes angulos ressonantes

descrevendo a dinadmica orbital destes objetos.

2.1.6 Objetos Catalogados

Desde o langamento do satélite US Transit-4A, em 29 de Junho de 1961, os detritos espaciais
tém contribuido em demasia com a populagdo de objetos espaciais observaveis. Minutos depois
do lancamento do satélite US Transit-4A, parte deste explodiu distribuindo 625 kg de massa em
cerca de 298 fragmentos. Além disso, na época deste lancamento, outros 115 objetos ja haviam
sido langados ao espacgo desde o Sputnik-1 em 1957 (KLINKRAD, 2006).

Atualmente, a quantidade de lancamentos ja € muito superior, assim como de detritos es-
paciais gerados por novas explosoes, colisdes, satélites inoperdveis, entre outras causas. De
forma que, a discussdo a respeito da atenuacao de detritos espaciais orbitando a Terra estd em
crescente interesse (KLINKRAD, 2006).

Os movimentos orbitais dos objetos catalogados podem ser analisados usando o grupo de
elementos 2-linhas do NORAD (North American Defense), mais conhecido por TLE (Two-Line
Element) (SPACE TRACK, 2011, 2012). Os dados TLE sdo compostos por sete parametros e
época. Estes dados podem ser comparados, por exemplo, com o modelo do propagador de érbita
alocado no satélite artificial. Um estudo similar € feito para o satélite brasileiro CBERS-1 em
cooperacao com a China. Neste caso, perturbagdes orbitais devidas ao geopotencial, arrasto
atmosférico, pressdao de radiacao solar, efeitos gravitacionais do Sol e da Lua s@o considerados
na integracdo numérica da 6rbita e os resultados sdo comparados com os dados TLE (KUGA,
2002; ORLANDO et al. 1997; HOOTS; ROEHRICH, 1980)

No presente trabalho, os dados catalogados sao utilizados na investigacao de objetos resso-

nantes, incluindo satélites artificiais e detritos espaciais.



Capitulo 3

OBJETOS ORBITANDO A TERRA

Neste capitulo, dados de objetos espaciais catalogados sdo analisados, através dos histogra-
mas dos elementos orbitais e de resultados computacionais que apontam os objetos, incluindo
satélites artificiais e detritos espaciais, em possiveis movimentos orbitais ressonantes.

O grande crescimento na quantidade de detritos espaciais motivou o acompanhamento didrio
de diversos objetos em Orbita, além de satélites artificias em operacdo. Dentre estes objetos es-
tao restos de satélites e corpos rochosos, que podem causar riscos a missoes espaciais € também
a populacdo devido ao processo de reentrada que esses corpos podem sofrer na regido de orbitas
baixas da Terra.

Nas Figs. 3.1, 3.2 e 3.3 sdo apresentados os histogramas do semi-eixo maior, inclinagdo e
excentricidade dos objetos catalogados em movimento orbital ao redor da Terra. Os dados usa-
dos sdo extraidos do website Space Track (SPACE TRACK, 2011, 2012), e datam de fevereiro
de 2011.

Analisando o histograma do semi-eixo maior, Fig. 3.1, é possivel observar a grande influén-
cia de ressondncias sobre os objetos. Na regido de Orbitas baixas, onde se encontram a maior
parte dos objetos, as ressonancias 14:1 e 15:1 aglomeram grande parte destes. As ressonancias
exatas 14:1 e 15:1 estdo em torno dos valores de semi-eixo maior de 7258,69 km e 6932,38 km,
respectivamente. A regido MEO, concentra uma quantidade importante de satélites artificiais,
dentre eles estdo os satélites GPS, Cosmos, Molnyia e Meridian, sendo que a ressonancia 2:1
abrange esta regido. A ressondncia 2:1 exata estd em torno do valor de semi-eixo maior de
26561,75 km. Na regido GEO, a ressonancia exata 1:1 estd em torno do valor de semi-eixo

maior de 42164,16 km e retine muitos objetos na vizinhanga dessa ressonancia.
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Figura 3.1: Histograma do semi-eixo maior dos objetos catalogados.
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Figura 3.2: Histograma da inclinag¢do dos objetos catalogados.
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Figura 3.3: Histograma da excentricidade dos objetos catalogados.

Observando o histograma da inclinagdo, Fig. 3.2, pode-se dizer que grande parte dos objetos
possuem inclinagdes que variam de 60° a 100°, incluindo o movimento progrado e retrégrado. A
Fig. 3.3 mostra que a maioria dos objetos que orbitam a Terra possuem excentricidades menores
que 0,1 e considerando as orbitas com excentricidades maiores que 0,1, os movimentos orbitais

mais frequentes sdo entre 0,5 e 0,7 no valor da excentricidade.
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3.1 Objetos em Movimento Orbital Ressonante

Nesta secdo, os dados TLE sao usados para verificar os objetos em movimentos orbitais
ressonantes (SPACE TRACK, 2011, 2012).

A atual distribui¢do de objetos pelo valor do movimento médio n indica a comensurabili-
dade entre as frequéncias do movimento médio do objeto e 0 movimento de rotagdo da Terra.

Veja o histograma do movimento médio na Fig. 3.4.

T T
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1000

800

600

Quantidade de objetos

400

200

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
n (rev/dia)

Figura 3.4: Histograma do movimento médio dos objetos catalogados.

Na Fig. 3.4 é verificado que a maioria dos objetos estd na regido 13 < n (rev/dia) <
15. Verifica-se na figura 3.4, que a diferenca entre a quantidade de dados (em vermelho) e a
quantidade de objetos (em preto), também chamado de objetos diferentes, deve-se ao fato de
que no arquivo TLE, encontram-se cerca de 15000 dados de objetos, mas no mesmo arquivo
pode ser encontrado mais de um dado observacional para um mesmo objeto. De maneira que,
existem cerca de 10000 objetos catalogados, alguns objetos sdo observados apenas uma vez
por dia e outros sdo observados duas vezes por dia, o que faz com que tenham mais dados
observacionais do que a quantidade de objetos.

Para estudar os objetos ressonantes usando os dados TLE, um critério foi estabelecido no
periodo ressonante Pres, pela condi¢cdo Pres > 300 dias. Observe que o periodo ressonante
estd relacionado com um determinado angulo ressonante que pode influenciar o movimento
orbital de um determinado satélite artificial, por exemplo. A medida do Pres ajuda a enten-

der a influéncia de cada angulo ressonante em uma orbita e este conhecimento pode ajudar a
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aprimorar uma formulacido analitica mais ampla do problema. Percebe-se a necessidade em
estabelecer um valor para o periodo ressonante, de forma a ter acesso aos principais angulos

ressonantes que podem influenciar uma dada 6rbita. Pres € obtido pela relagdo,

2
Pres = — 3.1)

Impq

O angulo ¢y, € escrito na forma (OSORIO, 1973; LIMA JR., 1998)

Otmpa(M, w0, 0, 0) = gM + (I — 2p)w +m(Q — 6 — A) + (1 — m)g . (3.2)

onde a, e, I, (), w, M sdo os elementos keplerianos cldssicos: a é o semi-eixo maior, e é a
excentricidade, [ € a inclinacdo do plano da érbita com o equador, €2 € a longitude do nodo
ascendente, w é o argumento do pericentro e M € a anomalia média, respectivamente; 6 &
o tempo sideral de Greenwich e \;,, € a correspondente longitude de referéncia ao longo do

equador. Dessa forma, ¢;;,,,4 € definido como

Dmpg = aM + (1 — 2p)is + m(Q — 0) . (3.3)

Substituindo k£ = [ — 2p em (3.3),

Omg = M + k&> +m(Q —6) . (3.4)

Os termos w, Qe M podem ser escritos como (HOOTS; ROEHRICH, 1980; GOLEBI-
WSKA et al., 2010).

ren2 (1 — 3cos®(1
7) ( (1))

M=n,—- (1—62)3/2

(3.5)
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r. € o raio equatorial médio da Terra, r.=6378.140 km, J5 € o segundo harmdnico zonal, J, =
1,0826 x 1073, com a, € n, definidos pelas Egs. (3.9) e (3.10).

O termo 6 em rad/dia é

0 ~ 1.00273790926 x 2. (3.6)

Com o objetivo de usar elementos orbitais compativeis com a maneira pela qual os ele-
mentos 2-linhas foram gerados, algumas correcdes sio feitas no movimento médio dos dados
TLE, usando o modelo SGP, descrito em Hoots e Roehrich (HOOTS; ROEHRICH, 1980). Con-
siderando como n; o movimento médio dos elementos 2-linhas, o semi-eixo maior a; € calcu-

lado (HOOTS; ROEHRICH, 1980).

2/3

ny

onde ;. é o pardmentro gravitacional da Terra, £=3.986009 x 10'* m3/s. Usando a;, o parAimetro

01 € calculado pela Eq. (3.8) (HOOTS; ROEHRICH, 1980):

3
0 = ZJQ——. (3.8)

Agora, 0 semi-eixo maior a, usado nos calculos do periodo ressonante € definido usando ¢,

da Eq. (3.8) (HOOTS; ROEHRICH, 1980):

1 134
A, = a1 1—351—5%—8316% . (39)

E o novo movimento médio n, usado nos calculos é encontrado considerando o semi-eixo maior

corrigido a,

no = |2 (3.10)

As correcdes para o movimento médio e para o semi-eixo maior sdo feitas com o in-
tuito de compensar possiveis alteracdoes nas medidas devido a atmosfera terrestre (HOOTS;

ROEHRICH, 1980).
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Agora, usando as corre¢des mostradas anteriormente, um arquivo TLE é estudado com o
proposito de investigar os objetos em movimento orbital ressonante (definido pela comensura-
bilidade entre o movimento médio do objeto e a velocidade angular de rotacdo da Terra).

O arquivo analisado € "alldata_2011_045" do website Space Track (SPACE TRACK, 2011,
2012), e corresponde a fevereiro de 2011. Na Tab. 3.1, o ndmero de dados disponiveis no

arquivo e o nimero de objetos diferentes sao especificados.

Tabela 3.1: Dados TLE de objetos orbitando a Terra.

Arquivo Numero de dados Numero de objetos diferentes

alldata_2011_045 15360 9745

Os resultados identificam objetos com periodo ressonante maior do que 300 dias. Vérios
valores dos coeficientes, £, ¢ € m sdo considerados na Eq. (3.2) produzindo angulos ressonantes
diferentes a serem analisados pela Eq. (3.1). Veja a Tab. 3.2 mostrando detalhes sobre os

resultados.

Tabela 3.2: Resultados: objetos em movimentos orbitais ressonantes

Numero de dados Numero de objetos diferentes  coeficiente k  coeficiente q coeficiente m

3180 1276 —0<E<H0 =5<¢g<5 1<m<50

Observe que a Tab. 3.2 mostra apenas os dados satisfazendo o critério estabelecido Pres >
300 dias. Os resultados mostram os angulos ressonantes e os periodos ressonantes os quais
compdem 0s movimentos orbitais dos objetos ressonantes.

As Figuras. 3.5 e 3.6 mostram o semi-eixo maior versus excentricidade e semi-eixo maior
versus inclinacdo, respectivamente, usando apenas os dados dos objetos relacionados na Tab.

3.2
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Figura 3.6: Semi-eixo maior versus inclinacdo de objetos ressonantes satisfazendo a condi¢ao

do periodo ressonante maior do que 300 dias.

Comparando o nimero de objetos satisfazendo a condicdo de Pres > 300 dias em duas

regides diferentes, a < 15000km e a > 15000km, € verificado que cerca de 62,37% dos

objetos ressonantes possuem a < 15000km. Veja esta informagao nas Tabs. 3.3 e 3.4.
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Tabela 3.3: Numero de objetos satisfazendo a condi¢do Pres > 300 dias
a < 15000km  15000km < a < 40000km a > 40000km

1276 331 439

Tabela 3.4: Porcentagem de objetos satisfazendo a condi¢do Pres > 300 dias
a < 15000km  15000km < a < 40000km a > 40000km

62,37 % 16,18 % 21,46 %

Estes estudos permitem mostrar a real influéncia do efeito de ressonancia na dinamica orbital
dos satélites artificiais e detritos espaciais. O nimero de objetos ressonantes em comparacao
com o numero total de objetos nos dados TLE mostra a grande influéncia da comensurabili-
dade entre o movimento médio do objeto e a velocidade angular da Terra nestas orbitas. Por
este motivo, um estudo mais detalhado sobre o periodo ressonante e os angulos ressonantes €
necessario.

No proximo capitulo, sucessivas transformacdes canodnicas sao aplicadas ao geopotencial,

com o objetivo de escrever uma Hamiltoniana reduzida com termos seculares e ressonantes.



Capitulo 4

HAMILTONIANA REDUZIDA

Para o estudo da ressonancia sdo feitas mudancas de varidveis no potencial gravitacional,
utilizando as varidveis de Delaunay e de Delaunay modificadas, com a finalidade de se obter
uma Hamiltoniana com apenas termos seculares e termos ressonantes.

A expressdo do potencial gravitacional utilizada no presente trabalho € apresentada por

Osorio (1973):

[e'e) ! l —00
- Y33 > = ( ) T Fy (1) H ;7 EDE20) (0) 008 (g (M, w, 2, 0)) (4.1)

2a =2 m=0 p=0 g=+o0

sendo que,

By = qM + (1 = 2p)w +m(Q = 6 = A + (1= m) 2, 4.2)

onde Fy,,,(I) é a fungio da inclinagdo de Kaula (1966), H,+D(=2)(¢) os coeficientes de
Hansen, 7. € o raio equatorial da Terra e 6 é o tempo sideral de Greenwich.
O potencial gravitacional definido pela equagdo (4.1) € vdlido para 6rbitas com 0 < e < 1.
As expressdes que aparecem no estudo de satélites artificiais usam as constantes J;,,, € A\j,

(ao invés dos coeficientes S, € C,,,) € sdo definidas como
Jlm — 1/ Sl Clm ;

N, = %arctg C 4.3)
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sendo que .J;,,, é o coeficiente harmonico esférico de grau [ e ordem m e \;,, € a longitude de
referéncia correspondente ao longo do equador.

Cada classe de harmonico J;,, representa um tipo de assimetria da figura gravitacional da
Terra. A combinacdo de uma infinidade destes termos compde a forma geral terrestre.

Para o estudo da ressonancia € adotado o mesmo método apresentado em Lima Jr (1998) e

Grosso (1989).

4.1 Equacgoes Canédnicas do Movimento

Nesta secdo, sucessivas transformagdes de varidveis sdo feitas no potencial gravitacional
dado pela equacgdo (4.1), com o objetivo de escrever a Hamiltoniana Reduzida.
Inicialmente € feita uma mudanca de varidveis dos elementos Keplerianos para as varidveis

Delaunay (LIMA JR, 1998; GROSSO, 1989):

L= ./na G =/pa(l —e?) H = \/pa(l — e?)cos(I)

(=M g=w h = 4.4)

Observe que com essas mudangas tem-se:

Flmp(l) - FlmP<L7 G7 H)7 H_(H_l)’(l_%) (6) - Hq_(H—l)’(l_zp) (Lv G)

q

COS(¢lmpq(M7 w? Q7 6)) - COS(gblmpq(g? g> h> 9))7

Fazendo as substitui¢des (4.4) no potencial (4.1), obtém-se a seguinte Hamiltoniana

- Iu2 oo 1
F= oz + ggo Ry, (4.5)

com o potencial perturbador R;,, dado por,

l +o0

Rin =YY" Buupg(L, G, H)cos(Gumpq (L, g, 1, 0)), (4.6)

p=0g=—00



43

e 0 termo By, € escrito na forma,

p (uae

!
Bins = 5 (155 ) JinFin (L, G H) G (L, G). 47

A Hamiltoniana Ry,,, dada pela Eq. (4.6), entdo depende dos seguintes elementos

Ry = Ry (L,G,H,0,0,g,h,0). (4.8)

e a partir de R;,,, as seguintes equagdes diferenciais na forma candnica podem ser escritas

d(L,G,H)  0R, att,9,h) _ ORim 4.9)
i oy h) di~ O(L.G.H)

Observando que # = w,.t, com w, sendo a velocidade angular da Terra e ¢ o tempo, introduz-
se a nova varidvel © conjugada a (). Um novo termo w.© € introduzido de forma a estender

o espacgo de fase. A Hamiltonian estendida H é dada por

H=F—we. (4.10)

e o sistema candnico de equagdes diferenciais correspondente a (4.10) é

~

d(L,G,H,0)  0H d(t,g,h,0)  OH @.11)
dt "9l g,h,0) d  9(L,G,H,0) '

No estudo de drbitas ressonantes € conveniente utilizar um novo conjunto de varidveis

candnicas. Considere a transformacdo candnica de varidveis definida pelas seguintes relacdes

(NETO, 2006; OSORIO, 1973),

r=0+g+h y=g-+h z=nh 0=40, (4.12)
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onde X,Y, 7 O, x, vy, 2,0, sdo as varidveis Delaunay modificadas.

Com as modificacdes feitas pela Eq. (4.12), tem-se o novo termo F

~

oo 1 oo
F= “T+ZZRWH“7+ZZRW (4.13)
=2 m=0

=2 m=0

e a nova relacdo com a Hamiltoniana estendida,

H = — wO + Z Z R),,. (4.14)

=2 m=0

Da equagdo (4.6) tem-se agora que

I 4o
le = Z Z Blmpq(X7 Y7 Z)COS((blmpq(x?va?e))' (415)

p=0g=—00

Considerando que ocorreram as transformacdes,

Bipg(L, G, H) — By, (XY, Z), Gimpa(L, 9. 10,0) = B (T4, 2,0).  (4.16)

Mas de (4.7),

1+2
i

Blmpq(X Y, Z) X 2042

L 0 T Finp (XY, Z) Gl (X, Y) 4.17)

e, da equagdo para ¢y, (¢, g, h, 0),

Pumpg (L, g, 1, 0) = ql + (I = 2p)g +m(h = 0 = i) + (I = m)g, (4.18)
tem-se a partir das transformacdes (4.12) que
/ s
Prmpg = A2 = y) + (1= 2p)(y — 2) +m(z = 0 = Ayn) + (L =m) 5 (4.19)

De forma que a Eq. (4.19), pode ser reescrita de forma mais conveniente,
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gf)zmm =(qgr—mbl)+ (1 —2p—qQy+ (m—14+2p)z — m,, + (I — m)g (4.20)

Desta maneira, o sistema candnico gerado pela Hamiltoniana H =5 (X,Y,Z,0,x,y,2,0)
que descreve o movimento de um satélite artificial, sujeito a perturbagdes, é dado pelas equagdes

diferenciais:

! !

d(X,Y,Z,0) oH

d(z,y,z,0) OH
=— . 4.21
dt d(z,y,2,0) dt (XY, 7, 09) (4.21)

pan ~ 9. ~ . . o)
Nas proximas segdes, os termos seculares e periddicos que compdem a Hamiltoniana H

sao descritos.
4.2 Termos Seculares

~ . . . ~ ’
Os termos seculares sdo obtidos fazendo as seguintes consideragdes no argumento ¢;,,,,,.:

Entao,

€, consequentemente,

cos (lg) = cos(pm) = (—1)P.

4.3 Termos Periodicos

Os termos periédicos envolvem as varidveis: w,{2,M e 6, ou nas varidveis de Delaunay

modificadas z, y, z e 6.
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Os termos periddicos se dividem em termos de longo periodo, envolvendo as variaveis w, €2,
termos de curto periodo, englobando as varidveis 6, M e termos ressonantes, que sdo os ter-
mos onde existe alguma comensurabilidade entre duas ou mais frequéncias que compdem o
argumento.

Na préxima se¢do, a comensurabilidade entre o movimento médio do satélite artificial e a

velocidade de rotagdo da Terra pode ser melhor entendida e aplicada a Hamiltoniana H.

4.4 Analise da Ressonancia

Para a andlise da ressonancia considere a comensurabilidade entre a velocidade de rotacdo
. P 2 1. . . oq-
da Terra w, e 0 movimento médio n = % do satélite artificial. Esta comensurabilidade pode

ser escrita como

qn — mw, = 0. (4.23)

considerando ¢ e m como inteiros. A razdo q/m definindo a comensurabilidade serd denotada
por a. Quando a comensurabilidade ocorre, pequenos divisores aparecem na integracdo das
equagdes de movimento (LANE, 1988). Estes termos periddicos na Hamiltoniana H' com
frequéncias gn — mw,. sao chamados de termos ressonantes. Os outros termos periédicos sao
chamados de termos de curto e longo periodo.

Os termos de curto e longo periodo podem ser eleminados da Hamiltoniana H aplicando

um procedimento de média (SANCKEZ et al., 2009; ROY, 1988),

. 1 g2 p2m o
() =1 /0 | Hldsyday (4.24)
As varidveis ¢, € g, representam os termos de curto e longo periodos, respectivamente, a serem
eliminados da Hamiltoniana H’.

Os termos de longo periodo tém a combinacdo no argumento ¢;,,,,, 0 qual envolve apenas
o argumento do pericentro w e a longitude do nodo ascendente (2, ou, em termos das novas
variaveis, y — z e z, respectivamente. Das Eqs. 4.14 e 4.15 tem-se que estes termos sao repre-

sentados nas novas varidveis por
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oo 1 I +oo
Hp=> 3> > Bip (X, Y, Z)cos((1 — 2p)(y — 2) +mz). (4.25)
=2 m=0 p=0 g=—00
Os termos de curto periodo sdo identificados pela presencga do tempo sideral f e da anomalia
média M no argumento ¢y,,,,. Desta forma, das Eqs. 4.14 e 4.15, o termo H 'sp NAs novas

variaveis € dado por

oo l 400
H',= Z Z Z Z Blmpq(X, Y, Z)cos(q(x —y) —mb + (). (4.26)
=2 m=0 p=0 g=—00
O termo (,,, representa as outras varidveis no argumento ¢y, incluindo o argumento do peri-
centro w e a longitude do nodo ascendente ).
A Hamiltoniana reduzida é encontrada considerando somente os termos seculares e resso-

nantes de (4.14), sendo desprezados os termos de curto e de longo periodo

2

~ M s /
H = 15 —w0.0+Y Byo,o(X.Y.2)
2X =

oo 1 l

+ Z Z Z Bl,mp(am) (X7 Y7 Z)Cos(égmp(am) (I7 Y, =, 0)) (427)

De (4.27) tem-se os termos ndo perturbado e secular, % e B;j,o,j,O(X Y, Z), respec-
tivamente.

O sistema dindmico gerado pela Hamiltoniana reduzida (4.27) é:

d(X,Y, Z,0) OH, d(z,y, z,0) OH,
_ , — . (4.28)
dt o(z,y,2,0) dt (X,Y, Z,0)

No estudo de uma determinada ressonancia, as outras comensurabilidades que podem aparecer
sdo tratadas como termos de curto periodo e sdo eliminados de H, = ﬁr(X Y, 2,0, 2,9, 2,0).
As equagdes de movimento obtidas do sistema dinamico (4.28) sdo dadas explicitamente

por:

dx < L : :
E = —« Z Z Z mBlmp(am) (X7 Y7 Z)Sen(¢lmp(am) (1'7 Y, z, 0))7 (429)

=2 m=2p=0
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% = Z Z Z(l - 2p - ma)Blmp(ozm) (X Y Z)Sen((blmp (am) (',1;7 Y, <, 9))7 (430)
=2 m=2 p=0
dz S : :
E - Z Z Z(m -+ 2p)Blmp(am)(X7 Y" Z)S€n<¢lmp(am)<$, Y, =, 9))7 (431)
=2 m=2 p=0
do Xy :
e Z Z Z mBhnp(am)(X7 Y, Z)sen(gblmp(am)(x,y, 2,0)), (4.32)
=2 m=2p=0
dv  p? > ! 8Bm am) (X, Y, Z) ,
E Y3 + Vo — Z Z Z it oxX COS(¢lmp(am) ((L’, Y, =, 6))7 (4.33)
=2 m=2 p=0
dy = laBm am(XYZ) /
P Z Z Z ol COS(¢lmp(am) (137 Y, 2, 6))7 (4.34)
=2 m=2 p=0
dZ > lmp am) (X Y Z) ’
n Z Z Z COS(¢lmp(o¢m) (‘1'7 Y, =, 9))7 (435)
=2 m=2p=0
de
P We. (4.36)

Os termos v,, v, € v, representam as frequéncias relacionadas a parte secular da fungdo

perturbadora e sdo dados pelas expressdes a seguir:

© 9B, ... (X,Y, Z
vo=—. 2”“5; ) (4.37)

J=1

< OB, . (X.Y.Z
v, ==Y %mgf’), (4.38)

=1

© OBy 0.0 X,Y, Z
o= 5 Pnsel X 3,7)

Jj=1

(4.39)

Nas préximas secdes, o sistema é reduzido em um grau de liberdade e a Hamiltoniana

Ressonante é determinada.
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4.5 Integral Primeira do Sistema Reduzido

Considerando as trés primeiras equacgdes (4.29), (4.30) e (4.31) € calculada uma integral
primeira.

Reescrevendo a Eq. (4.29) tem-se que

1dX < Lo/ , ,
S = 2 2 2 Bl (X0 Yy Z2)sen(Gupamy (7,9, 2, 0))- (4.40)
o dt 1=2 m=2 p—0

E somando as equacdes (4.30) e (4.31), encontra-se

dy dZ x Lo

et =@ D33 S Bl (XY, Z)sen(Grpam) (2.4, 2.0)). (44D)
=2 m=2 p=0

Substituindo (4.40) em (4.41); resulta

ay —dz 1dX
— +—=—(a—1)————. 4.42
i Tar - OV w (+42)
Reescrevendo a Eq. (4.42),
INdX dY dZ
1— =) == 4 20 4 22 4.43
( a)dt+dt+dt (49
A partir de (4.43), obtém-se a integral primeira,
1
<1—)X+Y+Z=Cl, (4.44)
o

onde (' é constante de integragao.
Da integral primeira (4.44) pode-se definir uma transformacio de Mathieu que permitird

fazer uma nova mudanca de varidveis

<X7 Yva Z,@,l’,y, 2,8) - (X17YVD Zla @1>$1,91721,91)

Considere a transformacgao de Mathieu (GROSSO, 1989; LIMA JR, 1998).
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1
zlzx—(l—) z, =y — 2, z =z, 0, = 6. (4.45)
o

O sistema € entdo reduzido em um grau de liberdade, pois Z; = (' é uma constante de

movimento e a coordenada z; € ignoravel.

4.6 Hamiltoniana Ressonante

A Hamiltoniana ressonante € encontrada substituindo na Hamiltoniana reduzida as variaveis

(Xh}/laZla@la 1'1,3/1,21,91),

2

2X7 2 L2404

oo 1 l

+ Z Z Z B;,lmp,(am) (Xh lea Zl)cos(gbll,lmp(am) (561, Y1, 21, 91)) (446)

=2 m=2p=0

A equagdo (4.46) possui todas as frequéncias relacionadas a . Observe que a expressao
(4.27) para H }% ¢ invariante com a transformacdo canonica (4.45).

O angulo ¢,1,lmp(am) € dado por

¢;,lmp(am) = m(ole - 6)1) + (l —2p— am)yl - gbll,lmp(am)m (4.47)

com

e
D1 tmp(amypo = MAm — (L — m)g. (4.48)

Da expressao (4.46) tem-se que os termos seculares e os coeficientes dos co-senos resso-

nantes sdo dados pelos termos:

!’

Bi,2j,0,j,0(X1;}/17ZI) e B X1, Y1, Z4) (4.49)

1,lmp(am) (
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Fazendo Z; = (1, obtém-se:

+2

B/lep(am) (Xla }/la Cl) - %TGZ‘]ZWFLZ?TL(XD Yia Cl)H(;rg+1)’(l_2p) (Xl, }/1)7
' p2e? j —(2j+1),(27)
Bl 25050(X0 Y1, C1) = Semgre™ JajoF g0, (X0, Ya, Cr) Ho 7 (X0, 7).

Agora, cada angulo ressonante critico pode ser estudado separadamente, no caso de movi-
mento orbital regular, ou os angulos ressonantes podem ser estudados juntos, no caso de movi-
mentos irregulares.

No préximo capitulo, a ressonancia 2:1 € estudada a partir da Hamiltoniana Ressonante

definida nesta secao.



Capitulo 5

RESSONANCIA 2:1

A ressonancia estudada neste capitulo € a 2:1, ou seja, enquanto o satélite artificial completa

2 revolucdes ao redor da Terra, esta completa 1 movimento de rotacdo. Tem-se, entdo, que

—a _1
O parmetro o =  pode ser inserido na Eq. (4.47), e gb'l Imp(am) POE ser escrito em termos
del,menp,

v N ]_ dl’l d@l m dyl
D1yt = <2dt ) dt) GERE I G-b

De forma que a frequéncia ressonante critica que serd estudada terd seu efeito mais pronun-
ciado se ¢51,zmp(am) ~ 0.

Para que se tenha apenas uma frequéncia ressonante critica € preciso fixar os coeficientes «,
me (I — 2p — ma) das variaveis x1, y; e 0.

Existem 3 frequéncias relacionadas com os tesserais .Jjo.

Nas proximas se¢des, novas consideracdes e transformagdes de varidveis serdo feitas na
Hamiltoniana Ressonante, com o objetivo de encontrar o sistema dindmico final que serd usado

na integracao numérica.

5.1 Sistema Ressonante Critico

Nesta secdo, a Hamiltoniana H.p, é apresentada, sendo determinada a partir da Hamiltoni-
ana (4.46), fazendo Z; = (' e desprezando a coordenada z;, com os coeficientes k = [ — 2p e
m fixos. O subscrito C'R denota o sistema critico.

A Hamiltoniana H, é dada por

52
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2

Hep = TX-IQ —weO1 + Z Bi,Q_j,O,jp(Xla Y1, Ch)

Jj=1

oo 1
+ Z Z Bl,lmp,(am) (Xl? Yi’ Cl)cos(¢1,lmp(am) ('Tl’ Y1, 91)) (5.2)
=2 p=0
Da relacdo k = [ — 2p, o coeficiente [ pode ser reescrito na forma [ = k + 2p. A Eq. (5.3)
mostra a Eq. (5.2) reescrita, simplificando os dois somatérios em um, pois S < p < ocoe S é o

minimo valor assumido por p.

2 00
/ % ’
Hep = 2x2 weO1 + Z B1,2j,0,j,0(X17 Y1, Ch)
+ Z Bll,lmp,(am) (Xlﬁ Yi, Gl)cos<¢,1,lmp(am) (:E17 Y1, 01)) (5.3)
p=S

A expressao (5.3) apresenta termos seculares com os harmdnicos zonais pares € termos
ressonantes com a mesma frequéncia ressonante critica.

O sistema dinamico gerado pela Hamiltoniana (5.3) € expresso por

d(Xla}/la@l) _ 8H/CR d(mlaylael) _ aH/CR (5 4)
dt 8(5151,:91791)’ dt a(len;@1)7 .

com Hep = Hep( X1, Y1, ©1, 21, y1,61).

5.2 Integral Primeira do Sistema Dinimico Critico

Com o objetivo de simplificar o sistema de equacdes a ser estudado, mais uma integral
primeira € calculada. Para isso, considere as seguintes equagdes calculadas do sistema dindmico

(5.4)

dX1 e ’ ’
W = —mo z;g Bl,(2p+k)mp(am) (Xla Ylu Cl)sen(¢l,(2p+k)mp(am) (xla Y1, 61))7 (55)
p:

d}/i s ’ ’
ﬁ = _(k - TTLO[) Z Bl,(2p+k)mp(am) (X17 }/17 Cl)sen(¢l,(2p+k)mp(am) (xla Y1, 91)) (5.6)
p=S
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Multiplicando (5.5) por (k — ma) e combinando com (5.6), obtém-se

X Y,
(k — ma)ddtl — maddtl = 0. (5.7)

A partir de (5.7) escreve-se a integral primeira

(k —ma)X; —maY; = Cs. (5.8)

onde C € constante de integragio.

Um novo conjunto de variadveis € definido através de uma nova transformacao de Mathieu:

(X17}/1a @175171791, 91) - (XQa}/Qa 627:527?/2)92)

As novas varidveis candnicas envolvendo a equacgdo (5.8) sdo dadas por (GROSSO, 1989;

NETO et al., 2005)

Xy = X4, Ys = (k — ma) Xy — maYy, O, = 64,
k — ma 1
To =21+ ( ) Y1, Yo = ——U1, 0y = 0. (5.9)
mao mo

A partir da transformacao (5.9) pode-se obter a Hamiltoniana final Hp.

5.3 O Sistema Dinamico Final

A Hamiltoniana final H € determinada introduzindo a transformacao de varidveis (5.9) na

Hamiltoniana definida por (5.3),

2 00

Hp = % —weOs + > B;,2j,0,j70(X2’ C1, Ca)
2

=1

+ Z B;,(2p+k)mp(am) (X27 Clv CQ)COS(¢;,(2p+k)mp(am) (I'Q, 02)) : (5.10)
p=S
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Na equagdo (5.10) o termo secular € dado por 327 B;vzj’o,jyo(XQ, C1, C3) e 0s termos resso-

nantes por Z;O:s B;7(2p+,€)mp(am) (X2, Ch, 02)003(¢/2,(2p+k)mp(am))-

A reduc@o em um grau de liberdade do sistema, devido a criagdo da constante de integracao

(s, fez com que Y, = (5, de forma que - pode ser desprezada.

E a equagdo para o angulo gb/27(2p kymp(am) (T2 6,) agora é dada por:

¢27(2p+k)mp(o¢m) (x27 92) = ¢2 - ¢2,(2p+k)mp(am),0

’ ’ m
Gy(2,02) = m(ars = ba2), Do 2t kymp(a) 0 = MA@p+ym — (2P + K — m)g'

sendo que \;,, é dado em termos dos coeficientes .S;,,, € C},,, pela equagao

1 Slm
AN, = —arctg—.
I m ngm

A Hamiltoniana Hr dada pela equacao (5.10), gera entdo o sistema dinamico,

d(XQ,@g) B 0HF d($2,92) B 8HF

dt N 6(1‘2,92)’ dt B 8(X2762)‘

A Eq. (5.11) pode ser escrita na forma

’ T
P2 p+kymp(am) (T2, 02) = m(axz = Os) = MA@priym + (2p + k —m) 5.

De q§/2 especificado na Eq. (5.11), pode-se escrever a seguinte expressao

dgy _dvy dfy b,
¢ a

a "

= W,.

(5.11)

(5.12)

(5.13)

(5.14)

(5.15)
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De (5.15), encontra-se

—= = ma—— — MWe. (5.16)

De (5.13), tem-se as equagdes:

X, o |
p=S
dzy " _ i 8B/2,2j,0,j,0(X27 Ch, Cs)
dt X3 =1 09X,
,(2p+k)mp(am (X2701702) ,
N Z e p(aXQ COS((be(QpJFk)mp(am) <x27 62)) (518)

A partir das Egs. (5.16) e (5.18) é gerada a nova equagao:

dd? _ 0 B, 2j,0,j,0(X2) Cy, Cs)
a O‘ x3 Z 59X,
2(2 +k)mp(am (X2701702) ’
—mao Z P anz cos(¢27(2p+k)mp(am) (22,02))
—TMW, . (5.19)

As Egs. (5.17) e (5.19) representam as equagdes de movimento para uma Orbita com excen-
tricidade entre 0 < e < 1, em uma ressonancia de comensurabilidade «.

. . . ~ ~ . L . /
Para efeito de simplificagcdo, nas equacdes de movimento, serd considerado que ¢, = o,

/ /

B2,(2p+k)mp(ocm) = By 2p+k)ymp(am) BQ,Qj,O,j,O = B 2j0,40¢€ ¢2,(2p+k)mp(am) = P2,(2p+k)ymp(am)

5.4 Integrais Primeiras C; e C,

Para que seja possivel integrar o sistema de equacdes gerado pelo sistema dindmico final
(Egs. 5.17 ¢ 5.19), € necessdrio escrever as integrais primeiras C; e Cy em termos das condi¢des
iniciais do problema.

A partir da equacido para C1,
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= (1—1>X+Y+Z,
(6%

e, considerando as varidveis Delaunay modificadas, dadas na Eq. (4.12), e introduzindo as
varidveis Delaunay, Eq. (4.4), a expressdo para C'; em termos dos elementos orbitais classicos

serd dada por

C) = _via +\/pa(l —e?)cos(I),
a

ou, ainda,

Cy = pa |V1—e%cos(I) — ! : (5.20)

«

A Eq. (5.20) € escrita em termos de p, de o que determina a ressonancia considerada, nesse
caso a = 1/2, e dos valores iniciais do semi-eixo maior, a = a(0), da excentricidade, e = e(0),

e da inclinagdo, I = I(0). Dessa forma, a Eq. (5.20) pode ser escrita como:

Oy = \/ua(0) | /1 — e(0)2cos(1(0)) — 2| . (5.21)

C, também deve ser escrita em termos das condic¢des inicais do problema. A partir da Eq.

(5.8),

Cy = (k — ma)X; — maY;.

Considerando as varidveis candnicas, dadas na Eq. (4.45), as varidveis Delaunay modi-
ficadas, Eq. (4.12) e as varidveis Delaunay, Eq. (4.4), a expressdo para C; em termos dos

elementos orbitais cldssicos serd dada por

Cy = (k — ma)/pa — ma(y/pa(l — e?) — /pa). (5.22)

Simplificando a Eq. (5.22) e considerando @ = a(0), e = ¢(0) e I = I(0), tem-se entdo que
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Cy = \/na(0)(k — may/1 — e(0)2). (5.23)

Analisando as Eqgs. para (', (5.21), e para C, (5.23), verifica-se que na equacao para C, o
tipo de ressonancia € inserida a partir do termo «, ndo aparecendo o coeficiente k, enquanto que
(5 depende do valor de k, e portanto seu valor tem dependéncia com a frequéncia ressonante
analisada dentro da ressonancia 2:1, pois k = [ — 2p.

5.5 Excentricidade e Inclinacio como Funcdes de X», C; e C
Nesta secdo, a excentricidade e a inclinag@o s@o escritas em termos das novas varidveis X5,

Cl € Cg.
55.0.1 Excentricidade da Orbita ¢ = e( Xy, C1, Cy)
A partir da varidvel Delaunay,
G =/ pa(l — e?),

chega-se a expressdo

_ 2
o= BT G (5.24)
wa

Considerando a varidvel Delaunay, L = ,/ua, introduzindo as varidveis Delaunay modifi-
cadas, Eq. 4.12, e, verificando que GG pode ser escrito como G = Y + X, a Eq. (5.24) € escrita

como

X2 — (Y + X)?
e = X2 .

Considerando a transformacgao de varidveis, Eq. (4.45), e, da transformacdo de Mathieu,

dada na Eq. (5.9), chega-se a,
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mao

X3 - (lme 4 x,)?
X3 |

e =

Simplificando a expresdo para e, e lembrando que Y, = (5, obtém-se

e:Umm%¢«h+m®Xj—@ﬂmm—kﬂb+Gﬁ (5.25)

5.5.0.2 Inclinacao da érbita [ = I(X,, Cq, Cs)

A partir das varidveis Delaunay, Eq. (4.4), encontra-se que

cos(I) = (5.26)

Q=

Considerando a transformacdo definida pelas varidveis Delaunay modificadas, Eq. (4.12),

tem-se que

G=Y +X, H=7Z+Y +X.

Introduzindo estas expressoes na Eq. (5.26), resulta

Z4Y+X

cos(I) = VX (5.27)

Considerando a transformacdo de varidveis, Eq. (4.45), e fazendo Z; = (), a expressado

para cos(I) resulta em

1 X
cos(I) = Y X [0;—1—01} :

A partir da transformacdo candnica dada pela Eq. (5.9), e, fazendo Y5 = (), chega-se a
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mXs + maCy
cos(I) = TR, =G
Como k = [ — 2p, entdo
mXs + maCy
I) = ) 5.28
cos(I) (I —2p)X, = Oy (5.28)

5.6 Definindo o Sistema de Equacdes para cada Frequéncia Ressonante

Nesta secdo, os termos seculares e ressonantes que fazem parte de cada sistema dindmico

produzido pelos diferentes angulos ressonantes, ¢z 2201, ¢2,2211 € P2,2221, $30 descritos.

5.6.1 Angulo Ressonante ¢ 291

O angulo ressonante critico ¢, 2201 € determinado pelos coeficientes [ = 2, m =2, p =0e

g = 1, sendo que a ressondncia estudada é determinada por o = q/m.

5.6.1.1 Termo secular

O termo secular é dado por

4
B2,201o = LT§J2OF201(I<X27 Cl, CZ))GQIO(e(X2> Cz))~ (5.29)

X3
O termo Fyy1 (1) € a fungdo inclinacdo de Kaula (1966) e Go19(€) é expresso em série de potén-
cias de e.

A Funcdo Fyy; (1) é dada por

3 1
Foo (1) = Zserﬂ(l) -3 (5.30)

Substituindo a Eq. (5.28), pode-se escrever Fygy (1) = Fop (1(X2, C1, Cs)), ou seja,
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1], (2Xo+ C1\°
Foo1 (I(X = —— — ) —1]. 31
201 (I (X2, C1, C2)) 1 [3 <2X2 - 02) ] (5.31)
A func¢ao excentricidade G;o(e) é dada por
Garole) = (1 —e2)™3/2, (5.32)

Substituindo a Eq. (5.25), pode-se escrever Gaio(e) = Gaip(e(X2, Cs)), ou seja,

3
G210<€(X2, CQ)) ~1+ W[(gXQ — CQ)<—X2 + CQ)], (533)
2

considerando a aproximagdo até a segunda ordem na excentricidade,

(1-—e>)2x1+4 262. (5.34)

Desta forma, a partir das Eqgs. (5.31) e (5.33), tem-se que a parte secular é expressa por

4

1% 2 3 (2 X2 + 01)2 1]
B gt ey |2
2,2010 X26T 20 l 1 (2 X, — C2)2 1
383Xy — o) (=X + Cy)]
14+ = . .
X < + 5 X, (5.35)
5.6.1.2 Termo ressonante
O termo ressonante é dado por
,u4
32,2201 = FTEJQQF%O([(XQ’ Ch, 02))G201(€(X27 02))- (5.36)
2

O termo Fhyo(1) € a fungdo inclinagdo e Gao; (€) a fungdo excentricidade que podem ser encon-
trados em Kaula (1966).

A fungdo Fy(I) é dada por
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Fogo(I) = i(l + cos(I))?. (5.37)

Substituindo a Eq. (5.28), pode-se escrever Fhoo (1) = Faeo(I (X2, C1, Cs)), ou seja,

3 2X5 + C1\1?

Fooo(1( X =-11 —_— . 5.38
920(1 (X2, Cy, Cy)) 1 [ + <2X2 — C)] ( )

A func¢@o excentricidade Gy (e) € dada até a segunda ordem na excentricidade por:

7
G201 (6) - 56. (539)
Substituindo a Eq. (5.25), pode-se escrever Gag;(€) = Gag1(e(Xs, Ca)), ou seja,
7
Gani(e) = 533X — Cy) 2= X,y + Cy) V2, (5.40)
2

Desta forma, a partir das Egs. (5.38), (5.40) e (5.36) tem-se que a parte ressonante € expressa

por

21 1
8 XJ

2Xy+ 4

2)@—(12]2[\/3 Xy — Cy\/= X5 + Ca). (5.41)

B 9201 = /~L47”e2<]22 1+

5.6.1.3 Sistema Dindmico gerado pelo angulo ressonante ¢ 229

O sistema dindmico devido ao angulo ¢9 2201 € escrito a partir das Eqgs. (5.17) e (5.19)

resultando nas equacdes de movimento:

dX
7; = — By 2010(X2, C1, Cy)sen(g2,2001), (5:42)

d¢2 o £_832,2010(X2701702>
X3 09X,
. aB2,2201 (X2a Cl; CQ)
0X,

COS(¢272201) - Qwe. (543)
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Observa-se, a partir da expressdo (5.11), que ¢29201 = P2 — 2A90.
Agora, substituindo as Eqgs. (5.35) e (5.41) em (5.42) e (5.43), encontra-se o sistema de

equacgoes:
dX. 21 1 2X,+C
7; = —gﬁﬂ Te J22 |: 2)(21] [\/3X2 Cg\/ X2 + 02:| sen (¢22201) (5 44)
2
d¢2 ,u2 2 3 (2X2 —|—Cl) 1
— = 6pu'rety |— ——m—= + —
dt 3 O 12X~y 4
w142 [(3X2 — (o) (=X2 + ()] X,
2 X5?
2
I [_3 2X,+ () 2 (2X5+ 01)3]
(2X, —Cy) (2 X, —Cy)

" (1 +3/2 (3 X5 — () (;X2 +C2)]> X"
X
3(2X,+C)° 1
_ A 62J A
unr 20[ 4(2X2—02)2 A
3 [—6 Xy +4C) (3 Xy — Cy) (—Xo + Cy)] 6
X | = 5 -3 3 X2
2 X5 X5
147 2X, 4+ Cp 2
—(—?/L47’62J22 [1+# \/3X2 CQ\/ X2+02]
21 2Xy+C _
2t [1 2)(21} [\/3)(2 Coy/— X2+02}[ (2X, — Cy) 7!
2
2Xo+C . 21, { 2X2+01}
o S22 L N, T L 2 e
TS AR w55 e,
§ﬂ—l 3 X, — b X5 ") cos (¢ ) —2w (5.45)
2V3Xa—Ch 2v-XotCo| - 22201 “ '

O sistema de equacgoes (5.44) e (5.45) € integrado numericamente para estudar as orbitas de

movimento regular que sdo influenciadas pelo dngulo ressonante @2 2201 .

5.6.2 Angulo Ressonante ®2.2211

O angulo ressonante critico ¢, 2211 € determinado pelos coeficientes [ =2, m =2,p=1e

q = 1, de forma que o k agora € -2, pela relacdao k = [ — 2p.

5.6.2.1 Termo secular

O termo secular é dado por
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4
Baaoio = %rQJzoFm(I(XQ, 1, C5))Garo(e(Xa, Cn)). (5.46)
2

e

O termo Fyg (1) é a fungdo inclinagdo e Gap(e) a fungdo excentricidade que podem ser encon-
trados em Kaula (1966).
O termo Fy1 (1) ja foi mostrado anteriormente, e a expressdo para Fyo (I(X2, Cy,Cy)) é

escrita com a ajuda da Eq. (5.28), obtendo:

1 —2X, — O1\?
Faon(I(X2, €1, C)) = — [3 (521) —1]. (5.47)

A fungido excentricidade G19(e( X2, Cy)) € escrita com a ajuda da Eq. (5.25), obtendo

3
Gglo(e(XQ, CQ)) ~1+ W[(XQ — CQ)(XQ + Cg)] (548)
2

Desta forma, a partir das Eqgs. (5.47) e (5.48), tem-se a parte secular

4 2
% 2 1 (—2X2 — Cl>
B = —r Jy|——3|————] —1
2,2010 XQGT 20 l 4 [ C,
3
2X5
5.6.2.2 Termo ressonante
O termo ressonante é dado por
M4
32,2211 = 7T3J22F221(1(X2, Ch CZ))GQH(e(XQa 02))- (5.50)

X3

O termo Fyo (1) é a fungdo inclinagdo e G211 (e) a fungdo excentricidade que podem ser encon-
trados em Kaula (1966).
A fungdo Fy9;(I) é dada por

Fyo (1) = 2(1 — cos(I)?). (5.51)
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Substituindo a Eq. (5.28), pode-se escrever Fhy1 (1) = Fooq (I(X2, C1, Cs)), ou seja,

3 —2X, — C1\?
Fon (I(X2, €1, Cu)) = 5 [1 - (ézl) ] . (5.52)

A func¢@o excentricidade G211 (e) € dada até a segunda ordem na excentricidade por

3
G211<€) = 56. (553)

Substituindo a Eq. (5.25), pode-se escrever Ga11(e) = Gap1(e(Xa, Ca)), ou seja,

3
G211(6) = 7[X2 — Cg]l/Q[XQ + 02]1/2. (554)
2X5
Desta forma, a partir das Egs. (5.52), (5.54) e (5.50) tem-se que a parte ressonante é expressa

por

* 3 —2X, —Ci\’]] T 3
Bj 2211 = %TEJQQ [2 [1 - <é1) H [QX[X2 — Co]?[ Xy + O]V (5.55)
2 2 2

O sistema dindmico gerado pelo angulo ressonante ¢ 2911 € entdo descrito, utilizando as

funcoes definidas anteriormente.

x [y X2 — Cor/ X + Calsen (¢n.0m1) (5.56)
djf = )‘; +6 172 g [—i (_QXCZ,Q; Q) , ﬂ
<7 (1 G 0)2_()( + cm)
—X126u4r62j20 [3 _2)2322_01] (1 + 3 [(Xz 03)(2(5(2 * CQ”)
— 172 Ty l—i (_QXéQZ Q) | ﬂ
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X,

1 (32X, [(Xy — Cy) (Xo + Cs)]
(2 X2 s X3 )
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21 3 3(=2X,—C)° _
_(_? H47’62J22 lQ 5 ( 62'22 ) ] [\/Xz — CQ\/XQ + () Xy 8
3 -2X,—-C _
+§ /L47’62J22 [6 6?21] [\/XZ - CY2\/)(2 + CZ]XQ !
2
3, 9. [3 3(=2Xy,-0Cy)
"‘2 ﬂ Te J22 [2 2 022

X[l \/XQ—‘FCQ 1\/X2—02

- 1 .7 o
2 VX, —Cy + 2 M] 2 ") cos (¢2,2211) w

(5.57)

O sistema de equacdes (5.56) e (5.57) € integrado numericamente para estudar as Orbitas de

movimento regular que sdo influenciadas pelo angulo ressonante ¢ 2911, sendo que @2 9911 =

¢2 - 2)\22-

5.6.3 Angulo Ressonante $2.2221

O angulo ressonante critico ¢, 2221 € determinado pelos coeficientes [ = 2, m =2, p = 2e

q = 1, de modo que k agora vale -2, pelarelagdo k = [ — 2p

5.6.3.1 Termo secular

O termo secular é dado por

4

32,2010 = %T3J20F201([(X2, Ch, 02))G210(€(X2, 02))-
2

O termo FQOl(I) = F201 ([(XQ, Ol, 02)) é dado por
1], (—2X; — Cp\?
Foor(I(Xs, Cy, Cy)) = —~ 3(> —1.
501 (1 (X2, C1, Cy)) 4[ 5%, + Oy
A fungio excentricidade Gia19(e) = Gaio(e(X2, C2)) é dada por

3

Gglo(e(XQ, Cg)) ~1 + 27)(22

(=X — C5)(3X2 + Cy)].

Desta forma, a partir das Egs. (5.59) e (5.60), tem-se a parte secular

(5.58)

(5.59)

(5.60)
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4 2
% 2 1 (—2X2 - Cl>
Basowo = ogleioo |~ (3 ( o at ) —1
2,2010 XQGT 20 l 1 [ 29X, + Oy
3
X (14 =25 [(—Xa — Co)(3Xy + C1)] ) - (5.61)
2X35
5.6.3.2 Termo ressonante
O termo ressonante é dado por
"
Bs 2991 = FTSJ%FQZQ([(XQ’ C1, Cy))Gaor(e( Xz, Ca)). (5.62)
2

O termo Fyo5(1) é a fungdo inclinagdo e G921 (e) a fungdo excentricidade que podem ser encon-
trados em Kaula (1966).
A fung@o Fyeo (1) é dada por

Fyoo(I) = i(l — cos(I)?). (5.63)

Substituindo a Eq. (5.28), pode-se escrever Fhoo(I) = Faao(I (X2, C1, Cs)), ou seja,

3 2X; + C1\1?
Fan(1(Xy,C1, C)) = 7 [1 + (2X2+(Jlﬂ . (5.64)
2 2

A fungdo excentricidade Gog; (€) € dada até a segunda ordem na excentricidade por

1
Gggl(e) ~ —56. (565)

Substituindo a Eq. (5.25), pode-se escrever Gag1(€) = Ga91(e( X, Cs)), ou seja,

1

—ox X = G P o+ )2, (5.66)
2

G221(€) =

Desta forma, a partir das Egs. (5.64), (5.66) e (5.62) tem-se que a parte ressonante é expressa

por
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4 2
TR 3 [ <2X2+C1>} { 1 1/2 1/2
B = -1 — - [=X5 — X . (5.67
2221 X8 . J2 Ll + 95X, + Cy 2X2[ 9 — Co] 74 [3 Xy + C5] ( )

O sistema dindmico gerado pelo angulo ressonante ¢, 2221 € entdo definido, a partir das

funcdes descritas anteriormente.

dX, 3 , 1 2X2+01>2

— =—puriJy = |1+ ——F —Xy — 03X+ C , (5.68
gt g1 22X27< 95X, + Oy \/ 2 2\/ 5 + Casen (¢a0921), (5.68)
o _

3(—=2X,—Cy)? 1
7+6/1’4r62‘]20 (_( 2 1) +>

dt X 4 (2Xo+Cy)? 4
1 3(—Xy—0C5) (3Xy+C
><7<1—|—( 2 2)(2 2+ 2))
X 2 X

PRI S E e
¢ 22X+’ T 2X 40y

» (1 n 3 (=X — ) (23 Xo + CQ)) X,
2 Xo

3(=2X,—-Cy)° 1
_ 4 CQJ _ + —
wr 20 < 4 (2X2 + 02)2 4
< 33X +Cy 9 —-X,—Cy 3(—X2—O2)(3X2+C2)>X—6
- 2

2 X2 2 X2 X3

21 2 X, + O\ 2 _
_(§H4Te2z]22 (1"‘2)(2_'_01) \/_X2_02\/3X2+02X2 8
2 2
2Xy+C4

3 4o < >
—— 1 [ 14+ —— ) /=Xy — C9y/3 X5 + C
4,u7” 22 +2X2+C'2 \/ 2 2\/ 2+ 0o

2

X (2 (2 X5+ Cy) —QW
2 2

3 4 ( 2X2+01)2 e 1
22y (1422200} 3 X+ O Xy T
T2 M ox e, 2+ Cate

9 4 ( 2X2+Cl>2
M 2 g (122 T
TR RIS aaare

1
X4/ _X2 — 02X277ﬁ> COS (¢2’2221) — 2we. (569)

O sistema dindmico gerado pelas Eqgs. (5.68) e (5.69) pode ser integrado numericamente

para estudar os movimentos orbitais influenciados pelo angulo ressonante @9 2221, sendo que

¢2,2221 = ¢2 - 2>\22~
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5.6.4 Sistema Dinamico gerado considerando os harmonicos Jy, e J4

56.4.1 k=2

A expressao da Hamiltoniana, considerando os harmdnicos zonais Jo € Jy0, €, 0s harmoni-

cos tesserais Jos € Jyo, € dada por

2

Hy = 2/;( — weOs + By 2010(X2, C1, C3) + By a020( X2, C1, C2)
2

+ B3 9201(X2, C1, C2)cos(¢2,2001 (72, 02))

+ D3 4211 (X2, C1, Cs)cos(d2.4211 (22, 02)). (5.70)

sendo que, de acordo com a Eq. (5.11), tem-se que ¢2 2201 = P2 —2X92 € P2.4211 = P2 —2 40+

dX2 e doo

O sistema dindmico formado pelas equa¢des de movimento o

€ expresso por:

ax, _

i —(32,2201(X2, Ch, Cz)Sen(¢2,2201) + 32,4211(X27 Ch, 02)5€n(¢2,4211)), (5.71)

% o M2_<332,2010(X2701,02) 332,4020()(2,01,02))

dt X3 0X> 09X
aB X 70 70
_( 2’22012)(22 ! 2)COS(¢2,2201($2,92>)
aB X 70 aC
n 24211 (X2, C1 2>COS(¢274211(1’2;02))>_2w6' (5.72)
0X,

O sistema dinamico gerado pelas Egs. (5.71) e (5.72) pode ser integrado numericamente

para estudar os movimentos orbitais influenciados pelos dngulos ressonantes @3 2201 € @2 4211

5642 k=0

Neste caso, a Hamiltoniana € dada por:

2

Hy, = 25( 5 — wWeO2 + B32010(X2, C1, C2) + Baap20( X2, C1, Cs)
2

+ B3 9211 (X2, C1, C2)cos(¢2 2011 (22, 02))
+ B3 4221 ( X2, C1, C2)cos(¢a 4921 (T2, 02)). (5.73)

dX 2 e doo

dt € CXpresso por:

O sistema dinamico formado pelas equagdes de movimento
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dXs

i = —(32,2211S€n(¢2,2211) + 32,42215€n(¢2,4221))a (5.74)

dga /ﬁ_ 832,2010(X2701,02)+332,4020(X2,01,C2)
dt X3 0X, 0X,

aB X 70 70
_( 2’22112;2 ! 2)COS(<Z52,2211($2, 92))
aB X 70 aC
n 24221 (X2, C1 2)008(925274221(%2’ 92)))_2%’ (5.75)
0X,

onde, ¢2,2211 = ¢2 —2\pe ¢2,4221 = ¢2 — 2y + .
O sistema dinamico gerado pelas Eqgs. (5.74) e (5.75) pode ser integrado numericamente

para estudar os movimentos orbitais influenciados pelos dngulos ressonantes ¢2 2211 € P2 4221

5643 k=-2

Neste caso, a Hamiltoniana € dada por

2

Hs = % — WeO2 + Bas010(X2, C1, C2) 4 Bz a020(X2, C1, Ca)
2
+BQ,2221(X2> Ch, 02)003(@,2221(172, ‘92))
+Bs 4931(X32, C1, C3)cos(p2,4231(22, 62)). (5.76)
O sistema dinamico formado pelas equagdes de movimento % e % € expresso por
dXs
ai = —(32,22218671(@,2221) + 32,42315€n(¢2,4231)>= (5.77)

dey w2 (332,2010()(2701,02)+3BQ,4020(X2701702)>

a X3 0X, 0Xy
0B X 70 70
_( 2’22212)(22 ! 2)608(¢2,2221($2,92))
aB X 7C JC
n 2,4231 (X2, Ch 2)cos(¢274231(272792)))_2wea (5.78)
0X5

onde @3 2201 = P2 — 2A22 € P2.4931 = P2 — 2Ag2 + 7.
O sistema dinamico gerado pelas Eqgs. (5.77) e (5.78) pode ser integrado numericamente

para estudar os movimentos orbitais influenciados pelos dngulos ressonantes ¢s 2221 € @2 4231-
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5.6.5 A semi-largura da separatriz

Nesta se¢do, uma equacgao definindo a semi-largura da separatriz é derivada, considerando
um modelo linearizado, o qual descreve o comportamento do sistema dindmico na vizinhanca
de cada angulo critico. A ressonancia 2:1 é considerada.

Considere a Hamiltoniana

2
Hp = LQ — wWeO2 + Bagj0.50(X2, C1, ()
2X3

+B2,(2p+k)mp(am) (X2> Cl, 02)COS(¢2,(2p+k)mp(am) (x2> 92)) ) (579)
sendo que @2 (2p+kymp(am) = T2 — 202 — 2X90 = @2 — 2A90. Equacdo (5.79) representa a Hamil-
toniana do sistema considerando o primeiro termo secular e um termo ressonante. Observe que

apenas o segundo harmonico zonal Jy esta associado ao termo secular.

Considere a transformagdo candnica definida por

X3 = XQ T3 — Ty — 2(92 @3 = @2 + 2X2 (93 = (92 . (580)

A Hamiltoniana resultante desta transformacao candnica é dada por

2

H, = # — we(O3 — 2X3) + Bspco (X35, C1, Cs)
3
—|—BRE5(X3,01,CQ)COS<x3,2/\22) s (581)

sendo que Bgpc representa o coeficiente do termo secular e Brpg representa o coeficiente do
termo ressonante. Observe que 5 € uma varidvel que pode ser desprezada e ©3 é constante.

Desta forma, uma nova Hamiltoniana pode ser introduzida,

ﬁg = H:; —l—we@g .

As equagdes canodnicas descritas por H3 sdo

dXs

5 = ~Bres(X5, C1, Cy)sen(ws — 2An),
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dxs 2 dBspc
s _ g, — X
dt X3 T Tax, (X3, G, C3)
OBgrEs
— (Xg, 01, 02)608(1'3 — 2)\22) . (582)
0X3

O semi-eixo maior critico é obtido da condicdo de comensurabilidade (Eq. 4.23), con-

siderando a ressonancia exata e incluindo a perturbagao devido ao termo secular,

1 _ 0Bgsgpc

X3 0X;

(X3,Cy, C) — 2w = 0. (5.83)

Deixe X3 .+ ser o valor de X3, o qual satisfaz a Eq. (5.83). Expandindo a Hamiltoniana H. 3

ao redor do valor critico X3 .,;+, encontra-se

. . OH.
Hy(Xserit + AX3) = H3(Xseit) + T;(X{%,crit)AX?)
3
19%H, )
+567X§(X3’”“)AX3 + ... (5.84)
Por outro lado, de (5.81),

OH; 1 0Bsgc ~ OBgrps
B Lo, — 2\
X, X7 + 2w, + e + e cos(xs 92)

0*H;  3u  0*Bspc | 9*Brps
e — X§+ o2 + e cos(x3 — 2XA99) - (5.85)

Escrevendo A X3 = ¢, e, usando as Egs. (5.83), (5.84) e (5.85), resulta que

2
H3 (XS,cm't + §) - 2);-2 + 2weX3,crit + BSEC (X3,crit)
3,crit

+Bres(Xs cit)cos(xs — 2Aa2)

2
% 0Bskc

- 2 e X cri
+[ X??,crit+ et X3 ( > t)

OBrEs

_|_

(X3,crit)005($3 - 2>\22)] S

X3
1[ 3p° 9*Bsgc (Xsrit)
2 Xglcmt aX% Sertt
0*B
+aTR?(X3,crit)COS(I3 - 2)\22)1 §2 + ...
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Note que o termo secular Bggc € as suas derivadas sdo associados ao segundo harmonico
zonal Joo = 1,0826 x 1073, Assim, eles sdo da ordem ou menores que 1073, O termo ressonante
Brrs e as suas derivadas sdo associadas ao harmonico tesseral Jo» = 1,8154 x 107%. Dessa

forma, eles sdo da ordem de 1075, Desde que o termo 5 X2 + 2w X3 erit + Bspo(Xserit) €

3,crit

constante, uma nova Hamiltoniana H é introduzida através da equacao

2
H = H, — zé

3,crit

+ BSEC’<X3,cm't)

A Hamiltoniana que descreve o problema € dada por

g(%%) Brpscos(xs — 2Xa2) + = ——6". (5.86)

Observe que a coordenada generalizada € ¢ e 0 momento conjugado € x5 (angulo). Em geral,
o angulo € considerado como a coordenada generalizada. Assim, considere a transformacdo de

Mathieu definida por

¢ =23 —2 0 —T, p=—C. (5.87)
De acordo a esta transformacao, a Hamiltoniana € escrita no novo grupo de varidveis como

2

3
Q(¢,p) = —Brpscos(¢) + - - P
2 X3 crit

(5.88)

A Hamiltoniana Q)(¢, p) descreve o péndulo simples.
A separatriz pode ser definida pela Eq. 5.89, sendo que mais detalhes sobre o método

analitico adotado para estabelecer esta condi¢ao pode ser vista em Neto (NETO, 2006)

E=U,. (5.89)

considerando I a energia cinética e Uy a energia potencial e

3> 3
Xél,crit X?Z)l,crit@((é’p)




Desta forma,

Por outro lado,

Uy =

Combinando as Eqgs. (5.89), (5.90) e (5.91), encontra-se

1 32
BRES = —BRESCOS(¢) + 5 <)(4M> p2.
3

,crit

Da defini¢do das varidveis candnicas de Delaunay

De (5.92) e (5.93), segue que

3 2
BRE’S = —BRESCOS<¢> + = ( P ) .

Qerit

Resolvendo esta equacdo para p, encontra-se

( ’ )2 - ZLBRESCOS2 ¢
Qerit 3 2 .

Assim, o valor mdximo do momento conjugado é

De acordo a esta transformagao candnica estabelecida anteriormente,

74

(5.90)

(5.91)

(5.92)

(5.93)

(5.94)
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P = —AXg

Assim,

1
Aa=—— |- AX;. (5.95)
2 Qerit

O coeficiente Brpg do termo ressonante é dado por

4 2
H M Te
BRES = WT?JQQFQQP(I)GQIH(G) - it ((lcm‘t) J22F22p(])G2p1 (6) (596)
Os coeficientes [, m e ¢ sdo definidos nos termos Fiy, (1) € Ga,1(e), porque a comensurabilidade
a = q/m é fixada, devido a ressonincia 2:1 e o harménico tesseral Joo € usado. Por outro lado,
o coeficiente p pode ser 0, 1 ou 2, resultando em angulos criticos diferentes associados ao J,,

estudado. Combinando as Egs. (5.94), (5.95) e (5.96), encontra-se

4
Aa = \/_Te\/JQQFggp )Ggpl() (597)

A Eq. (5.97) fornece a semi-largura da separatriz, para dados valores da excentricidade
e inclinagdo. Observe que as expressdes das fungdes Fh, (1) e Gap1(e) dependem do angulo
critico escolhido.

O desenvolvimento analitico para a equagdo da semi-largura da separatriz, pode ser refeito,
sem especificar a ressonancia a ser estudada, com o objetivo de escrever uma expressao para

Aa em termos dos coeficientes [, m, p e ¢, encontrando a seguinte equagao,

4 l 2-1
\/_ ré cmt\/‘]lm-Flmp )Glpq( ) (598)

Aa =

Aa representa o valor maximo da separatriz medida a partir do centro para uma dada
ressonancia. Usando as amplitudes maximas das separatrizes de duas ressondncias vizinhas,
um método simples para verificar o surgimento de caos pode ser formulado como proposto por

Chirikov (CHIRIKOV, 1979). Quando as separatrizes se tocam, verifica-se a possibilidade de
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que as trajetdrias entre as ilhas de libracdo sdo cadticas e correspondem as superficies KAM
quando da intersec¢do de ilhas, resultantes de diferentes Orbitas periddicas.
Dessa forma, de acordo a Chirikov (1979), superficies KAM entre as ilhas de librag¢do serdo

destruidas quando

Aal + ACLQ
dais

daq» € a distincia entre os centros de duas ressonancias vizinhas.

No entanto, este resultado ndo fornece uma visao realista da interagdo entre as separatrizes
quando elas se tornam proximas.

De acordo a Lichtenberg e Liebermann (1992), uma boa estimativa para verificar o surgi-

mento de caos é dado pelo critério de Chirikov Modificado, o qual pode ser estabelecido como

Aal + ACLQ 2
—— 5.99
5&12 3 ( )
A Eq. (5.99) € usada se as separatrizes possuem, aproximadamente, a mesma largura.

Na proxima se¢ao sao mostrados alguns resultados envolvendo a semi-largura da separatriz.
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5.7 Resultados da Ressonancia 2:1

5.7.1 Estudo do Sistema Simplificado

5.7.1.1 Espaco de fase correspondente a (19501 € 94011

Nesta secdo, alguns resultados da integragdo numérica das equagdes de movimento (5.17) e
(5.19) sdo apresentados. No estudo de Orbitas irregulares, a semi-largura da separatriz é usada
para determinar as regides instaveis a serem investigadas pelo maior expoente de Lyapunov.

Os harmonicos zonais € os harmonicos tesserais usados nas Egs. (5.17) e (5.19) sdo mostra-

dos na Tab. 5.1.

Tabela 5.1: Os harmdnicos zonais € tesserais.

Harmonicos zonais Harmonicos tesserais
Joo = 1,0826 x 1073 Jyy = 1,8154 x 10°¢
Jio = —1,6204 x 1076 J;o =1,6765 x 1077

Figuras 5.1 e 5.2 mostram os espacos de fase considerando os angulos criticos, ¢9901 € P4211,
de acordo a integracdo numérica das equacdes de movimento, (5.17) e (5.19). O angulo asso-
ciado a Jyo, ¢4211, tem a mesma frequéncia do angulo critico associado a Jo» com uma fase
diferente. Nas Figs. 5.1 e 5.2 s@o considerados como valores iniciais para a inclinacdo, 23° e
55, respectivamente, e para ambos os casos, o valor inicial da excentricidade € de 0,001. Os
valores iniciais do semi-eixo maior estdo ao redor do semi-eixo critico. Observe que a aparén-
cia dos espacos de fase lembram o bem conhecido espaco de fase do péndulo simples, com
duas regides diferentes, separadas pela separatriz. As curvas fechadas representam os possiveis
movimentos periddicos, conhecidos como libra¢do. As linhas onduladas abaixo e acima repre-
sentam os movimentos onde (9901 € P4017 aumentam (ou diminuem) sempre e descrevem as

circulagdes.
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[1] =] 100 160 200 250 L]
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Figura 5.1: Espaco de fase para os angulos criticos ¢o001 € ¢4211: As condi¢des iniciais para a

inclinagdo e excentricidade sdo I = 23° e e = 0, 001, respectivamente.

PEETO T T T T T T

PEEGER b B

26552

o 50 jhein] 150 200 250 300
& (praus)

Figura 5.2: Espacgo de fase para os angulos criticos ¢a201 € ¢4011: As condicdes iniciais para a

inclinacdo e excentricidade sdo I = 55° e e = 0, 001, respectivamente.
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Figuras 5.1 e 5.2 mostram que as amplitudes de libragdo aumentam quando a inclinagdo
varia de 23° a 55°. Verifica-se pelos dados reais de objetos orbitando a Terra (SPACE TRACK,
2011, 2012), que existem Orbitas de satélites artificiais nas proximidades da ressonancia 2:1 com
inclina¢des maiores que as usadas nas Figs. 5.1 e 5.2. Mas, uma grande parte destes objetos
também possuem altas excentricidades (satélites Molniya, por exemplo) em suas Orbitas e ndao
fazem parte do grupo de satélites GPS, estudados pelo presente trabalho. Figura 5.2 mostra
que os espacos de fase apresentam pequenas mudancas com a adi¢do do harmonico tesseral J,o
através do angulo ressonante ¢4211, € na Fig. 5.1 pode-se observar que a curva externa da regiao
de libragdo muda quando o harmonico tesseral J,4o € adicionado, conforme mostrado na Fig.

5.3.

" 8(0)=26563.320 km - Jyy ——
a(0)=26563.320 km - 3, € J5
26565 |- .

26560 |-

a (km)

26555

26550

26545 I I I I I I I
0 50 100 150 200 250 300

0, (graus)

Figura 5.3: Espaco de fase para os angulos criticos ¢a00; € ¢4211: As condig¢des iniciais para a

inclinagdo e excentricidade sdo I = 23° e e = 0, 001, respectivamente.

A Fig. 5.3 mostra o espago de fase com duas curvas diferentes, considerando os valores
iniciais /(0) = 23°, ¢(0) = 0,001, a(0) = 26563, 320km e ¢=150,15° para inclinagdo, excen-
tricidade, semi-eixo maior e o angulo ¢9, respectivamente. A primeira curva considera o angulo
critico g9 associado ao harmonico tesseral .Jo; e a segunda curva considera os angulos criti-
COS (9901 € P4011 associados aos harmonicos tesserais Joo € Jyo, respectivamente. Observe que,
considerando as mesmas condig¢des iniciais, 0 movimento orbital, inicialmente na regido de li-
bracdo, muda para o movimento na regido de circulacdo, quando o harmonico tesseral Jyo €

adicionado. Percebe-se que os valores iniciais considerados estdo no limite da regido de li-
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bracdo, de forma que uma pequena perturbacdo acrescentada ao movimento faz com que o
satélite mude sua Orbita. A Fig. 5.4 apresenta o comportamento no tempo do semi-eixo maior,
considerando as mesmas condi¢des iniciais que a Fig. 5.3, e a diferenca entre os movimentos

na regido de libracdo e circulagdo € mais visivel.

a(0)=26563.320 km - Jyy ——
26566 - a(0)=26563.320 km - Jo, € Jz, b
26564 E
2,
*,
26562 % g
%,
%,
1N
26560 |- e g
T 26558 [ -
=3
[
26556 [ -
26554 - -
26552 E
26550 g
26548 : : : : ‘
0 2000 4000 6000 8000 10000 12000

t (dias)
Figura 5.4: Comportamento no tempo do semi-eixo maior para os angulos criticos ¢aop; €
¢4211: As condicdes iniciais para a inclinacdo e excentricidade sdo I = 23° e e = 0,001,

respectivamente.

5.7.1.2 Comportamento no tempo

Figuras 5.5 a 5.8 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior e do angulo ¢,
de acordo aos espacos de fase das Figs. 5.1 e 5.2. Os resultados apresentados pelo angulo

critico ¢9901 lembram qualitativamente aos resultados gerados pelo angulo critico ¢9911.
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Figura 5.5: ¢, versus t, considerando o angulo critico ¢901: As condicdes iniciais para incli-

nacdo e excentricidade sd3o I = 23° e e = 0,001, respectivamente. As curvas mais escuras

mostram os movimentos de circulacio, enquanto que as curvas mais claras mostram os movi-

mentos de libracdo, de acordo com a Figura 5.1. As condi¢des iniciais para ¢, sdo —29, 86° e

870, 14° para a regido de circulagdo e 150, 14° para a regido de libragdo.
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Figura 5.6: a versus t, considerando o angulo critico ¢9901: As condicdes iniciais para incli-
nacdo e excentricidade sdo [ = 23° e e = 0,001, respectivamente. As curvas mais escuras
representam os movimentos de circulacdo, enquanto que as curvas mais claras representam os

movimentos de libracdo, de acordo com a Figura 5.1.
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Figura 5.7: ¢, versus t, considerando o angulo critico ¢901: As condicdes iniciais para incli-
nacdo e excentricidade s@o I = 55° e e = 0,001, respectivamente. As curvas mais escuras
mostram os movimentos de circulacio, enquanto que as curvas mais claras mostram os movi-
mentos de libracdo, de acordo com a Figura 5.2. As condi¢des iniciais para ¢, sdo —29, 86° e

870, 14° para a regido de circulagdo e 150, 14° para a regido de libragdo.
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Figura 5.8: a versus t, considerando o angulo critico ¢2501: As condicdes iniciais para inclinagao
e excentricidade sdo [ = 55° e e = 0,001, respectivamente. As curvas mais escuras mostram
os movimentos de circulacio, enquanto que as curvas mais claras mostram os movimentos de

libragdo, de acordo com a Figura 5.2.
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Dos dados TLE do NORAD (Hoots e Roehrich 1980) € possivel observar os movimentos
orbitais de alguns satélites GPS. Usando dados reais (correspondentes a Janeiro - Dezembro,
2011), os objetos 20959, 24876 e 25030 sdo analisados pelo comportamento no tempo do semi-
eixo maior, conforme mostrado na Fig. 5.9. Os movimentos dos satélites artificiais podem ser
corrigidos durante seu tempo de vida util, porque algumas perturbagdes, efeitos de ressondncias
ou risco de colisdes podem afetar suas missdes. Na Fig. 5.9, estas corre¢des podem ser vistas
pela rdpida mudanca nos valores do semi-eixo maior. A Tab. 5.2 mostra os valores iniciais do
semi-eixo maior, excentricidade e inclina¢do dos objetos mostrados na Fig. 5.9.

Analisando a Fig. 5.9, pode-se verificar a maior variacdo no semi-eixo maior do objeto
20959, comparando com os outros dois. Nao € estranho a variagdo ser mais pronunciada do que
as outras, porque o objeto 20959 estd mais proximo da ressonancia 2:1 exata e as amplitudes

sd30 maiores, mesmo com valores iniciais diferentes da excentricidade e inclinagao.

Tabela 5.2: Elementos orbitais dos objetos 20959, 24876 e 25030, correspondendo a 1° de
Janeiro de 2011.

Objeto  Excentricidade Inclinagio (°) Semi-eixo maior (km)
20959 0,0126 54,81 26561,436
24876 0,0041 56,79 26560,288
25030 0,0115 57,01 26559,993
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Figura 5.9: Comportamento no tempo do semi-eixo maior dos objetos 20959, 24876 e 25030,

correspondendo ao periodo Janeiro - Dezembro, 2011, dos dados TLE do NORAD. As mu-

dancas repentinas nos valores de semi-eixo maior, nas 6rbitas dos objetos, representam cor-

recOes orbitais que sdo feitas ao longo do tempo de vida til do satélite artificial.

5.7.1.3 Analise da largura da separatriz e a sobreposicao de ressonincias

A Tab. 5.3 mostra alguns valores da semi-largura da separatriz, Eq. (5.97), para os angulos

Criticos, o001 € Po211. Estes dngulos criticos geram regido de libracdo, ao contrario do angulo,

(2201 que ndo gera regido de libragdo. Os valores de inclinacdo mostrados sdo 10°, 23°, 55° e

80, e excentricidade, 0,001, 0,01 e 0,05.
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Tabela 5.3: A semi-largura da separatriz

Angulo critico Excentricidade Inclinagdo (°) Semi-eixo critico (km) Semi-largura da separatriz (km)

P2201 0,001 10 26557,05255 2,01777
P2201 0,001 23 26558,16050 1,95239
P2201 0,001 55 26562,59742 1,59967
P2201 0,001 80 26564,49131 1,19368
P2201 0,01 10 26557,05208 6,38207
P2201 0,01 23 26558,16017 6,17530
P2201 0,01 55 26562,59758 5,05979
Pa201 0,01 80 26564,49163 3,77383
Pa201 0,05 10 26557,04092 14,27078
P2201 0,05 23 26558,15213 13,80844
P2201 0,05 55 26562,60156 11,31402
P2201 0,05 80 26564,49934 8,43854
G211 0,001 10 26563,43643 0,16344
G211 0,001 23 26563,52788 0,36776
D211 0,001 55 26563,66653 0,77099
Pa211 0,001 80 26563,08372 0,92670
D211 0,01 10 26563,43645 0,51694
D211 0,01 23 26563,52797 1,16318
G211 0,01 55 26563,66692 2,43857
G211 0,01 80 26563,08413 2,93173
G211 0,05 10 26563,43695 1,15592
G211 0,05 23 26563,53037 2,60096
P2011 0,05 55 26563,67616 5,45281
G211 0,05 80 26563,09413 6,55552

Analisando os angulos ressonantes @2201, 02211 € (2221, associados ao harmonico tesseral
Joo, pode-se verificar que as distancias de separagdo entre as ressonancias diminuem com o
aumento da inclinagao, indicando que a inclinagdo estd se aproximando da inclinagdo critica,
I = 63°26’. Na inclinac@o critica, ndo existe separac¢ao entre os centros das ilhas, observando

que os harmonicos perdem a dependéncia do argumento do pericentro, e tornam apenas uma
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funcdo do angulo ressonante critico, o problema € reduzido a um grau de liberdade. Veja a Fig.
5.10, alguns valores de semi-eixo maior critico sdo mostrados na Tab. 5.3.

Agora, analisando os angulos ressonantes @4211, P4201 € (4231, associados ao harmdnico
tesseral .J42, pode-se verificar que ndo existe separacao entre os centros das ilhas, para as incli-

nacoes, 37° e 72°, observando as Orbitas diretas (0° < I < 90°). Veja a Fig. 5.10.

a)
26570

26568
26566

26564

) (Km)

a (crit.

26562

26560

26558

T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80
1 (graus)

O by Py ® 9y

b)
26.561,7560+

26.561,7555]
265617550
=
£
9
= 265617545

26.561,75404

26.561,7535

T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80
1 (graus)

° q)4211 ¢ q)4221 * ¢4231|

Figura 5.10: Semi-eixo maior critico versus inclinacdo para e = 0,001, a) considerando os

angulos criticos ¢9901, P2211, P2221 € b) considerando os angulos criticos ¢4211, P4221, Pa231
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Figura 5.11 mostra os valores da semi-largura da separatriz para diferentes valores de semi-
eixo maior, excentricidade e inclinagdo. A semi-largura da separatriz aumenta quando a ex-
centricidade varia de 0,001 a 0,05, para a mesma inclinacdo. Entretanto, ela diminue com a
inclinacdo considerando o angulo critico ¢s9p; € aumenta com a inclinag¢do para o angulo critico

¢2211. Aa € calculado da Eq. (5.97).

10

10 20 30 0 50 60 70 80
1 (graus)

S by e=0.001 o 0, :e=0.01 X b0y :e=0.05

< ¢22“ :e=0.001 O ¢22“ :e=0.01 * by, :e=0.05

Figura 5.11: Semi largura da separatriz considerando diferentes inclinagdes e excentricidades.

Figuras 5.12 a 5.14 mostram as curvas a4z (Gerig+Aa) € Amin (aerip — Aa) para os dngulos
ressonantes ¢o901 € (¢2211, considerando diferentes inclinacdes e excentricidades. As regides
em azul, nas Figs. 5.12 a 5.14, representam interse¢oes entre as curvas pqe (Gerpt+Aa) €
Apmin (Gerie — Aa) dos dngulos ressonantes. Estas regides identificam os possiveis movimentos
orbitais instaveis devido a sobreposi¢cdo de ressondncias. Por esta razdo, as Orbitas regulares,
identificadas por apenas um angulo critico, e as Orbitas irregulares, sujeitas a dois ou mais
angulos criticos, podem ser investigadas pelo comportamento no tempo dos elementos orbitais

e por alguma ferramenta, como os expoentes de Lyapunov, para confirmar o movimento cadtico.
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Figura 5.12: a4z (erip+Aa) € amin (G — Aa) para os angulos ressonantes (o1 € 92211,

considerando diferentes inclinagdes e e = 0, 001.
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Figura 5.13: 00 (Qerg+Aa) € amin (aeris — Aa) para os angulos ressonantes ¢oop; € (9911,
considerando diferentes inclinagdes e e = 0,01. Os valores de semi-eixo maior, inclinacdo e

excentricidade dos pontos A, B, C e D, sdo dados na Tabela 5.4.
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Figura 5.14: 00 (Gerp+Aa) € amin (G — Aa) para os angulos ressonantes ¢oo1 € 92211,

considerando diferentes inclinagdes e e = 0, 05.

Observe nas Figs. 5.12 a 5.14, que a regido de sobreposicao de ressonancias, delimitada
pelas separatrizes dos angulos ressonantes ¢o00; € ¢2211, aumenta com a excentricidade, dessa
forma, existe uma larga regido de sobreposicdo, para o caso e = 0,05 (Fig. 5.14), envolvendo
qualquer valor de inclinacdo. Observar que, o movimento orbital na regido delimitada pelas se-
paratrizes, deve ser analisado considerando o sistema completo, isto €, na integracdo numérica
todos os angulos ressonantes associados aos harmonicos tesserais estudados J;,;, sdo considera-
dos juntos. Na regido regular, os outros lugares nas Figs. 5.12 a 5.14, o movimento orbital pode
ser estudado considerando cada angulo critico separadamente.

A regido de sobreposicao de ressonancias pode ser investigada quanto a instabilidade ou reg-
ularidade nas oOrbitas. Na Fig. 5.13, diferentes pontos sdo escolhidos e usados como condic¢des
iniciais na integracdo numérica dos elementos orbitais. A Tab. 5.4 mostra os valores do semi-
eixo maior, excentricidade e inclinacdo usados como valores iniciais da integracdo numérica

dos elementos orbitais.



Tabela 5.4: Elementos orbitais dos pontos "A", "B", "C"e "D", na Figura 5.13.

Ponto Semi-eixo maior km Excentricidade Inclinacdo °©

A 26564,000 0,01 55
B 26560,000 0,01 30
C 26558,000 0,01 55
D 26554,000 0,01 20

90

As Figs. 5.15 a 5.17 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior, excentrici-

dade e argumento do perigeu, usando como condi¢des iniciais, a Tab. 5.4.
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Figura 5.15: Comportamento no tempo do semi-eixo maior, considerando as condi¢des iniciais

definidas na Tabela 5.4.
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Figura 5.16: Comportamento no tempo da excentricidade, considerando as condicdes iniciais

definidas na Tabela 5.4.
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Figura 5.17: Comportamento no tempo do argumento do perigeu, considerando as condigdes

iniciais definidas na Tabela 5.4.

O possivel movimento irregular é observado para a 6rbita "A'"nas Figs. 5.15 a 5.17, prin-
cipalmente sobre o comportamento no tempo da excentricidade. A primeira andlise a respeito
dos movimentos irregulares nos casos "A", "B", "C"e "D", pode ser feito pelo comportamento

no tempo da constante de integracdo (', definida pela Eq. 5.23.
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O comportamento no tempo de C5 é um forte indicativo de érbitas regulares ou irregulares,
porque esta constante de integracao € usada para reduzir o sistema em um grau de liberdade para
estudar o sistema dindmico através de um angulo critico. Este estudo € possivel no movimento
orbital regular, o qual produz movimentos de libracdo ou circulagao no espago de fase. No
entanto, nas regioes onde diferentes angulos criticos sdo encontrados, por exemplo a Fig. 5.13,
o movimento ndo pode ser tratado por apenas um angulo critico, e o termo C deixa de ser
constante. Veja a Fig. 5.18 mostrando o comportamneto no tempo de C, das érbitas "A", "B",
"C"e "D".

Na Fig. 5.18, os casos "B", "C"e "D", oscilam ao redor de um valor C; e indicam um
movimento regular, enquando que o caso "A" mostra um movimento irregular indicando que a

constante C, ndo se conserva e portanto representa uma possivel orbita cadtica.
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Figura 5.18: Comportamento no tempo da constante de integragdo (5, considerando as

condig¢des iniciais definidas na Tabela 5.4.

Na Fig. 5.18, os valores da constante de integragdo C'y sdo normalizados. O pardmetro gravi-
tacional da Terra p=1, o semi-eixo maior € escrito em termos do raio equatorial médio da Terra
Te, isto €, * (0 mesmo para qualquer varidvel com dimensdo de distdncia), e as varidveis com
dimensdo de tempo sdo escritos #(s)/806,81(s), aproximadamente, em respeito as equagdes

n%a® = u (BATE et al., 1971).
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5.7.1.4 Analise dos expoentes de Lyapunov

A estimativa da caoticidade de 6rbitas € muito importante nos estudos de sistemas dinami-
cos, € possiveis movimentos irregulares podem ser analisados pelos expoentes de Lyapunov
(CHRISTIANSENY; RUGHZ, 1997).

Considere um sistema dindmico com uma solugdo x(t) associado a condicdo inicial z(0).
Ao mesmo momento, uma solugio perturbada é produzida com as condigdes iniciais z(0) +
0(0). A extensdo da perturbagdo o(¢) no tempo ¢ = 0 € o nimero |o(0)|=do=d. A integragdo
no passo 7 resulta na nova perturbagdo 7(¢) com a extensdo d; = |o(7)|. O maior expoente de

Lyapunov relacionado com a solugdo x(t) é definida como

1 & d; 1 dydydsd, dn
— - — | = =1 —_ 5.100
k= k(1,n,d) m_zz:lln<d> n(d T ( )

nr

sendo que n € o nimero total de passos de integracao de tamanho 7, indicando que n7 € o tempo
total de integragao 7.

A teoria estabelece que se o maior expoente de Lyapunov « tende a um valor positivo o
movimento orbital € cadtico.

A Fig. 5.19 confirma o movimento cadtico para o caso "A", porque o maior expoente de
Lyapunov tende a um valor positivo. Por outro lado, as Figs. 5.20 a 5.22 confirmam movimentos
orbitais regulares para os pontos "B", "C"e "D", porque o maior expoente de Lyapunov, nestes

casos, tende a zero.
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Figura 5.19: Expoente de Lyapunov para a condi¢do inicial correspondente ao ponto "A" na

Figura 5.13.
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Figura 5.20: Expoente de Lyapunov para a condicao inicial correspondente ao ponto "B" na

Figura 5.13.
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Figura 5.21: Expoente de Lyapunov para a condi¢do inicial correspondente ao ponto "C" na

Figura 5.13.
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Figura 5.22: Expoente de Lyapunov para a condi¢do inicial correspondente ao ponto "D" na

Figura 5.13.

O estudo dos expoentes de Lyapunov € importante para verificar possiveis movimentos ir-

regulares, através da divergéncia de Orbitas vizinhas. Esta andlise € util para trajetdrias especi-

ficas mas, numa verificacdo mais ampla, as regides em que transitam orbitas irregulares podem

ser detalhadas usando se¢oes de Poincaré.
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5.7.1.5 Estudo dos expoentes de Lyapunov pelo método de Gram-Schmidt

Além do método do maior expoente de Lyapunov, apresentado no trabalho, o método de
Gram-Schmidt também foi considerado no estudo do sistema completo, investigando possiveis
Orbitas cadticas.

O método de Gram—Schmidt, descrito em (CHRISTIANSENY; RUGHZ, 1997; QUN-HONG;
JIE-YAN, 2011; SHIMADA; NAGASHIMA, 1979; WIESEL, 1993), ¢ aplicado para calcular
os expoentes de Lyapunov. Uma breve descricao deste método € apresentada a seguir.

O sistema dindmico descrito pelas Egs. (5.122) pode ser reescrito como

dX
74 — Pl(X4,Y21,l’47y4§CI)
t
dY,
74 = Py(X4, Yy, 24, ys; C1)
t
dx
d74 - P3(X47§/4,ZE4,:U4§ Ol)
t
dt 2 (X4, Ya, 24,945 Ch). 10D
Introduzindo
Xy
Y,
L , (5.102)
Tyq
Yyq
P
Py
_ 7 (5.103)
Py
Py

As Equagdes (5.102) e (5.103) podem ser colocadas na forma
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dz_

= =Z(2). (5.104)

As equacdes variacionais, associadas ao sistema de equagdes diferenciais (5.104) sdo dadas por

ac _

= =JC. (5.105)

sendo que J = (%—%) € o Jacobiano.

O niimero total de equagdes diferenciais usadas neste método é n(n + 1), n representa o
nimero de equacdes de movimento descrevendo o problema, neste caso sdo quatro. Por este
motivo, existem vinte equagdes diferenciais, quatro sdo equagdes de movimento do problema e
dezesseis sdo equacdes variacionais descritas pela Eq. (5.105)

O sistema dinamico representado pelas Egs. (5.104) e (5.105) é numericamente integrado
e as trajetdrias vizinhas sdo estudadas usando o método da ortonormalizacdo de Gram-Schmidt
para calcular os expoentes de Lyapunov.

O método da ortonormalizagdo de Gram-Schmidt pode ser visto em (SHIMADA; NA-
GASHIMA, 1979; WIESEL, 1993) com mais detalhes. Uma denominagdo simplificada do
método € descrita como segue.

Considerando as solugdes para as Egs. (5.105) como u,(?), a integra¢do no tempo 7 inicia
das condigdes iniciais u,(ty) = e, (o), uma base ortonormal.

Ao fim do intervalo de tempo, os volumes de dimensdo x (k = 1,2,...., N) produzidos

pelos vetores u,; sdo calculados

;\ u;(t)

j=1

V, = : (5.106)

A € o produto externo e |||| € uma norma.
Por esta ideia, os vetores u, sdo ortonormalizados pelo método de Gram-Schmidt. Em

outras palavras, novos vetores ortonormais e, (to + 7) sdo calculados, em geral, de acordo a

u, — >0 (u,.e))e;
r—1

a Ju, — j=1 (u,.e;)e;]|

e, (5.107)
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O método de Gram-Schmidt faz invariante o subespaco de dimensdo x produzido pelos
vetores uj, Uy, Us,...,u, em construcao do novo subespaco de dimensdo ~ gerado pelos vetores
e, €, €3,..., €.

Com o novo vetor u,(to + 7) = e,(top + 7), a integragéio é reiniciada e levada a t = to + 27.
O ciclo completo € repetido sobre um longo intervalo de tempo. O teorema garante que oS
expoentes de Lyapunov de dimensao x sdo calculados por (SHIMADA; NAGASHIMA, 1979;
WIESEL, 1993)

(5.108)

Da mesma forma que no método do maior expoente de Lyapunov, o teorema apresentado
estabelece que se o expoente de Lyapunov tende a um valor positivo a 6rbita € cadtica.
Na proxima secao sao mostrados alguns resultados envolvendo o estudo dos expoentes de

Lyapunov pelo método de Gram-Schmidt.

5.7.2 Estudo do Sistema Completo

Nesta sec@o, os movimentos orbitais de satélites artificiais na ressonancia 2:1 sdo descritos
considerando todos os angulos ressonantes juntos, associados aos harmonicos tesserais Joo €
Jyo. Este estudo permite investigar, principalmente, as regides onde existem sobreposi¢des de
ressonancias.

A Hamiltoniana Hj,g, (4.46), possui todas as frequéncias ressonantes, relativas a comensu-

rabilidade o, onde o argumento ¢;,;,p(am) € dado por

Otmp(am) = m(azy — 01) + (I — 2p — am)y1 — Gump(am)o » (5.109)

com

T
Oimp(am)o = MMy — (I — m)g- (5.110)

Os termos seculares e ressonantes sdo dados, respectivamente, por Baj o jo(X1, Y1, Ch) e

Blmp(am) (Xh le) Cl)
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dry dyr doy

Cada uma das frequéncias contidas em TR

é relacionada, através dos coeficientes

[, m, para os harmonicos tesserais J;,,,. Variando os coeficientes [, m, p e mantendo ¢/m fixo,

d(z)l,lmp(am)

encontram-se todas as frequéncias pn

para uma ressonancia especifica.
De H,s, levando em conta, j=1,2, I=2,4, m=2, « = 1/2 e p=0,1,2,3, consegue-se
~ Mz

H = W — w0, + Bl,2010<X1a Yi, Cl) + Bl,4020(X17 le? Cl)
1

+B1,2001 (X1, Y1, C1)cos(w1 — 201 + y1 — 2A92)
+Bl,2211(X17 Yy, Ch)cos(xy — 200 —y1 — 2/\22)
+B1 2201 (X1, Y1, Cy)cos(x1 — 2601 — 3y1 — 2X92)

(
+B1 4201 (X1, Y1, Cy)cos(z1 — 2601 — y1 — 2040 + )
(

(
Jcos(
Jcos(
+ B 4211 (X1, Y1, C1)cos (1 — 201 + y1 — 20 + )
Jcos(
Jcos(

+B174231 Xl, Yl, Cl CosS\T1 — 201 - 3y1 - 2)\42 + 7T). (5111)

A Hamiltoniana H; é definida considerando uma ressonancia fixa e trés diferentes angu-
los criticos associados ao harmonico tesseral J5o, 0s angulos criticos associados ao harmoénico
tesseral Jyo possui a mesma frequéncia dos angulos criticos associados a Jo2 com uma diferenga
na fase. Os outros termos em H,; sdo considerados como termos de curto periodo.

A Tabela 5.5 mostra os coeficientes ressonantes usados na Hamiltoniana H.

Tabela 5.5: Coeficientes ressonantes.
Grau (/) Ordem(m) p ¢

2 2 0 1
2 2 1 1
2 2 2 1
4 2 1 1
4 2 2 1
4 2 3 1

Finalmente, uma ultima transformacgao de varidveis é feita, com a proposta de escrever os

angulos ressonantes explicitamente. Esta transformagdo € definida por

Xy=Xy Yo=Y 04 =07 +2X;
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Ty = T1 — 291 Ygs = Y1 94 = 91. (5112)

Dessa forma, considerando as Egs. (5.111) e (5.112), a Hamiltoniana fI4 ¢é encontrada

FLL = QMXZ — we(O4 — 2Xy) + By 2010(Xy4, Ya, C1) + Baaooo(Xs, Ya, Ch)
+ By 2001 (X4, Ya, C1)cos(rg + ya — 2)20)
+ By 2211(X4, Yy, C1)cos(wg — ys — 2)02)
+ By 2201(X4, Yy, C1)cos(wg — 3ys — 2A90)

( Jcos(

( Jcos(

( Jcos(
+Buyaz11(Xa, Ya, C1)cos(xg + ya — 2\gp + )
+Buy 4201 (X4, Ya, C1)cos (g — ya — 2\ag + )
( Jcos(

+ By 231 (X4, Yy, C1)cos(wg — 3yy — 240 + 1), (5.113)

com w,O, constante.

€

4 2 2
1 3(C;+2X,)% 1 3-Y,2—2X,Y,
B L P e B . (5114

4,2010 = X6 20( 1 (X4+Y4)2 1 5 X2 ( )

6 1 2 X%\’ 1 2 X,
o et T4 (05 (1—(01 +2X) ) —3+85(CI +2X4)

By = X0 o1 (X4+YZ;)2 5 (X4+Y4)2
X (1 L5 )_(§X4Y”‘> , (5.115)
Bz 82;47 ptr e (1+ C;(;fé‘*)? Vv —2xy, (5.116)
Biom = 2)3(7 b T (‘;’ -3 %) JovEexy, G
Byao = —;’)q e Jag (1 — %)2 \/—Yf —2X,Y), (5.118)
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9 35 (Cr +2Xy)°
Buans = gt (3 (1= G R )@
Cr+2X,y —1
x 1+) Xi+Y
( X4y, ) Kty
15 Cr+2X4\? 5
S I T e Y2 -2 XY 11
s (155 W —2x (5.119)
5 105 (Cr + 2X4)2 (Cr + 2X4)2
B 647 [ S VAR Y (O S el
L 2XF“T44HS< (X, + Y3)? (X, + Y1)?
15 15 (C; +2Xy)°
TR Ny o XY, 5.120
o ;Y- 2X0Y, (5.120)
6 2
s, 35 (C; +2Xy)
By = Xiore J42(—? (1_()(44—5@)2 (Cr +2Xy)

C, +2X4) 15 ( C, +2X4)2
- AT 22N x4y e 2 (e e
( Xy, ) KetY) -3 X, + Y, )

XC¢4ﬁﬂ&n+%yxn&n)
: .

¢ T T (5.121)

Desde que o termo w0, é constante, ele ndo € significativo nas equacdes de movimento, e,

uma nova Hamiltoniana pode ser introduzida,

I‘:’4 = lff4 + WOy,

O sistema dinamico descrito por 4, ¢ dado por

d(Xy,Yy) 0H, d(rs,ys) oH,
- — , (5.122)
dt 04, ya4) dt 0(X4,Ys)

A constante de integracdo ('}, nas Eqgs. (5.114) e (5.121), € escrita em termos dos valores

iniciais dos elementos orbitais, a,, ¢, € I,,

C1 = y/pay(y/1 — e2cos(1,) — 2). (5.123)

ou em termos das varidaveis X, e Y,
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C1 = Xu(cos(I,) — 2) + Yycos(I,).

Nas préximas se¢des, alguns resultados da integracao numérica das Eqs. (5.122) sdo apre-

sentados.

5.7.2.1 Resultados do sistema completo

Figuras 5.23 a 5.26 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior, angulo x4,
argumento do perigeu e da excentricidade para dois casos diferentes. O primeiro caso considera
0s angulos criticos ¢aog1, P2211 € P2991, associados ao harmodnico tesseral Joo, €, 0 segundo caso
considera os angulos criticos associados aos harmdnicos tesserais Jos € J4o. Os angulos asso-
ciados a Jyo, @411, G221 € 4231, possuem a mesma frequéncia dos angulos criticos associados
a Joo com uma fase diferente. As condi¢des iniciais correspondentes as varidveis Xy e Yy sdo
definidas para e, = 0,05, I, = 10°, e, a, dadas na Tab. 5.6. As condi¢des iniciais das varidveis
x4 € Y4 sdo 0° e 60°, respectivamente. A Tabela 5.6 mostra os valores de C'; correspondentes as

condig¢des iniciais dadas.

Tabela 5.6: Valores da constante de integracdo C, para e = 0,05, I = 10° e valores diferentes

de semi-eixo maior.

a(0) x 10*(m)  C; x 10 (m?/s)

26555,000 -1,045724331
26565,000 -1,045921210
26568,000 -1,045980267

26574,000 -1,046098370
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Figura 5.23: Comportamento no tempo do semi-eixo maior para valores diferentes de C'; dados

na Tabela 5.6.
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Figura 5.24: Comportamento no tempo de x4 para valores diferentes de C'; dados na Tabela 5.6.
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Figura 5.25: Comportamento no tempo do argumento do pericentro para valores diferentes de

C dados na Tabela 5.6.
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Figura 5.26: Comportamento no tempo da excentricidade para valores diferentes de C'; dados

na Tabela 5.6.
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Figuras 5.27 a 5.30 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior, angulo z,,
argumento do perigeu e da excentricidade, de acordo a integracdo numérica das equagdes de
movimento, (5.122), considerando trés diferentes angulos ressonantes juntos: ®so01, P2211 €
(2201 associados a Joo, €, trés angulos, ¢4o11, Pa001 € Py231 associados a Jyo, cOm a mesma
frequéncia dos angulos ressonantes relacionados a .Jo5, mas com a fase diferente. As condi¢des
iniciais correspondentes as varidveis X, e Y, sdo definidas para e, = 0,001, [, = 55°, e, a,
dadas na Tab. 5.7. As condig¢des iniciais das varidveis x4 e y4 sdo 0° e 0°, respectivamente. A

Tabela 5.7 mostra os valores de (' correspondentes as condi¢es iniciais dadas.

Tabela 5.7: Valores da constante de integragdo C; para e = 0,001, I = 55° e valores diferentes

de semi-eixo maior.

a(0) x 103(m) C; x 10 (m?/s)

a (km)

Figura 5.27: Comportamento no tempo do semi-eixo maior para diferentes valores de C'; dados

na Tabela 5.7.
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Figura 5.28: Comportamento no tempo do angulo z, para diferentes valores de C'; dados na

Tabela 5.7.
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Figura 5.29: Comportamento no tempo do argumento do pericentro para diferentes valores de

(', dados na Tabela 5.7.
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Figura 5.30: Comportamento no tempo da excentricidade para diferentes valores de C'; dados

na Tabela 5.7.

Analisando as Figs. 5.23 a 5.26, pode-se observar uma corre¢do nas oOrbitas quando os
termos relacionados ao harmonico tesseral J,; € adicionado ao modelo. Observando pela por-
centagem, a contribui¢do das amplitudes dos termos By 4211, B4 4221 € B4 4231, em cada angulo
critico estudado, € de cerca de 1,66% até 4,94%. De fato, nos estudos das perturba¢des no
movimento de satélites artificiais, a precisdo € importante, de forma que adicionando harmoni-
cos zonais e tesserais diferentes ao modelo, pode-se ter uma melhor descricdo a respeito do
movimento orbital.

Figuras 5.31 a 5.34 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior, angulo x4,
argumento do perigeu e da excentricidade, de acordo a integragdao numérica das equagdes de
movimento, (5.122), considerando trés angulos ressonantes diferentes juntos; ¢oop1, ¢2211 €
(2221 associados a Joo € trés Angulos, P4o11, P4221 € P4231 associados a Jyo. As condigdes iniciais
correspondentes as varidveis X, e Y, sdo definidas para e, = 0,01, I, = 55, e, a, dadas na
Tab. 5.8. As condig¢des iniciais das varidveis x4 e y, sdo 0° e 60°, respectivamente. A Tabela

5.8 mostra os valores de ('} correspondentes as condi¢des iniciais dadas.
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Tabela 5.8: Valores da constante de integragdo C) para e = 0,01, [ = 55° e valores diferentes

de semi-eixo maior.

afkmm)

26570

26568

26566

P st

MEELY &

#RBEL =

“RbhH

26558 -

a(0) x 103(m)

Cp x 10" (m?/s)

26555,000
26558,000
26562,000
26564,000
26568,000

-1,467572370
-1,467655265
-1,467765786
-1,467821043
-1,467931552

I I I ' a0~ 25555 km
A= PEEEE ki —
afll)=PREED K seeeanes |
alli=26564 km ——
al0)=2G560 km sreeares
o 1000 2000 3000 4000 e P
tempo (dias)

Figura 5.31: Comportamento no tempo do semi-eixo maior para valores diferentes de C'; dados

na Tabela 5.8.
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Figura 5.32: Comportamento no tempo do angulo z, para valores diferentes de (', dados na

Tabela 5.8.
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Figura 5.33: Comportamento no tempo do argumento do pericentro para valores diferentes de

(| dados na Tabela 5.8.
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Figura 5.34: Comportamento no tempo da excentricidade para valores diferentes de C'; dados

na Tabela 5.8.

Analisando as Figs. 5.27 a 5.34, podem ser observados possiveis movimentos irregulares
nas Figs. 5.27 a 5.30, especificamente considerando valores para C} = —1,467778013 X
10Mm?/se Cy = —1,467819454x 10 m? /s, e nas Figs. 5.31 a5.34, para C; = —1, 467765786 x
10Mm?/se C; = —1,467821043 x 10'm?/s. Estas curvas sdo analisadas pelos expoentes de
Lyapunov em um tempo especificado, verificando possiveis movimentos regulares ou cadticos.

Figuras 5.35 e 5.36 mostram o comportamento no tempo dos expoentes de Lyapunov para
dois casos diferentes, de acordo aos valores iniciais das Figs. 5.27 a 5.30 e as Figs. 5.31 a
5.34. O sistema dindmico envolve os harmonicos zonais Joy € J49, € 0s harmonicos tesserais
Jos € Jyo. O estudo dos expoentes de Lyapunov, desenvolvido nesta se¢do, usa o método da
ortonormaliza¢do de Gram-Schmidt, decrito no presente trabalho. Na Fig. 5.35, os valores
inciais para Cy, 24 € y4 sdo C; = —1,467778013 x 101m?/s e C; = —1,467819454 x
10Mm?/s, x4 = 0° e y, = 0°, respectivamente. Na Fig. 5.36, os valores iniciais para C1, x4
e ys sdo C; = —1,467765786 x 10''m?/s e C; = —1,467821043 x 10" m?/s, x4 = 0° e
ys = 60°, respectivamente. Em cada caso sao usados dois valores diferentes para semi-eixo
maior correspondendo as Orbitas vizinhas mostradas anteriormente nas Figs. 5.27 a 5.30 e as

Figs. 5.31 a 5.34.
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Figura 5.35: Expoentes de Lyapunov A\(1) e \(2), correspondendo as varidveis X, e Yy, respec-

tivamente, para C; = —1,467778013 x 101m? /s e C} = —1,467819454 x 10''m? /s, x4 = 0°

€Yy = 0°.
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Figura 5.36: Expoentes de Lyapunov A\(1) e \(2), correspondendo as varidveis X, e Yy, respec-

tivamente, para C; = —1,467765786 x 101 m? /s e C) = —1,467821043 x 10''m? /s, x4 = 0°

€Yy — 60°.
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As Figs. 5.35 e 5.36 mostram os expoentes de Lyapunov para érbitas vizinhas. O tempo
usado nos célculos dos expoentes de Lyapunov € de cerca de 150.000 dias. Para este tempo,
pode ser observado na Fig. 5.35 que A(1), correspondendo ao valor inicial a(0)=26565,0 km,
tende a um valor positivo, evidenciando uma trajetéria cadética. Por outro lado, analisando
a mesma Fig. 5.35, \(1), correspondendo ao valor inicial a(0)=26563,5 km, ndo mostra
uma estabilizacdo em torno de um valor positivo, neste tempo especificado. Provavelmente,
o tempo ndo ¢ suficiente para a estabilizacdo em algum valor positivo, ou, A(1), valor inicial
a(0)=26563,5 km, tende a zero, evidenciando uma 6rbita regular. Analisando agora a Fig.
5.36, pode ser verificado que A(1), correspondendo ao valor inicial a(0)=26564,0 km, tende a
um valor positivo, o que difere de A(1), valor inicial a(0)=26562,0 km.

Reescalonando os eixos das Figs. 5.35 e 5.36, como descrito nas Figs. 5.37 e 5.38, respec-
tivamente, a informacao de que os expoentes de Lyapunov tendem a um valor positivo pode ser

melhor visualizado.

0.0001 ¢

3, (1} {a(0}=2056.5 km) —
K1) (a0)=FESES, 0 km)) —
A {2} {a[0=26583.5 km)

A 2) (al0p=26565,.0 km] e

Expoentes de Lyammov & ()

Ve-007 I
10000 100000

temga (ding}

Figura 5.37: Expoente de Lyapunov A(1) e A(2), correspondendo as varidveis X, e Y, respec-
tivamente, para C; = —1,467778013 x 101m? /s e C; = —1,467819454 x 10'm? /s, x4 = 0°

€Yy = 0°.
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1007 l
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Figura 5.38: Expoentes de Lyapunov \(1) e \(2), correspondendo as varidveis X, e Yy, respec-
tivamente, para C; = —1,467765786 x 101'm? /s e O = —1,467821043 x 10''m? /s, x4 = 0°
ey = 60°.

Comparando os métodos utilizados no presente trabalho para o cilculo dos expoentes de
Lyapunov, percebe-se que o método de Gram-Schmidt exige um tempo computacional maior
do que o método do maior expoente de Lyapunov. No método de Gram-Schmidt, cada varidvel
do problema estudado terd um expoente de Lyapunov correspondente, sendo que geralmente
apenas um ou dois expoentes de Lyapunov indicardo o movimento cadtico, se este existir. Claro
que isto dependera da quantidade de varidveis do sistema. Enquanto que no método do maior
expoente de Lyapunov, este acaba sendo mais eficiente e identificando mais rdpido o movimento
cadtico. De qualquer forma, os resultados dos métodos sd@o compativeis, sendo que a efici€ncia

computacional € a grande diferenca.



Capitulo 6

RESSONANCIA 14:1

Neste capitulo o sistema dindmico gerado pela Hamiltoniana Hy € usado para estudar a

ressonancia 14:1. Neste caso, o sistema simplificado € considerado através do angulo ressonante

®141461, associado ao harmonico tesseral .J1414, com o0s coeficientes [ e m definidos por [=14 e

m=14.

As Egs. (5.17) e (5.19) representam as equacdes de movimento em uma ressonancia de

comensurabilidade a.

Para o estudo da ressonancia 14:1, as fun¢des da inclinacdo e excentricidade sdo desenvolvi-

das analiticamente, porque estas fun¢des ndo estdo disponiveis no trabalho de Kaula (1966),

como no caso dos angulos ressonantes estudados para a ressonancia 2:1.

Na Eq. (5.17), o termo By (2pk)mp(am) (X2, C1, C2) é dado por

P
B2,(2p+k)mp(am)(X2a01702) = WQP J(2p+k)m
2

XF(2p+k)mp(X2a Cla 02)

X G 2ptypiam) (X2, C2) |
e, 0 termo By o jo(X2, C1, C2) é expresso por

2j+2
2

Bajo.j0(Xe, C1,Ca) = WT?JQJ',OFQJ;OJ(XQ, C1, Cy)Gajj0( Xz, Cy).

2

0(B2j0,j.0(X2,C1,C2)) o 9(Ba,(2p+k)mp(am)) (X2,01,02)) =

Na Eq. (5.19), os termos B 9% sdo

d(B2j,0,5,0(X2,C1, Cy)) 4 4+2 940 o;
e :*ﬁmﬂ”U%MMﬁmﬂ

114

6.1)

(6.2)
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2j+2 O(Faj0.4)
1Y 24,0,
tarzre 2 0( a;Q 2 Gaj,5,0
9(G2j5,0)
Fajo.i a2 6.3
+ 27,0,7 3X2 ) ( )
8(32,(2p+k)7np(o¢m))(X27 Cl? 02)) _ (4]7 + 2k + 2) 2p+k—+2 2p+kJ
0Xs B XS Te' " J(2pth)m

X F(op+kympG (2p+k)p,(am)
2p+k+2
H 2p+k
+X4p+2k+2 " (2p+kym
4

O(Flap+kymp)
X (#G@mk)p,(am)

(6.4)

(G 2p+k)p,(am))
+F(2p+k)mp an: ) .

Nas Egs. (6.3) e (6.4), os termos relacionados com a fungdo inclinagdo O(F2j.0,i(X2,C1,C2))

DX ’
a(F@”’“”g’;gQ’CI’CQ)), podem ser expressos como
O(Faj0,i(X2,C1, Ca)) _ O(Faj0,4) O1
O(Fprymp(X2, C1, Ca)) O Fiapiiymp) 1
aXQ a] aXQ )
A inclinagdo I = I(X,,C,Cy) é
C X
I = arccos (W) (6.5)
e a derivada W ¢ escrita da seguinte forma
2
6I(X2,C'1,C'2) . m _ (mOé01 +mX2)/€
X, EXo — Ol (kX5 — Cy)°
1
X . (6.6)
\/1 o (maCl+mX2)2
(kX2—Co)?

A funcdo inclinacdo é dada por (KAULA, 1966; GOLEBIWSKA et al., 2010; WNUK,
1988)



116

l4+m 332 | 275 —2p
Finll) = (-D'gt ™ 3 (-1
Jji=j31 17
2
x b Aos7 6.7)
l—m—yjj

com ) = E(H”TH), E(.) significa "parte inteira de", jj1 = max(0,l — m — 2p), jj2 =
min(l —m, 2l — 2p), ¢ = cos (L), s = sin (L), o0 = m — 1+ 2p + 2kk e kk = E (52).

E o termo a(F”’”’) € expresso por
O(Fimp) 1 (I+m) 2 o 245 —2p
e GO C Ve i B Gl
Ji=jjl JJ
2 l
% P - 8217050 + 5 ( 1)52l( ‘_: m)
l—m—7j7 pl(l —p)
172 | 255 —2 2
x > (=1)7 W P A (6.8)
Ji=ii1 JJ l—m—7jj

A fungio inclinagdo usada nos termos seculares 5, (/) é dada por

27 152 | 270—2
Fuas(D) = 05 S o |
j J Jjj=3jl 77
29 ,
x| T e 6.9)
2] —JJ
e M pode ser expressa como
oFyoy) _ 1 ) 2=
# = _§<4J _U)( )622j ( ) Z (_1)]J .
Jt Ji=3jjl 77
27 1 27)!
x J 4] o o' 4= (_1)5 2(‘ {) '
2j — jj 2 22751(5)!
372 | 279 —29
x > (1) 95~ e (6.10)
3i=3il 2j =33
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. . . .. 0(Gaj.s0(X2,C2)) DG oo (Xa,C
As derivadas relacionadas com a func¢io excentricidade “=2- ]do)gf 2) ( (2”+’“)p8(X2)( 2,02))

podem ser reescritas como

0(Gajjo(X2,C2)) _ O(Gajjo) Oe
8X2 86 a)(.VQ7

a(G(Qp—i—k)p,(am—k) (X27 02)) . a<G(2p+k)p,(am—k)> Oe

an de an .

a excentricidade e = e(Xy, Cy) € definida como

e(X,, Cy) = (ma\/X2 ma + k) — Cay/ Xo(ma — k) + G 6.11)
e a derivad
de \/XQ (ma—l—k:)—Cg\/Xg (ma —k) 4+ Cy
0X, ma Xy?

1 \/Xg(ma— k) + Cy (ma + k)
2 man\/Xz(moz—i—k) Cy
1 \/Xg (ma+ k) — Cy (ma — k)
2 man\/Xg(ma k) + Cy

(6.12)

A funcao excentricidade Gy, (e) é definida como (KAULA, 1966; GOLEBIWSKA et al.,
2010)

Gipgle) = (—1)19(1 + p2)' gl > CrpgeQupar 37, (6.13)
=0

comk =1—2p, = 7= Cipué

h 2p — 21 -1 =2 +¢ '

r=0 h—r
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k+ ¢ quando ¢ > 0;

h =
k quando ¢’ < 0.
) P quando p < 1/2;
p =
[ —p quandop >1/2.
/= g quandop <1[/2;
—q quando p > /2.
0 termo ()j,qi € escrito como
bl =2 V1 [ (L=2p" +q)e
leqk - Z *‘ s (615)
=0\ hh—r | T 203
sendo que,
k uando ¢’ > 0;
hh — q q

[ —p quando ¢ < 0.

A seguir sdo mostrados alguns resultados da integracdo numérica das Eqgs. (5.17) e (5.19)

envolvendo a ressonancia 14:1.

6.1 Resultados da Ressonancia 14:1

6.1.1 Estudo do Sistema Simplificado

As Figuras 6.1 e 6.2 mostram os espagos de fase, a versus ¢, para o angulo critico ¢141461,
associado ao harmonico tesseral .J1414, de acordo a integragdo numérica das equacdes de movi-
mento, (5.17) e (5.19). As condigdes iniciais, nas Figs. 6.1 e 6.2, para inclinacdes sdo 87° e
95, respectivamente, e excentricidades sdo 0,019 e 0,005, respectivamente. Os valores iniciais

do semi-eixo maior estao ao redor do semi-€ixo critico.
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Figura 6.1: a versus ¢,, considerando o angulo critico ¢141461 associado a Ji414. As condicdes

iniciais para inclinacdo e excentricidade sdo [ = 87° e e = 0, 019, respectivamente.

7266.46 |- 1

Tac.44 ////_\

7266.42 |- 1

72004 \/’

7266.38 |- 1

a (km)

7266.36 L ! ! ! ! ! ! !
0 50 100 150 200 250 300 350
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Figura 6.2: a versus ¢,, considerando o angulo critico ¢141461 associado a Ji414. As condicdes

iniciais para inclinagdo e excentricidade sdo I = 95° e e = 0, 005, respectivamente.

Figuras 6.3 a 6.6 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior e do angulo ¢,

de acordo aos espacos de fase das Figuras 6.1 e 6.2.



120

7268.36
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7268.26

7268.24

7268.22 L L L
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Figura 6.3: Comportamento no tempo do semi-eixo maior, considerando o angulo critico 41461
associado a Jy414. As condi¢des iniciais para inclinagdo e excentricidade sdo [ = 87° e e =
0,019, respectivamente. As curvas mais escuras representam os movimentos de circulacio,
enquanto que as curvas mais claras representam os movimentos de libragdo, de acordo com o

espaco de fase mostrado na Figura 6.1.

1000 - 1
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L L L
0 5000 10000 15000 20000
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Figura 6.4: Comportamento no tempo do angulo ¢s, considerando o angulo critico ¢y41461
associado a Jy414. As condi¢des iniciais para inclinagdo e excentricidade sdo [ = 87° e e =
0,019, respectivamente. As curvas mais escuras representam os movimentos de circulacdo,
enquanto que as curvas mais claras representam os movimentos de libragdo, de acordo com o

espaco de fase mostrado na Figura 6.1.
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Figura 6.5: Comportamento no tempo do semi-eixo maior, considerando o angulo critico ¢41461

associado a Jy414. As condi¢des iniciais para inclinagdo e excentricidade sdo [ = 95° e e =

0, 005, respectivamente. As curvas mais escuras representam os movimentos de circulacdo,

enquanto que as curvas mais claras representam os movimentos de libragdo, de acordo com o

espaco de fase mostrado na Figura 6.2.
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Figura 6.6: Comportamento no tempo do angulo ¢s, considerando o angulo critico 41461

associado a Jy414. As condicdes iniciais para inclinacdo e excentricidade sdo I = 95° e e =
1414 ¢ p ¢

0, 005, respectivamente. As curvas mais escuras representam os movimentos de circulacdo,

enquanto que as curvas mais claras representam os movimentos de libragdo, de acordo com o

espaco de fase mostrado na Figura 6.2.
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O semi-eixo maior critico € obtido da seguinte condi¢cao

2 00

o 3 0Bs2j0,40(X2, C1, Cy)

- 14 o 145y — X .1
X3 o 0Xs ’ ©10

j=1

As Figs. 6.1 a 6.6 mostram os espacgos de fase, a versus ¢, 0 comportamento no tempo
do semi-eixo maior e angulo ¢-, considerando o angulo critico ¢141461 associado a Jy414. Por
volta da ressonancia 14:1, existem vdrios detritos espaciais orbitando a Terra, sem controle e
arriscando o tempo de vida dos satélites artificiais em operagdo. O conhecimento de regides
regulares ou estdveis, na regido de Orbitas baixas, pode ser muito importante para garantir uma
maior seguranca para os movimento orbitais de satélites artificiais e, possivelmente, um con-
sumo mais baixo de combustivel com manobras orbitais se comparado com regides instaveis.

As Figs. 6.1 e 6.2, referentes aos espagos de fase da ressonancia 14:1, podem ser compara-
das com as Figs. 5.1 e 5.2, referentes aos espacos de fase da ressondncia 2:1, numa anélise
meramente espacial, percebendo que as regides de libracao da ressondncia 14:1 s@o menores
que as regides de libracdo da ressonancia 2:1. Este fato, pode significar que os satélites artifi-
ciais na ressonancia 2:1, permanecem por um tempo maior em regides estaveis, como pode ser
entendido também que os objetos na ressonancia 14:1 estdo confinados numa pequena regido,
mesmo tendo objetos em Orbitas cadticas. Uma andlise mais criteriosa € necessaria neste caso.

No préximo capitulo, os objetos catalogados TLE sdo utilizados nos estudos de movimentos

orbitais ressonantes na regido de Orbitas baixas da Terra.



Capitulo 7

OBJETOS CATALOGADOS

A maior parte dos objetos orbitando a Terra sdo encontrados na regido LEO porque esta
possui uma grande quantidade de detritos espaciais. Existem aproximadamente 10000 objetos
catalogados ao redor do planeta, sendo que os objetos nao catalogados maiores do que 1 cm
sdo estimados em algum valor entre 50000 e 600000 (OSTANDER; OSTDIEK, 2009; IKEDA
et al., 2008).

Nos ultimos anos, a regido de Orbitas baixas da Terra tem sido estudada a respeito da
diminuicao de detritos espaciais devido ao niimero crescente deste tipo de objeto. Estes aspectos
englobam a observagdo, protecao a espaconave e cuidados para evitar colisdes (CHANGYIN et
al., 2010; NISHIDA et al., 2009). O tamanho destes detritos variam de muitos metros a uma
fracdo de um micrometro em diametro (MECHISHNEK, 1995).

Os movimentos orbitais dos objetos catalogados podem sem analisados usando o grupo de
elementos 2-linhas (TLE) do NORAD (SPACE TRACK, 2011, 2012).

No presente trabalho, os dados catalogados sdo utilizados na investiga¢do de objetos em
movimentos orbitais ressonantes, incluindo satélites artificiais e detritos espaciais. Neste es-
tudo, os angulos ressonantes que compdem o movimento orbital podem ser definidos e estuda-
dos separadamente.

Como resultado da simulac@o mostrada no Capitulo 3, envolvendo todos os objetos cataloga-
dos, a Tab. 7.1 mostra valores do coeficiente m e o nimero de objetos que possuem suas Orbitas
influenciadas pelo valor correspondente do coeficiente. E possivel verificar que a maioria dos
movimentos orbitais dos objetos estdo relacionados com o coeficiente m = 14 considerando o

valor do semi-eixo maior até 15000km.
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Tabela 7.1: Numero de objetos pelo nimero do coeficiente m considerando o valor do semi-eixo

maior até 15000km

m  Numero de objetos

m  Nudmero de objetos

7 2 30 31
8 1 31 13
9 3 32 5
10 1 33 2
11 3 34 1
12 20 35 4
13 31 36 5
14 351 37 42
15 65 38 14
16 4 39 14
18 3 40 24
20 1 41 186
21 2 42 116
22 2 43 114
23 2 44 52
24 10 45 25
25 93 46 8
26 19 47 4
27 66 48 6
28 179 49 22
29 97 50 33

Na préxima secdo, os movimentos orbitais de alguns satélites artificiais sdo investigados

utilizando os dados TLE.
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7.1 Estudo de Orbitas Ressonantes na Regiio LEO

Considerando os resultados da simulacdo mostrada no Capitulo 3, alguns satélites artifici-
ais e detritos espaciais catalogados sdo estudados com respeito ao comportamento no tempo
do semi-eixo maior, excentricidade, inclinacdo, periodo ressonante e angulo ressonante. Estes
dados sao analisados nesta secdo observando os possiveis movimentos orbitais regulares e ir-
regulares.

A Figura 7.1 mostra o semi-eixo maior versus periodo ressonante de objetos que satisfazem
a condi¢do Pres > 300 dias. Os objetos estdo distribuidos pelo valor de semi-eixo maior em

trés regides diferentes: 1) a < 15000km, 2) 15000km < a < 40000km e 3) a > 40000km.

80000 T T T T T T T T
a>=40000 km  +
15000 km <= a < 40000 km X
¥ + o+ a<15000 km  *
70000 ressonancia 1:1 E
ressonancia 2:1 ——
ressonancia 14:1 ———
60000 -
T 50000 |- .
=
S
g A= |
g 40000 { -+ F + + + + + 4
|
$ 30000 3 E
%, X ) X >Z< X % « X o
20000 XX x E
><><
% * * *
10000 E
O 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 100000
Periodo Ressonante (dias)

Figura 7.1: Semi-eixo maior versus periodo ressonante de objetos satisfazendo a condi¢do

Pres > 300 dias.

Analisando a Fig. 7.1 é possivel verificar alguns objetos em ressonancia profunda, em
outras palavras, os movimentos orbitais destes objetos sdo influenciados pela ressonincia por
um longo tempo. Com o objetivo de estudar os movimentos orbitais destes objetos, quatro
satélites artificiais catalogados sao analisados. Dos dados TLE, os objetos sdo identificados

pelos ndmeros 16181, 16369, 17527 e 19467.
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As Figuras 7.2 a 7.13 mostram o comportamento no tempo do semi-eixo maior, excentrici-
dade e inclinacdo dos objetos 16181, 16369, 17527 e 19467. Observe que, para a constru¢ao
das Figs. 7.2 a 7.13, do comportamento no tempo dos elementos orbitais sao necessarios dados
observacionais de Janeiro de 2011 a Dezembro de 2012, disponiveis no website Space Track
(SPACE TRACK, 2011, 2012). Ap6s a obtencdo dos dados TLE do NORAD, um novo arquivo
(uma linha para cada conjunto de dados, ao invés, de duas linhas) € gerado aproveitando apenas
os dados de interesse, no presente estudo, como o periodo observacional e os elementos orbitais,
dados como o do coeficiente balistico, entre outros, sao desprezados. Com 0 novo arquivo, cor-
recoes sdo feitas nos elementos orbitais, de acordo a algum modelo que compense possiveis

erros na observacdo, como o modelo SGP (HOOTS; ROEHRICH, 1980), por exemplo.

7227.65 T T T T T T T

7221.6

7227.55

72215

Semi-eixo maior (km)

7227.45

7227.4

7221.35 . . . . . . .
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Tempo (dias), Jan/2011 - Dez/2012

Figura 7.2: Comportamento no tempo do semi-eixo maior do objeto 16181 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.3: Comportamento no tempo da excentricidade do objeto 16181 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.4: Comportamento no tempo da inclinacdo do objeto 16181 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.



128

7355.9

7355.85

7355.8

7355.75

7355.7

Semi-eixo maior (km)

7355.65

7355.6

7355.55

73555 Il Il Il Il Il Il Il
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Tempo (dias), Jan/2011 - Dez/2012

Figura 7.5: Comportamento no tempo do semi-eixo maior do objeto 16369 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.6: Comportamento no tempo da excentricidade do objeto 16369 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.



129

82.942

82.941 - b

82.94 B

82.939 i

82.938 b

82.937 - b

| (graus)

82.936 - B

82.935 - B

82.934 - b

82.933

82932 Il Il Il Il Il Il Il
0 100 200 300 400 500 600 700 800

Tempo (dias), Jan/2011 - Dez/2012

Figura 7.7: Comportamento no tempo da inclinacdo do objeto 16369 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.8: Comportamento no tempo do semi-eixo maior do objeto 17527 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.9: Comportamento no tempo da excentricidade do objeto 17527 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.10: Comportamento no tempo da inclinacio do objeto 17527 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.11: Comportamento no tempo do semi-eixo maior do objeto 19467 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.12: Comportamento no tempo da excentricidade do objeto 19467 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.
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Figura 7.13: Comportamento no tempo da inclinacio do objeto 19467 correspondendo a

Janeiro/2011 - Dezembro/2012.

Observando o comportamento no tempo dos elementos orbitais dos objetos 16181, 16369,
17527 e 19467 nas Figs. 7.2 a 7.13, pode-se verificar possiveis movimentos irregulares em suas
trajetorias. O comportamento no tempo da inclinagdo dos objetos 16181 e 16369 mostram ir-
regularidades. Enquanto que no caso dos objetos 17527 e 19467, o comportamento no tempo da
excentricidade parece irregular. Contudo, a andlise a respeito dos angulos ressonantes e perio-
dos ressonantes, que compdem os movimentos, faz-se necessaria para um melhor entendimento
da influéncia da ressonancia.

Assim, também € importante observar se 0 movimento orbital € influenciado por diferentes
angulos ressonantes. Em outras palavras, é verificado se o movimento orbital é devido a so-
breposi¢do de ressonancias.

A Tabela 7.2 mostra angulos ressonantes relacionados aos movimentos orbitais dos objetos

16181, 16369, 17527 e 19467, correspondendo ao periodo de Janeiro/2011 a Dezembro/2012.
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Tabela 7.2: Angulos ressonantes ®miq relacionados aos movimentos orbitais dos objetos 16181,

16369, 17527 e 19467.

Objeto Coeficiente m Coeficiente k£ Coeficiente g

16181 14 0 1
16181 14 1 1
16181 28 1 2
16181 28 2 2
16181 42 2 3
16181 42 3 3
16369 41 8 3
16369 14 -40 1
16369 27 49 2
17527 14 1 1
17527 28 2 2
17527 42 3 3
17527 42 4 3
19467 14 2 1
19467 28 4 2
19467 42 6 3

Observando a Tab. 7.2, pode-se verificar que as dinamicas orbitais dos objetos sdo influ-
enciadas por diferentes angulos ressonantes, sendo que o movimento orbital do objeto 16181 é
influenciado simultaneamente por uma maior quantidade de angulos ressonantes.

Se a comensurabilidade entre 0 movimento orbital do objeto e o planeta € definida pelo
pardmetro «, pode-se dizer que a ressonincia exata 14:1 é definida pela condi¢do o = 1/14.
Desta forma, analisando a Tab. 7.2, verifica-se que os movimentos dos objetos 16181, 17527 e
19467 sdo influenciados pela ressonancia exata 14:1, enquanto que o objeto 16369 € influenci-
ado pelos angulos ressonantes na vizinhanca da ressonancia exata.

Figuras 7.14 a 7.17 mostram o comportamento no tempo do periodo ressonante correspon-

dente aos angulos ressonantes apresentados na Tab. 7.2.
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Figura 7.14: Comportamento no tempo do periodo ressonante correspondente a0 movimento
orbital do objeto 16181.
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Figura 7.15: Comportamento no tempo do periodo ressonante correspondente a0 movimento

orbital do objeto 16369.
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Figura 7.16: Comportamento no tempo do periodo ressonante correspondente a0 movimento
orbital do objeto 17527.
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Figura 7.17: Comportamento no tempo do periodo ressonante correspondente a0 movimento

orbital do objeto 19467.

Analisando o comportamento no tempo do periodo ressonante nas Figs. 7.14 a 7.17 verifica-

se que os angulos ressonantes permanecem em ressonancia profunda por alguns dias. A andlise

do periodo ressonante, baseia-se na ideia de que quanto maior o seu valor, maior a influéncia
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da ressonancia no movimento orbital do objeto, no periodo determinado. O movimento orbital
do objeto 16181 € influenciado por cerca de seis angulos ressonantes que, inicialmente apre-
sentam valores do periodo ressonante menores do que o dos outros objetos mas, a influéncia
da ressonancia 14:1 parece aumentar com o tempo, principalmente através do angulo ¢1411. Os
movimentos orbitais dos objetos 16369, 17527 e 19467 possuem angulos com periodos resso-
nantes que atingem valores acima de 10000 dias, nos primeiros 100 dias, indicando um periodo
de ressonancia profunda mas, nos dias seguintes, essa influéncia parece ser atenuada com a
diminuicao dos valores do periodo ressonante.

Continuando a andlise sobre os movimentos irregulares, o comportamento no tempo de émkq
¢ estudado verificando se diferentes angulos ressonantes descrevem a dinamica orbital destes
objetos a0 mesmo momento. Este fato, pode indicar drbitas irregulares requerendo um sistema
completo com todos os angulos ressonantes como descrito na Tab. 7.2. Figuras 7.18 a 7.21

mostram o comportamento no tempo de ¢,,;, correspondendo aos angulos ressonantes na Tab.

7.2.
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Figura 7.18: Comportamento no tempo de émkq correspondente a0 movimento orbital do objeto

16181.
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Figura 7.19: Comportamento no tempo de émkq correspondente a0 movimento orbital do objeto

16369.
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Figura 7.20: Comportamento no tempo de qﬁmkq correspondente a0 movimento orbital do objeto

17527.
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Figura 7.21: Comportamento no tempo de émkq correspondente a0 movimento orbital do objeto

19467.

Analisando o comportamento temporal dos dngulos ressonantes qgmkq nas Figs. 7.18 a 7.21
€ possivel observar movimento orbital irregular, principalmente para os objetos 16181, 17527
e 19467. Durante cerca de 330 dias, o movimento orbital do objeto 16369 € governado por
apenas um angulo ressonante ¢,;g3, 0 que indica movimento regular mas, nos dias que seguem,
novos angulos ressonantes surgem, ¢14_401 € ¢27192, podendo tornar o movimento irregular.
Os movimento orbitais dos objetos 16181, 17527 e 19467 sao influenciados pela ressonancia
exata 14:1 e eles necessitam de um sistema completo com diferentes angulos ressonantes, 0s
quais compdem seus movimentos. No entanto, o movimento orbital do objeto 16369 € definido
por angulos ressonantes na ressonancia exata, ¢4 401, € ha vizinhanga da ressonancia exata,
04183 € Pa7492, O que pode indicar que o movimento orbital deste objeto estd deixando de ser
influenciado pela ressonancia 14:1, ao longo do tempo.

Os resultados e discussdes mostram a complexidade nas dindmicas orbitais destes objetos
causada pelos efeitos de ressondncia. Além disso, o crescente nimero de detritos espaciais e

colisdes entre eles podem causar grandes problemas para missdes de satélites artificiais.



Capitulo 8

CONCLUSAO

Efeitos de ressonancias estdo presentes nas Orbitas de diferentes corpos no Sistema Solar e
podem contribuir de forma significativa para a variacao dos elementos orbitais que definem sua
posicdo. Em vista disso, o presente trabalho estuda as ressonéncias 2:1 e 14:1 que aglomeram
satélites artificiais e detritos espaciais nas Orbitas média e baixa da Terra, respectivamente.

As ressonancias consideradas sao definidas pela comensurabilidade entre 0 movimento mé-
dio do satélite artificial e o movimento de rotagdo da Terra. Sendo assim, na ressonancia 2:1,
por exemplo, o satélite realiza duas revolucdes enquanto que a Terra completa uma.

Para o estudo das ressonéncias, sucessivas transformagdes candnicas sdo realizadas com o
objetivo de escrever uma Hamiltoniana reduzida que contenha apenas termos seculares e resso-
nantes. Primeiramente, encontra-se uma Hamiltoniana que pode conter infinitos harmonicos
zonais e tesserais, para que depois seja escrita de forma simplificada, contendo apenas os prin-
cipais harmonicos zonais e tesserais que influenciam uma determinada ressonéncia.

O presente trabalho descreve 6rbitas de movimento regular, as quais podem ser estudadas
pelo sistema dinadmico simplificado, com o estudo dos angulos ressonantes separados e as Or-
bitas com a influéncia de vérios angulos ressonantes, que podem ter movimento irregular e sao
descritas pelo sistema dinamico completo, o qual considera os angulos ressonantes juntos.

No estudo da ressonancia 2:1, o comportamento dindmico de trés angulos ressonantes, as-
sociados ao movimento de satélites artificiais sdo considerados. Na integracdo numeérica, 0s
angulos 9901, 2211 € (2921 associados ao Joo, €, P4211, D221 € Pgo31 associados ao Jyo sdo
estudados.

Na regido de movimento regular, pode-se estudar o sistema dindmico considerando cada an-

gulo critico separadamente. A aparéncia do espago de fase encontrado por integra¢do numérica
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se assemelha ao espacgo de fase do péndulo simples.

Simula¢des numéricas mostram os espagos de fase, ¢y versus a, para diferentes inclinagdes
23° e 55°, e, para a mesma excentricidade, e = 0,001, considerando os harmdnicos tesserais
Joo € Jyo para os angulos criticos ¢oo01 € ¢yo11, respectivamente. Observa-se que, os angulos
criticos ¢4011 t€ém a mesma frequéncia do angulo ¢990; com uma fase diferente. Estes resultados
mostram que as amplitudes aumentam quando a inclinacio varia de 23° a 55°.

Figuras 5.12 a 5.14 mostram as curvas a4, (Gerig+Aa) € apmin (aerie — Aa) para os angulos
ressonantes ¢oo01 € (2211, considerando diferentes inclinagdes e excentricidades. Nestes estu-
dos, as possiveis regides instaveis podem ser visualizadas pela regido delimitada na interseccao
entre as curvas e (Gerig+Aa) € amin (Gerie — Aa) dos angulos ressonantes ¢oo0; € ¢a911. O
comportamento no tempo do semi-eixo maior, excentricidade e argumento do perigeu indicam
movimentos orbitais regular e cadtico, e, 0 comportamento no tempo da constante de integracao
(5 e os expoentes de Lyapunov sdo usados como ferramenta para confirmar os movimentos ir-
regulares.

Analisando os angulos ressonantes ¢ao01, 2211 € Pa001, pode-se verificar que as distancias
de separacdo entre as ressonancias diminuem com o aumento da inclinacdo, indicando que
a inclinac@o estd se aproximando da inclinagdo critica, / = 63°26’. Analisando os dngulos
ressonantes ¢4o11, P4221 € Pg031, w muda o sinal duas vezes, para as inclinagdes, 37° e 72°,
observando uma situacdo diferente relacionada ao harmonico.

Nas simulagdes consideradas no trabalho, quatro casos mostram possiveis movimentos ir-
regulares para C, = —1,467778013 x 10m?/s, C; = —1,467819454 x 101tm? /s, C) =
—1,467765786 x 10''m?/s e C} = —1,467821043 x 10''m?/s. Estudando os expoentes de
Lyapunov, dois casos mostram movimentos cadticos para C; = —1,467819454 x 101m? /s e
Cy = —1,467821043 x 10'1m?/s.

O estudo dos expoentes de Lyapunov € importante para verificar possiveis movimentos ir-
regulares, através da divergéncia de Orbitas vizinhas. Esta andlise € util para trajetdrias especi-
ficas mas, numa verificacdo mais ampla, as regides em que transitam Orbitas irregulares podem
ser detalhadas usando se¢des de Poincaré.

Analisando a contribuicdo dos termos relacionados ao Jy» € observado que, para o valor
de C) = —1,045724331 x 10''m?/s as amplitudes dos termos By 4211, Bya221 € B 231 80
maiores que as dos outros valores de C';. Em outras palavras, para valores maiores de semi-eixo

maior é observado uma menor contribui¢do dos termos relacionados ao harmonico tesseral Jys.
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Dentro da regido onde as ressondncias sdo encontradas, o movimento pode ser cadtico,
mostrando sensibilidade as condi¢des iniciais. Fora da regido de juncio das ressonéncias, as
Orbitas sdo em geral quase-periddicas.

No estudo de orbitas ressonantes na regido LEO, o angulo critico ¢141461 associado ao
problema da ressonédncia 14:1 no movimento de satélites artificiais € investigado. Resultados
mostram os espacos de fase, a versus ¢,, € 0 comportamento no tempo do semi-eixo maior e
do angulo ¢, para o angulo critico ¢141461, associado ao harmonico tesseral Ji414. As condi¢des
iniciais usadas para as inclinagdes sdo 87° e 95° e as excentricidades sdo 0,019 e 0,005, respec-
tivamente. Os valores iniciais do semi-eixo maior sdo ao redor do semi-eixo critico.

Analisando os objetos catalogados satisfazendo o critério estabelecido do periodo resso-
nante maior do que 300 dias, quatro satélites artificiais (16181, 16369, 17527 e 19467) sdo
estudados observando caracteristicas irregulares em suas Orbitas. O comportamento no tempo
dos elementos orbitais sdo usados para verificar as Orbitas destes objetos.

O comportamento no tempo do periodo ressonante dos objetos mostram largas amplitudes,
e consequentemente, os Angulos ressonantes alternam entre curta e profunda ressonéncia.

Virios angulos ressonantes influenciam, simultaneamente, os movimentos orbitais dos ob-
jetos. O comportamento no tempo da inclinagdo, nos casos dos objetos 16181 e 16369, e o
comportamento no tempo da excentricidade, nos casos dos objetos 17527 e 19467, confirmam
as irregularidades em suas 6rbitas. A dinamica orbital do objeto 16369 € primeiramente influ-
enciado por um angulo ressonante na vizinhanca da ressonancia 14:1 mas, depois de quase 330
dias, mais angulos ressonantes surgem, podendo influenciar para que a sua 6rbita seja irregular.

O catélogo TLE dos objetos orbitando a Terra € uma ferramenta importante para estudar os
movimentos orbitais de satélites artificiais e detritos espaciais.

O conhecimento de regides regulares ou estdveis, por volta das ressonancias 2:1 e 14:1,
nas regides de Orbitas média e baixa da Terra, respectivamente, pode ser muito importante
para garantir uma maior seguranga para os movimento orbitais de satélites artificiais e, pos-
sivelmente, um consumo mais baixo de combustivel com manobras orbitais se comparado com

regides instaveis.
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8.1 Trabalhos Futuros

Para trabalhos futuros cabe aprimorar o modelo analitico utilizando outras perturbagdes,
além da causada pelo geopotencial. O uso dos dados de objetos catalogados pode ser mais
explorado no intuito de comparar o modelo desenvolvido com os movimentos orbitais reais dos
objetos orbitando a Terra.

A regido de 6rbitas baixas da Terra possue a maior parte dos objetos catalogados, incluindo
satélites artificiais e detritos espaciais, € merece atencao em relacdo as outras ressonancias,
além da 14:1 estudada no presente trabalho. Outros estudos importantes como a diminuicao
de detritos espaciais na regido, prote¢do a espagonave em operacao, no intuito de evitar co-
lisdes com objetos sem controle e reentrada de objetos no planeta, também podem ser assuntos

relacionados e pertinentes.
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APENDICE A
Dados TLE do NORAD

Neste Apéndice, os dados 2-linhas do NORAD (SPACE TRACK, 2011, 2012), mais co-
nhecidos por TLE, sdo descritos, especificando cada pardmetro que € apresentado no arquivo
de dados associado a um determinado objeto.

Os dados TLE podem ser comparados com o modelo de propagacdo de drbita do satélite
artificial, por exemplo, como tentativa de melhor descricdo do movimento.

Atualmente existem cerca de 10000 objetos catalogados, entre satélites artificias e detritos
espaciais (OSIANDER; OSTDIEK, 2009; IKEDA et al., 2008). Como pode ser visto no pre-
sente trabalho, grande parte desses objetos estdo na regido de 6rbitas baixas da Terra. No estudo
de ressonancias € verificado que a ressonancia 14:1 tem grande importancia na regidao LEO, por
aglomerar a maior parte dos objetos em movimentos orbitais ressonantes. Com este intuito os
objetos catalogados 16181, 16369, 17527 e 19467 sdo estudados no presente trabalho através
dos comportamentos no tempo dos elementos orbitais, periodo ressonante e angulo ressonante.
A Figura A.1 mostra um dos dados TLE do objeto 16181, usado no trabalho, assim como a

descricao de cada parametro encontrado nas 2 linhas.

Deriva de seg. ordem do
Movimente medio

Deriva de prim. ordem do

Movimento médio ’-7
Ano e fragio Coef. Balistico

o dia do ano Tipo de
Efeméride

Designagdo

Internacional Numero do Elemento

e Verif. numerica

—

161811] 850974 [ 11001.17155335] .00000167] 00000-0] 11473-3] 0] 432
16181 [070.963§339.7308[0018546 260 (305]099.8671[14.13224375166189)

[B]

i d
s;;én]_;;oa:;ﬂcial Numero da orbita
e Venf. numeérica
Inclinagéo Movimento
An || médio
Longitude do Argumento do | |média

nodo ascendente| |Excentricidade | |pergeu

Figura A.1: Dados 2-linhas do NORAD do objeto 16181.



150

Na Figura A.1, pode-se visualizar que além do periodo, identificacao do objeto, movimento
médio e dos elementos keplerianos cldssicos, como excentricidade, inclinagdo, longitude do
nodo ascendente e argumento do perigeu, existem outros dados, como coeficiente balistico, por
exemplo, que ndo sdo usados no presente texto, e que portanto sao desprezados. Com isso, o
arquivo de dados mostrado na Fig. A.1 € reescrito, aproveitando apenas os parimetros que sao
estudados. E importante ressaltar que no website Space Track (SPACE TRACK, 2011, 2012),
além dos dados Two-Line Elements, ou, elementos 2-linhas, podem ser encontrados também os
arquivos Three-Line Elements, ou, elementos 3-linhas, porque ele tem a informacao do nome
do objeto em uma linha que antecede as duas linhas mostradas na Fig. A.1. No caso do objeto
16181, no arquivo Three-Line, aparece o nome "COSMOS 16197".

Os dados TLE, mostrados na Fig. A.1, sdo reescritos em apenas uma linha, como mostrado

na Fig. A.2, considerando o niumero do satélite, o periodo da observacao e os elementos orbitais.

Mowvimento -
s Longitude do
Nomero do medio Inclinagio o i
satélite artificial nodo ascendente
|15181|11GD1.1?‘155335 ‘ 1413224375 | 13946 | 70.96330000 lﬁD.DSDiGDDD‘339.?‘9DSDIDDD| 90 36710000 ‘
Ano ¢ fragio Excentricidate Argumento do Saomala
do dia do ano perigen media

Figura A.2: Os dados 2-linhas do NORAD do objeto 16181 sdo reescritos em 1 linha,

considerando o nimero do satélite, o periodo da observacgado e os elementos orbitais.

A partir dos dados 1 linha, como mostrado na Fig. A.2, algumas corre¢des nos elementos
orbitais sdo feitas, considerando algum dos modelos SGP, que pode conter perturbac¢des, como
causadas pelo arrasto atmosférico, por exemplo, na tentativa de corrigir possiveis erros nas
medi¢oes (HOOTS; ROEHRICH, 1980).

Com os dados, mostrados na Fig. A.2, agora corrigidos, o cdlculo dos angulos ressonantes
e dos periodos ressonantes € feito, de acordo a Eq. (3.1). Veja a Fig. A.3, mostrando a identifi-

cac¢do do objeto, o periodo, os elementos orbitais, o periodo ressonante e angulo ressonante.
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Figura A.3: Resultados da 6rbita do objeto 16181 no cdlculo do periodo ressonante e de émkq.

A Figura A.3, mostra o resultado gerado no célculo do periodo ressonante, a partir do angulo

ressonante ¢q49;. Observe que no resultado sdo apresentados, o nimero de identificacio do

objeto catalogado, a época da observagdo, os elementos orbitais, os coeficientes m, k e ¢, que

compdem o dngulo ressonante ¢,,, € 0 periodo ressonante Pres.
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