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Resumo

Neste trabalho propoe-se uma abordagem deterministica baseada no algoritmo de
otimizagao e caos (AOC) e em métodos de gradientes de otimizacao via teoria de Julia,
para a determinacao de miltiplos pontos de 6timos locais em problemas de otimizacao
multimodais com fungdes objetivo nao lineares e nao convexas. O método é testado em
problemas especificos, como o problema de Despacho Econémico (PDE) com carregamento
de pontos de valvula, onde a funcao objetivo, além das caracteristicas de nao linearidade
e nao convexidade, é nao diferencidvel nesses pontos. Para viabilizar a aplicacao dos
métodos mencionados é utilizada a funcao de suavizacao hiperbélica, que aproxima a
fungao valor absoluto senoidal da fungao de custos do PDE, tornando-a diferenciavel. O
método é avaliado e, entre os miltiplos pontos de minimo encontrados no PDE e em outro
problema multimodal testado, sao determinados o pior, o intermediario e o melhor ponto
de minimo que minimizam a fungao objetivo desses problemas. Esses resultados fornecem
uma visao mais abrangente e precisa das solugoes encontradas.

Palavras-Chave: Otimiza¢ao Deterministica, Algoritmo de Otimizacao e Caos, Méto-
dos de Gradientes, Problemas Multimodais, Problema de Despacho Econdmico.






Abstract

In this work a deterministic approach based on the Chaos Optimization Algorithm
(COA) and in optimization gradient methods using Julia’s set theory is proposed for de-
termining multiple local optimal points in multimodal optimization problems with non-
linear and non-convex objective functions. The method is tested on specific problems,
such as the Economic Dispatch Problem (EDP) with valve point loading, where the
objective function, in addition to its nonlinearity and non-convexity characteristics, is
non-differentiable at these points. To enable the application of the mentioned methods a
hyperbolic smoothing function is used to approximate the sinusoidal absolute value func-
tion of the EDP cost function, making it differentiable. The method is evaluated, and
among the multiple minimum points found in the EDP and another tested multimodal
problem, the worst, intermediate, and best minimum points that minimize the objective
function of these problems are determined. These results provide a more comprehensive
and accurate view of the solutions found.

Keywords: Deterministic Optimization, Optimization and Chaos Algorithm, Gradient
Methods, Multimodal Problems, Economic Dispatch Problem..
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CAPITULO

I

Introducao

1.1 Contextualizacao

Na atualidade, a otimizacao desempenha um papel fundamental na resolucao de pro-
blemas em diversas areas de pesquisa e aplicagao. A necessidade de encontrar solugoes
eficientes e de alto desempenho para problemas complexos tem impulsionado o desen-
volvimento de técnicas e algoritmos de otimizacao em diversas areas, como engenharia,
economia, logistica e ciéncia da computacao. Um dos desafios que se enquadra nesse
contexto é a otimizacao de problemas restritos e irrestritos nao lineares, esses problemas
surgem em uma ampla variedade de aplicagoes préticas, e sua resolugao eficiente é essen-
cial para o avanco tecnoldgico e economico. Exemplos de areas em que a otimizagao nao
linear é crucial incluem a engenharia de processos, a alocagao de recursos em empresas,
o planejamento de rotas logisticas e a modelagem de sistemas complexos. Para resolver
problemas de otimizag¢ao nao lineares, existem diversas abordagens e varios métodos dispo-
niveis, entre eles, destacam-se os métodos de gradiente, algoritmos genéticos, otimizac¢ao
por enxame de particulas e meta-heuristicas, entre outros. Cada um desses métodos pos-
sui caracteristicas e capacidades distintas e a escolha do método mais adequado depende
do problema em questao e dos requisitos especificos. No entanto, problemas nao lineares
podem apresentar caracteristicas desafiadoras, como a existéncia de multiplos pontos de
minimo, fung¢oes nao diferenciéveis e restrigoes complexas, como no caso do problema do
despacho economico (PDE) [28], que é da area de engenharia elétrica, cujo objetivo é
determinar qual deve ser o ponto de operacao para a producao de energia elétrica em
cada usina de modo a atender a demanda das cargas e minimizar os custos de produgao.
O PDE pode ser apresentado como:

n

minimize f(Pg) = Z(aiPéﬂ- + b, Pgi+ci) + Z \eisen(fi(PC]\ff” — Pg.i))l

i=1 i=1

sujeito a Z Poi =Py (1.1)
i=1
ngfnSPG,i < Pe

i=1,...,n

cujos detalhes sdo apresentados no Capitulo 6. A funcdo objetivo f(Pg), definida em
(1.1), é nao linear, ndo convexa e nao diferenciavel, devido as expressoes definidas por
fungoes valores absolutos senoidais. Métodos tradicionais de otimizagao (gradiente des-

11
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cendente, Newton, e outros métodos que usam gradiente) podem ficar presos em minimos
locais e nao serem capazes de explorar eficientemente o espaco de busca, para resolver
problemas com multiplos pontos de minimo, como no caso do PDE. Nesse sentido, técni-
cas mais avancadas tém sido investigadas para melhorar o desempenho da otimizacao em
problemas nao lineares, incluindo o uso de algoritmos baseados em fractais e caos.
Fractais e caos sao fendmenos presentes em sistemas dindmicos nao lineares, o caos é
caracterizado pela sensibilidade as condigoes iniciais e pela imprevisibilidade. Algoritmos
de otimizacao baseados em Fractais e caos exploram essas propriedades para realizar
buscas mais abrangentes no espago de solugoes, aumentando a chance de encontrar 6timos
globais ou multiplos pontos de minimo. Esses algoritmos tém sido aplicados com sucesso
em problemas complexos de otimizacao 30|, demonstrando potencial para melhorar a
eficiéncia e a qualidade das solucoes encontradas. Dessa forma, a otimizacao de problemas
restritos e irrestritos nao lineares é uma érea de pesquisa e aplicagao que apresenta desafios
e demanda por abordagens inovadoras. Este trabalho propoe investigar e desenvolver uma
abordagem baseada em técnicas de fractais e caos para a otimizacao desses problemas,
visando superar as limitacoes dos métodos tradicionais e alcancar melhores solugoes.

1.2 Objetivos e Metodologia

Para o desenvolvimento do presente trabalho, a definicao de objetivos e metodologia,
sao de capital importancia.

1.2.1 Objetivos

O trabalho objetiva propor uma abordagem baseada em métodos de otimizagao de-
terministica, associada a métodos de gradientes [28], [31] e de otimizagao e caos [30] via
sistemas dinamicos [9], [10], [13], [24], [15], cuja aplicagao visa a determinagao, dentre
os multiplos pontos de minimo de problemas de otimizacao nao linear, do melhor entre
aqueles que o método determinar a partir de um ponto inicial ou seja, aquele que mais
minimiza a fungao objetivo desses problemas entre os miultiplos pontos de minimo encon-
trados. Para alcancar esse objetivo, os seguintes objetivos especificos foram definidos:

1. Explorar a literatura existente sobre otimizacao nao linear e algoritmos baseados em
fractais e caos: Foi realizada uma revisao abrangente da literatura cientifica para
identificar os métodos, técnicas e algoritmos mais relevantes no campo da otimiza-
¢ao nao linear e da aplicagao de fractais e caos nesse contexto. Isso proporcionou
uma base soélida de conhecimento para embasar o desenvolvimento da abordagem
proposta.

2. Propor uma abordagem de otimizacao baseada em técnicas de Fractais e caos: Com
base na revisao da literatura, foi proposta uma abordagem inovadora que combina
fractais e caos com técnicas de otimizacgao nao linear para lidar com problemas res-
tritos e irrestritos. A abordagem proposta buscou explorar as propriedades cadticas
para realizar buscas mais abrangentes e eficientes no espaco de solugoes, visando
superar as limitagoes dos métodos tradicionais.

3. Implementar e avaliar a abordagem proposta: A abordagem proposta foi implemen-
tada em MATLAB, permitindo sua execucao e avaliacdo em problemas de otimi-
zagao nao linear reais. Foram utilizados conjuntos de dados e anélises disponiveis
nas referéncias [28] e [30]. para avaliar o desempenho e a eficiéncia da abordagem
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foram comparados os resultados numéricos obtidos com os resultados das referéncias
mencionadas.

1.2.2 Metodologia

A metodologia deste trabalho esta dividida em etapas distintas, que sao descritas a
seguir:

1.

Revisao bibliografica: Foi realizada uma revisao detalhada da literatura cientifica
relacionada & otimiza¢@o nao linear [5], [31] e aos algoritmos baseados em Fractais
e caos [30]. Foram consultados artigos cientificos, livros e outros materiais rele-
vantes para identificar os conceitos-chave, os métodos existentes e as abordagens
propostas na area. Essa revisao forneceu o embasamento tedrico necessério para o
desenvolvimento da abordagem proposta.

. Formulacao da abordagem baseada em fractais e caos: Com base na revisao bibli-

ografica, foi formulada a abordagem de otimizagao baseada em técnicas de fractais
e caos. Foram identificados os principais elementos e etapas da abordagem, como
a selecao de mapas caodticos, a definicao de estratégias de busca e a integragao com
algoritmos de otimizacao existentes. A abordagem proposta foi detalhadamente
descrita e fundamentada teoricamente.

. Estratégias consideradas:

e A utilizacao de métodos baseados em gradientes bem como considerar fungoes
de suavizacao para o tratamento de fungoes que contém valores absolutos.

e Para a determinacao dos pontos de minimo utiliza-se como estratégia o algo-
ritmo de otimizagao de caos (AOC) definido em [30], o qual é baseado na teoria
de fractal (Conjunto de Julia) em sistemas dindmicos. Este método é baseado
no fato de que a dependéncia sensivel da condic¢ao inicial de uma técnica de
determinacao de solugoes, por exemplo a resolucao do sistema Newton de di-
recoes de busca e da determinacao de uma nova solucao a partir de uma dada
solucao inicial, tem uma natureza fractal e os passos definidos nessas dire¢oes
podem ser controlados por esse algoritmo.

. Implementacao e experimentagao: A abordagem proposta foi implementada em

MATLAB e Python, que sao linguagens de programacao adequadas para otimizagao
nao linear. Foram realizados experimentos utilizando conjuntos de dados disponiveis
em [28] e [30].

Conclusoes e trabalhos futuros: Com base na analise dos resultados, foram elabo-
radas conclusoes finais sobre a eficacia da abordagem proposta. Foram destacados
os principais resultados obtidos, as contribui¢oes do trabalho para a area de otimi-
zaGao nao linear e as possiveis dire¢oes para trabalhos futuros, como a extensao da
abordagem para outros tipos de problemas ou a combinacao com outras técnicas
avangadas.

A metodologia proposta visa garantir um processo rigoroso e sistematico de pesquisa e
desenvolvimento, permitindo a validacao dos resultados obtidos e a obtenc¢ao de conclusoes
confidveis sobre a eficacia da abordagem baseada em técnicas de fractais e caos para a
otimizacao nao linear
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1.3 Contribuicoes Esperadas

Este trabalho visa fornecer as seguintes contribui¢oes no campo da otimizagao nao
linear e aplicacao de técnicas de fractais e caos:

1. Contribuicao tedrica: Uma contribuicao teérica foi feita por meio da revisao abran-
gente da literatura existente sobre otimizacao nao linear e algoritmos baseados em
fractais e caos. Essa revisao permitira a identificagao e sintese dos principais concei-
tos, métodos e abordagens propostas nessa area, fornecendo uma visao abrangente
do estado atual do conhecimento. Além disso, a formulacao da abordagem baseada
em técnicas de fractais e caos proposta neste trabalho contribuird para o avango
tedrico ao combinar fractais e caos com técnicas de otimizacao deterministica para
lidar com problemas nao lineares.

2. Contribuicao metodolégica: Uma contribuicao metodolégica foi feita por meio do
desenvolvimento e implementacao da abordagem baseada em técnicas de fractais
e caos para a otimizac¢ao nao linear. A metodologia proposta abrangera a selegao
de mapas cadticos, estratégias de busca e integracao com algoritmos de otimizagao
existentes. A implementacdo e experimentacao da abordagem permitirao avaliar
seu desempenho em problemas reais e comparé-lo com métodos tradicionais de oti-
mizagao, contribuindo para o desenvolvimento de novas ferramentas e técnicas para
resolver problemas complexos.

3. Contribuicao pratica: Uma contribuicao prética foi feita por meio da aplicacao da
abordagem proposta em problemas reais de otimizacao nao linear. A avaliagao
da eficacia da abordagem em conjuntos de dados disponiveis na literatura (28] e
[30]) permitira verificar sua capacidade de encontrar solugdes de alta qualidade, em
tempo razoavel, e superar as limitagoes dos métodos tradicionais. Essa contribuicao
pratica pode ter impacto direto na resolucao de problemas complexos em areas como
engenharia, economia, ciéncias da computacao e outros campos onde a otimizacao
¢ essencial.

4. Contribuicao para futuras pesquisas: Este trabalho também pode contribuir para
futuras pesquisas no campo da otimizac¢ao nao linear e aplicacao de técnicas de frac-
tais e caos. As conclusoes obtidas ao longo do estudo podem inspirar e direcionar
trabalhos futuros, como a extensao da abordagem proposta para problemas especi-
ficos, a combinacao com outras técnicas avancadas de otimizagao ou a investigacao
de novas aplicacoes da abordagem baseada em fractais e caos. Essas contribuicoes
podem fornecer novas dire¢oes e oportunidades para avancar ainda mais o conheci-
mento nessa area.

Portanto, as contribuicoes esperadas deste trabalho abrangem tanto o avancgo teo-
rico quanto o desenvolvimento pratico no campo da otimizacao nao linear, oferecendo
uma abordagem inovadora baseada em técnicas de fractais e caos, contribuindo para o
aprimoramento das solu¢oes de otimizacao em problemas complexos e desafiadores.

1.4 Organizacao do Trabalho

Este trabalho esta organizado em seis capitulos, conclusao, referéncias e apéndices,
com o objetivo de fornecer uma estrutura clara e logica para a apresentacao dos resultados
obtidos. A seguir, descrevemos brevemente o contetido de cada capitulo.
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O Capitulo 1 é a Introducao do trabalho em estudo, este capitulo apresenta uma visao
geral do tema de pesquisa, destacando sua importancia e relevancia. Além disso, sao
apresentados os objetivos do trabalho, metodologia, a contextualizagao do problema e as
contribuigoes esperadas.

O Capitulo 2 do trabalho aborda os espagos métricos e seus conceitos fundamentais.
Sao explorados aspectos como distancia, métrica, completude e compacidade. Para emba-
sar teoricamente esses conceitos, foram utilizadas as referéncias [17], [25] e [26]. Ao longo
do capitulo, essas referéncias foram utilizadas para fundamentar e aprofundar os topicos
abordados. Foram discutidos exemplos concretos e aplicagoes praticas dos espagos métri-
cos, fornecendo uma base sélida para compreender e aplicar os conceitos apresentados em
capitulos subsequentes.

O Capitulo 3 do trabalho aborda o tema da otimizacao nao linear, que envolve a
busca pela melhor solugao em problemas onde as restrigoes e/ou a fungao objetivo sao nao
lineares. Para embasar teoricamente esse tema, foram utilizadas as seguintes referéncias:

e [5]: Esta referéncia apresenta os fundamentos da programagao nao linear, incluindo
técnicas de otimizagao e algoritmos para encontrar solugoes 6timas. Sao discutidas
diferentes abordagens, como métodos de ponto interior e métodos de gradiente, além
de exemplos e aplicagoes.

e [27]: Nesta referéncia, o autor explora os principais conceitos da otimiza¢do nao
linear, abordando desde a formulacao matemaética do problema até a aplicagao de
algoritmos para encontrar solugoes. Sao apresentados métodos classicos, como o
método de Newton e o método dos minimos quadrados.

e [30]: Esta referéncia discute a aplica¢do de técnicas de otimiza¢ao nédo linear em
sistemas cadticos, nomeadamente o Algoritmo de otimizagao e caos (AOC), e o
algoritmo de otimizacao e caos via Julia (AOC via Julia), também sdo exploradas
propriedades interessantes desses sistemas.

e [31]: Nesta referéncia, o autor apresenta conceitos matematicos relevantes para a
otimizacao nao linear, como calculo multivaridvel e métodos de otimizacao. Sao
discutidos topicos como pontos criticos, gradiente e Hessiana, fornecendo uma base
solida para compreensao do assunto.

Ao longo do capitulo, essas referéncias foram utilizadas para fornecer embasamento teé-
rico e pratico sobre otimizacao nao linear. Foram apresentados conceitos, algoritmos e
exemplos de aplicagao, permitindo compreender os desafios e abordagens utilizadas nessa
area de estudo.

O Capitulo 4 do trabalho aborda o tema dos fractais e do caos, explorando suas
propriedades e aplicacoes, onde o Conjunto de Julia é de capital importancia. Para
embasar teoricamente esse tema, foram utilizadas as seguintes referéncias:

e [4]: Nesta referéncia, o autor explora de forma abrangente os conceitos dos fractais e
sua aplicacao em diversos campos, como matematica, fisica, biologia e computagao.
Sao discutidos algoritmos de construcao de fractais e propriedades interessantes
dessas estruturas.

[3]: Esta referéncia aborda especificamente a compressao de imagens utilizando
técnicas fractais. O autor explora os fundamentos tedricos desse método e sua
aplicacao préatica, proporcionando uma compreensao profunda dessa érea.
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e [8]: Nesta referéncia, o autor discute as aplicagoes dos fractais em vérias areas
das ciéncias naturais e aplicadas. Sao abordados exemplos de fractais presentes na
natureza, bem como sua modelagem e analise matemética.

e [10]: Nesta obra introdutoria, o autor explora os conceitos do caos e sistemas di-
namicos cadticos. Sao discutidas as propriedades do comportamento cadtico, como
a sensibilidade as condicoes iniciais, e apresentados exemplos concretos de sistemas
caoticos.

e [13]: Esta referéncia aborda os fundamentos matematicos da geometria fractal, for-
necendo uma base sélida para compreensao e analise dessas estruturas. Sao discuti-
dos conceitos como dimensao fractal, conjuntos auto-similares e aplicacoes em areas
como a fisica e a biologia.

e [24]: Nesta referéncia, o autor apresenta uma introdugdo a dinamica dos fractais,
onde é apresentado o conjunto de Julia, explorando conceitos e propriedades desse
conjunto.

Ao longo do capitulo, essas referéncias foram utilizadas para fornecer uma abordagem
tedrica e pratica sobre os fractais e o caos. Foram apresentados conceitos fundamentais,
exemplos de estruturas fractais, aplicagoes em diversas éreas do conhecimento em relacao
a fractais e caos.

O Capitulo 5 do trabalho explora os métodos de otimizacao baseados em fractais e
caos. Esses métodos sao inspirados nas propriedades das estruturas fractais e na natureza
cadtica de certos sistemas. Para embasar essa discussao, foram utilizadas as referéncias

[13], [15], [24], [30] e [31], onde:

e [15]: Essa referéncia explora a aplicacao de métodos cadticos e fractais na engenha-
ria. Foram utilizados conceitos e técnicas descritos pelo autor, para compreender
como essas abordagens podem ser adaptadas para a resolucao de problemas de oti-
mizagao.

e [30]: Nessa referéncia, sdo discutidos os fundamentos tedricos da dinamica caotica
de funcoes. Sao utilizados conceitos e técnicas dessa obra para compreender como
a natureza caodtica dos sistemas pode ser explorada em métodos de otimizagao, o
autor descreve os Métodos de otimizacao baseados em fractais e caos via conjunto
de Julia.

Ao longo do capitulo, essas referéncias foram utilizadas para discutir os métodos de oti-
mizacao baseados em fractais e caos. Sao apresentadas as principais ideias por tras desses
métodos, suas vantagens e desafios, além de exemplos praticos de sua aplicagao em pro-
blemas de otimizagao.

No capitulo 6, sao apresentados e discutidos os resultados numéricos obtidos a partir
da aplicacao dos métodos de otimizacao baseados em fractais e caos. Sao comparados os
resultados obtidos no trabalho com os resultados das referéncias [28] e [30]. Além disso,
sao apresentados as trajetorias de pontos, tendo em conta os ciclos do algoritmo proposto
no trabalho.

Na conclusao, sao apresentadas as principais conclusoes do trabalho, destacando as
contribuicoes alcancadas, os resultados obtidos e as possiveis diregoes para pesquisas
futuras. Sao ressaltadas as principais contribuigoes teodricas, metodoldgicas e praticas
deste estudo. Estao listadas as referéncias bibliograficas utilizadas ao longo do trabalho,
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por fim o Apéndice, onde sao apresentados os codigos em MATLAB e python, usados
para a execucao de algoritmos e graficos.

Dessa forma, concluimos o Capitulo 1 apresentando uma introdug¢ao ao nosso traba-
lho. No préximo capitulo, abordaremos Espagos Métricos, explorando topicos preliminares
essenciais para o nosso estudo, como sequéncias, convergéncia, compacidade e completude
em espagos de dimensao finita, entre outros assuntos relevantes.






CAPITULO

2

Espacos Métricos

De acordo com [17], um espago métrico é um conjunto X com uma métrica. A métrica
associa qualquer par de elementos (pontos) de X a uma distancia. Uma métrica é definida
por axiomas, que definem uma série de propriedades ligadas a distancia entre dois pontos
na reta real R ou no plano complexo C.

Neste capitulo sao apresentados varias defini¢oes e conceitos que servirao de base para
estudos posteriores, para o desenvolvimento do capitulo, as principais referéncias sao [17|
e [25].

2.1 Espaco Métrico

De acordo com [17], no calculo sao estudadas fungoes, denominadas como fungoes
distancia, que podem ser representadas por d, em que para cada par de elementos x,y do
dominio de d podem ser associados a uma distancia d(x,y) dada por d(z,y) = |z — y|.

Defini¢ao 1. Um espago métrico (X, d) é um conjunto X com uma fun¢io d : XxX — R,
que mede a distdncia entre dois pontos x,y € X. Onde d satisfaz os sequintes aziomas:

a) 0 <d(z,y) < oo, Va,ye X, x#y. Este arioma estabelece que d é um nimero
real, finito e nao negativo.

b) d(x,x) =0, V x € X. Este axioma estabelece que a distincia de um elemento para
St Mmesmo € zero.

c) d(x,y) =d(y,z), ¥V z,y € X. Este € o axioma da simetria, ou seja, a distdncia de
x avy €igual a distancia dey a x

d) d(z,y) < d(z,2z) +d(z,y), ¥ z,y,z € X. Este ultimo azioma € conhecido como a
desigualdade triangular.

Exemplo 1. (Métrica Euclidiana): Métrica que € muito usada, na qual, se considerarmos
o espago métrico (R™,d), para algum n € N, entao ela é definida da forma:

=1

no qual z,y ER™ ex = (T1,. .., Tiy oo Tn), Y= Y1y ooy Yis -y Yn)-

19
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Exemplo 2. (Espago de Fungoes Cla,b]): Dado um conjunto X, tomemos o conjunto
de todas as fungoes x,y, ... de varidvel real, em que cada uma das fungoes tem varidvel
independente t, sao definidas e continuas num dado intervalo J = [a,b]. Assim sendo, a
métrica escolhida é definida por:

d(z,y) = mazx|x(t) —y(t)|,t € J

Definicao 2. Duas métricas di e ds num espaco X sao equivalentes se existem constantes
0 < e <cg < oo de forma que

crdi(z,y) < do(,y) < coda(w,y), V (2,y) € X x X,

Definigao 3. Dois espagos métricos (Xy,dy) e (Xa,da) sdo equivalentes se eviste uma
fungao h : X1 — Xy bigetora e, portanto, invertivel, na qual a métrica d; em Xy definida
por:

di(2,y) = dy(h(x), h(y)), ¥V 2,y € X4

€ equivalente a d;.

2.2 Conjunto Aberto, Conjunto Fechado, Vizinhanca

Nesta sec¢ao, veremos algumas definicoes importantes sobre conjuntos.

Definigao 4. (Bola e Esfera):

Dado um ponto x¢ € (X,d) e um nimero real € > 0, definiremos tréz tipos de conjun-
tos:

(a) B(zo,€) = {x € X|d(x,70) < €} (Bola Aberta)

(b) B(zg,€) = {x € X|d(z, ) < ¢} (Bola Fechada)

(c) S(zo,€) = {z € X|d(x,x0) = €} (Esfera)

Definigao 5. (Conjunto Aberto, Conjunto Fechado) Um subconjunto M de um espago
métrico X € aberto se contiver uma bola aberta em torno de cada um de seus pontos. Um
subcongunto K ¢é dito fechado se o seu complementar (em X ) é aberto, Isto é, K¢ = X — K

Definigao 6. (Vizinhanga): Uma bola aberta B(xg, €) de raio € € frequentemente chamada
de vizinhanca de xq.

Definigao 7. (Ponto interior): Dizemos que xy € um ponto interior de M C X, se M é
uma vizinhanga de xo. O interior de M é o conjunto de todos os pontos interiores de M
e € denotado por M° ou int(M ).

Definigao 8. A fun¢ao f : Xy — Xy de um espago métrico (X1,dy) para um espaco
métrico (Xo,ds) € continua se, para cada € >0 e x € Xy, existe um § > 0 tal que

di(r,y) <0 = do(f(), f(y)) <e.

Se f ¢ bijetora e entdao invertivel e ainda, se sua inversa f~! também for continua,
entao, dizemos que f é “Homeomorfismo” entre X; e X,. Nesse caso, dizemos que X; e
X, sao homeomorfos.

Dizer que dois espacos sao equivalentes é mais forte que dizer que sao homeomorfos.
Para ser equivalente, precisa existir uma restrita relacao entre € e ¢ independente de x.

Definigao 9. (Ponto de acumulagao): Seja M um subconjunto de um espago métrico X .
Entao um ponto xo de X (que pode ou ndao ser um ponto de M) é chamado de ponto de
acumulagao de M (ou ponto limite de M ) se cada vizinhanga de xo contém pelo menos
um ponto y € M distinto de xo. O conjunto formado pelos pontos de M e os pontos de
acumulacio de M é chamado de fechamento de M e é denotado por M
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Deﬁnigéo_ 10. (Conjgunto Denso): Um subconjunto M do espago métrico X é dito denso
em X se M = X.

Defini¢ao 11. (Espaco Métrico Separdvel): O espago métrico X € separdvel se tem um
subconjunto enumerdvel que € denso em X.

Exemplo 3. Um exemplo de espago métrico separdvel € o espago métrico dos niumeros
reais, denotado por R. O subconjunto enumerdvel denso em R é o conjunto dos nimeros
racionais Q. Em outras palavras, o conjunto dos nimeros racionais € denso em R, o que
significa que qualquer nimero real pode ser aprorimado arbitrariamente por um niumero
racional.

2.3 Sequéncias de Cauchy

De acordo com [17], as sequéncias de numeros reais desempenham um papel muito
importante no calculo, e é a métrica em R que nos permite definir o conceito basico de
convergéncia de tal sequéncia

2.3.1 Sequéncia convergente, Limite

Definicao 12. Uma sequéncia (x,) num espago métrico X = (X,d) € convergente se
eriste um x € X tal que

lim d(z,,z) =0

n—oo

x é denominado de limite de (z,) e podemos escrever

lim z, =z
n—o0

ou simplesmente

Ty — T.

Dizemos que (z,) converge para x ou tem limite x. Se (z,,) ndo é convergente, ¢ dita
divergente.

Lema 1. Dado X = (X,d) um espago métrico, entao:
(a) Uma sequéncia convergente em X € limitada e seu limite € unico.
(b) Se x,, =z ey, =y em X, entio d(xp,y,) — d(z,y).

Demonstragao. (a) Vamos supor que x, — z. Entao, tomando ¢ = 1, podemos
encontrar um N tal que d(x,,z) < 1 para todo n > N. Assim sendo, pela desi-
gualdade triangular (axioma d), para todo m nés teremos que d(z,,z) < 1+ a, onde
a = max {d(z1,x),...,d(xy,z)}. Isso mostra que (z,) é limitada. Assumindo que z,, — x
e xr, — z, no6s obtemos 0 < d(x, z) < d(z,z,) + d(x,,2z) = 0+ 0, logo z = z 0 que prova
que o limite é dnico.

(b) Pela desigualdade triangular, temos que

d(Tp, Yn) < d(y, 37) +d(z,y) + d(y, Yn)

Assim obtemos

d(Tn, yn) — d(z,y) < d(zn, ) + d(Yn, y)
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obteremos uma desigualdade similar trocando z,, e x assim como y,, e y e multiplicando
por —1. Teremos que

|d(2n, yn) — d(z,y)| < d(2n, ) + d(yn,y) = 0

Comn—00 ®

2.3.2 Sequéncia de Cauchy

Definicao 13. Uma sequencia {x,}5°, de pontos num espago métrico (X, d) é chamada
de “Sequéncia de Cauchy” se, dado qualquer nimero € > 0, existe um inteiro N > 0, tal
que

d(xp, ) < €, ¥ n,m> N.

Em outras palavras, na medida em que n — oo mais proximos seus elementos estarao.

Teorema 1. Se a sequéncia de pontos {x,}2, num espago métrico (X, d) converge para
um ponto x € X, entdo a sequéncia {x,}>°, € de Cauchy.

Demonstragao. Como a sequéncia {x, }>2; converge para um ponto z € X, entdo, para
todo €y > 0, existe n > N de forma que d(z,,z) < €. Considere agora que para cada €

€ €
existe um € de forma que ¢y = 3 Assim, d(z,, ) < 3 Suponha entao m,n > N, logo, a

partir da Defini¢do 1 item (d):

d(xn7xm) < d([En,[E) + d(fﬁm,l‘) < % + % = €.

Portanto, d(x,, ) < €, ou seja, {z,}7°, é de Cauchy. =

Definigao 14. Um espago métrico é completo se toda sequéncia de Cauchy {x,}32, em
X possui um limite x € X.

Em outras palavras, o limite existe e pertence ao espago em que a sequéncia esta.
Entao, se {x,}22, ¢ uma sequéncia de Cauchy de pontos em X e este espago é completo,
existe um ponto z € X de forma que, para todo € > 0, a bola fechada B(x,€) contém z,,.

Exemplo 4. O espaco métrico que apresentamos anteriormente, o R™ com a métrica
Fuclidiana € um exemplo de espaco métrico completo.

Exemplo 5. Um exemplo de espago métrico que nao é completo é o espago métrico dos
nimeros racionais com a métrica usual d(z,y) = |x —y|. Este espa¢o métrico é denotado
por Q e é um subconjunto de R (o conjunto dos nimeros reais). Para ver que @ ndo
¢ completo, considere a sequéncia de Cauchy (3,3.1,3.14,3.141,3.1415, ...), que € uma
sequéncia de nimeros racionais que se aprorima de 7 (o mumero irracional). Embora
essa sequéncia seja de Cauchy em @), ela nao converge para nenhum nimero racional,
pois ™ nao € um numero racional. Portanto, a sequéncia de Cauchy ndao possui limite
em @ e, portanto, ) nao € completo. Isso significa que existem sequéncias em @) que
sao de Cauchy, mas nao tém limite em @, e, portanto, nao € possivel encontrar uma
convergéncia dentro de () para elas.

O Exemplo 5, é um exemplo importante de espaco métrico incompleto, pois mostra
que nem todos os espagos métricos sao completos e que a completude é uma propriedade
fundamental para muitos teoremas importantes na analise matematica.
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2.4 Conjuntos Compactos

Definigao 15. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). S é compacto
se toda sequéncia infinita {x,}5°, contém uma subsequéncia convergente com limite em

S.

Definigao 16. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). S € limitado
se existe um ponto a € X e um numero R > 0, tal que

dla,z) < R, Vx €8S.

Definigao 17. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). S € totalmente
limitado se, dado € > 0 existe um conjunto finito de pontos {yi,ys,...,yn} C S tal que,
para todo x € S, d(x,y;) < € para algum y; € {y1,Y2, .., Yn}-

Em outras palavras, um conjunto S ser totalmente limitado significa que podemos
“cobri-lo” totalmente com um ntmero finito de bolas abertas de raio r (quantas forem
necessérias), de forma que a intersecgao entre S e a uniao de todas as bolas abertas seja
o proprio S. Assim, o ponto que esta no centro de cada uma delas, que podemos chamar
de y;, formam o conjunto e-net.

A seguir apresentamos o “Principio da casa dos pombos”, que usaremos para demons-
trar o Teorema 3.

Teorema 2 (Principio da casa dos pombos). Se |A| > |B| (o conjunto A tem mais
elementos do que o conjunto B), entao, para cada funcao f : A — B existe pelo menos
dois elementos de A que sao levados a um mesmo elemento de B pela f.

Demonstragao. Suponha, por contradigao que nenhum elemento b € B é obtido por
mais de um elemento a € A. Como f é uma fungao, todos os elementos de A precisam de
pelo menos uma imagem em B, entao, para todos os elementos a € A, existe b € B, tal
que b = f(a), assim, ou A e B possuem o mesmo nimero de elementos ou B possui mais
elementos que A, ou seja, |A| = |B| ou |A| < |B|. Uma contradigao, pois |A| > | B|.

Portanto, ao menos um elemento de B é imagem de pelo menos dois elementos de A. =

Em outras palavras, se m pombos sao colocados aleatoriamente em n caixas diferentes
e m > n, entao, certamente uma das caixa terd mais que um tnico pombo. Por ser um
evento aleatorio, pode ocorrer de todos os pombos estarem em uma tnica caixa, assim
como podem estar distribuidos de forma semelhantes, mas, como o niimero de pombos é
maior, uma das caixas terd mais que um pombo.

Teorema 3. Sejam (X, d) um espago métrico completo e um subconjunto S C X. Entdo
S € compacto se e, somente se, € fechado e totalmente limitado.

Demonstragao. Suponha que S é fechado e totalmente limitado.

Seja {x, € S} uma sequéncia infinita qualquer de pontos em S. Como S ¢é totalmente
limitado, podemos achar uma colecao finita de bolas abertas de raio r = 1 centradas em
cada ponto y; € {y1,y2,...,yn} C S, de forma que S é contido na unido de todas elas.
Como possuimos infinitos elementos z,, e apenas uma colecao finita de bolas abertas,
temos mais pontos z,, do que bolas abertas, assim, pelo “Principio da casa dos pombos”
(Teorema 2), uma dessas bolas tera infinitamente muitos dos pontos z,, vamos chama-la
de B;.

Agora, escolha N para que xy, € By. Entao, para algum i, B; = Bi(y;, 1), ou seja,
d(xp,,y;) < € (pois, S é totalmente limitado), mas zx,,y; € B1 NS, ou seja, este conjunto
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também é totalmente limitado.

Assim, de forma analoga, podemos cobrir B; N'S por um conjunto finito de bolas de raio

1
3 Pelo “Principio da casa dos pombos”, uma das bolas conteréd infinitamente muito dos

pontos x, € By NS, seja ela nomeada de B;. Escolha agora um N, > Nj, de forma
que xy, € By. Portanto, com um argumento semelhante ao ja utilizado, afirmamos que
By N (B NS) é totalmente limitado.
De forma indutiva, continuamos esse processo, gerando uma sequéncia de conjuntos en-
caixados:

BlDBgDBgDB4D-~-DBnD~--

Para simplificar a notacao, considere B, = B, N B,,_1N---N By NS.

Assim, B, tem raio r = e existe uma sequéncia de inteiros { N, }°° , tal que zy, € By,

n—1
ou seja, podemos criar a sequéncia {xy, } - . Pela forma como foi definido cada zy,,, te-
mos que ela é uma subsequéncia de {z,}, e ainda, podemos afirmar que é uma sequéncia

de Cauchy em S, pois, visto que zy,, ., 2N, € By,, temos que d(zn, . ,,ZN,) < < €,

2n—1
para um certo e.

Como S é fechado e {zy,} ¢ de Cauchy, entdo ela converge para um ponto z € S. Em
outras palavras, dado uma sequéncia qualquer de S, existe uma subsequéncia convergente

com limite em S. Portanto, S é compacto.

Suponha agora que S é compacto e, por contradi¢ao, que nao exista um e-net para S.
Entdo, existe uma sequéncia infinita de pontos {x, € S} com d(z;,x;) > €, Vi # je
e > 0. Mas essa sequéncia deve possuir uma subsequéncia convergente {xy.}, pois S é
compacto. Pelo Teorema 1 essa subsequéncia ¢ de Cauchy e entao, podemos achar um
par de inteiros N;, Nj com N; # Nj tal que d(xy;, zn;) < €. Mas d(zn,, Tn,) > €, gerando
uma contracao. Entao existe um e-net, ou seja, S é totalmente limitado. m

Exemplo 6. Um exemplo cldssico de um conjunto compacto € o intervalo fechado [0,1] na
reta real. Este conjunto é limitado, ou seja, estd contido em um intervalo de comprimento
finito, e € fechado, ou seja, contém todos os seus pontos de acumula¢ao. Para mostrar
que [0, 1] € compacto, vamos usar o Teorema 3, que nos dd a garantia de que um conjunto
em R é compacto se, e somente se, ele € fechado e limitado. No caso do intervalo [0, 1],
podemos ver que ele € limitado, pois estd contido no intervalo [—1,2]. Além disso, podemos
mostrar que € fechado, observando que ele contém todos os seus pontos de acumulagdo, ou
seja, se uma sequéncia de nimeros reais converge para um ponto fora de [0, 1], entao essa
sequéncia nao pode estar contida em [0,1]. Assim, [0, 1] € limitado e fechado, e portanto
€ compacto.

O Exemplo 6 é muito importante, pois muitos teoremas na analise real e funcional
dependem da compacidade de conjuntos para provar resultados importantes.

Exemplo 7. O conjunto dos nimeros reais R, considerado com a métrica usual d(z,y) =
|z — yl|, nao é compacto.

Podemos ver que R nao é compacto observando que a sequéncia (n) de nimeros inteiros
nao possui sub-sequéncia convergente dentro de R. Ou seja, nao podemos escolher uma
subsequéncia finita de (n) que converja para um ponto em R. Isso ocorre porque a distincia
entre dois niumeros inteiros consecutivos € sempre 1, enquanto a distdncia entre qualquer
numero real e um numero inteiro € sempre maior ou igual a % Essa propriedade impede
que qualquer subsequéncia de (n) possa convergir para um ponto em R. Portanto, nao hd

subsequéncia convergente de (n) em R, e R ndo é compacto.
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2.5 Conjuntos Conexos

Definigao 18. Um espago métrico (X, d) € conexo se 0s inicos dois subconjuntos de X que
sao simultaneamente abertos e fechados sao os conjuntos X e @. Um subconjunto S C X
é conexo se o espago métrico (S,d) é conexo. S € desconexo se ele nao € conexo. S é
totalmente desconexo se 0s 1unicos subconjuntos conexos nao vazios de S sao subconjuntos
formados por apenas um ponto.

Definigao 19. Seja S C X um subconjunto de um espago métrico (X,d). Entao, S é
conexo por caminho se, para todo par de pontos x ey em S, existe uma fungao continua
f:10,1] — S, do espago métrico ([0,1], Euclidiana) em (S,d), de forma que f(0) = x e
f(1) =y. Tal fungdo f € chamada de caminho de x ay em S. S € desconexo por caminho
se nao € conexo por caminho.

Também pode-se definir simplesmente conexo e multiplicadamente conexo. Seja S conexo
por caminho. Um par de pontos x,y € S ¢é simplesmente conexo em S se, dado quaisquer
dois caminhos fy e fi; conectando =,y € S, podemos continuamente deformar f;, em f;
sem sair do subconjunto S. O que significa que:

Dado pois pontos z,y € S e dois caminhos fy, fi € S conectando z,y. em outras
palavras, fo, fi sdo duas fungbes continuas indo de [0,1] em S de forma que f,(0) =
f1(0) =z e fo(1) = f1(1) = y. Uma deformacao continua de fy e f; dentro de S, significa
uma funcao g de [0, 1] x [0, 1] para S, entao:

a) g(s,0) = fo(s), para (0 < s <1);
b) g(s,1) = fi(s), para (0 < s < 1);
¢) g(0,£) =z, para (0 <t < 1);
d) g(1,t) =y, para (0 <t < 1).

Entao, dizemos que dois pontos z,y em S sao simplesmente conexos em S se, dado dois
caminhos fy, fi indo de x para y em S, existe uma funcao g que acabamos de definir.

Se x, y nao sao simplesmente conexos em S, entao dizemos que x, y sao multiplicadamente
conexos em S.

S ¢é chamado de simplesmente conexo se todo par de pontos x,y em S sao simplesmente
conexos, do contrario, é chamado de multiplicadamente conexo.

Exemplo 8. Considere o conjunto A = (z,y) € R?* | 2% +y* < 1. Este conjunto € o inte-
rior da circunferéncia unitdria no plano cartesiano, e € um exemplo de conjunto conezo.
Para ver isso, podemos mostrar que, para qualquer dois pontos p,q € A, existe um caminho
continuo dentro de A que liga p e q. Podemos construir esse caminho sequindo uma reta
que liga p e q caso estes pontos sejam distintos. Caso contrdrio, p = q e o caminho serd
reduzido a um ponto. Dessa forma de acordo com a Definicao 19, o conjunto A é conexo,

uma vez que qualquer par de pontos em A pode ser ligado por um caminho continuo dentro
de A.

Exemplo 9. Considere o conjunto A = (z,y) € R? | 22 +y? < 1U(z,y) e R? | 22 + (y — 2)? < 1.
Este conjunto € a uniao de duas circunferéncias unitdrias com centros separados vertical-

mente por uma distancia de 2 unidades, e nao € conexo. Para ver isso, podemos mostrar

que existem dois conjuntos disjuntos nao-vazios U e V em R? que sio abertos em A e

cuja uniao € A. Podemos escolher U e V' da sequinte forma:

U= (z,y) € A|y<1Eé€o conjunto que contém apenas os pontos dentro da circunferéncia
inferior. V.= (z,y) € A|y>1 € o conjunto que contém apenas os pontos dentro da
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circunferéncia superior. Esses conjuntos sao disjuntos, nao-vazios e abertos em A. Além
disso, a uniao de U eV € igual a A. Portanto, A nao € conexo, jd que podemos separd-lo
em dois conjuntos disjuntos nao-vazios abertos.

O Exemplo 9, ilustra a importancia da nogao de conexidade em topologia. A conexidade
é uma propriedade importante para a continuidade e a analise de fungoes em espagcos
topologicos, e muitas vezes ¢ utilizada em provas e definigoes de conceitos fundamentais
em matematica.

2.6 Contracao em Espacos Métricos

Defini¢ao 20. Uma transformagao f: X — X num espago métrico (X, d) é chamada de
contracgao se existe uma constante 0 < s < 1 de forma que:

d(f(z), f(y) < s-d(z,y), Yaz,yeX.

O numero s é chamado de fator de contragao de f.

Seria conveniente falar do maior e do menor niimero de um conjunto de ntmeros reais.
Porém, um conjunto como S = (—o0, 3) néo possui nenhum dos dois. Para isso, segue a
definicao.

Definicao 21. Seja S um conjunto de nimeros reais. Entao, o infimo de S é —oo se
contém numeros arbitrariamente maiores. Caso contrdrio, o infimo serd max{x € R :
r<s Vse&S} OinfimodeS sempre existe, por causa da natureza do sistema dos
numeros reais, e € denotado por inf S. O supremo de S é similarmente definido, € igual
a +00, caso necessdrio ou € igual a min{z € R: x > s V s € S} e € denotado por sup S.

Teorema 4 (Teorema da Contragao). Seja f : X — X wma contracao num espago
métrico completo (X, d). Entdo f possui exatamente um ponto fizo vy € X e ainda, para
cada ponto x € X, a sequéncia {f*(x): n=1,2,...} converge para xy. Ou seja:

lim f*(z) =25, VzeX

n—oo

Demonstragao. Seja asequéncia {x,} = {xg, 1 = f(x0), 2 = f(x1), -.., Tns1 = f(x0), ...

que ¢ equivalente a { f"(z)}, basta observar que f"(zg) = f*1(f(x)) = f" (z) =--- =
f(2n—1). Queremos provar que ela é convergente.

Como f é uma contragao, entao, existe uma constante 0 < s < 1 de forma que d(f(z), f(y)) <

s-d(x,y), assim:
d(ni1,2n) = d(f(2n), f(2n1)) < sd(tn, wna) = sd(f(2n-a), f(2n-2))
< 52d(xn*17 $n72) = 52d(f($n72)> f(xnf?)))
é s"d(zq, xg).

Ou Sejaa d(xn+17xn) < Snd(xlu Sl?())-
Agora, para p > 0:

d(iﬂn, xn—i—p) S d<$na xn—i—l) + d(mn—i-l; xn+2) + -+

+ d(@ntp-2, Tnap-1) + A(Tnsp-1, Tnip).
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Continuando o raciocinio e utilizando o fato de que dada uma sequéncia finita da forma

(com q # 1) {a,} = {a1, a1q, a1¢?, ..., a1q™}, a soma de todos os seus termos ¢ dada
n n
. a" —a
pela formula Z a1q" = M, deste modo, temos:
qg—1

1=0

p—1
d(l‘na xn—&—p) - Z d(xn—i—ia xn—&-i—i—l)
=0

=0
Sn
=71_ d(l’l, ZBO)
Como 0 < s < 1, entao:

nh_g)lo d(Zn, Tnyp) < nh_{lglo - d(q, o) <
lim d(zp, Tpyp) < 0-d(zy, x0) &
n—oo
lim d(zp, zp4p) =0
n—o0

Portanto, {z,} e, por consequéncia, {f™(x)} sdo sequéncias de Cauchy em X, que, por
ser um espago métrico completo, garante que lim f*(z) = z; € X.

Observe que x¢ ¢ ponto fixo de f, pois, como f é uma contracao ela também é continua,
logo:

flay) = f (hm f”(x)) = lim fo f'(z) = lim f"'(z) = 2.
n—o0 n—00 n—r00
Para finalizar, resta provar que esse ponto z; é tnico.

Suponha por contradigao que exista um outro ponto y; # x; que também seja ponto fixo
de f. Assim,

d(zy,yr) = d(f(xg), flyy)) < sd(xg,yy)
d(zy,yp) < sd(xg,yy)
(1 =s)d(zs,ys) <0.

=
=
Como s < 1, entdo (1 —s) > 0, logo d(xf,yr) < 0, o que s6 acontece quando z; = yy,

uma contradi¢ao, portanto, existe um tnico ponto fixo. m

Exemplo 10. Seja (X, d) um espago métrico e considere a fungao f: X — X dada por
f(x) =5, para todo x € X. A fungio f ¢ uma contragio em (X, d).
De fato, para todo x,y € X, temos:

d(z,y)

N | —

A @), 1) = d(5.8) = Sdwy) <

Portanto, d(f(x), f(y)) < %d(x,y), para todo x,y € X, o que significa que f € uma
contragao em (X, d) com constante de contragao k = %

A importancia de func¢oes de contragao em espacgos métricos se da pela existéncia do
Teorema do Ponto Fixo de Banach (Teorema 4), que afirma que toda fungao de contragao
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em um espago métrico completo tem um tnico ponto fixo. Esse resultado é ttil em diversas
areas da matematica, como na analise funcional e na teoria de equagoes diferenciais [17].

Dessa forma, concluimos o capitulo sobre Espagos Métricos, onde o estudo dos Espagos
Meétricos revelou-se fundamental para o desenvolvimento de nosso trabalho. Através da
analise de sequéncias, convergéncia, compacidade e completude em espacos de dimensao
finita, obtivemos uma base sélida para explorar e compreender conceitos mais avancados
nas areas subsequentes.

No préximo capitulo, abordaremos a Otimizagao nao Linear, explorando tanto proble-
mas restritos quanto irrestritos, além de discutirmos as condigoes necessarias e suficientes
de otimalidade. Também examinaremos métodos aproximativos e abordaremos a limita-
¢ao dos métodos baseados em gradientes.



CAPITULO

3

Otimizacao Nao Linear

Neste capitulo, abordaremos a tematica da otimizacao nao linear, com foco nos estu-
dos de problemas irrestritos e restritos. Serao exploradas as condi¢oes fundamentais de
otimalidade, bem como diversos métodos baseados em gradientes, tanto para problemas
irrestritos quanto para problemas restritos. Além disso, discutiremos as limitagoes ine-
rentes aos métodos de gradientes. As principais referéncias para este capitulo sao [5], [27],
[30] e [31].

3.1 Problemas Irrestritos

Definicao 22. Consideremos uma funcao f : R™ — R um problema irrestrito é do tipo:

min f(z) (3.1)

zeX
Onde z = (z1, 29, ...,2,) € R", f:R" - R e X CR" é um conjunto aberto.

Definigao 23. Seja o problema irrestrito definido pela equacao (3.1), e seja z € X C R™.
(a) Se f(z) < f(x) para todo x € X, diz-se que T € um minimizante global.
(b) Se existe uma vizinhanga de raio €, dada por N.(T) em torno da qual temos:
f(z) < f(x) para todo x € N.(Z) diz-se que T é um minimizante local

3.1.1 Condigoes Necessarias de Otimalidade

Para esta secao e o nosso estudo de forma geral, os conceitos de diferenciabilidade sao
de capital importancia, dai as seguintes defini¢oes:

Definig¢ao 24. (Diferenciabilidade de Primeira Ordem): Seja f : X — R, onde X C R™ é
um aberto. Dizemos que f € diferencidvel em T € X se existir um vetor gradiente <7 f(Z)
tal que para cada x € X wvale:

flz) = f(@) + v f@)(z - 1)+ ]z — zl|a(z,2 — 2)

Com HliHmOOz(f,y) = 0. A funcao f € diferencidvel em X se [ for diferencidavel para
Y||—

todo oz € X

Da defini¢ao anterior, temos que o vetor gradiente é o vetor das derivadas parciais, e
é denotado por:

o) 256) 52)

Vf(f>:( 81’1 [ axn

29
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Defini¢ao 25. (Derivada Direcional): A derivada direcional de f em T na direcio d é
dada por

lim = f(z)"d (3.3)

Definicao 26. Uma funcao f diz-se duas vezes diferencidvel em z € X se existir um
vetor 7 f(Z) e uma matriz simétrica H(Z) pertencente ao R"*" (Hessiana de f em Z) tal
que para cada x € X temos que:

fl@) = f@) +vf@) (x—2)+ 3(z - 2)TH@)(x — 2) + ||lv — 2]Pa(z,2 - 7)

Com lim a(z,y) = 0.
[lyl|—=0

A funcao f € duas vezes diferencidvel em X se f for duas vezes diferencidvel para todo
0T € X.

A matriz Hessiana é a matriz das derivadas parciais de segunda ordem:
_ Pf@)
N 6%890]

Um conceito muito importante a se ter em conta é o de direcao de descida como
veremos a seguir.

H(7),; ije{l,..n) (3.4)

Definicao 27. (Direcio de descida): A direcio d diz-se uma dire¢io de descida de f em
T se

f(@ +ed) < f(7)

Para todo € > 0 suficientemente pequeno.

O teorema a seguir, nos permite identificar uma dire¢ao de descida de f em z tendo
em conta o gradiente da f em Z.

Teorema 5. Suponhamos que f € diferencidvel em x. Se existe um vetor d tal que
v f(@)Td <0, entao f(T + \d) < f(T) para todo X > 0 suficientemente pequeno, isto é, d
€ uma diregao descendente de f em .

Demonstragao. Temos que

f@+Ad) = f(z) + A7 f(2)"d+ A|ld]|a(z, Ad), (3.5)
Onde a(z,\d) — 0 quando A — 0. A igualdade (3.5) pode ser escrita na forma:

f(@+Ad) - f(z)
A

= v/f(@)"d + ||d]|a(z, \d)

Como v f(z)Td < 0 e a(z,A\d) — 0 a medida que X — 0, concluimos que f(Z + \d) —
f(z) < 0 para todo A > 0 suficientemente pequeno. =

Como colorario deste teorema, em seguida enunciaremos uma condi¢ao necessaria de
primeira ordem, conhecida como teorema de Fermat.

Teorema 6. (Condigao Necessdria de Primeira Ordem): Suponhamos que f € diferen-
cidqvel em T. Se T € um minimizante local, entao <7 f(z) = 0.

Demonstracao. Se v/ f(Z) # 0, entao resulta do Teorema 5 que d = —v/ f(Z) = 0 é uma
dire¢ao de descida. Logo, pela definicao de direcao de descida, £ nao é um minimizante
local. m
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Definigao 28. (Ponto Critico): Seja f : X — R uma fung¢dao definida num conjunto
X C R". Suponhamos que T € int(X) e que f € diferencidvel numa vizinhanca de .
Entao & é chamado de ponto critico de f se Vf(z) = 0.

O teorema a seguir estabelece uma condi¢ao necessaria de segunda ordem.

Teorema 7. (Condigao Necessdria de Sequnda Ordem): Suponhamos que f é duas vezes
diferencidvel em T € X. Se T € minimizante local, entao <7 f(Z) = 0 e H(Z) € semidefinida
positiva.

Demonstragao. Da condi¢ao necessaria de primeira ordem, sabemos que z ser minimi-
zante local implica 7 f(Z) = 0. Falta demonstrar que se Z for minimizante local, entao
H(z) > 0 (isto ¢, H(Z)) ¢é semidefinida positiva). Fazemos a demonstra¢do por contra-
di¢do: Vamos mostrar que se H(Z) nao for semidefinida positiva, entdo = nao pode ser
minimizante local. Com efeito, se H(Z) nao é semidefinida positiva, entao existe um vetor
d tal que d" H(x)d < 0. Logo,

f(@+Xd) = f(@)+ A7 f(@)Td+ %VdTH(f)d + N2 |d| [Pz, A\d)

1
f(zZ+)Md) = f(f)+§)\2dTH(E)d+)\2||d||2oz(9?, Ad) onde a(Z, Ad) — 0 & medida que A — 0.
De modo equivalente,

T+ Ad) — f(x
[+ /\3 f@) _ %dTH(j)d+||d||2a(f,)\d).

Uma vez que d' H(Z)d < 0 e a(z,\d) — 0 quando A\ — 0, concluimos que f(Z + Ad) —
f(z) < 0 para todo A > 0 suficientemente pequeno, isto é, Z ndo é minimizante local. m

Se Vf(Z)=0e a H(Z) é semidefinida positiva, ndo podemos ter a certeza se & é um
minimizante local. Os teoremas de condigao necesséaria, como descrito, nao sao sufici-
entes, para tal, enunciaremos a seguir o teorema que estabelece condigoes suficientes de
otimalidade.

Teorema 8. (Condigées Suficientes): Suponhamos que f € duas vezes diferencidvel em
zeX. Sexyf(x)=0 e H(Z)€E definida positiva, entdo T € um minimizante local estrito

Demonstragao. Ver em [31] =

3.1.2 Meétodos Aproximativos

Para a presente se¢ao, veremos alguns métodos aproximativos para resolver problemas
de otimizacao, nomeadamente o método do gradiente descendente, o método de Newton
e o método de Levenberg-Marquardt. A presente se¢ao tem como fontes [31] e [27].

3.1.2.1 Meétodo de Descida Mais Rapida ou Gradiente Descendente

Seja f : R™ — R uma funcao de classe C'. Consideremos o problema irrestrito:
min Flx) (3.6)

O método do gradiente descendente, trata de encontrar a partir de um dado ponto
z° € R™ (aproximagao inicial) o minimizante local de f(z) mais proximo de z°. Como o
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gradiente num ponto aponta na direcao de maior crescimento da func¢ao nesse ponto, o
método do gradiente descendente procura em cada ponto caminhar na dire¢ao oposta do
gradiente nesse ponto. A cada iteracao k, o método do Gradiente Descendente atualiza a
aproximacao z¥ de acordo com a seguinte regra:

" = 2+ ayd” (3.7)

Onde:

. d* & a diregao de busca no ponto x*, dada por d* = —V f(z¥), ou seja, a diregio

oposta ao gradiente da funcdo no ponto z¥. Essa escolha garante que estejamos

caminhando na direcao de descida mais rapida em cada iteracao.

oy é o tamanho do passo ou taxa de aprendizagem na iteracao k. E um valor positivo
que controla o tamanho do avanco que fazemos a cada iteracdo. E importante
escolher um valor adequado para ay, pois um valor muito pequeno pode tornar a
convergéncia lenta, enquanto um valor muito grande pode causar oscilagoes ou até
mesmo a divergéncia do método, e ¢ determinado resolvendo o problema:

min (o) = f(2* + ad"). (3.8)

a€cR

O método é descrito abaixo pelo Algoritmo 1:

Algoritmo 1: Método do Gradiente Descendente

Entrada: Funcao f, aproximacao inicial 2° € R", tolerancia ¢ > 0
Saida : Aproximacao z* com ||V f(z*)|| < e

1

2
3
4

ot

. Inicializagao: k := 0.
. Diregao de procura: d* := —V f(z").
. Critério de parada: Se ||d*| < ¢, entdo pare; caso contrario, continue.
. Procura unidimensional do tamanho do passo: Resolver o problema
mingeg () = f(2* + adb).
Seja o uma aproximagao do minimizante desse problema.
. Nova aproximacao: Fazer
R = gk o dF
k:=k+1
e voltar a 2.

Neste algoritmo, segue a explicacao de cada passo:

1.

Inicializagao: Neste passo, definimos a iteragao inicial como k£ = 0, indicando que
estamos comecando a partir da aproximacao inicial z°.

Direcao de procura: Calculamos a direcdo de procura d* como o oposto do gradiente
da funcao no ponto atual z*. Isso ocorre porque o gradiente aponta na direcdo de
maior crescimento da funcao, e queremos caminhar na direcao oposta para encontrar
o minimo.

Critério de parada: Verificamos se a norma da diregao de procura |d*| ¢ menor ou
igual a tolerancia e. Se for, significa que o gradiente é quase nulo e estamos proximos
o suficiente do minimo desejado e podemos parar o algoritmo. Caso contrario,
continuamos para o préximo passo.
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4. Procura unidimensional do tamanho do passo: Neste passo, realizamos uma busca
unidimensional para encontrar o tamanho de passo «; que minimiza a funcao
UYr(a) = f(z* + ad*). Existem varias estratégias para encontrar esse valor.

5. Nova aproximacao: Atualizamos a aproximacao atual ¥ somando o tamanho de
passo «y multiplicado pela direcao de procura d*. Isso nos da a nova aproximacao
2. Em seguida, incrementamos k em 1 para passar para a proxima iteracao.
Voltamos ao passo 2 para calcular uma nova direcao de procura e repetimos o
processo até que o critério de parada seja satisfeito.

Exemplo 11. Neste exemplo, vamos efetuar as duas primeiras iteragoes do método do
gradiente descendente na minimizacao da funcao f(x,y) = x* + 3xy + (y + 2)2, partindo
de 2° = (=2, 3) e tolerancia ¢ = 0.1. A Figura 3.1, ilustra o grdfico da fungao.

Figura 3.1: Grafico da funcao

Fonte: Autor

Para efetuar as duas primeiras iteracoes do método do gradiente descendente na mini-
mizagao da fungao f(z,y) = z* + 3zy + (y + 2)?, partindo de 2° = (—2;3) e tolerdncia
e = 0.1, podemos sequir os passos do método da sequinte maneira:
1. lteragao 1:

¥ = (—2;3);

Vf(=2;3) = (-23;16);

d" = -V f(-2;3) = (23 ;-16);

a® = 0.1 (tamanho do passo fizo);

(z',y') = (=2;3) + 0.1 (23 ;—16) = (—0.7; 1.4);

Vf(=0,7;1,4) = (—1.732 ;8.6);

IVF(=0,7;1,4)| = /(—1.732)2 + 8.62 ~ 8.772675 > 0.1

2. Iteragao 2:
(z',y') = (-0.7;1.4);
Vf(=0.7;1.4) = (-1.732 ;8.6);
d' = -V f(-0.7;1.4) = (1.732 ; —8.6)
al = 0.1 (tamanho do passo fixo);
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(22,y*) = (—0.7,1.4) + 0.1 (1.732 ; —8.6) = (—0.5268; —0.46);
V f(—0.5268; —0.46) = (—0.763 ;4.868);
IV f(—0.5268; —0.46)|| = \/(—0.763)2 + (4.868)% ~ 4.93 > 0.1

Nas duas primeiras iteracoes, obtemos as aprozimagoes ' = (—0.7;1.4) e z* = (—0.5268; —0.46),
com valores de gradiente ainda maiores que a tolerancia € = 0.1. Isso indica que a fungdo

estd descendo e que estamos nos aproximando de um possivel minimo local. A Figura

3.2, apresenta as curvas de nivel da funcao f(x,y) onde sao apresentadas as iteragoes do
método do gradiente descendente. As setas vermelhas indicam a direcao das iteragoes. O
processo de otimizagdo comeca em ¥ = (—2,3) e avanca em dire¢io ao minimo local da
fungao.

Figura 3.2: Curvas de Nivel da Funcao
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Portanto, de acordo com [31], o método do gradiente descendente é bastante simples
em termos computacionais e, devido a sua simplicidade, é bastante utilizado. Necessita
de pouca informacao, exigindo apenas as derivadas de primeira ordem para o calculo do
gradiente. A sua principal desvantagem é que apresenta uma convergéncia lenta.

3.1.2.2 Meétodo de Newton

Suponhamos que queremos resolver o problema

min f(x) (3.9)

z€R™

Para x numa vizinhanga de Z, o valor f(z) pode ser aproximado através da expansao
quadratica de Taylor:

Fla) ~ h(e) = f@) + V@ (@~ 2) + (o~ DT H@@ 7). (3.10)

Notar que h é uma funcao quadrética, cujo minimizante local é encontrado resolvendo o
sistema 7h(z) = 0. Uma vez que o gradiente de h é dado por
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Vh(z) = f(z) + H(z)(x — 7), (3.11)
somos motivados a resolver o sistema
vf(@)+ H(z)(z—z)=0. (3.12)
Assumindo que H(Z) é nao singular obtemos da equagao anterior que
r—I=-H@)"'v f(7)er=1-H) " v f(2)

Portanto, no método de Newton, a cada iteracdo, atualizamos a aproximacao atual x*
usando a féormula

" = b — 0 H(z)7 sy f(aF), (3.13)

onde H(Z) ¢ a matriz Hessiana de f avaliada em z, \7f(z") é o gradiente de f avaliado

em z¥ e oy, ¢ o tamanho do passo, que é o minimizante da funcao

Yi(a) = f(z" + ad®) (3.14)

Isto nos conduz ao seguinte Algoritmo 2, para determinar uma aproximacao da solugao
do problema.

Algoritmo 2: Método de Newton
Entrada: Funcao f, aproximacao inicial 2° € R", tolerancia ¢ > 0
Saida : Aproximagao ¥ com ||V f(z*)|| < ¢
Inicializacao: k :=0
Critério de parada: Se ||V f(z")|| < ¢, entao pare; sendo, continue.
Direcao de procura: d* := —H (z*)"1V f(2%).
Tamanho do passo: a; := min ¢y (a) = f(zF + ad®).
Nova aproximacgao: Fazer
h = gk 4 db
E=k+1
e voltar ao passo 2.

v W=

Assim, eis a explicacao detalhada do Algoritmo 2:
1. Inicializacao:

e Neste passo, definimos a variavel k£ como zero, que sera utilizada para contar
o numero de iteragoes.

2. Critério de parada:

e Verificamos se a norma do gradiente V f(z*) é menor ou igual & tolerancia e.

e Se a condicao for satisfeita, o algoritmo para, pois encontramos uma aproxi-
magao da solucao com a precisao desejada.

e (Caso contrario, continuamos para o proximo passo.
3. Direcao de procura:

e Calculamos a direcao de procura d* utilizando a formula d* = — H (2F) =1V f (2*).

e Aqui, H(z*) é a matriz Hessiana de f avaliada no ponto z*.
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4. Tamanho do passo:
e Determinamos o tamanho de passo a; que minimiza a fungao (o) = f(z* +
ad").
e Isso pode ser feito por meio de uma busca unidimensional ou através de outros
métodos, como a busca em linha exata ou a busca em linha inexacta.
e A escolha do método de determinacao do tamanho de passo depende da natu-
reza do problema e das caracteristicas da funcao a ser otimizada.

5. Nova aproximagcao:

e Atualizamos a aproximacao atual z* usando a formula z¥t! = 2% 4 ay.d*.

e Incrementamos o contador k£ em 1 para indicar que uma nova iteragao foi
realizada.

e Em seguida, voltamos ao passo 2 para verificar o critério de parada e continuar
o processo de iteragao.

O algoritmo continua iterando até que o critério de parada seja satisfeito, ou seja, a norma
do gradiente seja menor ou igual & tolerancia desejada.

3.1.2.3 Meétodo de Levenberg-Marquardt

Para este algoritmo, vamos comecar considerando um problema de ajuste de curvas
em que temos um conjunto de dados observados (x;, y;), onde z; é a variavel independente
e 1; ¢ o valor observado correspondente. Suponha que tenhamos um modelo mateméatico
parametrizado f(z;0), onde 6 sdo os parametros do modelo. Consideremos a fungao

R(z;6) ¢ definida como:

R(z;0) =y — f(x:0), (3.15)
onde y é o valor observado e f(z;0) é o valor previsto pelo modelo para uma dada entrada

x e parametros 6.

Defini¢ao 29. A fun¢ao R(x;0) definida pela equagao (3.15) recebe o nome de fungao
residual, ou seja, € uma fungao que representa a diferenca entre os valores observados e
os wvalores previstos pelo modelo matemdtico em um problema de ajuste de curvas. Em
um contexto mais geral, a funcao residual mede o erro ou a discrepincia entre os dados
medidos e os valores calculados pelo modelo.

Exemplo 12. Vejamos um exemplo numérico para ilustrar o conceito. Considere um
problema simples de ajuste de curvas, onde temos os sequintes dados observados:

(xla yl) = (17 3)7 ($27 ?/2) = (2a 5)7 (33'3, y3) = (37 7)
Suponha que desejamos ajustar uma reta ao conjunto de dados, cujo modelo é dado por

f(z;0) = 01x+05, onde 0, e 0y sao os pardmetros da reta. A fungdo residual seria definida
como:

R(z;0) =y — f(x;0).

Por exemplo, para o primeiro ponto (x1,v1), a fun¢ao residual seria:

De maneira similar, podemos calcular as fungoes residuais para os outros pontos.
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Para abordagem do método de Levenberg-Marquardt, seja R : R” — R uma funcao
residual, vamos considerar o problema

min | R(x)]| (3.16)

zeR™

Dado um ponto inicial 24, 0 método de Levenberg-Marquardt aplicado ao problema (3.16)
visa encontrar, a cada iteracdo k, uma diregao d(A;) € R" que seja a solugao do sistema
linear

(J ()" T () + MD)d( M) = —J (z) " R(x) (3.17)

onde J(z) € R™*"™ ¢ a matriz Jacobiana de R(x) e A € R, é uma constante denominada
parametro de Levenberg-Marquardt ou parametro de damping. A direcao de Levenberg-
Marquardt d()\) também é denominada por dX. Este método, vem para resolver proble-
mas em que a matriz J ()" J(zy) nao é definida positiva. Se A, > 0, em cada iteragao k
o sistema linear (3.17) tem solugao e esta ¢ tnica. Consequentemente o método esta bem
definido.

Teorema 9. Sejam A € R™" ¢ A\ € R,. A matriz ATA+ X\ ¢ definida positiva.

Demonstragao. Como

vT AT Av = (Av)T (Av) = ||Av])5 >0

para todo vetor v € R”, AT A ¢ semidefinida positiva. Seja A € R fixado. Assim, temos
que

vl (ATA + Mv = vT AT Av + v = || Av| > + M|v]|* > 0

para todo vetor nao-nulo v € R". Portanto, a matriz A7 A + \I é definida positiva. m

De acordo com [22]|, o método de Levenberg-Marquardt é amplamente utilizado em
problemas de ajuste de curvas nao lineares, reconstrugao 3D, processamento de imagem e
muitas outras aplicacoes onde é necessario encontrar parametros 6timos para um modelo
nao linear que se ajuste aos dados observados. Assim, segue o Algoritmo 3.

Algoritmo 3: Algoritmo de Levenberg-Marquardt
Entrada: Ponto inicial xq, valor inicial para \g, tolerancia e
Saida : Resultado

i- Defina um ponto inicial xy, um valor inicial para o parametro de damping A\ e
uma tolerancia e.

ii- Calcule o residual R(xg) ¢ a matriz Jacobiana J(x¢) de R(z).

ili- Enquanto ||R(xy)|| > € ou ||Az|| > € faca:
Calcule a direcao de Levenberg-Marquardt d“M resolvendo o sistema linear
(J(l’k)TJ<CUk) + )\kI)dLM = —J(Ik)TR(Ik)
Calcule o novo ponto x4, = x5, + d*M.
se || R(xp41)|| < |[R(zx)|| entao
‘ Atualize o valor do parametro de damping Ay = %)\k.
fim

senao
\ Mantenha o valor do parametro de damping A\p11 = 2.
fim

iv- Atualize k < k + 1 e retorne ao passo ii.
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Do Algoritmo 3, temos que:

1. Definicao da entrada e saida: O algoritmo recebe como entrada o ponto inicial x,
o valor inicial do parametro de damping \q e a tolerancia e. A saida é o resultado
final, que é o vetor de parametros otimizado.

2. Calculo do residual e da matriz Jacobiana: Nesse passo, é calculado o residual R(z)
¢ a matriz Jacobiana J(zg) da funcao residual R(z) no ponto inicial z.

3. Tteragoes principais: O algoritmo entra em um loop enquanto a norma do residual
||R(xk)|| for maior do que a tolerancia € ou enquanto a norma da atualizagao dos
parametros ||Ax|| for maior do que a tolerancia e.

e (Calculo da diregao de Levenberg-Marquardt: Nesse passo, é resolvido o sis-
tema linear (J(zx)" J(xx) + M\l )d*™ = —J(z1,)T R(z) para obter a diregao de
Levenberg-Marquardt d*M.

e Atualizagao do ponto: O novo ponto xj,; é calculado somando-se a dire¢ao de
Levenberg-Marquardt ao ponto atual x.

e Atualizacao do parametro de damping: Se a norma do residual no novo ponto
|| R(zg+1)|| for menor do que a norma do residual no ponto atual ||R(xy)||, isso
indica uma melhoria na fungao objetivo. Nesse caso, o valor do parametro de
damping A\;,1 € reduzido pela metade, tornando as atualizacoes dos parametros
mais agressivas. Caso contrario, o valor do parametro de damping Ay ; é
dobrado, tornando as atualizacoes mais conservadoras.

4. Atualizacao do contador e retorno ao passo 2: O contador k é incrementado e o
algoritmo retorna ao passo 2 para a proxima iteragao. Esse processo é repetido até
que a condicao de parada seja satisfeita.

Exemplo 13. Neste exemplo, vamos usar o algoritmo de Levenberg-Marquardt para mini-
mizar a fungdo f(x) = (x—2)2+2. A fungdo residual pode ser definida como R(x) = x—2,
visto que, para cada valor de x, o residuo € calculado como a diferenca entre x e 2.
Por exemplo, se x = 0, entdo o residuo é R(0) = 0 —2 = =2, se x = 1, entdo
R(1) =1—2 = —1, e assim por diante. Assim sendo, o problema se torna minimizar
a norma do residuo ||R(z)||*. Para aplicar o algoritmo de Levenberg-Marquardt, preci-
samos calcular a matriz Jacobiana de R(x), que é dada por J(x) = 1. Agora, podemos
aplicar o algoritmo. Suponha que escolhemos o ponto inicial x° = 0, o valor inicial para
o pardmetro de damping Ao = 1 e a tolerdncia ¢ = 0.001. Aplicando o algoritmo de
Levenberg-Marquardt por algumas iteragoes, obtemos os sequintes resultados:

e Iteracao 0: v =0— ||R(0)|| =2>¢
e Iteracao 1: v = 1.33333333 — ||R(1.33333333)|| = 0.66666667 > €
o Iteracao 2: v = 1.77777778 — ||R(1L.77777778)|| = 0.22222222 > ¢

o Iteracdo 4: v = 1.97530864 — ||R(1.97530864)|| = 0.02469136 > €

(

(

o Iteracdo 3: x = 1.92592593 — ||R(1.92592593)|| = 0.07407407 > €

(

o Iteracdo 5: v = 1.99176955 — ||R(1.99176955)|| = 0.00823045 > ¢
(

)
)
)
)
)
)

o Iteracao 6: v = 1.99725652 — ||R(1.99725652)| = 0.00274348 > ¢
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Podemos ver que mesmo nao satisfazendo o critério de parada, o método converge ra-
pidamente para a solugao dtima x* = 2, que € o minimizante global da fun¢ao f(x). A
Figura 3.3 apresenta o ponto de minimo final, que € destacado em vermelho, e as iteracoes
anteriores sao representadas em verde.

Figura 3.3: Representacao grafica da funcao e pontos da iteragao

Gréfico da Fungao f(x)

— fix) = (x—2)2+2
Iteracéo O (x0)
lteragao 1 (x1)
lteragao 2 (x2)
Iteragao 3 (x3)
Iteracao 4 (x4)
Iteracao 5 (x5)
Iteracao 6 (x6)
Resultado Final (x*)

10

fteragde:

(x)

Fonte: Autor

3.2 Problemas Restritos

Vamos considerar o problema de minimizar f(x) sujeito as condigbes impostas como
descritas a seguir:

minimize f(x)

sujeito a z) <0
) 9(x) < (3.18)

onde X C R™ é um conjunto aberto, f : R" — R, g : R" — R™, isto é, g(z) =
(g1(2), ..., gm(x)) e h : R* — R isto é, h(z) = (hi(2),...,h(x)), | € Ny (se | =0, entdo o
problema nao tem restri¢ao de igualdade).

Defini¢ao 30. (Problema Restrito). O problema apresentado pela equacao (3.18) recebe
o nome de Problema restrito ou com restri¢ao.

Definigao 31. (Regido de Factibilidade ou Conjunto Admissivel): Consideremos um con-
Junto A do problema dado pela equagao (3.18). O conjunto A €é admissivel se A =
{r € X :g(z) <0,h(x) =0}. Assim, a equagdo (problema) 3.18 pode ser escrita como:

min f(x).

z€EA
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Uma questao muito importante a se ter em conta, é sobre a dimensao, de acordo com
[31] s6 faz sentido considerar o problema (3.18) com m + 1 < n, com efeito se tivermos
mais restricoes do que grau de liberdade, entao em geral a regiao admissivel é vazia e o
problema nao tem solugao.

Definicao 32. Consideremos g : R — R™ diferencidvel, onde g(x) = (g1(x), ..., gm())
e x € R", a matriz Jacobiana de g serd denotada por:

Vi (z)"
vy(z) = : : (3.19)
Vgm(@)"

onde cada Vg;(z)T representa o gradiente (vetor linha) da funcao g;(x), parai = 1,2, ...,m.

Da Definigao (32), resulta que:

0 0, 0,
L) S - 2
992 () 9a92(p) ... 9m(y
Vo) - | @ @ R
g 9gum  Ogm
() Fee(x) oo F(a)
Se considerarmos m = 1, teremos o gradiente da g como:
2 @)
g
=L (x
VTig(z) = %( ) : (3.20)
.
o ()

onde cada g—i(m) representa a derivada parcial de g(z) em relagao a x;, parai =1,2,...,n.

Definigao 33. Consideremos h : R* — R diferencidvel, ou seja, h(z) = (hi(z), ..., hi(z),
Vha(x)"
onde x € R", a matriz Jacobiana de h é dada por \7h(x) =

Vhi(z)"

Se expandirmos $7h(x) e consideramos [ = 1, o resultado é anédlogo ao caso da Definigao
32, ou seja, termos o gradiente de h(x).

3.2.1 Convexidade em Otimizacao

De acordo com [31], a convexidade (ou concavidade) desempenha um papel funda-
mental na resolugao de problemas de otimizagao, sejam eles restritos ou irrestritos. Nesse
sentido, ¢ importante explorar conceitos gerais relacionados a convexidade, os quais en-
globam conjuntos, func¢oes e problemas de otimizagao. Essas propriedades sao essenciais,
pois permitem identificar potenciais solugoes 6timas para os problemas em questao. A
seguir, apresentaremos diversos conceitos e defini¢oes relevantes acerca da convexidade.

Defini¢ao 34. Sejam x,y € R"™. Os pontos na forma A\x + (1 — N)y para X € [0, 1] sdo
chamados de combinacoes convexas de x e y.
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Defini¢ao 35. (Conjunto Convexo): Um conjunto S C R"™ diz-se convexo se para todo
A€ [0,1] se tem Az + (1 — Ny € S. O que significa que qualquer dois pontos distintos de
S passa uma reta contida em S.

A Figura 3.4 ilustra-nos um exemplo de conjunto convexo, onde a esquerda temos um
conjunto convexo e a direita um nao convexo.

Figura 3.4: Conjunto Convexo (esquerda) e nao convexo (direita)

Fonte: [11]

Exemplo 14. Considere o conjunto X = {(x1,79) € R? : 9 > 0}. Sejam x = (11, 22) ¢
y = (v1,y2) elementos de X, o que implica que x5 > 0 e yo > 0. Agora, vamos verificar
se a combinacao convera A\r + (1 — XNy = (Az1 + (1 — Ny1, Ax2 + (1 — N)ye) pertence a
X para qualquer valor de A no intervalo [0,1]. Observamos que a sequnda coordenada da
combinagdo convera é Ars + (1 — N)ys. Dado que x5 > 0 e yo > 0, podemos afirmar que
Az + (1 — AN)ye > 0 para qualquer valor de X no intervalo [0, 1]. Portanto, a combinagdo
conveza estd contida em X. Concluimos, entdo, que o conjunto X € convero, uma vez
que qualquer combinacao convexa de pontos em X também pertence a X.

Prop051ga0 1. Um conjunto X C R™ € convezo se, e somente se, para k > 2, vale:

Z Nt e X,V N\ €10,1] Z Ai = 1, 0 que significa que o conjunto X contém todas
=1
as combmagoes convezas de pontos de X.
Demonstragao.

(=) Primeiro, vamos provar que se X é convexo, entao contém todas as combinagoes
convexas de pontos em X. Para fazer isso, vamos supor que X é convexo e mostrar que
qualquer combinacio convexa de pontos em X também esta em X. Seja zt, 22, ..., 2" C
X e A, A\, ..., \; uma colecao de coeficientes nao negativos que somam 1. Entao, a
combinagao convexa de pontos em X é definida como

k
> A (3.21)
=1

k

Para mostrar que a expressao (3.21) esta em X, precisamos mostrar que Z Mzt satisfaz
i=1

a definicao de convexidade de X, ou seja, que para quaisquer dois pontos z,y € X e
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a € [0,1], temos que az + (1 — a)y € X. Podemos fazer isso usando a defini¢ao de
combinacao convexa:

2
ar+ (1 —a)y = Z)xi:ci, onde \y =a, s =1—a, 2" =z,2° =y (3.22)
i=1
Como X é convexo, temos que ax + (1 —a)y € X. Como isso é verdadeiro para qualquer
k
z,y € X e a € [0, 1], concluimos que Z Axt e X.
i=1
(<) Vamos provar que se X contém todas as combinagoes convexas de pontos em X,
entao X é convexo. Para fazer isso, vamos supor que X contém todas as combinacoes
convexas de pontos em X e mostrar que X satisfaz a definicao de convexidade. Sejam
z,y € X e a € [0,1], precisamos mostrar que ax + (1 — a)y € X. Podemos fazer isso
usando a definicao de combinagao convexa:

2
ar+ (1 —a)y = Z)\iazi, onde \y =a, o =1—q, 2t =z, 2% =y, (3.23)
i=1

2
como X contém todas as combinagoes convexas de pontos em X, temos que E Azt e X.
i=1
Portanto, az+(1—a)y € X, o que mostra que X é convexo. Concluimos que X é convexo
se e somente se contém todas as combinagoes convexas de pontos em X.
|

Proposigao 2. Seja I C N um conjunto de indices (finito ou infinito), X;,i € I conjuntos

convexos. Entao o conjunto X = mX" € convero.
iel

Demonstracao. Para provar que a interse¢ao ﬂ X, é convexa, precisamos mostrar que,
el
para quaisquer dois pontos x, y na interse¢ao e o € [0, 1], o ponto ax + (1 — a))y também
estd na interse¢do. Primeiro, note que, como x e y estdo em todas as X;, entao az+(1—a)y
também estard em cada X, pois cada X; é convexo e, portanto, contém a linha que passa
por = e y. Agora, para mostrar que ax + (1 — )y esta na intersegao ﬂXn precisamos
iel
mostrar que ax + (1 — a)y estd em cada X;. Como ax+ (1 — «a)y esta em cada X;, é claro
que também esta na intersecao ﬂ X;. Portanto, a intersecao ﬂ X; é convexa. m
iel iel

Definigao 36. (Fun¢ao Conveza): Seja S C R™ um conjunto convero nao vazio. Uma
fungao f: S — R diz-se conveza se:

fOz+ (1= Ny) <Af(@) + (1 =N f(y)
para todo x,y € S e para todo A € [0, 1].

A Figura 3.5, ilustra um exemplo de uma fungao convexa.
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Figura 3.5: Fungao convexa

Fonte: [11]

Exemplo 15. : A funcao f(x) = a’x +b é convexa. Para verificar que a funcio f(x) =
a’z 4+ b € convewa, vamos utilizar a definicao de fungdao convexa, na qual, para quaisquer
dois pontos x1 e xy no seu dominio e para qualquer valor X no intervalo [0, 1], a sequinte
condicao € satisfeita:

fOzy 4+ (1= A)zz) < Af(21) + (1 = A) f(2). (3.24)

Agora, vamos aplicar essa defini¢ao & fungdao f(x) = a’x +b. Considere dois pontos x,
e 3 no dominio de f(x) e um valor X\ no intervalo [0, 1]. Substituindo esses valores na
destgualdade, temos:

fOr + (1= Nag) = a” Az + (1 — N)ay) + 0. (3.25)

Ezxpandindo a expressao, temos:

fOzy + (1= Nax) = Ma"21) + (1 = M) (a”zy) + 0. (3.26)

Agora, vamos analisar o lado direito da desigualdade:

M(x1) 4+ (1= N f(a) = MaTzy +b) + (1 = N)(a’ 2o + b). (3.27)

Ezxpandindo a expressao, temos:

M (1) + (1= N f(2) = Ma21) + A(B) + (1 = A)(aT2s) + (1 — N) (D). (3.28)

Agora, vamos comparar os dois lados da desigualdade:

FQ@+ (1= Nzo) = Ma"z1) + (1= A)(aTw) +b, Af(z1) + (1= X) f(2),
logo, teremos que

FOzy + (1= Nxo) = AMaTz) + Ab) + (1 — N)(a’zs) + (1 — N) (D). (3.29)

Podemos observar que os termos das equagoes (3.28) e (3.29) sao idénticos em ambos
0s lados da desigualdade. Portanto, concluimos que a funcio f(x) = a’x + b satisfaz a
condicao de converidade e, portanto, € uma funcao convexa.

Proposicao 3. A soma de fungoes convexas € uma funcao convexa
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Demonstracao. Sejam f; : R® — R e f; : R® — R duas fungoes convexas. Queremos
mostrar que a funcao f(z) = fi(z) + fa(x) é convexa. Para isso, vamos considerar dois
pontos 1,y € R™ e um valor A € [0, 1]. Precisamos mostrar que:

FOz1+ (1= A)za) < Af(z1) + (1= A)f(22). (3.30)

Vamos comecar provando uma propriedade auxiliar. Como f; é convexa, temos:

Da mesma forma, como f, é convexa, temos:

fo(Ary + (1 = N)ag) < Afa(wr) + (1 = A) fa(w2). (3.32)
Agora, somando as desigualdades (3.31) e (3.32), obtemos:

fi(Azy + (1 = N)az) + fa(QAzy + (1 = N)za) < Afi(z1) + (1 = A) fi(z2) + Afa(1)
+(1 = A) fo(22) fAz1 + (1= Naa) < A(fi(21) + fa(21)) + (1= AN)(fi(22) + fo(22)) f(Az1+

(L= AN)xza) < Af(z1) + (1= A)f(x2). (3.33)

Portanto, mostramos que f(Azy+ (1 — X)za) < Af(x1)+ (1 — X) f(z2), o que significa que
a funcao f(z) = fi(z) + fo(z) é convexa. m

Definicao 37. Seja X C R™ um conjunto convexo. Dizemos que a fungao f: X — R é
quase convexa Se

Oz + (1= XNy) <max{f(z), f(y)},V z,y € X,V A€ [0,1];
E a funcao é quase-concava se
FO + (1= Ny) = min{f(2), [}V @,y € X,V A € [0,1].

Exemplo 16. Um exemplo de uma fungio quase conveza é a funcao f(z) =z, x € R.
Para verificar que esta funcao € quase convexa, podemos aplicar a defini¢ao, para qualquer
A € [0, 1], temos:

fOz+ (1 =Ny)= Az +(1=Ny)* =222 + 201 = Nay+ (1 - N)*y* < Az®+ (1 - Ny
< max {f(z), f(y)}.

Portanto, f(x) = x* é uma fungdo quase convexa, que estd representada na Figura 3.6.
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Figura 3.6: Funcao quase convexa

Fungao quase convexa: f(x) = x~2
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Fonte: Autor

Proposicao 4. Se f é uma funcgdo conveza, entao f é quase-conveza.

Demonstragao. Suponha que f seja uma funcao convexa. Queremos mostrar que f é
quase-convexa. Sejam x1, T2 € R" e A € [0, 1] tais que f(z1) < f(xq). Precisamos mostrar
que f(Azy + (1 — N)aa) <max {f(z1), f(z2)}. Usando a convexidade de f, temos:

fO@+ (1= N)wa) < Af(a1) + (1= A) f(22). (3.34)
Como f(z1) < f(x3), podemos substituir a expressao (3.34) por f(x5):

FOw + (1= Naa) € Af(m1) + (1= N f(@a) € Af(@a) + (1= N f(wz) = f(a). (3.35)

Portanto, concluimos que f(Ax; 4+ (1 — A)xzg) < f(z2), o que implica na desigualdade
fQz1 4+ (1= Nzg) <max{f(z1), f(r2)}. =

Defini¢ao 38. (Conjunto de Nivel): Seja f: X — R. Os conjuntos de nivel de f sio os
conjuntos

Ny ={reX: f(z) <a}
para cada o € R.

O teorema a seguir, cuja demonstragao esta em [31], estabelece uma relagao entre a
quase-convexidade de uma funcao e a convexidade dos seus conjuntos de nivel.

Teorema 10. Uma funcao f € quase convexa se, e somente se, N, € um conjunto convezxo
VoaeR.

Corolario 1. Se f € uma funcgao convexa, entao os seus conjuntos de nivel sao convexos.

Defini¢ao 39. (Func¢ao pseudoconvexa e fungao pseudoconcava): Seja X C R™ um con-
gunto convexo. A funcao diferencidavel f : X — R diz-se pseudoconvezxa se

Va,ye X, V) (y—2x)>0= f(y) > f(z);
e € pseudoconcava se

Vaye X, vf(x) (y—2z) <0= fly) < f(a).
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Exemplo 17. Um exemplo de uma funcao pseudoconveza, € a funcio f : R*> — R, dada
por f(z,y) = x® + y*. Para verificar que a fungao é pseudoconvera, podemos usar a
defini¢ao dada. Sejam x,y € R? quaisquer. O gradiente de f(x,y) € dado por V f(x,y) =
2z, 2y|T. Entdo, temos que:

Vi) (y - 2) = 2 24] [yl - } el —m)+ 2 — ). (336)

Yo — X2

Suponha que V f(z)T(y — z) > 0, entdo, temos que:

Fy) = fl@) = Wi +u3) — (@7 +23) = (1 — 21) (g1 + 21) + (Y2 — 22) (Y2 + 72).  (3.37)

Como Vf(x)T(y —x) >0, temos que x(y; — 1) + y(y2 — x2) > 0. Como x,y > 0, temos
que (1 — z1)(y1 + 1) + (Y2 — 22)(y2 + x2) > 0, ou seja, f(y) > f(x). Portanto, € uma
funcgao pseudoconvexa, cuja representacao € dada pela Figura 3.7.

Figura 3.7: Funcao Pseudoconvexa

Funcao pseudoconvexa: f(x,y) = x"2 + y"2

Fonte: Autor

Dessa forma, discutimos alguns aspetos fundamentais sobre a convexidade de con-
juntos e funcoes. Na proxima subsecao, abordaremos as condicoes de otimalidade para
problemas restritos, explorando as propriedades de convexidade que podem ser utilizadas
nesse contexto.

3.2.2 Condigoes de Otimalidade

Para a resolucao de um problema de otimizacao, é necessario que se cumpram algumas
condigoes, que de certa forma nos garantam a existéncia de minimizantes, quer locais quer
global. Nesta subse¢ao, veremos a condigao de Karush-Kuhn-Tucker (KKT).

Teorema 11. (Condi¢oes necessdrias de KKT): Consideremos o problema de otimiza¢do

minimize f(x)

sujeito a  g(z) <0
h(z)=0
x € R"

(3.38)
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onde f : R" - R, g : R* = R™ ¢ h: R* = R sdo funcoes diferencidveis. Seja T
admissivel para o problema (3.38), e seja I = {i : g;(x) = 0}. Suponhamos que o conjunto
de vetores \7hi(Z), 1 = 1,...,1 e \yg;(T), i € I, € um conjunto linearmente independente.
Se T € um minimizante local de (3.38), entao existem multiplicadores (u,v) € R™ tais
que

V(@) + 9@ w4+ vh(z) v =0 (3.39)
u>0 (3.40)
uw;i9;(z) =0,0=1,...,m. (3.41)

Demonstragao. Seja r minimizante local de (3.38). Entao, z tem de satisfazer, obriga-
toriamente as condigoes de necessarias de Fritz John (ver [31]). Se uy > 0, pelas condigdes
de Fritz John, temos que

a—:+z vgz +Z Vhi: 0,

Caso contrario, isto é, se ug = 0, entao

> i v gi(x) Zvlvh (z)

i€l

e por conseguinte, os gradientes acima sao linearmente dependentes. Isto contradiz a
hipotese do teorema, pelo que ug = 0. =

As condigoes de KKT (Karush-Kuhn-Tucker) sdo um conjunto de condigdes necessarias
para que um ponto seja um minimizante local de um problema de otimizacao restrito.
Essas condigoes podem ser interpretadas algébricamente como um sistema de equagoes
que relaciona os gradientes das fungoes objetivo e restricoes com os multiplicadores de
Lagrange. Assim, temos as equacgoes das condigoes de KKT apresentadas a seguir:

1. Vf(z) +ZuZVgl —I—szv}l (z) =

3. () <0, Vi=1,..m
4 hi(z) =0, Yi=1,..,1

5 u;>0, Yi=1,..,m
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Nesse sistema, o gradiente da funcdo objetivo V f(Z) é combinado com os gradientes
das restrigoes Vg;(Z) e Vh;(z) através dos multiplicadores de Lagrange u; e v;. A primeira
equacao do sistema estabelece que a combinacao linear dos gradientes das fungoes deve
ser igual a zero, indicando um ponto de minimo. As condigoes u;g;(Z) = 0 representam
a complementaridade entre as restrigoes de desigualdade g;(z) < 0 e os multiplicadores
de Lagrange. Se u; > 0, implica que a restrigdo g;(Z) ¢ ativa no ponto Z, ou seja, ela
¢ satisfeita com igualdade. Por outro lado, se w; = 0, a restrigdo ¢;(Z) ndo é ativa.
As restrigdes de desigualdade e igualdade sao expressas como ¢;(z) < 0 e h;(z) = 0,
respectivamente. E os multiplicadores de Lagrange devem ser nao negativos, ou seja,

Em resumo, as condi¢oes de KKT sao uma interpretagao algébrica das restri¢coes e ob-
jetivos do problema de otimizacao, utilizando os gradientes e multiplicadores de Lagrange
para relacioné-los e determinar os pontos que satisfazem as condi¢oes de minimizagao.

Exemplo 18. O problema restrito a sequir:

minimize f(x) = 22 + 3
sujeito a z) =0
j g(x) o (3.42)
hz)=a5—2{=0
r eR",

Satisfaz as condicoes necessdarias de KK'T.

Demonstracgao. Para verificar se o problema dado satisfaz as condi¢oes necessarias de
KKT, precisamos encontrar os multiplicadores de Lagrange e verificar se as condigoes sao
satisfeitas. Calculando os gradientes das restrigoes:

(21’1 2£L‘2)
V (az) =0
( 2I1,2£E2)

Agora, vamos verificar as condigoes necesséarias de KKT:

1. Condicao de estacionaridade:

)+ Z w;Vgi(z) + Z v; Vh(x

Substituindo os gradientes:

(2201 2x2)+u (O O)—l—v (—Qxl 2x2) = (2x1 — 2ux; 229 + 21}1‘2) = ((2 —2u)xy (24 21})@)

Igualando a zero, temos:

(2—-20)x; =0
(24 2v)zy =0

Para que a condicao de estacionaridade seja satisfeita, precisamos ter x; = x5 = 0
ouv = 1.
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2. Condigao de complementaridade:

u-gi(x) =0, Vi=1,..m

Neste caso, temos apenas uma restri¢ao g(x) = 0, entao a condi¢do de complemen-
taridade é u - g(z) = 0. Portanto, se ;1 = x5 = 0, temos u = 0. Caso contrario, se
v =1, temos u - g(x) = 0.

3. Condicao de factibilidade:

g(x) <0, Vi=1,..mh(z)=0

A restrigao g(z) = 0 ja ¢ satisfeita. Quanto a restri¢ao h(x) = 0, temos 23 — 2% =
0, que pode ser reescrito como (r2 — z1)(zg + x1) = 0. Portanto, temos duas
possibilidades: z9 = x1 ou £y = —x4.

4. Condigao de dualidade:
u >0
A condicao de dualidade é satisfeita quando u = 0.
Concluindo, temos as seguintes possibilidades para satisfazer as condi¢oes necessa-
rias de KKT:
e Se x1 = x5 =0, entao u = 0 e v pode assumir qualquer valor.
e Se 19 = x1 ou Ty = —x1, entao u pode assumir qualquer valor nao negativo e
v=1.
Portanto, o problema dado satisfaz as condi¢oes necessarias de KKT. m
Teorema 12. (Condigées suficientes de KKT). Consideremos o problema de otimizagdo
minimize  f(x)
sujeito a  g(z) <0
h(z) =0
x € R"

(3.43)

onde f : R" - R, g: R* = R™ e h : R® — R! sdo funcdes diferencidveis. Seja T
admissivel para o problema, e suponhamos que T conjuntamente com os multiplicadores
(u,v) € R™ satisfazem as condigoes necessdrias de KKT. Se f é uma fungdio pseudo-
convexa, g;,1 = 1,...,m, sao fungoes quase-convexas e h;,i = 1,...;1 sao funcoes lineares,
entao T € minimizante global do problema.

Demonstracao. Uma vez que cada g; é uma fungao quase-convexa, os conjuntos de
nivel C; :== {x € X : ¢; < 0} ,i = 1,...,m sdo conjuntos convexos (Teorema 16). Por
outro lado, dada a linearidade das fungoes h;, os conjuntos D; := {z € X : h;(x) = 0},
1 =1,...,1 sao também convexos:

2,y € Dy = hi(z) = 0= hi(y) = hi(Az + (1 = N)y) = Mi(z) + (1 = Mhi(y) =0,

isto é, Az 4+ (1 — Ny € D;. Assim, uma vez que a intersec¢ao de conjuntos convexos é
também um conjunto convexo, a regiao admissivel
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m l
A:{xeX:g(x)SO,h(x):O}:ﬂC’imDi

¢ um conjunto convexo. Seja I := {i : g;(Z) = 0} o conjunto dos indices das restri¢oes
ativas em Z. Seja x € A um qualquer ponto admissivel diferente de Z (se tal x nao existir
e x for o tnico ponto admissivel, entao a solugao do problema ¢ trivial e claramente z é
minimizante global). Entao, Az + (1 —\)Z é admissivel qualquer que seja o A € [0, 1]. Por
conseguinte, para ¢ € [ temos

g(Ar+(1-Nz)=g(@z+AX1—-2))>0=g(x),¥el0,1]
Uma vez que o valor de g; em T nao aumenta ao deslocarmo-nos na dire¢ao x—2, temos que
v9:i(Z)T(x—7) <0,V i€ I. De modo semelhante, da admissibilidade de Az + (1 —\)T =
T+ \(x—1) sabemos que h;(Z+A(x—7)) = 0 e, portanto, \/h;(Z) (z—2) =0Vi=1,..., 1
Deste modo, da condi¢ao de estacionaridade

V(@) == v g(@) u—vh(@)v
e da condicao de nao negatividade u > 0, resulta que

V@)@ —7) = ~(v9(@) u+ vh(@) v) (z —7) 2 0
o que, pela pseudoconvexidade de f, implica que f(z) > f(z) (para todo o x admissivel).
]

As condigoes suficientes de KKT estabelecem uma condicao adicional que, quando
satisfeita juntamente com as condigoes necessarias de KKT, garante que um ponto de
solucao viavel seja um minimizante global do problema de otimizacao. As principais
condigoes envolvidas sao:

1. Pseudoconvexidade da fung@o objetivo f: A pseudoconvexidade é uma propriedade
que implica que o conjunto de nivel de uma funcao é convexo. Nesse caso, a fun¢ao
objetivo f é pseudoconvexa, o que garante que os conjuntos de nivel C; sdo convexos.

2. Quase-convexidade das fungoes de restrigao g;: As fungoes de restrigao g; sao quase-
convexas. Isso significa que os conjuntos de nivel de g;, denotados por C;, também
Sa0 CONVexos.

3. Linearidade das fungoes de restrigao h;: As fungoes de restrigao h; sao lineares. Isso
implica que os conjuntos de nivel de h;, denotados por D;, sao convexos.

4. Convexidade da regiao admissivel A: A intersecao dos conjuntos de nivel C; e D;,
ou seja, a regiao admissivel A, é um conjunto convexo.

O Teorema 12 estabelece que, se um ponto z, juntamente com os multiplicadores de
Lagrange (u,v), satisfaz as condigdes necessarias de KKT e as condigoes suficientes men-
cionadas acima, entao z ¢ um minimizante global do problema de otimizacao.

Definicao 40. O problema de otimizacao dado pela equacao 3.18, diz-se convexo se X
for um conjunto aberto convexo, f,g;, i = 1,...,m forem funcdes convexas e h;, 1 =1,...,1,
sao funcgoes lineares.

Corolario 2. Consideremos um problema de otimiza¢ao convexo, e T € admissivel e
satisfaz, conjuntamente com os multiplicadores (u,v) € R", as condi¢oes necessdrias de
KKT, entao & ¢ um minimizante global.

Demonstragao. Ver [31] m
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3.2.3 Meétodos de otimizacao para Problemas Restritos

Nesta se¢ao, faremos uma abordagem sobre alguns métodos iterativos para problemas
restritos, onde as referéncias principais sao [30] e [31].

3.2.3.1 Meétodos de Penalizagao

Consideremos a regiao admissivel do problema de otimizagao (problema 3.18) dada
por:

A={xeR":gi(x) <0,i=1,....,m,hi(x) =0,i=1,...,1},

em todo R™. O método de penalizacao consiste em substituir a resolucao de um pro-
blema restrito por um irrestrito, tornando mais facil a resolugao. Para isso, adiciona-se
um custo muito grande (uma penalizagdo) a fungao objetivo f, que pretende-se minimi-
zar. Sem perda de generalidade, pode-se restringir a problemas com apenas restri¢oes de
desigualdade todo e qualquer problema com restrigao de igualdade, fazendo

_ hi(z) <0
hil) = 0= {_ o=t (3.44)
Assim sendo, todo o problema de otimizagao pode ser reescrito como
min  f(x)
sujeita a G(x) <0
xr €R"”

onde G(z) = (G1(), Ga(), ..., Gryo(z)) é uma fungao do R™ em R™2.

Defini¢ao 41. (Fung¢ao de Penaliza¢ao): Uma fungao p : R™ — R € chamada de func¢ao
de penalizagao para (3.18) se ela satisfaz, para todo o x € R™, as sequintes condigoes:

1. p(z) =0 se G(x) <0 (nao hd penalizagio para os x admissiveis);

2. p(x) > 0 se G(z) £ 0 & Fi: Gi(x) > 0 (hd penalizagio sempre que T nao é
admissivel).

Exemplo 19. A funcao

m

plz) = (max{0, Gi(x)})* (3.45)

=1

€ de penalizag¢ao, para q > 0.

Assim sendo, o método de penalizagao substitui o problema restrito pelo irrestrito da
forma

min g(c, v) = (f(z) + ep()), (3.46)

onde ¢ é o parametro de penalizacao. Assim sendo, teremos o algoritmo de penalizagao
(Algoritmo 4):
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Algoritmo 4: Algoritmo de Penalizacao
Entrada: Fungao f e restricoes g que definem o problema que pretende-se
resolver, funcao de penalizacao p, parametro de penalizacao inicial ¢y, parametro
7 > 1 de crescimento das constantes cg, tolerancia € > 0 para o critério de
parada, aproximacao inicial 2° € R" que viola pelo menos uma restricao
(método de ponto exterior).
Saida: Aproximacao z* para a solucdao do problema com

k

||z —xkle <€

ou

[f(@*) = fa" )] <

1. Inicializagdo: Formular a fungdo objetivo aumentada ¢(co, ) baseada nas
restricoes g; violadas em xy. Fazer k = 1.

2. Partindo de 2*~!, usar um dos métodos aproximativos para resolver o
problema irrestrito gﬁg q(cy_1,7). Seja z* a aproximacao encontrada.

3. Se ||z% — 2*7Y| < € ou | f(xF) — f(x*1)| < €, entdo pare, com z* a

aproximagao da solu¢ao do problema com restrigoes; Caso contrario, prosseguir.
4. Fazer ¢j := ncg_1 e formular g(c, x) baseada nas restrigdes g; que sdo violadas
k
em z°.

5. Fazer k := k + 1 e voltar ao passo 2.

Neste algoritmo, temos que:

1. Inicializacao: Neste passo, formulamos a fungao objetivo aumentada ¢(cy, ) com
base nas restri¢oes g; violadas em xy. Também iniciamos o contador k£ com o valor
1.

2. Laco principal: Dentro deste laco, partimos da aproximacdo anterior z*~! e usa-

mos um método aproximativo para resolver o problema irrestrito min g(cx_1,x). A
zER™

aproximacao encontrada é denotada por z*.

3. Critério de parada: Verificamos se a diferenca entre as aproximacoes z* e zF~! é

menor que a tolerancia €, ou se a diferenca entre os valores da funcao objetivo f(z¥)
e f(x"71) ¢ menor que e. Se um desses critérios for satisfeito, paramos o algoritmo
e retornamos a aproximacao z¥ como a solucao do problema com restricoes. Caso
contrario, continuamos para o proximo passo.

4. Atualizacao dos parametros: Neste passo, atualizamos o paradmetro de penalizagao
¢, multiplicando o parametro anterior c;_; pelo fator de crescimento > 1. Também
formulamos a fungao objetivo aumentada ¢(cy, ) com base nas restri¢oes g; que sao

violadas em z¥.

5. Atualizacao do contador: Incrementamos o contador k em 1 e retornamos ao passo

2 para repetir o processo com a nova aproximacao z*.

3.2.3.2 Meétodos de Barreira

Num método de barreira, assumimos que nos ¢ dada uma aproximacao inicial z° da
solugao do problema
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minimizar f(x),
sujeita a g(x) <0 (3.47)
x € R",

que pretendemos resolver, pertencente ao interior da regiao admissivel A. Impomos um
custo muito grande as aproximacoes admissiveis geradas pelo método que estao perto da
fronteira de A, deste modo criando uma "barreira"que evita que as aproximagoes saiam
da regiao admissivel. Nestes métodos, partimos de uma aproximacao dentro da regiao
admissivel, aproximando-nos da solucao de (3.18) a partir do interior da regiao admissivel,
com valores da funcao objetivo cada vez menores f(2*™!) < f(2%) e com valores da
chamada funcio de barreira b cada vez maiores em cada iteragao b(z**1) > b(2*), conforme
veremos a seguir.

Definigao 42. (Fung¢ao de Barreira). Dizemos que b: R™ — R é uma fungao de barreira
para o problema (3.47) se ela satisfaz, para todo o x € R", as sequintes condi¢oes:

1. b(x) >0 se g(x) < 0;

2. b(r) — +oo se max {g:(z)} = 0

Exemplo 20. A funcdo

€ uma fungao de barreira.

Exemplo 21. A funcdo

b(z) == In(—gi(x))
i=1
€ conhecida como a funcao de barreira logaritmica.

A ideia do método de barreira é substituir a resolu¢ao de um problema com restri¢oes na
resolucao de uma sequéncia de problemas de otimizacao sem restricoes do tipo:

i < fo)+ %b(m)) , (3.48)

onde X ¢ o conjunto aberto X = {z € R" : g(z) < 0} e ¢ é uma sucessao de constantes
Cr, €m que klim ¢k — +00. A seguir, temos o algoritmo de Barreira (Algoritmo 5).
—00
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Algoritmo 5: Algoritmo de Barreira

Entrada: z° (factivel), f, restrigoes g;, fungao de barreira b, parametro inicial cg,
parametro n > 1 de crescimento das constantes ¢, tolerancia e > 0.
Saida: Aproximacio z* para a solucio do problema com ||z* — 27| < € ou

(") — f@* )] <e
1. Inicializagdo: Formular a fun¢do objetivo f(z) 4+ 1b(z) . Fazer k := 1.
2. Partindo de z*~!, usar um método aproximativo estudado neste capitulo para

1
resolver o problema sem restri¢ao Inl)I(l ( flx) + —b(x)). Seja ¥ a aproximacao
z€ C

encontrada.

3. Se ||z% — 27| < € ou | f(2*) — f(x*71)| < €, entdo k
. , , pare, com x" a
aproximacao da solucao do problema com restri¢oes; caso contrario, prosseguir.

1
4. Fazer ¢, := ncp_1 e formular HH)I(I (f(w) + —b(:c)).
T€ C

5. Fazer k := k + 1 e voltar ao passo 2.

3.2.3.3 Meétodo do gradiente Ponderado

Consideremos o problema de otimizagao nao linear:

min  f(z)
sujeita a  g;(x) <0,i=1,...,m (3.49)
r e R,

onde f(x) e g;(z) sao diferenciaveis. A equagao (3.49) pode ser reescrita como:

m

min P(o,z) = f(z) + 0 Y _(max{0,G;(z)}),i =1,....,m, (3.50)

zeR™
i=1
onde o é o parametro de penaliza¢do. Consideremos a regiao admissivel de (3.49), dada
por:
A={z cR": gi(x) <0,i=1,..,m}. (3.51)

Para um valor de x, se x € A, movendo = ao longo da direcao negativa do gradiente
— v f(z) da funcao objetivo, a fungao objetivo pode melhorar. Se x ¢ A, significa que z
esta fora da regiao admissivel. Vamos assumir que:

I(x) ={ilgi(z) > 0,i=1,2,...,m}, (3.52)

para i € I, movendo z ao longo da dire¢ao do gradiente negativo — <7 g(x), g;(x) decresce
e pode satisfazer g;(x) < 0. Tendo em conta este fato, a diregdo ponderada pode ser
definida a seguir como:

d(a) = = f(z) = ) w; v gi(w), (3.53)
i=1
onde w; sao os pesos da dire¢ao do gradiente, e sao definidos como:
wi= {5 () > 0, (3:54)

onde:
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1
= TG ) ) oy 7 6) (3.55)
() = gi(z)
Gl = g (3.56)
Gmax(7) = max{0,G;(x), i =1,2,...,m}. (3.57)

em (3.55), € € um ntimero positivo, suficientemente pequeno. Entao kD) ¢ gerado de z*
por atualizagoes ao longo da diregdo do gradiente ponderado d(z) e é descrito como:

® ) = 2 ®) p Ad(2®), (3.58)
onde A > 0 é o parametro que indica o tamanho do passo e satisfaz:
4 p ) (k)
ap(x + Ad(z"™),0) =0 (3.59)

De (3.53) a (3.54), é 6bvio que para g;(x) > 0, o aumento de g;(z) causa o aumento do
peso da dire¢do do gradiente. Além disso, d(z) é efetivamente uma dire¢do de busca,
porque se x € A, entdo d(x) = — 7 f(z) e se move ao longo da dire¢do de — v/ f(x).
Consequentemente, a fungao objetivo pode ser melhorada. Também, se © ¢ A, quanto
maior for g;(z), mais distante x esta do conjunto admissivel A, o peso elevado w; pode ser
obtido para se mover para o conjunto admissivel. Portanto, x converge para uma solucao
de minimo local pela diregao de gradiente ponderado. Assim, temos o Algoritmo 6.

Algoritmo 6: Método do Gradiente Ponderado
Entrada:

e Funcao objetivo f

Restrigoes g;

Aproximacao inicial 2°

Tamanho de passo A

Tolerancia e

Saida:
e Aproximacao x para a solucao do problema de otimizagao

Inicializagao: Definir k = 0

Calcular o conjunto I(z*) das restri¢oes ativas em x
Calcular os pesos w; para as restrigoes ativas de acordo com a equagao (3.54)
Calcular a dire¢ao ponderada d(z*) de acordo com a equagao (3.53)

Atualizar a aproximacao: zFt1 = 2% + \d(2%)

Verificar o critério de parada: se |28t — 2¥|| < € ou | f(2F1) — f(2%)| < ¢, entdo
parar e retornar zFt! como a aproximacao da solucao

7. Caso contrario, atualizar k: k = k + 1 e voltar ao passo 2

k

Os métodos de otimizagao estudados até agora, tanto irrestritos quanto restritos, com-
partilham uma caracteristica em comum: eles pressupoem que as fungoes envolvidas sejam
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diferenciaveis. No entanto, existem casos em que precisamos minimizar fun¢oes que nao
sao diferencidveis, como é o caso do problema do despacho econémico com efeito do ponto
de carregamento de valvula. Portanto, é necesséario abordar essa questao e buscar solugoes
para minimizar funcoes nao diferenciaveis. Na proxima se¢ao, vamos explorar uma abor-
dagem conhecida como suavizacao. Essa técnica tem como objetivo resolver o problema
de minimizacao de func¢oes nao diferenciaveis, aproximando-as por fungoes suaves que
possam ser otimizadas utilizando os métodos tradicionais. A suavizagao envolve a substi-
tuicao da funcao original por uma versao suave, que preserva as principais caracteristicas
da fungao original, mas permite a aplicacao de métodos diferenciaveis.

3.2.4 Suavizagao

De acordo com [28], a suaviza¢do é uma técnica amplamente utilizada em otimizagao
para lidar com funcoes nao diferenciaveis. Consiste em substituir uma fun¢ao nao dife-
rencidvel por uma versao suave que seja diferenciavel, permitindo assim a aplicacao de
métodos de otimizacao que requerem derivadas. Uma vez que a funcao nao diferenciavel
tenha sido suavizada, podemos aplicar métodos de otimizagao, como o gradiente descen-
dente, Newton e outros métodos baseados em gradiente, para encontrar o minimo da
funcao suavizada. A solucao obtida sera uma aproximacao do minimo da func¢ao original.
E importante destacar que a suavizagao é uma técnica aproximada e a solugao encontrada
serd uma aproximag¢ao do minimo verdadeiro da fungao nao diferenciavel. No entanto,
em muitos casos praticos, essa abordagem pode fornecer resultados satisfatorios e permi-
tir a aplicacao de métodos de otimizacao mais eficientes. A suavizacao em otimizacao é
especialmente util quando lidamos com problemas reais que envolvem restri¢des ou fun-
¢oes nao diferencidveis, como no caso do despacho econémico, um problema importante
na engenharia elétrica. Ao suavizar as func¢oes envolvidas, podemos aplicar métodos de
otimizacao para obter solucoes aproximadas e viaveis para esses problemas complexos.

Definigao 43. (Fungao de Suavizagdo): Seja f: R™ — R uma fung¢ao nao diferencidvel.
A fungao de suavizagao S(f) : R — R € definida como uma transformagdao que mapeia
f em uma funcao suave g tal que:

S(f)(x) = g(x),

onde x € R™.

A fungao suave g(x) é obtida utilizando-se uma técnica de suaviza¢do, como a suavizagao
hiperbolica (que sera estudada nesta segdo) ou uma outra técnica de suavizagao, preser-
vando as caracteristicas essenciais de f e tornando-a diferenciavel. O objetivo é permitir
a aplica¢ao de métodos de otimizagao que requerem derivadas em g(x) para encontrar um
minimo aproximado da fung¢ao original f.

3.2.4.1 Suavizacao Hiperbdlica

Como estamos interessados em problemas que envolvem fun¢oes modulares, sem perda
de generalidade, vamos abordar a suavizacao hiperbolica para o caso de fun¢oes modulares.
A fungao modulo, denotada por |z|, ¢ uma fungao nao diferenciavel definida como:

x, se x > 0,
=] =

—x, sex <0.
Para realizar a suavizacao hiperboélica usando a funcao modulo, podemos substituir a

funcao modulo por uma sequéncia de fungoes suaves que se aproximam da fungao modulo.
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Uma fungao suave comumente usada é a fungao de suavizagao hiperboélica, que é definida
como:

¢($7n) = \/1‘2"’_ )

onde 7 é um parametro positivo que controla a suavidade da fun¢ao. Ao substituir a fun¢ao
modulo pela funcao de suavizacao hiperbodlica, obtemos uma funcao suave e diferencidvel
que se aproxima da funcao modulo. Essa funcao suave pode ser usada em problemas de
otimizacao que envolvem a fun¢ao modulo, permitindo a aplicagao de métodos tradicionais
de otimizacao que requerem derivadas. A Figura 3.8 representa a suavizacao hiperbolica
da funcdo f(z) = |z|, no caso ¢(x) = /2% +n, para diferentes valores de . O que
podemos observar é que na medida em que n — 0, a funcao suavizada fica mais proxima
da fungao original, ao passo que na medida que 7 — oo, a fungao suavizada fica cada vez
mais distante da fungao original.

Figura 3.8: Funcgao de Suavizagao Hiperbolica para diferentes valores de n

Funcoes de Suavizacao Hiperbdlica

10 7 — $lx) = Vx?

o) =Vx2+4
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6 | =—— lx)= Vx2 +0.04

— 0¥ = Vx?+0.0001

B(x)
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Assim, a fungdo de suavizagdo hiperbdlica ¢(x,n) = /2% +n possui as seguintes
propriedades:

1. Suavizagao: A funcdo ¢(x,n) é diferenciavel para todos os valores de x, incluindo
x = 0, e seu valor absoluto ¢ igual a |z| para |z| suficientemente grande. Conforme
n se aproxima de zero, a funcao se torna cada vez mais proxima da fungao modulo
|-

2. Suavidade crescente: A medida que o valor de 1 aumenta, a funcdo ¢(x,n) se torna
mais suave, ou seja, sua derivada se torna mais continua. Isso significa que a incli-
nacao da funcao em torno de pontos criticos, como minimos e maximos, se torna
menos acentuada a medida que n aumenta.

3. Conservacao de minimos: A funcdo ¢(z,n) preserva os minimos da fun¢ao modulo
|z|. Isso significa que se um minimo ocorre em zy na fungao |z|, entdao também
ocorrerd um minimo em zp na fungao suavizada ¢(x,n) para qualquer valor de
n > 0. No entanto, o valor do minimo na fungao suavizada seré ligeiramente maior
do que na fun¢ao moédulo.
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4. Estabilidade numérica: A fungao de suavizagao hiperbolica ¢(z,n) é numericamente
estével, o que significa que ela pode ser avaliada e diferenciada com precisao mesmo
para valores de x muito grandes ou muito pequenos. Isso torna a fungao tutil para
aplicagoes numéricas e algoritmos de otimizagao.

Essas propriedades tornam a suavizacao hiperbélica uma ferramenta valiosa na otimizacao
e em outras areas onde é necessario lidar com fung¢oes nao diferencidveis. A escolha
adequada do parametro n permite ajustar o grau de suavidade da funcao de acordo com
as necessidades especificas do problema. Apesar das solu¢oes propostas para lidar com
a suavizagao, os algoritmos estudados compartilham um critério de parada que resulta
na estagnagao do minimizante em uma vizinhanca de pontos, & medida que a norma
do gradiente se aproxima de zero. Essa caracteristica dificulta a resolucao de problemas
multimodais. Na proxima sec¢ao, abordaremos essa limitagao de forma mais detalhada.

3.2.5 Limitacao dos Métodos de Gradiente Para Problemas Mul-
timodais

A limitagdo mencionada no final da se¢ao anterior (Segao 3.2.4), refere-se a difi-
culdade dos algoritmos de otimizacao baseados em gradientes em lidar com problemas
multimodais. Como os problemas multimodais possuem miiltiplas solugoes 6timas, cada
solugao representa um minimo local na funcao objetivo. Quando a norma do gradiente
tende a zero durante a otimizagao, indica que o algoritmo esta se aproximando de um
minimo local, no entanto, essa convergéncia para um minimo local pode fazer com que
o algoritmo fique preso nessa vizinhanca de pontos, nao conseguindo explorar outras re-
gioes do espago de busca para encontrar possiveis minimos globais. Essa limitacao pode
ser problematica em situacoes em que o objetivo é encontrar a melhor solugao global
possivel.

Para melhor compreensao, veremos um exemplo de minimizacao de uma fungao,
usando um dos métodos de gradiente, isto é, o método do gradiente descendente.

Exemplo 22. Para este exemplo, vamos minimizar a funcao f(x) = (x+2)*— 16e~ (=27,

Considerado o ponto inicial xg = —7 e uma precisao de 0.000999, obtemos como minimi-
zante o ponto -2.5483126946918735 e o minimo é 0.3006467945718216, como ilustrado na
Figura 3.9.

Figura 3.9: Método do Gradiente Descendente para o = —7 e € = 0.000999

20

% -4 -2 0 2 2 6
Fonte: Autor
Quando considerado o ponto inicial o = 7 e uma precisao de 0.000999, obtemos como mi-

nimizante o ponto 2.0321487333200623 ¢ o minimo é 0.2747515217663832, como ilustrado
na Figura 3.10.
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Figura 3.10: Método do Gradiente Descendente para xqg =7 e € = 0.000999

20

Fonte: Autor

Com base na escolha do ponto inicial zy, observamos que a solu¢gao do problema é dife-
rente, indicando que se trata de um problema multimodal com dois pontos de minimo.
Para resolver problemas multimodais, os métodos de gradiente mostram-se ineficientes,
especialmente quando o ponto inicial ( esta longe do melhor minimo global, mas préoximo
do pior minimo global. Nessas situagoes, o método pode convergir para um minimo que
nao é o 6timo global. Assim, é necessario aprimorar os algoritmos de otimizagao, incor-
porando recursos adicionais que permitam lidar com a determinacao de multiplos pontos
de minimo.

Concluindo este capitulo, observamos que o estudo da otimizacao nao linear desempe-
nha um papel fundamental na compreensao e resolucao de uma ampla gama de problemas
complexos. Ao explorar tanto problemas irrestritos quanto restritos, pudemos analisar e
aplicar as condicoes de otimalidade pertinentes. Além disso, ao investigar diversos mé-
todos baseados em gradientes, adquirimos ferramentas praticas para encontrar solugoes
aproximadas. No entanto, é igualmente importante reconhecer as limitacoes intrinsecas
desses métodos e a necessidade de considerar abordagens alternativas para problemas
que nao se adequam a sua estrutura. O estudo da otimizacao nao linear fornece uma
base solida para aprofundar-se em areas relacionadas, abrindo caminho para a resolu-
¢ao de desafiantes problemas em diversos campos, como ciéncia, engenharia e economia.
As referéncias citadas neste capitulo oferecem uma base bibliografica solida, permitindo-
nos explorar as contribuicoes de renomados pesquisadores nesse campo dinamico e em
constante evolucao.

Considerando as limitagoes dos métodos de gradientes discutidos neste capitulo, no
proximo capitulo, exploraremos os sistemas dinamicos, com énfase no caos e na teoria
de Julia. Essas abordagens tém o potencial de aprimorar a identificacao de pontos de
minimo em problemas de otimizacao multimodal. Ao incorporar os principios dessas
teorias, poderemos expandir nossa compreensao das dinamicas complexas dos problemas
e, assim, melhorar a capacidade de encontrar solugoes 6timas.






CAPITULO

4

Fractais e Caos

A geometria classica estuda assuntos como formas suaves e regulares. Durante a
maioria dos estudos em matematica, sao abordados temas relacionados a fungoes, que sao
continuas, diferenciaveis e tém uma representagao simples. No entanto, ao observarmos
a0 nosso redor, nao estamos habituados a ver formas regulares e familiares, como fungoes
seno, exponenciais e polinémios. Em vez disso, vemos formas complicadas que parecem
dificeis de entender, como a fronteira das nuvens, o perfil das montanhas, os galhos de uma
arvore, o desdobramento de um delta de um rio e a bifurcacao de um raio. Todos esses
fendmenos parecem ter aspectos que nao sao descritos na geometria cléssica, mas muitas
dessas formas tém certas propriedades em comum. O estudo dessas formas complexas deu
origem a um ramo da matematica conhecido como Geometria Fractal, que sera abordado
neste capitulo. Nele, exploraremos alguns objetos que ao longo dos séculos passaram a
ser chamados de fractais, com destaque para o conjunto de Julia (Fractal de Julia) e suas
propriedades fundamentais. Para este capitulo, utilizaremos as referéncias [3|, [4], [8],
[10], [13] e [24].

4.1 Fractais

Nesta secao, antes de definirmos fractal, veremos em primeiro lugar alguns exemplos
de fractais, dos quais destacamos o conjunto de Cantor, curva de Von Koch e o triangulo
de Sierpinski.

O primeiro exemplo é o conjunto de Cantor, que é um exemplo de fractal cuja cons-
trugao é muito simples. Construimos o Conjunto de Cantor do tergo médio a partir
do intervalo [0, 1] C R removendo repetidamente certos intervalos abertos. Na primeira
etapa, remove-se o tero médio (3, 2), deixando [0, 3] U [2,1]. Chame este estagio de C;.
Para prosseguir para Cy, remove-se o ter¢o médio de cada um dos dois intervalos fechados
restantes, deixando |0, %] U [%, %] U [%, g] U [g, 1]. Em geral, passamos do passo C} para o
passo Ci,1 removendo o terceiro intervalo aberto do meio de cada um dos 2* intervalos
fechados restantes. O Conjunto de Cantor C' é entao formado por todos os pontos que

permanecem em C para todos os nimeros naturais k, ou explicitamente,

C = ﬁ C.. (4.1)

O comprimento de cada intervalo fechado na k-ésima iteracdo ¢ 37, que tende a zero
quando k tende ao infinito, entao uma questao vélida seria se esse processo de remocao

61
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deixa algum elemento em [0, 1]. Bem, alguns pontos permanecem; 0 e 1, por exemplo,
claramente nunca sao removidos por este processo e, de fato, o Conjunto de Cantor C'
consiste inteiramente em um ntmero incontével e infinito de pontos. Isso revela algumas
propriedades importantes a se destacar;

i) Como o comprimento de cada intervalo na k-ésima iteragao tende a zero quando k vai
para infinito, os detalhes do conjunto da Cantor sao exibidos em escalas arbitrariamente
pequenas, ou seja, os intervalos ficam cada vez menores.

ii) O comprimento de cada passo Cj ¢é (%)k, entao por qualquer definicdo usual, o
conjunto limite C' deve ter comprimento zero. No entanto, também é incontavelmente
infinito, entdao, num sentido, é um conjunto grande e, noutro, é muito pequeno. O que

torna dificil classificar o Conjunto de Cantor por propriedades como tamanho.

iii) Finalmente, embora C' exiba uma estrutura intrincadamente detalhada, na verdade
ela é descrita de maneira muito direta por meio de um procedimento recursivo simples. No
entanto, nao pode ser facilmente descrito em um sentido classico. Nao é o lugar geométrico
dos pontos que satisfazem alguma condi¢ao geométrica simples, nem é o conjunto de
solugoes de qualquer equagao simples. A seguir, temos a ilustragao do conjunto de Cantor
na Figura 4.1.

Figura 4.1: Conjunto de Cantor
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Fonte: [§]

O segundo exemplo, é a curva de von Koch. A sua construgao é baseada num processo
iterativo, similar ao do conjunto de Cantor. Para construir a curva, comegamos com um
segmento de reta de unidade de comprimento, V4, e um gerador, V. Neste caso, o gerador
é o segmento de reta unitaria com o ter¢o médio substituido por triangulo equilatero, cujo
comprimento da base é o ter¢o médio que é retirado (veja a Figura 4.2). V, é gerado
substituindo cada segmento de linha reta em V; por uma copia apropriadamente dimen-
sionada e rotacionada do gerador. Em geral, passamos da iteracao V) para a iteracao
Vi+1 substituindo cada segmento de linha reta de Vi por uma copia adequadamente di-
mensionada e rotacionada de Vi, o gerador. Vamos denotar por f a fungao que recebe
Vi e retorna V41, de modo que f*(Vy) = V4, com f* representando a aplicagao k- dobra
(k-fold) de f. Entao, a curva de Von Koch, V' | é

v = lim (£(V)) (42)

Na construcao, cada vez que um segmento de reta é alterado por f, ele é substituido
por quatro segmentos de reta, cada um com um ter¢o do comprimento removido. Entao,
Vi, o k-ésimo passo da construgao tem comprimento (%)k . A curva limite V, portanto,
tem comprimento infinito. Se tomarmos Vj como o intervalo [0, 1] no eixo x como um
subconjunto de R?, a 4rea delimitado por V e o eixo x nao ¢ infinito; certamente é limitada
acima pela area do retangulo [0, 1] x [0, \/Tg] Assim, temos uma curva de comprimento
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infinito que encerra uma area finita. A curva em si, no entanto, nao ocupa nenhuma area
no plano e, portanto, torna dificil falar sobre o “tamanho” dessa curva em um sentido
classico.

Ha também outras propriedades que a curva de von Koch tem em comum com o nosso
exemplo anterior. Primeiro, ela exibe uma espécie de auto-simetria. Se considerarmos
qualquer parte da curva e amplia-la, dard uma imagem um pouco parecida com a original.
Em segundo lugar, seria trabalhoso para descrevé-la adequadamente usando a linguagem
da geometria euclidiana e, finalmente, podemos realmente defini-la de uma maneira muito
simples, embora recursiva, como ilustrada na Figura 4.2.

Figura 4.2: Curva de Von Koch
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O nosso terceiro exemplo de fractal é tridngulo de Sierpinski. Para gerar o fractal,
comegamos com um triangulo equilatero preenchido, chamado Sy. Para passar para S
divide-se ao meio cada lado do tridngulo equilatero inicial. Unem-se esses pontos obtendo
um triangulo equilatero, removemos esse triangulo equilatero invertido de Sy para deixar
a forma com trés triangulos equilateros preenchidos idénticos. Em geral, para passar do
passo Si para Sj,;, removemos um triangulo equilatero invertido de cada um dos 3*
triangulos preenchidos restantes, deixando 3**! desses triangulos; as primeiras aplicacoes
deste processo podem ser vistas na Figura 4.3. Para obter o fractal, tomamos um processo
de limitagao com o seguinte algoritmo: Seja f a fungao que remove os triangulos invertidos
3% no passo k, tal que f(Si) = Sks1 € f¥(Sy) = Sk com f* sendo novamente a aplicacio
k- removedora (k-fold) de f. Entao o Triangulo de Sierpinski, S é dado por

S = lim (f*(Sp)). (4.3)
k—o0

Podemos ver que na k-ésimo etapa do processo iterativo, restam 3% triangulos preen-
chidos. o perimetro de cada pequeno triangulo é metade do maior que gerou isso na etapa
anterior. Temos, portanto, que o perimetro fracionario total de triangulos preenchidos em
Sy € (%)k , que tende ao infinito com k. A area preenchida, por outro lado, diminui a cada
etapa, o triangulo invertido removido representa precisamente % da area maior, entao a
area preenchida fracionaria de Sy é (%)”C , que tende a zero quando k vai para o infinito.
Assim, a forma limite S ocupa area zero no plano, é limitada, mas tem perimetro infinito,

os detalhes podem ser observados na Figura 4.3.

Os trés exemplos mencionados, apresentam algumas carateristicas em comum.

i) Auto-semelhanca em diferentes escalas. Isso significa que, ao aumentar ou diminuir
a escala em que o fractal é observado, as mesmas caracteristicas sao encontradas em
diferentes niveis de detalhe.
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Figura 4.3: Triangulo de Sierpinski
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ii) Estrutura Fina: A estrutura fina se refere a sua complexidade e detalhamento em
diferentes niveis de escala. Ao observar os trés exemplos em uma escala maior, podemos
notar a presenca de varias estruturas menores que se repetem em diferentes niveis de
detalhamento. Isso torna a estrutura do fractal fina, com muitos detalhes em diferentes
escalas.

iii) Irregularidade: A irregularidade pode ser explicada pela geometria ndo-euclidiana.
A geometria euclidiana, que é a geometria classica, descreve objetos que tém formas
regulares, como triangulos, circulos e quadrados. No entanto, os exemplos nao podem ser
descritos pela geometria euclidiana, pois sua forma é altamente irregular e complexa, com
bordas irregulares e formas variadas.

iv) Finito: Vimos que os trés exemplos, sdo finitos, embora possam parecer infinitos.
Teém aparéncia infinita, mas as suas estruturas sao finitas e definidas por uma funcao.
Cada iteracao dessa fungao produz um novo nivel de detalhamento no fractal, mas, even-
tualmente, o processo se estabiliza e o fractal é completo.

Portanto, nos tés exemplos, os fractais que vimos tém uma estrutura fina, sao irregu-
lares para serem explicados pela geometria euclidiana, tém a forma de auto-semelhanca
e sao finitos devido & sua definicao mateméatica. Tendo em conta os exemplos ilustrados,
segue a definigao de fractal segundo [13]

Definigao 44. (Fractal sequndo Falconer): Um fractal F' € um conjunto que apresenta
muitas das sequintes propriedades:

(i) F' tem uma estrutura fina, ou seja, detalhes em escalas arbitrariamente pequenas.

(i1) F é muito irreqular para ser descrito na linguagem geométrica euclidiana, tanto
local e globalmente.

(i1i) Frequentemente, F' tem alguma forma de auto-semelhanga, talvez aproximada ou
estatistica.

(iv) Normalmente, a “dimensao fractal” de F (definida de alguma forma) é menor do
que sua dimensao topologica.
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(v) Na maioria dos casos de interesse, F € definido de forma muito simples, talvez
recursivamente.

Com base na definigao de [13], pode-se observar que os exemplos mencionados anteri-
ormente sao fractais.

4.2 Sistemas dinamicos Complexos

Nesta secao, apresentaremos alguns conceitos de sistemas dinamicos complexos, onde
o foco principal é o Conjunto de Julia, e definiremos o conjunto de Julia de uma fungao
polinomial complexa de grau n > 2 como a fronteira da bacia de atracao de um ponto
fixo atrator de f. Definiremos também o conjunto de Julia preenchido, cuja fronteira é
igual ao conjunto de Julia.

Definigao 45. (Sistema dinamico): Um sistema dindmico consiste de um conjunto X de
estados possiveis, juntamente com uma regra que descreve como o sistema evolut ao longo
do tempo. Quando o tempo assume valores naturais ou inteiros, o sistema dindmico €
dito discreto. Quando o tempo assume valores reais, o sistema dindmico € dito continuo.

Definicao 46. Dado um conjunto X e uma func¢ao f: X — X, a k- ésima iterada de f
€ definida por

folx) =z,

o) = f(f* (@), para k > 1

Definicao 47. O comportamento de qualquer ponto x € R sob iteragao de f é dado pela
sequéncia x, f(x), f(f(x)), f(f(f(2))),..., que sdo chamados de drbita de x. Denotamos
0s pontos dessa orbita como x, f(x), f2(x), f3(x) e assim sucessivamente.

Definigao 48. Dada f : X — X e xg € C. A orbita de xo por f € limitada se existir
M >0, tal que |f*(zo)| < M, para todo k € N.

Abordaremos sistemas dindmicos discretos onde f é uma fungao complexa. Especifi-
camente funcao polinomial complexa de grau n > 2 com coeficientes complexos, ou seja,

f:C— C dada por

f(2) = anz" +an 12"+ 4 ag2® + arz + ag. (4.4)

Definicao 49. Sejam z € C e f uma funcao polinomial complexa. Dizemos que z € um
ponto fizo de f se f(z) = z.

Definicao 50. Sejam z € C e f uma funcao polinomial complexa. Dizemos que z € um
ponto periddico de f se existir um inteiro p > 1, tal que fP(z) = z. O menor inteiro
positivo p, tal que fP(z) = z é chamado de periodo de z

Definigao 51. Sejam z um ponto fixo de f e A= f'(z). O ponto z € denominado:
(a) Superatrator se |\| = 0;
(b) Atrator se 0 < || < 1;
(c¢) Indiferente se |\| = 1;
(d) Repulsor se |\| > 1.

Definigao 52. (Bacia de atragio): Seja w um ponto fixo atrator de f. A bacia de atragdo
de w, denotada por Af(w), € o conjunto de todos os pontos cujas orbitas tendem a w, ou
seja, Ap(w) = {z € C: f*(z) = w quando k — oo} . A bacia de atragio do infinito,
A(00), € definida do mesmo modo, ou seja, € definida por Aj(oc) = {z € C: f*(z) =
oo quando k — 0o }.
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Exemplo 23. Como exemplo, vamos considerar a fungao f(z) = 2%, e vamos determinar
as bacias de atracao. A fungao f(z) = z° € uma fungdo polinomial que leva um niimero
complexo z ao seu quadrado. Para calcular os pontos fizos da funcao, devemos encontrar
os valores de z que satisfazem a equagao f(z) = z. Substituindo f(z) = z* na equagao
acima, obtemos:

2=z (4.5)

Isso implica que 2> — z = 0, o que pode ser fatorado como z(z — 1) = 0. Portanto, 0s

pontos fizxos da funcio sio z = 0 e z = 1. Agora, para calcular as bacias de atracao da
funcio f(z) = 2%, precisamos examinar o comportamento das orbitas de pontos distintos
no plano complexo sob a aplicacao da funcao. A drbita de um ponto zy € a sequéncia de
pontos gerada pela repeticao da aplica¢io da fungdo: zo,z1 = f(20),22 = f(f(20)),23 =
f(f(f(20))), e assim por diante. Vamos analisar cada ponto fizo da funcio f(z) = 2°
separadamente:

e O ponto firo z = 0: Se |z| < 1, entdo a sequéncia zp,z1 = 23,22 = (28)2,...
converge para 0. Caso contrdrio, a sequéncia diverge para o infinito. Portanto, a
bacia de atragao para z =0 € o disco unitdrio aberto B(0,1) =z € C: |z| < 1;

e O ponto fixo z = 1: Se zy # —1, entdo a sequéncia zy,z; = 23,22 = (23)2,...
converge para 1. Caso contrdrio, a sequéncia oscila indefinidamente entre 1 e —1.
Portanto, a bacia de atracao para z =1 € o complemento do disco unitdrio fechado
B(0,1) =2 € C: |z| <1, ou seja, o conjunto C\ B(0,1) =2 € C: |z| > 1Uoo.

Podemos visualizar essas bacias de atracao no plano complexo colorindo o plano de acordo
com a convergéncia das orbitas de pontos individuais. O resultado é mostrado na Figura
4.4, onde a regiao colorida em azul € a bacia de atragao para z = 1 e a regido colorida
em branco € a bacia de atra¢ao para z = 0.

Figura 4.4: Bacia de Atracao
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Teorema 13. (Ponto fizo atrator): Sejam A C C e w um ponto fizo atrator da fun¢do
f:+A— A. Entao existe uma bola aberta de centro em w e raio 6 > 0(arbitrdriamente
pequeno), na qual a seguinte condi¢do ¢ satisfeita: Se z € Bs(w) N A, entio f¥(z) €
Bs(w)N A e f¥(2) = w quando k — oo.

1+ |f(w)]

Demonstracao. Como |f'(w)| < 1, vamos tomar r = ——————. Desta forma,

|f/(w)| < r < 1. Por definigio, f'(w) = lim L{l}(w)

Z—w Z —
Z—w
Pela desigualdade triangular temos que:

| (w)].

Tomemos € = r — | f'(w)| > 0. Com isto, teremos que:
f(z) = f(w)
z—w
Consequentemente, para z € A com |z — w| < §, temos

. Portanto, V ¢ > 0, 36 > 0 tal

que se 0 < |z —w| < ¢ entao

f(z) = f(w)

Z—Ww

—f’(w)‘ < ¢, logo, < €+

‘<7’,VZ€A\{w}com|z—w|<5.

1f(2) —w| <r|lz —w| <rd, onde,0 <r < 1. (4.6)

Isto significa que f(z) esta mais proximo de w do que z. Portanto, f(z) € BsNA. Podemos
observar que que f2(z) = f(f(z)), com f(z) € Bs(w)NA. Aplicando a desigualdade (4.6)
duas vezes teremos

F2(2) —wl = |f(f(2)) —wl| <7l f(2) —w| < rrlz —w| <r?,

onde 0 < r < 1. Logo, f*(z) € Bs(w)NA. Por indugio em k, para z € A com |z —w| < 6,
temos que |f*(z) —w| < 77§, onde 0 < r < 1. Portanto, f*(z) € Bs(w) N A. Quando
k — oo, r* — 0, e consequentemente, f*(z) — w
[ |

O Teorema 13 nao vale para qualquer funcao f. A condigdo para que o teorema seja
valido é que w seja um ponto fixo atrator de f em A, ou seja, f(w) = w e a sequéncia
{f*(2)}52, converge para w para todo z € A. Por exemplo, considere a fungao f(z) = 2+1
em A C C. Nesse caso, nao existe ponto fixo atrator para a funcao f, pois a sequéncia
{f*(2)}5°, ndo converge para nenhum ponto em C para todo z € C. Portanto, o teorema
nao se aplica nesse caso.

Teorema 14. (Ponto fizo Repulsor) Sejam A C C e w um ponto fixo repulsor da fun¢do
f:A— A. Entao existe uma bola aberta de centro em w e raio 0 na qual a sequinte
condi¢ao € satisfeita: Se z € Bs(w) N A e z # w, entdo existe ng € N\ {0}, tal que
f™"(2) ¢ Bs(w) N A, para todo n > ny.

Demonstragao. Como w é um ponto fixo repulsor de f, existe uma vizinhanca U de w
tal que |f'(w)| > 1 e |f(z) —w| < |z — w| para todo z € U diferente de w. Escolha ¢ > 0
tal que Bs(w) C U. Suponha, por contradigao, que existe z € Bs(w) N A e uma sequéncia
(ng) tal que f™(z) € Bs(w) N A para todo k. Como z € Bs(w), temos que |z — w| < 6,
e como f"(z) € Bs(w), temos que |f™(z) —w| < J. Pela desigualdade triangular, temos
que

|2 —w| < |z = f™ ()] + /™ (2) — w] (4.7)
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Usando a desigualdade |f(z) — w| < |z — w| e iterando nj, vezes, obtemos

ng—1 nE—1

pmwl < 3 IPE) = PREIF ) —wl < 3O IFPE) - FRE+ (48)

Usando a desigualdade triangular novamente, temos que
1F1(2) = ) <1 (2) = w] + Jw = fI7(2)] < 2|2 = w (4.9)
para todo j € N. Substituindo a equagao (4.9) na equagao (4.8), obtemos
|z —w| < 2ng|z —w| + 6, (4.10)

o que implica que ng > 1z — w|71(6 — |z — w|). Como ¢ > |z — w], isso implica que ny
cresce indefinidamente, o que contradiz o fato de w ser um ponto repulsor de f. Portanto,
a suposicao inicial esta errada, e o teorema ¢é verdadeiro. m

Proposicao 5. As(w) é um conjunto aberto

Demonstragao. Como w é um ponto fixo atrator de f, pelo Teorema do ponto Fixo
Atrator (Teorema 13) , existe um conjunto aberto V' contendo w, tal que V' C Af(w)
(Se w = oo, podemos tomar {z : |z| > r}, para r suficientemente grande). Isto implica
que Af(w) é aberto. Com efeito, se z € Ay(w), entdo f¥(z) € V para algum k, logo
z € f8V), o qual é aberto. m

4.2.1 Conjunto de Julia

O conjunto de Julia surgiu com o estudo do comportamento de iteracoes de funcoes
complexas. Este conceito foi introduzido pelo matematico francés Gaston Maurice Julia
(1893-1978), publicado na sua obra prima "Mémoire Sur I iteration des fonctions ration-
nelles".

Defini¢ao 53. (Conjunto de Julia): Seja f uma func¢ao polinomial complexra de grau
n > 2 ew um ponto fixo atrator de f. O Conjunto de Julia de f denotado por J(f), € a
fronteira da bacia de atracao de w.

A Definicao 53 descreve o Conjunto de Julia de uma fung¢ao polinomial complexa f de
grau n > 2, com um ponto fixo atrator w. O Conjunto de Julia, representado por J(f),
é a fronteira da bacia de atracao de w, que consiste nos pontos que tendem a convergir
para w ao serem iterados por f infinitamente. A fronteira da bacia de atragao é formada
pelos pontos limites das 6rbitas que convergem para w. O Conjunto de Julia exibe formas
complexas e fractais, mesmo para fungdes aparentemente simples.

Definigao 54. (Conjunto de Fatou): O complementar do Conjunto de Julia € chamado
de Congunto de Fatou, representado por F(f), e consiste nos pontos que convergem para
algum ponto atrator sob a ac¢do de f.

O Conjunto de Fatou é composto pelos pontos que pertencem & bacia de atracao de um
ponto fixo atrator de f.

Exemplo 24. (Implementagao do conjunto de Julia pelo MATLAB). A implementa¢do
do conjunto de Julia no MATLAB, comega definindo a funcao iterativa f(z,c) = 2% +c,
como uma fungao anénima usando a sintaze @(z, ¢). Em sequida, definimos as dimensoes
da tmagem, a largura e altura da imagem que serao geradas. Também definimos os limites
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do eizo x e y. FEsses limites definem a regiao do plano complexo que serd representada
na imagem. Depois, criamos uma matriz de pontos no plano complexo usando a fun¢ao
meshgrid. Linspace é usada para criar pontos igualmente espacados dentro dos limites
x ey definidos. Em sequida, definimos o nimero mdzimo de iteragoes (max_iter) e o
numero complexo constante c. Nesse caso, ¢ = a + bt é um wvalor arbitrdrio. Entao,
a matriz de cores € inicializada com zeros. Para cada ponto na matriz, € feita uma
iteracao da funcao iterativa até que a magnitude do ponto exceda o limite de 2 ou o
numero mdximo de iteragoes seja atingido. A cor do ponto € determinada pelo mimero
de iteragoes necessdrias para que a magnitude do ponto exceda o limite de 2. Os pontos
que nao divergem apos o numero maximo de iteracoes sao coloridos de preto. Por fim, o
conjunto de Julia € plotado usando a funcao image. A cor do conjunto € definida usando
a fung¢ao colormap. Os eizos sao desligados usando a funcao axis off. A sequir, o codigo
genérico do algoritmo:

Definindo a fun o t1terativa
= 0(z, c) z°2 + c;

S e

4 Definindo o plano complexo

w = 800; J largura da imagem
h = 800; 7 altura da tmagem
T_min = -2;
T_max = 2;
y_min = -2;
y_max = 2;

/4 Crtando wuma malha de pontos mo plano complezo
[X, Y] = meshgrid(linspace(z_min, z_maz, w), linspace(y_min,
y_maz, h));

4 Definindo o m mero m xzimo de itera es
maz_1ter = 100,

4 Definindo o m mero complexo constante c
¢ = complexz(a, b);

/4 Inicializando a matriz de cores
colors = zeros(h, w);

4 Looping para cada ponto no plano complezo
for 4 = 1:h

for 7 = 1:w
z = complex(X(i, j7), Y(i, j5)); J convertendo o ponto
em m mero complexo
iter = 0; ) contador de itera es

4 Looping at atingir o m mero m xTimo de
1tera es ou divergir
while (abs(z) < 2) &8 (iter < maz_iter)
z = f(z, c); % aplicando a fun o i1terativa
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iter = dter + 1; J atualizando o contador de
1tera es
end

4 Colorindo o ponto de acordo com o m mero de
1tera es mecess T1as

1f t1ter == maxz_iter
colors(t, j) = 0; / preto
else
colors(i, j) = tter; ] outra cor

end
end
end

/4 Plotando o conjunto de Julia

figure;

imagesc ([z_min, z_max], [y_min, y_max], colors);
colormap (jet);

colorbar;

zlabel ('Real ') ;

ylabel (' Imagin r70');

aris image;

Listing 4.1: Implementagao do Conjunto de Julia no MATLAB

Exemplo 25. Para o presente exemplo, vamos considerar a fun¢ao f: C — C dada por
f(2) = 2%+ ¢, onde c = 0. Assim sendo, a Figura 4.5 ilustra o conjunto de Julia.

Figura 4.5: Conjunto de Julia ¢=0
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Temos que o conjunto de Julia é a circunferéncia de centro em 0 e raio 1, ao passo que
o conjunto de Fatou é a uniao disjunta entre o interior e o exterior desta circunferéncia,
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como ilustrado na Figura 4.5. No Exemplo 25, temos um fractal que é um conjunto
de Julia cuja constante ¢ = 0. O conjunto de Julia gera uma familia de subconjuntos
denominados fractais de Julia, considerando a familia de fungoes f : C — C dada por
f(2) = 224 ¢, onde z,c € C. A medida que variamos o valor de ¢, podemos obter vérios
fractais de Julia. Na Figura 4.6, temos diversos exemplos de fractais de Julia obtidos ao
variar o valor de c.

Figura 4.6: Fractais de Julia
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Defini¢ao 55. (Conjunto Prisioneiro). Seja f uma fungdo polinomial complexa de grau
n > 2. O conjunto prisioneiro de uma funcao f € definido como o conjunto de pontos no
plano complexo que permanecem limitados, ou "presos”, dentro de uma regigo finita do
plano quando iterados sob a funcao f. Formalmente, o conjunto prisioneiro é dado por:

K(f)={z€C:|f*(z)| » oo, quando k — oo} (4.11)
onde f*(2) representa a k-ésima iteragdao de z sob a fungdo f.

Defini¢ao 56. (Conjunto de Escape). Seja f uma fun¢ao polinomial complexa de grau
n > 2. O conjunto de escape € definido como o conjunto de pontos no plano complexo que
divergem infinitamente com o aumento do numero de iteracoes sob a func¢ao f. Formal-
mente, o conjunto de escape € dado por:

E(f)={z€C:|f*(z)| = oo, quando k — oo} (4.12)

onde f*(z) representa a k-ésima iteragio de z sob a fungdo f. Em outras palavras, o
conjunto de escape € composto por pontos que se afastam indefinidamente do ponto de
partida com o aumento do numero de iteragoes sob a fungao f.

Defini¢ao 57. (Conjunto de Julia Preenchido): Seja f uma fun¢ao polinomial complexa
de graun > 2. o conjunto de Julia preenchido é um conjunto fractal que € obtido a partir
do conjunto prisioneiro de uma fun¢do compleza f e € denotado por K(f). O conjunto
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de Julia preenchido € definido como o conjunto de pontos no plano complexro que nao

pertencem ao conjunto de escape de f e que possuem vizinhangas que se comportam de

forma semelhante, ou seja, que tém a mesma estrutura topoldgica e geométrica.
Formalmente, o conjunto de Julia preenchido € dado por:

K(f)={z € C\E(f) : | f*(2)| £ M}, para todo, k € N, e, algum, M > 0 (4.13)

onde E(f) € o conjunto de escape de f e f¥(z) representa a k-ésima iteracdo de z sob a
fungao f.

Em outras palavras, o conjunto de Julia preenchido é composto pelos pontos que nao
divergem com o aumento do nimero de iteragoes sob a funcao f, e que estao rodeados
por pontos que tém a mesma estrutura topologica e geométrica.

Observagao 1. Como J(f) = 0Af(0c0) = OE(f) = OK(f), seque que o conjunto de Julia
de f € a fronteira do conjunto de Julia preenchido.

A Observacao 1 afirma que o conjunto de Julia de uma func¢ao complexa f é igual a
fronteira do conjunto de Julia preenchido K(f). Isto &, J(f) = OK(f). Isso significa
que os pontos que compoem a fronteira do conjunto de Julia preenchido sao aqueles
que possuem comportamento semelhante aos pontos do conjunto de Julia, mas que nao
pertencem a ele nem ao conjunto de escape da funcao f. Tendo em conta as defini¢oes
53 e 57, podemos afirmar:

Corolario 3. O conjunto de Julia e o conjunto de Julia preenchido sao fechados

Demonstracao. O conjunto de Julia é fechado por ser fronteira de um conjunto. Temos
que As(oo) é aberto. Como Af(oco) = E(f) e K(f) sao complementares, segue que o
conjunto de Julia preenchido é fechado. m

Exemplo 26. Como exemplo, considerando a funcio f : C — C dada por f(z) = 22,

temos que J(f) ={z€C:|z|=1} e K(f) ={z € C:|z| <1}
Corolario 4. O Conjunto de Julia é simétrico em relacao a origem

Demonstragao. Devemos mostrar que z € J(f) se, e somente se, —z € J(f). Seja z € C.
De f¥(z) = f& 1 (fe(2)) = &1 (2% +c) = fEH((=2)" + o) = [EH(fo(=2)) = f¥(-2),
segue que f¥(z) — oo se, e somente se, f¥(—z) — oo. Logo, z € K(f.) se, e somente
se, —z € K(f.). Potanto, o conjunto de Julia preenchido de f. e, consequentemente, sua
fronteira, J(f), sdo simétricos em relagao a origem. m

Defini¢ao 58. (Conjunto de Mandelbrot): Seja ¥ a familia das funcoes quadrdticas da
forma f.: C — C dadas por f.(z) = 2*+c, onde ¢ é uma constante compleza. O conjunto
de Mandelbrot M € o conjunto dos pardmetros c tais que a orbita do ponto critico de f.
€ limitada, pode ser escrito como:

M = {c € C: {f¥(0)}r>1 ¢ limitado}

Lema 2. Sejam z € C e f.(2) = 22 + ¢ onde ¢ € uma constante compleza. Se |z| > |c| e
|z| > 2, entao existe numero real positivo €, tal que |f*(2)| > (1 + €)"|z].

Demonstracao. [24], pagina 15. =

Proposigao 6. Sejam z € C e f.(2) = 22 + ¢, onde ¢ é uma constante complexa. Se
|z] > |e| e|z| > 2, entao lim |fI(z)| = oo (ou seja, a drbita de z tende ao infinito)
n—o0
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Demonstragao. De acordo com o Lema 2, existe um nimero real positivo € tal que
|f2(2)] > (1 4+ €)"|z]. Como lim (14 €)™ = oo, teremos
n—oo

lim [f*(2)] > lim (1 +¢€)"|z| = |z] lim (14 ¢€)" = 00
n—oo n—o0 n—oo
Portanto, a orbita de z tende a infinito se |z| e [2| > 2. =

Corolario 5. O conjunto de Julia f. estd contido no circulo de centro 0 e raio r. =
max{|c|, 2}

Demonstracgao. Para demonstrar que o conjunto de Julia f,. estd contido no circulo de
centro 0 e raio r. = max{|c|, 2}, precisamos verificar se cada ponto no conjunto de Julia
satisfaz a condicao de pertencer a esse circulo. Tendo em conta que o conjunto de Julia
fe € um conjunto formado por pontos do plano complexo que nao tendem ao infinito sob
iteragoes sucessivas da fungao f.(z) = 22+c¢, onde ¢ é uma constante complexa, assumindo
que um ponto z pertence ao conjunto de Julia, significa que ele nao tende a infinito sob
iteracoes sucessivas de f.. Assim sendo, podemos escrever:

|[fe(2)] < R, (4.14)

onde R é algum nimero real positivo. Observe que, se |z| for maior que R, entao |z|? >
R|z| e, portanto,

[fe(2)] = |2I* + le] > |2]* = |e] > Rlz| — |c]

Usando a desigualdade triangular para |z|* + |¢|, temos:

[fe(2)] = [2]* = |e| > Rlz| — |c]

Para que um ponto z esteja contido no circulo de centro 0 e raio r. = max{|c|, 2}, preci-
samos ter |z| < r.. Entdo, se escolhermos R = r., obtemos:

[fe(2)] = [2* = le] > Rlz| = |e] = rel2] — ] (4.15)

A partir de (4.15), podemos concluir que, se |z| > 7., entao |f.(z)| > r.|z| —|c|, e portanto,
z nao pertence ao conjunto de Julia. Portanto, todos os pontos no conjunto de Julia estao
contidos no circulo de centro 0 e raio r. = max{|c[,2}. =

4.2.2 Algumas Propriedades Topolégicas do Conjunto de Julia

Nesta subsecgao veremos algumas propriedades importantes do conjunto de Julia, tais
propriedades sao de capital importancia para o nosso trabalho. Podemos definir o conjunto
de Julia de diversas formas equivalentes, a seguir veremos a seguinte defini¢ao equivalente
a Definicao 53.

Definigao 59. O conjunto de Julia J(f) € o fécho do conjunto dos pontos periddicos
repulsores de f. O complementar do conjunto de Julia € denominado conjunto de Fatou

F(f)

Exemplo 27. Seja f : C — C definida por f(z) = 22. Logo, f*(z) = 22° ¢ |(f*)'(2)| =
k212"~ Os pontos periddicos de f satisfazem fP(z) = z, ou seja, 2% = z com p €
N\ {0}. Se z = 0, entdo |(f?)(0)] = 0. Logo, = = 0 é um ponto firo atrator, conse-
quentemente, nao pertence ao conjunto de Julia. Se z # 0, podemos escrever z*'~1 =1,
de onde seque que z € uma raiz a unidade e os pontos periddicos nao nulos de f sao
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2k 2k . 2kn
{cos(2p Wl) +isen(2p Wl);() <k<2-2)= {61‘221’I€7—1;0 <k<2°—-2}. Como |2| =1,
temos que |(fP)'(2)| = 22 > 1. Logo, as (2P — 1) raizes da unidade sio pontos periddi-

cos repulsores de f. Quando p — oo, obtemos um conjunto denso de pontos periodicos
repulsores em C = {z € C; |z| <1 ou |z| > 1}.

Na definigdo do conjunto de Julia J(f), usamos a fungao f para definir esse conjunto. Por
isso, € comum usar a notagao J(f) para representar o conjunto de Julia associado a fungao
f. No entanto, quando a funcao f é clara ou nao é importante no contexto, podemos
simplesmente usar a notacao J para representar o conjunto de Julia. No Exemplo 27,
temos que f(J) = J e f~Y(J) = J, ou seja, o conjunto de Julia ¢ invariante sob a agao
da funcao f e de sua inversa. Isso significa que, se um ponto pertence ao conjunto de
Julia J, entao sua imagem sob a funcao f também pertence a J, e 0 mesmo ocorre
para a pré-imagem sob f~!. Como J é invariante sob a acdo de f e f~!, temos que
J = f(J) = f~*(J). Dessa forma, podemos usar a notagao .J para representar o conjunto
de Julia neste exemplo, ja que a funcao f é clara e sua acao no conjunto de Julia é
invariante.

Definigao 60. (Func¢io Analitica Complexa.) Uma funcgdao f(z) € dita analitica em um
dominio D do plano complexo se ela € diferencidvel em todo ponto de D. Isso significa
que, para cada ponto zo € D, a derwada de f(z) existe em zy e em todos os pontos
suficientemente prorimos a zy.

Defini¢ao 61. (Familia Normal). Seja U um conjunto aberto em C, e seja fr : U — C
uma familia de fungées analiticas complexas. Dizemos que a familia {fi} € normal em U
se toda sequéncia de fungoes selecionadas de { fr} possui uma subsequéncia que converge
uniformemente em cada subconjunto compacto de U, ou para uma funcao analitica limi-
tada ou para co. A familia {fi} € normal no ponto w de U se existe algum subconjunto
aberto V' de U contendo w, tal que {fi} é uma familia normal em V.

A Definigao 61 significa que, se escolhermos qualquer sequéncia de fungoes da familia
{fr}, podemos sempre extrair uma subsequéncia que converge uniformemente em sub-
conjuntos compactos de U. Em outras palavras, a familia f; é "bem definida"em relagao
a convergéncia uniforme em subconjuntos compactos de U. Além disso, a definicdao es-
tabelece o conceito de normalidade em um ponto w de U. Nesse caso, a familia {fz} é
normal no ponto w se existe um subconjunto aberto V' de U contendo w tal que a familia
é normal em V. Isso significa que, em torno de um ponto w de U, a familia f; é "bem
definida"em relagao & convergéncia uniforme em subconjuntos compactos de V.

Teorema 15. (Teorema de Montel): Seja {f,} uma familia de fungées analiticas com-
plexas definidas num dominio U. Suponha que existem os nimeros a,b € C, a # b, tal

que fn(z) # a ou b para algum n e algum z € U. Entao {f,} € uma familia normal em
U.

O Teorema 15 significa que toda sequéncia de fungoes selecionadas de f,, possui uma
subsequéncia que converge uniformemente em cada subconjunto compacto de U, ou para
uma funcéo analitica limitada ou para co. E muito importante destacar aqui a importancia
do teorema de Montel para qualquer funcao analitica. A consequéncia deste teorema segue
o Corolario 6 que é a base para o método de Newton-Raphson de natureza fractal que
sera estudado no Capitulo 5.

Definigao 62. Seja K um conjunto compacto de C e seja {f,} uma familia de fungoes
analiticas complexas definidas em K. {f,} diz-se equicontinua se Para todo € > 0 existe
um 6 > 0 tal que, para todo n e para todo z,w € K com |z—w| < J, temos |fn(z)— fn(w)| <
€. Em outras palavras, as fungoes da familia {f,} variam suavemente em K.
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Defini¢ao 63. Seja K um conjunto compacto de C e seja {f,} uma familia de fungoes
analiticas complexas definidas em K. {f,} diz-se uniformemente limitada se existe uma
constante M > 0 tal que para todo n e todo z € K, temos |fn.(z)] < M. Em outras
palavras, as fungoes da familia { f,,} sao limitadas uniformemente em K. Essa propriedade
€ importante para provar que uma sequéncia de fungoes analiticas converge uniformemente
em subconjuntos compactos de U.

Teorema 16. (Teorema de Arzela-Ascoli). Seja K um conjunto compacto de C e seja
{fn} uma familia de funcgoes analiticas complezas definidas em K. Entao, as sequintes
afirmagoes sao equivalentes:

1. {fn} € equicontinua e uniformemente limitada em K ;

2. {fn} possui uma subsequéncia que converge uniformemente em K para uma fungao
analitica complexa definida em K.

Demonstracao. Primeiro, vamos mostrar que (2) implica (1). Seja {f,,} uma sub-
sequéncia de { f,,} que converge uniformemente em K para uma fungao analitica complexa
f. Entao, para todo € > 0, existe N € N tal que |f,,, (z) — f(2)| < € para todo z € K e
todo k > N. Em particular, temos que |f,, (2) — fn,(w)| < € para todo z,w € K e todo
k > N. Portanto, {f,} ¢ equicontinua em K. Além disso, como { f,,, } converge uniforme-
mente em K para f, entdo para todo € > 0 existe N € N tal que |f,, () — f(2)| < € para
todo z € K e todo k > N. Como {f,} é uniformemente limitada em K, existe M > 0 tal
que | fn(z)] < M para todo z € K e todo n € N. Entao, para todo z € K e todo k > N,
temos:

F < 1f(2) = far ()] + | fon ()] <€+ M.

Portanto, {f,} é uniformemente limitada em K. Agora, vamos mostrar que (1) implica
(2). Pela equicontinuidade de {f,} em K, para todo € > 0, existe § > 0 tal que |f,(z) —
fn(w)] < € para todo z,w € K com |z —w| < 0 e todo n € N. Como K ¢é compacto,

podemos escolher um conjunto finito de pontos z1, ..., 2, € K tal que K C U B(z,0/2),
j=1

onde B(z;,d/2) é a bola aberta de centro z; e raio 6/2. Como f,, é uniformemente limitada

em K, existe M > 0 tal que |f,(z)| < M para todo z € K e todo n € N. Entao, para

cada 7 =1,...,m e cada n € N, podemos escrever a funcao f, na forma de sua série de

Taylor centrada em z;:
oo
(n
Z ¢ (z— zj ,

k=0

(k) (.
onde c (n) "k—gzj) ¢ o coeficiente de Taylor de f, de ordem £ centrado em z;. Como

K C U B(zj,0/2), temos que para todo z € K existe j € 1,...,m tal que z € B(z;,6/2).
j=1

Vamos fixar um ponto z € K e escolher j de forma que z € B(z;,0/2). Entao, para todo

n € N e todo k£ € N, temos:

(k)(zj)

1A ()] M
=T S GaE

o0

M
usando a desigualdade de Cauchy para derivadas. Como a soma Z G /2 converge,

)t

)neN ¢ uniformemente limitada, ou seja, existe B > 0 tal que |c,(€”)| < B

entao a familia ¢,
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para todo n € N e todo k& € N. Portanto, a familia de fung¢oes {f,} é uniformemente
limitada em cada bola B(z;,0/2). Agora, para cada j = 1,...,m, considere a familia
{ful{B(zj,0/2)}}, que é uma familia de func¢des analiticas definidas em B(z;,6/2). Como
{f»} € equicontinua em K, entao { f,|{B(z;,/2)}} é equicontinua em B(z;,d/2). Usando
o teorema de Cauchy para fun¢oes analiticas, sabemos que { f,|{B(z;,6/2)}} é uniforme-
mente limitada em B(z;,6/2). Portanto, aplicando o lema de Arzela-Ascoli (que é uma
versdo mais fraca do teorema de Arzela-Ascoli), concluimos que { f,|{B(z;,0/2)}} possui
uma subsequéncia que converge uniformemente em B(z;,d/2) para uma fungao analitica
fj ou para oo. Para cada j = 1,...,m, denotamos por f a funcao analitica em U dada
por

f(2) = fi(z), seze€ B(z,0/2)
0, se z € U\ Uj_, B(z,0/2).

Entao, f ¢ uma funcao analitica em U e, para cada j = 1,...,m, a sequéncia { fu|p(;,s/2)}
converge uniformemente para f;, que é igual a f em B(z;,d/2). Portanto, {f,} converge
uniformemente em cada subconjunto compacto de U para a funcao f ou para oo. Isso
implica que {f,} é uma familia normal em U, o que conclui a prova. =

Assim, podemos demonstrar o Teorema de Montel, pelo que, segue a demonstracgao.

Demonstragao. (Teorema de Montel). Suponha que {f,} é uma familia de fun¢oes ana-
liticas complexas definidas em um dominio U, e que existem os nimeros a,b € C, a # b,
tais que f,(z) # a ou b para algum n e algum z € U. Seja K um subconjunto compacto de
U. Precisamos mostrar que toda sequéncia de fungoes selecionadas de { f,} possui uma
subsequéncia que converge uniformemente em K. Para isso, consideremos a sequéncia
de fungoes {f.|x}, que é uma sequéncia de fungdes analiticas complexas definidas em
K. Como K é um subconjunto compacto de U, entao {f,|x} ¢ uma familia de fungoes
analiticas complexas definidas em um conjunto compacto e, portanto, ¢ uma familia equi-
continua. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli, toda familia equicontinua de fung¢oes analiticas
complexas definidas em um conjunto compacto é uma familia normal. Logo, {f,|x} ¢ uma
familia normal em K, o que implica que toda sequéncia de fungoes selecionadas de { f,,|x }
possui uma subsequéncia que converge uniformemente em K. Portanto, toda sequéncia
de fungoes selecionadas de {f,} possui uma subsequéncia que converge uniformemente
em cada subconjunto compacto de U. Portanto, {f,} é uma familia normal em U, como
afirmado no enunciado do teorema. m

Corolario 6. Dada f wm mapa analitico. Seja zy pertencente a J(f) e seja U uma
vizinhanga de zy. Entao as iteragoes f*(U) omitem, no mdzximo, um ponto em C.

Demonstragao. Suponha, por contradi¢do, que f™(U) omite dois pontos distintos z; e
zp. Considere a fungéo auxiliar g : C — C dada por g(z) = Z=2t. Observe que g(z1) = 0,
g(z2) = 0o e g(z) # 1 para todo z € C. Agora, fixe ¢ > 0 e escolha n suficientemente
grande de modo que f"(U) esteja contido em um disco D(2g,7) com 2y € U er < §. Como
21,22 & f"(U), temos que f"(U) esta contido em C\ 21, 23, e portanto go f™ é uma fungao
analitica em U. Por outro lado, a hipotese de que zo € J(f) implica que f™ nao é uma
funcao de ramificacao em 2z, significa que para cada z, escolhido, ha pelo menos um ponto
z # zg tal que f(2) = f™(20), ou seja, a funcao f™ ndo é injetiva em uma vizinhanga de z.
Assim, podemos aplicar o Teorema de Montel para a familia g o f” em U. Em particular,
temos que g o f™ é equicontinua e uniformemente limitada em U. Isso significa que, para
todo § > 0, existe um M > 0 tal que [g(f"(2)) — g(f"(w))| < M|f™(z) — f"(w)| para
todo z,w € U com [z —w| < . Tomando § = 53, obtemos que [g(f"(2)) — g(f"(w))| < §
para todo z,w € U com |z — w| < . Em outras palavras, g o f é equicontinua em U.

Mas isso é uma contradic¢ao, pois a tnica fungao analitica e equicontinua em U é a fungao
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constante, e g o f™ ndo é constante, pois g(z1) = 0 e g(22) = oo. Portanto, concluimos
que as iteragoes f"(U) omitem, no maximo, um ponto em C. m

No Corolario 6 , as iteragoes f"(U) omitem, no méximo, um ponto em C, significa que
a imagem de U sob as iteracoes f!, f2, f3,... contém todos os pontos de C, exceto, no
maximo, um ponto. Em outras palavras, se z é um ponto em C, entao existe um inteiro
n tal que f"(w) = z para algum w em U, exceto no méaximo um ponto zy em C, que pode
nao estar na imagem de U sob as iteragoes de f.

Vamos agora apresentar as propriedades do conjunto de Julia. Seja f uma funcao
polinomial complexa de grau n > 2. O conjunto de Julia possui as seguintes propriedades
topologicas:

(a) J(f) é um conjunto compacto;

(b) J(f) ¢ um conjunto nao vazio;

(¢) J(f) € um conjunto completamente invariante por f;
(d) J(f?) = J(f), para todo inteiro positivo p;

(e) Se z € J(f), entao J(f) = Uf_k

(f) J(f) tem o interior vazio;
(g) J(f) é um conjunto perfeito.

Demonstragao. (a). Para demonstrar que o conjunto de Julia J(f) é compacto, é
necessario mostrar que toda sequéncia em J(f) possui uma subsequéncia convergente em
J(f). Seja {z,} uma sequéncia em J(f). Como J(f) é fechado, sabemos que lim z, =

n—oo
20 € J(f) ou lim z, € C\ J(f). Suponha que lim z, = z, € J(f). Entao, para todo
n—o0 n—oo
n € N, temos f*»(2,) — 2 para alguma sequéncia {k,}. Como J(f) ¢ fechado, sabemos
que zo € J(f). Agora, suponha que lim z, = z, € C\ J(f). Como J(f) é fechado,
n—oo

temos que existe uma vizinhanca U de zy tal que U N J(f) = (0. Como f é analitica, é
continua e, portanto, existe uma vizinhanga V' de zy tal que f(V) C U. Entao, para n
suficientemente grande, temos z, € V, o que implica que f*(z,) € U N J(f) = 0 para
algum k,, contradizendo o fato de que z, € J(f). Portanto, nh_)rrolo zn € J(f). Assim,

concluimos que toda sequéncia em J(f) possui uma subsequéncia convergente em J(f),
o que implica que J(f) é um conjunto compacto. =

Demonstracao. (b). Para demonstrar que o conjunto de Julia J(f) é ndo vazio, basta
mostrar que existe pelo menos um ponto que pertence a J(f). Um candidato natural para
pertencer a J(f) é o ponto critico de f, ou seja, o ponto em que a derivada f'(z) é igual
a zero ou infinito. Isso porque, se zy é um ponto critico de f, entao qualquer perturbacao
de zy resulta em uma funcao que se comporta de forma cadtica. Seja zy um ponto critico
de f. Entao, para qualquer vizinhanga U de zp, a imagem f(U) contém um disco de raio
r > 0. Mais precisamente, existe uma constante ¢ > 0 tal que, para todo z € U, temos
|f(2)] > ¢|z — 20|>. Suponha agora que z; ¢ J(f). Entao, existe uma vizinhanga V de
2o tal que f*(V) C U para todo n > 0. Como f é continua, existe uma vizinhanga W
de 2o tal que f(W) C V. Se escolhermos z € W de modo que |z — 25| < € para algum
e > 0, entdo teremos |f(z)] < ce?. Mas isso implica que f"(z) — 0 quando n — oo, o
que contradiz o fato de que zy € um ponto critico. Portanto, concluimos que zy pertence
a J(f). Em outras palavras, o conjunto de Julia J(f) é ndo vazio.
|

Demonstragao. (c). Para demonstrar que o conjunto de Juha J(f) é completamente
invariante por f, devemos mostrar que f(J(f)) C J(f) e f~1(J(f)) C J(f). Para a
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primeira inclusdo, seja z € J(f). Entdo, f"(z) nao tem limite quando n tende ao infinito.
Como f(f™(z)) = f*(z), temos que f(J(f)) C J(f). Para a segunda inclusio, seja
z € J(f). Entao, f"(z) nao tem limite quando n tende ao infinito. Suponha por absurdo
que existe w € f71(J(f)) tal que w ¢ J(f). Entao, f(w) € J(f). Pela defini¢cao de
J(f), temos que f"(w) ndo tem limite quando n tende ao infinito. No entanto, como
w ¢ J(f), existe uma subsequéncia de f"(w) que converge para um ponto z ¢ J(f). Mas
entao, "™ (w) = f(f"(w)) também tem uma subsequéncia que converge para f(z). Isso
contradiz a defini¢ao de J(f), pois f(2) & J(f) e f"™(w) ndo tem limite quando n tende
ao infinito. Portanto, f~'(J(f)) C J(f). Concluimos que o conjunto de Julia J(f) é
completamente invariante por f. m

Demonstracao. (d). Para mostrar que J(f?) = J(f) para todo inteiro positivo p, é
suficiente demonstrar que z pertence a J(f) se e somente se z pertence a J(f?). Suponha
que z € J(f). Entao, f"(z) ndo converge para nenhum ponto em C. Se aplicarmos f?
a essa sequéncia, temos fP(f"(z)) = f"*?(z). Como n pode ser qualquer inteiro nao
negativo, podemos escolher n de forma que n = 0 (mod p) e n+p = 1 (mod p). Isso
implica que f™*?(z) ndo converge para nenhum ponto em C, ou seja, z € J(f?). Por outro
lado, suponha que z € J(f?). Entao, fP"(z) nao converge para nenhum ponto em C. Se
aplicarmos f a essa sequéncia, temos f(fP"(z)) = fP"*!(z). Como pn pode ser qualquer
miultiplo de p, podemos escolher pn de forma que pn =0 (mod p) e pn+1=1 (mod p).
Isso implica que fP"*1(2) nao converge para nenhum ponto em C, ou seja, z € J(f).
Portanto, J(f?) = J(f) para todo inteiro positivo p. =

OO
Demonstragao. (e). Para mostrar que J(f U , precisamos mostrar duas

inclusoes:

k=1
2. | ™) ca
k=1

Para a primeira inclusdo, suponha que w € J(f). Entao, para qualquer vizinhanca U
de w, existe n 6 N tal que f"(U) N U # 0, o que implica que f™(w) E U. Portanto,

w e f~(w) U f"(w). Como w é arbitrario em J(f), temos J U . Para

a segunda inclusao, suponha que w € U f7%(2). Entéo, para qualquer vizinhanca U de
k=1
w, existe n € N tal que f‘”( )NU # 0, o que implica que f™(w) € U. Como w é arbitrario

em U f7%(2), temos U f=* J(f). Portanto, concluimos que J(f) = [j Fk
k=1

Demonstragao. (f). Para demonstrar que o interior do conjunto de Julia J(f) é vazio,
vamos assumir o contrario, ou seja, que existe um ponto zy € J(f) que pertence ao
interior de J(f). Isso significa que existe uma bola aberta B(zg,€¢) C J(f) para algum
e > 0. Como zy € J(f), sabemos que a drbita de z; sob a iteracdo de f é densa em
J(f). Isso significa que, para qualquer z € J(f), podemos encontrar uma sequéncia
{#z,} na orbita de z; tal que z, — z. Como B(zp,€¢) C J(f), podemos escolher uma
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sequéncia {z,} em B(zp,€). No entanto, como f é continua, temos que f(z,) — f(2).
Isso implica que a sequéncia {f™(z)} também esta em B(zy,€) para todo n € N, pois
™(20) = f(f" Y (20)) € f(B(20,€)) C B(20,¢€). Mas isso significa que a sequéncia { f™(zo)}
¢ uma sequéncia de pontos em J(f) que converge para zp, que esta no interior de J(f).
Isso contradiz o fato de que J(f) é um conjunto fechado, pois sua fronteira é exatamente
J(f), e portanto nao pode conter pontos interiores. Portanto, concluimos que o interior
de J(f) é vazio. m

Demonstragao. (g). Para mostrar que o conjunto de Julia J(f) é perfeito, ou seja, que
é fechado e nao tem pontos isolados, precisamos mostrar duas coisas:

1. J(f) é fechado: isso ja foi demonstrado em (a), mostrando que toda sequéncia em
J(f) possui uma subsequéncia convergente em J(f).

2. J(f) nao tem pontos isolados: ou seja, para todo ponto z € J(f) e toda vizinhanga
U de z, temos que U N J(f) # 2. Para provar isso, suponha que existe z € J(f) e
uma vizinhanga U de z tal que U N J(f) = z. Entao, podemos escolher uma bola
aberta B com centro em z e raio menor que a distancia entre z e o complemento de
U. Em outras palavras, escolhemos B de forma que BC U e BN (C\U) = 0.

Considere agora a sequéncia (z,) definida por z, = f"(z). Observe que z, € J(f) para
todo n, pois caso contrério, existiria uma vizinhanga V de z, tal que f*(V) C U para
algum k, e portanto f*(B) C U° para algum k e n suficientemente grande, o que implicaria
que f**7(z) € U¢ para algum k, contradizendo o fato de que z € J(f). Além disso, temos
Zn — Z, POIs se z, /4 z, entdo existe uma subsequéncia de (z,) que converge para algum
w # z, o que implicaria que w € J(f) e w € U, contradizendo o fato de que UNJ(f) = z.
Agora, escolha ny suficientemente grande tal que f™(B) C U. Entdo, para todo n > ny,
temos f"(B) C fr"(f™(B)) C f*™(U) C U, o que implica que z, € U para todo
n > ng, contradizendo o fato de que U N J(f) = z. Portanto, concluimos que J(f) nao
tem pontos isolados. Com isso, podemos concluir que o conjunto de Julia J(f) é perfeito,
pois é fechado e nao tem pontos isolados. m

Teorema 17. Se J(f) € um conjunto de Julia para a fungao racional f e z € J(f), entao,

Uf(—p)(z) ¢ denso em J(f).

Demonstragao. Para demonstrar esse teorema, vamos primeiro provar que U f (’p)(z)
p=>0
¢ um conjunto denso em J(f) para todo z € J(f). Seja U um aberto nao vazio contido
em J(f). Para provar que U fEP)(2) é denso em J(f), basta mostrar que U P ()NU
p=0 p=0
¢ denso em U. Para isso, seja V um aberto nao vazio contido em U. Como f~(V) é um
aberto nao vazio contido em J(f), podemos escolher um ponto z; € f~1(V)N f~1(z). De
forma geral, podemos escolher pontos z, € f~™(V)N f~"(z,_1) para todon > 1. Note que

n—1
fE(z) eV ﬂ f7*(U) para todo n > 1. Como V e U sdo abertos nio vazios, temos
k=0

n—1

que ﬂ f7¥(U) é ndo vazio e aberto para todo n > 1. Portanto, U fEP(2)NU é denso em
k=0 p>0

U. Agora, podemos usar essa propriedade para provar o teorema. Seja z € J(f). Sabemos

que U fEP)(2) é denso em J(f), portanto, dado qualquer aberto U néo vazio contido
p=0
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em J(f), existe um p tal que f7P(z) € U. Isso implica que z € fP(U), ou seja, fP(U)
intersecta J(f) nao vazio, logo U intersecta J(f?) nao vazio. Portanto, J(f?) = J(f)
paratodop>1. m

O Teorema 17 estabelece uma importante propriedade do conjunto de Julia de uma
funcao racional. Em particular, ele afirma que se um ponto z pertence ao conjunto de
Julia J(f), entdo a orbita inversa de z sob a fun¢ao f ¢ densa em J(f). Em outras
palavras, se escolhermos um ponto qualquer z no conjunto de Julia e olhar para todas
as suas preimagens sob f, encontraremos pontos que se aproximam arbitrariamente de
qualquer ponto de J(f). Essa propriedade é importante porque o conjunto de Julia é
um objeto muito complicado, e o teorema nos da uma maneira de entender sua estrutura
em termos da dindmica de f. Além disso, o conjunto de Julia de uma fung¢ao polinomial
complexa de grau n > 2 é invariante sob a iteragao da funcao. Assim, todos os pontos
que iteram para pontos de repulsao também pertencem ao conjunto de Julia.

Exemplo 28. Considere a fungdio racional f(z) = 2% — 1. Podemos ver que J(f) ¢é
o intervalo [—1,1]. Vamos tomar z = 0, que esta em J(f). FEntao, Uf(_p)(O) =
p

{0,—1,0,—1,...}. Podemos ver que essa sequéncia € densa em [—1,1] observando que,
para qualquer € > 0, existe um nimero n € N tal que |(—1)" — 0] = 1 < e. Portanto, —1
esta arbitrariamente proximo de 0. Da mesma forma, para qualquer € > 0, podemos en-
contrar um m € N tal que |(=1)""1—0] = 1 < ¢, o que significa que 1 estd arbitrariamente
proximo de 0. Assim, a orbita inversa de 0 sob f é densa em J(f).

Proposicao 7. Seja w um ponto fixo atrator de f, entdo w € Fy(f).

Demonstracao. Pelo Teorema 13, existe uma bola aberta de centro em w e raio ¢ na
qual a seguinte condigdo é satisfeita: Se z € Bs(w), entdo f*(z) € Bs(w) e f*(z) — w,
quando k — oo. Portanto, a familia {f*} ¢ normal em w. Logo, w & Jo(f) = J(f) e,
consequentemente, w € Fo(f) =C\ Jo(f). =

Lema 3. Se z, € J(f), entdo, f*(29) ndo pode convergir para um ponto fizo atrator de

f.

Demonstragao. Vamos supor, por contradi¢ao, que existe um ponto fixo atrator w de
f tal que f*(zy) — w. Como w é um ponto fixo de f, temos f(w) = w. Como 25 € J(f),
sabemos que existe uma sequéncia {z,} em J(f) tal que z, — 29 e f*(z,) — w para
alguma sequéncia {k,}. Pela continuidade de f, temos que f*'(z,) — f*(20), o que
implica que f¥(29) = w. Mas isso contradiz a hipétese de que w é um ponto fixo atrator
de f. Portanto, concluimos que f*(zy) ndo pode convergir para um ponto fixo atrator de

f-m

Definigao 64. A fronteira de um conjunto S € definida como o conjunto 0S = gﬂ(@ \ S),

onde o simbolo (@ \ S) representa o fechamento do complemento de S em relagao ao plano
de Riemann estendido, denotado por C.

De notar que o plano de Riemann estendido é uma extensao do plano complexo C que
inclui um ponto no infinito, denotado por co. A ideia é que, ao adicionar um ponto no
infinito, podemos tratar as func¢oes complexas de forma mais uniforme, considerando a
ideia de que as func¢oes possuem limites no infinito.

Proposigao 8. Seja w um ponto fizo atrator de f. Entao 0A;(w) = J(f). O mesmo €
verdade se w = o0.
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Demonstracao. Suponha que w ¢ um ponto fixo atrator de f. Se z € 0A;(w), entdo
existe uma sequéncia {z,} C Asf(w) tal que z, — 2z conforme n — o0, e existe uma
sequéncia {w,} C C\ As(w) tal que w,, — 2z conforme n — co. Como As(w) é fechado,
temos z € Ay(w). Por outro lado, se z € J(f), entdo z € 0As(w) para algum ponto fixo
atrator w de f ou w = oo. De fato, se z nao pertence a fronteira de qualquer atracao
de ponto fixo, entdo existem ¢ > 0 e N > 0 tais que |f"(z) — w| > € para todo n > N
e para todo ponto fixo atrator w de f. Isso implica que a sequéncia {f™(z)} é limitada
e portanto tem uma subsequéncia convergente. Mas isso contradiz a hipotese de que
z € J(f). Portanto, concluimos que z € 0A;(w) para algum ponto fixo atrator w de f ou
w = 0o. Assim, temos 0Af(w) = J(f) para todo ponto fixo atrator w de f ouw =oco. m

4.3 Caos

Para o presente estudo, o caos é de capital importancia, visto que matematicamente é
definido como sendo um comportamento semi- aleatorio gerado por sistemas determinis-
ticos nao lineares [30].

Definigao 65. (Aplicacao Topolégicamente Transitiva). Dada aplica¢io f: X — X, f é
dita topologicamente transitiva se para qualquer par de conjuntos abertos U,V C X existe

k>0, tal que ff(U)NV # @.

A Definicao 65 estabelece que f : X — X é topologicamente transitiva se, para quais-
quer dois conjuntos abertos U e V de X, existe um ntimero natural £ > 0 tal que a
intersegao de f elevado a k de U (ou seja, a imagem de U sob f repetido k vezes) com
V nao é vazia. Essa definicao pode ser interpretada como uma propriedade de "mis-
tura"da fungao f: se f é topologicamente transitiva, entao podemos encontrar pontos de
V' que foram "misturados"a partir de pontos de U ap6s aplicarmos f varias (k) vezes.
Intuitivamente, uma func¢ao topologicamente transitiva tem pontos que eventualmente se
movem sob iteracao de uma vizinhanca arbitrariamente pequena para qualquer outra.
Consequentemente, o sistema dinamico nao pode ser decomposto em dois conjuntos aber-
tos disjuntos que sao invariantes sob a fungao. Observe que, se uma func¢ao possui uma
orbita densa, ele é claramente topologicamente transitivo.

Exemplo 29. Um exemplo de funcao topologicamente transitiva € a funcao de deslo-
camento unidade no espago topologico dos niumeros reais com a topologia usual. Mais
precisamente, considere a func¢io f : R — R definida por f(z) = x + 1. Esta fun¢ao
desloca todos os pontos do eixo real uma unidade para a direita. Podemos verificar que
f € topologicamente transitiva: se escolhermos dois conjuntos abertos U e V' quaisquer
da reta real, por exemplo, U = (=1,1) e V = (2,4), entio para qualquer k € N, temos
fEU) = (k—=1,k+1) e fF(U)NV # 0 para k = 3. Isso significa que, apds aplicar f trés
vezes ao conjunto U = (—1,1), obtemos um conjunto que contém um ponto do conjunto
V = (2,4), mostrando que f € topologicamente transitiva.

Defini¢ao 66. (Aplicagao Com Dependéncia Sensivel). Dada a aplica¢io f : X — X,
dizemos que f tem dependéncia sensivel das condigoes iniciais se existe § > 0, tal que, para
algum x € X e uma vizinhan¢a N de x, existey € N en > 0, tal que | f™(z) — f"(y)| > 0.

A definigao apresentada (Definigao 66) refere-se a uma propriedade que uma funcao f
pode ter em relagao a um espaco métrico X. Essa definicao pode ser interpretada como
uma propriedade de sensibilidade as condig¢oes iniciais da funcao f. Ela significa que,
mesmo que dois pontos iniciais estejam proéximos, apos algumas iteragoes, suas imagens
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podem estar arbitrariamente distantes. Em outras palavras, uma pequena perturbacao
nas condicoes iniciais pode levar a um comportamento dindmico completamente diferente.
Intuitivamente, uma fungao possui dependéncia sensivel nas condigoes iniciais se existem
pontos arbitrariamente proximos de x que eventualmente se separam de x por pelo menos
0 sob iteragao da f. Podemos enfatizar que nem todos os pontos préoximos a x precisam
eventualmente se separar de x sob iteracao, mas deve haver pelo menos um desses pontos
em cada vizinhanca de x. Se a funcao possui dependéncia sensivel nas condic¢oes iniciais
entao, para todos os propositos praticos, a dinamica da funcao desafia a computacao
numérica. Pequenos erros em computagao que sao introduzidos por arredondamento
podem se tornar maiores na iteracao. Os resultados do célculo numérico de uma orbita,
nao importa quao precisos, podem nao ter qualquer semelhanca com a orbita real.

Exemplo 30. Um exemplo cldssico de uma aplicacao com dependéncia sensivel das
condigoes iniciais € a familia de aplicagdo logistica (Ver Definigao 69), definida por
f(z) = rz(l — x), onde r € um pardmetro real entre 0 e 4 e x € [0,1]. Considere a
sequinte aplicagao logistica com r = 4:

f(z) =4z(1 —x) (4.16)

Essa fungao é aplicada iterativamente para um valor inicial xo. Para simplificar, vamos
escolher xg = 0.2. Vamos calcular as imagens de xog sob f para as primeiras iteracoes:

f
£(0.64) ~ 0.9216

(0.2

(

(0.9216) ~ 0.289
(0.289) ~ 0.821

(

f(f(20)
f(f(f (o))
JO(f(f(20)))

Agora, suponha que escolhemos outro valor inicial yo = 0.20001 ligeiramente diferente
de xo. Vamos calcular as imagens de yo sob f para as mesmas iteragoes:

=

)
)
)
)

0.20001) ~ 0.639978

f(wo (
( (0.63997 ) ~ (0.921370
(
(

f(f Yo
FUF(f (o)
()

Podemos observar que, mesmo que yy Sseja muito prorimo de xgy, as imagens dos dois
valores iniciais comegam a se separar a partir da terceira iteragao. De fato, a diferenca
entre as imagens de Ty e Yo apds quatro iteracoes é maior do que 1073, isto €, 0.0001, o
que significa que a aplica¢ao logistica com r = 4 tem dependéncia sensivel das condigoes
iniciais para um valor de 6 = 1073,

0.921370) ~ 0.289298
0.289298) ~ 0.820900

)=1f
) =1
) =f
) =f

Definicao 67. Um sistema dindmico possui pontos periodicos densos se existem pontos
periodicos de periodos arbitrariamente grandes, e suas orbitas se aprorimam arbitraria-
mente de qualquer ponto do espago de fase. Mais precisamente, seja f : X — X uma
aplicacao continua de um espagco métrico X em si mesmo. Dizemos que o sistema dind-
mico dado por f possui pontos periddicos densos se existem pontos x € X e sequéncias de
nimeros naturais {n;} e {k;} tais que:

1. lim n; = oo
i—00
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2. lim f"*%(z) = x para todo v € X.
1—+00
Em outras palavras, existem pontos periddicos com periodos crescentes que se acumulam
densamente em todo o espaco de fase.

Definigao 68. (Sistema Dindmico Cadtico): Consideremos o conjunto X. Dada f : X —
X, € dita cactica em X se:

(a) f tem dependéncia sensivel nas condi¢des iniciais.

(b) f € topologicamente transitiva.

(c) Pontos periddicos sao densos em X.

Para resumir, uma funcao caodtica possui trés propriedades importantes: Imprevisibili-
dade, indecomponibilidade (ndo decomposta) e um elemento de regularidade. Um sistema
cadtico é imprevisivel devido a sensibilidade dependente das condigoes iniciais. Ele nao
pode ser decomposto em dois subsistemas (dois subconjuntos abertos invariantes) que
nao interagem sob f por causa da transitividade topologica. E, no meio deste comporta-
mento aleatoério, temos no entanto um elemento de regularidade, nomeadamente os pontos
periodicos que sao densos.

Definigao 69. (Aplicacdo Logistica). A aplicagao logistica f : R — R € dada por f,(x) =
px(l —z).

A aplicagao logistica, representada por f,(z) = px(l —z), ¢ um exemplo classico de uma
aplicacao em sistemas dinamicos. Nessa equacao, x representa o valor da variavel tempo
e p é uma constante positiva que controla a taxa de crescimento. De acordo com [13], a
aplicagao logistica tem aplicagoes em diversas areas, incluindo modelagem de populagoes,
dindmica de epidemias, teoria do caos e sistemas complexos. Ela fornece uma maneira
de descrever o comportamento de sistemas com crescimento limitado e é utilizada para
estudar fendmenos nao lineares e padroes emergentes.

Teorema 18. A fun¢do quadrdtica (Mapa Logistico) f,(z) = px(l —x) € cadtica quando
w> 2+ \/5

Demonstracao. Para provar que A funcao quadratica f,(z) = px(l — x) é cadtica
quando p > 2 + /5, temos de verificar se satisfaz as trés propriedades de um sistema
dindmico cadtico, dos quais:

(a) f tem dependéncia sensivel nas condi¢oes iniciais.

(b) f é topologicamente transitiva.

(c) Pontos periodicos sao densos em X.

(a): Para provar que a fungdo quadratica f,(z) = pxz(1 — ) é sensivel as condicoes
iniciais quando g > 2++/5, vamos utilizar o conceito de sensibilidade as condicdes iniciais.
Suponha que existam dois pontos iniciais xq e yo tais que |zg — yo| < €, para algum € > 0.
Vamos considerar a diferenca entre as orbitas desses dois pontos ap6s uma iteracao do
mapa logistico:

[ fu(@o) = fulyo)l = lpwo(1 — z0) — pyo(1 — o)l = plzo — yol[1 — (x0 + yo)l-

Observe que |rg — yo| < €, entdo podemos escolher e suficientemente pequeno de forma
que |1 — (g + yo)| > d para algum 6 > 0 fixado. Portanto, temos:

[fu(@0) = fu(yo)| > ped. (4.17)
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Isso mostra que a diferenca entre as imagens de x e 3, sob o mapa logistico é maior do que
um valor positivo ued, que nao depende do tamanho de e. Portanto, qualquer perturbagao
arbitraria nas condigoes iniciais resultard em uma diferenca significativa nas imagens apos
uma iteracao. Em outras palavras, uma pequena alteracao nas condigoes iniciais levara a
uma divergéncia entre as 6rbitas dos pontos g e yo. Isso é um indicativo de sensibilidade
as condi¢Oes iniciais, o que significa que o sistema governado pelo mapa logistico f,(z) é
sensivel a perturbagoes minimas nas condigoes iniciais. Portanto, provamos que a func¢ao
quadratica f,(z) = pz(1 — z) é sensivel as condigdes iniciais quando pu > 2 + /5.

(b): Para mostrar que a funcao quadrética f,(z) = px(l — x) é topologicamente
transitiva quando pu > 2 + /5, precisamos demonstrar que, para quaisquer conjuntos
abertos U e V em [0, 1], existe um ntimero natural k > 0 tal que f¥(U) NV # @. Vamos
considerar dois conjuntos abertos U e V arbitrarios em [0,1]. Seja z € U um ponto
inicial escolhido em U. Como U ¢ aberto, existe um intervalo aberto (a,b) que contém x
e esta contido em U. Agora, vamos considerar as érbitas do ponto = sob a funcao f,(z).
Podemos observar que, como p > 2 + /5, a funcao fu(x) é estritamente crescente no
intervalo [0, 1]. Portanto, se escolhermos k suficientemente grande, a érbita de x apos
k iteragoes cobrird um intervalo Iy que contém o intervalo (a,b). Dessa forma, temos
fi(z) € Iy, e como I;, contém (a,b), temos f(z) € U. Além disso, como I, esta contido
em [0, 1], temos fl’j(:v) € [0,1]. Agora, vamos considerar o conjunto aberto V. Como
V' & aberto, existe um intervalo aberto (¢,d) que contém um ponto y pertencente a V.
Podemos repetir o mesmo raciocinio para y e obter um numero natural &’ suficientemente
grande para que f!’f/ (y) € V. Portanto, se escolhermos k como o méaximo entre k e k',
teremos f(z) € U e fi(y) € V. Isso implica que f3(U) NV # @. Assim, demonstramos
que para quaisquer conjuntos abertos U e V em [0, 1], existe um numero natural k£ > 0 tal
que f[j(U) NV # @. Portanto, a fungao quadratica f,(x) = pz(1 — ) é topologicamente
transitiva quando u > 2 + /5.

(c): Para demonstrar que a funcao quadratica f,(z) = pa(l — x) tem pontos periodi-
cos densos em X C R quando x> 2 + /5, vamos mostrar que existem pontos periodicos
de periodos arbitrariamente grandes e que suas 6rbitas se aproximam arbitrariamente de
qualquer ponto em X. Primeiro, vamos considerar a existéncia de pontos periddicos de
periodos arbitrariamente grandes. Para um valor fixo de p, podemos encontrar pontos
periddicos de periodo 2™ para qualquer n > 1. Para isso, podemos comecar com um ponto
o e iterar a funcao f,(z) varias vezes para obter a 6rbita correspondente. Por exemplo,
para encontrar um ponto periédico de periodo 2", podemos escolher um ponto inicial g
e iterar a funcéo f,(z) 2" vezes. Agora, vamos considerar a aproximagao das érbitas dos
pontos peritdicos de f,(z) a qualquer ponto em X. Dado um ponto z em X, podemos
encontrar uma sequéncia de pontos periodicos {pi} cujos periodos aumentam (ou seja,
pr+1 tem periodo maior do que py) e cujas orbitas se aproximam de x quando k tende ao
infinito. Isso significa que, para qualquer vizinhanca N de x, sempre podemos encontrar
um ponto peridédico py cuja 6rbita esta contida em N para k suficientemente grande. Com-
binando esses dois resultados, concluimos que a fungao quadratica f,(z) = px(l —x) tem
pontos periddicos densos em X quando p > 2+ /5. Isso significa que existem pontos pe-
riodicos de periodos arbitrariamente grandes e suas 6rbitas se aproximam arbitrariamente
de qualquer ponto em X, o que confirma a densidade dos pontos peridédicos. Portanto a
fungdo quadratica f,(r) = pz(l — ) é cadtica quando 1 > 2++/5. m
Exemplo 31. Fy(x) = 4x(1 — ) € cadtica no intervalo [0,1]. Para mostrar que a fun-
¢o Fy(x) = 4x(1 — x) € cadtica no intervalo [0,1], precisamos verificar as propriedades
caracteristicas do caos, que incluem sensibilidade as condicoes iniciais, pontos periodicos
densos e se F' ¢ topologicamente transitiva.
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1. Sensibilidade as condigoes iniciais: Vamos mostrar que Fy(x) € sensivel as condi¢oes
iniciais. Suponha que existam dois pontos iniciais x e y tais que |x — y| < € para
algum € > 0. Vamos considerar a diferenca entre as orbitas desses dois pontos apos
uma iteragao de Fy(x):

|Fa(x) — Fu(y)| = [42(1 —2) —4y(1 —y)| =4z —y|[1 — (v +y)|.

Como |x — y| < €, podemos escolher € suficientemente pequeno de forma que |1 —
(x +y)| > 9 para algum 6 > 0 fizado. Portanto, temos:

|Fy(z) — Fy(y)| > 4ed. (4.18)

Isso mostra que a diferenga entre as imagens de x e y apds uma iteragio de Fy(x)
€ mator do que um valor positivo 4€d, que nao depende do tamanho de €. Portanto,
qualquer perturbacao arbitrdria nas condigoes iniciais resultard em uma diferenca
significativa nas imagens apds uma iteragao. Portanto, Fy(z) € sensivel as condigoes
InLcLals.

2. Pontos periddicos densos: Para mostrar que Fy(x) possui pontos periddicos densos,
€ necessdrio demonstrar que existem pontos periodicos de periodos arbitrariamente
grandes e que suas orbitas se aproximam de qualquer ponto em [0, 1].

Para a fungao Fy(x), podemos observar que existem pontos periddicos de periodo
2" para qualquer n > 1. Por exemplo, considerando xy = %, podemos iterar Fy(x)
para obter os pontos periodicos de periodo 2. FEsses pontos periodicos de periodos
crescentes se acumulam densamente no intervalo [0, 1].

3. Topoldgica transitividade: A topoldgica transitividade exige que, para quaisquer con-
juntos abertos U eV em [0, 1], exista um niimero natural k > 0 tal que FF(U)NV #
. A fungao Fy(x) € uma fungdo continua no intervalo [0,1], o que nos permite
afirmar que € topologicamente transitiva. Para quaisquer conjuntos abertos U e V
em [0, 1], € possivel escolher pontos iniciais x € U ey € V que estejam proximos o
suficiente. Apds algumas iteragées de Fy(x), as orbitas desses pontos se misturam
e tém intersecio, ou seja, FY(U) NV # & para algum k > 0. Isso confirma a
topoldgica transitividade de Fy(x).

Portanto, com base nas propriedades de sensibilidade as condicoes iniciais, pontos
periddicos densos e topoldgica transitividade, podemos concluir que a fung¢ao Fy(z) =
4z(1 — x) € cadtica no intervalo [0, 1].

A uniao dos conceitos de fractais e caos revela a mistura entre ordem e complexidade
na natureza e em sistemas complexos. Fractais mostram como regras simples podem ge-
rar padroes complexos, enquanto o caos destaca a sensibilidade as condigoes iniciais e a
imprevisibilidade de sistemas em constante mudanca. Essas abordagens desafiam nossa
visao habitual e nos motivam a explorar a diversidade, incerteza e interconexao entre
organizacao e desordem em nosso mundo. Assim, terminamos o capitulo, destacando que
o conjunto de Julia é de capital importancia para estudos futuros, servira para a deter-
minacao de todos os zeros de um problema de otimizagao nao linear, que é utlizado no
Algoritmo de Otimizagao e Caos, que visa melhorar os algoritmos de gradientes, estudados
no Capitulo 3. Assim sendo, no capitulo a seguir faremos uma abordagem sobre o algo-
ritmo de otimizacao e caos, um algoritmo de otimizagao nao linear baseado em caos, cuja
a abordagem ¢é inovadora, que utiliza os principios do caos para buscar solugoes 6timas
em problemas complexos. Inspirado pelo comportamento cadtico dos sistemas dinamicos,
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esse algoritmo introduz aleatoriedade controlada em sua busca inicial, explorando am-
plamente o espago de solucoes em busca de melhores resultados, fato este que supera os
métodos de gradiente estudados no Capitulo 3, que ficam presos numa vizinhanca proé-
xima a um ponto de minimo. Ao combinar a imprevisibilidade do caos com a busca por
otimizacao, esse método oferece uma alternativa promissora para problemas desafiadores,
possibilitando a descoberta de solugoes eficientes na determinagao dos melhores pontos
de minimos para problemas multimodais.



CAPITULO

5

Métodos de Otimizacao baseado em
Fractais e Caos

No final do Capitulo 3, discutimos o Exemplo 22, que ilustra um problema de oti-
mizagao multimodal. Ficou evidente que, ao aplicar um dos métodos de gradiente, pode
haver dificuldades em alcangar o ponto de minimo global devido a escolha do valor inicial
(x0). Neste capitulo, iremos abordar métodos de otimizagao baseados em fractais e caos,
que oferecem melhorias em relagao aos métodos estudados no Capitulo 3. Esses métodos
se destacam pelo uso de valores iniciais gerados por processos cadticos, proporcionando
uma abordagem mais eficiente na busca pelo minimo global. Para embasar nossas discus-
soes, faremos referéncia a importantes obras como [13], [15], [24], [30] e [31]. Ao explorar
esses métodos baseados em fractais e caos, esperamos fornecer uma nova perspectiva sobre
otimizacao nao linear, apresentando técnicas que superam as limitacoes encontradas nos
métodos convencionais apresentados no Capitulo 3.

5.1 Formulacao do Problema

No Capitulo 3, vimos que um problema de otimizagao com restrigoes de igualdade e
desigualdade pode ser convertido em um problema com apenas restri¢oes de desigualdade.
Dessa forma, podemos considerar, sem perder a generalidade, apenas o problema com
restri¢oes de desigualdade. Portanto, podemos escrever um problema de otimizacao nao
linear com restri¢oes de desigualdade da seguinte forma:

minimizar f(z)
sujeito a g;(x) <0 ,i=1,2,....m (5.1)
a; < x; < b;.

onde r = (1, To,...,7,)T € A CR", f(x) é a fungao objetivo e g;(z), i = 1,...,m sdo as
restigoes de desigualdades definidas no R™ e A é o conjunto admissivel. Vamos assumir
que as fungoes f(x) e g;(z) sdo diferenciaveis em R". O problema definido pela equagao
(5.1), vimos no Capitulo 3 que pode ser reescrito como:

min P(z,0) = f(z) + o Z max(0, g;(x))

=1

sa. a; <z; <b,i=1,2,..,n, (5.2)

87
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onde f(x) é a func¢do objetivo do problema restrito original, o é o coeficiente positivo de

penalidade e Z max(0, g;(x)) é a fungdo de penalidade.
i=1

5.2 Algoritmo de otimizacao e caos

No Capitulo 4, definimos o mapa logistico (Definigao 69) vimos que a familia
fu(z) = px(l — z) é cadtica quando p > 2 + /5, e também provamos que a fungao
fa(z) = 4x(1 — x) é cadtica no intervalo [0, 1].

A maior parte dos métodos de otimizacao e caos, as variaveis do caos sao geradas por
mapas logisticos [30]. Estes mapas sao definidos pelas fungoes M(.):

Y =MEY); MOY) = ayW(1-4Y), (5.3)
onde a = 4.
Assim sendo, temos a Figura 5.1, que ilustra o algoritmo de otimizagao de caos baseado
na dire¢do do gradiente ponderado, se considerarmos o problema restrito (5.1), ou no

método de descida mais rapida, de Newton ou de Newton-Levenberg, se consideramos o
problema irrestrito (3.1):

Figura 5.1: Fluxograma do algoritmo de otimizagao de caos (AOC) ao longo da diregao
do gradiente ponderado ou no método de Newton ou de Newton-Levenberg
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Assim sendo, temos as seguintes etapas para o algoritmo:

(i) Pesquisa de caos usando a primeira onda do mapa cadtico:

Etapa 1: Inicialize o nimero da primeira busca de caos S;, o nimero da segunda

) . L . 0
busca de caos Ss, parametro de penalidade o, valor inicial da variavel de caos %( ), onde

0 < %(o) <1 (1 =1,2,....,n) que possuem pequenas diferengas, ajustando o parametro
para pequenas faixas ergodicas em torno da solugao «o; > 0 (i = 1,2,...,n) e ajustando
o parametro para atz > 1. Nesta etapa, os valores iniciais sao definidos os da seguinte

forma:

e O numero da primeira busca de caos, denotado por S;. Esse valor determina o
nimero maximo de iteragoes do processo de busca de caos.

e O nimero da segunda busca de caos, denotado por S;. Esse valor define o niimero
méximo de iteracoes para a segunda fase da busca de caos.

e O parametro de penalidade, o (visto no Capitulo 3, isto é, no método de penali-
zagdo), que é usado para penalizar solugdes inviaveis durante a otimizagao.

e o 0 0 .
e Valores iniciais para as variaveis de caos, %'( ), onde 0 < %( ) <1 parat=1,2,....n.
Esses valores devem ser escolhidos proximos uns dos outros para garantir uma pe-

quena faixa de variagao em torno da solucao inicial.

e O parametro «;, onde a; > 0 para ¢ = 1,2,...,n. Esse parametro é ajustado para
controlar as pequenas faixas ergddicas em torno da solugao inicial.

e O parametro atsz, onde ats > 1. Esse parametro também é ajustado para garantir
que a faixa de variacao das solugoes seja suficientemente grande.

Etapa 2: Defina [ = 0 e P* = co. Nesta etapa, as duas variaveis definidas tém as
seguintes funcoes:

e [, que ¢ inicializada com o valor 0 e serd usada para contar o ntimero de iteracoes
na primeira busca de caos.

e P* que é inicializada com um valor infinito. Essa variavel armazenara o valor
minimo da fungao objetivo encontrado durante a busca de caos.

. ., . l . . . ~
Etapa 3: Mapeia as variaveis de caos ’yl-( ), 1 =1,2,...,n, no intervalo de variacao das

variaveis de otimizacao pela seguinte equacao:

2 = a; + V(Z)(bi —a;); 29 = [xgl), x(zl), Lz

K3 K3 n

onde :L"El) é o valor da variavel de otimizacao x; na iteracao [, a; é o limite inferior da
variavel z;, b; é o limite superior da variavel z;, e ) é um vetor que contém os valores
das variaveis de otimizacao na iteragao [.

Etapa 4: Se P(z(),0) < P* entdo 2* = ) e P* = P(2, ). Nesta etapa, verifica-se
se o valor da funcdo objetivo P(z(),7), com as varidveis de otimizacdo definidas em z(®
e o parametro de penalidade o, é menor ou igual ao valor minimo atual P*. Se for o
caso, atualiza-se o valor minimo P* para P(z\", o) e armazena-se o vetor de variaveis de
otimizacao correspondente, x*, como a solugao atual.

Etapa 5: Gerar o proximo valor da variavel de caos pelo mapa caodtico da fungao
(M):
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l
D = M(yO).

(2
Nesta etapa, o proximo valor da variavel de caos %(ZH) é gerado usando o mapa caotico da
funcao M. Esse mapa cadtico é uma funcao que gera valores cadticos baseados no valor
atual da variavel de caos .

Etapa 6: Sel < S, [ + [+ 1 va para etapa 3, senao pare o primeiro processo de
busca de caos. Nesta etapa, verifica-se se o valor de [ € menor do que S;. Se for o caso,
incrementa-se [ em 1 e retorna-se para a Etapa 3 para continuar o processo de busca de
caos. Caso contrario, o primeiro processo de busca de caos ¢ interrompido.

Essas sao as etapas envolvidas na pesquisa de caos usando a primeira onda do mapa
cadtico. Esse processo é repetido até que o nimero maximo de iteragoes seja alcancado ou
até que um critério de parada seja satisfeito. Durante esse processo, busca-se encontrar
uma solugao 6tima para um problema de otimizacgao, explorando as caracteristicas cadticas
do sistema. Com um valor obtido satisfazendo as condigoes exigidas por (i), iremos para
a segunda parte do algoritmo.

(ii) Pesquise ao longo do método de gradiente ponderado (ou Newton ou
Newton-Levenberg)

Etapa 1: Inicialize o comprimento do passo A > 0 e escolha os parametros de tamanho
do passo t; > 1 e 0 < ty < 1. Além disso defina k£ = 0. Nesta etapa, os valores iniciais
sao definidos da seguinte forma:

e O comprimento do passo, denotado por A, que deve ser um valor positivo.

e Os parametros de tamanho do passo, t; e t. O valor de t; deve ser maior que 1, e
o valor de ty deve estar entre 0 e 1.

e A variavel k é inicializada com o valor 0, que serd usada para contar o nimero de
iteragoes.

Etapa 2: 7z = z*, onde 2* = [z}, 2%, ..., 2%5]T. Nesta etapa, define-se z© como

a solucdo atual inicial. Geralmente, 7(®) é definido como a melhor solucdo encontrada

anteriormente (em (i)).

Etapa 3: Calcule d(z®). Nesta etapa, calcula-se d(Z¥)). O calculo dessa diregao do
passo depende do método especifico utilizado (gradiente ponderado, Newton ou Newton-
Levenberg).

Etapa 4: = = 7z + )\d(f(k)). Nesta etapa, calcula-se x usando a formula =z =
z®) + \d(z®). Essa formula atualiza as variaveis de otimizacdo para obter um novo
ponto na dire¢ao determinada na etapa anterior.

Etapa 5: Se P(z,0) < P* entdo 2D = 2, P* = P(x,0) e A + ty\ sendo \ < 1)\
Nesta etapa, verifica-se se o valor da fungao objetivo P(z, o) com as variaveis de otimizagao
definidas em x e o parametro de penalidade o é menor ou igual ao valor minimo atual P*.
Se for o caso, atualiza-se a solucao atual Z*#*t1 para x, o valor minimo P* para P(z,0) e
atualiza-se o valor do comprimento do passo A de acordo com a regra: se P(x,0) < P*,
entao A < ty\, caso contrario A < t1A\.

Etapa 6: Enquanto P* melhora, va para a Etapa 4. Nesta etapa, enquanto o valor
minimo P* continua melhorando (isto é, enquanto P* diminui), retorna-se para a Etapa
4. Isso significa que a busca continua na direcao que levou a uma melhora da funcao
objetivo.

Etapa 7: Enquanto d(z) ndo se torna suficientemente pequeno, k < k + 1 e va
para a Etapa 3. Nesta etapa, verifica-se se a direcdo do passo d(z*)) ndo se tornou
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suficientemente pequena. Se a direcao ainda nao for pequena o suficiente, incrementa-se
k em 1 e retorna-se para a Etapa 3 para calcular uma nova direcao de passo.

Etapa 8: z* = z(®). Nesta etapa, a solucdo 6tima atual 2* é atualizada para z¥), que
é a ultima solugao encontrada, que sera usada como ponto inicial de (iii).

Essas sao as etapas envolvidas na pesquisa ao longo do método de gradiente ponderado
(ou Newton ou Newton-Levenberg). O processo continua até que um critério de parada
seja atingido, como uma convergéncia satisfatéria ou um ntmero maximo de iteragoes
ser alcancado. Durante esse processo, busca-se encontrar uma solugao 6tima, utilizando
informagoes sobre a direcao do gradiente ou métodos derivados do gradiente.

(iii) Busca de caos usando a segunda onda do mapa caoético

Etapa 1: I’ = 0. Nesta etapa, a variavel [’ é inicializada com o valor 0. Essa variavel
sera usada para contar o nimero de iteragoes no segundo processo de busca de caos.

Etapa 2: Gerar os proximos valores das variaveis de caos pela fun¢ao de mapa cadtico
(M):

I+1 Dy
P)/’L( ) :M(ﬂy’L())7 1= 1727"'7n'
Nesta etapa, os proximos valores das variaveis de caos, ’y-(lﬂ), sao gerados usando a fungao

(2
(41

do mapa caotico M. Cada variavel de caos 7 ) ¢ obtida a partir da aplicagao da funcao

(2
l . o e -
M ao valor atual %( ). Isso atualiza as varidveis de caos para a proxima iteracao.
Etapa 3: [ <~ [ + 1. Nesta etapa, a variavel [ ¢ incrementada em 1. Essa variavel é
usada para controlar o numero de iteragoes no segundo processo de busca de caos.

Etapa 4: xgl) =z + ozi(%-(l) — 0.5). Nesta etapa, as variaveis de otimizacao mgl) Sa0

(@

atualizadas usando a férmula z;” = 2z} + ozi(y(l) — 0.5). Cada variavel de otimizagao é

(2
calculada adicionando um deslocamento proporcional ao valor de 71-(1) ao valor da solucao
atual z7. O parametro «; ajusta o tamanho desse deslocamento.

Etapa 5: Se P(z(),0) < P* entdo 2* = 2, P* = P(2",0) e pare. Nesta etapa,
verifica-se se o valor da funcio objetivo P(z"), o) com as variéveis de otimizacao definidas
em () e o parametro de penalidade o é menor ou igual ao valor minimo atual P*. Se for
0 caso, atualiza-se a solucdo 6tima atual 2* para 2, o valor minimo P* para P(z", o) e
o algoritmo é encerrado.

Etapa 6: Sel'’ < S5, I' + ' + 1, va para a Etapa 2. Nesta etapa, se [’ ainda for
menor que o valor de Sy, incrementa-se I’ em 1 e retorna-se para a Etapa 2. Isso significa
que o processo de busca de caos continua, gerando novos valores de caos e atualizando as
variaveis de otimizacao para buscar uma melhora adicional.

Etapa 7: «; < t3a; e pare o segundo processo de busca de caos. Nesta etapa, o
valor de «; é atualizado multiplicando-o por t3. Isso controla a amplitude dos pequenos

intervalos ergédicos em torno da solucao 6tima z*.

a; ¢ um parametro muito importante que ajusta pequenos intervalos ergddicos em
torno de x*. E dificil calcular o valor apropriado de a; e geralmente é escolhido heuris-
ticamente [30]. O valor inicial deste parametro é geralmente definido como 0.01(b; — ;)
[30]. O programa de otimizagao é interrompido quando «a; se torna mais do que uma
constante especifica (por exemplo 0.1(b; — a;)).

O calculo de A é um problema no algoritmo mencionado, é determinado pelo valor
de A\ que minimiza a fungdo ¥(\) = P(z® + Ad(z®)). Para minimizar a fungdo 1(\)
determina-se os pontos criticos, resolvendo a equacio P'(z® + Ad(2®))) = 0, geralmente
pelos métodos numéricos como o método da bissecao, secante, falsa posicao, Muller e
Bairstow. De acordo com [7], estes métodos numéricos sdo capazes de encontrar as raizes
de uma equacgao, mas nao necessariamente todas as solugoes. A maioria desses métodos
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é projetada para encontrar uma tnica raiz dentro de um intervalo especifico ou a partir
de uma estimativa inicial. Se houver multiplas raizes, eles podem encontrar apenas uma
delas, dependendo da escolha do intervalo inicial ou da estimativa inicial. Em funcao disso,
se a equagao P'(z® 4+ Ad(x™®))) = 0 tiver mais de uma raiz, o podemos nio determinar o
melhor valor de A que minimiza a a fungao ¥ (), fazendo com que o algoritmo apresentado
(Algoritmo de Otimizagao e Caos) nao tenha a capacidade de determinar todas as raizes.
Alem disso, neste algoritmo, dois parametros t; e t5 sao usados para atualizar )\, escolher
esses parametros é muito dificil e depende do problema. Para melhorar o algoritmo
apresentado, devemos encontrar outra maneira de determinar todas as raizes da equacao
nao linear P'(z® + Ad(x™™)) = 0, baseado na teoria fractal, ou seja, um método para
determinar todas as solugdes da equagao nao linear, que sera apresentado na sec¢ao (5.4).

5.3 Meétodo de Newton-Raphson e natureza fractal

O método de Newton, também chamado de método de Newton-Raphson, ¢ um algo-
ritmo de determinagao de raizes que usa os dois primeiros termos da série de Taylor de
uma fungao f(z) na vizinhanga de uma raiz suspeita. Com uma boa escolha inicial da
posi¢ao da raiz (x7), o algoritmo pode ser aplicado iterativamente da seguinte forma:

T = xp — [ (21)] 7 f () (5.4)
para k = 1,2,3,...., em outras palavras, o método de Newton-Raphson é a iteracao
funcional de Ny(z) =z — ]{c,((?) ou xj41 = Ny(xy) [30]. Além disso, se p é uma raiz simples

de f, entdo p é um ponto fixo super atrator de N, de acordo com a Defini¢ao 51 (a),
porque

Nf(p)zp—ff,((];)) =p—0=p,

L' (p)]2 = f(p) [ (p)
[f'(p)]?

Aplicando o método de Newton-Raphson, as raizes de qualquer polinémio de grau dois ou
superior produz um mapa racional de C, e o conjunto de Julia deste mapa é um fractal
sempre que houver trés ou mais raizes distintas. Além disso, os fractais normalmente
surgem também de mapas nao polinomiais [30]. A Figura 5.2, mostra a bacia de atragao
para 2° — 1 = 0 usando o método de Newton-Raphson no plano complexo.

As bacias de atracao, como ilustradas na Figura 5.2, sao regioes no plano complexo que
indicam para qual raiz um ponto especifico converge ao aplicar um método iterativo, como
o método de Newton-Raphson. Essas regioes sao visualizadas atribuindo cores diferentes
a cada raiz e colorindo os pontos de acordo com a raiz para a qual eles convergem. No caso
do método de Newton-Raphson, as bacias de atracao sao construidas usando a seguinte
abordagem:

Nip)=1- —1-1=0. (5.5)

1. Definimos uma grade ou matriz de pontos no plano complexo. Cada ponto repre-
senta um nimero complexo z = r+1y, onde x é a parte real e y é a parte imaginaria.

2. Para cada ponto na grade, aplicamos o método de Newton-Raphson iterativamente
para encontrar a raiz a qual o ponto converge. Isso é feito atualizando o ponto
repetidamente usando a formula 2,1 = z, — J{,(é")), onde f(z) é a funcao cujas raizes

estamos procurando e f'(z) é a derivada de f(2).
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Figura 5.2: Bacias de atracao para z° — 1 = 0 usando o método de Newton-Raphson

Bacias de Atracao - z°-1=0
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=
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o

=

-1 0 1
Parte Real
Fonte: Autor

3. Continuamos iterando até que o ponto convirja para uma das raizes ou até que um
critério de parada seja alcangado (por exemplo, um nimero maximo de iteragoes ou
uma tolerancia definida).

4. Uma vez que um ponto tenha convergido para uma raiz, atribuimos uma cor a esse
ponto, indicando a qual raiz ele pertence.

5. Repetimos o processo para todos os pontos na grade.

Ao final do processo, teremos atribuido cores diferentes a cada ponto na grade com base
na raiz para a qual ele converge. Isso resulta em um mapa colorido que mostra as bacias
de atracao das raizes da equacao. Ao visualizar as bacias de atracao, podemos obser-
var os padroes e estruturas das regioes coloridas, o que nos fornece informacgoes sobre o
comportamento das raizes da equacao e as regioes em que elas estao localizadas no plano
complexo, além disso, podemos observar a fronteira das bacias de atracao, que fazem parte
do conjunto de Julia. Na Figura 5.2, temos que para a equacao z° — 1 = 0, existem de
fato cinco cores diferentes, correspondendo a cada uma das cinco raizes da equagao. A
definicao das cores para as raizes é a seguinte:

e Raiz 1: Laranja;
e Raiz 2: Verde;

e Raiz 3: Azul Rey;
e Raiz 4: Amarelo;

e Raiz 5: Azul Aguamarina.

A cor do ponto é determinada pela raiz para a qual ele converge. Essas cinco cores foram
atribuidas no codigo em MATLAB usando a fun¢ao "colormap", onde cada raiz recebeu
uma cor especifica. No Apéndice A.1, o cédigo em MATLAB nos fornece o grafico
da Figura 5.2, bem como os zeros z; = 1.0000 + 0.00007, zo = 0.3090 4 0.95117, z3 =
—0.8090 + 0.5878i, z4 = —0.8090 — 0.5878i, z5 = 0.3090 — 0.9511i. Geometricamente, a
equagao (5.4) da uma estimativa de uma raiz de uma fungao nao linear f. Tomamos sua
aproximacao linear em algum ponto inicial x,, e resolva para uma interse¢ao com o eixo
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x. Usamos essa intersecao x,,; posteriormente como um novo ponto inicial para uma
nova aproximacao linear. Eventualmente, se estivermos suficientemente perto de uma
raiz da funcao original, o processo de iteracao se estabelecera nessa raiz. Este processo
de aproximagao traz uma convergéncia muito rapida do método, mas também cria alguns
problemas amplamente declarados em termos numéricos. Experimentos mostram que o
método de Newton-Raphson (NR) tem a tendéncia de oscilar em torno de um méaximo
ou minimo local onde tais oscilagoes podem persistir. Também, é possivel que para uma
estimativa inicial proxima a uma raiz, a iteracao pode saltar para um local a varias raizes
de distancia. Essa tendéncia de se afastar da area de interesse se deve ao fato de serem
encontradas inclinagoes proximas a zero. Além disso, como mostrado anteriormente, esses
problemas sao tteis quando se busca todas as raizes de uma equagao nao linear.
Veremos a seguir mais um exemplo. E necessario resolver a equacao

glx) =2 —2=0 (5.6)

Para esta fungao simples, todas as solugoes sao vy = —1,25 = 0 e 3 = 1. Construindo a
funcao de Newton-Raphson, obtemos

3
Ty — Tp

3z2 — 1

Agora, em vez de considerar apenas niimeros reais, podemos substituir x por z para obter

Tp+1 = Tn —

23—z,

Znil = Zn — .

H 322 —1
Portanto, os pontos iniciais para iterar a equagao (5.6) podem ser escolhidos em qualquer
lugar no plano complexo. A equagao (5.6) pode ser vista agora como uma iteragao de

uma funcgao

23—z,

_n

322 -1
Para uma melhor compreensao do processo iterativo desta fungao, é util criar uma imagem
de suas bacias de atracao:

.f(zn) = Zp+1 = Zn

Figura 5.3: Bacia de Atragao de f(z,) = zn11 = 2n — ;i;f}
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Fonte: Autor
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Na Figura 5.3, as trés cores (azul, amarela e cinza) sdo as bacias de atragao, que re-
presentam os trés resultados possiveis da iteragao, ou seja, as trés raizes da equagao que
queremos resolver z; = —1, 29 = 0, 23 = 1. Podemos observar o limite irregular entre cada
uma das bacias de atracao e todas as trés cores no limite. A fronteira representa os pontos
que pertencem ao conjunto de Julia de f. Na medida em que nos aproximamos no limite
de um determinado ponto, obtemos uma imagem de regioes auto-semelhantes de todo o
dominio. Na verdade, de acordo com o teorema de Montel (Teorema 15), independente-
mente de quao proximo ampliemos, é possivel visualizar todo o plano através das iteracoes
da funcao f. Assim, se considerarmos qualquer vizinhanca de um ponto que pertence ao
conjunto de Julia, as iteracoes de f cobrirao todo o plano complexo e encontraremos todas
as raizes da equagao que queremos resolver. Além disso, as imagens de bacias de atragao
que vemos assumirao formas fractais. Portanto, se optarmos por resolver uma equagao,
para determinar todas as raizes, nao é importante estar suficientemente préoximo de uma
raiz, como afirmado em véarias obras sobre anélise numérica, pelo contrério, é necessario
encontrar um ponto que pertence ao conjunto de Julia e iterar apartir da sua vizinhanca.
Quando tal ponto esté localizado no conjunto de Julia, sabemos que estaremos no sentido
iterativo, infinitamente proximos de todas as raizes da equagao. De acordo com [15], um
método numérico para encontrar todas as raizes de uma equacgao nao linear existe ha
muito tempo, no entanto, foi necessario que Julia e Fatou desenvolvessem, as sua teorias
das iteracoes para que se percebesse que o método de Newton-Raphson é uma ferramenta
maior do que se pode imaginar, isto ¢, para determinar todas as raizes de uma funcao.

5.4 Conjunto de Julia para determinacao de todas as
raizes

Vimos no Capitulo 4 que o conjunto de Julia é a fronteira da bacia de atragao
do ponto fixo atrator w (Definigao 53), ou seja, um ponto na fronteira de um dos
dominios de atracao deve estar na fronteira de todos eles [30]. Em outras palavras, o
conjunto de Julia é o limite do dominio de atracao de cada raiz. Portanto, como estudado
na secao anterior o conjunto de Julia contém todas as portas para a determinacao de
todas as raizes de uma equacao nao linear. Em outras palavras, encontrando um ponto
que pertence ao conjunto de Julia da fungdo Newton-Raphson (N R) e iterando em uma
pequena vizinhanca desse ponto, todas as raizes sao alcangéveis. Assim sendo, usando
a teoria da iteracao, temos a garantia de encontrar todas as raizes, porque o teorema
de Montel afirma que as vizinhangas dos pontos em J(f) estdo espalhadas pelo plano
complexo por iteracoes da funcao NR. A questao que surge agora é como encontrar um
ponto que pertence ao conjunto de Julia. Para responder a essa pergunta, devemos ter
em conta que o conjunto de Julia é o fecho de todos os pontos periddicos repulsores de
f (Definigao 59). Portanto, devemos procurar um dos pontos periodicos repulsores de
qualquer periodo, ou ainda que o conjuto de Julia ¢ a fronteira da bacia de atracao. Tendo
em conta as duas defini¢oes equivalentes de conjunto de Julia, teremos dois critérios para
determinar pontos que pertencem ao conjunto de Julia, nas subsecoes seguintes, veremos
métodos para determinar pontos que pertencem ao conjunto de Julia.

5.4.1 Encontrar pontos de Julia através de um ponto repulsor
(instavel) de periodo 2

O método de Newton-Raphson oferece pontos que pertencem a um conjunto de Julia
e pode ser facilmente encontrado. Para entender isso, vimos que uma das propriedades
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do conjunto de Julia de uma funcao, é de ser invariante sob iteracao da funcao, neste
caso, a funcao NR. Isso significa que todos os pontos repulsores de NR também per-
tencem ao conjunto de Julia. O objetivo deste método é encontrar um ponto repulsor
com periodo 2. A escolha de buscar um ponto repulsor com periodo 2 se relaciona di-
retamente com a natureza dos conjuntos de Julia e a propriedade dos pontos repulsores
em sistemas dinamicos. Nos sistemas dinamicos, um ponto repulsor ¢ um tipo de ponto
fixo que "repele"trajetorias que estao proximas dele. Em outras palavras, uma pequena
perturbagao de um ponto repulsor resultara em uma trajetoria que se afasta desse ponto.
No contexto do método de Newton-Raphson, estamos particularmente interessados em
pontos repulsores porque eles tendem a definir as regioes mais "interessantes"ou "com-
plexas"do conjunto de Julia. O "periodo 2"refere-se ao fato de que estamos buscando
pontos que retornam ao seu valor original apos duas iteragoes da funcao. Esse é um caso
especifico de um ponto periédico, que é um ponto que retorna ao seu valor original apos
um numero fixo de iteragoes. No caso de um ponto com periodo 2, ele retorna ao seu
valor original apds duas iteragoes da funcao. Portanto, a busca por um ponto repulsor de
periodo 2 é uma maneira de identificar pontos que sao particularmente interessantes ou
significativos no conjunto de Julia. Esses pontos podem ser usados para entender melhor a
estrutura e a complexidade desses conjuntos. Encontrar um ponto repulisor de periodo 2,
¢ matematicamente igual a encontrar uma solucao para a seguinte equagao com restri¢ao

[30]:
Ni(z) == (5.7)
Sujeita a ‘(N]%)’(:c)( >, (5.8)

onde a equacgao 5.7 procura por um ponto que, apés duas iteracoes da funcao de Newton-

Raphson (dada por Ny(zy) = x5 — ]{c,(é’z))), retorna ao seu proprio valor, portanto, para um

ponto ser fixo sob duas iteragoes da fungao NR, ele deve satisfazer a equagao NJ% (x)=zea
restricao dada pela equacao 5.8 garante que x é um ponto repulsor. Assim, primeiro deve-

mos determinar uma das raizes de f(x) (por exemplo, pelo método de Newton-Raphson),
_ fl=ze)

f'(zk)
buscando um valor x para o qual a funcao f(x) é igual a zero. Em seguida, construir
N7?(xx) e ¢*(a) como:

partimos de um valor inicial x( e iteramos a equacao i1 = X

até a convergéncia,

N7 (ap) = o3, — pley — Nj (), (5.9)
x, — N (xp)

(N7 (@)
onde 0 < p < 1 é um parametro de controle. Agora iterar ¢*(xy) com a raiz determinada
como valor inicial. Para as equagbes (5.9) e (5.10), primeiramente, vale lembrar que
o método de Newton-Raphson ¢ uma maneira de encontrar as raizes de uma funcao.
Neste caso, estamos interessados em encontrar os pontos do conjunto de Julia que sao

repulsores com periodo 2. Para isso, criamos uma nova funcao N}(x) que corresponde a
duas iteracoes da funcao de Newton-Raphson, ou seja:

@ (xr) = Tk + (5.10)

f@—F2)
o) =2 — f/(x_’;{;(xi)) (5.11)

A equagao 5.7, é entao usada para encontrar os pontos que, apos duas iteracoes, retornam
ao seu valor original.
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A equacao 5.9, é uma modificagao da fungao N?(a:) onde introduzimos um parametro de
controle p, com 0 < p < 1, que serve para controlar a velocidade de convergéncia do
método.

A fungao ¢*(x) da equagao 5.10, é a fun¢do que vamos iterar para encontrar o ponto
fixo repulsor com periodo 2. Esta funcao é uma versao modificada da fun¢ao de Newton-
Raphson que, em vez de procurar a raiz da fungao f(x), esta procurando a raiz da fungao
N }‘2(37) A formula especifica para ¢*(zy) é derivada da férmula original do método de
Newton-Raphson, substituindo f(z) por N }‘2(9(:) e ajustando o sinal para procurar um
ponto repulsor em vez de um ponto atrator. Portanto, as férmulas dadas pelas equa-
¢oes 5.9 e 5.10 sao modificagoes do método de Newton-Raphson original projetadas para
encontrar pontos repulsores com periodo 2 no conjunto de Julia.

5.4.2 Encontrar pontos de Julia por vizinhanca

Quando o método de Newton-Raphson ¢é aplicado a polinémios, pode-se mostrar que
infinito é um ponto fixo repulsor (f(oco) = 00) e, portanto, pertence ao conjunto de Julia.
Agora, todos os pontos que iteram até o infinito também devem pertencer ao conjunto
de Julia. Esses pontos sao chamados de pontos criticos e ocorrem onde a inclinagao
do polindmio é zero. Considerando o exemplo da equagao em (5.6) anterior, temos de

o d
encontrar os pontos criticos resolvendo % =322 — 1 = 0, onde temos os zeros z; = \/Lg
- _ L
€ 22 = — 5, COMO
3
Zo — Zn
Ni(zn) = 2, — o=
2 _
3z; — 1
Assim, teremos que
1
Ni(£—) =0

Portanto, ambos pontos pertencem ao conjunto de Julia. No caso de resolvermos fungoes
nao polinomiais, nao se pode afirmar que o infinito é um ponto fixo repulsor, visto que se
considerarmos a fung¢ao tangente, temos que tan(oco) nao existe. Portanto, para encontrar
as raizes de g(xz) = 0 precisamos apenas examinar a vizinhanca de uma das raizes de
dg(x)/dx = 0.

Resumidamente, para encontrar todos os zeros de uma equagao nao linear f(z) = 0,
temos de encontrar uma solugao z. de f’(x) = 0 e usar valores na regiao |z — z.| < ¢,
onde € é um ntimero positivo arbitrario e pequeno, utilizado como valor inicial do processo
iterativo.

A solugao z. estar no conjunto de Julia garante que todas as raizes de uma equagao f(z) =
0 serao alcangéveis por este procedimento. Para encontrar uma solugao de f'(x) = 0 estao
disponiveis varias técnicas numéricas, por exemplo o proprio método de Newton-Raphson.

5.5 Algoritmo de otimizagao e caos via conjunto de Ju-
lia

O algoritmo de caos descrito na Secao 5.2, nao é muito efetivo, visto que nao tem
ferramentas suficientes para determinar todos os zeros de f(x) = 0 ou f'(z) = 0. Assim
sendo, nesta se¢ao, mudamos o algoritmo de caos, usando a teoria do conjunto de Julia,
que nos auxiliarda a determinar todos os zeros de interesse. Assim sendo, o fluxograma a
seguir (Figura 5.4) ilustra o funcionamento do Algoritmo.
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Figura 5.4: Fluxograma do algoritmo de otimizacao de caos ao longo da direcao do gra-
diente ponderado, ou no método de Newton ou de Newton-Levenberg via teoria de Julia
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Busca do Caos (Primeira
onda do mapa cadtico)

.

Y

Busca ao longo da dire¢do de gradiente ponderado (ou Newton
ou Newton-Levenberg) usando a teoria do conjunto de Julia

Se o critério
de parada é

——| Terminar

l Nao

Busca do Caos (Segunda
onda do mapa cadtico)

v

sim Nao
— Se P* muda

fonte: [30]

Assim sendo, temos as seguintes etapas para o algoritmo:

(i) Pesquisa de caos usando a primeira onda do mapa caédtico:

Etapal: Inicialize o nimero da primeira busca de caos S;, o niimero da segunda
busca de caos S,, parametro de penalidade o, valor inicial da variavel de caos 0 < %(0) <1
(1 =1,2,...,n) que possuem pequenas diferengas, ajustando o pardmetro para pequenas
faixas ergddicas em torno da solugao o; > 0 (i = 1,2, ...,n) e ajustando o parametro para
atz > 1.

Etapa 2: Definal =0e P* = o0.

Etapa 3: Mapeia as variaveis de caos 71-(1)
variaveis de otimizacao pela seguinte equacao:

,1=1,2,...,n, no intervalo de variacao das

x(l) = a; + /77,(1) (bz - CLz), x(l) = ['Tgl)7'rgl)7 LR Ig)]T

i =

Etapa 4: Se P(2"), ) < P* entdo 2* = () ¢ P* = P(2¥, o).
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Etapa 5: Gerar o proximo valor da varidvel de caos pelo mapa cadtico da funcao
(M):

A0 = M)

)

Etapa 6: Sel < S;, [ < [+ 1 va para o passo 3, senao pare o primeiro processo de
busca de caos.

(ii) Pesquise ao longo do método de gradiente ponderado, ou no método
de Newton ou de Newton-Levenberg usando a teoria de Julia

Etapa 1: Calcular d(z*) de (4.30)

Etapa 2: Determinar o valor A que minimiza a fun¢do P(\) = P(z* + Ad(z*),0).
Em outras palavras, encontrar todas as solugoes da equacao P'(\) = 0. Para encontrar
as solugoes, primeiro localiza-se um ponto do conjunto de Julia, e entao, usa-se o método
de Newton-Raphson para iterar numa vizinhanca € ao redor deste ponto. Se nao haver
minimos, parar nesta etapa.

Etapa 3: Entre todas as solugoes determinadas na etapa 2, encontrar A que melhor
minimiza P(z* 4+ Ad(z*), o), em seguida definir 2* = * + A\d(2*) e P* = P(x*,0)

Etapa 4: Ir para etapa 1 até que d(z*) se torna suficientemente pequeno.

(iii) Busca de caos usando a segunda onda do mapa caético

Etapa 1: I’ =0.
Etapa 2: Gerar os proximos valores das variaveis de caos pela funcao de mapa caotico
(M):

A = (Y, i=1,2, .0

)

Etapa 3: [ < [+ 1.

Etapa 4: 2\ = 27 + a;(7\" — 0.5).

Etapa 5: Se P(2, o) < P* entdo 2* = 20, P* = P(2",5) e pare.
Etapa 6: Sel’ < S, I' < I' + 1 e v& para o passo 2.

Etapa 7: «; < t3a; e pare o segundo processo de busca de caos.

Esse algoritmo objetiva melhorar o Algoritmo de Otimizagao e Caos.

Portanto, os algoritmos AOC e AOC via teoria de Julia, apresentam uma abordagem
inovadora e poderosa para resolver problemas complexos multimodais. Ao unir os concei-
tos dos fractais, que demonstram como regras simples podem gerar padroes complexos, e
do caos, que enfatiza a sensibilidade as condicOes iniciais e a imprevisibilidade dos siste-
mas, juntamente com a teoria de Julia, que é de capital importancia para nosso estudo,
esses métodos desafiam a compreensao tradicional da otimizacao. Eles oferecem uma
alternativa promissora aos métodos convencionais de gradiente, permitindo explorar am-
plamente o espacgo de solugoes em busca de melhores resultados em problemas complexos
multimodais. A inclusao da teoria de Julia abre novas possibilidades para a determinacao
de todos os zeros de um problema de otimizacao nao linear, impulsionando na melho-
ria dos métodos de otimizacao. Essa abordagem inovadora abre caminho para solugoes
mais eficientes e promissoras, permitindo a descoberta de pontos de minimo 6timos em
problemas complexos multimodais.

No proximo capitulo (Capitulo 6), iremos explorar os resultados obtidos por meio do
Algoritmo de Otimizacgao e Caos. Serao apresentadas analises para dois exemplos simples
que mostram a possibilidade de aplicar esse método na resolucao de problemas complexos
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multimodais e dentre outros. Além disso, faremos uma comparacao dos resultados com a
bibliografia consultada, bem como a trajetoria de pontos durante a execugao do algoritmo.
Ao examinar os resultados numeéricos, visualizamos a importancia desses algoritmos e sua
possivel aplicabilidade em uma ampla gama de problemas de otimizacao nao linear.



CAPITULO

6

Resultados Numéricos

Neste capitulo sao apresentados resultados numéricos de dois problemas, que foram
implementados em MATLAB, resolvidos pelo Algoritmo de Otimizacao e Caos. O pro-
blema 1 é o problema do despacho econdmico, com trés geradores, cuja referéncia é (28|,
e o problema 2 é um problema de duas variaveis, cuja referéncia é [30].

6.1 Problema do Despacho Econdémico (PDE)

O Problema do despacho econémico é formulado da seguinte forma:

n

minimize f(Pg) = Z(aipé,i +b;Pe; +¢) + Z |essen(f; (P& — Pay))

i=1 i=1

sujeito a Z Po, =Py (6.1)
i=1
ngZ”SPG,iSPé’f?
1=1,...,n.

O problema do despacho econémico é um problema de otimizacao que é amplamente
estudado na area de engenharia elétrica. Ele consiste em determinar a melhor distribui-
¢ao de poténcia gerada pelas unidades geradoras de energia elétrica, de forma a atender a
demanda de energia de maneira eficiente, levando em consideragao critérios econémicos.
Em outras palavras, o objetivo do despacho econdémico é encontrar a alocacao ideal de
poténcia para cada unidade geradora, de modo a minimizar os custos de operacao do
sistema elétrico. Isso envolve decidir quanta poténcia cada unidade geradora deve for-
necer, considerando fatores como os custos de geragao de energia, limites de poténcia e
a demanda total de energia. Ao otimizar a alocagao de poténcia, busca-se minimizar os
custos de operacao do sistema elétrico, como o consumo de combustivel influenciado pelo
desempenho dos geradores (limites de poténcias e carregamento de pontos de vélvula),
além de maximizar a eficiéncia geral do sistema. Dessa forma, o despacho econémico
visa encontrar um equilibrio entre a oferta e a demanda de energia elétrica, levando em
conta os aspetos economicos envolvidos. A formulacao apresentada pela equagao (6.1)
descreve o problema do despacho econémico com algumas consideragoes especificas. A
fungao objetivo, representada por f(Pg), busca minimizar o custo total de operacao do
sistema elétrico. Essa funcao é composta por duas partes: A primeira parte é uma fun-
¢ao quadratica que representa o custo de geracao de energia das unidades geradoras, e

101
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a segunda parte é uma funcao que considera a influéncia do carregamento de pontos de
valvula associada a funcoes valores absolutos senoidais que considera os desvios entre a
poténcia gerada e os limites minimo e méaximo de geragao.

A primeira parte da funcao objetivo é uma soma ponderada dos custos de geragao
das unidades geradoras. Cada unidade geradora é representada pelo indice ¢ e possui
coeficientes a;, b; e ¢; que modelam o custo de geracao. O termo Fg ; representa a poténcia
gerada pela unidade geradora 7. Portanto, o produto aiPC%‘,i +b; P ; +c; representa o custo
de geracao da unidade geradora i. A segunda parte da fungao objetivo envolve uma fungao
associada ao carregamento de pontos de valvula dos geradores. Ela é composta por uma
soma ponderada de termos absolutos dos desvios entre a poténcia gerada e os limites
minimo e maximo de geracao. Esses desvios sao representados pelo termo ng" — Pa,
onde Pg‘;n ¢ a poténcia minima de geracao permitida para a unidade geradora . O
coeficiente e; representa a perda de eficiéncia quando cada uma das, normalmente, quatro
valvulas de controle se encontra estrangulando parcialmente e o fluxo da i-ésima turbina.
A expressao sen( f,(ng” — P;)) é uma funcdo que modela o carregamento de pontos de
valvula. As restricoes do problema estao representadas pela equacao 6.1. Elas impoem
que a soma das poténcias geradas de todas as unidades geradoras deve ser igual a demanda
de energia P;. Além disso, impoem que a poténcia gerada por cada unidade geradora Fg ;
deve estar dentro dos limites minimo e méaximo ng;i" e Pg'i*, de poténcia, respetivamente.
O objetivo do problema do despacho econdémico é encontrar os pontos de carga 6timos
das poténcias geradas Pg; que minimizem o custo total de operacao do sistema elétrico,
sujeito as restrigoes de geracao e demanda. O Problema 1 definido a seguir é uma
aplicagao do PDE que considera o problema modelado para 3 geradores térmicos.

Problema 1: PDE com 3 geradores, problema este que foi retirado de [28], com os
dados na Tabela:

Tabela 6.1: PDE - Trés geradores

. P, ]\sz P, ]\/[ia:c a; bl C; €; fz
Gerador ()~ \70y  (\fi) s/(MW?) $/(MW) $ (/MW
1 100 600 0,001562 7,92 561 300  0,0315
2 50 200 0,00482 7,97 78 150 0,063
3 100 400 0,00194 7,85 310 200 0,042

Demanda: D = 850 MW

Fonte: [28]

Para a formulac¢ao do problema, tendo em conta o problema dado em (6.1), assim teremos
0 nosso problema formulado como:

minimizar f(Pg) = 0.001562P%, + 7.92P; + 561 + [300sin (0.0315(100 — Pg1))]
+0.00482P2 5 + 7.97Py 5 + 78 + [150in (0.063(50 — Pr;))|
+0.00194P2 ; + 7.85Pg 5 + 310 + [200sin (0.042(100 — Py 3))|
sujeito a:  Pg1 + P2+ Pg s = 850
100 < Py < 600
50 < Pg 2 <200
100 < Pg5 < 400.
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Para a representacao grafica da funcao objetivo, é necesséario considerar o Problema 1
expresso em funcao de duas variaveis, assim sendo, a variavel FPg 3 sera redefinida pela
diferenca entre a demanda Pd e as varidveis Pg 1 e Pg o, isto é, Pgs = 850 — Pg1 — Pao,
logo o problema pode ser reescrito como:

minimizar f(Pg) = 0.001562P(2;,1 + 7.92P¢ 1 + 561 + [300sin (0.0315(100 — Pg1))|
+ 0.004821Dé2 + 7.97Pg 2 + 78 + [150sin (0.063(50 — Pg2))|
+0.00194(850 — Pgq — PG72)2 + 7.85(850 — Pg1 — Pg2) + 310
+ 200 sin (0.042(100 — (850 — Pe1 — Pa2)))|
sujeito a:  Pg3 =830 — Pg1 — FPa2
100 < Pg 1 <600
50 < Pg o <200
100 < Pg 3 < 400.
(6.3)
Para possibilitar a resolugao de (6.3), é necessario que a fungao seja suavizada, para que
seja diferenciavel. Para isso consideramos a estratégia de suavizacao hiperbodlica definida
na Secao 3.2.4.1. Ressalta-se que a fungao depois de suavizada, os pontos de minimizac¢ao

do problema nao se alteram e podem ser determinados & medida que o parametro de
suavizagao n tende a zero. Assim, suavizando a fungao objetivo, teremos:

minimizar f(Pg) = 0.001562P2, + 7.92Pg + 561 + \/ (300sin (0.0315(100 — Pg,)))% + 7

+0.00482P% 5 + 7.97Pg 2 + T8 + \/ (150 sin (0.063(50 — Pg2)))? +1n
+0.00194(850 — P51 — Pg2)? + 7.85(850 — Pg1 — Pg) + 310
+/(2005in (0.042(100 — (850 — Prsy — Pi2))))? + 1
sujeito a:  Pg3 =850 — Pg1 — FPg2
100 < Pg; <600

50 < Pga < 200
100 S 850 — PG71 - PG,2 S 400.

(6.4)
Assim sendo, teremos a Figura 6.1, que representa graficamente a fungao do PDE suavi-
zado, considerando 7 = 10, implementado no python (Apéndice A.14).
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Figura 6.1: PDE suavizado - (n

10)
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A seguir, temos as curvas de nivel do PDE suavizado, ilustrado na Figura 6.2, cuja
implementagao em python, estd no Apéndice A.15

Figura 6.2: PDE suavizado - curvas de nivel (n = 10)
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A seguir temos a Figura 6.3, implementada em python (Apéndice A.17), que representa
a funcao planificada.

Figura 6.3: PDE Planificada (n = 10)
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Fonte: Autor

Para resolver o problema usando o AOC, é necessério considerar o problema dado suavi-
zado, e escolher um dos métodos de Barreira ou Penalizagao, para reescrever o problema
como irrestrito. Para tal, vamos usar a estratégia de [30], isto é, usando o método de
penalizagao. Assim sendo, considerando o problema (6.2) suavizado e com restri¢oes de
desigualdade tem-se:

minimizar f(Pg) = 0.001562P2, + 7.92Pg1 + 561 + \/ (300sin (0.0315(100 — Pg1)))2 + 1

+0.00482P2 , + 7.97Pg 2 + 78 + \/ (150 sin (0.063(50 — Pg2)))? + 1

+0.00194P2 5 + 7.85Pg 3 + 310 + \/ (200sin (0.042(100 — Pg3)))? + 1

sujeito a:  Pg1+ Pga2+ Pgs — 850 <0
— P — FPga— Pa3+850<0
— P +100 <0
Pg1—600<0
— Pe2+50<0
Pgo—200<0
— P 3+ 100 <0

Pe s —400 <0.
(6.5)
Assim, construindo a funcao de penalizacao quadratica, penalizando a funcao objetivo e
reescrevendo o Problema (6.5) como um problema irrestrito tem-se:
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minimizar P(Pg,a) = 0.001562P2, + 7.92Pg, + 561 + \/ (300sin (0.0315(100 — Pg1)))% + 7

+0.00482F% , + 7.97Pg + 78 + 1/ (150sin (0.063(50 — P;2)))? + 1

+0.00194P2 ; + 7.85Pg 3 + 310 + \/(200 sin (0.042(100 — Pg3)))2 41
_|_

)
+0((Pay + Peo+ Pas — 850)* 4+ (=P — Pap — Pg s + 850)°
(—=Pg 1 +100)* + (Pg1 — 600)* + (—Pg2 + 50)* + (Pga — 200)°

(=P, +100)* + (Pg3 — 400)*)

sujeito a:  Pg, € R®,i=1,2,3.

(6.6)
Onde o é o parametro de penalidade, que foi representado pela letra ¢ no Capitulo
3. O problema (6.6) escrito como irrestrito, ja pode ser resolvido pelo AOC. No caso

do problema (6.2), poderfamos usar a barreira logaritmica, que teriamos de resolver o
problema (6.7), descrito como:

minimizar P(Pg,0) = 0.001562P%, +7.92Pg, + 561 + \/ (300sin (0.0315(100 — Pg1)))2 + 1

+0.00482P2 5 + 7.97 P 5 + T8 + \/ (150 sin (0.063(50 — Pg2)))? + 1

+0.00194P2 ; + T.85P 5 + 310 + 1/ (20050 (0.042(100 — P 3)))? + 1

1
— ;[ln (—=Pg1— Pao— Pgs+850)+1n (Pg1+ Pea2+ Pas— 850)+

In (Pg1—100) 4+ 1In (—Pg1+600)+1In (Pgae —50) +1In (—Pg 2+ 200)
+1In (Pgs —100) +In (—Pg 3 + 400)]
sujeito a: P, € R,i=1,2,3.
(6.7)

Para a resolugao dos problemas irrestritos (6.6), pelo método AOC e método de gradien-
tes ponderados ou (6.7), pelo método AOC e método de Newton (ou Newton-Levenberg),
vistos no Capitulo 3 e realizar a interpretacao geométrica desses problemas em R?, a
solucao em poténcia Py 3 € substituida por Pg3 = Pd — Pg1 — Pg 2, em ambas as formu-
lagoes. A implementacao dos algoritmos considerados a resolugao desses sao apresentados
no Apéndice A.

Na Figura 6.2, vemos os miltiplos pontos de minimo do PDE, onde o azul mais
carregado representa as zonas onde ha minimizantes. Para a determinagao dos pontos
de minimo do PDE com 3 geradores [28], foi usado o método misto AOC (Algoritmo de
Otimizagao e Caos) e de Newton. Com este método, a solugao 6tima obtida é Py 1) =
300; Pg) = 150,02 e Pg3 = 399,8 cujo melhor valor de minimo é 8234.4, que sera
apresentado em detalhes na Tabela 6.3.

6.1.1 Trajetéria de pontos para obtengao do melhor ponto de
minimo do PDE

Foram realizados 5 ciclos do método e atualizando os pontos e valores de minimo
obtidos até determinar a melhor solucao ao PDE. Na trajetoria de pontos, apresentados
na Figura 6.4, temos:
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e Em magenta os pontos iniciais obtidos na primeira onda do método pelo método de
caos;

e Em preto as solugoes obtidas pelo método de Newton proximas aos pontos obtidos
na primeira onda;

e Em amarelo o ponto obtido na segunda Onda — método de caos;
e Em azul as solugoes obtidas apos a segunda Onda;

e Em estrela em vermelho a melhor solucao obtida pelo método com custo de $8234.5
e poténcias P = (300.8225,149.7591, 399.4184), com demanda de 850 M V.

Figura 6.4: Trajetoria de pontos para obten¢ao do melhor ponto de minimo do PDE

Fonte: Autor

6.1.2 Comparacao Dos Resultados Com A Bibliografia Consul-
tada
A tabela 6.2, mostra os diferentes valores de minimos obtidos durante o processo

iterativo, variando os diferentes parametros do AOC, como variaveis de caos e tamanho do
passo. Com essa variagao, foram obtidos os diferentes valores de minimos como descritos.

Tabela 6.2: Resultados numéricos do Algoritmo de Otimizagao e Caos, para o Problema
1

Valor Minimo  Melhor

Problema 1 ﬁ;iﬁn:?lg) Intermediario  Valor Melhaz \?\%lugao
(9) Minimo
PDE 8375.6 8241.7 8234.4**  (300.8225, 149.7591, 399.4184)

Para o PDE, comparando-se a solugao indicada por ** com a solugao obtida em [28], que
utilizou um método de pontos interiores/exteriores o valor minimo obtido foi de 8234.5.
A solugao o6tima obtida: P 1) = 300; P2 = 150,02 e P 3 = 399,8. Estes resultados
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foram obtidos pela programacao Matlab, cujos detalhes se encontram no Apéndice A.6.
Nesse caso, além de valores minimos piores e intermediarios, o algoritmo da Secao 5.2
determinou a melhor solu¢ao de minimo relativa ao PDE, também determinada em [28].
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6.2 Problema 2

O problema (6.8), ¢ um problema de minimiza¢do com restrigdo de desigualdade e
variaveis canalizadas, que foi extraido de [30], cuja formulagao é a seguinte:

minimizar f(z,y) = —[zsen(9my) + ycos(25mx) + 20]
Sujeito a: z® + 5y < 81 (6.8)
x,y € [—10,10]

Para melhorar a resolugao do problema, a Figura 6.5 implementada no python (Apén-
dice A.9), representa o grafico da fungao objetivo do Problema 2.

Figura 6.5: Grafico da Fun¢ao do Problema 2

Gréafico da Funcdo

-19.0

-19.5

—20.5

—21.0

Fonte: Autor

A seguir, temos a Figura 6.6, implementada no python (Apéndice A.11), que representa
as curvas de nivel da fung¢do objetivo e a Figura 6.7, implementada no python (Apéndice
A.10), que representa a fungao planificada.

Figura 6.6: Curvas de nivel do Problema 2
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Fonte: Autor
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Eixo Y

Figura 6.7: Func¢ao Planificada do Problema 2
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Usando o método de penalizagao visto no Capitulo 3, o Problema (6.8) é reescrito como
um problema irrestrito expresso em (6.9):

minimizar P((z,y),0) = —[zsen(9my) + ycos(25mx) + 20] + o (2* + y* — 81)
r,y € R?

(6.9)

Assim sendo, temos o grafico do Problema 2 penalizado representado pela Figura 6.8
(Implementada em python, no Apéndice A.12), considerando o parametro de penalidade

o = 10.

Figura 6.8: Representagao grafica do Problema 2 (o = 10)

Fonte: Autor
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A seguir, temos a Figura 6.9, implementada em python (Apéndice A.4), que representa
as curvas de nivel do Problema 2 penalizado.

Figura 6.9: Curvas de nivel do Problema 2 (o = 3)
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Fonte: Autor

Com base nos contornos mais escuros, isto é, a regiao mais escura da Figura 6.9,
podemos encontrar o ponto de minimo o Problema 2, que foi resolvido pelo Método
AOC com o método de Newton, que determinou como solugao (-5.85749, -6.607253) e
como valor de minimo -32.63132945. Esta solugao foi determinada pela programacao em
Python, cujos detalhes se encontram no Apéndice A .4.

6.2.1 Trajetéria de pontos para obtencao do melhor ponto de
minimo do Problema 2

Foram realizadas as trés etapas do AOC no problema, considerando o valor inicial

v = (0.64,0.91),.S; = 1000000, Sy = 20000 no método e atualizando os pontos e valores

de minimo obtidos até determinar a melhor solugao ao Problema 2. Na trajetoria de
pontos, apresentados na Figura 6.10, implementada em python (Apéndice A.4), temos:

e Em Amarelo os pontos iniciais obtidos na primeira onda do método pelo método de
caos;

e Em Verde os pontos obtidos na segunda onda pelo método de caos;
e Em vermelho as solugoes obtidas pelo método de Newton;

e Na bola em vermelho, encontra-se a melhor solugao obtida pelo método com func¢ao
objetivo de —32.63132945 e solucao x = (—5.85749, —6.607253), em que z7 + x5 =
77.966 < 81. Esta solucao foi obtida pela etapa do método de Newton.
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Figura 6.10: Trajetoria de pontos para obtencao do melhor ponto de minimo do Problema
2 (0 =3)
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Fonte: Autor

Observando a Figura 6.10, pelas trajetorias dos pontos, nota-se que a convergéncia da
solucao ocorre na regiao mais escura, isto €, no contorno da circunferéncia centrada na
origem e raio 9. E importante destacar que durante a execucdo do AOC, na primeira
onda do mapa cabtico, o niimero de iteragoes foi muito elevado devido a convergéncia na
solucao obtida, isto é, quanto menor foi o niimero de iteragoes, foram obtidos resultados
piores.

6.2.2 Comparacao dos Resultados Com a Bibliografia Consultada

A tabela 6.3, mostra os diferentes valores de minimos obtidos durante o processo
iterativo, variando os diferentes parametros do AOC, como variaveis de caos e tamanho do
passo. Com essa variagao, foram obtidos os diferentes valores de minimos como descritos.

Tabela 6.3: Resultados numéricos do Algoritmo de Otimizagao e Caos, para o Problema
2

. L. Melhor
Problema Plo% Yalor Valor MlI}}H'lO Valor Melhor Solugao
Minimo Intermediario .
Minimo

2 -19.82274 -32.6128 -32.6313* (-5.8575, -6.6073)

Com base na bibliografia consultada, comparando os resultados, teremos que:
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Para o Problema 2, comparando-se com a solugao indicada em (*) obtida em [30] é
apresentado um valor minimo de —32.7179, mas néo consta o ponto minimo z* € R?. Nao
foi possivel obter a solugdo que determinou esse valor de minimo em [30]. Possivelmente,
com a implementacao do algoritmo visto na Segao 5.2, quando a teoria de Julia sera
incorporada ao algoritmo da Secao 5.2, poderemos determinar uma melhor solucao ao
Problema 2.

Os resultados obtidos no Problema 1 (PDE) e problema 2, pelo método apresentado
na Secao 5.2 mostram que é necessario que esse método seja aperfeicoado considerando
o método visto na Segao 5.2, pois esse depende de atualizagoes nos parametros de caos
indicados pelos autores em [30], para realizar novos ciclos do método e obter novas e
possiveis melhores solugoes do que aquelas ja obtidas. As Figuras 6.4 e 6.10 procuram
mostrar a maleabilidade desse método.

A seguir apresentam-se as conclusoes e consideragoes finais do trabalho desenvolvido,
bem como a proposta de etapas possivelmente a serem realizadas como trabalhos futuros
apos a defesa de dissertagao.






CAPITULO

/

Conclusoes e Consideracoes Finais

Tendo em conta o presente trabalho, chegamos as seguinte conclusoes e consideragoes
finais:

(i) Os problemas de otimizagao desempenham um papel crucial na sociedade contem-
poranea, pois a busca por estratégias eficientes que possam auxiliar empresas e outros
setores sociais a minimizar custos ou maximizar lucros ¢ uma necessidade constante.
Nesse contexto, a disponibilidade de métodos de otimizacao robustos e eficazes, sejam
eles deterministicos, bioinspirados ou hibridos, torna-se essencial para encontrar solugoes
precisas e de alta qualidade para os problemas de otimizacao encontrados na literatura.

(ii) O nosso estudo concentrou-se geralmente em problemas de otimizagao nao linear
e especificamente em problemas de otimiza¢ao multimodais, nos quais a presenca de miil-
tiplos 6timos locais apresenta desafios adicionais. A abordagem adotada buscou explorar
e investigar diferentes técnicas e algoritmos para lidar com essa complexidade, com o ob-
jetivo de encontrar solugoes que se aproximem dos 6timos globais e superem as limitacoes
dos métodos tradicionais.

(iii) O estudo de sistemas dinamicos desempenha um papel essencial na compreensao e
modelagem de fen6menos complexos ao longo do tempo. Sua aplicacao abrange uma am-
pla gama de areas do conhecimento e oferece ferramentas para a representacao e analise de
figuras complicadas, como os fractais, que sao essenciais para avangar nosso entendimento
em diversas disciplinas. O continuo aprimoramento e desenvolvimento dessa area de es-
tudo sao fundamentais para enfrentar os desafios complexos do mundo contemporineo e
explorar novas fronteiras de conhecimento.

(iv) Num problema de otimizagao nédo linear, o Algoritmo de Otimizacao e Caos é
eficiente, mas nao é completo, visto que nao determina todas as solu¢oes minimizadoras
do problema, reduzindo assim a melhor possibilidade de determinar o minimizante que
seria o minimizador global do problema. E necessério que sejam feitas atualizactes nos
parametros de caos indicados pelos autores em [22] e realizar novos ciclos do método para
obter novas e possiveis melhores solugoes do que aquelas ja obtidas.

(v) Os fractais de Julia constituem uma valiosa ferramenta para a resolu¢ao de proble-
mas de otimizacao, permitindo a determinacao de todas as solugoes possiveis, indepen-
dentemente de sua natureza ou localizacao no espaco de busca. Essa abordagem visual
e detalhada proporciona uma compreensao abrangente do problema de otimizagao multi-
modal, auxiliando na selegao das solu¢oes mais adequadas e fornecendo uma base solida
para a tomada de decisoes otimizadas.
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(vi) O Algoritmo de Otimizagao e Caos apresentado na Se¢ao 5.2 oferece uma aborda-
gem promissora para resolver problemas de otimizacao, no entanto, para aprimorar ainda
mais sua eficiéncia e completude, é necesséario incorporar a teoria de Julia, transformando-
o em um Algoritmo de Otimizac¢ao e Caos via Julia, onde a incorporagao da teoria de
Julia no algoritmo, conforme descrito na Secao 5.5, tem o potencial de melhorar significa-
tivamente seus resultados, isto ¢, a aplicagao da Teoria de Julia permite uma exploracao
mais abrangente do espago de solugoes, levando a determinagao de um maior niimero de
solugoes minimizadoras.

(vii) Ao implementar a Teoria de Julia no algoritmo, teremos uma representagao visual
detalhada do espaco de solugoes, proporcionando uma compreensao mais profunda das
estruturas e padroes presentes no problema de otimizagao. Essa abordagem nos permitira
identificar e analisar todas as solugoes possiveis, incluindo o minimizante global, que
representa a solugao 6tima do problema.

(viii) Para trabalhos futuros, uma das proximas etapas envolve a integracao da estraté-
gia baseada em fractais de Julia com o0 AOC e métodos de gradientes, visando aperfeigoar a
capacidade do algoritmo de encontrar solu¢oes 6étimas em problemas de otimizacao nao li-
neares e multimodais de maior dimensao. Essa combinacao tem como objetivo desenvolver
um algoritmo mais robusto, eficiente e versatil, ampliando suas aplicagoes e contribuindo
para avancos significativos na area. Além disso, a utilizagao dos fractais de Julia como
ferramenta complementar permitird uma exploracao mais eficaz das regioes complexas
do espago de solugoes, facilitando a identificagao de solugoes adicionais e proporcionando
uma representacao visual mais detalhada.

(ix) Além disso, em trabalhos futuros, pretende-se investigar métodos de gradientes
mais eficientes para a resolucao de problemas nao lineares e multimodais. Nesse contexto,
serdao considerados os métodos propostos em referéncias como [28|, que tém se mostrado
promissores na abordagem de problemas com dimensoes maiores. A utilizagao de tais
métodos pode contribuir para aprimorar a convergéncia e a eficiéncia do algoritmo, pos-
sibilitando a resolucao de problemas mais complexos e de maior escala.
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APENDICE

A

Implementacao dos Algoritmos e
Figuras

Neste apéndice, serao apresentados alguns codigos usados para as figuras ou algoritmos
desenvolvidos ao longo do trabalho. Foram usados c6digos em MATLAB e Python.

A.1 Bacias de atragao da equagao z°—1 =0 (MATLAB)

%» Fun o para calcular a derivada da equa o
f_prime = @(z) 5%xz"4;

% Fun 0o para calcular a equa o}
f = @(z) z°5 - 1;

% Definir o intervalo do plano complexo para plotagem
x = linspace(-1.5, 1.5, 1000);

y = linspace(-1.5, 1.5, 1000);
[X, Y] = meshgrid(x, y);

= X + 1ixY;
% Definir as ra zes da equa 0

roots = [exp(2*pi*1i/5), exp(2*pi*2i/5), exp(2xpix*3i/5), exp
(2*pix4i/5), 11;

%» Inicializar matriz para armazenar os ndices das ra zes
indices = zeros(size(Z));

% Loop para calcular os ndices das ra zes usando o m todo
de Newton-Raphson

for i = 1:numel(Z)
z = Z(i);
iter = 0;
maxIter = 100;
tolerance = 1le-6;
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while abs(f(z)) > tolerance && iter < maxIter
z =z - f(z) / f_prime(z);
iter = iter + 1;
end
% Encontrar o ndice da raiz mais pr xima
[~, index] = min(abs(roots - z));
indices (i) = index;
end
%» Plotar as bacias de atra o
figure;
colormap(jet(5)); % Definir uma paleta de cores
imagesc(x, y, indices);
axis equal;
title('Bacias de Atra o - 22—-1=0");
xlabel ('Parte Real');
ylabel ('Parte Imagin ria');
colorbar;
%» Definir a fun 0 e sua derivada, para determinar todos os
Zeros
f = @(z) z°5 - 1;
df = 0@(z) 5b*z~4;

%» Definir os par metros do m todo de Newton-Raphson

maxIter = 100; % N mero m ximo de itera es

tol = le-6; % Toler ncia de converg ncia

% Inicializar as ra zes , dependendo do n mero de ra zes
roots = zeros(l, 5);

% Aplicar o m todo de Newton-Raphson para encontrar as

ra zes
for i = 1:5
%» Chute inicial pr ximo a cada raiz (pode

x0 = exp(2i*pi*(i-1)/5);
% Itera es do m todo de Newton-Raphson
for iter = l:maxIter
x = x0 - f(x0) / df (x0);
if abs(x - x0) < tol
roots (i) = x;
break;
end
x0 = x;
end

end

% Imprimir as ra zes

ser ajustado)
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disp('As ra zes s o:');
disp(roots);

Listing A.1: Bacias de atracao da equacao 2° — 1

A.2 Grafico PDE- Trés geradores e Curva de Nivel (MA-
TLAB)

%% Plota m nimos e maximos

X = a_min(1):2.5:b_max (1) ;

Y = a_min(2) :2.5:b_max (2) ;

[x,y] = meshgrid(X,Y);

% com efeito do carregamento de v lvula

%Z = a(l) . *X."2 + b(1) .*X + c(1) + abs(e(1) .*sin(ft (1) .x*(
V_min(1)-X))) + a(2) .*xY."2 + b(2).*xY + c(2) +abs(e(2).*sin
(£t (2) .*(V_min(2)-Y)))+ a(3) .*X."2 + b(3) .*xX + c(3) + abs(
e(3) .*sin(£ft(3) .*(V_min (3)-X)));

f1 = ((0.001562*(x."2))+(7.92*x)+561+(abs ((300*sin
(0.0315%(100-%))))));

f2 = ((0.00482*(y.~2))+(7.97*xy)+78+(abs (((150*xsin (0.063*x(50-y
)))))));

f3 = ((0.00194*((Pd-x-y).~2))+(7.85%x(Pd-x-y))+310+(abs (((200%
sin (0.042*%(100-(Pd-x-y))))))));

f = f1+£f2+£3;

mesh (x,y,f);
figure;
contour (x,y,f,300);

Listing A.2: Grafico PDE- Trés geradores e Curva de Nivel (MATLAB)

A.3 Implementagao do AOC para o Problema 2 (MA-
TLAB)

hImplementa o do m todo do Caos para o exemplo 2
hcomo descida m todo de gradientes ponderados

“tentativa com o m todo de busca unidimensional de Newton (n
deu certo)

% function z=Newton(f,x0,tol)

% df = diff (sym(£));

% fl=subs(f,x0);

% df1 = subs (df,x0);

h c=1;

% while abs(f1) > tol

% a= x0 - f1/df1;
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% f1 = subs(f,a);
% dfl= subs(df,a);
% x0 = a;

yA c= c+1 ;

% end

close all
clear all
clc

%% Dados e Parametros do problema

a_min = [-10,-10]; % limites inferiores do
intervalo
b_max = [10,10]; % limites superiorees

tl=1.1; t2 = 0.25; t3=1.1;
u=1; % par metro inicial da fun o penalidade de g(x)

hGerando gr fico de f e curvas de n vel
syms x y’% Define inc gnitas

fl=x*sin (9*pixy);

f2=y*cos (25*pix*x) ;

f3=ux(x~2 + y~2 -81);

hf3=ux(sqrt(-y~2 +81);

f= -f1 - £2-20 + £3; Jgr fico de f com a restri o g(x)<=0

%% Plota minimos e maximos
X a_min(1) :2.0:b_max (1) ;

Y a_min(2) :2.0:b_max(2);
[x,y] = meshgrid(X,Y);

fl=x.*sin (9%pi.x*y);
f2=y.*cos (25%pi.*x);
f3=(x."2 + y."2 -81);
f=-f1-£f2-20+£3;

mesh(x,y,f);
figure;
contour (x,y,f,2500) ;
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clear x y £
syms X y %Define inc gnitas

%% Inicio do algoritimo

To

hcalcula fun o gradiente da f e gradiente da g
fl=x.*sin (9%pi.x*y);

f2=y.*cos (25*pi.*x);

gl=x.72 + y.72 -81;

f= -f1 - £2-20 ;

gradf = gradient (f);

gradg = gradient(gl);
hold on
for g=1:7 hexecuta o algoritmo completo por um n mero de

vezes definida para g

sla. onda - mapa do caos - lo. m todo de otimiza o do
caos

%inicializa o do m todo

1=0;

p_atual=10000;
Gamal=0.05; Gama2=0.05;
S1=8;

lambda=0.75;

u=1.0;

tol=10"-5;

haplica o do m todo

while 1 <= S1

a_min(1) + Gamal*(b_max(1l) - a_min(1));
a_min(2) + Gama2*(b_max(2) - a_min(2));

X
y

if S1==1
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plot(x,y, 'ob',"markersize",12); % Plota novo valor de x
encontrado, indicando a trajetoria para encontar o minimo
local ()

end

fl=x.*sin (9*pi.x*y);

f2=y.*cos (25%pi.*x);

f3=max(0,(x."2 + y.~2 -81));

p0 = -f1 - £f2 -20 + uxf3; Jfun o lagrangiana p(x) = f(x) +
u*xg (x)

Xx_inicial= [x;y];

if (p0 < p_atual)
p_atual=p0; x_atual=x_inicial;
end

Gamal= 4*xGamalx*(1-Gamal);
Gama2= 4*Gama2*(1-Gama?2) ;
1=1+1;

end

% Busca ao longo do m todo de gradiente ponderado
erro=1; cont=1;

x_min=x_atual;
%I=[1 0;0 1]; Beta = 0.2;

while ((erro>tol) & (cont<50))

% Calcula os valores de x na fun o gradiente
x = x_min(1);
y = x_min (2);

gradf0 = inline(gradf);
gradg0 = inline (gradg);

x_grad = gradf0 (x,y); % Resolve a equa o
g_grad = gradg0 (x,y);

erro= max (abs(x_grad)); 7% Encontrar o maior valor
absoluto do gradiente p(x_i)

G = (g_grad(1)~2) + (g_grad(2)-2);
hgl= max(0,x.”2 + y.~2 -81);
gl=x.72 + y.~2 -81;

Deltal= 1-(gl/G);




A. Implementagao dos Algoritmos e Figuras 125

Delta = 1/Deltal;
if g <=0
w = 1;
else
w=Delta;
end

dx = x_grad + wxg_grad;

% for i=1:2
% if x_min(i)>tol & dx(i)< 10"-6
% h = min(-x_min(i)/dx(i) ,1)
% end
% end
Xx_min= x_min - w*xlambda*dx;

% end
b if g<=2
% x_min= x_min - h*x_grad;
% end

fl=x.*sin (9*pi.*y);

f2=y.*cos (25*%pi.*x);
f3=max(0,(x."2 + y.~2 -81));
p_min = -f1 - £2-20 + ux £3 ;

if (p_min < p_atual)
p_atual = p_min; x_atual

x_min; lambda = t2*lambda;
else

lambda = tl*lambda;
end

cont= cont+1;
u=0.5%u;

end

plot(x_atual (1) ,x_atual(2),'*k',"markersize",8); J Plota novo
valor de x encontrado, indicando a trajetoria para
encontar o minimo local (%)

%M todo de otimiza O e caos - 2a. onda
1=0;

Gamal=0.02; Gama2=0.01;
Alfal = 0.05; Alfa2=0.06;

Xx_min = x_atual;
pO=p_atual;
S2=8; u=1;

while 1 <= S2
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x = x_min(1) + Alfal*(Gamal - 0.5);

y = x_min(2) + Alfa2*(Gama2 - 0.5);

plot(x,y,'.r',"markersize",10); % Plota novo valor de x
encontrado, indicando a trajetoria para encontar o minimo
local (%)

x_atual = [x,y];

fl=x.*sin (9%pi.x*y);
f2=y.*xcos (25*pi.x*x);
f3=max (0,(x."2 + y.~2 -81));
p_atual = -f1 - £2-20 + ux£f3;
u=0.5x%u;
if p_atual < pO
pO= p_atual; x_min=x_atual;
1 = S2+1; “hstop o m todo de caos
else
Gamal= 4*xGamalx*(1-Gamal) ;
Gama2= 4*xGama2*(1-Gama?2) ;
Alfal = t3*xAlfal;
Alfa2 = t3*xAlfa?2;

1 = 1+1; Y%continua atualizando a solu o pelo caos
end

end

hplot(x,y,'.r',"markersize",10); % Plota novo valor de x

encontrado, indicando a trajetoria para encontar o minimo
local (%)
hCalcula o valor da fun 0 objetivo na solu o atual
x1=x_min (1) ;
x2=x_min (2) ;

xf(g,:) = [x1 x2];

i=1;

f_atual= -(xf(g,i)*sin(9*pix*xxf(g,i+1))) - (xf(g,i+1)*cos (25x%
pi*xf(g,i)))-20 ;

F(g) = f_atual

[bestobj, ind] = min(F)

bestsol = xf(ind,:)

Soma = (sum(xf(ind,:)."2))

plot (bestsol (1) ,bestsol(2),'*b',"markersize",8);

% if (x_min(1)<b_max (1)) & (x_min(2)<b_max(2))& (x_min(1)>
a_min(1))& (x_min(2)> a_min(2))

a_min(1)= x_min (1) ;

a_min(2)=x_min (2) ;

%end
end
plot (bestsol (1) ,bestsol(2),'or',"markersize",13);

Listing A.3: Implementacao do AOC para o exemplo 2 (MATLAB)
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A.4 Implementacao do Problema 2 pelo Python

import numpy as np
from scipy import optimize
import matplotlib.pyplot as plt

def

def

def

def

def

def

def

def

M(gamma_1) :
a = 4
return a * gamma_l * (1 - gamma_1l)

f(x, y):
return -(x * np.sin(9 * np.pi * y) + y * np.cos(25 * np.pi * x)
+ 20)

gl(x, y):
return x**x2 + y**2 - 81

P(x, sigma=3):
return f(x[0], x[1]) + sigma * max(0, gi(x[0], x[1]))

adjust_sigma(gradient_norm, sigma):
if gradient_norm < le-2:
return sigma * 0.5
elif gradient_norm < le-1:
return sigma * 0.75
else:
return sigma

gradient (x, sigma=10):

df _dx = np.cos(9*np.pi*x[1]) - 26*np.pi*x[1]*np.sin (25*np.pix*x
[01)

df _dy = 9*np.pi*x[0]l*np.cos(9*np.pi*x[1]) - np.sin(25*np.pix*x
(01>

dg_dx = 2 * x[0]

dg_dy 2 x x[1]

return np.array([df_dx + sigma * max(0, dg_dx), df_dy + sigma x
max (0, dg_dy)])

hessian(x, sigma=10):

ddf_dxdx = -625*(np.pi**2)*x[1]*np.cos (25*np.pi*x[0])

ddf_dxdy = np.pi*(9*np.pi*x[0]*np.sin(9*np.pi*x[1]) + 25%np.cos
(25*np.pi*x [0]))

ddf _dydy = -81*(np.pi**2)*x[0]*np.sin(9*np.pi*x[1])
ddg_dxdx = 2
ddg_dydy = 2

return np.array([[ddf_dxdx + sigma * max(0, ddg_dxdx), ddf_dxdy
1, [ddf_dxdy, ddf_dydy + sigma * max (0, ddg_dydy)]l]l)

newton_method (x0, sigma=10, max_iter=1000, epsilon=1e-6):
k =0
newton_trajectory = []
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while np.linalg.norm(gradient(x0, sigma)) > epsilon and k <

max_iter:

d = -np.linalg.inv(hessian(x0, sigma)).dot(gradient (x0,

sigma))

alpha = optimize.minimize_scalar(lambda alpha: P(x0 + alpha

* d, sigma)).x
x0 = x0 + alpha * d
newton_trajectory.append (x0)

sigma = adjust_sigma(np.linalg.norm(gradient(x0, sigma)),

sigma)

kK += 1

return x0, np.linalg.norm(gradient(x0, sigma)) <= epsilon,

newton_trajectory

chaotic_pointsl = []
newton_points = []
chaotic_points2 = []

x = np.linspace(-10, 10, 400)

y np.linspace(-10, 10, 400)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z1 = £(X, Y)
plt.figure(figsize=(10,6))
plt.contour(X, Y, Z1, levels=14)

plt.title(’Curvas de n vel da fun o f(x, y)?)

plt.xlabel (’x’)
plt.ylabel (’y’)
plt.colorbar ()
plt.show ()

Z2 = np.zeros_like(Z1)
for i in range(Z2.shape[0]):

for j in range(Z2.shape[1]):

z2[i, j1 = pPC[X[i, 31, Y[i, j11)

plt.figure(figsize=(10,6))
plt.contour(X, Y, Z2, levels=14)
plt.title(’Curvas de n vel da fun o P(x,
plt.xlabel (’x’)
plt.ylabel(’y?)
plt.colorbar ()
plt.show ()

S_1 = 1000000

S_2 = 20000

max_iter_chaos = 200000

t_3 = 0.05

gamma_0 = [0.64, 0.91]

Xx_star = gamma_0

alpha_i = [0.05 * (b - a) for a, b in [(-10,

lambda) ’)

10), (-10, 10)1]
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P_star = float(’inf’)

for 1 in range(S_1):

x = [a + gamma_O0[i]l*(b - a) for i, (a, b) in enumerate ([(-10,

10), (-10, 10)1)]
P_x = P(x)
chaotic_pointsl.append(x)
if P_x <= P_star:

x_star = x

P_star = P_x

gamma_0 = [M(gamma_O[i]) for i in range(len(gamma_0))]

continue_optimization = True
iteration = 0

while continue_optimization and iteration < max_iter_chaos:
x_star, converged, trajectory = newton_method(x_star)

newton_points.extend(trajectory)
if not converged:
l_prime = O

while alpha_i[0] < 0.1 * (10 - (-10)) and alpha_i[1] < 0.1

* (10 - (-10)):
for i in range(len(gamma_0)):
gamma_0[i] = M(gamma_0[i])

x_star[i] = x_star[i] + alpha_i[i] * (gamma_O[i]

0.5)
chaotic_points2.append(x_star)

P_x = P(x_star)
if P_x <= P_star:

P_star = P_x
else:

alpha_i = [t_3 * alpha_i[i] for i in range(len(

alpha_i))]
iteration += 1
if iteration >= max_iter_chaos:

break
continue_optimization = False
else:
continue_optimization = False
z = x_star [0]**2 + x_star [1]=*x*2
print(£°A solu 0 tima ap s a aplica o do m todo de Newton
e da segunda onda de caos {x_star}.?’)
print (£°0 valor m nimo da fun o objetivo nesta

P_starl}.’)
print (£°0 valor da restri o no ponto timo

plt.figure(figsize=(10,6))

plt.contour(X, Y, Z2, levels=14)
chaotic_pointsl_np np.array(chaotic_pointsi)
chaotic_points2_np = np.array(chaotic_points2)
newton_points_np = np.array(newton_points)

solu

{z}.7)

[¢)
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plt.scatter (chaotic_pointsl_np[:,0], chaotic_pointsl_np[:,1], color
=’yellow’, label=’Primeira busca do CAO0S’)

plt.scatter (newton_points_np[:,0], newton_points_npl[:,1], color=’
red’, label=’Metodo de Newton’)

plt.scatter (chaotic_points2_np[:,0], chaotic_points2_npl[:,1], color
=’green’, label=’Segunda busca de CAQ0S’)

plt.title(’Curvas de n vel da fun o P(x, lambda) com pontos das

buscas’)

plt.xlabel (’x’)

plt.ylabel(’y?)

plt.legend ()

plt.colorbar ()

plt.show ()

Listing A.4: Implementagao do Problema 2 (Python)

A.5 Determinar os zeros de uma equagao (z°—3x) (MA-
TLAB)

% Fun 0o a ser resolvida
f = @(x) x°3 - 3*x;

% Derivada da fun o
df = e(x) 3*x~2 - 3;

% Fun 0 a ser resolvida
df = @(x) 3*x"2 - 3;

% Derivada da fun 0
ddf = @(x) 6%*x;

% Ponto cr tico inicial
x_.d = 0.5;

% Toler ncia
epsilon = l1le-3;

%» Vetor para armazenar as solu es encontradas
solutions = [];

% Fun o de itera o de Newton-Raphson
Nf = @(x) x - (df(x)/ddf(x));

h Itera o para encontrar as solu es

X = x_d;
while true
x = Nf(x);
if abs(df(x)) < epsilon
% Verificando se a solu 0 nova

isNew = true;
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for k = 1:length(solutions)

if abs(x - solutions(k)) < epsilon
isNew = false;
break;
end
end
% Adicionando a nova solu o0 ao vetor

if isNew
solutions
end
break;
end
end

[solutions x];

% Imprimindo as solu es encontradas
if isempty(solutions)
disp('N o foram encontradas solu es.');
else
disp(['Pontos pertencentes ao conjunto de Julia:
num2str (solutions) '.']l);
end

% Ponto cr tico
x_c = solutions; % Ponto cr tico em x = solutions

% Toler ncia
Tol = 1le-1;

%» Vetor para armazenar as solu es encontradas
solutions = [];

% Fun o de itera o de Newton-Raphson
Nf = @(x) x - (f(x)/df(x));

h Itera 0o para encontrar as solu es

for xO = x_c - l:epsilon:x_c + Tol
x = x0;
for n = 1:500
x = Nf(x);
if abs(f(x)) < epsilon
% Verificando se a solu o) nova
isNew = true;
for k = 1:length(solutions)
if abs(x - solutions(k)) < epsilon
isNew = false;
break;
end
end

% Adicionando a nova solu o ao vetor
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if isNew
solutions = [solutions x];
end
break;
end
end
end

» Imprimindo as solu es encontradas
if isempty(solutions)
disp('N o foram encontradas solu es.');

else
disp(['Solu es encontradas: ' num2str(solutions) '.'])
end
index = 1;
menor = inf;

while index <= length(solutions)

element = solutions (index) ;
hdisp(element); % Fa a algo com o elemento
output = funcao_principal(element);

%disp (output)

if output < menor
menor = output;

end

index = index + 1;
end
disp (menor)

%% funcao
function [output] = funcao_principal(x0)
output = x0°3 - 3*x0;

end

Listing A.5: Determinar os zeros de uma equagao (z° — 3z) (MATLAB)

A.6 Iplementacao do Problema 1- PDE (MATLAB)
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hImplementa o do AOC para resolu o do PDE

close all
clear all
clc

%% Parametros do problema

% 3 geradores

G = 3; %» Numero de geradores
a_min = [100,50,100]; % Minimo

b_max = [600,200,400]; % Maximo

Pd = 850; % Demanda

a = [0.001562,0.00482,0.00194];

b [7.92,7.97,7.85];
c = [661,78,310];
e = [300,150,200];

ft = [0.0315,0.063,0.042];
t1=2; t2 = 0.75; t3=2;
Lambda = 0.25;

n = 0.5;% atualiza o do par metro de suaviza o

u = 10; % par metro de penalidade de g(x) para a fun o p(
X,u)

k1 = 5;

syms x y’% Define inc gnitas

hof = f + ((al(i)*(x(i)~2.0))+(b1(i)* x(i))+c1(i)+ abs(el(i)
*(sin(f1 (i) *(V_min(i)-x(i))))))

f1 = ((0.001562%(x~2))+(7.92xx)+561+(sqrt (((300*(sin
(0.0315%(100-%x))))~2)+n)));

2 = ((0.00482x(y~2))+(7.97+y)+78+(sqrt (((150*(sin (0.063%(50-
y))))~2)+n)));

£f3 = ((0.00194*((Pd-x-y)~2))+(7.85%(Pd-x-y))+310+(sqrt
(((200%(sin(0.042%(100-(Pd-x-y)))))"2)+n)));

% f4 = ux((exp(k1*(100-x)))+exp ((k1*x(x-600))));
h £5 = ux((exp(k1*(50-y)))+exp ((k1*(y-200))));
h £6 = ux((exp(k1*(100-Pd+x+y)))+exp ((k1*x(Pd-x-y-400))));

ht = f1+f2+f3+f4+f5+16;
f1+£f2+£3;

'_h
I

%% Plota minimos e maximos

X = a_min(1) :2.5:b_max (1) ;

Y = a_min(2):2.5:b_max (2) ;

[x,y] = meshgrid(X,Y);

% com efeito do carregamento de v lvula

%Z = a(l) . *X."2 + b(1) .*xX + c(1) + abs(e(1l) .*xsin(ft (1) .x*(
V_min(1)-X))) + a(2) .*xY."2 + b(2).*xY + c(2) +abs(e(2) .*sin
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(ft(2) .*x(V_min(2)-Y)))+ a(3) .*X."2 + b(3) .*X + c(3) + abs(
e(3) .xsin(£ft (3) .*(V_min (3) -X)));

f1 = ((0.001562.%x(x."2))+(7.92.%x)+561+(sqrt (((300.*(sin
(0.0315.%(100-%x)))) ."2)+n)));

f2 = ((0.00482.%(y."2))+(7.97.%y)+78+(sqrt (((150.*(sin
(0.063.%(50-y)))).~2)+n)));

f3 = ((0.00194.%((Pd-x-y).~2))+(7.85.%x(Pd-x-y))+310+(sqrt
(((200.%(sin(0.042.%(100-(Pd-x-y))))) .~2)+n)));

f = f1+£f2+£3;

mesh(x,y,f);

figure;

contour (x,y,f,300);
hquiver (X,Y,Z);

clear x y f

% [x yl=meshgrid(-2:4/200:2,-1:2/200:1) ;
h grid;

% contour(x,y,f,100);
% hold;

% zoom

% clear x y

%% Inicio do algoritimo

T

%» Etapa 1

%» Inicialmente, buscar um ponto de m nimo inicial utilizando
o m todo de

%» caos la. onda

» Em seguida Encontrar um minimo atual usando m todo de
Newton ou de
% Newton- Levenberg

b

»Dados iniciais
for g=1:4 Jn mero de execu es que o m todo realiza

syms x y/%Define inc gnitas

%» Gradiente da fun o f

f1 = ((0.0015662.%x(x.~2))+(7.92.%x)+561+(sqrt (((300.*(sin
(0.0315.%(100-%x)))) .~2)+n)));

£2 = ((0.00482.%(y.~2))+(7.97.%y)+78+(sqrt (((150.%(sin
(0.063.%(50-y))))."2)+n)));
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£f3 = ((0.00194.%((Pd-x-y).~2))+(7.85.%x(Pd-x-y))+310+(sqrt
(((200.%(sin(0.042.%(100-(Pd-x-y)))))."2)+n)));

f = f1+£f2+£3;

gradf = gradient (f);

h= 0.75; % Escolhendo um valor para h para limitar o tamanho
de cada passo do m todo de Newton (N o usa passo 1)

hold on
“hpar metros de controle - m todo do caos - la. onda

1=0; £10=10000;
Gamal=0.25; Gama2=0.25; S1=6;

while 1 <= S1

x = a_min(1) + Gamalx*x(b_max (1) - a_min(1));
y = a_min(2) + Gama2+*(b_max(2) - a_min(2));
if Si1==

plot(x,y,'*k'); % Plota novo valor de x encontrado,
indicando a trajetoria para encontar o minimo local (%)
end

f1 = ((0.001562.%x(x."2))+(7.92.%x)+561+(sqrt (((300.*(sin
(0.0315.%(100-%x)))).~2)+n)));

f2 = ((0.00482.%x(y.~2))+(7.97.%y)+78+(sqrt (((150.*(sin
(0.063.%(50-y)))).~2)+n)));

f3 = ((0.00194.%((Pd-x-y)."2))+(7.85.%x(Pd-x-y))+310+(sqrt
(((200.%(sin(0.042.*(100-(Pd-x-y)))))."2)+n)));

f_atual = f1+£2+£3;

%f_atual= f2;

n=n/2;

x_inicial= [x;y];
% f_atual = f (x_inicial(1l),x_inicial(2))

if (f_atual < £10)
f10= f_atual; x_atual=x_inicial;
end

Gamal= 4*Gamalx*(1-Gamal) ;
Gama2= 4*xGama2*(1-Gama?2) ;
1=1+1;

end

% Busca ao longo do m todo de Newton

erro=1; cont=1; x_min=x_inicial;
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I=[1 0;0 1]; Beta = 0.01;%h=0.5;

while ((erro>10--5) & (abs(x_min) <600) & (cont<100))

% Calcula os valores de x na fun o gradiente
x = x_min(1);

y = x_min (2);

gradf0 = inline(gradf);

x_grad = gradf0 (x,y); % Resolve a equa o

erro= max (abs(x_grad)); 7% Encontrar o maior valor
absoluto do gradiente f(x_i)

H = inline (hessian(f)); 7 Hessiana
H_x= H (x,y);
autovalores = eig(H_x); 7% Encontra autovalores e
autovetores para novo encontrado
n_autovalores = sum(autovalores >0) ;
% if g >=3

while n_autovalores™=2
H_x= H_x + BetaxI;

autovalores = eig(H_x);
n_autovalores = sum(autovalores>0);
Beta = 2*Beta;
end
H_x = inv(H (x,y)); %se quiser utilizar Newton puro
HH_x = inv(H_x); %se quiser usar Newton-Levenberg
x_min= x_min - hx*xH_x*x_grad;

cont= cont+1;
h=1.1xh;
end
plot(x_min (1) ,x_min(2),'*b',"markersize",13); % Plota novo
valor de x encontrado, indicando a trajetoria para
encontar o minimo local (%)

hpar metros de controle - m todo do caos - 2a. onda
1=0;

Gamal=0.15; Gama2=0.15;

Alfal = 0.25; Alfa2=0.25;

f10=f_atual;

S52=6;

while 1 <= S2

x_min (1) + Alfal*(Gamal - 6);
x_min(2) + Alfa2*(Gama2 - 0.0125);

»
Il

<
I
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plot(x,y,'.r"'); % Plota novo valor de x encontrado,
indicando a trajetoria para encontar o minimo local (*)

x_atual = [x,y];
f1 = ((0.001562.%(x."2))+(7.92.%x)+561+(sqrt (((300.*(sin
(0.0315.%(100-%x))))."2)+n)));

f2 = ((0.00482.%(y."2))+(7.97.xy)+78+(sqrt (((150.*(sin
(0.063.%x(50-y)))).~2)+n)));

£3 = ((0.00194.*%((Pd-x-y)."2))+(7.85.x(Pd-x-y))+310+(sqrt
(((200.%(sin(0.042.*(100-(Pd-x-y)))))."2)+n)));

f_atual = f1+f2+£f3;

n=n/2;

%f_atual= f2;

if f_atual <= 10
f10= f_atual; x_min=x_atual;
plot(x_min (1) ,x_min(2),'.r',"markersize",13); 1 = S2+1;
else
Gamal= 8*Gamalx*(1l-Gamal);
Gama2= 8*Gama2*(1-Gama?2) ;
Alfal = t3*xAlfal;
Alfa2 = t3*xAlfa2;
1 = 1+1;
end
end

%Calcula do custo da fun o do PDE
x1=x_min (1) ;

x2=x_min (2) ;

x3 = Pd - x1 - x2;

xf(g,:) = [x1 x2 x3];

a_min = [100,50,100];

C = 0;

for i=1:G % Calcula a somatoria das fun es custo dos

geradores

C=0C+ ((a(i)*x(xf(g,i)"2.0))+(b(i)* xf(g,i))+c(i)+ abs(e(i)
x*(sin(ft(i)*(a_min(i) -xf(g,1i))))));

end

F(g) = C

[bestobj, ind] = min(F)
bestsol = xf(ind,:)
Soma = sum(xf(ind, :))

a_min(1)= x_min (1) ;
a_min(2)= x_min(2);
n=0.5;
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h=0.75;
end
plot (bestsol (1) ,bestsol(2),'ob',"markersize",13);

Listing A.6: Iplementagao do PDE (MATLAB)

A.7 Bacia de Atragao (Python)

1 import numpy as np

2 import matplotlib.pyplot as plt

3

1+ def bacia_atracao(n, limite, max_iter, tamanho_janela):

6 x = np.linspace(-limite, limite, n)

7 y = np.linspace(-limite, limite, n)

8 XX, yy = np.meshgrid(x, y)

9 z0 = xx + 1j *x yy

10

11

12 cores = np.zeros((n, n))

13

14

15 for i in range(max_iter):

16 z0 = z0*x*2

17 mascara = np.abs(z0) > 2

18 cores [mascara & (cores == 0)] = i+l

19 z0 [mascaral] = 2

20

21

22 plt.figure(figsize=(tamanho_janela, tamanho_janela))

23 plt.imshow(cores.T, origin=’lower’, cmap=’Blues’, extent=(-
limite, limite, -limite, limite))

24 plt.xlabel (’Parte real’)

25 plt.ylabel (’Parte imagin ria’)

26 plt.show ()

Listing A.7: Bacia de Atracao (Python)

A.8 Fungao de Suavizagao Hiperboélica (Python)

1 import numpy as np
2 import matplotlib.pyplot as plt

5 x = np.arange(-10, 10, 0.1)

np.sqrt (x**2)
np.sqrt (x*x*2 + 4)
np.sqrt (x*x*2 + 1)

s phil
9 phi2
10 phi3
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phi4 = np.sqrt(x**2 + 0.25)
phi5 = np.sqrt(x**2 + 0.04)
phi6 = np.sqrt(x**2 + 0.0001)

plt.plot(x, phil, linewidth=2)
plt.plot(x, phi2, linewidth=2)
plt.plot(x, phi3, linewidth=2)
plt.plot(x, phi4, linewidth=2)
plt.plot(x, phib5, linewidth=2)
plt.plot(x, phi6, linewidth=2)

plt.legend ([’$\phi(x) = \sqrt{x~2}$’, ’$\phi(x) = \sqrt{x~2 + 4}$’,
>$\phi(x) = \sqrt{x~2 + 1}$’, ’$\phi(x) = \sqrt{x~2 + 0.25}%’,

’$\phi(x) = \sqrt{x~2 + 0.04}$’, ’>$\phi(x) = \sqrt{x~"2 + 0.0001}
$°], loc=’upper left?’)

plt.title(’Fun es de Suaviza o Hiperb lica’)

plt.xlabel (’x’)

plt.ylabel (’$\phi(x)$’)

plt.grid(True)

plt.show ()

Listing A.8: Fungao de Suavizagao Hiperbolica (Python)

A.9 Grafico do Problema 2 (Python)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

def tavazoei_funcao(x, y):
return -(x * np.sin(9 * np.pi * y) + y * np.cos (25 * np.pi * x)
+ 20)

x = np.linspace(-1, 1, 100)
y = np.linspace(-1, 1, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

N
Il

tavazoei_funcao (X, Y)

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)
surf = ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=’viridis?’)
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fig.colorbar (surf)

ax.set_xlabel (’Eixo X’)
ax.set_ylabel (’Eixo Y?)
ax.set_zlabel (’Eixo Z7)
plt.title(’Gr fico da Fun 0?)

plt.show ()

Listing A.9: Grafico da Fun¢ao Objetivo do Problema 2

A.10 Grafico da Funcao Objetivo - Superficie Planifi-
cada do Problema 2 (Python)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def tavazoei_funcao(x, y):
return -(x * np.sin(9 * np.pi * y) + y * np.cos(25 * np.pi * x)
+ 20)

x = np.linspace(-1, 1, 100)
y = np.linspace(-1, 1, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = tavazoei_funcao (X, Y)

plt.subplots ()
ax.contour(X, Y, Z, cmap=’viridis’)

fig, ax
contour

ax.set_xlabel (’Eixo X’)
ax.set_ylabel (’Eixo Y?’)
plt.title(’Gr fico da Fun o - Superf cie Planificada’)

cbar = plt.colorbar (contour)

plt.show ()

Listing A.10: Gréfico da Fungao Objetivo - Superficie Planificada do Problema 2
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A.11 Curvas de Nivel da Funcao Objetivo do Problema
2 (Python)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def tavazoei_curvas_de_nivel_funcao(x, y):
return -(x * np.sin(9 * np.pi * y) + y * np.cos (25 * np.pi * x)
+ 20)

x = np.linspace(-1, 1, 100)
y = np.linspace(-1, 1, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = tavazoei_curvas_de_nivel_funcao (X, Y)

plt.contour(X, Y, Z, levels=20, cmap=’viridis?’)
plt.colorbar ()

plt.xlabel (’Eixo X’)
plt.ylabel (’Eixo Y?)
plt.title(’Curvas de N vel da Fun o)

plt.show ()

Listing A.11: Curvas de Nivel da Funcao Objetivo do Problema 2

A.12 Grafico da Fungao Penalizada do Problema 2 (Python)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

def tavazoei_funcao_penalizada(x, y):
return -(x * np.sin(9 * np.pi * y) + y * np.cos (25 * np.pi * x)
+ 20) + 10 * (x*x*2 + y**x2 - 81)

x = np.linspace(-10, 10, 100)
np.linspace(-10, 10, 100)

<
]
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X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = tavazoei_funcao_penalizada (X, Y)

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)
ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=’viridis’)

mappable = plt.cm.ScalarMappable (cmap=’viridis’)
mappable.set_array (Z)

colorbar = plt.colorbar (mappable)
colorbar.set_label(’Valores de f(x,y)’)

ax.set_xlabel(’Eixo X7)
ax.set_ylabel (’Eixo Y7)
ax.set_zlabel (’Eixo Z7)

plt.show ()

Listing A.12: Grafico da Funcao Penalizada do Problema 2

A.13 Curvas de Nivel da Funcao Penalizada do Pro-

blema 2 (Python)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def tavazoei_funcao_penalizada_curvas_de_nivel(x, y):

return -(x * np.sin(9 * np.pi * y) + y * np.cos (25 * np.pi * x)

+ 20) + 10 * (x**2 + y**x2 - 81)

x = np.linspace(-20, 20, 100)
y = np.linspace(-20, 20, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = tavazoei_funcao_penalizada_curvas_de_nivel(X, Y)
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plt.contour(X, Y, Z, levels=20, cmap=’viridis?’)
plt.colorbar ()

plt.xlabel (’Eixo X’)
plt.ylabel (’Eixo Y?)
plt.title(’Curvas de N vel da Fun o)

plt.show ()

Listing A.13: Curvas de Nivel da Fung¢ao Penalizada do Problema 2

A.14 Grafico da Fungao Objetivo do Problema 1 (PDE

Suavizado, n = 10)- Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt
from mpl_toolkits.mplot3d import Axes3D

def funcao(x, y):
return (
0.001562 * x**x2 + 7.92 * x + 561 + np.sqrt((300 * np.sin
(0.0315 * (100 - x)))**2+10)

+ 0.00482 * y**x2 + 7.97 * y + 78 + np.sqrt((150 * np.sin
(0.063 * (50 - y)))**2+10)

+ 0.00194 x (850 - x - y)**2 + 7.85 x (850 - x - y) + 310

+ np.sqrt ((200 * np.sin(0.042 * (100 - (850 - x - y))))

*%x2+10)

Xx = np.linspace (0, 500, 100)
y = np.linspace (0, 300, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

N
1]

funcao (X, Y)

fig = plt.figure()
ax = fig.add_subplot (111, projection=’3d’)
surf = ax.plot_surface(X, Y, Z, cmap=’viridis?’)

ax.view_init(elev=30, azim=45)

ax.dist = 10
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fig.colorbar (surf)

ax.set_xlabel (’x’)
ax.set_ylabel (’y?)
ax.set_zlabel (’f(P_G) )

plt.show ()

Listing A.14: Grafico da Fungao Objetivo do Problema 1 (PDE Suavizado, n = 10)-
Python

A.15 Curvas de Nivel do Problema 1 (PDE)- Python

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def funcao(x, y):
return (
0.001562 * x**2 + 7.92 * x + 561 + np.sqrt((300 * np.sin
(0.0315 * (100 - x)))**2+10)

+ 0.00482 * y**x2 + 7.97 *x y + 78 + np.sqrt((150 * np.sin
(0.063 * (50 - y)))*%2+10)

+ 0.00194 * (850 - x - y)**2 + 7.85 x (850 - x - y) + 310

+ np.sqrt ((200 * np.sin(0.042 * (100 - (850 - x - y))))

*%2+10)

x = np.linspace (0, 600, 100)
y = np.linspace(0, 200, 100)

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = +funcao (X, Y)

num_curvas = 40

plt.contour(X, Y, Z, levels=num_curvas, cmap=’viridis?’)
plt.colorbar ()

plt.xlabel(’x’)
plt.ylabel (’y’)
plt.title(’Curvas de N vel da Fun o)
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plt.show ()

Listing A.15: Curvas de Nivel do Problema 1 (PDE)

A.16 Funcao Quase Convexa

import matplotlib.pyplot as plt
import numpy as np

x = np.linspace(-10, 10, 100)
y = X k %k

plt.plot(x, y)

plt.xlabel (’x?)

plt.ylabel (’f(x)’)

plt.title(’ Fun o quase convexa: f(x) = x727)
plt.show ()

Listing A.16: Funcao Quase Convexa (Python)

A.17 Grafico da Fungao- Superficie Planificada (Python)

import numpy as np
import matplotlib.pyplot as plt

def funcao(x, y):
return (

0.001562 * x**2 + 7.92 * x + 561 + np.sqrt((300 * np.sin
(0.0315 * (100 - x)))**2+10)

+ 0.00482 *x y*x2 + 7.97 *x y + 78 + np.sqrt((150 * np.sin
(0.063 * (50 - y)))**2+10)

+ 0.00194 * (850 - x - y)**2 + 7.85 *x (850 - x - y) + 310

+ np.sqrt ((200 * np.sin(0.042 * (100 - (850 - x - y))))
*%x2+10)

x = np.linspace (0, 600, 100)
np.linspace (0, 300, 100)

<
1]

X, Y = np.meshgrid(x, y)

Z = funcao (X, Y)

plt.subplots ()
contour = ax.contour(X, Y, Z, cmap=’viridis’)

fig, ax
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# Defina os r tulos dos eixos

ax.set_xlabel(’x?)

ax.set_ylabel (’y’)

plt.title(’Gr fico da Fun o - Superf cie Planificada’)

# Adicione uma barra de cores
cbar = plt.colorbar (contour)

# Exiba o gr fico
plt.show ()

Listing A.17: Gréafico da Fungao- Superficie Planificada (Python)



