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SOLITONS AND GRAVITATION

ABSTRACT

Topological defects have a large number of applications in diverse areas of physics,
chemistry and other areas of natural sciences. Particularly, in Quantum Field Theory
(QFT), some very interesting and important features of nonlinear models can be studied
by means of topological solutions. As a matter of fact, the most part of the QFT sys-
tems are intrinsically nonlinear and, as a consequence, naturally may present topological
configurations. This work treat some systems of interacting scalar fields in (14 1) dimen-
sions which present solitonic configurations. This is done by introducing an approach to
obtain the general solution of the orbit connecting the vacua of some particular models.
These solutions can be applied to the case of cosmological scenarios, where our universe
is taken as a domain wall in an extra dimension. The study of these solutions and its con-
sequences could play a fundamental importance in the construction of the cosmological

scenarios and in the understanding of the universe.

KEY-WORDS: Topological defects, Domain Walls, Branes, Bloch Branes, Bulk

particles.
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RESUMO

Defeitos topoldgicos tém um grande mimero de aplicagoes em diversas dreas da fisica,
quimica e outras dreas da ciéncia natural. Particularmente, em Teoria Quéantica de Cam-
pos (TQC), algumas propriedades importantes e interessantes de modelos nao lineares

podem ser estudadas por solugoes topoldgicas.

A maior parte de sistemas (TQC) s@o intrinsicamente nao lineares e, como conse-

quéncia, naturalmente devem apresentar configuragoes solitonicas.

Este tratabalho trata alguns sistemas de campos escalares interagentes em (1 + 1)
dimensoes que apresentam solugoes solitonicas. Isto é realizado por meio de um método

para se obter a solucao geral da érbita que conecta o vacuo de alguns modelos particulares.

Essas solugoes podem ser aplicadas para o caso de cendrios cosmolégicos, onde o
universo é tratado como uma parede de dominio em uma dimensao extra. O estudo
dessas solucoes e suas consequéncias poderiam ter uma importancia fundamental na

construcao de cendrios cosmolégicos e no entendimento do universo.

PALAVRAS-CHAVE: Defeitos Topolégicos, Paredes de Dominio, Branas, Branas

Bolch, Particulas Massivas.



Capitulo 1

Introducao

Nao fosse o sucesso da teoria quantica de campos (TQC) em descrever e interpretar as
particulas como campos quantizados, tratar os processos de espalhamento, concordar com
as medidas da eletrodinamica quantica (EDQ) e oferecer orientagao para o entendimento
das interagoes fortes via cromodinamica quantica (CDQ), a sua aplicabilidade no trata-
mento dos campos bédsicos de matéria da natureza poderia sinalizar a existéncia de uma
forma mais satisfatéria de se trabalhar. Nao s6, naturalmente, pela necessidade de se
eliminar divergéncias das teorias por extensos cdlculos e diversos métodos de renormaliza-
¢ao mas mesmo pela expectativa de um ferramental mais completo e quicd simples para
se trabalhar com teorias quanticas que incorporassem eventualmente todos os campos da

natureza.

No sentido de que teorias cldssicas de campo nao lineares oferecam solucoes que
representem configuragoes estdveis com energia bem definida tais caracteristicas podem

ser relevantes para a fisica de particulas.

Além de as teorias de gauge nao abelianas serem nao lineares, solucgoes solitonicas
emergem dos campos de gauge conforme a topologia espacial e/ou espago-temporal. Ex-
iste também a expectativa que essas solugoes possam ser iteis na modelagem do confi-

namento de quarks.

Devido ao fato da quebra espontinea de simetria estar presente na supersimetria e em

teorias de grande unificagao (TGU) acredita-se que também 14 estejam presentes objetos

12
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topoldgicos.

Em teoria de cordas nao se tem a liberdade de se adicionar campos para aferir ob-
servaveis locais (analogamente como em processos eletrofracos que sdo usados para se
averiguar sistemas fortemente interagentes): usa-se as préprias cordas ou outros objetos

(D-branas) e sélitons.

D-branas sao objetos estendidos e em certo sentido sao defeitos topoldgicos que em
teorias de supercordas, por exemplo, tém a propriedade de atuar como condigoes de

contorno [1].

A importéancia dos defeitos topoldgicos na teoria quantica de campos se da por varias
razoes, como a possibilidade de que teorias nao perturbativas sejam estruturalmente
mais complexas e ricas, o que é a certo modo caracteristico de teorias perturbativas.
Por exemplo, o espectro de particulas elementares carregadas pode ser ampliado por
particulas solitonicas portadoras de carga magnética, com uma carga topologica associada
em contraste com a carga usual de Noether. O espectro também pode conter dyons que
sao particulas que carregam carga elétrica e magnética. Em um espago-tempo com (3 + 1)
dimensoes, objetos topoldgicos estendidos, cordas e paredes de dominio também podem
estar presentes. Tais defeitos topoldgicos podem estar sob a forma de (d — 1)-branas
com d = 1,2,3 onde d é a dimensao do volume de mundo envolvido pelo séliton. A
presenca desses objetos em modelos fisicos tem implicagoes em escalas microscopicas e

escalas césmicas [2].

Skyrme apresentou a primeira solucao tridimensional de um defeito topoldgico prove-
niente de uma teoria de campo nao linear e propds que tais solugoes tivessem aplicacao
potencial em fisica de particulas [3]. A idéia original era explorar a natureza de particula
dos estados solitonicos e prescrever uma descricao do espectro observavel dos estados
excitados das particulas. Ao mesmo tempo que esta idéia era proposta fenomenologica-
mente uma, das carcteristicas fundamentais dos defeitos aparecia como um produto de
quebras espontaneas de simetrias que gerava uma variedade com vacuos degenerados.
Um outro fato importante é que os estados quanticos dessas solugoes topolégicas com-
pletavam o espectro de particulas da teoria na forma de diversos setores suplementares.

Nambu [4] foi um dos pioneiros na antecipagao desta interpretacao e aplicagao de solugoes
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topoldgicas em teoria quantica de campos inclusive na sugestao do significado cosmolégi-
co dos defeitos como estd refletido em suas préprias palavras: “ If my view is correct,
the universe may have a kind of domain structure. In one part of the universe you may
have one preferred direction of the axis; in another part, the direction of the axis may be

different ”.

Antes, porém, que estas especulagoes pudessem ser levadas a sério, o emprego de
solucoes topolégicas deveria ser estabelecida no cendrio das teorias de campos renor-
malizdveis nao obstante fosse também necessdrio o desenvolvimento de suas aplicagoes
no entendimento das transigoes de fase. Um importante passo em tais diregoes foi a

descoberta de solugoes topoldgicas no modelo padrao e na teoria de Yang-Mills [5][6].

Por outro lado as implicagoes cosmolégicas da quebra espontinea de simetria foram
apontadas por Kirzhnits [7]. Posteriormente Weinberg notou a possibilidade da formagao
de uma parede de dominio na transi¢ao de fase no universo primordial [8]. Everett, Zel’-
dovich e colaboradores foram os primeiros a considerar quantitativamente as implicagoes
potenciais das paredes de dominios no contexto gravitacional, seus efeitos gravitacionas

e suas interacoes com a matéria [9].

A existéncia de tais estruturas de dominio - paredes de dominio, cordas, monopolos e
texturas - dependem da topologia da variedade de vdcuo e suas classificacoes podem ser
feitas por meio das teorias de homotopia, conforme descrito por Kibble [10]. Zel’dovich e
Khlopov bem como Preskill consideraram as consequéncias da producao de monopolos em
teorias de grande unificacao, mostrando que as densidades de monopolo eram tipicamente

altas [11].

Por outro lado as cordas césmicas proporcionam um espectro de flutuagoes vidvel
para a formagao das galdxias como foi apontado por Zel’dovich e Vilenkin. O estudo das
implicacoes cosmolégicas de cordas e de outros objetos topoldgicos se tornou uma area

de substancial interesse desde entao [12].

Em (1 + 1) dimensdes, teorias de campo nao lineares, apresentam uma variedade de
defeitos topolégicos e aplicagoes. Essas solugoes podem aparecer em presenca de um ou

mais campos e podem ser obtidas exatamente. Neste sentido é necessdrio o desenvolvi-
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mento de métodos que possam simplificar as equagoes de campo e possivelmente resolvé-
las analiticamente. Nessa direcao de Souza Dutra apresenta um conjunto de solugoes
gerais para algumas classes de dois campos solitdnicos interagentes [13] e posteriormente

expande essa classe de solugoes exatas [14], conforme serd exposto nos Capitulos 2 e 3.

No Capitulo 4 serd apresentada uma breve revisao dos elementos basicos da cosmologia
padrao e de alguns problemas caracteristicos que podem ter implicacoes e propriedades
fisicas das configuracoes topoldgicas. Essa revisao servird para induzir uma possivel
abordagem conectiva, ainda que especifica, sob o ponto de vista da proposta do nosso

trabalho, entre gravitagao e alguns elemento da teoria de campos.

No Capitulo 5 revisamos alguns tratamentos da teoria de campos, mais especifica-
mente a quebra de simetria, que podem ser contextualizados as fases evolutivas do univer-

so e & quebra de simetria em TGU que potencialmente podem conter defeitos topolégicos.

No Capitulo 6 descrevemos a dindmica de configuracoes topolégicas como as paredes
de dominio e suas interacoes por exemplo com particulas escalares que possivelmente

possam descrever modelos que tentam explicar a expansao do universo.

O conjunto de solucoes apresentado nos Capitulos 2 e 3 traz novas possibilidades para
o tratamento de objetos topoldgicos como branas com estrutura interna no contexto da
interacao entre dois campos escalares acoplados & gravidade em espacos-tempo deforma-
dos, com uma dimensao extra como serd tratado no Capitulo 7. Como serd visto no
Capitulo 8 essas solugoes também estao presentes em cendrios onde o universo é trata-
do como uma parede de dominio 3d embebida em um espago-tempo Minkowskiano em
(4 + 1) dimensoes com consequentes propriedades para universos acelerados pela colisao

de particulas massivas excitadas com as paredes.

A proposta do presente trabalho é explorar esse conjunto de solugoes topoldgicas
exatas no contexto da teoria de campos e analisar suas propriedades e consequéncias nos

cendrios cosmolégicos.



Capitulo 2

Sistemas com dois campos

interagentes

2.1 Consideracoes iniciais

Neste capitulo apresentamos algumas classes de modelos que correspondem a equagoes
nao lineares de primeira ordem acopladas que ao serem tratadas linearmente podem ser
resolvidas completamente, ao contririo do que ocorre com o método da drbita tentativa.
E interessante observar que alguns importantes modelos fisicos, por hora, o problema
de ladrilhar um plano com um conjunto de defeitos e algumas propriedades polimericas

fazem parte dos modelos os quais essa técnica pode ser empregada.

2.2 Introducao

Uma rapida observacao da histéria da Fisica nos permite concluir que a maior parte dos
sistemas fisicos naturais pode ser estudada pelo uso de equacoes diferenciais lineares com

suas tteis propriedades como o principio da superposicao.

Entretanto, existe uma classe de importantes sistemas fisicos que apresentam uma nao

linearidade intrinseca, que tem sido objeto de crescente interesse da comunidade cientifica

16



CAPITULO 2. SISTEMAS COM DOIS CAMPOS INTERAGENTES 17

[15]-[30]. Em razao da ndo linearidade, em geral pode-se perder a propriedade de se
obter solugoes completas. Felizmente vem sendo possivel simplificar e obter resultados
confidveis para alguns sistemas fisicos por meio naturalmente de aproximagoes, teorias
efetivas e modelos fenomenolégicos. Particularmente importantes sistemas descritos pela
teoria quantica de campos sao intrinsicamente nao lineares, bem como o modelo padrao
e a cromodindmica quéntica que se apresentam como exemplos clédssicos. Explorando
com certa profundidade tais sistemas ou ainda modelos nao lineares ao menos ao nivel de
arvore vé-se uma importancia crescente das solugoes solitdnicas, apropriadas por terem
importantes caracteristicas como por exemplo comportamento topolégico, energia finita
e localizada e uma extensa variedade de aplicagoes [31]-[34]. O cardter topolédgico dessas
configuracoes de campo que sao obtidas por um método relativamente simples, tem se
mostrado adequado para o tratamento de algumas solucoes e modelos da teoria de campos

e também no contexto das teorias de unificacao como supercordas.

Um dos programas em se tratando de modelos nao lineares com campos interagentes
¢é o de se encontrar solugoes classicas exatas, particularmente sélitons. Em sistemas em
141 dimensoes em que equagoes diferenciais de segunda ordem possam ser reduzidas as
solugoes correspondentes de equacoes de primeira ordem pode-se obter uma equacao difer-
encial relacionando dois campos acoplados e que, uma vez resolvida, a solu¢cao conduz a
uma Orbita geral conectando os vacuos do modelo. Sistemas fisicos com estas caracteris-
ticas sdo conhecidos como sélitons topolégicos (BPS) Bolgomol'nyi-Prasad-Sommerfield
[35]. De fato, os métodos conhecidos como “érbita tentativa” nasceram historicamente
como consequéncia da dificuldade intrinsica de se obter um método geral de solugao para

equagoes diferenciais nao lineares.

A mais ou menos duas décadas atrds Rajaraman [36] introduziu um procedimento des-
ta natureza para o tratamento de teorias relativisticas com campos escalares acoplados
em 141 dimensoes. Este procedimento era independente do modelo e poderia ser usa-
do para tratar solugoes de modelos arbitrdrios com campos escalares acoplados em 1+1
dimensoes. Entretanto o método é limitado em termos da generalidade das solucoes obti-
das e convenientemente apropriada somente para alguns casos particulares, no entanto,
importantes [37]. Alguns anos mais tarde Bazeia e colaboradores [38] aplicaram o proced-

imento desenvolvido por Rajaraman para casos especiais onde as solucoes das equagoes
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diferenciais de segunda ordem nao lineares sao equivalentes as solugoes das equagoes
de primeira ordem nao lineares acopladas correspondentes. Nesta direcao Bazeia e co-
laboradores aplicaram apropriadamente suas solugoes a estensa variedade de sistemas

naturais, desde polimeros a paredes de dominio.

Neste capitulo trataremos de um procedimento geral e que pode ser aplicado a sis-

temas como aqueles descritos em [38], conhecidos como solucoes topolégicas BPS.

Além desse fato nossa anédlise explorard o fato que muitos sistemas estudados em [38]-
[43] podem ser mapeados em uma equagao diferencial linear de primeira ordem a qual
pode ser resolvida fornecendo uma solugao geral para o sistema. Naturalmente uma série

de propriedades e consequéncias surgem dessas solucoes gerais.

2.3 O método
Sistemas nao lineares caracteristicos de ambientes BPS podem ser descritos por

L= 300 + 50 ~ V(0,) 2.1)

de modo que o potencial possa ser escrito em termos de um superpotencial do tipo:

V(o,x) = % (%)2 + % <%ﬁ’x>>2. (2.2)

A energia dos estados BPS pode ser obtido a partir de:

1 AN

o que conduz a
1 [ d¢ 2 (dy ? dx d¢
Ep=- — — - — 2 = — 2.4
B 2/_00(11’ [(d:p W¢) + (dﬂ? WX) + (dea: +W¢dl‘>] R ( )

e finalmente

Ep = ‘W(¢j7 Xj) - W(¢;, Xz)‘ ’ (2.5)
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onde ¢; e x; sao os i-ésimos estados de vacuo do modelo [40].

Assim, solugoes com minima energia de equagoes diferenciais de segunda ordem para
solucoes estdticas em 141 dimensoes, podem ser obtidas através das equacoes nao lineares

de primeira ordem acopladas correspondentes

d
L = W00, (2:6)
e
dx
X W6, 1)
onde
ow
e
ow
W, = v (2.9)

E interessante observar que as solugoes BPS tendem para os estados de vacuo assintot-
icamente. Em outras palavras é o préprio vicuo agente de uma espécie de condigao de

contorno das equagoes BPS.

Alternativamente ao procedimento usual da érbita tentativa [38]-[43], é interessante

notar a seguinte relacao possivel
— =dr = = (2.10)

de modo que temos
do _ Wy

2.11
= (211)

em consequéncia de uma simetria translacional.

Esta relacao permite o desacolplamento das equagdes (2.6) e (2.7). Assim uma vez
desacoplada esta equagao nao linear de primeira ordem pode ser geralmente resolvida ao

menos numericamente.
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2.4 Aplicagao do procedimento

Especificamente consideraremos um modelo que pode ser usado para simular uma série
de sistemas [40]. De fato para esta situacao a equacao (2.11) pode ser mapeada em uma

equacao diferencial linear da qual é possivel obter uma solucao geral.

Neste caso o superpotencial é escrito como
A
W(,x) = =Ab+ 36" + g, (2.12)

e a equagao (2.11) apresenta a forma

dp A" — 1)+ px’

= (2.13)
dx 2upx
Fazendo uma transformacgao de campos
¢’ =p+1, (2.14)
a equacao (2.13) pode ser escrita como
dp A
L Zp=y, 2.15
dx  px (215)

uma tipica equacao diferencial linear nao homogénea. E interessante observar que a
solugao particular de (2.15) corresponde ao resultado usualmente presente na literatura

[40].

A solugao geral é facilmente obtida resultando em

2 2 H 2
1 m 2.1
p(x) = ¢ CoX b\ 2'UJX ) (2.16)

para

X # 2, (2.17)

¢* — 1 = x*[In(x) + cil, (2.18)
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para

A =2pu, (2.19)
onde ¢y e ¢ sao constantes arbitrarias de integracao.

E interessante ressaltar que esta ultima situacdo particular néo foi levada em con-
sideracao na literatura até onde sabemos. De agora em diante nds substituiremos estas
solugdes na equagao (2.6) e a resolveremos para obtermos uma solugao geral para o sis-
tema. Em geral nao é possivel resolver x em termos ¢ a partir das solucoes acima, mas

o contrario é sempre possivel.

Ao substituirmos ¢(x) na equagao para o campo x, temos

dx A iz
X ouy, /1 W — 2 2.2
. ux\/ + cox <,\_2#)X , (2:20)
com
X2, (2.21)
(&
dx
- = F 21+ X2 In(x) + e, (2.22)
com
A= 2. (2.23)

Embora nao tenhamos uma solugao explicita para as equagoes acima, pode-se verificar

entretanto, numericamente que tais solugoes sao sempre de uma mesma classe.

Apesar disso, algumas classes de solugoes podem ser escritas em uma forma fechada.
Este fato estd intimamente relacionado aos valores da constante de integracao cy. Ao
tratarmos o sistema quando ¢y = 0 pode-se resolvé-lo analiticamente para qualquer valor

de A, a menos do caso A = 2u. Neste caso entao teremos

2e21(z—0)
e
2e21(z—m0)
(1) = —— (2.25)

o c— 64;“(9”*330)’
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onde

W
= — ) 2.2
‘ A—2u (2:26)

Para tal escolha de pardmetros a solucao sempre se anula nos contornos
xr — +o0. (2.27)

Como uma consequéncia a correspondente solucao tipo kink para o campo ¢ serd dada

por \
¢, (z) = iz;zz_—mii (2.28)
e
¢_(z) = geren (2.29)

c — e4ﬂ(l’_10) ’

que em esséncia sao equivalentes as solugoes presentes em [40], em termos de tanh(z).

Existem alguns casos particulares

co # 0, (2.30)

em que a integracao pode ser feita analiticamente. Para o caso A = p, temos as seguintes

solucoes
- Ll 2.31
X+($) = [006211(30*3”0) — 1]2 — 4etulz—zo)’ ( . )
e
4ett(z—o)
X (z) = = —r—t (2.32)
onde devemos impor em ambas solucoes que
Co < —27 (233)

com objetivo de eliminar as singularidades dos campos. Além do mais, a condicao

co # —2, (2.34)

permite que os campos se anulem quando x — +o0.
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Por outro lado as solugdes correspondentes para o campo ¢(z) sao

B (C% _ 4)e4u(x—wo) -1
¢+ ({E) B [CO€2M($*1’0) — ]_}2 — 4edu(z—w0)’

(2.35)

4 — c% + e*rlz—wo)

[eZ,LL(z—xo) _ 00]2 —4° (236)

¢_(r) =

Aqui, é oportuno comentarmos o bonus obtido da solugdo completa da equacdo (2.6)
para o caso especial de ¢g = —2. Para este valor da constante de integracao uma in-
esperada solugao tipo kink emerge. De fato, tal solugao nao seria obtida para ¢y = 0

necessariamente.

Nesta solucao o campo y é um kink com os segintes limites assintéticos

X4 (—00) =0, (2.37)
X+(00) = 1; (2.38)
para ¢,
¢4 (—00) = —1, (2.39)
¢, (00) =0, (2.40)
e correspondentemente
X_(—o0) =1, (2.41)
X_(00) =0, (2.42)
¢_(—o0) =0, (2.43)
¢_(00) =1, (2.44)

que pode ser visto de um exemplo do perfil tipico deste kink da figura 2.1, que iremos

classificar como kink tipo B, em contraste com outros casos onde o campo x nao tem um
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perfil kink, classificados como kink tipo A, da figura 2.2.

Figura 2-1: Perfil tipico do kink tipo B (para A = p). A linha pontilhada corresponde
ao campo X (z) e a linha sélida corresponde ao campo ¢ (z). Ambas solugoes sao
calculadas para ¢y = —2.

Figura 2-2: Perfil tipico do kink tipo A para A = p e ¢g = —2. A linha pontilhada
corresponde ao campo X, (z) e a linha sélida corresponde ao campo ¢, ().

Uma observagao relevante a escolha da constante de integracao revela a forma da

equacao (2.20) proporcional a

X1 = x| =¢x(1—x), (2.45)

onde ( ¢ a fungao sinal definida como

1-x)
(= : (2.46)
1 — x|
quando ¢y = —2. Esta funcao adquire valores +1, com ( = +1 para as condicoes de

contorno 0 < x < 1 para as solugoes presentes em (2.31) e (2.32), que nesta situacao
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representa um sistema mais simples de se resolver. De fato a translacao

X =0+ %, (2.47)

recupera um superpotencial BPS para o modelo “\¢*” em (2.45)

Ox(1=x) =—(6° - 7). (2.48)

Podemos ainda estender a mesma andlise para a situacao
A=A4p. (2.49)

Agora as solugoes se apresentam na forma

9¢2u(z—a0)

Xi(x) =— ; , (2.50)
\/[%(54#(:1:—:170) + 1} — 4cgedul@—wo)

Ap2(z—w0)

X () =— ; (2.51)
\/[1 + 2etu@—20)]* — 16¢,

que se comportam assintoticamente como no caso anterior, A = p, para os kinks tipo A.

Em outras palavras, desde que
1

Co 7é E, (252)

somente o campo ¢ serd um kink.

De forma semelhante ao caso anterior, para evitarmos singularidades intermedidrias,

devemos impor que

1
< 2.53
Co > 167 ( )
de forma que as solucoes para o campo ¢ se apresentarao como
4+ (16¢cy — 1)eSu—mo)
b.(z) = (2.54)

[2 + etnle=20)]2 — 1GeoeSule—ao)’
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e
16¢q + 4eBz—z0) _ ]
¢_(v) = ——— . (2.55)
[1+ 2e4@z=20)]" — 16¢q
Uma escolha particular para o pardmetro de integracao
1
= — 2.56
Co 16 ) < )
gera o kink tipo B, com os seguintes comportamentos assintéticos:
X4 (—00) =0, (2.57)
X4 (+00) = =2, (2.58)
e
¢, (+00) =0, (2.59)
¢, (—00) =1, (2.60)
e, correspondentemente,
X_(—00) = -2, (2.61)
Y_(00) = 0, (2.62)
e
¢_(—00) =0, (2.63)
¢_(o0) = 1. (2.64)

Neste ponto é apropriado calcularmos a energia destas duas espécies de configuragoes
solitonicas. Para isto usamos o superpotencial (2.12) e o substituimos na equagao (2.5),

o que resulta para os kinks do tipo A a energia

EBPS — é)\

2.65
A 3 Y ( )

€ para OS Casos

A=pe =4y, (2.66)
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a energia para os kinks do tipo B
BPS _ 2
Eg™ = §>\’ (2.67)

Tais solugoes poderiam ser interpretadas como sendo dois tipos de tor¢oes em uma cadeia,
representada através de um grupo ortogonal de coordenadas ¢ e x, tal que no plano (¢, x),
o kink tipo A corresponda a uma tor¢ao completa no intervalo (—1,0) a (0,0) e o tipo B
corresponda a metade da tor¢ao, onde o sistema se configura no intervalo (—1,0) a (0, 1),

para o caso em que (A = ).

2.5 Extensao da Metodologia

Utilizando esta metodologia que nos permite encontrar tais classes de configuracoes
topolégicas, na descricao seguinte, como uma extensao da andlise, considere um modelo
mais geral que contemple um nimero de casos particulares que também estao presentes
na literatura, incluidas as configuracoes encontradas anteriormente, cujo superpotencial

possa ser escrito como

1
W(6,x) = 56" +G(9), (2.68)
e que conduza as seguintes equacoes

dG(¢) gNd)(N—l) 2
d a6 T2 X
@ _ R (2.69)
dx ™ x

dX N
_— = 2~
. ¢ X, (2.70)

onde N é qualquer niumero real. Naturalmente a forma do superpotencial (2.68) que em
particular nos interessa é aquele que seja renormalizdvel e que conduza a equagoes BPS
que possam ser tratadas analiticamente, embora o procedimento seja aplicdvel também
a situacoes em que tenhamos que lancar mao de métodos numéricos para obtermos as
solucoes. A equacao correspondente de dependéncia do campo ¢ em fungao do campo y

¢é dada por

¢ _
dx 1™ x

(2.71)
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Ao redefinirmos o campo ¢

o= ¢52, (2.72)

obtemos

dO’ 2G¢(O’) 1

— =N -, 2.73

dy XTIy (2.73)
onde

dG (¢
Gy(o) = % |a:¢2 . (2.74)

Naturalmente, embora néo seja provavel que a equagao (2.73) seja exata e arbitrariamente
solivel, eventualmente para aquelas que assim o forem podemos obter sélitons exatos

duplos. Por hora, considere o caso especial onde

2(ap + a10 + az0c?) v
G¢(O’) = d—¢ |o‘=¢2: 0 1Iu 2 g 2 . (275)

A solugao serd dada por uma combinacao de fungoes de Bessel que, uma vez substituida
na equacao para o campo x, conduz a uma solucao dificilmente exata, além da presenca de
algumas singularidades na solucao. No entanto, para fim de aplicagao, um caso particular
daquela equacao, onde

as =0, (2.76)

nos permite obter as solugoes arbitrarias seguintes

_ G N
olx) =—o 2y TOX (2.77)
com N
ko ag ax 2

com o seguinte potencial

1 -
V(g x) = 50" Vale'+20 Nug®x*+ag+10°x* (46" + N*X*)+2a0 (16" + Njix®), (2.79)
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com c; sendo uma constante de integracao arbitraria, e ag € a; sao constantes que carac-

terizam o sistema fisico, de modo que a solucao para o campo ¢ pode ser dada como

N uy? a
5 i\/_@ C N e (250

possibilitando resolver a seguinte equacao

N
2

oy |0 TPA s 2.81
o 0 + crx X (2.81)

dx _ { a _ Npx? 20,
ar 2(p—a)

e agora, o tratamento de varios modelos que aparecem na literatura como casos particu-

lares do sistema tratado acima.

Nesse ponto é interessante salientar que se N = 1, recupera-se os modelos I, II e III,
de [40], e 0o modelo I de [38]. O caso onde N = 2 é equivalente ao modelo IT em [38] e o

modelo considerado em [42].

E pertinente salientar que essas solucoes para modelos de dois campos exatamente

soliveis podem ser generalizadas convenientemente a partir do superpotencial

Wim(9,x) = G(¢) + %ébNXM; (2.82)

onde G(¢) é da mesma forma apresentada anteriormente. O mesmo tratamento para se

chegar a equagao (2.73) conduz a

dil(xx) _ (%) o () XM 4 (%) ~ (2.83)

onde
o=¢*+ (ﬂ) , (2.84)
que uma vez resolvida resulta em

2alx(27M)

om(x) = ei[ nar=2) ] (e + %), (2.85)

_ )\ (373)
onde ¥ = m [Q%NXQF <—M2,2, _2Z1()2<(72M]\)4)>} <a,i(x;i]\;)> M7 ¢, é uma constante
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arbitraria de integracao e

F@@:/tW%Wm (2.86)

é a funcao gama incompleta. Naturalmente o caso considerado nesta andlise é obtido
pela escolha de M = 2. Por outro lado, pode-se obter solucoes simples para valores
particulares do pardmetro M como, por exemplo, M = 4, cuja solucao pode ser escrita

CcOomo

N _a Nay .. [ a
U4(X) = ZXQ + e ux? |:Cl + 4Iu1 Ei (IUJ—;2>:| s <287)

onde Ei(z) é a fungao exponencial

m@z—/‘wﬂaw. (2.88)

z

0.015

0.005

Figura 2-3: A funcao sigma, para M = 4 como uma fun¢ao do campo Y, como definido
na equagao (2.87).

Pode-se observar da figura 2.3 que a menos de uma pequena regiao préxima a origem,
a solugao ¢é assintoticamente semelhante ao caso onde M = 2. Esta expressao nao apre-
senta indicios de singularidade e tende a zero quando o campo x assim também o fizer.
Entretanto uma etapa da andlise que pode ser realizada é aquela que conduz & solucao

de

N

dx _ a 2

P @) - (%) owto] (289
i aq

que embora possa nao ser tratdvel analiticamente, permite a aplicagao deste procedimento

para uma variedade de sistemas.



Capitulo 3

Extensao dos sistemas com dois

campos

3.1 Consideracoes iniciais

Este capitulo, versard sobre uma maior abrangéncia da atuacao do método introduzido no
Capitulo 2 onde equagoes nao lineares de primeira ordem acopladas podem ser reduzidas
a um sistema linear e, consequentemente, serem resolvidas completamente. As conse-
quéncias gerais de tal extensao podem representar novas perpectivas a luz de problemas

hoje conhecidos da cosmologia, da gravitagao e da teoria quantica de campos.

3.2 Introducgao

Apesar da incomum presenca de sistemas governados por equagoes nao lineares, a sua
importancia tem se manifestado no crescente aparecimento de problemas que tratam

dessa malha de sistemas conforme indicagoes das referéncias pertinentes ao Capitulo 2.

Embora em alguns casos, em consequéncia da nao linearidade, perca-se o controle
sobre uma solucao completa do problema, o entendimento e reformulacao dos setores nao

lineares podem trazer novas perspectivas quanto a solucao geral.

31
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Este Capitulo tratard da extensao da demonstracao feita no Capitulo 2, que é prove-
niente de sistemas tipicos em 141 dimensoes, nos quais equacoes diferenciais de segunda

ordem podem ser reduzidas & solucao das equagoes de primeira ordem correspondentes.

Nesta direcao mostrar-se-d a possibilidade de se extender a abrangéncia de aplica-
bilidade da potencial correspondéncia entre sistemas nao lineares e lineares, levando em
conta situagoes onde o potencial do sistema nao possa eventualmente ser escrito em

termos de um superpotencial como usualmente supoem-se ser necessario.

Naturalmente, advindas deste novo ponto de vista que essas possiveis solucoes para
sistemas nao lineares inclusive apresenta, perspectivas a respeito das consequéncias e

possiveis aplicacoes podem vir a ser muito oportunas e proveitosas.

3.3 Descricao do método

O procedimento convencional para se tratar solugdes BPS [35] para sistemas nao linear-
es usualmente particulariza [38]-[43] a forma da densidade lagrangiana como em (2.1)
impondo que o potencial deva ser escrito em termos de um superpotencial W (¢, x) de
tal maneira que sua forma seja a apresentada em (2.2). Assim a energia funcional das
configuracoes estdticas pode ser calculada apropriadamente resultando em (2.3) e que
conduz & equacao (2.4) e finalmente, considerando a energia minima das configuracoes
de campo tem-se a relagao (2.5) onde ¢, e x; s@o os i-ésimos estados de vdcuo do modelo

[40].

Neste caso pode-se ver que as solugoes com energia minima de equacoes diferenciais
de segunda ordem para solugdes estédticas em (1 + 1) dimensoes podem ser resolvidas
através das equagoes acopladas de primeira ordem nao lineares correspondentes dadas

pelas relagoes (2.6) e (2.7).

E interessante frisar que as solucoes BPS convergem assintoticamente para os estados
de vdcuo. Em outras palavras os estados de vdcuo atuam como condigoes de contorno

implicitas das equagoes BPS.

O procedimento agora ¢ expandir a classe de modelos nao lineares com solugoes exatas,



CAPITULO 3. EXTENSAO DOS SISTEMAS COM DOIS CAMPOS 33

sujeitando o potencial a uma condi¢ao menos restritiva.

Pode-se, entao, usar que
V(9,x) = 5(AG 1) + 5(B(6 X)) (3.1)

Como consequéncia a energia funcional pode entao ser escrita como

1 [ do > [dy 2 dy . d¢
Ep== —~_A 2 _B 2 (B2 + 4=
b 2/_ood$ [(dz ) * (dx ) * d:):+ dz

onde B denota a energia de Bolgomol'nyi.

: (3-2)

Pode-se notar, como ja observado, que as configuracoes com energia minima sao tais

que os campos obedecem as equagoes diferenciais de primeira ordem

do B

i A, x), (3.3)
dx

I B(¢,x)

Isto ocorre em virtude dessas equacoes implicarem na energia funcional

e dx\*  [do\?
Ep = d — — 3.4
: /_w$[(dm>+(dx | (3.4
que é positiva definida de modo que a energia minima das configuracoes de campo obede-

cem a (3.3). Além do mais, a fim de garantir que as equagoes (3.3) obedegam as equagoes

diferenciais de segunda ordem

d2

= Vo) (35)
d?

3=V

deve-se propor as seguintes restrigoes as fungoes arbitrarias A(¢, x) e B(¢, x)

Ay (@, x) = By(d, X)- (3.6)
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A menos deste vinculo e do fato que a energia topolégica serd mais complicada nos
célculos, esta situacao mais geral pode agora ser estudada usando o procedimento usual
da ¢rbita tentativa [38]-[43] ou, a solugao direta da equagao de érbita como foi visto no

Capitulo 2. Observando que (3.3) pode ser ecrita como

dp .~ dx
A—da:—B, (3.7)

onde o elemento espacial diferencial é um tipo de invariante. Entao obtem-se que

do _ Alg,x)
dx B, x)

(3.8)

A equagao (3.8) ¢ em geral uma equagao diferencial nao linear relacionando os campos
escalares do modelo. Entao, ao resolvé-la completamente, a fun¢ao ¢(x) pode ser usada

para eliminar-se um dos campos de forma a desacoplar as equagoes (2.6) e (2.7).

Finalmente, esta equacao diferencial de primeira ordem nao linear desacoplada pode

ser resolvida em geral, a0 menos numericamente.

3.4 Aplicacao do mecanismo

A fim de se explorar as vantagens e possibilidades do presente método, considere por

exemplo as seguintes fungoes A e B que definem o potencial

A6 0) = S8+ S0+ ndx+ BiF ax+ G (3.9
B(¢,x) = %cf + %f 720X + 820 + eax + (o (3.10)

Como requer a condigao (3.6) para que as fungoes A e B sejam vélidas é necessdrio
que

B1 = 72, (3-11)

V1= Qo (3.12)
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€1 = 52. (313)

Ao tentar-se construir um superpotencial das fungoes A e B no espirito que se procede
usualmente, conclui-se que nao seja possivel o fazer univocamente, predominantemente

devido a diferencas entre os termos dependentes de um campo.

Por hora, entretanto, como uma situacao ilustrativa pode-se considerar os seguintes

superpotenciais alternativos

2
e
W= [ads=0g 4 Do DXL IS L pics G
Q@
W, = /de = 72¢2x + 562 S+ be 2 (3.15)
conduzindo as respectivas equagoes de primeira ordem BPS

A~ Wiy 6l¢x+2w +ad [Blo.) - (% +ax+G))

O mesmo procedimento aplicado em (3.16) é empregado para o superpotencial W5 para

se obter
o A6.X) — (36°+6:6+ )
dx B(¢,x) '

(3.17)

Entao, como pode ser visto das equacoes acima, pode-se ao menos estender o proced-
imento usual BPS pela introducao de fungoes arbitrarias com dependéncia apenas de um

dos campos interagentes.

Ainda num panorama ilustrativo, os pardmetros funcionais podem ser restringidos a
Nn=PF=6=e=e=_=0, (3.18)

o que conduz a
g A(g,x) _ 3 +EC TG
dx  B(¢,x) ﬂ1¢x ’

(3.19)
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e que ap6s uma redefinicao de campo
2
o= ¢2 + _Cla
aq

fornece a seguinte equagao diferencial linear [13]

do o
— = ——0+ [1X,
dx  Bix !

e finalmente a seguinte equacao de érbita exata

2
2 7 B o 2(;
¢ =cox™ + 57— :
20, —m 031

com ¢y sendo uma constante arbitrdria de integracao.

Neste caso o potencial do sistema é dado por

¢2
57

a_%¢4+041_C1¢2+5_% 4+ﬂ1g1xz+ﬂ1(2ﬁl+al)¢2x2+

Vg, x) = 5 5 g X 5 1

36

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

o qual é, oportuno salientar, comparédvel com o discutido por Boya e Casahorran alguns

anos atras [37], e pode ser escrito, identificando apropriadamente os campos e potenciais

o= ¢,

pP=X
1 1 A (f —d) d 1
V :_4__2 nNA 2 T2 2 -
Bc (0, x) 4¢ 2¢ XX +2¢X +

(3.24)

(3.25)

(3.26)

dos quais pode-se mapear as constantes do dois modelos a fim de, se possivel , observar

em quais circunstancias os modelos virao a ser equivalentes.

Da inspecgao dos potenciais acima conclui-se que

alz\/ﬁa

1
Cl - Eu

(3.27)

(3.28)
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B, = £V2), (3.29)

e também deve-se levar em conta uma restricao sobre os parametros originais em Ve
d=VX2(VX=£1), (3.30)

=2 (3.31)
o que vincula estes dois parametros, de maneira que

V7

d=f+%. (3.32)

E importante ressaltar neste ponto que um sistema do tipo considerado em [37] possa
nao ser eventualmente discutido pela sistemética BPS [13], [38]-[43], entretanto neste
mesmo trabalho Boya e Casahorran apresentaram uma cuidadosa anélise da estabilidade
solitdonica, mostrando que sob certas circunstancias tais sistemas sao estdveis sob per-
turbagoes lineares. O que é incluido sob o ponto de vista da abrangéncia que estamos
propondo ao menos pela fixagado de apropriados vinculos, ou quando nao hé objecao a

respeito destes.

Surpreendentemente, em um cendrio similar aquele que o superpotencial gera con-
figuragoes topoldgicas [13], pode-se mostrar que hé soluges adicionais além das obtidas
em [37], ao menos sob as restrigoes mencionadas acima. Essas solugdes tém no minimo
uma propriedade curiosa de serem tipo kink para ambos os campos, em contraste com

as configuragoes tipicas em [37].

Um aspecto globalmente benéfico deste procedimento é a analiticidade com que se

pode processar sistemas nao lineares.

3.5 Descricao ilustrativa

Considerando agora um modelo um pouco mais geral, em que

Y1 =08y =01 =€ =(y =0, (3-33)
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e usando a transformacao de campo similar & usada no caso tratado na secao anterior,

tem-se a seguinte equagao diferencial linear

do [a10+ﬂlx2+261x] (3.34)

& B (Bix + 61)

que uma vez resolvida conduz a exata equacao de érbita conectando os dois campos,

o o # 204, (3.36)
e o(x) = ;—2 +a(Bix+ea)+ % In(B,x + €1), (3.37)
o a1 = 20, (3.38)

com ¢y e ¢, constantes arbitrarias de integracao.

Ao se substiuir essas solugdes em uma das equagoes (3.3) e resolvé-la, entao se obtém
uma solucao geral para o sistema. Em geral nao é possivel resolver y em termos de ¢ das

solucoes acima, mas o contrario é sempre garantido.

Entao serd substituido ¢(x) na equagao para o campo x. No entanto, para o caso

ap = 261a

¢ menos provavel obtermos uma solucdo exata. Assim nesta situacao [13] é adequado

trabalhar-se com o caso onde

(6%} 7é 2ﬂ1

Ao realizar-se a substituigao descrita em uma das relagdes (3.3) tem-se a equagao

dx 262 + 2a161x + a1 372 o 20,
—_— = :l: B - - . 3-39
T (61x+el)\/ 2B, —ay) T olxre)n - (3.39)
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Em geral a expressao (3.39) ndo possui uma solugao explicita, entretanto uma andlise
numérica revela uma mesma classe para o perfil das solucoes.

Neste sentido, algumas classes de solugoes podem ser escritas em uma forma explicita
fechada. O programa é tratar o sistema quando ¢ é igual a zero, porque nesta situacao
pode-se resolver analiticamente o sistema para qualquer valor dos pardmetros, a menos

do caso (3.38) citado anteriormente.

Em direcao de angariar uma solugao explicita exata, para o caso que a situacao requer,

reescalando as varidveis espaciais

x =By, (3.40)

reconhecendo a equacao de Ricatti
de : B¢ (3.41)
— =aqa _ .
dy L ’

e fazendo uma transformacao dos campos

¢ =/ Ax2+ Bx +C, (3.42)

obtem-se que

dx B 5
ax _ = , 4
vy a<X+2A)\/AX + By +C (3.43)

Considerando as seguintes identificagoes

_ B4
A= Gt (3.44)
o 261
B= 5 ta (3.45)
0:3{6—%—@ (3.46)
o (28— o) ] '

somos capazes de conectar as equagoes (3.39) e (3.43) o que nos permite obter a solugao

procurada, pelo uso da solugao da equagao de Ricatti (3.41) e pela substitui¢ao em

Xy = i [—B + /B2 - 4A(C — <p2)} , (3.47)
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com

A#0 (3.48)
ou

2
X = ((’D—;C), (3.49)

com

A=0, (3.50)
e

B#£0. (3.51)

Embora esta segunda hipétese nao seja estritamente relacionada ao modelo em questao
pelo menos no que se refere as restricoes dos parametros, em um sistema apropriado,

deve-se levar em conta a seguinte forma da equacao de Ricatti

ng ( 2 €1B)
oot -2, 3.52
dy 4 B1 ( )

que com uma transformacao de campo
p=+Bx+0C, (3.53)

pode ser escrita como

% — 1 (x n ;—1> By + C. (3.54)

1

O tratamento visa obter a solugdo de (3.41). Por uma questdo de completeza é
oportuno salientar que apesar de conhecida, esta equagao serd mapeada por uma equagao
linear da qual a solucao da equacao diferencial de primeira ordem nao linear acoplada,

originalmente proposta, vird como uma consequéncia de transformagoes dos campos.
Executando uma transformacao de campo

1

o=+Vb+ O (3.55)
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onde

b= _C (A+0), (3.56)

temos que

— = a(1+2VbQ), (3.57)

da qual obtemos a solucao

ply) = £V — —— 2v/b (3.58)

com 7, uma constante arbitraria de integracao.

Levando em conta uma possivel singularidade na solugao, deve-se escolher um sinal

negativo na solugao acima.

A funcao finalmente obtida agora pode ser expressa por uma configuragao com tipico
perfil kink
¢(y) = Vbtanh [a\/g(y - yg)] : (3.59)

Entretanto, a menos que o campo ¢ nas equagoes (3.47) e (3.49) tenha comportamento
linear, a solucao para estes campos nunca serd tipo kink, e sim terd um comportamento

tipo lump.

Este comportamento que é reflexo da condicao
co =0, (3.60)

tratada em [13], confirma sua presenca também neste caso mais geral.

Salutar frisar que se

€1 7é 0, (361)

hd uma remanescente possibilidade neste sistema mais geral, que nao estava presente
no caso particular considerado em [13]. Para este caso, considera-se solu¢oes em uma

situacao especial onde o equagao de campo x possa ser escrita em uma apropriada forma



CAPITULO 3. EXTENSAO DOS SISTEMAS COM DOIS CAMPOS 42

polinomial. Isto pode ser feito requerendo que
B=vVAC, (3.62)

e neste caso entao tem-se

dx €1 5 _ B
dy_a<X+ﬁ1)\/AX +Bx+C—a<X+2A) (\/Zx+\/5>, (3.63)
e finalmente
dx _ aVA(?-V), (3.64)
dy
onde
o il a
X'=x+3 A+61 (3.65)
e

UE%(%%‘%) (3.66)

com a solugao tipo kink
1 O €1
— / / _ P J— i
x =V tanh [a Ab'(y yo)] 5 <\/ i ﬁ1> . (3.67)

E oportuno ressaltar que a solucio (3.67) conduzira a solucdo tipo B [38], em que
ambos os campos y e ¢ apresentam uma configuracao tipo kink, ao passo que (3.47) e
(3.49) correspondem as solugoes usualmente obtidas na literatura [38], [39]-[43], isto é
uma solugao tipo A em que o campo x apresenta uma configuracao lump e o campo ¢

uma confuracao kink.

Conforme observado na referéncia [13], para o caso
co # 0, (3.68)

pode-se, ao menos para certas relagoes entre os pardmetros do potencial, obter uma
solucao analitica para a solugao kink tipo B. Isto pode ser feito por uma especial fixacao

dos pardmetros arbitrarios de integragao c¢y. Por hora, para o modelo considerado, tem-se
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a liberdade
oy =0, (3.69)

e depois de um arranjo entre os termos na equacao (3.63) concluimos que a condigao
necessdria para se garantir a forma polinomial para a equacao do campo Yy é satisfeita se

para cg

B+ Coﬂl =/ A(C + 6061). (370)

Uma similar situacao poderia ser considerada para o caso onde
ay = 4&17 (371)

e que conduziria as mesmas conclusoes a respeito da geracao de configuracoes de kinks

tipo B através de uma conveniente escolha de cq.

3.6 Consideracoes finais

A extensao do procedimento recentemente sugerido por de Souza Dutra em seu trabalho
original [13], no sentido de ampliar a classe de modelos de campos nao lineares acoplados
pode ter configuragoes solitonicas exatas em 141 dimensoes. Este fato nos permite, em
certas circunstancias, a inclusao de uma classe de modelos como aqueles estudados por
Boya e Casahorran [37]. Neste momento ¢ interressante ressaltar que esta classe de mode-
los que foram analisados pelo procedimento sugerido por de Souza Dutra nao poderia ser
considerada em uma abordagem usual baseada na presenga de um superpotencial [38]-
[43], além do bonus de que modelos similares aos considerados no presente tratamento e

recentemente considerados na literatura levarem em conta a quebra de Lorentz [44], [45].



Capitulo 4

O Universo homogéneo em expansao

4.1 Introducao

Os dados observacionais que se acumularam na cosmologia de medida ou precisao formam
a base para constru¢ao de um modelo descritivo do universo. O modelo do Big Bang
que descreve a evolucao do universo desde os primeiros centésimos de segundo aos dias
de hoje é a teoria mais bem testada pelo crivo observacional [46], [47]. Talvez este fato
se escore em um principio no qual se baseia o modelo: o principio cosmolégico. Este
principio atesta que o universo é o mesmo em todas as diregoes de qualquer ponto do
espago, isto é, & homogéneo e isotrdpico [48][49]. Nao obstante este principio ocupe um
status de postulado existem considerdveis evidéncias da homogeneidade e isotropia do
universo incluindo a medida da distribuicao das galdxias e a uniformidade observada da
radiagao cosmica de fundo, prevista pela teoria e que fornece a temperatura atual do

universo em cerca de 3K [50].

A proposta deste capitulo é introduzir pedagogicamente alguns pontos da cosmologia

padrao que podem potencialmente ser tratados pela abordagem da teoria de campos.

44
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4.2 Universo em grande escala

Das quatro interacoes da natureza, duas atuam em pequenas distdncias: a fraca e a
forte. Apesar do eletromagnetismo poder atuar a longas distancias, o campo pode ser
neutralizado ja que a forca pode ser repulsiva ou atrativa. A gravitacao pelo contrario
nao pode ser compensada pois é sempre atrativa e a grandes distdncias é a interacao

dominante. Esta é a razao pela qual pode-se tratar a cosmologia com a gravitacao.

O elemento de linha para qualquer espago-tempo consistente com o principio cos-

molégico pode ser escrito na forma de Friedmann-Robertson-Walker (FRW)
ds* = dt* — a*(t)dl?, (4.1)

onde t é o tempo, a(t) é o fator de escala responsavel pela expansao das dimensoes do
espaco e dI? representa o elemento de linha em um espaco tridimensional de curvatura

constante. Em coordenadas esféricas (4.1) tem a forma

2

2 _
dl 1 — k2

+ 1r?(d0® + sen®0d¢?), (4.2)

onde a constante de curvatura k ¢ determinada pela topologia espacial e geometria do

universo

k > 0, S fechado (4.3)
k = 0, R plano (4.4)
k < 0, H® aberto (4.5)

A tri-esfera S? ¢ compacta mas H? tri-espaco de curvatura constante negativa é in-

finita e topologicamente equivalente ao tri-espaco Euclidiano R3.

A homogeneidade da matéria presente no universo implica que suas linhas de fluxo
na forma de fluido, devido ao fato de serem grandes as escalas tratadas, estao ao longo
das trajetérias constante (7,6, ¢) de forma que podem ser tratadas como coordenas co-

motoras. Entretanto as distancias fisicas sao determinadas ao se multiplicar as distancias
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comoveis pelo fator de escala a(t).

E conveniente introduzir uma coordenada temporal, chamado tempo conforme 7 e
definido por
dt

dr = ) (4.6)

de forma que a métrica (4.1) possa ser escrita como

ds? = a*(7) [dr? — dI?] . (4.7)

Uma variedade de efeitos cinemdticos derivam imediatamente das métricas (4.1) e
(4.2). Considere duas particulas coméveis separadas por uma distancia [. Pode-se notar
que [ aumentard proporcionalmente a a(t). Havera uma velocidade recessional correspon-

dente

v = Hl, (4.8)

onde o parametro de Hubble H (ou constante de Hubble) é

a
H=- 4.9
a’ ( )

onde @ denota %. A relagdo (4.8) ¢ conhecida empiricamente como a lei de Hubble:

a observagao de que as galdxias distantes estao se afastando de nés com velocidades

proporcionais as suas distancias. O valor medido para o pardmetro H atualmente é de
Hy =~ (50 — 100)kms™ " Mpc™', (4.10)

com uma certa incerteza proveniente das escalas cosmoldgicas

Hy

h—
100kms—1Mpc—1’

(4.11)

onde h é o fator adimensional com a funcao de incorporar a incerteza na medida de H
e Mpc denota o megaparsecs onde um parsec equivale a aproximadamente 3.26 anos-luz.

Uma outra implicacdo da métrica (4.2) é que a luz com frequéncia v sofrerd um desvio
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para o vermelho através do efeito Doppler usual
v a
- =— 4.12
v a’ (4.12)
e consequentemente a frequéncia decaird segundo

v(t) ocalt)™, (4.13)

de forma que as linhas espectrais de uma galdxia distante permitem uma medida de sua

relativa distancia e idade. Tal desvio para o vermelho z pode ser definido como

1+ 2= = (4.14)

onde t. é o tempo que a radiacao foi emitida & uma frequéncia v, e o subscrito 0 denota

a quantidade medida nos presentes dias.

4.3 O modelo

O fator de escala a(t) na métrica (4.1) obedece as equagoes de Einstein. O tensor energia-
momento T* para a distribuicao de matéria presente deve possuir as mesmas simetrias

que a métrica FRW (4.2) de maneira que tenha a forma de um fluido perfeito [46]

Tp,l/ = (P + p)up,uu — PGuv, (415)

onde a densidade de energia p e pressao p sao fungoes do tempo t , u* é a quadri-
velocidade da matéria comével, isto &, u® = 1 e u’ = 0 e g, é a métrica do espago-tempo.
A conservagao local da energia

T =0, (4.16)

implica que

p+3%(p+p) ~0 (4.17)



CAPITULO 4. O UNIVERSO HOMOGENEO EM EXPANSAO 48

onde T} denota a derivada covariante de T"”. O segundo termo em (4.17) responde
pela diluicao da densidade de energia a medida que o universo se expande ao contrario

do terceiro termo que representa o trabalho realizado pela pressao do fluido.

Para uma completa especificagao da evolugao de (4.17) deve-se considerar a equagao
de estado para a matéria p = p(p). Se o universo esta preenchido com sugeira ou matéria

nao relativistica com pressao negligenciavel p << p entao (4.17) implicard que
poxa (4.18)

Por outro lado para a radiacao a equagao de estado apropriada é aquela de um gas ideal

relativistico p = £, de forma que a densidade varia da seguinte maneira
po<a? (4.19)

naturalmente podendo levar em conta as correcoes do desvio para o vermelho. Desde que
a matéria que medimos em grande parte é nao relativistica, inevitavelmente dominars a

densidade de energia de um universo em expansao

Pm
— x a. (4.20)
Pr
Das equagoes de Einstein
1
Ry, — §QWR =8rGT,,, (4.21)

onde G representa a constante de Newton, R,, e R representam o tensor de Ricci e o

escalar de curvatura respectivamente apresentados no Apéndice A, obtém-se as equagoes

SN\ 2
(9) TLA L (4.22)

a a 3

de Friedmann

que conjuntamente & (4.17) e & equagao de estado determinam a evolugao. Para a radiagao
com p = £ de (4.22) em um universo plano (k = 0) a dependéncia em ¢ do fator de escala

sera

a(t) o tY2, (4.23)
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3
L= 4.24
Perit 32rGt?’ ( )

para densidade critica de energia de um universo plano, cujo valor estd entre aquele
correspondente a um universo aberto e fechado num tempo ¢. Assim podemos definir um

parametro de densidade adimensional

0=-" (4.25)

- )
Perit

em que 2 < 1, Q = 1,e Q > 1 correspondem a universos abertos, planos e fechados

respectivamente.

Para um universo plano dominado por matéria cuja pressao pode ser negligencidda,

o fator de escala tem a forma

a(t) oc t¥/3, (4.26)
e novamente de (4.22)
1
- 4.27
Perit 67TGt2 ) ( )

para a densidade critica.

Uma observacao importante com respeito a solugao {2 = 1 é que todos os universos
irao rapidamente divergir por um excesso relativamente pequeno na densidade. Isto pode
ser visto considerando a versao temporal conforme de (4.17) e (4.22). Na era da matéria

dominante por exemplo podemos encontrar a relagao

dQ) 1da
— =00 -1 4.2
dr adr ( ) (4.28)

a partir das relagdes (4.17), (4.22) e (4.25). Considerando que % > 0 em um universo em
expansao se {2 > 1 entao % > 0 e portanto 2 — Q > 1. Por outro lado 2 < 1 implica

que & — 0 e o universo adquirird uma curvatura dominante.

A gigantesca escala de tempo da evolucao cosmolégica e os dados observacionais

recentes sugerem §) muito préximo da unidade. A partir das curvas de rotacao para
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galéxias espirais pode-se estimar a densidade de massa associada com a matéria luminosa
Qmatéria visivel 5 0.01. (429)

Entretanto ha uma evidéncia considerdvel que as curvas de rotagao extendem-se uni-
formemente a uma auréola invisivel implicando que €2 tenha uma maior magnitude, além
do que estudos dindmicos em escalas de aglomerados de galdxias, como Virgem, similar-
mente sugerem que

Qaglomerotdo ~ 0.1 —0.2. (430)

No entanto existem algumas evidéncias de que um universo em grande escala sobre-
viva em um fundo suave 2y ~ 1, o que poderia indicar que uma significativa parte da
energia total do universo esteja sob a forma de energia escura. A matéria escura deve
ser principalmente nao baridnica, neutrinos massivos ou estar sob outras formas mais

exo6ticas de matéria.

Em um estédgio inicial do universo inflaciondrio, porém, () estd excepcionalmente
préximo da unidade. Pode-se observar de (4.28) que € sempre poders ser obtido com

certa precisao no inicio do universo assumindo que €2 ~ 1 presentemente como em (4.30).

A partir de uma expansao em (4.26) a idade do universo medida de uma singularidade
inicial (a = 0) serd
2
to = gHo‘l. (4.31)
Usando Hy de (4.10) estima-se que o universo tenha 20 bilhdes de anos, o que é cor-

roborado pela datacao de radio-isétopos do sistema solar bem como o tempo de vida de

aglomerados estelares.

Os modelos (FRW) tem um alcance restrito ao horizonte cosmolégico de sinais lumin-

isos dentro da distancia radial

dH = a(t)/o %, (432)
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que para um universo plano na era da radiacao é
dyg = 2t, (4.33)

enquanto que na era da matéria

dp = 3t. (4.34)

4.4 Etapas evolutivas do universo

Uma descrigao relativamente coerente com os dados observacionais a partir dos elementos
padroes da cosmologia alcanca um universo recém nascido com cerca de 10~%3s. Intervalos
de tempo inferiores a este penetram a barreira de Planck com energias da ordem de
10GeV onde uma teoria unificada das interagoes da natureza incluindo a gravidade
quéntica parece ser a ferramenta apropriada e crucial. A 1073%s tem-se a quebra de
simetria das teorias de grande unificagao (TGU), G — SU(3) x SU(2) x U(1) a uma
escala de energia da ordem de 10'°GeV, bem como inflacdo, criacao da matéria barionica,
monopolos, cordas césmicas e outros defeitos topoldgicos. A 107's e a uma escala de
energia da ordem de 10°GeV ocorre a transi¢ao eletrofraca SU(3) x SU(2) x U(1) —
SU(3) x U(1). A 107% e a uma escala de energia de 1GeV ocorre a transicaio Quark-
Hadron e a 1s com meros 1MeV ocorre entao a formagao dos elementos, formacao das

galdxias (3minutos, 1leV'), quasares e sistemas solares (15 bilhoes de anos e 1meV').

Esta descricao do universo explica satisfatoriamente a lei de expansao de Hubble, a
radiagao césmica de fundo além de estabelecer elementos bédsicos para o entendimento
da estrutura de formacao do universo em grande escala. Este modelo fornece uma de-
scricao adequada da histéria do universo a partir do instante ¢t = ﬁios' No entanto se o
mesmo modelo for extrapolado para a singularidade em ¢ = 0 (Big Bang) somos forca-

dos a assumir e acreditar que o universo possuia um estado inicial especial com algumas

propriedades aparentemente desconhecidas.
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4.5 Enigmas Cdésmicos

4.5.1 O problema do horizonte

Este problema estd inserido no contexto da homogeneidade e isotropia do universo em
larga escala e particularmente trata da radiacao césmica de fundo. Antenas de microndas
apontadas em direcoes opostas recebem radiacoes de regides que nunca estiveram em
contato causal. Entretanto a temperatura da radiacao destas duas regioes é a mesma ao
menos em 1 parte em 10*. O modelo d4 conta deste fato somente assumindo de forma
nao natural que o universo primordial era altamente homogéneo e isotrépico em escalas

muito maiores que o horizonte causal.

4.5.2 O problema da singularidade

A singularidade cosmolégica em ¢t = 0 corresponde ao estado de energia infinita e sinaliza
um possivel fracasso da relatividade geral. Esta pode ser uma indicagao que a gravidade

quantica provavelmente seja necessdria para o entendimento do estado inicial do universo.

4.5.3 O problema da matéria escura

Argumentos da histéria térmica do universo indicam fortemente que matéria nao bar-
ionica domina o universo se ) &~ 1. Apesar de muitos candidatos para a matéria escura

a sua extata natureza ainda permanece desconhecida.

4.5.4 Reliquias césmicas

Transicao de fase e outros processos no universo primordial podem ter criado defeitos
topolégicos, particulas exéticas e mini buracos negros. Um exemplo poderia ser a pro-
dugao de monopdlos que parece ser uma inevitavel predicao das teorias de grande unifi-

cagao.
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4.6 Modelando a energia escura com escalares

Como foi discutido neste capitulo, dados observacionais corroboram a expansao acelerada
do universo, o que tem afetado consideravelmente a cosmologia moderna. Dentre os
possiveis agentes responsaveis pela expansao acelerada do universo estd a energia escura
que representa uma parte significante da energia total do universo. A maneira mais
simples de levamos em conta a energia escura é incluirmos um termo constante nas
equacoes de Einstein (4.21) que recebe o nome de constante cosmoldgica. Por outro lado
podemos considerar também modelos (FRW) (4.1) que podem ser descritos por campos
escalares como ocorre na quintesséncia [51]. Esses modelos para a (FRW) cosmologia

com um campo escalar podem ser descritos pela acao

S— / Ry (—ER + L6, aﬂqs)) , (4.35)

onde g é o determinante da métrica, L é a densidade de lagrangiana e ¢ é o campo escalar.
O elemento de linha ¢ dado por (4.1). Considerando (4.15), o tensor energia momento ¢é
dado por

T} = (p, —p, —p, —P). (4.36)

Usando (4.2), as equagoes de Einstein (4.21) e (4.9) temos

2 k
a p+3p

A equacao de movimento para o campo escalar depende da densidade de lagrangiana

L(6,8,9) 1
L= 50,00"0 — V(6). (4.39)

Dessa forma a densidade de energia e pressao sao dados respectivamente por

.2
p=%+V, (4.40)
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p=2-v (4.41)

e a equacgao de movimento para o campo escalar tem a forma
¢ +3H ¢ +V, =0, (4.42)

onde V,, representa %. Este procedimento implementa simplificadamente o tratamento

da energia escura através de campos escalares.

4.7 Consideracoes finais

Este capitulo procurou apresentar os ingredientes bésicos usados pela cosmologia padrao
para tratar alguns problemas cujos entendimentos e tratamentos podem ser titeis e am-

pliados em outros cendrios que possivelmente admitam solugoes topoldgicas.



Capitulo 5

Teoria de campos e cosmologia

Dados observacionais e técnicas experimentais de observacao da histéria do universo
corroboram que o universo é marcado por fases distintas ao longo de sua evolucao. Na
tentativa dessa descrigao a cosmologia foi gradualmente adquirindo elementos da teoria
de campos adequados para a descricao e entendimentos dos paradigmas cosmoldgicos.
No espirito de tal abordagem é natural supor que universo tenha passado por etapas de
transicao de fase, caracterizadas por uma forma peculiar de matéria e energia. Nesse
sentido parece haver uma correspondéncia entre as transicoes de fase do universo e as
quebras espontanes de simetrias correspondentes & descricao dos campos fundamentais

nas escalas de energia caracteristicas das etapas do universo.

5.1 Quebra de simetria em teorias de gauge

Em teorias de particulas elementares a quebra espontinea de simetria é descrita em
termos de campos escalares usualmente chamados de campos de Higgs. O vicuo da

teoria é caracterizado por um valor esperado diferente de zero para o campo de Higgs

(0] ¢ 10) = ne” (5.1)

e assim o estado de vdcuo da teoria |0) ndo exibe as simetrias que mantém o modelo

invariante sob transformagoes de grupo. Podemos expor algumas peculiaridades da que-
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bra de simetria em teoria de gauge utilizando o modelo de Higgs abeliano que descreve

a eletrodindmica escalar

L=D,pD"¢ —V(¢) — iFWF“”, (5.2)

onde ¢ é um campo escalar complexo e a derivada covariante é dada por
D, =0, —ieA,. (5.3)

A barra denota o operador derivada covariante e o campo adjuntos. O tensor antisimétri-
co F),, é dado por

F,, =0,A, - 0,A,, (5.4)

onde A, é campo de gauge, e é o acoplamento de gauge e V(¢) pode ser da forma
L, - 212
V(g) = 136~ ), (55)

com A e n constantes. O modelo (5.5) é invariante sob transformagoes locais de grupo
U(1):
$(x) — (). (5.6)

Uma vez ocorrendo a quebra espontanea de simetria podemos representar o campo ¢ da

conveniente forma

1

=n+ = 5.7
o=t (5.7)

que uma vez substituido em (5.2) resulta em

1 R VPR I T
L= 5 (aﬂ¢1) - 5;“ ¢1 - ZF/U/F + §M AMA + Linta (58)
onde

w=vAneM=+2en (5.9)

e Ly inclui termos de ordem mais alta em ¢, e A,. A quebra de simetria de gauge resulta

entdo em um campo vetorial massivo e em uma particula escalar com massa v/ .
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5.2 Teorias de gauge nao abelianas

A quebra de simetria pode ocorrer em teoria abelianas as quais sao invariantes sob trans-
formacoes de gauge de um grupo arbitrario G. Essas transformacoes podem ser im-
plementadas na enésima componente de um campo escalar ¢, através da agao de uma
representagao do grupo G,

¢; — &; = Dij(9)0;, (5.10)

onde D(g) é uma matriz n x n e ¢ € G. Uma representagdo ¢ um mapeamento de G para
operadores D agindo no espago vetorial circundado pelos campos ¢, e que preservam o
grupo multiplicagao

D(g1)D(g2) = D(g192)- (5.11)

Elementos de um grupo de Lie G (dimensao N) pode ser escrito na forma
g = exp (—iw,L?), (5.12)
onde w, sao nimeros reais arbitrdrios e L® sao os N geradores do grupo que satisfazem
(L%, L") = —ifane LS, (5.13)

onde fup. sa0 as constantes de estrutura do grupo G. Uma representagao N-dimensional

pode ser gerada pelas proprias constantes de estrutura

(T*),. = =1 fabe, (5.14)

chamada de representacao adjunta.

Os elementos de G que correspondem a transformagdes que mantém o campo ¢,(# 0)
inalterado formam um grupo H, um subgrupo de G. Em termos da representacao D(g)

de G o subgrupo H serd
H ={g€G/D(g9)¢y = ¢} (5.15)
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Todos os geradores de H, t* aniquilam ¢y,

%, = 0. (5.16)

O véacuo

(0[¢]0) = ¢, (5.17)

pode ser degenerado. Os valores esperados de ¢ em outros vdcuos sao da forma

D(g)¢o, (5.18)

para algum g € G. Dessa maneira pode-se definir uma variedade do vdcuo equivalente

M que pode ser identificado com o espaco coset

M= (5.19)

=) @

A topologia de M desempenha um papel importante na determinagao e estudo da na-

tureza de defeitos topoldgicos [52].

5.3 Quebra espontianea de simetria

A transformacao dos campos, que podem ser ou nao abelianos, sob um determinado grupo
9 9
de simetria, pode esconder uma quebra da simetria na forma de um valor esperado para
)
o vécuo diferente de zero. Esse mecanismo pode ser relevante para teorias que descrevam
campos de gauge massivos, bésons de Goldstone ou ainda campos de unificacao. As pro-
priedades que emergem das simetrias remanescentes permitem que o tratamento tedrico,
por exemplo, das interacoes dos campos se beneficie e explore outras possiveis abordagens

de descrigao dos modelos.

O modelo de grande unificagado SO(10) pode gerar outros subgrupos

S0(10) — SU(5) (Georgi-Glashow) (5.20)
SU(4) x SU(2);, x SU(2)x (Pati-Salam) |
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pela quebra de simetria com um campo de Higgs na representacao espinorial 126. Nesta
representacdo o grupo SO(10) pode ser mapeado no grupo Spin(10),cujos geradores

podem ser definidos como

1
UUZQ_Z'[FjaFk]?jakz 1727“-7107 (521)

onde I'; sao as matrizes de Dirac em dez dimensoes. Estas sao as matrizes 32 x 32 que
podem ser construidas do produto direto das matrizes de Pauli o,. Cada familia de
férmions de mao direita pertence a uma representacao espinorial em 16 dimensoes deno-
tada por 16. Estas familias transformam-se sob a simetria SU(5) x U(1)p € Spin(10),
admitindo a decomposigao SU(5)

onde os subscritos sao autovalores do operador

P =013+ 034 + 056 + 078 + 0910. (5.23)

A quebra de simetria na representacao de Higgs formada de produtos diretos de 16 e

do seu conjugado 16

(16 x 16); = 10+ 126 (5.24)

16x16 = 1+ 45+ 210, (5.25)

onde o subscrito S denota o produto simétrico. A decomposicao pertinente para andlise

das propriedades da quebra de simetria deste modelo seria

126 — 139+ 106+ 502 + 52 +45_o + 15 ¢ (5.26)
10 — 5545 5. (5.28)

A quebra de simetria se dd primeiramente com um campo de Higgs na representacao
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espinorial 126 adquirindo um valor esperado para o vicuo diferente de zero ¢,,4 na diregao
da componente 1,5. Fenomenologicamente isto ocorre em uma escala de massa em torno
de 106 e 10" GeV, seguido de outro Higgs na representacao adjunta 45 adquirindo
um valor esperado para o vdcuo de aproximadamente 10'* GeV. Finalmente, na escala
eletrofraca, um campo de Higgs adicional na representacao 10 adquire uma valor esperado

para o vacuo diferente de zero segundo o esquema geral

Spin(10) 2 SU(5) x Zy (5.29)
Spin(10) 23 SU(3). x SU(2), x U(1)y X Zy (5.30)
Spin(10) 13 SU3). x U(1)g x Zs (5.31)

A simetria Z, mantida que emerge no primeiro estdgio de (5.29) é gerada por rotagoes de
27 na diregao P, isto é, por exp (2miP/10). Isto é porque exp (2miP/5) estd contido em
SU(5) enquanto exp (2miP/10) ndo estd. A hipercarga Y pertence a 24, de 45 e comuta
com rotagoes por exp (2miP/10), enquanto que a reprenta¢ao 10 ndo possui componente
em (5.28) com autovalor P = 0. Alternativamente, pode-se introduzir um estdgio anterior

de quebra de simetria com um campo de Higgs adicional na representacao 45 ou 210

Spin(10) — SU(5) x U(1)p, (5.32)

precedendo a seqiiéncia dada em (5.29) a (5.31).

A quebra de simetria Pati-Salam se dd pela quebra de SO(10) primeiro com um

campo de Higgs na representagao 54 e em sequéncia com 0s campos @46 € G10:

Spin(10) 24 (Spm@; Spm(4)) x 7€ (5.33)
Spin(10) 2 SU(3). x SU(2), x U(L)y X Zy (5.34)
Spin(10) 23 SU(3). x U(1)g X Zs (5.35)

onde pode-se destacar o isomorfismo local

Spin(6) x Spin(4) = SU(4) x SU(2) x SU(2) (5.36)
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A simetria Z, é fatorada em (5.33) porque globalmente o subgrupo nao é um produto
direto: Spin(4) e Spin(6) tém uma intersecgdo nao trivial. A simetria discreta global
7Z$ em (5.33) é gerada pelo operador de conjugacio de carga C. Subsequentemente isto

é quebrado por um campo de Higgs 126 e outra simetria Zy emerge como em (5.29) a

(5.31).

O mecanismo de quebra espontanea de simetria apresentado neste capitulo pode aju-
dar a compor cendrios cosmolégicos consistentes com as predicoes da cosmologia padrao
como aquelas a respeito das fases do universo descritas no Capitulo 4. Ainda que con-
sideremos escalas de grande umificacao, 10'® GeV, a quebra de simetria pode manter
a consisténcia desses modelos através de mecanismos equivalentes aqueles apresentados
em (5.29) a (5.35). Essa consisténcia seria conduzida por setores como (5.8) ligados a
subgrupos gerados pelos grupos de unificacao. Em sistemas que podem conter transicoes

de fase com simetria U(1) x U(1) [53]
1 -
L= _Z(FWFW + FF.)+ D, D'o + D,yx*D'x — V (¢, x), (5.37)

onde D, x = (0, +1ieA,)x e D,¢ = (au—i—ig}lvu)gb, ¢ e x sao os campos de Higgs e A, e Avu
sdo os campos de gauge, podem existir outras simetrias tais como Zy x U(1) e Zy X Zy
de acordo com a forma de (5.37) e que podem estar presentes em mecanismos de quebra

de simetria como aqueles apresentados neste Capitulo.

Modelos em que o elemento central do grupo pertenca a simetria Zs x Zs, por exemplo,
poderiam suportar cendrios, no contexto de teorias de unificagcao, que modelam o universo

com defeitos topoldgicos como paredes de dominio [54].

5.4 Consideracoes finais

As etapas evolutivas do universo sao marcadas por fases distintas. Algumas dessas fases
devem ter sido caracterizadas por quebras de simetria cujas propriedades e caracteristicas
estao presentes nos casos exemplificados neste capitulo. Algumas etapas podem conter

defeitos topoldgicos com importante papel em cendrios que tentam descrever a evolugao
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do universo.
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Capitulo 6

Defeitos topolégicos

6.1 Consideracoes iniciais

A proposta deste capitulo é apresentar algumas propriedades e caracteristicas peculiares

de solugoes topolégicas, manifestando-as mais explicitamente em cendrios cosmolégicos.

6.2 Introducao

A nao linearidade de alguns modelos em teoria quantica de campos pode originar solugoes
que dependendo da dimensionalidade e da topologia da variedade exibe uma variedade
de formas e aplicagoes, por exemplo, no tratamento fenomenolégico de virias dreas da
fisica. Essas solugoes sao conhecidas como defeitos topoldgicos que em uma dimensao,

por exemplo, apresenta uma forma caracteristica proveniente do modelo de Goldstone

L= 5(0,6)(00) ~ V(6), (6:1)

com V(¢) dado por (5.5), cuja equacao de campo tem a solugao

é(z) = ntanh ((g) : m;) . (6.2)
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Os defeitos topolégicos também podem aparecer como: cordas, monopolos, paredes de
dominio, texturas e outras formas que podem ser relevantes dependendo da fisica e do

modelo em consideracgao.

A energia do modelo (6.1) para uma solu¢ao ¢(x) em D-dimensoes é

E = / dPz B (Vo) + V(f/b)} =1L+ 1, (6.3)

onde a integral sobre todo o espago converge e [; e I incorporam os termos gradiente
e potencial respectivamente. Considere por hora uma reescalonamento na coordena X,

x — ax, de forma que a energia seja agora
E,=a*PL +a "I, (6.4)

Uma vez que V(¢) é ndo negativo para estes modelos, qualquer solu¢do nao trivial serd
instdvel para D > 2. Uma visao heuristica para este fato é a diluicao dimensional de
(6.3). No entanto ao encontrarmos uma forma de nos evadir das dimensoes extras (por
processos de compactificagdo por exemplo) podemos, por exemplo, recriar as condigoes
iniciais nos modelos que descrevem o inicio do universo. Esta é uma forma que a principio

permitiria a construgao de mini laboratérios de cosmologia.

6.3 Topologia dos defeitos

Os defeitos topolégicos podem também aparecer em modelos onde a simetria continua
¢ quebrada. Um exemplo simples é a quebra de simetria U(1) conforme abordado na
secao (5.1). Assim a topologia da variedade de vidcuos M detemina que defeitos podem
aparecer em uma quebra particular de simetria. Paredes de dominio, por exemplo, po-
dem se formar se M possui subgrupos desconectados, cordas podem se formar se M nao
¢ simplesmente conexo (isto é contém loops irredutiveis) e monopolos podem se formar
se M contém superficies indeforméveis. As propriedades relevantes da variedade M sao
convenientemente melhor estudadas usando a teoria de homotopia. O enésimo grupo

de homotopia 7, (M) classifica qualitativamente mapeamentos distintos da esfera S™ (n
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dimensional) em uma variedade M. Um grupo de homotopia nao trivial ou grupo fun-
damental, por exemplo, indica que M nao é simplesmente conectado e portanto sinaliza
a existéncia potencial de cordas. Em geral, defeitos topolégicos de uma particular di-
mensionalidade em um dado modelo pode ser classificado por elementos de um grupo

homotépico apropriado da variedade.

defeito dimensao  classifica¢ao
Paredes de dominio 2 mo(M)
Cordas 1 w1 (M)
Monopolos 0 o (M)
Texturas - m3(M)

Tabela 6.1 - Classificagdo topolégica dos defeitos com grupos de homotopia mr (M)
A tabela (6.1) sintetiza a correspondéncia entre alguns defeitos topolégicos e os grupos

de homotopia.

6.4 Paredes de dominio

Paredes de dominio tém origem em modelos com quebra espontanea de simetria discre-
ta. O modelo geralmente envolve um conjunto de campos escalares reais ¢, com uma

lagrangiana da forma

L= 306 ~ V@), (65

onde o potencial V(¢) tem um conjunto discreto de minimos degenerados. Pode-se

considerar que o minimo do potencial seja igual a zero.

Uma parede plana ortogonal ao eixo z é descrita por fungoes ¢,(z) interpolando entre
dois minimos diferentes em z — +oo. Esta configuracao de campo é invariante com
respeito a boosts de Lorentz no plano zy indicando que apenas o movimento transversal
da parede tem significado fisico. As fungoes ¢,(z) satisfazem as equagoes

" av o

¢; (2) — 96, 0. (6.6)
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Levando em conta (6.5) o tensor energia-momento da parede

T,uz/ = au¢zau¢z - g,ul/La (67)

tem a forma

Ty (z) = ¢"(2)diag(1,1,1,0). (6.8)

O fato que T§ = 0 ¢ uma consequéncia da lei de conservagao
d.T3 =0, (6.9)

e o fato de que as componentes remanescentes de T}, sejam proporcionais a 6;: é devido
a invariancia tangencial de Lorentz da parede. A densidade superficial de energia da

parede serd dada por

o= /dz¢'2(z), (6.10)

e de (6.8) pode-se observar que a tensao da parede nas duas diregoes tangenciais é também

igual a o.

6.5 Dinamica da Parede de Dominio

6.5.1 Acao para a parede de dominio

Em muitas situacoes de interesse cosmolégico a largura de uma parede de dominio pode
ser negligenciada uma vez comparada com suas dimensoes tangenciais e a parede pode
ser tratada como uma superficie infinitamente fina. A histéria espago-temporal da parede

pode entao ser representada por uma folha de mundo tridimensional

a =2*(¢"), a=0,1,2. (6.11)
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A acao que descreve a dindmica da parede pode ser derivada de uma acgao cuja forma é

caracteristica e comum na teoria de campo

S = / d*z/—gL, (6.12)

com L dado por (6.5).

Na vizinhanca da folha de mundo é conveniente usar as coordenadas (“ e z, onde z é

a distancia normal a superficie (6.11). A métrica nestas coordenadas tem a forma
ds® = ~,d¢d¢® — d2?, (6.13)
onde 7v,, ¢ a métrica da folha de mundo

Yab = GuT'e Tl (6.14)

Ozt

5aa- O elemento de volume nas novas coordenadas serd entao

©no—
exl, =

V—gd'z = \/yd*(dz, (6.15)

onde v = det(y,,). Observando que no limite de uma parede infinitamente fina todos os

campos que aparecem na lagrangiana L dependem somente da direcao z, obtem-se

S=—0 / d*¢\/7, (6.16)

onde a constante o é dada por

o= —/Ldz. (6.17)

A variagao de (6.16) com respeito a métrica g,, dd o tensor energia-momento da

parede

o _2565

= a/d3C6(4) [z — z ()] Ayt k. (6.18)

nz



CAPITULO 6. DEFEITOS TOPOLOGICOS 68

6.5.2 Paredes em um universo em expansao

Uma anélise perturbativa na parede pode ser feita considerando o modelo de um universo

em expansao

ds® = a®(7)(dr* — dx?). (6.19)

Assumindo que a parede nao é afetada pela perturbacgao estd no plano zy, pode-se usar
o gauge

=71 =2 =y (6.20)

O movimento da parede é entdo descrito por uma fungao singular z(z,y,7) e a acdo

sz—g///mmwfm¢% (6.21)

(6.16) assume a forma

onde
0z
= 1= 2 === .22
Yo z +z —|—z 2y 8:L'e (6 )
, 0
;= é. (6.23)

A equacgao do movimento correspondente serd entao

(§r+3 ><75% 9 - aa (3° Z)‘%(VJ%ZLFO (6.24)

Supondo a expansao

a(t) o< 7%, (6.25)

obtem-se a sequinte equacao linearizada para pequenas perturbagoes

Z43artz -2 2 =0. (6.26)

A solucao desta equacao que é bem comportada quando 7 — 0 é uma superposicao de
ondas da forma

z = AtV J,(kT)exp(ik,x + ikyy), (6.27)

onde k* =k} + kl ev = (30;1).
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6.6 Interacao com particulas

Paredes de dominio também podem produzir espalhamento de particulas. O caso mais
simples de particulas interagindo com uma parede é aquele referente ao modelo A¢*.
Considere que um campo x descreva particulas acopladas ao campo ¢ da parede através

da relacao

Lipt = —%X&X?, (6.28)
onde ;\ distingue-se do auto-acoplamento A do campo ¢. Com um Ansatz de ondas planas
X = Xx(z) exp(—iwt + ik,x + ikyy), (6.29)

a equagao de campo para x(z) pode ser escrita como
X' +k—-U(z)x =0, (6.30)

2

onde k? = w® — kJ — k2 —m? e m, é a massa de x. O potencial U(z) é dado por

: (6.31)

U() = X [6%(=) — 1] = =D cosh™? [(g) 7

onde ¢(z) é a solucdo da parede de dominio para o modelo A¢*. A equacao (6.30) pode

ser resolvida exatamente. O coeficiente de reflexao para as particulas x tem a forma

cos? 3

. 9
sinh? o + cos?

| 1
2\ 2 7k, T 8\’

Se o comprimento de onda da particula ¢ muito menor que a largura da parede, k, >>

R= (6.32)

com

8~ VX n, entao o >> 1, e o coeficiente de reflexdo é exponencialmente pequeno,

enquanto que no limite oposto com k, — 0, R = 1 e todas as particulas sao refletidas.

Em cenédrios cosmolégicos em que o universo ¢ modelado como uma parede de dominio

os mecanismos descritos neste Capitulo podem ser aplicados diretamente, por exemplo,
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em modelos que tentam explicar a expansao do universo. Como foi feito detalhadamente
em ([55]) usando-se as equagoes (4.37) e (4.42) sob o ponto de vista do tratamento
apresentado neste Capitulo foi possivel obter a forma do fator de escala a(t), responsavel
pela expansao do universo. Neste sentido o coeficiente de reflexao para as particulas que

aceleram o universo (6.33) estd relacionado com o modelo (6.5) que se estéd considerando.

6.7 Consideracoes finais

Este capitulo observou que apropriadamente podemos utilizar algumas propriedades dos
defeitos topoldgicos em modelos que possam conceber cendrios cosmolégicos com campos

de particulas escalares.



Capitulo 7

Branas Bloch criticas e degeneradas

Em um recente estudo, Bazeia e Gomes [56] reportaram a aparéncia de branas espessas
com estrutura interna, induzida por um pardmetro que controla a interacao entre dois
campos escalares acoplados a gravidade em (4 + 1) dimensoes em um espago-tempo de-
formado e com uma dimensao extra. Este capitulo destacard a implementacao de um
controle sobre a espessura das branas sem a necessidade de mudanca do parametro de
potencial mas pela variacao de um parametro associado a degenerescéncia da parede de
dominio. Um outro apecto enfatizado neste mesmo contexto ¢ a existéncia de solucoes
qualitativamente diferentes e novas para um valor critico do parametro de degenerescéncia

que poderiam ser chamadas de branas Bloch criticas.

7.1 Introducao

Uma andlise mais abrangente de modelos efetivos nao lineares, ao menos ao nivel classico,
revela uma crescente importancia de solugoes soliténicas e suas variedades de aplicagoes
[31]-[34], [56] e [57]. Solugbes tipo sélitons em teoria quantica de campos descrevem,
por exemplo, monopdlos, vértices magnéticos, instantons em cromodindmica quantica,
cordas césmicas e paredes de dominio magnéticas. Encontrar solugoes cldssicas exatas,
particularmente sélitons é um dos problemas em modelos nao lineares com campos inter-

agentes. Como foi apontado por R. Rajaraman e E. Weinberg [58], em tais modelos nao

71
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lineares pode existir mais de uma solucgao cldssica independente do tempo e cada uma
delas corresponde a diferentes familias de estados quanticos que podem ser construidos
ao se perturbar aquelas solugoes cldssicas. Assim, importantes questoes surgem quando
estamos tratando modelos nao lineares. Outro ponto importante desta andlise é como
encontrar diferentes solucoes solitonicas e quais consequéncias e aplicagoes tais solugoes
podem trazer. Ambas questoes podem ser consideradas em um problema especifico con-
hecido como branas espessas que vem recebendo nos 1ltimos anos considerdvel atengao
[56], [59]-[77]. A idéia é mostrar que o trabalho recentemente publicado [56], possui, de
fato, uma extensao de solugoes solitonicas e, em consequéncia, a brana resultante pode
apresentar uma estrutura muito rica, como por exemplo um parametro que controle sua
degenerescéncia [24],[78], capaz de produzir estruturas com paredes duplas e correspon-
dentemente uma brana Bloch espessa denominada brana Bloch degenerada. De fato,
Bazeia e colaboradores [79] introduziram um modelo com um campo escalar com pro-
priedades semelhantes as encontradas em solugoes de paredes duplas e branas espessas
[61], onde o controle de espessura da brana é feito através de um ajuste fino entre os
parametros auto interagentes do potencial. Por outro lado, podemos considerar a possi-
bilidade de controlar a espessura e a correspondente distdncia entre as paredes, além de
eventualmente, ser possivel uma solugao no valor critico do pardmetro de degenerescéncia

com diferentes e interessantes comportamentos para a brana.

Como foi visto no Capitulo 2, sistemas com equacgoes diferenciais nao lineares de
segunda ordem com dois campos escalares relativisticos interagentes podem ser tratados
pelo método das érbitas tentativas, pertinente para andlise de tais sistemas [36], [80]. Por
outro lado de Souza Dutra apresentou um método para se encontrar solugoes solitonicas
adicionais para aqueles casos especiais cujas solugoes soliténicas sao BPS [13], e que
posteriormente foi extendido para modelos mais gerais [37], [14], conforme exposto no

Capitulo 3.

Como vem sendo observado, as solugoes solitonicas BPS tém encontrado aplicacoes
numa extensa variedade de sistemas naturais cuja dindmica pode ser aproximadamente
descrita por modelos nao lineares no contexto da teoria quéntica de campos, com campos
escalares interagentes em (1 + 1) dimensoes [23],[81]. Tais modelos, entretanto, podem

ser generalizados pela inclusao na densidade de lagrangiana de alguns termos minimos
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que possam quebrar a simetria de Lorentz e/ou CPT.

Na orientacao da importancia de se analisar as consequéncias de solucoes solitonicas
adicionais em um dado modelo nao linear, é possivel que aqueles modelos com quebra de
simetria de Lorentz em (1 + 1) dimensdes exibam solugoes adicionais cuja energia BPS
sao menores que aquelas encontradas em [44] e que ao menos modelos mais gerais com
quebra de Lorentz em (1 + 1) dimensoes que admitam solugdes solitonicas possam ser

construidos [45].

Ao descrevermos as propriedades e consequéncias que se originam de sistemas com
solugoes solitonicas cldssicas usando o método descrito na referéncia [13], um aspecto
importante é devido ao fator de deformagao numa forma geral, usualmente presente na
métrica, que pode ser considerado para cada grupo de solucoes variadas encontradas
e que poderao ser construidas. A consideragao a respeito da estabilidade e os modos
zero de cada grupo de solucoes solitonicas no contexto de cendrios que utilizem branas
para modelar o universo bem como aplicabilidade dessa classe de solugoes sao aspectos

importantes dessa discussao.

Algumas caracteristicas e propriedades basicas desses objetos conhecidos como branas

sao apresentadas introdutoriamente no Apéndice B.

7.2 Solucgoes analitica para dois campos escalares in-

teragentes acoplados a gravidade.

Considere a agao de uma teoria da gravidade em cinco dimensoes acoplada com dois

campos escalares reais que pode ser representada por [68]

5= [ dwir g HR + 50,000 + 0,x0x) V(6. | (7.1)

onde

g = det(gap), (7.2)
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com o espaco quadridimensional tendo invaridncia de Poincaré
ds® = gapdada’® = 4y, datda” — dr?, (7.3)

com

a,b=0,..,4, (7.4)

onde r é a dimensao extra, 7, ¢ a métrica de Mnkowski usual e a fungio exponencial
presente no elemento de linha é conhecida como fator de deformacao. A hipétese usual
a respeito do fator de deformacao é sua dependéncia em relacao apenas a dimensao
extra r, bem como a mesma dependéncia dos campos escalares considerados. Sob estas
consideragoes, podemos determinar as equacoes de movimento resultantes para o sistema

(7.1) como em [56],[68]
£o  ,dAdx _ V(6,x)

dr? dr dr ox (7.5)

*x | dAdy 9V($,x)

P T v (76)
4

2@ @)
(&) 5[ ()

As equagoes (7.5) e (7.6) sao as equagoes de movimento correspondentes aos campos ¢

-2V, (7.9

e x. As equagoes (7.7) e (7.8) sao provenientes das componentes temporal e espacial das

equagoes de Einstein (4.21).

O grupo de equagoes acopladas de segunda ordem nao lineares tem um conjunto
correspondente de equacoes diferenciais de primeira ordem cujas solucoes também fazem

parte daquelas, que pode ser escrito como

dp _ OW (o, x)
e (7.9)
dx _ oW(x) (7.10)

dr 1%
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dA 2

— = —=W{(e, x), 7.11

— = —ZW(6,x) (7.11)
desde que o potencial V (¢, x) esteja restrito a uma classe de potenciais que possam ser

escritos em termos de um tipo de superpotencial

2 2
V(o) =3 [(%ﬁ")) + (o) - §W<¢,x)2] )
E interessante observar que uma vez de posse das solucoes das duas equacoes de primeira
ordem para os campos escalares interagentes é relativamente simples a tarefa de se de-
terminar o fator de deformagao A(r). No sentido de criarmos um ambiente familiar para
esta andlise é importante tratarmos de um exemplo concreto que, quando possivel, possa
ter solugoes exatas analiticas [70]. Podemos considerar alguns modelos recentemente ap-
resentados na literatura como um modelo cujo superpotencial é equivalente aquele usado
por Bazeia e colaboradores [56] e que eventualmente possa contribuir com algumas pro-
priedades interessantes cujas solucoes em particular, por exemplo, permitem o controle

do comportamento do fator de deformagao sem restringir os parametros do pontencial.

O superpotencial que podemos considerar é escrito como

¢

W(g,x) = ¢ [A <§ —a® ) + x|, (7.13)
com a apropriada equivaléncia aquele considerado em [56] pela conveniente escolha dos

parametros
a=1, (7.14)
A=-1 (7.15)

e

= —r. (7.16)

As etapas que se seguem incluem a solugao explicita das equagoes diferenciais de
primeira ordem empregando-se para tal o método descrito no Capitulo 2, embora também

o poderiamos fazé-lo pela aplicacdo do método das érbitas tentativas [23], [36]. Deste
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ponto de vista podemos notar que é possivel escrever a relacao
— =dr == (7.17)

onde o elemento diferencial dr é um tipo de invariante. A relacao (7.17) conduz & seguinte

equacao diferencial

% _ % (7.18)
que em geral é nao linear e permite relacionar os campos escalares do modelo. Conforme
foi discutido no Capitulo 2 o ponto interessante aqui é que, uma vez que seja possivel
resolver (7.18) completamente para um dado modelo, a fungao ¢(x), que na realidade serd
a equacao para a Orbita geral, poderd eliminar um dos campos desacoplando as equagoes
diferenciais de primeira ordem e as unificando. Finalmente, as equacoes diferenciais
de primeira ordem nao lineares desacopladas podem ser resolvidas em geral ao menos

numericamente. Pela substitui¢do das derivadas do superpotencial (7.13) com respeito

aos campos em (7.18) tem-se

do — A¢* —a®) + px?

= , 7.19
dx 2ppx (719)
que pode ser reescrita como uma equacgao diferencial linear
d A
@2y (7.20)
dx  px
redefinindo os campos
p=¢*>—a’ (7.21)
Agora, as solugoes gerais sao facilmente obtidas como
2 2 A H 2
— 2 _ g2 — yr 7.22
p(x) = ¢ —a” = cox o (7.22)
para
A #£ 2p, (7.23)
e

p(x) = ¢ —a® = x [In(x) + (7.24)
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para

A =2, (7.25)

onde ¢ e ¢; sdo constantes arbitrarias de integragao. Ao se substituir as solugoes (7.22) e
(7.24), por exemplo na equagao diferencial para o campo Yy, obtemos a seguinte equagao

diferencial para o campo x(r),

dx A W
X _ 1o 2 2 2 7.26
= ux\/a eoxt = 3T X (7.26)
para
A # 2p,
(§]
dx _ T2
— = F2uxv/a? + X [In(x) + e, (7.27)
para
A=2u.

Em geral uma solugao explicita para as equagdes (7.26) e (7.27) pode nao ser possivel,
no entanto, pode-se verificar numericamente que as solucoes pertencem a uma mesma
classe e algumas delas podem ser escritas em termos funcoes analiticas elementares, e em
alguns casos pode ser possivel obter véarios tipos de solucoes solitonicas como aquelas que

foram obtidas no Capitulo 2.

Para o caso do fator de deformacao, presente no conjunto de equagoes de primeira
ordem origindrias do superpotencial, é necessédrio computarmos a fun¢ao A(r) pela inte-
gragao de (7.11). Considerando a extensa variedade de situagoes que envolvam o fator
de deformacao, pode ser mais conveniente expressé-la de uma forma geral em termos do
préprio campo do que em funcao de varidveis espaciais, o que poderia permitir consider-
acoes qualitativas com respeito a seu comportamento. Esta idéia de forma mais concreta
pode ser empregada pela manipula¢ao adequada das equagoes de 6rbita (7.22) e (7.24)
para A(r) a fim de o escrevermos como fungao do campo x(r), de forma que ao se eliminar

a dependencia de A(¢, x) pelo uso da equagao de érbita (¢ = ¢(x)), se obtenha

dA(r)  dA()dx _ dAKX) W (s(x),x) = 2
dr  dy dr  dy x = —3W(e(x): x) (7.28)
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que conduz a

dA) _ 2 W60, x)
dx 3 W (000, x)’ (7.29)
onde
Wy(6(), x) = 2 E00) (7.30)

ox

Ao substituirmos o superpotencial do modelo considerado (7.13) obtém-se

dixiix) _ _3;)( {A <¢(;<)2 _ az) +ux2} | (7.31)

e que depois de algumas simples manipulacoes usando a equagao de érbita conduz a

dA(x) 20\ ., 2 (A-3pu Ao (2-1)
v\ AN el -z — 20 32
ix <9 A Gl R S R S (7.32)
para
A # 2p,
(§
dA(x) 22a*\ ., Bp+ia) , 1
- | 7.33
29— (B ) - Bde - ), (739
para
A =2pu.

Finalmente ao fazermos a integracao sobre o campo Y, obtemos

2\a? 1/ A=3p\ 5 ¢ (2)
= — = — —y\n .34
400 = a0+ (5= 00 - 5 (3555 ) ¢ - 5, (734
para
A # 2,
€
B 2a? Bu+de) o 1
400 =+ (G o - B2 - e - g, ()
para
A=2p,

onde o e oy sao constantes arbitrarias de integracao escolhidas convenientemente de
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forma a garantir que A(r = 0) = 0. E importante destacar que as solugoes (7.34) e (7.35)
sao completamente gerais para este modelo e, como consequéncia, pode ser usada para
o fator de deformacao para uma escolha arbitrdria dos parametros do potencial mesmo
para casos onde as solugoes nao possam ser encontradas através de fungoes analiticas

elementares. Este procedimento pode ser comparado ao caso tratato em [56] para o qual

X(y) = £4 /% — 2sech(2ry), (7.36)

e correspondentemente

Ay) = 9—174 [(1 — 3r)] tanh(2ry)* — 21n(cosh(2ry)) (7.37)

onde foram usadas as varidveis originais e parametros definidos em [56], que é precisa-

mente o resultado obtido por integracao direta nas varidveis espaciais.

Por estes resultados encontrados é clara a sensibilidade do fator de deformacao ao
campo y. Por exemplo, quando x(r) varia suavemente em uma dada regiao o mesmo
ocorrerd com A(r). De certa maneira, podemos prever o comportamento do fator de

deformagao pelo comportamento de y.

7.3 Solucoes solitonicas e fatores de deformacao cor-

respondentes

Com o objetivo de explorar com mais amplitude o alcance das solugoes caracteristicas da
equacao (7.26), podemos partir daquelas solugoes resultantes do modelo (7.13) bem como
da obtencao explicita do fator de deformacao para cada conjunto de solugoes solitdnicas
nos cendrios de modelos de branas, conforme discorrem alguns trabalhos na literatura

[56].

Embora este programa leve em conta o procedimento descrito até agora, o modelo
(7.13) admite um conjunto especial de solugoes que eventualmente ndo podem ser obtidas

pelo método aqui descrito e que, pela particularidade, poderiam ser chamadas de solugoes
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isoladas, uma vez que se caracteriza pelo congelamento de um campo,

Xi(r) =0, (7.38)

de modo a nao fazer sentido escrever a equagao diferencial (7.19) para este caso e, conse-
quentemente, considerar portanto qualquer estrutura interna para a brana [56]. Apesar

disso o sistema admite uma solucao soliténica dada por

¢;(r) = £atanh(Xar), (7.39)

onde os sinais referem-se as solucoes kink e anti-kink respectivamente e que podemos
considerar em menor detalhe aqui uma vez que o modelo é efetivamente de um campo e

a proposta inicial é fazer a andlise de solugoes nao triviais para dois campos.

7.4 Paredes Bloch

O tipo caracteristico usual de paredes de dominio, conhecido como paredes Bloch [56]
pode ser obtido no espirito da metodologia proposta até agora. O conjunto de solugoes
pode ser obtida ao termos ¢y = 0 na expressao (7.26). Neste caso a equagao pode ser
resolvida analiticamente para quaisquer valores de A e u, desde que A > 2u para que se

obtenha solugao real. Tal situagao conduz a seguinte solu¢do para o campo x(r)

A—2u
1

Xew(r) =a sec h(2par), (7.40)

que apresenta o comportamento topolégico

XBW(T)T—d:oo — 0. (7.41)

A correspondente solucao tipo kink para o campo ¢ é dada por

¢pw = Latanh(2uar), (7.42)
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que conecta os vacuos do potencial. Neste caso o fator de deformagao da configuracao
é semelhante ao originado na situagdo considerada pela equagao (7.37). Essas estru-
turas sao chamadas de paredes Bloch para se dintinguirem de outros tipos de estruturas

similares que podem aparecer no mesmo modelo.

Algumas solugoes que podem ser exploradas se apresentam em diferentes intervalos
dos parametros do potencial quando comparadas com aquelas que consideradas em [56].
Por exemplo quando A = p, em termos dos parametros usados em [56], corresponderia a

r = 1. Entretanto o intervalo caracteristico daquelas solugoes seria

1
0<r< 5 (7.43)

7.5 Paredes Bloch degeneradas

Outras solucoes solitonicas podem ser encontradas para valores diferentes de zero da
constante de integracao cy. No Capitulo 2 foi observado que ao menos em trés particulares
casos a equagao (7.26) pode ser resolvida analiticamente. Para ¢y < —2 e A = pu foi
encontrado que as solugdes para o campo x(r) sdo solugoes tipo lump que se anulam
assintoticamente quando r — 4o0o0. Por outro lado o campo ¢(r) exibe um perfil tipo

kink.
Estas solugoes cldssicas se apresentam como

2a

~(1)
" = , 7.44

Yo (7) \/ ¢ — 4 cosh(2uar) — ¢ (7.44)
e

~(1) \/c2 — 4sinh(2uar)

$ppw(r) =a 3 , (7.45)

Vg — 4 cosh(2uar) — co

para

A= p,c0 < —2, (7.46)
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e seu fator de deformacao serd, entao dado por

(%)
A0 — N, 2 e¥ (7.47)

/3 — 4cosh(2uar) — co

2a[c2—4a—co+/c2—4 cosh(2uar))
onde T = 5
9(\ /c2—4 cosh(2uar)fco)

e N, é escolhido apropriadamente para garantir que

240 — 1, (7.48)

para se tratar o gréfico convenientemente.

Um interessante aspecto destas solugoes é que, para alguns valores de ¢y < —2,
5S;W(T) exibe um perfil de kink duplo. Podemos falar entao da formacao de uma
estrutura dupla de parede extendida ao longo da dimensao espacial. Na figura 7.1 pode-
se contrastar o caso estudado em [56] para algumas configuragoes tipicas dos fatores de
deformagao no caso em que A = p quando ¢y estd préoximo e distante de valores criticos,

co = —2, no presente caso.

E interessante notar que o comportamento da métrica vincula-se ao intervalo de val-
ores criticos das constantes de integragao cy, como a aparéncia de uma regiao plana mais
pronunciada, onde a métrica se comportaria tipicamente de forma minkowskiana. De

fato este setor "minkowskiano” se alarga a medida que ¢y se aproxima do valor critico.

Z0 -T.s-FELs 2.5 5 T8

Figura 7-1: Fator de deformagao presente na referéncia [56] com parametros: r = 0.05
(linha solida cheia), 0.1(linha pontilhada) e 0.3 (linha sélida menos densa) (figura da
esquerda). Fator de deformagao para o caso onde: a = 1,\ = p,cog # —2 e ¢g = —2.00001
(linha sélida espessa); —2.005 (linha pontilhada); —3.0 (linha sélida menos densa) (figura
da direita).

Um comportamento semelhante é também observado nas solugoes cldssicas. Neste
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caso o campo x(r) tem um perfil tipo lump dado por

o 2a
o 7 7.49
XDBW( ) \/\/1_71600(:05}1(4;1&7“) +1 ( )

e a solugao para o campo ¢(z)

e sinh(4puar)
Y T 7.50
ppw () ﬁm cosh(4par) 41’ )

para

1
=4 — .0l
A H o < 1o (7.51)

e o fator de deformacao correspondente é dado por

1642 2 2 —
24() _ NaE( ) exp {_4& {1 + 32a”cy + /1 — 16¢q cosh(4,uar)} } (7.52)

9 (v/1 — 16¢q cosh(4par) + 1)2
—2a

\/\/171600 cosh(4par)+1
que se tenha €240 = 1.

onde = = e N, como antes, convenientemente escolhido de forma

~(2
Nesta situacao qb(D;gW(r) também apresenta um perfil de kink duplo para alguns val-

ores de cq. Conforme pode ser observado da figura 7.2, originam-se dois picos no extremo

1

16 » observa-se um distan-

da regiao plana e quando ¢y se aproxima do valor critico ¢y =

ciamento entre os dois picos no fator de deformagao.

Figura 7-2: Fator de deformagao para o caso onde: a = 1,A = 4u,cy # 1—16 e cg =
1 .11 ~ . . . . . N

Te000T) 173 306+ Observe a aparéncia dos dois picos, sinalizando uma estrutura rica para o

modo zero.
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7.6 Paredes Bloch criticas

A extensao e amplitude que a possibilidade apresentada para solucoes completas e analiti-
cas do ponto de vista do procedimento BPS e da teoria de campos, suscita uma andlisa
quantitativa e qualitativa de profunda riqueza e propriedade para vdrias observacgoes na
natureza. Uma classe interessante de solugdes solitonicas analiticas da equacao (7.26)
podem existir quando se tem A\ = p com pardmetro critico co = —2 e para A = 4 com

parametro critico ¢y = ==. O que tais solucdes revelam, ¢ que ambos os campos x(7)

16
e ¢(r) apresentam um perfil tipo kink e o fator de deformagao apresenta um compor-
tamento notdvel que pode ser visto na figura 7.3, onde é evidente a existéncia de duas
regioes “tipo Minkowski ” separadas por uma transi¢ao. Este argumento é refor¢ado pelo
comportamento da densidade de energia das configuracoes solitonicas, conforme pode ser

observado na figura 7.4, bem como também do potencial estabilidade conforme se observa

das figuras 7.5 e 7.6.

Figura 7-3: Fator de deformagao para o caso onde: A\ = 4p, ¢y = 1—16, p=1,a=0.6 (linha
solida cheia), a = 1.2 (linha pontilhada) e o caso onde a =2 e u = 0.2.

Figura 7-4: Densidade de energia da referéncia [56] a = 0.05 e 0.30 (figura da esquerda).
Densidade de energia para o caso onde: a = 1,A = pu=1,¢9 # —2 e ¢g = —2.00001; —4.0
(figura da direita).
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Figura 7-5: Comparagao do potencial estabilidade da referéncia [56] (figura da esquerda)

com a = 0.05;0.1;0.3 e o caso onde A = i, a =1 e ¢g = —2.001; —2.1; —2.5.

Figura 7-6: Potencial estabilidade para o caso onde ¢y =
hada), e a = 1.2 (linha sélida).

1
16.0001

com a = 1 (linha pontil-

Este conjunto de solugoes poderiam ser chamadas de paredes Bloch criticas. Para

a seguinte escolha de pardmetro e da contante de integracao A = p,cp = —2,a solugao

cléssica para os campos x(r) e ¢(r) pode ser escrita como

a
Xew(r) = 5 [1+ tanh(juar)]

a
ehw(r) = 5 [tanh(uar)  1].

O fator de deformacao correspondente entao serd

242
A = N, [g 1+ tanh(,uar)]] () et

(7.53)

(7.54)

(7.55)

onde A = —%2 {1+ tanh(par)]® + % [1 + tanh(par)]}. Para ¢ = & e A = 44, o conjun-
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to seguinte de paredes de dominio sera obtido

~ cosh(par) £ sinh(par
Wpwla) = —VEa "o )

cosh(2uar)

D () = S(1F tanh(2par).

O fator de deformacao, neste caso, serd dado por

_aeipar (wTa)
eQA(r) _ Na
cosh(2uar)

onde IT = —2%:)‘2 tanh (2uar) [16aco tanh(2uar) F (1 + 32acy)).

7.7 Estabilidade e modos zero

86

(7.56)

(7.57)

(7.58)

Em geral ao se levar em conta um conjunto completo de flutuagoes da métrica em torno

das solugoes clédssicas em um modelo onde a gravidade estd acoplada a escalares, uma

andlise pertubativa da métrica pode ser menos direta. Este fato se deve a um sistema

relativamente complexo de equagoes diferenciais nao lineares de segunda ordem acopladas

[56],[68],[70]. Entretanto existe um setor onde as flutuagoes da métrica se desacoplam

dos escalares, sao transversais, isto é, projetadas em um plano perpendicular a direcao de

propagacao e cujo trago é nulo. Uma descricao do procedimento usado nesse tratamento

¢ dada no Apéndice A.

Ao se perturbar a métrica
ds? = 24" (M, + hy)datdz” — dr?,

de onde apés algumas manipulagoes algébricas chega-se a

27 A 7,
Phy ,  dAdhy,

—24 e
— 0,0°h,, = 0,
dr? dr dr ¢ PR

(7.59)

(7.60)
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onde
hyw = Puaph™, (7.61)
e P, ¢ 0 operador de projecao, que estd apresentado no Apéndice A.

Ap6s redefinirmos a perturbacao métrica

=

T _ ik.T —3A
h/“’ =e€ e 2 Q/)l“/, (762)
e transformarmos a varidvel

z= /e‘A(T)dr, (7.63)

obtemos, ap6s substituirmos (7.62) e (7.63) em (7.60), um tipo de equacao de Schrédinger

d*,,

dz?

+ Ueff(z)wy,u = kap,lﬂ (764)

onde o potencial efetivo é definido como

9 (dA\® 3d2A
Uess(r) = 1 (ﬁ) DR (7.65)
de forma que a equagao diferencial (7.64) possa ser fatorada como
d 3dA d 3dA
f =({-—+=—=—+=— = k? .
davn)= (~f 130 ) (455 ) bl =R (0

onde devido a estrutura supersimétrica da equacao diferencial para o modo zero e uma
vez que o termo k? ¢ positivo definido ou zero nao haverd solucao cujos autovalores sejam
negativos [75], de forma que o sistema seja estdvel sob estas condigbes. Nesta altura
da anélise calcula-se a solugao de modo zero devido ao fato relevante que ela garante
a existéncia do graviton quadridimensional sem massa [56],[59],[61],[70]. Entretanto é
pertinente e interessante observar que a forma do modo zero do sistema é semelhante ao
fator de deformacao de modo que é natural cogitar-se uma possivel relacao entre eles,
e mais que isso, essas duas quantidades podem realmente apresentar a mesma forma

genérica.
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Com esta idéia, considerando a equagao (7.60), e uma redefini¢ao da fungao Euv como
E,uu = €_2A(T)€,ul/(r)7 (767)

obtemos a seguinte equagao

d*¢,, d2A dA\? 5 _oa
drg 9 (dﬂ + 2 (%> £, + ke, =0, (7.68)

que, para o caso do modo zero (k? = 0) pode ser reescrita como

d _dA\ [d _dA
(% + 2%) <$ - 2%> €, =0, (7.69)

e finalmente obtemos a forma da solugao do modo zero, a menos naturalmente do fator
de normalizacao

€0 = Noe24. (7.70)

Uma outra extensao de nossa analise refere-se ao potencial estabilidade, que em razao
de uma eventual dificuldade em relacao a expressao do fator de deformacao escrito pos-
sivelmente em uma foma analitica fechada da transformacao de varidvel r = r(z), pode

ser mantido em fungao da varidvel original r, de forma que

dA  dA
— =" — 71
dz © dr’ (7.71)

conforme procedimento empregado na referéncia [71]. Assim o potencial efetivo pode ser

3 o4 [ d2A dA\®
== 2—— — . 72
Ueff(T) 46 ( dT2 + 5 dr <7 7 )

E claro que este potencial efetivo (7.72) é exatamente aquele (7.65), somente que na

escrito como

varidvel z, de forma que o primeiro fosse reescalonado. No entanto a forma geral e carac-
teristicas em ambas varidveis sao as mesmas. O potencial de estabilidade é representado
nas figuras 7.5 a 7.7. Na figura 7.5 ¢é interessante analisar o compomento de um dos
casos degenerados apresentados como aqueles tratados na referéncia [56]. J4 a figura 7.6,

mostra a estrutura do potencial na situagao onde duas regioes interativas sao separadas
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por uma for¢a aproximadamente nula. E finalmente, na figura 7.7, pode-se observar que

aqueles potenciais separados recombinam-se em um.

Figura 7-7: Potencial estabilidade tipico para o caso critico, para ambos os casos em que
A=pel=4u.

A idéia essencial aqui é apresentar uma possivel situag ao que, além de rica, carrega
em si uma série de propriedades relevantes e provenientes de um conjunto completo de
solugoes que naturalmente, como consequéncia, fornecem informagoes sobre a estrutura

do fator de deformagao e sobre o cendrio de modelos de branas.

Podemos citar por exemplo o fato destas solucées permitirem o controle, por meio de
um pardmetro que nao se encontra no potencial V' (¢, x), da regido em que a métrica é
aproximadamente plana. Além do mais, em um dado caso critico, existem duas dessas

regioes, separadas por uma regiao de transicao.

7.8 Cosideragoes oportunas

Modelos que apresentam interacoes entre dois campos escalares acoplados a gravidade em
(4,1) dimensoes em um espago-tempo deformado, com uma dimensao extra podem con-
ter propriedades e informagoes importantes concedidas por uma classe geral de solucoes
solitonicas, que em esséncia resulta de uma motivante investigacao com respeito ao mo
delo analisado no trabalho [56]. Um numero de propriedades interessantes foram de-
scobertas pelo tratamento empregado em nossa andlise, como por exemplo um tipo de
parede de dominio extrema do tipo I, como classificado em [57], ao se tratar das paredes

de dominio criticas, assim denominadas, conforme é mostrado na figura 7.3.
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Uma consequéncia que surge naturalmente das solugoes gerais que apresentamos é
o controle da espessura das paredes de dominio por uma parametro externo (particu-
larmente o potencial com campo escalar), que pode ser feito sem comprometimento dos

parametros do potencial alternativamente ao realizado em alguns modelos [56],[61].

E surpreendente a possibilidade de podermos controlar a forma do espago-tempo sem
nenhuma intervencdo ad-hoc, mas naturalmente, pela previsdo dos resultados do trata-
mento aplicado, como a aparéncia de uma regiao plana controldvel no fator de defor-
mac¢ao, onde poderiamos falar de uma regiao com métrica Minkowski, como pode ser
visto das figuras 7.2 e 7.4. De fato na figura 7.4 onde a densidade de energia esta plota-
da, vé-se claramente que quando ¢y = —2.00001 a regiao onde a densidade de energia
aparece estd fora da regiao minkowskiana, o que eventualmente poderia indicar a possi-

bilidade de um mecanismo de confinamento para as particulas escalares naquela regiao.



Capitulo 8

Universos acelerados

Considerando um cendrio onde nosso universo possa ser modelado como uma parede de
dominio 3d embebida em um espago-tempo de Minkowski com (4 + 1) dimensoes, como
originalmente tratado na literatura [55], este capitulo ird explorar a existéncia das classes
de solugoes solitonicas e suas consequéncias para universos com acelera¢ao proporcionada
por colisoes de excitagoes de particulas massivas com paredes. Algumas dessas solucoes
poderiam ter, neste cendrio, papel fundamental em processos iniciais de expansao do

universo.

8.1 Introducao

E possivel uma investigacio mais ampla das solugdes cldssicas encontradas na referéncia
[13] em modelos nao lineares de dois campos escalares interagentes em (1 + 1) dimensoes
[82], como aqueles tratados no Capitulo 7. Em especial pode-se analizar as consequén-
cias que aquelas solugoes adicionais podem trazer para o cendrio de universos acelerados.
Este cendrio foi recentemente considerado na literatura por Brito e colaboradores [55] e
estd dentro do contexto de dimensoes extras [60], [62]-[67] e [83]. Nossa andlise é baseada
no procedimento descrito em [55] e explora uma classe de solugoes solitonicas degen-
eradas [78] no cendrio de expansdo mostrando que para um valor critico do parametro

de degenerescéncia a reflexao de particulas massivas sobre a parede se torna total, o

91
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que acontece para as particula mais leves e que, em razao disto, devam ter sido criadas

primeiro.

O modelo a ser tratato bem como o procedimento introduzido nos Capitulos 2 e 7 para
se encontrar solugoes solitonicas cldssicas proporcionara uma exploracao da variedade de
solucoes solitonicas encontradas até agora com suas respectivas energias (BPS). Uma
discussao sobre a influéncia de cada conjunto de solugoes solitonicas no contexto de
universos acelerados por estados quénticos (particulas massivas) e alguns comentarios
sobre o impacto de algumas dessas solugoes solitonicas no processo de expansao original

do universo serao feitas.

8.2 Um modelo nao linear para dois campos escalares

interagentes

O modelo que estamos considerando ja foi apresentado anteriormente por ocasiao do
estudo de solugoes solitonicas BPS [82]. Tal modelo consiste de dois campos reais escalares
interagentes em (1 + 1) dimensdes e de certa forma ¢é remanescente de outros modelos
[58], [37] e pode ser descrito pela densidade de lagrangiana (2.1) onde o potencial é dado
por

1 1
V(g x) = §A2(¢2 —a®)’+ 2+ AP = Apa® P+ §u2x4- (8.1)

A propriedade que distingue este modelo é sua possibilidade de ser escrito em termos de

um superpotencial como em (2.2) onde o superpotencial é dado por (7.13).

Portanto as solucoes cldssicas com energia minima para as equagoes de movimento

estaticas sao

2o OV
e
>y OV
@ — a, <8-3)

equivalentes as solugoes clédssicas estdticas com energia minima para as equacoes difer-

enciais de primeira ordem (2.6) e (2.7) onde o primo significa a derivada com respeito a
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coordenada espacial e Wy(W,) denota a derivada parcial de W (¢, x) com respeito aos

campos ¢(x). A energia minima (energia BPS) do sistema é dada por (2.5).

E importante ressaltar que as solucbes BPS dirigem-se para os estados de vécuo
assintoticamente. Em outras palavras os estados de viacuo atuam, como condicoes de
contorno implicitas das equagoes BPS. O modelo que particularmente estamos tratando

possui dois minimos absolutos degenerados em ¢ = +a, xy = 0.

De agora em diante, procederemos como nos Capitulos 2 e 7 a fim de obtermos as

equagoes diferenciais de primeira ordem para o campo x(z)

dx ) \
= = /u — 2
T i2,ux\/a +coX o X%, A#2u, (8.4)

d
ﬁ =£2uxy/ a? + () +al,  A=2p (8.5)

que sao extamente as equagoes (7.26) e (7.27) onde a varidvel r foi trocada por x por

conveniéncia.

8.3 Solucoes solitonicas

Solugoes particulares da equacao (8.4) podem ser obtidas, destacando algumas solucoes
solitonicas para o modelo em tratamento (8.1) bem como suas energias BPS. As pro-
priedades dessas solugoes se encaixam adequadamente no contexto das solucoes obtidas
por Brito e colaboradores em [55] e a abrangéncia desse conjunto de solugbes cria novas

perpectivas no estudo e entendimento de modelos que neste cendrio descrevem o universo.

8.3.1 Solucoes isoladas: Kink tipo 1

A fim de podermos explorar as propriedades das solugoes obtidas no Capitulo 7 neste novo

contexto, podemos classificd-las de acordo com sua forma e pardmetros. Um conjunto de
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solucoes clédssicas é aquele caracterizado por

Xr(z) =0, (8.6)

de forma que a equacao (2.6) admite a seguinte solugao solitonica dada por

¢;(z) = fatanh(la z), (8.7)

onde os sinais + e — referem-se as solucoes kink e anti-kink respectivamente. Essas sao
exatamente as solugoes encontradas em (7.38) e (7.39) onde trocamos r por x. A energia

BPS pode facilmente ser obtida das expressoes (2.5) e (7.13), dada por

4
Ep = §Aa3. (8.8)

8.4 Kinks tipo II

Esse conjunto de solugoes ¢é caracterizado por ¢y = 0 na expressao (8.4). Neste caso a
equagao pode ser resolvida analiticamente para quaisquer valores de A\ e u. para A\ > 2u,

obtem-se a seguinte solugdo para o campo x(z)

A—=2u
L

Xrra(x) =a sech(2uax), (8.9)

que é chamada de solucao tipo lump. Esta solucao se anula assintoticamente quando

x — to00. A solucao kink correspondente é dada por

¢r14(z) = £a tanh(2pax), (8.10)

que conecta o vicuo do modelo. Neste caso a energia BPS é novamente dada por (8.8).
Essas solugoes sao as mesmas encontradas em (7.40) e (7.42) para os campos x(z) e ¢(x)

respectivamente em que 7 — .
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8.4.1 Kinks duplos

Essas solugoes admitem valores arbitrarios para a constante de integracao cg # 0, conec-

tam o vdcuo do modelo e também apresentam energia BPS dada por (8.8)

2
Xiu(a) = = para A= p, ¢ < —2, (8.11)

/@ — 4 cosh(2uazx) — ¢y

~ \/c2 — 4sinh(2
¢§11)A($) =a % sinh(2paz) para A=, ¢ < —2. (8.12)

/@ — 4cosh(2uazx) — ¢y

Essas solugoes sao aquelas encontradas em (7.44) e (7.45) com r — x.

Na figura 8.1 encontram-se alguns perfis tipicos de solucoes solitonicas para o caso
onde A\ = i, em que ambas solugoes apresentam cy proximo ao seu valor critico, ¢g = —2
neste caso, e valores distantes dele. Ambas as situagoes encontram-se representadas na
figura. Uma observacao importante é que a distancia entre as paredes aumenta quando
co se aproxima do seu valor critico. Para o valor critico de ¢y a estrutura dupla da parede

tende a desaparecer fundindo-se em uma tnica parede.

Figura 8-1: Configuragoes tipicas das solugoes solitonicas em fungao de x para o caso
onde A = u (a = 1), quando ¢ estd préximo (distante) do valor critico, ¢ = —2 neste
caso, representada pela linha sélida (tracejada). O campo x estd representado pelas
linhas mais espessas e o campo ¢ pelas linhas menos densas.

Para outros parametros encontramos outras solugoes para o campo x ()

2
5632111(35) = - para A =4pu, ¢ < 1/16,

VV/I—16¢y cosh(4paz) +1°
(8.13)
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e para o campo ¢(z)

(}52[)14(37) = /1 —16cpa \/1_716801:}1(:%51622&@ ek para A =4p, ¢o < 1/16.

(8.14)
conforme apresentadas em (7.49) e (7.50) onde podemos notar que a distancia entre as
paredes aumenta a medida que ¢y se aproxima do seu valor critico, no caso ¢y = %. No
valor critico de ¢y, a estrutura de parede dupla colapsa-se. Na figura 8.2 é mostrado
o comportamento da densidade de energia onde é proeminente a aparéncia das paredes

duplas quando ¢y = 11—6. Ambas solugoes apresentam novamente energia (BPS) dada por

(8.8).

Figura 8-2: Densidade de energia para o caso onde A\ = 4y, onde ¢ estd proximo (dis-

tante) do valor critico, ¢y = 1—16 nesta situacao, solucao representada pela linha (sélida)

tracejada. Pode-se observar a aparéncia da estrutura de parede dupla.

8.4.2 Dois kinks

Muitas solugoes solitonicas analiticas interessantes foram obtidas para os valores dos
pardmetros A = p e cg = —2 e também para A = 4p e ¢g = % na equagao (7.26). A
novidade em tais casos é o fato de ambos os campos x(z) e ¢(x) apresentarem um perfil
tipo kink e uma energia BPS que é metade daquela encontrada para os kinks do tipo ITA
em (8.8). Para efeito de distingao, este conjunto de solucoes pode ser classificado como
kinks do tipo IIB. Para A\ = pu e ¢g = —2 a solucgao cléssica encontrada para o campo
x(z) em (7.53) &

Xy () = 5 (1 % tanh(ua 2)), (8.15)
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e a solugao correspondente para o campo ¢(z) é

a
() = 5 (banh(uaz) F 1), (8.16)
como a encontrada em (7.54). J4 para os valores dos parmetros ¢p = 1= € A = 4p 0
seguinte conjunto de kinks do tipo IIB obtidos sao
cosh(paz) + sinh(pax
X p() = —y3aosar) (paz) (8.17)
cosh(2uaz)
e
2) a
oip(T) = 5(1 F tanh(2uax), (8.18)
que se referem as equagoes obtidas em (7.56) e (7.57) respectivamente.
Para as solugoes tipo kink do tipo IIB a energia BPS encontrada é
2, 3
E(IIB) = g)\a y <819)

que é metade da energia encontrada para as solugoes tipo kink do tipo I e ITA.

As solugoes tipo IIB também conectam o vacuo do modelo, mas nestas circunstancias
podemos interpretar estas solugoes como representando dois tipos de tor¢ao numa cadeia
representada por meio de um conjunto ortogonal de coordenadas ¢ e y. Dessa forma no
plano (¢, x) os kinks tipo I e ITA correspondem a uma torgao completa indo de (—1,0)
a (0,0) enquanto que o tipo IIB corresponde & metade da torgao, onde o sitema vai de

(—1,0) a (0,1) no caso onde (A = p) por exemplo.

8.5 Paredes de dominio e universos acelerados

Um problema fisico moderno, com importéancia e relativamente intrigante é o de modelar
as observagoes da expansao acelerada do universo. Por outro lado, dados recentes de
observagoes com precisao detalhada indica que uma parte relevante da energia do uni-
verso seria um tipo de energia escura [84]. De fato a energia escura seria responsével

supostamente pela aceleracao. Como consequéncia, muitos autores procuram ampliar
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seus entendimentos destes modelos e aprofundar-se em tais probleméticas. Uma possibili
dade muito interessante nesta direcao é associar os modelos que eventualmente incluam
a aceleragao do universo e a energia escura ao cendrio conhecido como “mundos brana”
[67]. Como citado anteriormente em um trabalho recente Brito e colaboradores [55]
conceberam um cendrio onde nosso universo é modelado com uma parede de dominio 3d
embebida no espago-tempo de Minkowski 5d onde a colisao eldstica de particulas massivas

com paredes de dominio 3d seria responsdvel pela aceleragao do universo.

O modelo considerado neste programa origina-se em uma teoria para a supergravidade
em (4 + 1) dimensdes por meio de uma compactificacdo dimensional da supergravidade
em dimensoes mais altas. As equagoes de campo estéticas em (1 + 1) dimensoes para os
campos escalares desta teoria sao justamente aquelas correspondentes a um modelo nao
linear com campos escalares interagentes também em (1 4 1) dimensoes, equagoes (8.2)

e (8.3).

Considerando um conjunto mais geral de solucoes estaticas apresentadas no Capitulo
7 e classificadas nas sec¢oes 8.3 e 8.4 podemos analisar o comportamento dessas solugdes no
cendrio idealizado na referéncia [55] onde particulas massivas, que sao flutuagoes quanti-
cas em torno das solugoes cléssicas, colidem com uma parede de dominio 3d representada
pela solugao kink do tipo ITA da equagao (8.10). A idéia essencial é mostrar que esta
situag@o pode ser estendida ao cendrio considerado em [55] e que a partir de uma solugao

completa que possa ser obtida, consequéncias importantes podem surgir neste cendrio.

Podemos fazer uma perturbacao linear do campo x(r,t) em torno das solugoes clés-
sicas, isto é

x(r,t) = x(r) + ((r,1) e ¢(r,t) = o(r), (8.20)

onde X(r) e ¢(r) sdo solugdes classicas (campos de fundo) e ((r, t) & o campo das flutuacdes
quanticas. Pela expansao da acao até termos quadraticos nos campos quanticos obtem-se

as equacoes de campo para as flutuagoes quanticas
0, 0"C + Vi (r)¢ = 0, (8.21)

isto é, o campo quéantico obedece a uma equacao de Klein-Gordon com potencial efetivo
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V(1) que & obtido levando-se em conta a segunda derivada do potencial dado em (8.1)

com respeito a x(r) e substituindo-se as solucdes cldssicas X (r) e ¢(r)

Vi () = 20202 + A p)@” + 61°%% — 2\ g a®. (8.22)

Ao considerarmos porém nosso modelo em 5 dimensoes e que o campo quantico possa

ser expandido em termos de ondas planas nas coordenadas do espaco-tempo, isto é
C(r,t) = ((r) exp[—i(wt — kyx — kyy — k,2), (8.23)

onde ((r) esta em fungao da coordenada extra, obtemos entao a seguinte equacao do tipo

Schrodinger

(= + Viadr) ) €0) = €0, (5.2

onde € = w? + k2 + k:; +k? em que estamos considerando as solugoes estéticas obtidas no
Capitulo 7 como funcao agora da dimensao extra. Tudo se passa com um modelo em 5
dimensoes, mas considerando as solucoes estdticas em somente uma dimensao, denotada

por r.

Neste ponto da nossa andlise é oportuno verificarmos as eventuais consequéncias das
solucoes solitdnicas obtidas pela metodologia apresentada no cendrio da aceleracao do
universo como descrito na referéncia [55]. Partindo-se das solugoes estdticas dadas pelas
equacoes (8.11) e (8.12) e substituindo-as no potencial efetivo expresso pela equagao

(8.22), obtem-se a seguinte equagao do tipo Schrédinger para as flutuagoes quanticas

d? _
(_W + Vi ”(r)) ((r) == (), (8.25)
onde
_ 2 — 4) sinh?(2 4
VA () = outa (DI BRI L g2 (8.26)
<\/c(2) —4cosh(2uar) — co>
e quando ¢y = —2, o potencial efetivo se torna (a = = A = 1)

VP (0) = (143 tanh?(r)). (8.27)

e
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E oportuno ressaltar que para o caso analisado em [55] o potencial efetivo tem a forma
VI ) =4pa® —4pa® (4 2 gech? (2 8.28)
opp () =4pa®—4pa 0 sec par). (8.

Pode-se observar que se A = 4u este potencial efetivo se torna constante de tal forma
que nao existird reflexao uma vez que as particulas massivas ficam livres. Este fato
levanta uma questao importante e natural: é este comportamento um cardter realistico
intrinsico ao sistema ou serd simplesmente uma manifestagao particular e caracteristica
da solucao? De fato, como serd visto adiante, as outras solugoes nao possuem este
comportamento e o coeficiente de reflexao para esta escolha particular dos parametros
do potencial é sempre maior. Na figura 8.3 pode ser visto o comportamento do potencial
efetivo proveniente das solugoes paredes de dominio em 4 situagoes: o caso estudado
por Brito e colaboradores e para o caso das solucgoes soliténicas degeneradas quando cg
estd distante do valor critico, préximo a ele, e no ponto critico cg = —2. Da mesma
figura 8.3 também podemos perceber que ao menos na aparéncia dois potenciais sao bem
comportados, para ¢y préximo do valor critico. O caso onde o coeficiente de reflexao é
maior seria provavelmente o caso estudado em [55]. De fato, um resultado mais evidente

aparece para o caso onde os pardmetros do potencial sao tais que A\ = 4p.

Figura 8-3: Comparacao entre os potenciais efetivos tipo parede de dominio para o caso
de Brito e colaboradores (linha sélida densa) e os sélitons degenerados quando ¢, estd
distante do valor critico (linha sélida menos densa), quando ¢y estd préximo ao valor
critico (linha tracejada densa) e no ponto critico, que neste caso é ¢y = —2, (linha
tracejada menos densa), em que todas as configuragdes sao para o caso onde A = p.

Substituindo as equagoes (8.13) e (8.14) na equacdo (8.22) pode-se verificar que as

flutuagoes quénticas do campo x(r,t) satisfazem a equagao de Schrodinger efetiva (8.24)
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com um potencial efetivo dado por

. 1 — 16¢) sinh®(4 par) + 2
YUIA2) () 1o 202 — 8u2a?, 8.29
erp (1) a (vV1—16cocosh(4par) +1) H (8.29)
e quando ¢y = %6, o potencial efetivo correspondente é dado por
VB2 (1) = 112 g% sech? 2puar)2+5cosh(dpar)+3sinh(2par)|. 8.30
eff K

Como pode ser observado das equagoes (8.29) e (8.30), para este caso a solugdo
analisada em [55] tem um potencial efetivo constante

VD) = dpa?, (831)

e

de forma a nao proporcionar nenhuma reflexao das particulas massivas. Em contraste
com isso as solugoes apresentadas sao tais que o coeficiente de reflexao aumenta a medida
que ¢y se aproxima do seu valor critico, como pode ser visto na figura 8.4. Realmente,
para o caso limite, o potencial efetivo toma a forma do potencial degrau de forma a
garantir que as particulas massivas com energia cinética abaixo de um certo valor limite

certamente serao refletidas na barreira de extensao infinita.

Figura 8-4: Comparacao dos potenciais efetivos tipo parede de dominio para o caso
A = 4pu. A linha sélida mais densa representa o caso critico (¢y = 1—16) As outras curvas
correspondem ao caso que ¢y estd distante do valor critico (linha tracejada densa) e
proximo a ele (linha sélida menos densa).
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8.6 Consideracoes oportunas

Pudemos tracar uma andlise da eventual extensao das solugoes apresentadas nas segoes
anteriores, 8.3 e 8.4 no cendrio de “mundos branas”. Mais especificamente tentamos
analisar o possivel impacto de um conjunto geral de solugoes solitonicas sobre o coefi-
ciente de reflexao das particulas massivas colidindo com paredes de dominio 3d conforme
originalmete foi exposto na referéncia [55]. E interessante observarmos que quando os
pardmetros do potencial sao tais que A\ = 4u o potencial efetivo interagente com as
particulas massivas possui um coeficiente de reflexao arbitrariamente maior, dependen-
do do valor do parametro de degenerescéncia cy. Por outro lado, uma situacao bastante
marcante é aquela em que ¢y atinge seu valor critico. Neste caso, o potencial efetivo se
torna um tipo de potencial degrau tal que as paticulas massivas com energia menor que
aquela do degrau serao sempre refletidas de forma a reproduzir entao um efeito méximo
na direcio de aceleracdo do universo. E oportuno ressaltar também que esta situacio
especifica, como observado no Capitulo 2, origina-se de uma solugao kink tipo B que ap-
resenta uma energia menor que a solugao do tipo A, de forma a poderem ser produzidos
mais facilmente e como consequéncia poderiam ser as responsdveis pela maior parte da

expansao inflaciondria inicial.

De forma a deixar, nesta andlisa, uma abertura aplicativa para as solucoes, que po-
dem ser obtidas de forma completa e analitica, conforme exposto neste capitulo, seria
conveniente tentar esbogar algumas conclusoes a esse respeito. A existéncia de solugoes
de paredes duplas que sao degeneradas através do parametro cq e o fato de que a distancia
entre as paredes aumenta & medida que cy se aproxima do valor critico, e ao considerar-
mos a possibilidade de modelarmos nosso universo por meio dessas solugoes tipo paredes
de dominio, torna-se possivel pensar na construgao de um procedimento onde o valor de
co dependa de alguns parametros dinamicos de tal forma que a expansao do universo

pudesse ser entendida e descrita por esse mecanismo hipotético.



Capitulo 9

Conclusoes e comentarios

E surpreendente a possibilidade de podermos tratar teorias de campo nao lineares exata-
mente. Este fato decorre da existéncia de algumas classes de sistemas intrinsicamente
nao lineares, como foi visto no capitulo 2, e que permeiam uma variedade de modelos

fisicos que se estendem desde a (TQC) & Cosmologia.

Muitos desses modelos, curiosamente, obedecem as equagoes BPS e podem ser classifi-
cados de acordo com a topologia do espago-tempo. Em alguns desses sistemas em (1 + 1)
dimensoes, as equagoes diferenciais de segunda ordem podem ser reduzidas & equagoes
de primeira ordem BPS correspondentes de forma que a equacao diferencial obtida rela-
cionando dois campos acoplados forneca a drbita entre os vacuos do sistema. A extensao
da aplicabilidade do método depende, naturalmente, da complexidade do sistema, entre-
tanto, um tratamento apropriado pode conduzir a solugoes topoldgicas exatas, conforme

exposto no capitulo 3.

Defeitos topoldgicos também estao inseridos no contexto da cosmologia e parecem
ser relevantes no tratamento de alguns de seus problemas e na andlise que componha
um modelo descritivo do universo na abordagem dos capitulos 4, 5 e 6. Em uma ou
tra perspectiva, modelos de campos escalares acoplados a gravidade em espacos-tempo
deformados parece ser um cendrio rico para aplicacao de solugoes topolégicas. Recentes
avangos nas teorias de fisica de altas energias tém apresentado estruturas de defeitos como

paredes de dominio e campos escalares de matéria que acoplados & gravidade compoem
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o cendrio da teoria de branas, que em especial representa uma seara onde os métodos
desenvolvidos neste trabalho podem ser aplicados, conforme foi mostrado nos capitulos

7e&.

Os resultados provenientes do tratamento BPS, desenvolvidos até agora e utilizados
na eventual descricao de modelos fisicos pode representar um passo interessante e prético

no entendimento da natureza e que revela, por sua simplicidade, sua beleza.



Apéndice A

Flutuacoes dos campos escalares e

tensoriais

As equagdes (7.5) a (7.8) e (7.59) e (7.60) podem ser obtidas utilizando-se as equagdes de
Einstein para a agao (7.1) e performando uma perturbagao na métrica (7.2) representada
por um campo tensorial perturbativo h,,(x,y). Uma andlise perturbativa com respeito
aos campos escalares ¢ e y também pode ser realizada considerando ¢ — ¢ + egﬁ ex —
X +e€x, onde 5 = 5(:5, y) e X = X(z,y) a fim de representar as respectivas perturbagoes. A
varidvel z representa (z°, ', 2%, 23) e 2! = y identifica a dimenséo extra que no capitulo

7 é denotada por 7, e a variacao da acao em relagao aos campos escalares e a métrica é

relevante até a segunda ordem em € a fim de se obter as equagoes para as flutuagoes.

A variagao da agao (7.1) e as equagoes de Einstein (4.21) correspondentes fornecem

as respectivas equacoes de movimento

§L 8L
[0.0(0)]  66(x)

= —0, (A1)

onde L é a densidade de lagrangiana o tensor de Ricci correspondente a métrica g, é

Ry, = (4A% + A", (A.2)
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Ry = —4A% — 44", (A.3)

com

R, = Ry, = I, — 9,13, + 7, T3, —T3.I2, (A.4)

e os sfmbolos de Christoffel dados por

F,;,u = gkl/ (gv,u;)\ + o — g)\,u;u) ; (A5)

1
2

0 . . . ., , .
em que g\ = 795. Os primos denotam derivadas com respeito a varidvel y. Os indices

a e b da métrica referem-se as suas respectivas componentes: 0, 1,2, 3, 4.

O exame das equacoes que governam as flutuagoes dos campos escalares e dos campos
tensoriais em torno das solugoes clédssicas de campo de fundo provenientes das equacoes de
movimento da agao (7.1) prescreve um gauge e os modos de excitagdo sdo caracteriscos
de um campo escalar sem massa em espagos curvos. A forma do graviton em quatro
dimensoes em tais condicoes é particularmente simples. A anélise pode ser estendida em
relagdo a estabilidade dos modos de excitagao provenientes da equacao de Schridinger

para um problema de mecanica quantica supersimétrica.

Estabelecendo um gauge azial como vinculo, o que se assemelha um pouco a A3 =0
em eletrodindmica:

hys = 0, (A.6)

onde ;4 =0,1,2,3,4. A métrica total pode ser expressa sob a forma
ds? = *AM (N + ) datda” — dy?, (A.7)

de onde se pode obter o tensor de Ricci. As equagoes de flutuagoes a ordem zero fornecem

as equagoes (A.2) e (A.3) enquanto que em primeira ordem pode-se encontrar a partir

de (A.5) e (A4)

577“”62‘414'83, (1" ) (A.8)

1 1
RY = & (583 + 240, + A" + 4A’2) Ry +
_§Dh;w 37 (0u0uhiy — 0,0khwi — 0, 0khyu)
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1
RY = —L (0 +249,) wh, A9

1

1

Ry = 577kl8y (Oxhut — Ophya) - (A.10)
As equacoes de Einstein podem ser expressas na forma das equacoes de Ricci

_ 1 o
Ruv == Tuu = T,ul/ - gguyTa (Al].)

onde o tensor energia-momentum em primeira ordem tem a seguinte forma

_ 2 . [ ~aV(e, _av(¢,
Tftly) = _§e2A |:2¢% + QX%] Um + 2V<¢7 X)hl/«lla (A12)
— ~ 4 |~0V(gp, _oV (o,
R e e (A13)
(&
T,) =2¢/0,0. (A.14)

A anélise perturbativa que resulta na equacao de movimento para as flutuacoes es-
calares ¢ e x pode ser realizada por meio de uma expansao de L até a segunda ordem

em € para as flutuagoes escalares e tensoriais e para o potencial V (¢, x) o que fornece

~ ~ o~ ~0%V _0%*V (g,

1
= SN, (A.15)

para 5 e

%2V (o, ~ 0%V (¢, Lo,
a((;l; X) +a (¢, x) = \'"h,. (A.16)

—2AD~ . 4A/~/ o ~
e X X +X D60 5

Em funcao das equagdes (7.7) e (7.8) a equagao Rf},,) = TS) simplifica para

v

1 1 1
—=0Oh,, + 4 (585 + 2A’ay) Ry — 577“ (8,0, hat — 0,0khuy — 0,0khu{A17)

2
1 A kl 2 A Nav(¢7 X) ~3V(¢, X)
+§7]uy(32 A’ay (7] hkl) + g”r]w/e2 2¢ a¢ —+ 2X 8X

= 0.
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A descricao da gravidade linearizada na forma das equagoes de flutuacao da métrica é
desenvolvida no setor transversal e sem traco, onde a gravidade se desacopla do campo

de matéria. Para isso h,, se transforma como

h,uu - Ew/ = ,uuklhkl, (A18)
onde o projetor é dado por
1
Puykl = 5 (Wukﬂ-ul + 7Tul7ruk) — gﬂ-,uuﬂ-kl (A19)
com
0,0,
Ty = 77“1/ - HD 9 <A2O)

o que reduz as equagoes de flutuacao da métrica para

= —/ _ -
hyy +4A'h,, = e > 0hy,. (A.21)



Apéndice B

D-Branas

Alguns desenvolvimentos vem sendo realizados recentemente para se construir modelos
fisicos realisticos a partir de teorias de unificacao. Elementos da teoria de cordas que
podem conter observaveis dos campos de gauge e escalares, por exemplo, sao as chamadas

D-branas.

Apesar de muitas aplicagoes e formas que esses elementos podem se apresentar, discu-
tiremos algumas de suas propriedades a partir de uma motivagao originalmente diferente,

porém, de interesse ativo que serd brevemente discorrido a seguir.

Enquanto a atividade em teorias de unificagao, especialmente na teoria de supercor-
das estava a todo vapor, um pequeno grupo de tedricos se dedicava a uma questao um
pouco inusitada: se estamos substituindo particulas pontuais 0-dimensionais por cordas
unidimensionais, porque nao usarmos membranas bidimensionais ou em geral objetos
(d — 1)-dimensionais, (d — 1)-branas? Uma vez que as supercordas podem ter D < 10
dimensoes espago-temporais hd uma série de possibilidades para esses objetos estendidos

com dimensoes d < D.

Os progressos em super (d — 1)-branas, no entanto, estavam sendo lentos pela crenca
que a simetria x crucial para as superparticulas Green-Schwars (d = 1) [85] e para as
supercordas (d = 2) [86] ndo poderia ser generalizada para d > 2. Entretanto, uma mu-
danga neste fato ocorreu quando Hughes e colaboradores [87] mostraram que a simetria

k poderia, de fato, ser generalizada e empregada na costrugao de uma 3-brana manifes-
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tando um espaco-tempo supersimétrico D = 6, N = 1 com invaridncia x no volume de

mundo.

Sob um outro ponto de vista, no entanto, algumas branas podem ser vistas como séli-
tons conforme a abordagem de Strominger [88] que mostra que supergravidade D = 10
acoplada a super Yang-Mills, que é o limite da teoria de campos da corda heterética
[89], admite como solugdo uma 5-brana heterética. Esta 5-brana é um séliton genuino
e nao singular em todo o espaco carregando uma carga magnética topoldgica gs. Uma
parte fundamental dessa construcao é a presenca de um instanton Yang-Mills em 4 di-
recoes transversais a Hbrana. Algumas consequéncias desse tratamento proporcionam

uma interpretagao solitonica da conjectura a respeito da dualidade corda<—5brana [90].

B.1 Propriedades basicas

Uma Dp-brana é um objeto estendido com p dimensoes espaciais. Na teoria de cordas
bosoénicas onde o nimero de dimensoes espaciais é 25, uma D25-brana denota um espaco
em que se estende esse objeto. Na presenca de uma D-brana os pontos finais de cordas
abertas devem estar sobre a brana. Este requisito impoe um mimero de condigoes de

contorno de Dirichlet no movimento desses pontos.

Nem todos objetos estendidos em teoria de cordas sao D-branas. Cordas, por exemplo,
sao 1-brana porque tém uma dimensao espacial mas nao sao D1-branas. Branas com
pdimensoes espaciais sao chamadas em geral de p-branas. Uma 0-brana é um tipo de
particula. Somente a linha de mundo de uma particula é unidimensional, o volume de
mundo de uma p-brana ¢é (p+ 1)-dimensional. Destas p+ 1 dimensoes, uma é a dimensao

temporal e as outras p sao dimensoes espaciais.

Na presente introducao d denotard o niimero de dimensoes espaciais na teoria e D o
nimero total de dimensoes espaco-temporais e a abordagem focard o caso mais simples de
branas, as Dp-branas que sao hiperplanos com p dimensoes em um espago d-dimensional.
Como especificar tais hiperplanos? Precisamos de (d — p) condigbes. Em trés dimensoes
espaciais (d = 3), uma 2-brana (p = 2) é um plano especificado por uma condigao

(d—p=3—2=1). Por exemplo, z = 0, especifica o plano (z,y). Similarmente, uma
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corda ao longo do eixo z (p = 1) é especificada por duas condigoes (d —p =3 —1=2):
x=0ey=0. Assim o nimero de condigbes é tanto quanto o nimero de coordenadas

espaciais normais a brana.

Considere um grupo de coordenadas tangenciais ao volume de mundo da brana. Este
grupo inclui a coordenada temporal e p coordenadas espaciais. O segundo grupo inclui
(d — p) coordenadas normais ao volume de mundo da brana

2zt 2P aPt P2t (B.1)
———— N

J/

Vv
Dp coordenadas tangenciais  Dp coordenadas espaciais

A localizagdo da Dp-brana é especificada fixando valores das coordenadas normais &
brana

=T a=p+1,...d. (B.2)

Da mesma forma as coordenadas das cordas X*(7,0) podem ser agrupadas como

X0 Xt .. XP Xxp+t xpt2 x4 (B.3)
N s N S

vV
Dp coordenadas tangenciais  Dp coordenadas espaciais

Uma vez que os pontos finais da corda aberta devem estar sobre a Dp-brana as coorde-

nadas normais a brana devem satisfazer as condigoes de contorno de Dirichlet

XUT,0) |omo= XUT,0) lo=r=T" a=p+1,...,d. (B.4)

Os pontos finais da corda aberta podem se mover livremente ao longo das dire¢oes tangen-
ciais & brana. Em fungao disto as coordenadas da corda tangenciais & D-brana satisfazem

as condicoes de contorno de Neumann

X™(1,0) |o=0= X"™(7,0) |o=a=0,m = 0,1, ..., p. (B.5)

A apropriada separagao de coordenadas tangenciais e normais em (B.3) é também um

agrupamento de coordenadas que satisfazem as condi¢oes de contorno de Neumann (V)
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e Dirichlet (D) respectivamente

X0 xt .. xp xpttoxrt2 x4,
Vv Vv

coordenadas N coordenadas D

Essas sao algumas carcteristicas e propriedades béasicas das Dp-branas.
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