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RESUMO

Este trabalho trata do Calculo Fracionario e suas aplicagoes em pro-
blemas biolégicos. Nas aplicacoes nos concentramos no sistema de Lotka-Volterra
classico e fracionario, para depois analisar o controle biolégico da praga da cana-
de-acicar. Como trabalho futuro, propomos analisar as aplicagoes do sistema de
Lotka-Volterra fracionario em problemas reais do cancer, com saturacao de cresci-

mento tumoral enfocando tratamento quimioterapico.
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SUMMARY

This work is about Fractional Calculus and its applications in biological
problems. In the applications we focus on the classical Lotka-Volterra system and
into the corresponding fractional order version to examine the biological control of
sugar cane’s pest. As future work, we analyze the fractional system in real problems

of cancer, with saturation of tumor growth with a focus on chemotherapy.



Introducao

Estudar modelagem matematica aplicada a Biologia é, segundo (Ye-
argers et al., 1996), entender e explorar a relacao natural existente entre a Biologia
e a Matematica, para ele, tais disciplinas estao inter-relacionadas, de forma que a
biologia traz problemas reais em palavras e a Matematica cria caminhos de inter-
pretacao através de métodos e modelos matematicos, o que possibilita manipulagoes
algébricas e solugoes na linguagem do mundo real.

A interacao entre as ciéncias tem-se mostrado muito promissora. Em
um artigo publicado na revista Plos Biology, o biélogo matematico Joel E. Cohen
afirma que ‘a matematica é o novo microscopio da Biologia, s que melhor; e que a
Biologia sera a nova fisica da matematica, s6 que melhor’, ou seja, além dos modelos
matematicos darem novo poder de resolucao para as andlises bioldgicas, as perguntas
das ciéncias da vida acabam modelando uma nova base para a matemaética, (Cohen,
2004).

Dessa forma, nosso objetivo é estudar métodos de resolver equagoes
diferenciais que busquem entender o processo fisico que se acredita ser inerente a
equacao estudada. Iniciando com modelos simples, pois acreditamos que construir
e compreender modelos simples sao o primeiro e fundamental passo para se estudar
e compreender modelos mais complexos e proximos da realidade. Contudo, a arte
de obter uma equacao diferencial cuja solucao descreva bem a realidade traz consigo
uma enorme dificuldade, nas palavras de Albert Einstein ‘Toda nossa ciéncia, medida
contra a realidade, é primitiva e infantil e ainda assim é a coisa mais preciosa que
temos’. Exemplificando, a dengue é um problema de dificil modelagem pois, nao

tem relacao somente com o ciclo de vida do mosquito transmissor, também estao



2
envolvidas varidveis como politicas governamentais de saneamento e a intensidade
das chuvas. Este tipo de dificuldade é verificada em praticamente todas as areas
do conhecimento como, por exemplo, na economia, mercado de acoes, previsao do
tempo, dentre outros. De maneira geral, quanto mais préximos estamos de descrever
perfeitamente um fenomeno, mais complexas sao as equacoes relativas a ele.

Neste contexto, pode-se introduzir o célculo de ordem nao-inteira, tra-
dicionalmente conhecido como fracionario, que visa refinar a descrigao de fenomenos
naturais. A maneira canonica de utilizar essa poderosa ferramenta é substituir a
derivada de ordem inteira da equacao diferencial ordinaria ou parcial, que descreve
um determinado fenomeno, por uma de ordem nao-inteira. A teoria do Célculo
fraciondrio surgiu em 1695, através de uma indagagao de L’Hopital para seu amigo
Leibniz, sobre a interpretagao de D™ = d" f(x)/dx" se n fosse um nimero fracionério;
de onde obteve uma resposta profética de que este seria um paradoxo com importan-
tes aplicagoes. A partir deste fato, varios matematicos como Euler, Laplace, Abel,
Liouville, Riemann, e outros, se interessaram e deram contribui¢oes na construcao
do formalismo do calculo de ordem arbitraria.

Até o século passado, o calculo fracionario teve enfoque apenas na ma-
temdtica pura, mas a partir de 1970, aproximadamente, com a utilizacao das deriva-
das fracionarias em equacoes diferenciais para refinar a descri¢ao de fenomenos natu-
rais, houve grande avanco em suas aplicagoes. Podemos citar algumas aplicagoes, das
intimeras presentes na literatura, tais como, probabilidade, biomatematica, psicolo-
gia, fungoes especiais, mecanica dos fluidos, fendmenos de transporte e redes elétricas
(de Figueiredo Camargo et al., 2007, 2008; Camargo, 2009; Podlubny, 1999).

Além disso, hoje em dia a derivada fracionaria ja possui, em casos par-
ticulares, interpretacoes fisicas como, por exemplo, Oldhan e Spanier descobriram
que para n = 1/2 existe o significado de difusdo num meio semi-infinito, ji outro
matematico, Alan Méhauté, afirma que algumas propriedades fisicas ligadas a irre-
versibilidade e ao fluxo de energia estao diretamente associadas ao calculo de ordem

nao inteira (de Souza de Jesus, 2007).
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Dessa forma, neste trabalho!, além de estudarmos as origens histéricas
do calculo fracionario, as funcoes especiais, a metodologia das transformadas inte-
grais de Laplace, e suas definigoes, temos como principal objetivo estudar o sistema
de Lotka-Volterra, que além de descrever as interagoes entre uma populacao de presas
e uma populacao de predadores, pode descrever uma série de aplicagoes em biologia,
como por exemplo, os modelos parasita-hospedeiro, crescimento de plantas e as in-
teragoes planta-herbivoro, genética de populacoes e teoria dos jogos evolucionarios,
evolugoes dinamicas de mutualismo, controle bioldégico de pragas, de maneira geral
equagoes ecologicas tanto para o sistema de arvore quanto para sistemas de ciclo
(Camargo, 2009).

Entretanto, este modelo possui algumas restrigoes, do ponto de vista
da modelagem. Pensando especificamente no sistema presa-predador, o sistema apre-
senta as seguintes simplificagoes: 1) a populagao de presas cresce exponencialmente
na auséncia do predador; 2) a populagao de predadores morre de fome na auséncia
da presa (n@o cacando outra espécie); 3) predadores podem comer uma quantidade
ilimitada de presas e 4) ndo hé complexidade ambiental (as duas populagoes vivem
proximas). A fim de amenizar os efeitos destas simplifica¢oes, propomos e resolvemos
a versao fracionaria do sistema de Lotka-Volterra modificado, isto é, substituimos as
derivadas de ordem um presentes no sistema por derivadas fracionarias, no sentido
de Caputo, de ordem « e S com «, 3 < 1, e com isso obtemos uma descricao mais
precisa dos eventos por ele modelados.

Feito isso, analisaremos algumas aplicacoes do sistema de Lotka-
Volterra fracionario linearizado em problemas reais, tais como crescimento
bacteriano, um modelo entre a broca e a vespa na cana-de-acucar, dentre outros,
onde analisamos qual a ordem das derivadas que tornam a descricao do problema
mais precisa. Como trabalho futuro pretende-se estudar o tratamento quimio-

terapico com desenvolvimento das populagoes ¢ logistico.

'Ressalta-se que os exemplos apresentados sdo originais.



Estrutura da dissertagao

Organizamos este documento da seguinte forma:

e No capitulo um, Contexto Historico Do Célculo Fracionario’, fizemos um le-
vantamento histérico sobre o calculo fracionério, apresentamos sua origem, as

contribuicoes de alguns matematicos e as definicoes mais aceitas.

e No capitulo dois, ‘Conceitos Preliminares’, iniciamos apresentando as funcoes
especiais tais como, a fungao gama, entendendo como esta fungao generaliza
o conceito de fatorial para nimeros nao inteiros; a fungao beta, entendendo a
ligacao desta com a fungao gama; a fungao de Mittag-Leffler, que pode ser vista
como a generalizacao fracionaria da funcao exponencial e, por fim, estudamos
a funcao Gel’fand-Shilov, de grande importancia para definigao da integral fra-
cionaria; em seguida, visando as aplicacoes, estudamos a transformada integral

de Laplace, suas defini¢oes e teorema de convolugao.

e No capitulo tres, ‘Integral Fracionaria’, realizamos um estudo sobre a integral

fracionaria de Riemann-Liouville, apresentando suas principais propriedades.

e No capitulo quatro, ‘Derivada Fracionaria’, efetuamos um estudo sobre as de-
rivadas fraciondrias, iniciando com a definicao de Riemann- Liouville, depois
passando para a definicao de Caputo, apresentando suas principais proprieda-

des, leis e transformadas.

e No capitulo cinco, ‘Modelagem’, damos inicio a modelagem matematica, cres-

cimento bacteriano e equacgao logistica.

e No capitulo seis, ‘Sistema de Lotka-Volterra’, apresentamos um estudo sis-
tematico sobre o sistema classico de Lotka-Volterra, para depois fazermos sua
generalizacao fracionaria, que sera ttil em resolugao de problemas advindos de

varias areas da ciéncia.
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e No capitulo sete, ‘Aplicagoes’, apresentamos uma andlise geral do calculo fra-
cionario aplicado no sistema de Lotka-Volterra, e mostramos uma aplicagao no

controle biolégico de pragas.

e Por fim, no capitulo oito, ‘Conclusoes’, encontram-se as consideragoes finais e

sugestoes para trabalhos futuros.



1 CONTEXTO HISTORICO DO CALCULO
FRACIONARIO

Nesta secao mostramos as contribuicoes de alguns matematicos na
construcgao da histéria do célculo fracionario. Convém mencionar que neste momento

vamos apenas apresentar as defini¢oes (Camargo, 2009).

1.1 Contribuicoes

Dando continuidade ao calculo de ordem inteira, ramo da andlise ma-
tematica, estudaremos o chamado ‘calculo fracionario’ que surgiu de um questiona-
mento de L’Hopital [1661 - Guillaume Frangois Antonie L’Hopital - 1704], em 30 de
setembro de 1695, sobre a existéncia de derivadas de ordem nao inteira. Este enviou
uma correspondéncia ao Leibniz [1646 - Gottfried Wilhelm Leibniz - 1716], cria-
dor da notagao do céalculo diferencial, onde questionava o significado da expressao
D"y = d"y/dx™ quando n = 1/2. De forma profética Leibniz introduz o conceito
de céleulo fraciondrio ao responder que D2z = zv/dx : x, onde afirmou ser um
paradoxo que poderia originar bons resultados futuros (Camargo, 2009).

Em 1730, Euler [1707 - Leonhard Paul Euler - 1783], interessado no
calculo fracionario, escreveu que para resolver as derivadas de ordem arbitraria po-
deriam utilizar de interpolac¢oes na derivada (Camargo, 2009).

De forma indireta, Lagrange [1736 - Joseph Louis Lagrange - 1813]
contribuiu para o desenvolvimento do calculo fracionario, mesmo com a nao validade

da lei para qualquer funcao y, com n e m arbitrarios, ao introduzir a lei dos expoentes:
dm dn dm+n
dzm dx”y ~ dgmn

Y.
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Sabe-se que em notagao moderna o ponto ¢ substituido pela justa-
posicao; lembrando que o ponto nao representa multiplicagao, e sim composicao de
derivadas, ou seja, aplica-se a derivada de ordem m na derivada de ordem n da
fun cao.

Ap6s estes feitos, Laplace [1749 - Pierre Simon de Laplace - 1827], em
1812, definiu a derivada fraciondria através de uma integral e Lacroix [1765 - Silvestre
Frangois Lacroix - 1843] publicou, em 1819, um livro de célculo de 700 paginas, onde
dedicou menos de duas paginas na obtencao da féormula para derivada fracionaria
de um polinémio y = x™, tornando-se o primeiro a mencionar derivadas fracionarias

em texto cientifico, expressa por:

n, .m m—n

_ — = = —X

dzm dz" (m —n)!

d™y drx™ m/!

D ;
em que n é um numero natural, m é um nimero inteiro e n < m. Reescrevendo a
funcao acima de forma a obter a derivada de ordem fracionaria, utilizando a funcao

gama 2 e substituindo n = o e m = 3, com « e 3 ntimeros nao inteiros, temos:

n_.m __ F(m+1) m—n __ a, B _ F(B+1) B—a

Com a finalidade de particularizar a equacao acima, utilizou-se valores

de grande recorréncia em calculos futuros, substituimos « = 1/2 e g = 1:

I'(B+1) Lo I'(1+1) L-1/2 I'(2) L1/2
(3 —a+1) S I(1-1/2+1) - I(3/2)"

Substituindo I'(3/2) = ‘/TTT = 0, 886270, temos:
2
Dig = ﬁ 2)
NZS
O estudo das derivadas de ordem fracionédria nao escapou da atencao
de Fourier [1768 - Jean Baptista Joseph Fourier - 1830], que em 1822 generalizou a
derivada arbitraria, com u positivo ou negativo, da forma:
du
dzv

fo) =5 | Z flayda [ Z P cos [plx — ) + 2] dp. 3)

2A definicdo da funcao gama pode ser vista no capitulo 2.
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Apesar de existirem varios matematicos contribuindo para a cons-

trugao de uma teoria sélida do calculo fracionario, tem-se que todos se dedicaram ex-
clusivamente ao estudo do calculo fracionario e nao em suas aplicagoes. Desta forma,
Abel [1802 - Niels Henrik Abel - 1829], em 1823, apresentou a primeira aplica¢ao do
calculo fracionario. Ele fez um estudo sobre o problema da tautdocrona ou isécrona,
em que buscava determinar a curva tal que o tempo de descida de um corpo aban-
donado sobre ela e sujeito a acao da gravidade seja o mesmo independentemente do

ponto onde este seja abandonado, (Camargo, 2009). A modelagem feita foi:

T = /Ox(x —t)7V2f(t)dt, (4)

em que 7 é o tempo de descida.

Liouville [1809 - Joseph Liouville - 1882], apés compreender os estu-
dos de Fourier e Abel, procurou dar uma definicao generalizada para as derivadas
fraciondrias, de forma que v pode ser real ou complexo, natural ou fracionario e u
arbitrario. A equacao seguinte ficou conhecida como primeira férmula de Liouville

para a derivada fracionaria:

00
Dt — aueaz’ se f(l') — E cnea"m, faz-se:

n=0

D' f(z) = Z Cpane®®. (5)

n=0
Entretanto, esta definicao se restringe a algumas fungoes. Liouville

encontrou uma segunda definicao, que apesar de ser mais ampla a classe de fungoes

a

que abrange, ainda exclui algumas funcoes do tipo 7 com a > 0. A segunda

formula apresentada por Liouville tem integral para z > 0 e a > 0:

VTt — <_1)V - uaJrzxflef:ru u = (_1)Vr(a + V) x*(CH’l/)
=y ) T -0

Como a derivada de uma constante calculada pelo método de Lacroix
pode nao ser nula, necessitou de um estudo mais detalhado para que o formalismo

do calculo fracionario nao fosse inconsistente. Com isso, surgiram questionamentos:
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‘qual é a interpretagao geométrica da derivada fracionéria?’, sabendo que a defini¢ao
classica da derivada mede a taxa de variacao da funcao e que no caso da derivada
de uma constante esta pode nao se aplicar. William Center investigou o valor da

derivada de uma constante, resolvendo através do método de Lacroix e do método

0

de Liouville. Center utilizou z” com o intuito de representar as fungoes constantes.

Segundo Lacroix substituindo o« = 1/2 e = 0, temos:

PB+1) 5., 12,0 _ I'(0+1) 0-1/2) I'(1) ~1/2
G-arn’ P =to-i2+1)" r1/2)"
2—1/2

1
rae) v

Utilizando a defini¢ao de Liouville substituiu a = 1/2 e § = 0 e depois

D

aplicou o limite de a — 07, concluindo que lim,_,o+ I'(a) = oco:

(=1)Y2T(a +1/2)

D20 — 2@/ — i DY2,0 —
F(Cl) a—07t
— tim (—1)Y2T(a + 1/2)x_(“+1/2) _0
a—0+ ['(a)

Assim, Center verificou que os resultados através dos dois métodos

sao diferentes, nao concluindo qual era a solugao correta, onde afirmou que quando

d*z®
dx®

resolverem a questao do terao a resolugao do dilema (Camargo, 2009).

Numa abordagem histérica podemos perceber que apesar das pesqui-
sas apresentadas acima, houve pouca publicacao entre 1900 e 1970. A repercussao
do célculo fracionario teve inicio nas conferéncias. A primeira internacional, por
iniciativa da University of New Haven em 1974, Estados Unidos da América, pa-
trocinado pela Fundacao Nacional de Ciéncia, divulgando a teoria mundialmente,
desencadeando varios trabalhos. A segunda internacional foi organizada pela Uni-
versity of Stratchclyde, Glasgow, na Escécia em 1984, em que o questionamento da
possivel interpretacao geométrica da derivada fracionaria chamou atencao de muitos
pesquisadores. A terceira conferéncia internacional foi realizada na Universidade de

Nihon, em Téquio, Japao em 1989, em que foi proposto este problema: O que € a di-

mensao fraciondaria do metro de Toquio Com isto o interesse pelo célculo fracionario
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foi evoluindo e intimeras conferéncias que abordam como tema principal o calculo de
ordem nao inteira foram realizadas em diversos paises (Camargo & Capelas-Oliveira,
2014).

Inclusive no ano de 2013 ocorreu, na UNESP de Bauru, o primeiro
simpdsio brasileiro do Calculo fracionario organizado por Rubens de Figueiredo Ca-

margo em homenagem ao Professor Edmundo Capelas de Oliveira.

1.2 Contribuicoes de Riemann e Liouville

Em 1892, apds a morte de Riemann [1826 - Georg Friedrich Bernard
Riemann - 1866], foram encontrados manuscritos que foram publicados em Gesam-
melte Werke, que apresentava seu interesse pelo cdlculo fracionario desde a gra-
duacao, onde sugeriu uma generalizacao para a série de Taylor e para as derivadas
de ordem arbitréaria (Oliveira, 2010; Podlubny, 1999; Camargo, 2009).

T () = —— /x(:c — )@ () dt + ().
L) Je

Ele escolheu o simbolo J¥ para representar as integrais fracionarias e
o simbolo DV para as derivadas fracionarias. Ao introduzir a funcao ¥ para contro-
lar a ambiguidade no limite inferior da integral, Riemann tornou a definicao muito
complexa. Laurent, em 1878, baseando-se na integral de Cauchy encontrou uma
definicao para a integral fracionaria, que coincide com a proposta de Abel, no caso

em que v = % e com a versao de Riemann sem a funcao complementar:

TV f () = ﬁ / "GV fWdt Re(w) > 0.

com c e z sendo os limites de integracao e v a ordem da integracao.

J& na definicao de Liouville o limite inferior é ¢ = —o0
1 x
) = /_ @=0"f@d, Re(w) > 0.

Das equacoes acima, a versao mais utilizada atualmente é aquela em

que o limite inferior, ¢, é zero. Neste trabalho, sera chamada de integral fracionaria



de Riemann-Liouville:

oy f(x)

1
['(v)

/ (@ — (),

11



2 CONCEITOS PRELIMINARES

O desenvolvimento do calculo fracionario depende de um profundo co-
nhecimento das fungoes inerentes a ele. Dentre as principais relacionadas, estudare-
mos a funcao gama, entendendo como esta funcao generaliza o conceito de fatorial
para nimeros nao inteiros; a funcao de Gel’fand-Shilov, de grande importancia para
entender, em detalhes, definicao da integral fracionaria e, vamos utilizar estes conhe-
cimentos para introduzir a funcao de Mittag-Leffler. Esta fungao pode ser vista como
a generalizacao fraciondria da fungao exponencial e tem, no estudo das equacoes di-
ferenciais fracionarias, a mesma importancia que a funcao exponencial tem para o
estudo das equacoes diferenciais cldssicas. Por fim, faremos uma breve apresentacao
da transformada de Laplace, pois é de extrema importancia para o desenvolvimento
do célculo fraciondrio e de algumas das definigdes das fungdes especiais (Debnath,
2003),(de Figueiredo Camargo, 2005), (de Figueiredo Camargo et al., 2007), (de Fi-
gueiredo Camargo et al., 2008), (de Figueiredo Camargo et al., 2009b), (de Figuei-
redo Camargo et al., 2009¢), (de Figueiredo Camargo et al., 2009a), (Camargo, 2009),
(Podlubny, 1999), (Soubhia et al., 2010), Capelas-Oliveira & Mariorino (2003).

2.1 Funcgoes especiais
2.1.1 Funcao gama

A funcao especial gama, também conhecida como funcao de Euler de
segunda espécie, foi desenvolvida ao estudarem uma forma de generalizar a funcao
fatorial (Capelas-Oliveira, 2006).

A funcao gama pode ser apresentada através de varias formas: por
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limite como fez Gauss; produto infinito como Weierstrass ou por integral improépria
como Euler (Capelas-Oliveira, 2006).

Neste trabalho optamos por utilizar a definicao por integral imprépria

para o nimero complexo z = x + iy, com Re(z) > 0, da seguinte forma (Capelas-

Oliveira, 2006):

I'(z) = /000 e~ 't*dt. (8)

Substituindo z por z + 1 encontramos sua principal propriedade:
I'(z+1) ==2I(2). 9)

Justificativa da equacao (9):
De fato
I'(z+1) = / e 't7dt.
0
Fazendo a integracao por partes: dv = e 'dt - v = —e ‘' +ceu =

t* — du = zt*~'dt, obtemos:
L(z+1)=—e " + z/ e~ t*dt.
0

O primeiro termo da tltima equagao é zero e a integral é I'(z), onde

chegamos na seguinte expressao:
I'(z+1) ==2I(2).

E, para mostrarmos que esta propriedade é uma generalizacao do fa-

torial, substituiremos I'(1) = [~ e~'dt = —e~*|&® = 1. Disso segue que:

T(n+1) = nl(n)=n(n—1)I(n—1)
= nn—1)n—2TMn—2)=..=
= nn—1)(n-2)(n—(n—1)I(n—(n—1))
= n(n—1)(n—2)...(10(1) = nIl(1)

= nl
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Dessa forma, fica evidente que a fungao gama é uma generalizacao do

fatorial, para niimeros nao inteiros.

Note que a funcao gama é uma funcao definida para z complexo com

Re(z) > 0. Logo, existe para numeros fraciondrios no argumento, por exemplo:

'1/2) = / e/ dt = / e 't712dt, substituindo t = 22 e dt = 2zdx
0 0
= -1, —a? ~ -1, —a? OO —xz?
= r e T 2xdr = 2 r e T xdr =2 e "dx
0 0 0
= 2/ e_x2dx,
0

ou seja,
1 1 o
-I' = :/ e dx.
2 \2 0

Seja I = [° eV dy = I e~ dz, temos que:

12:/ e_dey/ e_IQda::/ / e Ve " dxdy—/ / ~W ) g dy.
0 0 o Jo

Introduzindo as coordenadas polares, y = rsen (6) — y? = r?sen (6)

ex=rcos(d) — z*=r?cos?(#), temos que 2% + y* = r? e o Jacobiano é:

9z 9y cos(6 sen (6
% 5 —rsen (6) rcos(f)

Assim, segue-se:

0o oo s 4 w/2  poo )
/ / e W) dady = / / re” ") drdo.
o Jo 0 0

Substituindo u = r? com du = 2rdr, temos:

/2 1

w/2 oo 1 w/2 1 1 =
/ / e Wdydy = / (—e~)|dg = / Sdo = 567 = T
o Jo 2 . L2 ; 2 1

Contudo,

ﬁ
2

P==-—>51= =

Y

IR
NS

portanto,

I(1/2) = V.



15

Tabela 1. Tabela para valores reais da fungao gama obtida por integracao numérica

x ['(x) x ['(x) x [(x) x ['(x)

0.1 ] 9.513508 | 1.3 | 0.8974707 || 2.5 | 1.329340 || 3.7 | 4.170651
0.2 | 4.590844 | 1.4 | 0.8872640 || 2.6 | 1.429624 | 3.8 | 4.694175
0.3 | 2.991569 | 1.5 | 0.886270 || 2.7 | 1.544685 || 3.9 | 5.299331
0.4 | 2.218160 | 1.6 | 0.8935152 || 2.8 | 1.676491 | 4.0 | 6.000000
0.5 | 1.772454 | 1.7 | 0.9086385 || 2.9 | 1.827356 | 4.1 | 6.812623
0.6 | 1.489192 | 1.8 | 0.9313840 || 3.0 | 2.000000 || 4.2 | 7.756690
0.7 | 1.298055 || 1.9 | 0.9617661 | 3.1 | 2.197620 || 4.3 | 8.855343
0.8 | 1.164230 || 2.0 | 1.000000 | 3.2 | 2.423966 | 4.4 | 10.13610
0.9 | 1.068629 | 2.1 | 1.046486 | 3.3 | 2.683437 | 4.5 | 11.63173
1.0 | 1.000000 | 2.2 | 1.101803 | 3.4 | 2.981207 || 4.6 | 13.38128
1.1 1 0.9513508 | 2.3 | 1.166712 | 3.5 | 3.323351 || 4.7 | 15.43141
1.2 1 0.9181688 | 2.4 | 1.242170 || 3.6 | 3.717023 || 4.8 | 17.83787
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Deste segue que ['(3/2) = 1T(1/2) = ¥, T'(5/2) = 31(3/2) = ¥ ¢
assim por diante. Na tabela 1 encontramos, para valores reais, o respectivo valor da
funcao gama.

Sabemos que a fungao gama é definida no plano complexo com a parte
real positiva, agora ampliaremos seu dominio para todo o plano complexo, com uma
continuagao analitica, exceto nos pontos singulares que mostraremos a seguir.

Relembrando, podemos reescrever a exponencial através do desenvol-

o
t t
. s —t — o TL_ — . _ n . ~
vimento de Mclaurin: e~* = E (—1) . nh_{glo(l n) , com isto a equagao (8) se

n

n=0
equivale a:

['(z) = / e ' dt = / lim (1 — —) #71dt = lim (1 _ _) ol gy

Primeiro faremos a substituicao u = %, em seguida, considerando que

f e g sao diferenciaveis, faremos uso da integracao por partes, n vezes:

['(z) = lim (1 - )"t*"'dt = lim nz/ (1 —u)"u* 'du =
n—oo fq n n—00 0
n [
= lim nz—/ (1 —u) ™ Vurdu =
n—oo 2 Jo
-1 1
= lim nzm/ (1 —u)" DDy =
—1 2) (!
n—oo  z(z+1)(z+2) Jy

—1 2)...1
e [ Ua)

1
1 — )Py =Dy,
n—00 z(z—l—l)(z+2)...(z—|—n—1)/0 ( )

E, como fol(l — )Py Al gy = lern’ concluimos que:

) n!
Conseo 2(z—1)(2 +2)...(2 +n)

(11)
Assim, a equagao (11) é uma continuacgao analitica da definigao (8),

exceto nos pontos z = 0, —1, —2, —3, ..., —n que, claramente, possui polos simples®.

3Definicdo: suponha ) um subconjunto aberto do plano complexo C, a é um elemento de Q e
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2.1.2 Grafico da funcao gama

Apresenta-se nesta se¢ao o grafico da fun¢ao gama, ver figura (1).

10} 1

5 ° |

= [ ]

% Of u ]

O [ 7 (‘\ ]

-10- : S
-4 -2 0 2 4

Figura 1 - Gréfico da fungao gama, D(f) =R — {0, —1,—2,...}

A fungao Gama estd definida para todo z complexo tal que z #

0,—1,—2,...,. Analogamente a funcao ﬁ se anula nos pontos 0, —1,—2, ..., con-

forme mostra a figura a seguir (2).

f:9Q —a— C éuma funcao holomorfa. Se existir uma func¢ao holomorfa g : 2 — C' e um inteiro

nao negativo n tal que f(z) = (ngz))n para todo z em {2 — a, entao a é denominado um polo de f.

O menor numero n satisfazendo a condigao acima é chamada ordem do polo. Um polo de ordem 1

é chamado polo simples, (Rodrigues-Jr & de Oliveira, 2006).
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4F
3
~ 2
(T\Ef i
11
&
o ol /\
— :
~1 \/
_2;\ I Il Il Il

1
I'(z)

Figura 2 - Grafico da funcao

2.1.3 Funcgao beta

Euler definiu a fung¢ao beta, B(p,q), também conhecida como fungao
de Euler de primeira espécie, com Re(p) > 0 e Re(q) > 0, a partir da integral definida

(Capelas-Oliveira, 2006),(Camargo, 2009):
1
B(a,b) = / t@=D(1 — )@=, (12)
0

Em algumas resolucoes utiliza-se esta definicao através de outra

relacao, obtida através da substituicao t = sen 26, dt = 2sen 6 cos 0d0.

B(a,b) = /2 (sen 0)@=D(1 — sen 20)®"Y2sen 6 cos Adb,
0
utilizando sen?d + cos? 0 = 1
_ /2 ( sen 9)2(a71)+1(cos 9)2(b71)+1d9,
0
— B(a,b) = 2 / " (sen 0)2(cos )2 1. (13)
0
Euler, brilhantemente, construiu uma relagao entre a funcao beta e a

funcao gama através da seguinte expressao:

[(a)L(b)

I'(a+b) (14)

B(a,b) =
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Justificativa da equacao 14:

Iniciaremos representando a funcao beta através da definicao gama.

['(a)T(b) = ( /0 h e‘tta_ldt> ( /0 N e_”mb_ldm> , Re(a), Re(b) > 0

Fazendo a substituicao t = u? e x = v?, dt = 2udu, dr = 2vdv temos:

= (a)'(b) = (/ e 2D 2udu> (/ e_”sz(b_l)dev) =
0
— (/ / +1ef’v U2(b1)+1d’U,d’0) —
_ </ / u?, 20—1,—v?, 2b— 1)dudv>.

introduzindo as coordenadas polares, y = rsen (6) — y* = r?sen?(6)

ex =rcos(f) — 2= r?cos?(f) temos que z* + y*> = r? e que o Jacobiano é r.

w/2 poo
(@)'(b) = 4 (/ / (r cos 0)**(rsen H)Zb_le_TQr‘drcw)
0 0
w/2  poo ,
4/ / 721 (cos 9)(2a’1)r2l”1(sen 0)* e " rdrdf
0
w/2

= 4/ (cos 0)29 Y (sen §)?~ ldH/ =72 p2Aatt) =1 gy
0

Assim,

utilizando a equagao (13), temos:

e trocando t = r? obtemos:

['(a)['(b) = 2 (/OOO e~tlatt) 1dt> B(a,b).

Logo, podemos escrever

I'(a)T'(b) = B(a,b)T(a+b), (15)

e isolando B(a,b) chega-se na equacao (14).
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2.1.4 Funcao de Mittag-Lefller classica

Mittag-Leffler*, em 1902, propos a seguinte generalizacao para a funcao

exponencial®, (Moschen, 2006):

=y —— N ak — Re(a) > 0. (16)

k=0
Esta funcao é hoje conhecida como fungao de Mittag-Leffler que, como
vamos ver, é uma das fungoes especiais mais importantes para o Calculo Fracionario,
desempenhando para este um papel similar ao da fungao exponencial para o calculo
usual (Moschen, 2006).
Claramente, se substituirmos « por 1, na equagao (16), recuperamos a
funcao exponencial, isto é,

Zr ZZ—: . (17)

k=0
2.1.5 Funcao de Mittag-Leffler de dois parametros

Agarwal, ha mais de cinquenta anos, generalizou a fungao de Mittag-
Leffler utilizando dois parametros, que em geral é real ou complexo. Esta fi-
cou conhecida por fun¢ao de Mittag-Leffler de dois parametros, «a e 3, (Oliveira,
2010),(Capelas-Oliveira, 2006),(Camargo, 2009):

k

Eop(z) = kz:; Tk T 0) Re(a) > 0, Re(f8) > 0. (18)

Ao substituir 8 por 1 voltamos a funcao de Mittag-LefHer de um
parametro E, 1(z) = E.(2).
A generalizacao original de Agarwal é dada por FE,g(z) =

B—1
00 Zn+ —

Z T3 1 an) entretando usa-se a definigao (18).

4 Atribui-se a néo existéncia do prémio Nobel de Matemética a uma desavenca amorosa entre

Nobel e Mittag-Leffler, (de Araijo Corréa, 1999).
5Esta é uma funcao complexa, dependendo de um pardmetro também complexo. Caso a funcao

seja real, utilizaremos E,(x) ou E,(t) no lugar de E,(z).
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Da equagao (18), segue-se:

Ey1(z) = Z ﬁ = Z Z—' = ¢, (19)

k=0 k=0
> 2k > 2k 1 — 2" e?—1
FE; 2(2’) = = Z = - = ) (20)
;F(kJFZ) k=0 (k+1)' o k=0 (k+1)' &
> 2k N 1 o= 22 ee—1—z
13(2) Zr(k+3) (k+2) 22 2 (k+2)! = %

k=0
e em geral (Podlubny, 1999):

1 . 2k

De fato a funcao de Mittag-Leffler é uma generalizacao da funcao ex-

ponencial, dessa forma podemos generalizar as funcoes seno e cosseno:

Ey(—2%) = Z —é—l)"z | Z (ZDrem = cos z (23)

—~Il(2n+1) <= (2n)
N o) e
2Fy9(—27) = znzzom = nZ:O sl sen z (24)

Uma importante relacao entre as funcoes de Mittag-Leffler de um e

dois parametros é dada por:

2Eqa11(x) = Ey(z) — 1 (25)
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De fato,

k
x
tBaan(r) = xz T(ak +a+1)

B ;F 1) +1)

T N z? N
a+ 1) TQRa+1) TI'(Ba+1)

T N z? N
Ma+1) T'2a+1) TI'Ba+1)

x? x3

F(a +1) * ['2a+1) i I'Ba+1) *
N S S S
B Lla+1) T(2a+1) TI'Ba+1)

LL'O i I’Z IB

I'(0a+1) - I'(a+1) N I'2a+1) * I'Ba+1) *

00
l’k

prd ['(ak +1)
= E,(z)—1.

= —1+

= —1+

2.1.6 Comportamento grafico da Fungcao de Mittag-Lefller

Posto que, a funcao de Mittag-Leffler é tao importante para o calculo
fracionario quanto a funcao exponencial é para o cédlculo usual, é necessario com-
preender que a funcao de Mittag-Lefller generaliza a funcao exponencial e por isso,
em alguns casos, a equacao diferencial de ordem nao inteira pode descrever melhor
fenomenos naturais do que a de ordem inteira.

E para ilustrar, esta secao apresenta alguns gréaficos da funcao de

6

Mittag-Leffler classica®.
9.0.

Estes graficos foram feitos com o programa Mathematica

d*Eq(z%) _

6Como vamos ver na equacio (53) a funcio E,(t%) goza da importante propriedade o

E.(z%)
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4r
2f — Ex)
8 — Exx)
uf — By
— E¥)
Es(x)
— Es(X)

Figura 3 - Gréafico da funcao de Mittag-Lefler de um parametro, com valores de

a > 0.
0.08f‘
0.06+
I — Epx)
% 0.04} — E1p(X)
I — Ezux)
0.02; 1 — Egno®
. — E(X)
0.00t ‘

80  -60 -4 -2 0
X

Figura 4 - Grafico da funcao de Mittag-Leffler de um parametro, com 0 < o < 1.
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200!
150} — E1/4(X1/ 4)
) — Eyp(xt?
i 12(X7)
[ — Egux¥)
50: — Ego(x¥0)

Figura 5 - Grafico de E,(z%), com 0 < o < 1. Neste pode-se perceber que quando

a — 1 recuperamos a fungao exponencial.

120
100}

80!

— Egu(x®")

% el . 32

i % E3(x7)

ol — Eqy(x)
— Ex9)

20

Figura 6 - Gréfico de E,(z%), com 1 < a < 2.



25

— Eyy(-x¥h)
o
b — Epp(-x"9)
L 12
| — Egu(-x¥%)
— Ego(-x¥10)

Figura 7 - Gréfico de E,(—z%), com 0 < a < 1.

Eq(—x%)

Figura 8 - Gréfico de E,(—z%), com 1 < a < 2.

Nos graficos sao observados diferentes valores da fungao ao variar a.

A medida que « se aproxima de 1, nos aproximamos da funcao exponencial. Para
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valores de a@ < 4, a funcgao torna-se praticamente reta, ou seja, a inclinagao da reta
diminui. Nota-se também que a funcao tem comportamento semelhante quando ha
variagao entre 0 < a < 1. No grafico de E,(—z%) quando 1 < « < 2 percebe-se
que a funcao ao se aproximar de v = 2 torna-se cada vez mais semelhante a funcao

cosseno.

2.1.7 Funcao de Gel’fand-Shilov

Em 1964, os mateméticos Gel'fand [1913- Israel Moiseevich Gelfand -
2009] e Shilov [1917 - Georgi Evgenevich Shilov - 1975] escreveram um livro intitulado
Generalized Functions, Gel’fand & Shilov (1964), em que apresentaram a definigao
de uma funcao. Atualmente, esta ficou conhecida como funcao de Gel’fand-Shilov,
em homenagem aos autores (Mainardi, 2010).

A funcao de Gel’fand-Shilov é definida para n € IN e para v ¢ 7,

tnfl tllfl
—— set>0; — set>0;

D,(t) =4 (n—1) e @,(t)=< I'v)
0 set <O. 0 set <O.

2.2 Transformada de Laplace

Seja f(t) uma funcdo definida no intervalo 0 < t < oo. Definimos
a transformada de Laplace de f(t), denotada por F(s) ou por £[f(t)], a partir da
integral”:

F(s) = S[f(t)] = / ettt (26)

0

na qual s, chamado pardametro da transformada, é tal que Re(s) > 0 (Camargo,

2009).

"Como a Transformada de Laplace esta definida para ¢ < 0 ndo é injetora.
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2.2.1 Linearidade

A transformada de Laplace é uma operacao linear, isto é, para quais-
quer funcao ¢(t) e h(t) cujas transformadas de Laplace existem, e quaisquer cons-

tantes a e b, tem-se:
Llag(t) + bh(t)] = aLlg(t)] + bL[A(t)].

A transformada de Laplace é linear por ser definida através de integrais

que sdo operadores lineares (Laus, 2005).

2.2.2 Convolugao

Sejam h(t) e g(t) duas fungdes cujas Tranformadas de Laplace existem
e sao dadas por H(s) e G(s), respectivamente, no intervalo [0,00). Definimos a

convolugao de h(t) e g(t), denotada por (h x ¢)(t) como sendo:

B(t) * g(t) = (b * g)(t) = / Wt — 7)g(r)dr = / gt —Tdr (27)

e, esta satisfaz a propriedade comutativa:

h(t) x g(t) = /0 h(t —7)g(T)dT = /0 g(t — 7)h(T)dT = g(t) * h(t).

A transformada de Laplace da convolugao de duas fungoes no tempo é

o produto das transformada de Laplace das duas fungoes, ou seja, se £[g(t)] = G(s)
e L[h(t)] = H(s) entao:

Llg(t) = h(t)] = G(s)H(s). (28)

se g(t) = 0 parat < 0 e h(t) = 0 para t < 0 (Laus, 2005; Camargo, 2009).

2.2.3 Transformada de Laplace Inversa

Como dito na introducao, apds utilizarmos a metodologia da transfor-
mada de Laplace em um problema descrito por uma equacao diferencial e condigoes
iniciais, precisamos recuperar a sua solucao original, e para isso utilizamos a trans-

formada de Laplace inversa apresentada a seguir:
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Definigao®: Seja F(s) = £[f(t)] a transformada de Laplace da fungao f(¢). Entao
£71F(s)] é a transformada de Laplace inversa. Assim £7'[F(s)] = f(t) é dada por
(Camargo, 2009; Laus, 2005):

1 y—1-00
—/ F(s)e''ds set > 0;
ft)y=q 2T Joyico (29)

0 se t < 0.
A integracao deve ser feita na reta s = v no plano complexo. Deve se
escolher 7, de forma que as singularidades estejam a sua esquerda, ou seja, Re(s) > 7.
A integracao ¢ feita mediante o contorno de Bromwich, como é mostrado na figura®
(9), quando o integrando nao tem pontos de ramificagao'® e através do contorno de

Bromwich modificado, como ¢ mostrado na figura!! (10), caso contrdrio (Camargo,

2009).

ﬂlms
J B
_\‘? v+ 1T
!f’ I
» /
K e
0 Res
[}
v —=1T
; _/1

Figura 9 - Contorno de Bromwich.

8De fato, o que apresentamos aqui é o resultado de um teorema, de Figueiredo Camargo (2005).
9Figura retirada de Capelas-Oliveira (2006).
100s ponto de ramificagao de fungdes com mais de um ramo sdo ponto singulares, (Rodrigues-Jr

& de Oliveira, 2006).
HFigura retirada de Capelas-Oliveira (2006).
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Figura 10 - Contorno de Bromwich modificado.

Convolucgao: Aplicando a transformada de Laplace inversa na
equagao (28) temos:

CEVF-Gl = fxg.

2.2.4 Transformadas de Laplace

Nesta secao apresentaremos as transformadas de Laplace e a respectiva

inversa de algumas funcoes:

Lt = % — £ %} =t (30)
Lle”] = . i - = gt _S i a] =", (31)
E[t,u,—leat] _ e _(Ucz)u -1 (SF_(MG)W} _ pu-l at (32)
Llcos(at)] = 2 j_ 5= gt -52 j_ aQ] = cos(at), (33)
Llsen (at)] = = i i gt = i aZ] = sen (at). (34)
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2.2.5 Transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leftler

Para obtermos a transformada de Laplace da funcao de Mittag-Leffler,

primeiro lembraremos da equagao (30). Assim,

00 oo T 1
S[tkeat] — / e—sttkeatdt _ / e(a—s)ttkdt _ (n +k ) )
0 0 (@ —s)*+!

Utilizando o mesmo procedimento vamos calcular a transformada de

Laplace da funcio t°~1E, g(Fat®):

LB, g(at™)] = / e_Sttﬁ_lEaﬂ(ata)dt
0

a > —styB—1+ak
Z ['(ak + 5) /0 ‘

k=0

B i F<aZk+ 5) (F(fﬂmk)>

o.9] o
S e
- gh+ak B gak”
k=0 k=0

A soma dos infinitos termos de uma progressao geométrica com razao

q,talque—1<q<1éSOO:1“qu,logo

S Bualat™)] = 51 =

E, temos que sua transformada inversa pode ser escrita, com Re(s) > 0
e Re(B) > 0, como:
5P 1
ot [ | - Bt
S*Fa

2.2.6 Transformada de Laplace da fungao de Gel’fand-Shilov

A transformada de Laplace da fungao de Gel’fand-Shilov é:

[e's) (v—1)
g, (1) = /0 e—sttr(y) dt.



Seja st = u, entao du = sdt,

B0 = ), 0TS

v

1 0

= /e“u(”l)du: F(V>.
[(v)s”

o0

Logo, podemos escrever

LB, ()] = s (35)

3 INTEGRAL FRACIONARIA

Na secao anterior introduzimos as funcoes especiais como a funcao
de Mittag Leffler e Gel’fand Shilov, que serao importantes no desenvolvimento do
calculo fracionario.

Neste capitulo apresentaremos a teoria do calculo fracionario para in-
tegrais. Iniciaremos com a definicao da integral fracionaria de Riemann-Liouville,

que como vamos ver, ¢ a generalizagao do operador integral usual.

3.1 Definicao da integral fracionaria

Inicialmente, vamos utilizar a notacao J para o operador integral para
definir JOf(t) = f(t). Dessa forma, paran € N e f(¢) : R — IR fungao integréavel,

definimos:
110 = [ (e

Assim

J2() = JITF)] = /Ot /Otl F(ta)dtadts,

20 =150 = [ [ [ reatsdsn
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Dessa forma podemos definir a integral de ordem n como
t ptr pto tha  [tn_1
JUF(t) z/ / / / / Fltn)dtydtn 1 - dtsdtsdt,.  (36)
0o Jo Jo 0 0

Lema: Se G(z,t) é uma fungao continua em [c, b] X [¢, b] com ¢ < x < b, entao temos

/dm/ G(xl,t)dt:/ dt/ G(xq,t)dzy,
c c c t

em particular para G(z1,t) = f(t), temos:

/j / f(t)dxldt:/cx /txf(t)dtdxl.

A demonstracao deste lema pode ser encontrada em Stewart (2009).

que:

Teorema: Através da convolucao'? de Laplace, uma funcao integrdvel f(¢) pode ser

reescrita como:

t—r7)nt

7S = 00 10 = [ (e -y = [ Do )

Demonstracao do teorema:
Por indugao em v.

Para v = 1 temos que

110 = [ ir1ar = [ S0 s = w0« 0,

Agora basta mostrar que se JYf(t) = ®,(t) * f(t) entao J'T1f(t) =
Dy 11(2) * f(1).

Por hipdtese de inducao temos:

T () = T F()] = [0, () * (1) = / B, (u)  f(u)du,

() = /Ot /Ou %f(r)drdu.

12Ver secao 2.2.
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De fato, pelo lema (3.1), podemos mudar a ordem de integracao, da

() = /Ot {/t %f(r)du dr.

e, calculando a integral entre colchetes, temos:

rogte = [P )0 = ) )

forma:

que era o desejado.
Tendo em vista este resultado, podemos agora utilizar a generalizacao

da funcao fatorial pela funcao gama para generalizar a ordem da integral.

Definicao da integral de ordem arbitraria de Riemann-Liouville:
Seja f(t) uma fungao integravel. Definimos a integral de ordem v de
f(t), denotada por J¥ f(t), por
710 =50 = [ (39

0
Tomamos o limite inferior sendo 0, mas existem as chamadas fungoes
da classe de Liouville, onde o limite inferior é —oo, e as chamadas fungoes da classe
de Riemann'?, onde limite inferior é uma constante c.

3.1.1 Transformada de Laplace na integral fracionaria

Aplicando a transformada de Laplace na integral de ordem arbitraria

de Riemann-Liouville através da convolucdo, teremos pela equagao (35):
L7 f)] = L[2u(8)] = L[f (1)),
= s_”/ e S f(t)dt.
0

e, através da defini¢ao (26), temos:

LlJVf(t)] = s "F(s),v > 0. (39)

BDestacamos que ndo hé na literatura unanimidade com relacdo a estas nomenclaturas.
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E, com a defini¢ao de integral de ordem fracionaria pode-se reescrever

as equagoes (30 - 34), com v, u > 0:

v F(M + 1) -1
P P
s¥(s —a)
S[Jutu—leat] — F(,u) — 2—1
s¥(s — a)H
v _ 1 —1
L£[J" cos(at)] = 52+ ) = £
v a -1
Q[J sen (at)] = m = £

3.1.2 Exemplos de Integral fracionaria

1. Jvt#

e+ .,
_S(#+1+V)} = Jt,
[ 1

:| — Jyeat’
[5(s —a)

F(/L) :| — Jl/t,u—leat,

s¥(s — a)*

1 14
ﬁ] = J” cos(at),
S ay) = senlat)

(42)

(43)

(44)

Neste primeiro exemplo calcularemos a integral de ordem arbitraria, v € IR,

da fungao t*, com p > —1, utilizando a definicao de integral fracionaria por

meio de convolucao.

T = Dy (t) * 1

= th*xd,(t)

t
= / O, (t — 7)rHdr
0

e

dr

i [ L)



Sendo u = 7, du = % temos:

JUtH

portanto,

35

L D
w7 [ =y
v — w)Y Dytda

f ) (0

ghtv

F(V)B(u +1,v)
Y T+ 1) (v)

Fw)T(p+v+1)’

T (4 1)

JM = ————=
Flp+v+1)

(45)

Pode-se perceber que a solugao da integral fracionéria tem como caso particular

o resultado da integracgao de

J'K

ordem inteira.

Se na funcao t*. do exercicio anterior, substituirmos u = 0, ou seja, t* = K
) bl ) ) )

com v > 0, teremos que a integral de uma constante é:

J'K =

KtOHI1(0 4 1)

KtY

rO+v+1)

3. Joth:

Jth —

tAHIT(1+ 1)

I'(v+1)

t(1+u)r<2)

Fl+v+1)

3.2 A lei dos expoentes

t(l—‘rl/)
L(v+2) Tw+2)

para integrais fracionarias

No célculo de ordem inteira é comum trabalharmos com os operado-

res das integrais e das derivadas,

expoentes para m,n € IN,

JmJTL —

principalmente nas leis de comutagao e soma de

Jm—l—n’ DmDn — Dm—i—n‘

Na teoria do célculo fracionario modificou-se estas propriedades de

forma que m,n se tornassem fracionarios, e para demonstrar a chamada lei dos ex-

poentes para integrais fraciondrias

utilizaram a transformada de Laplace e o produto



de convolucao. A demonstragao encontra-se em Camargo (2009).

Teorema: Sendo J o operador integral fracionaria, «, 5 > 0 temos que
JoJgP = Joth, (46)

ou seja, a chamada propriedade de semigrupo e consequentemente a propriedade

comutativa, J*J? = JPJ% sdo satisfeitas (Camargo, 2009).

4 DERIVADA FRACIONARIA

A definicao do célculo de ordem inteira tem uma representacao natural,
onde D"f(z) significa a derivada de ordem n da fun¢do f(z), sendo D = - o
operador diferencial e » um numero natural. Agora representaremos a derivada
fraciondria como D?, com Re(f3) > 0.

Nesta sessao apresentaremos a definicao da derivada de Caputo e a
definicao da derivada de Riemann-Liouville para o operador fracionario, D?, além
de apresentarmos a lei dos expoentes para a derivada fracionaria.

Ressaltamos que a escolha do operador fracionario dependera do pro-
blema abordado, no nosso caso utilizaremos, nos préximos capitulos, a definicao de
Caputo, por ser mais conveniente quando estamos estudando equagoes diferenciais

com condigoes iniciais, conforme vamos ver mais adiante (Camargo, 2009).

4.1 Derivada fracionaria de Riemann-Liouville

A derivada fracionaria de Riemann-Liouville, com a unificacao das de-
finigoes de integragao fracionaria e derivagao de ordem inteira, foi definida de forma
que a derivada de ordem fracionaria é a derivada de ordem inteira de uma deter-

minada integral de ordem fracionaria, ou seja, definida como a operacao inversa, a
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esquerda, da integragao (Podlubny, 1999; Camargo, 2009).
Definigao: Sejam § € € com Re() > 0, n o menor inteiro maior
que Re(f), isto é, n—1 < Re(fB) <mnev =n—f3, podemos escrever 0 < Re(v) < 1.

Definimos a derivada de ordem 3 de f(z), para > 0, por* (Camargo, 2009):
oDf f(z) = D"[J" f(x)]. (47)

Os subscritos 0 e = representam os limites de integracao, mas é im-
portante ressaltar que quando nao os usarmos, ficard subentendida esta notacao; o
simbolo D" é a derivada usual de ordem n inteira e J” é a integral de Riemann-
Liouville de ordem v.

Vamos denotar por I o operador identidade, e com n € IN, teremos:
D"J"=1eJ"D" # 1. (48)

Perceba que JPDIf(t) = f(t) — S r—s f(k)(O)% # 1, comt > 0. Sabe-
mos que D" é o operador inverso a esquerda de J", dessa forma a derivada fracionaria
de Riemann-Liouville, ¢ D? f(z) com B > 0 é definida como o operador inverso a es-
querda de J”.

A derivada fracionaria é definida em termos da integral fracionaria,
desta forma ela leva em consideracao o comportamento da funcao desde o instante
inicial até o presente, logo a derivada fracionaria nao é um operador local, o que pro-

porciona uma excelente descricao para efeitos de memoria e propriedades hereditarias

(Camargo, 2009).

4.1.1 Exemplos da derivada fracionaria de Riemann-Liouville

Nesta se¢ao vamos apresentar o calculo da derivada fracionéria de po-

linébmios e vamos ilustrar com alguns casos particulares.

14Utilizando a definicio da integral de ordem zero, visto na secdo 3.1, se & = n teremos como caso

particular a derivada de ordem inteira, ou seja, D? f(z) = D"[J" " f(z)] = D"[J°f(x)] = D" f(x).
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1. DPt* Neste primeiro exemplo vamos calcular a derivada de ordem 3 da funcéo
t*, utilizando a definicao (47):

T 1)tw+z) T 1)tv+z=D(v+2)
Db — Dn[JVtx] - D" |: ($+ ) :| _ pn-1 |: ($‘|‘ ) :|
I((z+v)+1) L(z+v)(v+z)
-2 |:F(l’ 4 1)tHe=2)(vra—1) ] _ [ x + 1)tre-2)te-1) }

F(z+v—-1)+1) r+v—DI'(z+v—-1)
s [Lla o+ Dttt Do + 1)re-e2)
IF'(z+v—2)+1) (v+z-2)'(z+v—2)

F(Qf + 1)t(y+mfn)
MNz+v—n+1)

Substituindo 8 = n — v teremos:

[(x+ 1)t=A)
Dbttt = 2 B3>0, x>-1,1t>0. 49

Pode-se perceber que a solucao da derivada fraciondria tem como caso parti-

cular o resultado da derivacao de ordem inteira, isto é

Dy _ Dl D"l

= : 50
I'm—-n+1) (m—n)! (50)
2. Dot3
Degs _ F3+1)t¢ Tt 66
S TB3—a+1) T(-a+4) TI(-a+4)
3. DAY

50 DO+ DA KOO 1
P =To s+ "Tta-p #ra_p’"

com >0, t>0.

4. Dat?
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4.2 Derivada fracionaria de Caputo

A derivada fracionaria de Riemann-Liouville foi muito importante para
o desenvolvimento de outras teorias do calculo fracionario. Mas entre as abordagens
de generalizacao das notacoes preferimos a de Caputo pois esta incorpora os valores
iniciais da fungao o que sera 1til nas aplicagoes. A derivada de ordem nao-inteira de
Caputo, obviamente, é similar a de Riemann-Liouville, trocando-se apenas a integral
pela derivada e vice-versa. Veremos nesta sessao a definicao de Caputo com detalhes
(Camargo, 2009; Podlubny, 1999).

Definigao: Seja 5 € € com Re(f5) > 0,istoé,n—1 < Re(f) <neno
menor inteiro maior que Re(f) e v = n— 3, ou seja, 0 < Re(r) < 1. Assim, definimos

a derivada, segundo Caputo, de ordem 3 de f(z), com z > 0, por!® (Camargo, 2009):

t oy
DEF() = /1D (0] = 0(0)+ D) = s [ it GO

O sfmbolo D? ¢ a derivada de ordem /3 segundo Caputo, entretanto
em nosso trabalho adotaremos o simbolo D? para representé-la, apés esta secio.
(Camargo, 2009).

Observacao: Para utilizarmos a definicao de Caputo consideraremos que a integra-

bilidade da derivada de ordem n da funcao é garantida.

4.2.1 Exemplos da derivada fracionaria de Caputo
Nos exemplos seguintes consideraremos D?t* = D%¢*.
1. Dft®

Neste primeiro exemplo vamos calcular a derivada de ordem [ da funcao t*,

15Utilizando a definicdo da integral de ordem zero, visto na secao 3.1, se @ = n teremos como caso

particular a derivada de ordem inteira, ou seja, D% f(t) = J*""[D"f(t)] = JO[D"f(t)] = D" f(x).
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utilizando a defini¢ao da derivada fracionaria de Caputo, com z > —1 e x # 0.

DPt® = J“[D"] (usando equacao (49)

e

_ inl r P([E—f— 1)t(xfn+1) _ inl _F(ZL‘—f- 1>t(xfn+1)_
(x—n+ 1) (zx—n+1)] | 'z —n+2) |

S I NG 1)t=n+2) _ 2 [T+ 1)t=nt2)]
(z—n+2)[(x —n+2) | I'(z—n+3) |

_ JV_3 M F($—|— l)t(acfn+3) _ JV_3 _F(ZL'—F l)t(zfn+3)_
(z—n+3)(xr —n+3) | [z —n+4)

[(x + 1)tlE—ntv)
I'(z—n+v+1)

Podemos reescrever a equagao anterior utilizando que f=n — v :

[(z+ 1)t==h)

Dot = ———
* ['(z—p+1)

(52)
Percebe-se que a derivada fracionaria de Caputo tem como caso particular o

resultado da derivada de ordem inteira e que a derivada de poténcia pela forma

de Caputo ou de Riemann-Liouville sao idénticas.
. D50

J'DYY = J'0=,(t)x 0= L[®,(1)] * £[0]

= 5”/ eStOdtzs”/ 0dt
0 0

= s 7(0)[g°=0.

. De posse da equagao (52) podemos justificar a utilizacao de E,(t*):

A principal propriedade da fungao exponencial é que ela coincide com a sua

. . xT
derivada, ou seja, < = 7.

o Contudo, a derivada de ordem « da fungao de
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Mittag-Leffler, E,(z) nao coincide com a fungao, de fato:

d*Eo(z)  d* i 2"
dx ~ da F(ak+1)

k=0

+ Ea(z)

Porém, a derivada de ordem « de E,(z*) é dada por:

d*Eo(z*) a® i zke
dx - da F(ak+1)

k=0

o Oé’fl + ) an—a

Zd:ca ak—l—l koFom—oz—i— DI'(an +1)

o

- kZOFom—a—i— kZOF (n—1)+1) ZFat—i—

Logo,
d*E,(2%)
——> = FE,(29). 53
L () (5)
Dessa forma, a generalizacao fraciondria mais conveniente para a funcao expo-
nencial é E,(z%), e ndo E,(x). Além disso:
ey Z

k=0 -
4.2.2 Graficos da derivada de poténcia

Como apresentado a derivada de uma poténcia via formulacao de Ca-
puto ou Riemann-Liouville nos leva ao mesmo resultado. Dessa forma, apresentamos
nesta secao dois graficos de poténcias, (11), (12), em que variamos a ordem da de-
rivada. Nestes nota-se comportamentos semelhantes ao variar a ordem da taxa de

derivacao.
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Figura 11 - Gréfico da D%f(t), para f(t) na forma de poténcias de t.

D341 (t)

Figura 12 - Gréfico da Di f(t), para f(t) na forma de poténcias de t
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4.3 Transformada de Laplace da derivada
4.3.1 Transformada de Laplace da derivada de ordem n

Para calcular a transformada de Laplace de derivadas de ordem n,
vamos considerar que a fungao f(t) e sua derivada D f(t) sdo fungoes definidas em
[0,00), integréveis e de ordem exponencial, (Camargo, 2009).

Assim teremos a derivada de ordem um:

S(Df0] = [ e = f0e T s e 0= ) = o). (54)

A derivada de ordem dois:
2 _ > —st gl gt —st|oo > —st p!
eD?f(1)] = / ()t = f(E)eE + s / P (1) dt
= PO+ (BT + s / e f(t)dt)

0

= —f(0) + s(—f(0) + sF(s))
= $2F(s) — sf(0) — f'(0).

E sucessivamente até a derivada de ordem n:

n

LID"f(t)] = s"F(s)— 5" f(0) —... =" f"70(0) = s"F(s) = > _ "7 f07D(0). (55)

j=1
4.3.2 Transformada de Laplace da derivada de Riemann-Liouville

A transformada de Laplace da derivada fracionaria de Riemann-
Liouville necessita de condicoes iniciais em termos da integral J"~* e de suas deri-
vadas de ordem k£ =1,2,3,...,m — 1, (Camargo, 2009).

Segue sua transformada:
m—1
SIDPf(t)] = s"F(s) = Y DFJ= f(0F)s0m17k), (56)
k=0

E sua transformada inversa com F(s) = £[f(t)]em —1 < g < m:

m—1
DFEJm=8) f(0+)stm=1=R) | = DFf(¢). (57)

k=0
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4.3.3 Transformada de Laplace da derivada de Caputo

A transformada de Laplace aplicada na derivada de Caputo, ao
contrario da derivada de Riemman-Lioville, é mais conveniente por necessitar de
condicoes iniciais dadas na funcao e por ser essencial o conhecimento de suas deri-
vadas de ordem inteira, que sao fisicamente interpretaveis, (Camargo, 2009).

Consideremos n — 1 < 8 < n.
SIDIf(t)] = L[T"PD f(t)] = L[@np(t) * D" f(1)] = £[@ns(t)]L[D" f(1)].

Utilizando o resultado da equagao (35) e da equagao (55) teremos:

LDof(H)] = 7 S"F(S)—anfjf(j*”(o)

n

= §"F(s) — Zsﬁ_jf(j_l)(O).

j=1
4.3.4 Lei dos expoentes

E comum no cdlculo de ordem inteira trabalharmos com os expoentes,
leis de comutatividade e aditividade; vimos também em (46) que tais leis se aplicam
para integrais fracionarias, entretanto, nas derivadas de ordem nao inteiras, tais
propriedades nao sao satisfeitas. Separaremos a nao aplicabilidade da lei em dois

casos (Camargo, 2009):

() D DPf(t) = DD f(t) # D"+ f(t).

(b)  D*Dy(t) # D°Dg(t) = D*"Fy(t).

Para exemplicar (a) utilizaremos a funcdo f(t) = ¢

assim,
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Para exemplicar (b) utilizaremos a funcdo g(t) = t2, a = tep=2
Calculando temos que Dats = ‘/77?, D3ts = 0, logo,
3
D:D2tz =0 # D:D:

Agora, reescrevemos a lei dos expoentes de forma que envolveremos a
definicao dos operadores:

Lema: Seja f(t) = t*(t) ou f(t)

t*Intn(t), na qual n(t)
Y02 o ant™ com raio de convergéncia'® R, entdo para 0 < ¢t < R, as seguintes férmulas
sao validas:
L p>0e0<v<p= DVJrf(t)=JrVf(t).

2. p>0ev>pu= DVJFf(t) = DFf(1).

3.0< pu<A+lev>0= D'Dif(t)= D f(t).

4.4 Caputo versus Riemann-Liouville

Antes de apresentarmos as modelagens fracionéarias, vamos ressaltar as
diferencas entre as definicoes de Caputo e Riemann-Liouville.

De maneira geral, numa fungao f(t) em que pode-se aplicar a integral
e a derivada fraciondria, nota-se que o resultado final se altera ao comutar a integral
fraciondria com a derivada, ou seja:
DPf(t) = DI PIf(t) # T PID™f(t)] = DI f(1).
Como vimos em (1) e (52), as derivadas de poténcias nao constante
para ambas as defini¢oes coincidem, isto é,

r 1)¢(==8)
I'(z—-5+1)

6Dada uma série de poténcias, existe R na qual a série converge para |z — ¢ < R (no interior

do intervalo de raio R com centro em c) e diverge fora dele. Este valor é denominado de raio de
convergéncia, (Stewart, 2009).
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Entretanto, isto nao ocorre para poténcias constantes, como pode ser

visto em (3) e (2), pois na definicdo de Caputo primeiro calculamos a derivada de
ordem inteira para depois a integral fracionaria, em contraste com a derivada de

Riemann-Liouville.

1

Outro importante aspecto de diferenca entre as definicoes é na me-
todologia das transformadas de Laplace, pois para resolver equagoes diferencias de
ordem nao-inteira precisamos aplicar a transformada de Laplace e recuperar a solucao
através da sua transformada de Laplace inversa.

Mas como vimos em (4.3.2) a transformada de Laplace da derivada
de Riemann-Liouville é dada em termos da integral fracionaria, que ainda nao é
fisicamente interpretavel, em geral, e de suas derivadas de ordem inteira; o que
dificulta a resolucao de problemas que nao apresentam todos os dados necessarios
para sua solugao, por isso nao é muito conveniente em alguns problemas. Ja a
transformada de Laplace da derivada de Caputo, como vimos em (4.3.3), se torna
mais util em alguns tipos de problemas, principalmente os que possuem condigoes
iniciais dadas na funcao e por depender apenas das derivadas de ordem inteira que
sao fisicamente interpretaveis.

E, para melhor compreender a diferenca dos métodos no desenvolvi-
mento do calculo fraciondrio, vamos resolver um problema retirado de Stewart (2009):
Exemplo: A modelagem da intensidade da corrente elétrica I(t) em um circuito
elétrico simples é dado por:

dl

L+ RI = E(). (60)

Onde,
e E(t) = voltagem em volt (V).

e I(t) = intensidade da corrente elétrica medida em amper (A) em t.

e R = resisténcia elétrica medida em ohm (€2).
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e [ = indutancia medida em henry (H).

Dessa forma propoe-se, para R = 12Q, L = 4H e E(t) = 60V, en-
contrar uma expressao para a corrente elétrica em um circuito onde o interruptor é
ligado em t = 0.
Resolucao da equacgao diferencial de primeira ordem

Substituindo os valores dados no exercicio, temos que a equagao (60)
torna-se:

dI dI
29 or—e0= Y 15 31, 61
a ' a7 (61)

Do enunciado, sabe-se que o interruptor é ligado a t = 0, entao temos
um problema de valor inicial 7(0) = 0.

Assim resolvemos a equacao mediante separacao de variaveis, para

dI
/15—31:/dt’

1
—gl[15 -3l =t+C

15 — 31 £ 0,

onde C ¢é a constante de integragao;

Introduzindo a notacio +e=3¢ = k, temos:
1531 = 4+e 3% <= 15 — 31 = ke ™.

Substituindo a condic¢ao inicial encontra-se o valor de k = 15, de onde

segue-se a expressao desejada:
I(t) =5—5e .

Resolucao da versao fracionaria segundo Caputo

Na versao fracionaria segundo Caputo substitui-se a taxa de variacao
de ordem um presente na equacao, dada no exercicio, por uma de ordem 0 < o < 1.
Depois, aplica-se a transformada de Laplace na equacao, para obter uma equacao

algébrica.
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deI(t)
o = 15-31()
g{dd{f)} = g[15— 31(t))]
sI(s) — s*U(0) = 1—;—3£[I<t)],

cuja solucao ¢ dada por:

I(s) = 15 (55:3) + 1(0) (S‘Za:3> .

Para recuperar a solucao do problema de partida utiliza-se a transfor-

mada de Laplace inversa:

s—wf@n::£‘1P5(sf:3)*Im)(s§:;>]’

de onde segue-se, pela linearidade da transformada inversa,

I(t) = 1(0) Ea(—3t%) + 15t By o1 (—3t).
Substituindo a condigao inicial 1(0) = 0, temos:
I(t) = 15t By 0yt (—3t%).

Para validar tais cédlculos, vamos analisar a equacgao fraciondaria, to-

mando o limite de o tendendo a 1,

lim I(t) = lim 156" By 00 (=3t%) = 15t By o(—3t")
a—

a—1
efSt
:1&(——>:5—@3ﬁ
—3t

Dessa forma, tem-se que a solugao fracionaria tem como caso particular
a solucao da equacao diferencial de ordem inteira.
Resolucgao da versao fracionaria segundo Riemann-Liouville

Na versao fraciondria segundo Riemann-Liouville a metodologia utili-

zada é a mesma que na derivada de Caputo, ou seja, inicialmente substitui-se a taxa



de variacao de ordem um presente na equagao, dada no exercicio, por uma de ordem
0 < a <1, que neste caso implicard em m = 1 na sua transformada de Laplace. Em
seguida, aplica-se a transformada de Laplace na equacao, para obter uma equacao

algébrica e resolvé-la. Entao, temos

diéff) — 1531
2{6129} — [15—31(1))]
g[d‘;ﬂ — g[i5] — £3I(1)]

SI(s) = JF07) = 2 - 3e[I()
SI(s) 4 38I(0] = IO+ 2
15

I(s)(s*+3) = Jf(07) + ~

sJOF(0F) + 15
s(s*+3)

Entretanto, ndo consegue-se resolver a equagao algébrica, pois I(s) fica
em termos de integral fracionédria que nao ¢ fisicamente interpretavel, ou seja, este
exemplo é de dificil solugao por derivada de Riemann-Liouville.

E é por este motivo que deve-se analisar cada problema quanto a qual
definicao utilizar. Em nossos problemas futuros utilizaremos a definicao de Caputo,
por envolver o conhecimento de condigoes iniciais dadas na funcao e de suas derivadas

de ordem inteira, fisicamente interpretaveis.

5 MODELAGEM

De inicio, estudamos o significado do termo ‘modelagem matematica’,

depois sua pratica tedrica. A palavra ‘modelo’ é polissémica, dependendo de sua
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abordagem. No nosso caso, seu significado seréd a representacao de algo que os seres
humanos fazem sobre a realidade. A modelagem é o método de fazer o modelo e, de
fato, um depende do outro para ter sentido (Greca & dos Santos, 2005; da Cunha,
1989; D’ Ambrésio, 1996)

Assim, o amplo conhecimento dos modelos mais basicos é o primeiro,
e fundamental passo, para se estudar problemas mais complexos e realistas, pois a
construcao, bem como a compreensao, de um processo complexo é alcancada, em
geral, através da compreensao de modelos mais elementares. Dessa forma, introduzi-
remos o uso de calculo fracionario por meio de exemplos, crescimento bacteriano e o
sistema logistico, onde serao apresentadas as diferencas entre uma abordagem usual

e uma abordagem com célculo fracionario do mesmo modelo.

5.1 Crescimento bacteriano

Sabe-se que as bactérias sao seres simples, unicelulares, invisiveis a olho
nu e muito numerosos e que nem todos os tipos prejudicam os seres vivos. Algumas
sao de extrema importancia para os seres humanos, pois pode-se produzir drogas
terapéuticas, alguns tipos de alimentos como o pao, o vinagre, o chocolate, dentre
outros, e sao imprescindiveis para manter o equilibrio do organismo, fazer a digestao
e impedir a invasao de bactérias prejudiciais ao organismo ou virus, dentre outros
(Pereira, 2003).

As bactérias se multiplicam muito rapido em condigoes ambientais
favoraveis por possuirem um desenvolvimento simples, por processos assexuais,
tornando-as numerosas. Sabendo que uma populacao em um determinado instante
t, P(t), tem uma taxa de crescimento ou decrescimento proporcional & sua populagao

pode-se associar a equacao diferencial:

dp _

0= kP(t) = In P(t) = kt +InC = P(t) = CeM,

fazendo t = 0, teremos que P(0) = C, assim,
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Entretanto, a proliferagao depende de varios fatores ambientais, tais

como o alimento (os mais importantes sdo: o carbono, o hidrogénio, o nitrogénio,
o oxigénio e o fésforo), a temperatura (as bactérias psicréfilas'” entre 20 - 35 °C;
as mesodfilas '® entre 30 - 45 °C; as termofilas entre 45 - 70 °C), a umidade (entre
0,999 e 0,998), o pH (a maioria das bactérias possuem pH préximo da neutralidade
ou ligeiramente alcalino (6,8 - 7,5)) e o oxigénio, e ainda pode ser comprometido, se
existirem outras bactérias ou fungos competindo por alimentos ou espaco, Pereira
(2003). Ou seja, se considerarmos que as condigdes nao sdo totalmente ideais, teremos
que os calculos anteriores nao sao totalmente apropriados. Dessa forma, para tornar
o problema mais real, isto é, supondo que o crescimento nao seja tao acentuado,
podemos considerar que a ordem da taxa de crescimento seja um niumero entre
0 < a < 1. Assim recorremos ao calculo fracionario para descrever a equacao

diferencial:
d*P(t)
dot

Utilizando a transformada de Laplace podemos escrever:

=kP(t), 0 <a<1.

e [dadjz it) } — S[RP(t)] —> s°F(s) — " P(0) = kF(s),

com solugao dada por:

s*71P(0)

F(S)(s* — k) = s*"'P(0) = F(s) = -

(63)

Para recuperarmos a solucao do problema na variavel ¢ utilizaremos a
transformada de Laplace inversa e a equagao (63):

s*1P(0)

R = e |

] = P(0)Eq1(kt*) = P(0)E,(kt*).

Para validar tais calculos, vamos analisar o crescimento tomando o

limite de « tendendo a 1,

lim P(0)E,(kt™) = P(0)E,(kt) = " P(0).

a—1

17 As bactérias psicréfilas apresentam crescimento 6timo em temperaturas baixas, (Pereira, 2003).
18 As bactérias meséfilas apresentam crescimento 6timo em temperaturas comuns na superficie

da Terra e nos organismos animais, (Pereira, 2003).
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Uma vez que a solucao fracionéria tem como caso particular a solugao
de ordem inteira, podemos concluir que a solugao fracionaria nos fornece uma des-

crigao generalizada do fenomeno, que pode ser, inclusive mais precisa.

5.2 Equacao logistica

A equacao diferencial descrita no item anterior é inapropriada quando
a populacao é muito grande, pois, em alguns casos, existem efeitos que inibirao o
crescimento populacional, tais como a alta procura por alimento e combustivel, ou
até mesmo a poluicao ao meio ambiente.

Em 1837, o matemaético e bidlogo belga Verhulst [1804 - Pierre Frangois
Verhulst - 1849], pensando em modelos matematicos que pudessem suprir tais ne-
cessidades, que completassem a teoria do crescimento exponencial de Malthus [1766
- Thomas Robert Malthus - 1834], e que descrevesse a populagao humana de alguns
paises da época como Franca, Bélgica, Russia e Inglaterra, (Varela et al., 2002);
estudou uma equacao nao-linear que descrevia um ambiente capaz de sustentar até
certa quantidade de individuos (capacidade de suporte k). Esta teoria foi publicada
em 1838 e ficou conhecida como equacao logistica, sua solu¢ao como fungao logistica,

e a expressao grafica como curva logistica:

dpP(t) _
—— = P(t)k[L - P(1)]. (64)

Aplicando a propriedade distributiva na equacao acima teremos %}Et) =
kP(t) — kP?(t), onde pode-se interpretar o termo —kP?(t) como sendo o fator de
inibicao. Esta equacao modela satisfatoriamente alguns tipos de bactérias, pro-
tozodrios, moscas-de-frutas (Drosophila), pulga d’dgua (Daphnia), que vivem em
ambiente desfavoraveis ao crescimento exponencial, além de modelar a difusao de
uma epidemia, gerenciamento de fontes renovaveis, evolucao da resisténcia a pesti-
cidas, controle ecoldgico de pestes, e até mesmo de inovagao tecnolégica (Fisher &

Pry, 1971; Varela et al., 2002).

Para resolver esta equagao recorremos ao método de Bernoulli [1654
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- Jakob Bernoulli - 1705], onde substituiremos v(t) = P'72(t) = P71(t) e V/(t) =
—P72(t)P'(1).

, P'(t) kP(t kP2%(t
POty = iy B0 _E0 b
= PP t)+kP't)=k=V1t)+kv=Fk
, dv dv
= v—k(l—v)ﬁg—k(l—v)ﬁ(l_v)—kdt
= —In(l —v) =kt +1In(c) = In(l —v) = —kt + In(c)
- eln(l—v) _ e—k’t-i-ln(c) =1—p= e—ktc
= v=—e"ct 1.

Para encontrarmos o valor da constante faremos ¢ = 0,
v(0) = —e e+ 1= c=1-0(0).

Retornando a equacao diferencial obtemos:

1 1
— __kt 1 — okt 0)—1 1 I 2 I
v ee+l=w e "w(0) —1] + <:>P(t) e P0)

1] i1,
de onde segue-se para a solugao
1
—e—kt [L — ] _1_1'
P(0)

Entretanto, a teoria de Verhulst que descreve o crescimento de po-

P(t) =

pulagoes sujeito apenas a restricoes ambientais tem suas falhas para descrever outros
modelos como em Varalta et al. (2013). Esta modelagem nao é adequada para casos
em que o recurso ¢ abundante, ou seja, a populacao crescerd ilimitadamente, sem
nenhuma capacidade suporte, isto ocorre em alguns casos como no crescimento de
tumor (maligno) onde células invadem os tecidos e 6rgaos espalhando-se desordena-
damente para outras dreas, (Rodrigues & Mancera, 2011). Dessa forma, para tornar
o problema mais real, isto é, supondo que o crescimento nao seja acelerado, pode-
mos supor que a ordem da taxa de crescimento seja um numero entre 0 < o < 1,

assim vamos aplicar a transformada de Laplace na equagao, obtendo uma equacao
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algébrica, resolver esta equagao e, através da transformada de Laplace inversa, vamos

recuperar a solucao do problema de partida!®.

&
dte

|

|

SV (s) — 5% 1u(0)
SV (s) — 5% 1u(0)
SV (s) + kV(S)
V(s)[s* + ]

V(s)

Para recuperarmos a solucao utilizaremos a transformada de Laplace

90 artigo ‘A prelude to the Fractional Calculus applied to Tumor Dynamic’ foi aceito para

publicacdo na revista TEMA, onde apresentamos a generalizagdo da equagdo logistica classica e

dela analisamos a aplicabilidade do modelo para descrever o crescimento de tumores de cancer

(Varalta et al., 2014).
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. ot [E+s0(0)
Vel = £ | s(s*+ k) ]
o ol k Se=1v(0)
WO = £ Smrm T ek }
o a-l [ k 4[5 0(0)
oit) = £ _3(3a+k‘)} e [ s*+k ]
(x)v(t) = v(0)Ey(—kt*) — kt®Eq a11(kt®)
v(t) = v(0)Ey(—kt*) + [+1 — Eo(—kt®)]
v(t) = Eu(—kt*)[v(0) —1]+1
Lo L Bk 1
m = |rwy Y B+
P(t) = ! |
[% . 1} Bo(—kto) +1

Para validar tais cédlculos, vamos analisar a equacao fracionaria to-

mando o limite de a tendendo a 1,

| |
lim P(t) = lim R
[mq] Bo(—kto) + 1 [W—@ Ei(—kt) +1
- 1
1] ekt
[y — 1] e

Novamente que a solugao fraciondria tem como caso particular a
solucao de ordem inteira, podemos concluir que a solucao fracionaria nos fornece
uma descri¢ao generalizada do fenomeno, que pode ser, inclusive mais precisa.

Apresentamos a seguir graficos da solugao da equagao (64), tomando

P(0) = 0.2 e a capacidade suporte k = 1, para diferentes valores de «, temos:



— =1

1 — =099
— =097
1 — =09
-~ =093

— =1

R
— ¢=08
1 — a=07
-~ =06

Figura 14 - Solugao da equagao (64), em P(t), com 0.6 < o < 1.

6 SISTEMA DE LOTKA-VOLTERRA

Neste capitulo vamos mostrar um modelo mais realista, que engloba

duas populagoes em um mesmo ambiente, onde uma serd considerada a presa e a
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outra predador. O modelo foi desenvolvido pelos mateméticos Vito Volterra (1860 -
1940) e Alfred Lotka (1880 - 1949), em meados de 1925, independentemente, quando
tentavam explicar o fenomeno que ocorria com as populacoes de tubaroes e peixes do
mar Adriatico nos periodos de pesca seguidos de sua paralisacao devido a I Guerra
Mundial e, por fim, a retomada das atividades pesqueiras. O sistema criado ficou co-
nhecido como ‘equagoes presa-predador’, ou ‘equagoes de Lotka-Volterra’ (de Barros
& Bassanezi, 2010; Stewart, 2009; Camargo, 2009).

No sistema usual considera-se que as condigoes sao ideais, ou seja, que
as chances de encontro entre presas e predadores sao iguais, entretanto estes encon-
tros eventuais se devem a proporcionalidade do tamanho das populagoes, dessa forma
a populacao de predadores se beneficia com fartura de presas e, a mesma forma, com
o aumento da populacao de predadores a populacao de presas é prejudicada. No
sistema pode-se supor que estando os predadores ausentes, a populacao de presas
z(t), num determinado tempo, crescerd de forma exponencial; e, se supormos falta
de alimento, ou seja que hé auséncia de presas, teremos que a populacao de preda-
dores y(t) decrescera de forma exponencial, num determinado tempo (de Barros &
Bassanezi, 2010; Stewart, 2009; Camargo, 2009).

Encontramos este sistema em diversas aplicagoes em Biologia, como
por exemplo, para descrever os modelos parasita-hospedeiro, crescimento de plantas
e as interagoes planta-herbivoro (Camargo, 2009).

Na primeira secao deste capitulo apresentaremos o modelo usual de
Lotka-Volterra, na segunda secao apresentaremos o modelo fracionario do sistema
de Lotka-Volterra, desenvolvido por meio das derivadas fraciondrias no sentido de

Caputo e, por ultimo, vamos expor um exemplo numérico.

6.1 Sistema de Lotka-Volterra classico

O sistema de duas equagoes diferenciais chamado sistema de Lotka-

Volterra, que engloba as hipoteses ja citadas, ¢ mostrado a seguir. Para simplificagao
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dos célculos utilizaremos x(t) = x e y(t) = .

dx

— = ax — bxy,
&y = —cy+dz
dt y y'

Aqui a representa a diferenca entre a taxa de natalidade e mortalidade
de z(t) na auséncia dos predadores; b a taxa de sucesso dos ataques de y(t); ¢ a
diferenga entre a taxa de mortalidade e natalidade de y(t) na auséncia de presas, e
d a taxa de mortalidade de z(t) que auxiliaram produgao’ de y(t), em que z,y, a, b, c
e d sao constantes positivas. (de Barros & Bassanezi, 2010; Stewart, 2009).

Para encontrarmos os pontos criticos?® do sistema (65), vamos supor

que fl—f =0e Z_@; = 0, e resolver por substituicao o sistema:

d

d—x:0:ax—bxy, 0=xz(a—by)

o = (66)
d_?iZOZ—cy—l—d:cy; 0=y(—c+dx).

a

Da primeira equagao encontamos r = 0 ou y = 7. Se substituirmos

z = 0 na segunda equagdo teremos que y = 0, logo um ponto critico sera P(0,0).

Se substituirmos y = ¥ na segunda equagao teremos que x = 5, logo o outro ponto
critico serd Q(c/d,a/b). O ponto Q(c/d, a/b) representa o equilibrio entre predadores
e presas, que ¢ o ideal para o sistema e o ponto P(0,0) ¢ um ponto de sela?!, onde,
dado que a populacao de predadores é zero, a populagao de presas cresce de forma
exponencial, da mesma forma, quando a populacao de presas é zero, a populacao
de predadores decrescera de forma exponencial chegando a extingao, e esta definicao
nao gera um ciclo que é caracteristica do sistema de Lotka-Volterra classico, logo nao
serd discutido neste trabalho (Camargo, 2009).

Transladando o sistema para o ponto critico Q(c/d,a/b), temos que

um ponto qualquer P(x,y) serd encontrado introduzindo as mudangas u = x — ¢/d,

20Um ponto critico de uma fungio f é qualquer ponto x no dominio de f tal que f/(x) = 0 ou

f/(x) ndo exista, (Stewart, 2009).
21Um ponto critico que nao é um ponto extremante (maximo ou minimo) é um ponto de sela

(Stewart, 2009).
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v =1y —a/b, ou seja, o ponto P terd coordenadas P(u,v) em relagdo ao novo sistema

Ouv. Assim,

d—m—ax—bx (d—u—<u+g>a—<u+£)<v+g)b
it Y _ ) a d d b
dy dv a c a
%f—cy—l—dxy \%—(v+g)(—c)+<u+a)<v+g>d
M S L L
_ dt—ua 7 UV ua 7 7
W=y duy+ Py %
7= cv 2 uv 2 cv 2
( du_uad—i—ca—uvbd—uad—cvb—ca
_ dt d
dv_—cvb—ac+dbuv+dua—|—cvb+ac
\ dt b
( du__uvbd—cvb
_ dt d
dv_dbuv+dua
\ dt b
( du b
_ E:—C—l(cv—l—duv)
dv d
| 5 = E(au + buw).

Vamos considerar o sistema linear depois de ser transladado para
condigoes perto do ponto de equilibrio porque neste caso a interferéncia dos termos
nao lineares é pequena, ou seja, o sistema linearizado sera similar ao nao linearizado.

O sistema linearizado é:

du _be
- d”
dv _ad

@ b

Verificou-se que a solugao do sistema linearizado representa elipses cen-
tradas no ponto critico como trajetérias, ou seja, as trajetérias definidas pelo sistema
sao as curvas de nivel da funcao f(z,y).

Ao resolver o sistema (65) dividindo a segunda equagao pela primeira,
nas varidveis x and y, encontra-se as trajetérias do sistema original, logo (Camargo,

2009):
dy  —cy+dzy N dy —yc—dz

dr ~ ax — bay dr = a—by
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Resolvendo a equagao diferencial separavel encontram-se as curvas de

nivel da funcao:
—b —d d d

ydy:c xdmé—a/—y—i—b/dy:c/—x—d/da:é
Y z Y T

flz,y) =clnzx —xd+alny — by = K,

a

onde K é uma constante.

6.2 Sistema de Lotka-Volterra fracionario linearizado

Conforme vimos, o modelo classico tem sérias restricoes, do ponto de
vista da modelagem: a populacao de presas cresce exponencialmente na auséncia
do predador; a populacdo de predadores morre na auséncia da presa (ao invés de
buscar uma nova espécie de presa); predadores podem comer uma quantidade infinita
de presas e ndo ha complexidade ambiental (isto é, ambas as populagdes estao se
movendo aleatoriamente em um meio homogéneo). A fim de diminuir o efeito destas
simplificacoes, ou seja, se considerarmos que as condigoes nao sao totalmente ideais e
supondo que o crescimento nao seja tao acentuado, vamos propor e resolver um novo
modelo, baseado no sistema de Lotka-Volterra classico, sistema de Lotka-Volterra
fracionario linearizado (Camargo, 2009).

No sistema de Lotka-volterra, de ordem inteira, substituimos as deri-
vadas ordindrias presentes na equacao por derivadas de ordem « e 3, onde o e (8

sao numero reais entre zero e um 22

,ouseja, 0 < a,f <1, com z, y, a,b, c e d
constantes positivas e as derivadas fraciondrias sao tomadas no sentido de Caputo.

Logo o sistema nao linear fracionario é (Camargo, 2009):

Dea(t) = aa(t) — ba(t)y(t),

(67)
DPy(t) = —ey(t) + de(t)y(t)

22Consideramos a ordem das taxas de variacdo menores que um pois os fatores inibidores tendem

a diminuir as taxas de variagao
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Neste sistema percebe-se que as derivadas sao de ordens distintas e

foi definido desta forma para diminuir o efeito da restricao ‘nao ha complexidade
ambiental’. A dimensao do sistema é obtida somando as duas ordens das derivadas
do sistema, ou seja, D = a+ . De maneira analoga a feita anteriormente, introduz-
se variaveis para equilibrar o sistema, substitui-se u = x — ¢/d, v = y — a/b. Vamos
considerar o sistema linear depois de ser transladado para condicoes iniciais muito
préximas do ponto de equilibrio porque neste caso a interferéncia dos termos nao
lineares é pequena, ou seja, o sistema linearizado serd similar ao nao linearizado.

Utilizaremos a derivada fracionéria no sentido de Caputo (Camargo, 2009).
! (68)

Para resolver este sistema utiliza-se da transformada de Laplace, lem-
brando que u(0) = ug e v(0) = vy sdo, respectivamente, as populagoes inciais de

presa e predador. Entao, sabendo que F(s) = L[u(t)] e G(s) = L£[v(t)], temos:
LDzu(t)] = L[=—], $*F(s) = s*7tu(0) = ——G(s),
L[DPu(t)] = &[—u] sPG(s) — sP10(0) = — F(s)

E, resolvendo este sistema (69) de duas varidveis, F'(s) e G(s). pode-

mMOoSs escrever:

guth-1 be 5Pt
Flo) =0 ey ~ O e (70)
e
SoHrﬁfl ad Safl
Ge) =0 e YOy e e )

Assim para recuperar a solucao do sistema utiliza-se a transformada

de Laplace inversa em (70) e (71), considerando as notagoes u(0) = ug e v(0) = vy.

b
u(t) = ug By g(—act®?) — vogcto‘an,aH(—acto‘*ﬂ), (72)
— o+ ad 5 a+B
v(t) = voEatp(—act®™ ) + ug—1t" Eqip g1 (—act™™"). (73)

b
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Lembrando que E,(z) e E,,(z) representam as funcoes de Mittag-

Leffler de um e de dois parametros, respectivamente.

Neste momento colocaremos a solucao do sistema em sua variavel ini-

cial.
c c a\ be
x(t) = C_i + (,ZUO — E) Ea+ﬁ(—acta+ﬂ> - (yo — Z) EtaEa—‘,-ﬁ,a-i-l(_a/Cta—i_ﬁ); (74>
a a c\ ad
y(t) = ; + <y0 - E> B, s(—act®*P) + (:1:0 — E> 7t5Ea+,8,ﬂ+1(—aCta+’8)' (75)

Analizemos o limite de « e 3 tendendo a 1.

e Para a solucdo (74):

, c c a\ be
lim Q?(t) = -+ <$0 - —> Eg(—actz) — (yo — g) Et E272(—&Ct2),

a,f—1 d d
logo,
lim z(t) = “ <x - C) cos(act) — ( — a) bcta sen (act)
apo T d T\ T PT%) e
e Para a solucao (75):
lim y(t) = 2y (y — 2) Ey(—act?) + (:c — E) a—dtﬁE (—act?)
a1 b\ ) Cd) v T ’

logo,

d
al,i5§1 y(t) = % + (yo - %) cos(act) + (xg - g) %tﬁ sen (act).

Conforme o esperado a solugao do sistema, quando « e [ tendem a 1,
resulta em equacoes que envolvem as fungoes seno e cosseno, ou seja, resulta em um

ciclo, que é a caracteristica prenunciada.



7 APLICACOES

7.1 Analise geral do sistema de Lotka-Volterra

Para analisar o comportamento do modelo de Lotka-Volterra fra-
cionario linearizado utilizou-se o programa ‘Wolfran Mathematica 9.0’. Para isto
escolheu-se valores para as constantes e condigoes iniciais de forma que ao substituir
«a = 1 obtivesse a caracteristica do sistema de Lotka-Volterra, um ciclo. Dessa forma
substituiu-se a = 7/25, b = 1/100, c=6/5 e d = 7/100 e x(0) = 30 e y(0) = 4.

Para encontrar as curvas utilizamos (72) e (73). Cada curva é uma
combinagao dos parametros « e 3, que enunciam a derivada fraciondria de x(t) e
y(t). Com isso pode-se verificar, nos graficos, que os valores de « e [ interferem
no quao rapido a curva se aproxima do ponto critico Q(17.2,28). No grafico 15(a)
observa-se que para a = [ = 1 voltamos a solugao do sistema de Lotka-Volterra
de ordem inteira linearizad, ou seja, que a curva é uma elipse centrada no ponto
de equilibrio Q; e nos demais graficos,15(b),15(c), 16(a), 16(b),16(c), que quando
reduz-se a dimensao do sistema, D = a+ 3, hd uma aceleragao na convergéncia para
o ponto @, (Camargo, 2009).

Ao analisar os graficos deve-se compreender que toda vez que a curva
toca o eixo x teremos que os predadores estarao ausentes, logo a populagao de presas
z(t), num determinado tempo, crescera de forma exponencial; e, se supormos falta
de alimento, toda vez que a curva toca o eixo ¥y, ou seja que ha auséncia de presas,
teremos que a populac¢do de predadores y(t) decrescera de forma exponencial num
determinado tempo. A solucao numérica nos conduz a acreditar que este tipo de

problema pode ser contornado com a conveniente escolha da ordem das derivadas «
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e f.

Observando os graficos verificamos que se a dimensao do sistema for
menor que 1.85 temos uma vantagem comparando com a solucao de ordem inteira,
pois observa-se que as populagoes nao se extinguem. Mas acreditamos que os valores
da ordem das derivadas a e 3, que melhor descrevem o modelo, se modificarao a
cada descricao de relacao entre as populagoes.

Para exemplificar, podemos citar a populacao de filhotes da foca-
caranguejeira (presa) e a populagao de adultos da foca-leopardo (predador), que do
ponto de vista ecoldgico é de extrema importancia para regular a populagao da foca
caranguejeira. Ela é numerosa devido sua alta reproducao. Sabe-se que a populacao
de adultos de foca-leopardo ataca principalmente durante o primeiro ano de vida
das focas-caranguejeiras e que seus ataques nao levarao a extingao da presa, apenas
a uma reducao de 80% na espécie. Dessa forma, pode-se afirmar que o nimero de
presas e predadores é mais ou menos constante, ou seja, a partir de um determinado
tempo as populagoes entrarao em equilibrio. Com isso, pode-se concluir que os va-
lores da ordem das derivadas influenciam no tempo de convergéncia para um ponto

de equilibrio, (Lodi et al., 2005).
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Figura 15 - Grafico do sistema de Lotka-Volterra fracionario linearizado, para dife-

rentes valores dos parametros.
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Figura 16 - Grafico do sistema de Lotka-Volterra fracionario linearizado para valores

do parametro 8 e a = 1 fixo.
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7.2 Modelagem: Broca versus Vespa

Em meados do século XX, as industrias inventaram os inseticidas para
controle de pragas nas lavouras, mas antes eram poucos os insetos que se adaptavam
ao inseticidas. Atualmente, em mais de 500 espécies ja se encontra resisténcia ao
defensivo a lavoura. Com este avanco os pesquisadores se empenharam em descobrir
outras formas de prevengao, onde optaram pela predagao as pragas, (Bassanezi,
2010).

O controle de pragas, no Brasil, via insetos se iniciou 1974. Na cana-
de-agiicar inseriram a Vespa ‘Apanteles flavipes’ (predador) para combater, por para-
sitismo, a Broca ‘Diatraea saccharalis’ (presa), pois esta era dificil de ser atingida por
inseticidas por passar a maior parte de sua existéncia no colmo da cana, (Bassanezi,
2010).

Dessa forma tem-se que alguns modelos mateméticos podem prever a
quantidade de predadores necessarios a certa quantidade de pragas, ou até mesmo
verificar se tal opcao é inttil ou satisfatéria, (Bassanezi, 2010).

Bassanezi (2010) optou por analisar o ‘controle biolégico da broca da
cana-de-agicar’ com o modelo de Lotka-Volterra, entretanto afirma que tal modelo
nao descreve de forma satisfatoria a realidade. Com isso, vamos mostrar como o
sistema de Lotka-Volterra fracionario refina a descricao do sistema classico de modo

a tornar a sua solucao mais préxima da realidade, neste particular caso.

7.2.1 Anadlise no modelo de Lotka-Volterra

Com a finalidade de analisar o controle biolégico da praga, Bassanezi
(2010) estudou o modelo de Lotka-Volterra e, através de dados experimentais, con-
seguiu determinar os parametros a, b, ¢ e d. Para isso utilizou valores iniciais de cada
populagao sendo z(0) = 2000, populagao de broca, e y(0) = 5000, populacao de
vespas.

Os valores encontrados foram condicionados & unidade dias, no periodo

de um ano de colheita da cana-de-acicar. Com isso, analisando o ciclo de vida de
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cada populagao, descobriram que o coeficiente que representa a taxa de natalidade
da broca na auséncia dos predadores é a = 0.02774893; o coeficiente que representa a
taxa de sucesso dos ataques da vespa é b = 0.00001479; o coeficiente que representa
a taxa de mortalidade de vespa na auséncia das brocas é ¢ = 1.198293 e o coeficiente
que representa a taxa de mortalidade da broca que auxiliaram na ‘producgao’ dos
predadores é d = 0.0006894. Através destes valores, conseguiu-se encontrar o ponto
de equilibrio do sistema (1738, 1876), e esbogar o gréfico do sistema nao linearizado,

ver figura 17.

700C; - |
600C
500C
400C
300C
200C
100C

0:““\““\““\““’
0 100¢ 200C 300C 400(

Populagéo de Bro

Populacao de Ves

Figura 17 - Gréfico do sistema nao-linearizado de Lotka-Volterra

Pode-se perceber que apesar de estar em torno do ponto critico as
populacoes nao estao tendendo a ele, como o esperado. Dessa forma, propomos
adaptar o modelo de Lotka-Volterra fracionario e verificar se a solucao do sistema
linearizado condiz com o esperado.

No céalculo fracionério cada curva é uma combinagao dos parametros
a e (3, relativas as derivadas fraciondrias de x(t) e y(t). Com isso pode-se verificar,
nos graficos abaixo, que os valores de « e [ interferem no quao rapido a curva

se aproxima do ponto critico Q(1738,1876). Nos graficos deve-se interpretar que
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estando os predadores ausentes, toda vez que a curva toca o eixo x, a populagao de
presas x(t), num determinado tempo, crescerd de forma exponencial; e, se supormos
falta de alimento, toda vez que a curva toca o eixo ¥y, ou seja que ha auséncia de
presas, teremos que a populacao de predadores y(t) decrescerd de forma exponencial
num determinado tempo.

Analisando os graficos, observamos que na figura 18(a) paraa = g = 1,
obtemos a solugao do sistema linearizado de ordem inteira, ou seja, que a curva é
uma elipse centrada no ponto de equilibrio (). Quando variamos os dois parametros,
nas figuras 18(b) e 18(c), percebe-se que aparece uma convergéncia para o ponto de
equilibrio e que quando se reduz a dimensao do sistema, D = a+f, hd uma aceleracao
na convergéncia para o ponto (). A soluc¢ao numérica nos conduz a acreditar se a
dimensao do sistema for menor que 1.76 tem-se uma vantagem comparando com a
solugao de ordem inteira, pois observa-se que as populagoes nao se extinguem. De
mesma forma, quando analisamos os graficos 19(a), 19(b) e 19(c), onde variamos
apenas o coeficiente beta, percebemos que ao reduzi-lo houve uma convergéncia para
o ponto de equilibrio e que quando se reduz a dimensao do sistema, D = « +
B, ha uma aceleracao na convergéncia para o ponto (). A solu¢do numérica nos
conduz a acreditar se a dimensao do sistema for menor que 1.8 tem-se uma vantagem
comparando com a solucao de ordem inteira, pois observa-se que as populagoes nao
se extinguem, (Camargo, 2009).

Logo, a solugao numérica nos conduz a acreditar que se a dimensao
do sistema for menor que 1.8, aproximadamente, tem-se uma vantagem comparando
com a solucao de ordem inteira, pois observa-se que as populagoes nao se extinguem,
e que, de fato, mesmo linearizando, as informacoes que se perdem sao recuperadas
com a variagao da derivada. Assim, podemos concluir que a solucao fracionéaria nos

fornece uma descri¢ao do fenomeno melhor que ou igual a de ordem inteira.
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Figura 18 - Grafico do sistema de Lotka-Volterra fracionario, onde faz-se variar os

dois parametros.
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8 ANALISE DO SISTEMA DE LOTKA-
VOLTERRA PROXIMO AO PONTO DE
EQUILIBRIO

O sistema de Lotka-Volterra é composto por um par de equagoes di-
ferenciais que descrevem a dinamica predador-presa, mas como se viu, este mo-
delo apresenta restrigoes e, com a finalidade de simplifica-las, propos-se o sistema
de Lotka-Volterra fracionario linearizado, que é composto por um sistema de duas
equagoes diferenciais fracionarias, com derivadas de ordem menor ou igual a um.

Para resolver este novo modelo utilizou-se como base o sistema classico
de Lotka-Volterra. Encontram-se os pontos criticos em termos dos parametros
constantes, depois conduziu-se o sistema para o ponto critico de maior interesse,
Q(a/b,c/d); com isso linearizamos o sistema porque neste caso a interferéncia dos
termos nao lineares é pequena, ou seja, o sistema linearizado serd similar ao nao line-
arizado. Mas, esta metodologia nos gerou inquietagoes: serd que a interferéncia dos
termos nao lineares era realmente pequena ou apenas em valores iniciais proximos
ao ponto critico?

Para sanarmos tal questionamento utilizamos o software ‘Mathematica
9.0’ para fazermos uma andlise computacional. Os dados utilizados foram do estudo
da Broca e da Vespa apresentados na segao 7.2.

Inicialmente substituimos valores iniciais préximos ao ponto critico,
Q(1738,1876), ou seja, x(0) = 1738.36 e y(0) = 1876.36. No gréfico 20 substituimos
a = f# =1 e obtivemos um ciclo que é a caracteristica do sistema. Nos graficos 21(a)
e 21(b) variamos os dois parametros e nos graficos 22(a), 22(b), 22(c), mantivemos
a =1 e variamos 5. Em todos estes graficos percebemos que o comportamento da
curva era similar ao dos graficos 18(a), 18(b), 18(c), 19(a), 19(a), 19(a), s6 que em

escalas diferentes.
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Figura 20 - Grafico do sistema de Lotka-Volterra construido com o = 8 = 1 e valores

aproximados do ponto critico.
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Figura 21 - Graficos do sistema de Lotka-Volterra construidos com valor préximo do

ponto critico e com variacao de a e 3
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Figura 22 - Graficos do sistema de Lotka-Volterra construidos com valor préximo do

ponto critico e com variacao de f e o = 1.

Nao satisfeitos, procuramos afastar um pouco os valores iniciais do

ponto critico, Q(1738,1876), ou seja, x(0) = 1740 e y(0) = 1878. No gréfico 23
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substiturhos @ = f = 1 e obtivemos um ciclo que é a caracteristica do sistema.
Nos gréficos 24(a), 24(b), variamos os dois parametros e nos graficos 25(a), 25(b),
25(c), mantemos o = 1 e variamos 3. Em todos estes gréficos percebemos que o
comportamento da curva era similar ao dos graficos 18(a), 18(b), 18(c), 19(a), 19(a),

19(a), s6 que em escalas diferentes.
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Figura 23 - Grafico do sistema de Lotka-Volterra construido com o« = 8 = 1 e valores

um pouco mais longe, mas ainda proximo, do ponto critico.
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Figura 24 - Gréficos do Sistema de Lotka-Volterra construidos com valor um pouco

mais longe, mas ainda proximo, do ponto critico e com variagao de a e

g
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Figura 25 - Graficos do Sistema de Lotka-Volterra construidos com valor um pouco
mais longe, mas ainda préximo, do ponto critico e com variacao de (3 e

a=1.

Contudo, apesar do novo modelo ter seus questionamentos de veraci-
dade, por poder utilizar valores iniciais longe do ponto critico; pela andlise computa-
cional conclui-se que afastar o ponto inicial do ponto critico ao linearizar o sistema
nao perde informacao, por poder se modificar a ordem das derivadas para valores

entre zero e um.



9 CONCLUSOES

Por aproximadamente trés séculos o cédlculo fracionario teve enfoque
apenas na matematica pura, mas atualmente com a utilizacao das derivadas fra-
ciondrias em equagoes diferenciais para refinar a descricao de fenomenos naturais,
houve grande avango em suas aplicagoes.

Dessa forma, neste trabalho, além de termos estudado as origens
histéricas do célculo fracionario, as fungoes especiais, a metodologia das transforma-
das integrais de Laplace, e suas defini¢oes, tivemos como principal objetivo estudar
o sistema de Lotka-Volterra de ordem inteira e sua versao fracionaria, onde se obteve
a solucao do sistema linear generalizado e nao do sistema generalizado.

Feito isso, optamos por observar as aplicacoes do sistema fracionario de
Lotka-Volterra. Inicialmente, fizemos uma analise geral do modelo onde verificou-
se que em alguns casos o sistema de Lotka-Volterra prevé a extingao das espécies
(ordem inteira) e que este tipo de problema pode ser contornado com a ordem das
derivadas « e 8. Depois, utilizando os dados fornecidos por Bassanezi (2010), em que
faz uma modelagem, utilizando o sistema de Lotka-Volterra classico, sobre o controle
de pragas na cana-de-agucar com a Vespa ‘Apanteles flavipes’ (predador) e a Broca
‘Diatraea saccharalis’ (presa), utilizamos o sistema de Lotka-Volterra fracionario para
refinar a descrigao do sistema cléassico, feito isso, a solucao numérica nos conduz a
acreditar que se a dimensao do sistema for menor que 1.8, aproximadamente, tem-se
uma vantagem comparando com a solucao de ordem inteira, pois observa-se que as
populagoes nao se extinguem, e que de fato mesmo linearizando as informacgoes que
se perdem é recuperada com a variagao da derivada. Assim, podemos concluir que

a solucao fraciondria nos fornece uma descrigao do fenémeno melhor que ou igual a
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de ordem inteira.
Como trabalho futuro consideramos um modelo mateméatico de cancer

com tratamento quimioterapico, em que o crescimento das populagoes é logistico,

(Rodrigues & Mancera, 2011).
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