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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar a classe de métodos de
Runge-Kutta de passo dois (TSRK), proposta por Z. Jackiewicz e S. Tracogna
em 1995. Apresentamos essa classe de métodos na sua formulagao classica, como
um método linear geral e por fim como um A-método. Dessa forma, estudamos o
erro de discretizagao e construimos as condigoes de ordem até a ordem 6 e através
dessas condicées foram construidas algumas familias de métodos. Abordamos a
estabilidade dessa classe de métodos, a construcao do polinémio de estabilidade
e como ilustragao apresentamos alguns métodos A-estaveis ou Ag-estaveis.




Abstract

The main objective of this work is to introduce the class of two-step Runge-
Kutta methods (TSRK), proposed by Z. Jackiewicz and S. Tracogna in 1995.
We present this class of methods in the classic formulation, as a general linear
method and finally as a A-method. In this way, we study the discretization
error and build order conditions up to order 6 from which we derive some family
of methods. We also deal with the stability of this class of methods and the
construction of the stability polynomial. Some A-stable or Ag-stable methods
are presented for illustration.
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Introducao

A classe dos métodos de Runge-Kutta, como ferramenta para a integracgao
numeérica de sistemas de equagoes diferenciais ordinarias associados a uma con-
digao inicial, tem sido desde 1895 objeto de investigagao.

Byrne e Lambert [9], propuseram em 1966 uma nova classe de métodos que
nao podiam ser mais caracterizados como métodos de Runge-Kutta, pois pas-
saram a exigir aproximagoes em dois pontos anteriores a cada integragao, mas
mantinham a caracteristica dos métodos de Runge-Kutta, de combinar valores da
derivada da fungao que se estd integrando em pontos interiores ao intervalo. Tais
métodos foram inicialmente denominados métodos Pseudo Runge-Kutta e mais a
diante métodos de Runge-Kutta de passo dois.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma dessas classes de méto-
dos, proposta por Z. Jackiewicz e S. Tracogna em 1995 [16].

No primeiro capitulo apresentamos conceitos basicos relacionados com a classe
dos métodos de Runge-Kutta, em especial resultados relativos a estabilidade dessa
classe de métodos.

No capitulo seguinte sao apresentadas as classes dos métocos lineares gerais
e dos A-métodos, propostos respectivamente por Butcher [7] e Albrecht [2].

Um resumo histérico evolutivo dos métodos de Runge-Kutta de passo dois é
apresentado no capitulo 3.

A classe dos métodos de Runge-Kutta de passo dois, proposta por Jackiewicz
e Tracogna [16] é o objetivo maior deste trabalho. Os resultados aqui apresenta-
dos, apesar de estarem todos relacionados em [4] e [16] foram por nés considerados
com maiores detalhes de desenvolvemento e justificativas, bem como abordados
em uma sequéncia diferente da considerada pelos autores. Assim o fizemos por
entendermos que o leitor com menor dominio no assunto teria menos dificuldades
de leitura e compreensao.
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Introducao 11

No capitulo 4, inicialmente apresentamos essa classe de métodos através de
sua formulagao classica, e a seguir escrevendo-os como um método linear geral e
como um A-método, conforme proposto pelos autores.

No capitulo seguinte apresentamos, de forma detalhada, o estudo do erro de
discretizacao, considerando resultados e desenvolvimentos de Albrecht.

A partir de resultados desse capitulo, sdo construidos no capitulo 6 as condi-
coes de ordem para a classe de métodos de Runge-Kutta de passo dois, apresen-
tando as condigdes para métodos de ordem até 6.

No capitulo 7, a partir das condigoes de ordem desenvolvidas no capitulo
anterior, apresentamos familias de métodos de Runge-Kutta de passo dois com
um e com dois estagios, para ordem 2, 3 e 4.

Finalmente, no capitulo 8 abordamos a estabilidade dessa classe de métodos,
explorando a construgao do polinémio de estabilidade e como ilustragao apresen-
tamos alguns métodos que sao A-estaveis ou Ag-estaveis.




Capitulo 1

Métodos de Runge-Kutta de passo
um

1.1 Introducao

Seja o problema de valor inicial (pvi) dado por:
y' = F(z,y)
(1.1)
y(zo) = yo
onde F : [a,b] Xx R® — R", para o qual, assumiremos a existéncia e a unicidade
da solucao y(z).

Consideremos a discretizagao do intervalo [a,b] em pontos x, = z¢+ nh, para
n=12,...,N, onde zyg = a e h € Ry é o tamanho do passo em cada integragao
do pvi.

Para a integragao numeérica de (1.1) considerando a discretizagao de [a, b], os
métodos de Runge-Kutta (MRK) constituem uma classe de métodos de passo um
muito utilizada e eficiente para uma parcela consideravel de problemas.

Esta classe de métodos se divide em trés subclasses: explicitos, implicitos e
semi-implicitos.

Enquanto os MRK explicitos sdo muito utilizados para a resolu¢iao de pro-
blemas de valor inicial nao-stiff, os implicitos sdo mais eficientes se o problema é
stiff.

Neste capitulo apresentaremos formalmente a classe dos métodos de Runge-
Kutta e, considerando tais métodos definiremos o erro de truncamento local, as

12




1.2 A classe dos métodos de Runge-Kutta

condigoes de ordem e alguns tipos de estabilidades.

Esses conceitos serao utilizados nos préximos capitulos deste trabalho.

1.2 A classe dos métodos de Runge-Kutta

Definigao 1.1. Denomina-se método de Runge-Kutta (MRK) com s estdgios,
a todo método de passo um dado por:

Ynt1 = UYn+t+h Z b K;
i=1

IG = Flast+ahiath ) 6K 4= 4208

1=1

com ¢;, aij, b € R, yn41 € uma aprozimagao para y(z) em x = z,, + ¢;h € ainda
I .
0s ¢; s satisfazem:

Cizzaq‘ e D=gxl,
il

pare: 1 =1,2,...,8.
Podemos representar os coeficientes desse método através de uma tabela ma-
tricial, proposta por Butcher, dada por:

(&1 ces Qs
Co vee Qog

ass

b wew iy

o

Dependendo dos valores assumidos pelos coeficientes da matriz A, podemos
caracterizar as trés subclasses de métodos de Runge-Kutta:
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e explicitos : se a;; = 0, para todo i < j. Isto é, a matriz A é estritamente
triangular inferior.

0 0

ag 0

Qg1 g ... Qg 51 0

Bi oo b, wea By (40

e semi-implicitos : se a;; = 0, para todo i < j e a;; # 0, para pelo menos um
t. Isto é, a matriz A é triangular inferior.

e implicitos : se a;; # 0, para pelo menos um 7 < j. Isto é, a matriz A
nao é triangular inferior.

Entre os semi-implicitos ainda podemos destacar uma classe especial de méto-
dos, quando a;; =Oparat1 < j, 7=1,2,...,s e a; =A(A€eR); i1 =1,2,...,s.
Sao os denominados métodos de RK diagonalmente implicitos, identificados
na literatura por métodos DIRK.

1.3 Erro de truncamento local e as condigoes de
ordem

Defini¢cao 1.2. Denominamos erro de truncamento local de um método de
Runge-Kutta com s estdgios, num ponto Ty, ao residuo Tnyy dado por:

Tov1 = y(Tn41) — [ y(zn) + h Zbih’i ] (1.3)

onde as avaliagées K[s sdo obtidas utilizando-se a solu¢do ezata y(z,) em lugar
de yy.

Considerando a hipotese local y,, = y(,) e denotando por .41 & aproximacgao
obtida, temos:

Tot1 = Y(Zus1) — Unsa (1-4]

ou seja, o erro de truncamento local nada mais é do que a diferenca entre a solugao
exata e a aproximada no ponto 4.
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Expandindo y(zn41) € §n41 em série de Taylor na vizinhanga do ponto z,,
podemos expressar T,,;; em poténcias de h, isto é:

Tu+1 — {-’rll't'i + L{zhz + D'3ha +... ‘+‘ (er+1hp+l + ..

LA )

] i - . a
onde os U;s sao expressoes que envolvem produtos de coeficientes do método e
derivadas parciais da fun¢ao F(z,y). Assim podemos definir o conceito a seguir.

Definicao 1.3. Dizemos que o método de Runge-Kutta tern ordem de con-
sisténcia p se sob a hipdtese local y, = y(z,) obtivermos que T,y = O(hPT!).

Ou seja,

U]=U2=U3=...:Up:0 € Up+1:/:0.

No entanto, para que tenhamos U; = 0 para : = 1,2,...,p, é necessario que
as expressoes que envolvem os coeficientes do método sejam nulaus. Isto gera o que
chamamos de condigoes de ordem, as quais os coeficientes do método deverao
satisfazer para que este tenha ordem de consisténcia p.

A tabela abaixo, nos da as condi¢oes de ordem para um método de Runge-
Kutta (MRK) ter até ordem 5.

Ordem Condigoes
pPi=

25;21

1
il _ALIEl
2 bic = 7,
1
1
> biaijej = §
"‘J‘
2 biciaijc; = L

‘FJ
idiic® =L
Zb.aucj =15
lIJ
1
E b,-a.-jajkck =
irj.-k

& E
Zb,-c,—a,jcj =

1
1.7

o e
Zb'c‘a'ch — 15
1,7
Y. biciasiacr =

1,5,k
bi()_ aijc;)?
1 1
Z b,-a,-jc? = %]'
1,7

E b,-a,-jcjajkck =
1,7,k
| |
2 bigiazicy = &5
1,7,k
S biaija; = L
iQijAjkCkmCm = 195

i,j,k,m
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E importante destacar que as condi¢oes acima se fazem necessarias de forma
acumulativa. Isto é, para que tenhamos ordem 2 a condigao ) b; = 1 também é
i

necessaria. E assim por diante.

Conforme Lambert [19], existe uma relagao muito importante entre o nimero
minimo de estagios e a ordem maxima atingivel, dada pela seguinte tabela:

Ordem (p) Numero de estagios (s)
1

11
12 < s < 17
13=<s5< 17

WO 00 =1 O O = W N

—
=

1.4 Estabilidade

Definicao 1.4. Aplicando o MRK dado por (1.2) ao problema teste
y =Xy, A€C, Re(A) <0 (1.5)
cuja solugio ezata é y(x) = €', obteremos uma equagdo de diferengas da forma
Ynt1 = R(2)yn (1.6)

onde z = Ah e R(z) ¢ o fator denominado fungao de estabilidade do método.
A solugao de (1.6) é:
Yn = {R(2)}"v0

Logo, y, — 0 com n — oo se, somente se,

|R(z) | <1

Assim, definimos:

Definigao 1.5. Um método de Runge-Kutta € dito absolutamente estéavel para
os valores de z que satisfazem (1.7).
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Definigao 1.6. Denominamos a regidgo R4 do plano complezo, na qual se verifica
(1.7), de regiao de estabilidade absoluta do método, definida por

Ra={z€C/|R(z)| <1} (1.8)

e a intersec¢ao de R4 com o eizo real de intervalo de estabilidade absoluta.

Na formulagao classica dos métodos de RK a funcao de estabilidade R(z) é
uma expressao racional, ou seja, quociente de dois polinémios. Logo, nao devemos
falar em polinémio de estabilidade.

Por outro lado, quando escritos como um MLG ou na forma de um A-método,
conceitos introduzidos respectivamente por Butcher 7] e Albrecht [2] que serao
apresentados no capitulo seguinte, podemos construir o polinémio de estabilidade
de um método de RK e entdo determinar seu intervalo de estabilidade absoluta.

Para isso serdo necessarios alguns resultados da teoria dos polinémios, que
apresentaremos a seguir.

Definigao 1.7. Um polinémio w(r) de grau k ¢ dito ser de Schur se as raizes r,

satisfazem | ry [< 1, t=1,2,... k.

Infelizmente, essa condigao geralmente é de dificil verificagao. O que justifica
a existéncia de alguns critérios como caminho alternativo. Aqui, ilustraremos o
critério conhecido como critério de Schur.

e Critério de Schur

Seja o(r) wm polinémio de grau k, com coeficientes complezos, da forma:

(p(r) — Ck?‘k+Ck_1Tk_1+-.-+Clr'+'c(J (19)

onde ci. #0, co # 0.

Consideremos o0s polinémios:
o e, * .k * k-1 * *
o(r) = gr+cr" + ...+ T+ <,y
onde ¢; € o complezo conjugado de cj, e

-

Hilr) = ~d0)8(r) — 6(0)(r)]. (1.11)

Claramente ¢,(r) tem grau no maximo k¥ — 1. Entdo, podemos definir o
seguinte teorema, conhecido como teorema de Schur ou critério de Schur.

AVA
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1.4 Estabilidade 18

Teorema 1.1. ¢(r) € um polinémio de Schur <| ¢(0) |>| ¢(0) | e ¢1(r) é um
polinémio de Schur.

Observe que podemos aplicar sucessivamente o teorema e a cada estagio o
grau do polinémio é reduzido de uma unidade até alcangar grau um. Assim,
temos simplesmente que dispor de um critério para que um polinémio de grau
um seja um polinémio de Schur.

A partir da caracterizacao do polinémio de Schur podemos encontrar o in-
tervalo de estabilidade absoluta do método, o que é fornecido pelo critério a seguir.

e Critério de Routh-Hurwitz

Este critério tem como objetivo considerar uma transformagdao que leve as
raizes do polindmio que estiao dentro do circulo unitdrio para a regido & esquerda
do plano complezo. Para isso consideremos a sequinte transformagao:

14z

r = . :r€C, zeC

Observe que esta transformagdo leva os pontos do circulo unitdrio | r |= 1
sobre o eizo imagindrio Re(z) = 0, os pontos do interior do circulo | r |< 1 &
esquerda do plano Re(z) <0 e o pontor =1 em z =

Seja:

o[l 2 it
P(z) := (1 —z)*x [1—-] = a2 +ai2* ' ..

com ag > 0.

Uma condi¢ao necessdria e suficiente para que as raizes de P(z) estejam a
esquerda do plano complezo, ou seja, para que m(r) seja um polinémio de Schur
sao que todos os determinantes menores principais de ordem dois sejam positivos,
onde Q é a matriz k x k, definida por:

a as
g d2g
0 ay

0 g

ondea; =0, j > k.
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Esta condigao implica a; > 0, j = 0,1,...,k. Assim os coeficientes posi-
tiwos em (1.12) é uma condigdo necessdria mas ndo suficiente para estabilidade
absoluta.

Para k = 2,3,4 uma condi¢do necessdria e suficiente para a estabilidade
absoluta dada pelo critério de Routh-Hurwitz é:

e k=2: a;>0, j=0,1,2

k]

ajas — azag > 0

{ a;>0, j=0,1,2,3

o k4 {(F,J'>U,_}:U,1,...,4

ajdqaz — ﬂgﬂ% CV a;;af >0

Comparado com o critério de Schur, esta aproximacdo tem a desvantagem
de ser necessaria uma manipulagao preliminar para obter a equagdo (1.12). Por
outro lado, para pequenos valores de k, é mais facil encontrar inequacdes em h
pelo critério de Routh-Hurwitz do que pelo critério de Schur.

Portanto, na pratica construimos o polinémio de estabilidade do método de
RK e verificamos se ele é um polinémio de Schur. Na hipétese afirmativa teremos
como intervalo de estabilidade absoluta do método aquele para o qual o polinémio
é de Schur.

Estes critérios serao utilizados mais tarde em um dos capitulos, onde discu-
tiremos a estabilidade de uma classe de métodos de Runge-Kutta de passo 2,
para encontrar o intervalo de estabilidade absoluta e a regiao de A-estabilidade
e Ap-estabilidade do método.

Alguns problemas de valor inicial envolvendo sistemas de equagoes diferen-
cials ordinérias exibem um fenémeno de comportamento que permite caracterizar
o problema como sendo do tipo stiff. Esse tipo de problema pode ser informal-
mente caracterizado pelo que se segue:

"Se um método numérico com um intervalo de estabilidade absoluta finita
quando aplicado a um problema com quaisquer condigoes iniciais € forgcado a
usar, num certo intervalo de integragao, um tamanho de passo ezcessivamente
pequeno, se comparado com o tamanho do passo em intervalos vizinhos, entao o
problema € do tipo stiff nesse intervalo.”

Para resolver numericamente problemas stiff a maior dificuldade esta em se
trabalhar com um método adequado. A condigao de stiff as vezes impoe restrigoes
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tao severas ao tamanho do passo que alguns métodos se tornam computacional-
mente inadequados. Isto nos leva a procurar métodos com a maior regiao de
estabilidade R4 possivel. A classe mais recomendada para esse tipo de problema
é a dos métodos A-estaveis.

A condigao de A-estabilidade esta relacionada com a condig¢ao de estabilidade
da matriz do método. Assim, torna-se necessaria a defini¢ao a seguir, que sera
considerada no préximo capitulo.

Definicao 1.8. Uma matriz é estavel se ezistir uma constante c tal que

| A™ ||o< ¢ para todo m =1,2,... onde || A ||o= max > | ai; |.
1<i<n /=4

Definigao 1.9. Um método é A-estavel se R4 D {z/Re(z) < 0}.

Definigao 1.10. Um método é As-estavel se Ry D {z/Re(z) < 0, Sm(z) = 0}.
A A-estabilidade garante que, para qualquer h > 0 escolhido, a solugao

numérica de y’ = Ay, nao crescera indefinidamente & medida que n — oo.

Mas essa exigéncia pode nao ser suficiente quando Re(z) - —oo e uma nova
condi¢ao de estabilidade deve ser considerada.

Definicao 1.11. Um método é L-estavel se for A-estdvel e, além disso,

lim |R(z)| =0 (1.13)

Re(z)—+—oo

E importante observar que:

L-estabilidade = A-estabilidade = Ag-estabilidade




Capitulo 2

Meétodos lineares gerais e
A-métodos

2.1 Introducao

Conforme inicialmente proposto por Butcher (1966) em [6], podemos consi-
derar em uma abordagem téorica tinica as classes de métodos lineares de passo
multiplo e de Runge-Kutta, entre outros. Essa nova classe de métodos é denomi-
nada classe dos Métodos Lineares Gerais.

Em [1], [2] e [3] Albrecht também propde uma nova representagio para os
métodos numeéricos que integram um pvi, denominada A-métodos. Neste capitulo
apresentaremos os métodos Lineares Gerais (MLG) e os A-métodos.

2.2 Meétodo linear geral

Consideremos o pvi definido em (1.1) agora escrito em sua forma auténoma:

(2.1)
y(zo) = Yo

onde f : R*"*! — R™*! ¢ definida num intervalo onde se tem garantia da existén-
cia e unicidade da solugao y(z). Assim, podemos definir:
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Definigao 2.1. Sejam as matrizes A = (4;;), B = (f),‘j) e C= (¢;;) € RVXN,
Definimos por método linear geral (MLG) a todo método numérico para a

(n]

obtengdo de aprozimagées y;" para a solu¢io de um pvi dado por (2.1), onde:

N N N
=Y a4+ R by FM +R Y & fGTY), i=1,2,..,N,
3=1 =1 =1
(2.2)
com y'[“] aprozimagoes para y(x) no n-ésimo passo de integragdao e y[-"—l]

; aprozi-
magoes no passo anterior.

Na hipétese de se estar trabalhando com integragio a passo variavel serao
considerados apenas os passos com sucesso para a caracterizagao do n-ésimo passo.

_ Podemos observar que um MLG pode ser caracterizado pelas matrizes A,
B e C. Logo, podemos denotar um MLG dado por (2.2) como um método
,B,C). E se a matriz C for nula, simplesmente por (A, B).

-

Definigdo 2.2. Um método (A, B,C) ¢é dito estavel se a matriz A for estdvel.

Teorema 2.1. Um método (A, B,C) é estavel se, e somente se, o polindmio
caracteristico da matriz A nao tiver raiz com valor absoluto mazior do que um e
as de valor absoluto com tamanho um forem simples.

Defini¢ao 2.3. Um método (A, B, é) ¢ dito pré-consistente se:

Ae=ce¢,

com é=(1,1,...,1)T e RV,
Se, em adigdo, para algum vetor v € RN tivermos:

/—i-v—}—( : : JE=v + €,

o método (A, B, C) serd consistente .

Teorema 2.2. Um MLG é convergente se, e somente se, for consistente e
estdvel.

Uma demonstracao para os teoremas 2.1 e 2.2 pode ser encontrada em

Butcher [§].
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2.3 O método de Runge-Kutta como um método
linear geral

Se considerarmos o pvi dado na forma auténoma (2.1), podemos reescrever o
MRK definido por (1.2) numa forma equivalente, dada por:

]

Y: Yn-1 +hzau

=1

Y1 +h Y bi f(Yi
i=1

Se considerarmos N = s + 1, y‘[“] = Y; parat = 1,2,...
podemos reescrever o MRK (2.3) na forma de um método (A, B

y = i+ RLan £ [“])+alzf( ["])+...
Ugl] = JE:|.1 + h[ ay f( )+'-'122f

g7+ bl f( ) + 0. f(yf“]) 4 an f(M) ]
Tl FM) 4 by FE) .+ b F(UI) ]

fi) | i |
f(y["]) R

£ f(y"" )
f(ui’;‘l) ! | Fla

amn cee Q1g
az1 a2 ... Qs

As1 Qg2 ... Qss

I AL

Portanto, em (2.5) temos a classe dos MRK com s estagios reescrita na forma
(2.2), isto é, como um método (A, B, C) ou simplesmente método (A B)
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Assim, todos os resultados da teoria dos métodos lineares gerais podem
ser considerados para o estudo de métodos de Runge-Kutta. Para isso basta
reescrevé-los na forma (2.5).

2.4 O método de Runge-Kutta como um A-método

Albrecht [1], [2] e [3] propde uma nova formulagao para a classe geral de
métodos numéricos para a integragao de um pvi, denominada representagao A-
métodos, e definida por:

Definigao 2.4. Denomina-se A-método a todo método numérico para a inte-
gragao de (1.1) escrito na forma:

Yn+l =A}/:l +h¢f($ﬂﬁyﬂs}/:l+1;h) (26)

onde Y, ¢y € R7™, A € uma matriz om X om (com m a dimensao do sistema
diferencial) e ¢y satisfaz a condi¢ao de Lipschitz com respeito ao segundo e ter-
ceiro argumentos. O subscrito f indica que a dependéncia de ¢ sobre Yy, Y41 €
através da fungao f(z,y) que define o sistema diferencial.

Considere o pvi dado por (1.1) e o método de Runge-Kutta dado por (1.2).
Vamos entao escrever o método (1.2) como um A-método.

Primeiramente, escrevemos o método de Runge-Kutta (1.2) numa forma al-
ternativa dada por:
s
Ynde; = Yn T+ h Z aijF{xﬂ + th, Ynte;j )1

J=1

Yn+1 = UYn +hzbip(xﬂ'l'cihﬂyn-i-q)-

=1

Sejam Y, 4 e I:"(;r,,,}’;,+1;f.=,} definidos por:

Yﬂ-l—l = [yn-l-q yYndezs ooy Yndeys yﬂ+l]T
F(zs, Yie;h) = [F@a + 61h Yoty )ioo o0 F(Tn + Cshy Ynte,)s F(mn+1,yn+1)]T

e definimos A e B por:
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ayy az

az1 dazz

Ggy dg2 ... Qg 0

| b b ... b, 0]

onde O,, é uma matriz nula sx s, 0, = [0,0,...,0]7T € R*ee = [1,1,...,1]T € R®.

Logo o método (2.7) pode ser escrito na forma de um A-método como:

Yoau=AY + hBF(»’Cm AT (2.8)




Capitulo 3

Métodos de Runge-Kutta de passo
dois

3.1 Introducao

Neste capitulo introduziremos uma nova classe de métodos que, apesar de uma
formalizacao bastante semelhante & dos métodos de Runge-Kutta nao apresenta
sua caracteristica basica, que é serem de passo um, pois exigem a cada integragao
o conhecimento de duas aproximagoes em pontos anteriores e consecutivos.

Por isso, sao denominados métodos de Runge-Kutta de passo dois. Por outro
lado, embora tenham passo dois, nao pertencem a classe dos métodos lineares de
passo muiltiplo, pois consideram combinagoes das derivadas em pontos internos
ao passo de integragao, como acontece com os métodos de Runge-Kutta.

3.2 Um resumo historico

Um dos primeiros trabalhos introduzindo esses novos métodos foi publicado
em 1966 por Byrne e Lambert [9], onde os métodos por eles propostos tem a
seguinte formalizagao:
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= Yo+ h S (vKI" + wKP)
=1

1—1
I\':‘_l = f[ Tpn_1 + Cih s Yn—1 + h Za‘jk.?_l )

J=1
i—1
I{:x = f( Iy + C;‘h- y YUn + h Z a‘.}'k;‘ )

j=1

8
cothi 6y = )iy 1=1,2500,
j=

Os métodos de (3.1) foram definidos como métodos Pseudo Runge-Kutta.

Byrne [10] em 1967, Rosen [25] em 1968 e Nakashima [20] e [21], em 1982,
propuseram novas formulagées de métodos pseudo Runge-Kutta, mas que sao
pequenas variacgoes de (3.1).

Em 1987, Nakashima [22] apresenta uma classe de métodos pseudo Runge-
Kutta, definida por:

Y= Yo +rYa+h i biK;
1=1

Ki = f(zn-1,Yn-1)
K, = f(zn,Y,)

1—1
Ki = f(eatch, Yota(Ya—Yar)+hY aiK;),
7=1

it
comi=3,4,...,s,parac; =a; + »_ a;j, 0<¢ <1

i=1

Os métodos definidos por (3.1) e (3.2), quando considerados isoladamente,
permitem somente trabalhar com tamanho de passo fixo.

A partir de um trabalho de R.A. Renaut [24], publicado em 1990, os métodos
pseudo Runge-Kutta passaram a ser denominados métodos de Runge-Kutta de
passo dois.

Os métodos propostos por Renaut sao do tipo explicito com s-estagios, defini-
dos por:
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= (1= B)yn+ Byn-1 + h E[ vif (Ynor) + wif (yn) ]

Yi para t1=1

1—1 F
Ys+h > aijf(y!) para i> 1.

j=1

Observe que os métodos de (3.3) sdo uma generaliza¢ao dos métodos propos-

tos por Byrne e Lambert [9] e definidos em (3.1). Basta considerarmos em (3.3)
3 = 0 que obtemos (3.1).

Uma pequena evolugdo do trabalho de R.A. Renaut [24] é apresentada por
Jackiewicz, Renaut e Feldstein [13] em 1991, que propuseram a seguinte classe de
métodos de Runge-Kutta de passo dois:

5

(1= 0)yn + Oyn_s + 2 Y _[vif (Vi) + wif (V) ]

=1

Yn1+h Z Gikf(}:.k—l)
k=1

5

G th Y aaf(YE) § =18iwsd

k=1

Em [17], Jackiewicz e Zennaro, em 1992, propdem a seguinte classe de méto-
dos de Runge-Kutta de passo dois:

Yopr = (1=€0)Ya+£€0Yuiy+hny Y (wiK]™' + €w; K] )

1=1

i=1
IX—:J_] = f( T + Cihn—] 3 Yn—l + hn—l Z G,‘j.{{;_l)
J=1
1—1
I{;‘ f( T'n + Cih—n 1 Y:l + hn Z aij.[i’; ), 3 - 1, 2, . |

i=1

i—1
h ! ; = E: .
para{:h—"% 5 hn=3'n+l — Iy € ¢ = aj .
i=1
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Podemos representar os coeficientes desta classe de métodos através de uma
tabela semelhante & proposta por Butcher para os métodos de Runge-Kutta. Para
isso basta definirmos os vetores ¢ = (c1, ¢z, ..., ¢,)T, v = (v1(€),v2(€),..., v,(€))7,
w = (wy(€),w(§),...,w(€))T e a matriz A = (aij) € R*** e teremos:

0 0
Ca azy

C3 azy (%]

5i(6) T Tt e(E)
wi(§) wa(f) ... we1(§)

Podemos observar que o método (3.5) permite integragido a passo variavel,
pois a cada passo considera-se um passo de tamanho h,. Além disso, a cada
passo sao exigidas s novas avaliacbes da derivada da funcao f e nao 2s como a
defini¢do do método deixa transparecer. Isto porque, o método aproveita valores
ja calculados no passo anterior.

No capitulo seguinte abordaremos uma nova classe de métodos de Runge-
Kutta de passo dois, cuja abordagem quanto a caracterizagao de suas condigoes
de ordem e aspectos relacionados com a estabilidade dos mesmos constituem o
objetivo principal deste trabalho.




Capitulo 4

Uma classe de métodos RK de
passo dois

4.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos uma nova classe de métodos R.K. de passo dois,
que a cada passo dependem do conhecimento de aproximagoes para a solugao de
(1.1) em dois pontos consecutivos, anteriores ao ponto em que se est4 integrando.

Mostraremos que estes métodos podem ser considerados como casos especiais
dos métodos lineares gerais, introduzidos por Butcher, e que sdo bastante efi-
cientes quando comparados a outros métodos, quanto ao ntmero de avaliagdes
da fungdo F(z,y), necessarias para se conseguir a ordem desejada.

Suas condi¢oes de ordem podem ser obtidas utilizando-se resultados propostos
por Albrecht [2], conforme veremos no capitulo seguinte. Esta classe de méto-
dos, quando considerados como métodos lineares gerais, pode ser dividida em 4
subclasses, que sao apropriadas para a solucao numeérica de equagoes difereciais
stiff ou nao stiff, trabalhando num ambiente para computacao sequencial ou em
paralelo, conforme o caso.
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4.2 A formulacgao classica do método

Seja o problema de valor inicial (pvi) dado em sua forma auténoma por:
y'(z) = f(y(z)), = € [xo,]
(4.1)
Y(Zo) = Yo
onde a funcao f: R — RY.
Iremos trabalhar com métodos que dependem de valores dos estagios obti-
dos em dois passos consecutivos e anteriores, ou seja, métodos de Runge-Kutta

de passo dois (TSRK). Estes métodos, introduzidos por Jackiewicz e Tracogna
em [16], tem a seguinte formulagao classica:

vier =0y + (1= 0y +h (v, f(YL,) + wif(¥7))

(4.2)

1

Y? =ujyio+ (1 —u)yi+ h Z(ajsf(}’,-’_l) +bia (Y1)
s=1

] = L2000
i =1LZmN—=1
N : inteiro positivo
b—z
h = =g é um tamanho de passo fixo

N
=zo+th;:=0,1,...,N

y; € uma aproximagao para y(z;)

y € a solucao de (4.1).

Podemos representar (4.2) através de uma tabela de coeficientes, semelhante

a representagao proposta por Butcher para os MRK:
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Observe que para iniciarmos o processo de integragao com o método (4.2)
além de yo precisamos da aproximagao y; em z; e valores dos estagios Y,
s = 1,2,...,m no intervalo [z¢,z,]. Esses valores poderao ser encontrados, por
exemplo, utilizando-se um MRK com ordem apropriada.

Assim, para avancarmos de z; para ;4; necessitamos calcular somente }:-j,
uma vez que Y;” | ja foi obtido no passo anterior. Isto nos propicia um ganho extra
de graus de liberdade, associados com um método de passo 2, sem a necessidade
de avaliagoes extras da fungao.

A forma da matriz B permite determinar o custo de implementagao do método
(4.2). Butcher em [8], introduziu a classe de métodos de integragao com multi-
plos estdgios e diagonalmente implicitos (DIMSIM). Considerando essa classe de
métodos propostos por Butcher, os métodos TSRK (4.2) podem se subdividos
em 4 subclasses ou tipos, que dependem da natureza do problema a resolver e do
tipo de arquitetura computacional disponivel.

Olhando os TSRK segundo as subclasses propostas por Butcher concluimos
que para métodos do tipo 1 ou tipo 2, a matriz B tem a forma:

0 0
b2

B =

| bml bm‘l )" |

com A # 0, e estas sao apropriadas para sistemas diferenciais nao stiff ou stiff,
respectivamente, utilizando-se técnica computacional sequencial.

Para métodos do tipo 3 ou tipo 4 , a matriz B é da forma:
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com A # 0, e sao apropriadas para sistemas de equagdes diferenciais nao stiff ou
stiff, respectivamente, utilizando a técnica computacional em paralelo.

A existéncia de parametros extras em (4.2), quando comparados com (3.4) e
(3.5) pode ser explorada como vantagem ao se utilizar esses métodos TSRK, pois
conseguimos construir métodos com alta ordem e com a necessidade de poucos
estagios. Por exemplo, existem métodos TSRK explicitos definidos por (4.2) com
estagios de ordem 2 e 3 e m=1; e com estégios de ordem 4 e 5 com m=2. Este
ganho consideréavel em eficiéncia é um dos maiores atrativos desses métodos para
solugao de problemas tais como sistemas de EDOs com dimensao alta, equagoes
integrais de Volterra e equagées integro-diferenciais, onde héa a necessidade de se
avaliar o nicleo em muitos pontos no intervalo de integracao.

4.3 A formulagao como um método linear geral e
como um A-método

Consideremos a notagao:

}r Yl YZ Ym]T

= [wlaw21"'awm]

= [ug,ug,. .., Um)

= w
= [f( 0 IO 1 )| o u

=[1, 1]T € R™ A =(a;;) € R™™
= [ B = (b;) e R™™

= UI,UQ,..‘,Um]

Utilizando-a no método (4.2), obtemos:

yirr = 0yi1 + (1= 0)ys + ho” f(Yiey) + hw” £(¥i)

Y; uyi—y + (e —w)yi + RAf(Yio1) + RBf(Y))

comi:=12..., N—=1.

Para podermos simplificar ainda mais, vamos acrescentar as equagoes de (4.3)
duas identidades, obtendo:

Yoo =Y
Y, =uyi-1+(e—u)yi + hAf(Yio1) + hBf(Y))
Yi =Y ‘

Yirr = 0yic1 + (1= 0)yi + T f(Yioy) + hw” f(Yi)
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Usando notagao matricial, podemos reescrever (4.4) como:

Yi,
Yio,

Yi—
Yit1 Y ol wT

0 0
A B
+ h 0 0

Sejam:

Zf = [KII!KTayhyi-ﬁ-l]T
Zy = [U,KJTsyﬂ,yl]T
f(Zi) =[f(Yie)), FO)T, £ (i), F(gir)]”

com Y, obtido da iteragao inicial, e consideremos as matrizes:

I 0 0
0 u e—u
00 1 b=
0 § 1—6 T WwT

0
A
A 0

0
0
0
0

onde A e B € Rm+2)x(2m+2)  com () vetor nulo ou matriz nula de dimensio
apropriada e I € R™*™,

Assim, podemos representar (4.3) como um A-método, como definido por

Albrecht [1]:

Zi=AZi_, +hBf(Z); i=1,2,...,N—1. (4.5)

Como a matriz A tem autovalores 1, —f e o autovalor 0 com multiplicidade
2m e como a matriz B é uma matriz triangular inferior seus autovalores estao na
diagonal principal, ou seja, possui como autovalores 0 com multiplicidade m + 2
e os autovalores da matriz B.

Logo, por um resultado de Albrecht podemos adiantar que o método é zero
estivel &= -1 < < 1.

No capitulo seguinte desenvolveremos as condi¢oes de ordem dos métodos
(4.2), agora escritos na forma (4.5).




Capitulo 5

Erro de discretizacao

5.1 Introducgao

No capitulo anterior mostramos que os métodos de Runge-Kutta de passo
dois, definidos em (4.2), podem ser representados na formulagao de um A-método,
conforme proposto por Albrecht [1] e [2].

Neste capitulo vamos utilizar os conceitos qualitativos desenvolvidos por
Albrecht, e assim estabelecer os resultados necessarios para se construir as con-
di¢oes de ordem dos TSRK propostos por Jackiewicz e Tracogna [16] , o que sera
feito no préximo capitulo.

5.2 Erro de discretizacao

Sejam os valores dos estagios Y;” aproximagdes para y(z;+c;h), e consideremos
os vetores:

¢ e e
y(z; +ch) = [y(zi+ c1h),y(z; + c2h), ..., y(zi + cmh)
fly(zi+ch)) = [f(y(ei + erh)), f(y(zi + ezh)), .., f(y(zi + emh))]”
z(z;) = [y(zic1 + ch)T, y(zi + ch)T, y(x ) y($i+1)]T
f(2(z:)) = [f(y(@io + k)T, Fy(@i+ k)T, f(y(2:)), fly(zisn))]"

]T

Exigindo que y(z;+c;h)— Y’ = O(h) pelo menos, para j = 1,2,...,m quando
h — 0, podemos definir o conceito de erro de discretizacao para o método (4.5).

35
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Definigao 5.1. Denominamos erro de discretizagao do método (4.5) em ;4
e denotamos por hd{.z:‘H) o residuo obtido substituindo-se Z; por z(x;), Z;—1 por

2(zi—1) e f(Z;) por f(z(z;)) em (4.5).

Isto é:

= Az(zi_1) + hBf(2(z:)) + hd(zi41), comi=1,2,...,N =1

z(z;)
(5.1)

2(z0) = [0,y(zo + ch)T, y(z0), y(z1)]"

Seja d(zi41) = [d“)(x.-H)T,d[z)(xt-.l_l)rr,tf("(xi+1),3{2}(x;+1)]T. Entao obte-
mos:
d[”(x‘vﬂ)
dm(xiﬂ)
hd(ziy) = J(l](_r‘,“n)

‘E(zj(xiHJ
y(zi—1 + ch) 0 y(zi—z + ch)
y(z; + ch) e—u y(zi—1 + ch)
y(xi) 1 y(ziza)
y(Tiy1) 1 —8 y(zi)
0 0 fly(zi=y + ch))
ld B £y + ch)
0 0 f(y(zi))
ol wT f(y(zig1))

y(zi—1 + ch) — y(zi-1 + ch)

(e — u)y(zi) — hASf(y(zi-1 + ch))
y(x:) — y(zi)

(1 - 0)y(z:) — hvT f(y(zi-1 + ch)) -

y(zi + ch) — uy(zi=y) — — hBf(y(zi + ch))
Y(@ipr) — Oy(ziz1) - hwT f(y(z; + ch))

Considerando que ¢ = [1,1,...,1]7 entdo y(zi—1 + ch)T = y(zi + (c — e)h)T,
e ainda, y'(z:) = f(y(z:)).

Logo, podemos definir:
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5.2 Erro de discretizacgao

hdP(zig1) = y(zi+ ch) — uy(ziog) — (e — w)y(z;)
— hAy'(z; + (c — €)h) — hBy'(z; + ch)

h&(z)($i+1) = y(zip1) — Oy(ziz1) — (1 = 0)y(z:)
hoTy'(z; + (¢ — e)h) — hwTy (z; + ch) (5.3)

Expandindo y(zi_1), y(ziz1), y(z; + ch), y'(z; + (c — e)h) e y'(z; + ch) em
série de Taylor em torno do ponto z; e substituindo nas expressées (5.2) e (5.3),
obtemos respectivamente:

. o I 3
hd®(zip1) = y(i) + chy'(zi) + ¢ gy "(2:) + & 3,9'”( i) + ...

h

h*
u [y(:'c.-) — hy'(2:) + Sy’ (@) =

: i S h
hA [y (zi) + (c — e)hy (i) + ( )z_‘

2

hB [y (z:) + chy” (zi) + = L
k+u—A—Bmeg+[?

(+u) (c—
¥ [ T

g h " h "
y(=i) + hy (2:) + 7y (@) + po7 (=) + ...
}2 3

0 [y(.r,') - h.y’(-.r,) 51 —y"(z;) — — "’(x,) . ] — (1 - 0)y(=)

p " h
[y e+ (e= by + (e - P g "(a +- "

hwT [ (z;) + chy' (z;) + ¢* b ym(:c ]

(1468 —vT —wlhy' () [% - —9 (c—e)v'— ch} THED)

1 1 6—62 C d Q m
+ |i3l+59—( 51 ) UT‘—awT] Ry (z) +...
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5.3 As constantes de erro

Sejam:

A(c—e)r! B!
(v=-1!  (v-1)

C,

T(C = c)u—l chu—l

v-1)!  (v=1)

A v

o

(5.5)

comv = 1,2,.... As constantes C, e C, sao denominadas de Constantes de
erro do método.

Assim:

0
Cihy'(z;) + C2h?y" (z:) + Csh®y" (z:) + . ..

0
Cihy'(z;) + Coh?y" (z:) + Csh3y

m

(:I,‘,')-I-...

Se assumirmos que C; = 0, obtemos a condi¢do para a garantia de consistén-
cia do método:

Cl =0

(c — e)t-!
(1-1)!
= 0=c+u— Ae— Be

= c=(A+Ble—u.

= 0=c—(-1l)u—A - B

No que segue iremos supor esta condigao de consisténcia valida. Ela sera
necessaria quando formos construir as condi¢oes de ordem para os métodos que
estamos estudando.

Subtraindo (4.5) de (5.1) obtemos a relagao de recorréncia linear.

z(z) - Z; = -A[?-‘(i‘fi—l) T Z:'—-l] + hB[f{z(x,-)) - J{Z }] + hd(zi41)

q(ziy1) = Aq(@i) + hBt(zis1) + hd(zis1) (5.6)




5.3 As constantes de erro

y(zi + (c—e)h) = Y,
y(z; + ch) = Y;
y(z:) — v
Y(Tig1) — Yig

fly(zi + (c = e)h)) — f(Yiz1)
f(y(z; + ch)) — f(Y)
fy(@i) — f(y:)
f(y(zis1)) = f(yisr)

0 0
y(zo) — o | ; f(y(z0)) — f(wo)
y(z1) =y f(y(z1)) = f(y1)

A Q(J‘]) + hB t(Ig) -+ hd(&‘.’?g)

= A q(z3) + hB t(z3) + hd(z3)
= A{ A q(z:) + hB t(z2) + hd(z;) } + hB t(x3) + hd(z3)
= A’q(z)) + hAB t(z3) + hA d(z3) + hB t(z3) + hd(z3)

2-1

2
A q(er) +h Y AT d(era) + kY ATB H(ai)

=1 =1

A q(z3) + hB t(z4) + hd(z4)
2 2-1

"4 {A2 Q(xl] + h Z AE_: d($l+l) + h Z .«42_’3 t(.’I:H.])}
I=1 =1

hBt(xz4) + hd(z4)

3 3-1
A qz) +h Y A d(zi) +h Y AB tzig)
I=1

=1

Por recursividade, concluimos que (5.6) pode ser reescrita como:

g(ziy1) = A'q(z)) +h Z A7l d(z141) + b Z ATB t(zig). (57
=1 I=1




3.3 As constantes de erro

Também podemos verificar que:

0 0 0
2 u e—1u u

A 0 1 0

6 1-6 6
u e—u

(e—u)f u+(e—u)(l—-20)
6

(1—-6)8 6+ (1—6)°

e Qs B e Y e R s A s O e R e
o0 O O OO O My

(e —u)b u+(e—u)(l-20)
ub + (e —u)(1 —6)8 u(l—0)+(e—u)(@+(1-6)?)
(1-6)6 6+ (1—0)?
6% + (1 —6)% (1 —6)+(1—-6)(0+(1—8)?)

assim as matrizes A" para p > 2 tem a seguinte estrutura:

aft) o

olf) ot

() o)
) )
B2 Baa

onde os vetores ai"f ) € R™ e os escalares 6:&;‘) sao uniformemente limitados com
respeito a cada yu, se o método (4.5) é zero-estavel.

Portanto, para 2 > 1, temos:

1—2
Q(zip1) = Alq(zi) +hd(zip) + hA d(z:) + h Y AT d(z141) + hB H(zia)
=1
1—2 .
+ hABt(z)+hY A B t(zi) (5.8)

=1

Reescrevendo a equagao (5.8) na forma matricial, podemos estabelecer algu-
mas relagoes.




5.3 As constantes de erro

d(l)(.’tg]
d(z;)
dM(z;)
d®(z;)

i-2
+hY
i=1

;(' -1

Para simplificar a notagao escreveremos qf”), f;f}u}, t}”), f}"), d}”} e J}"J ao Inveés
de ¢")(a), ¢M)(x1), t)(21), t)(a1), d¥)(z1) e d¥) (7).

Entao temos:

Qa{-:-)l O‘E?qgl) 5y allz')"fiz] + hd(l)
2 ~(1 2 '2

i) ﬁM(n+30(n+héﬂ

@] L e +alio vndd | e va-

+h

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



5.3 As constantes de erro

crg'l_“d;(” (I f]d(ﬂ
(i-1) (1) (t 1) (2)
* | B Cafodd |+
B0, + 850
AtV 4 B
(e — u) (Tt + wTt®)
thf-“ + th,(-ZJ
(1= 6)(vTt!" + wTt?)
| a‘,; DTV 4 ol wT?)
22| o Tt(l) r, 2a2—nw f§+)l

(i=1) 1 (i-1
CourylD 1 gln,

Bl + el

+ h

+ h

=1

Logo, temos as seguintes relagoes:
1 i) ~(2 - i—1 i—l
ol = ol ol 4 ha + 4 h S (e, + ol
1=1

hAtD + hBE? + b S QT + T

I=1

2, q{l) + 022 q}z} + hd,H + hua?gll + h(e — u]cf,(-z)

i=1) 3(1 i—=1) 3(2 (1
h Z[Of-gl )dt(+)1 + agz )da!+)1] + hAt +]1 + thBt|+1

-2
h(e =)ot + he — w8 + 1Y ol T + Tt
=1

BRAY + 8R4 + hdY, + hd® + h Z[ﬁ(“”d}l)l + 8554

=1

hoTtM 4 hwTt® 4 Zﬁf‘ Mot + w2,

BRG + BDGD + hd®, + hodM + (1 - 6)d?

1—2

R IBE + B5GTVd] + hoTHY, + hwTE
=1

h(1 = 6)w ) + h(1 — 6)oTt! +hZﬁé; MoTt) +wT]
=1
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Vamos assumir que os valores iniciais tem ordem p, quando A — 0 isto é:
-~ 1
¢ = o(n)
@’ = o)

e que os ultimos dois estagios de (4.5) tem ordem de consisténcia p, quando h — 0
ou seja:

O(h?)
O(h®).

Na verdade, neste método temos a?l(l) =0, e ainda d,“) = 0. Assim:

1—2

q‘(ill hd“} +hAt(l] + hBt{z) +hza(! ] Ttﬂ-}l +thli]1] + O(h?)
=1

qﬁ), = hd,f_’l + hAtEi]] + hBtEi)l + h(e — u)th!!l) + h(e — u)th£2)
hZhEWWE w'tih] + O(h?)

1—2
roTt + bt + 2 S 85T, + w Tt ] + O(R?)

=1

hqu(” + hwTt®, + k(1 — 0)wTt® + k(1 - 0)vTH"

hZE”TQE wTtiy] + O(h?)

Observe que qr,+l =q¢?e tfi}l = t?. De fato:

¢@ = hd® +hAtY + hBt? + k(e — w)o Tt + h(e — w)wt?)

hz (' ke Il)[ Tt“) +tht(i]1]+O(hp):

i—-2
hd® + hAtD + hBED + 1Y ol [T + wTHY
=1

O(h?) = ¢},

F(y(zizy + ch)) = F(Yic1)
F(y(z:i + (c — e)h)) = f(Yic1) =t}
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5.4 A condigao de ordem

Logo:

. Q.(i)l hdﬁ]l +hAt? 4 hBtEill + h(e — u)v Tt + h(e — w)wTt?

1—2
Y ag " +wH] + O(R?)
I=1

hoTt® + hwTt®, + h(1 — 0)wTt? + h(1 — )vT?,

1—-2
h Z ﬁé‘;” [tJTt,(z) + thﬁ_]l] + O(hP)
I=1

5.4 A condicao de ordem

A expressao anterior nos permite enunciar o resultado a seguir, que estabelece
uma primeira relagdo de ordem para o método.

Teorema 5.1. Suponhamos que o método (4.5) € zero estdvel e que
d}z) = 0O(h?), 1=1,2,...,N quando h = 0. Entdo:
g =0(?), h—=0

se e somente se

ot L w Tt = O(h?), h—0, 1=1,2,...,3

Além disso, os erros qﬁ]l dos estdgios Y; sao dados por:

¢ = hAt® 4+ kBt + hd?, + O(h?), h—0

r
hdD = Coy®(z)h” + O(R) .

r=1

A condigao cffz} = O(hP?) e a equagao (5.9) representam a forma geral da
condi¢ao de ordem para os métodos TSRK (4.5). Segue deste teorema que se
o método é zero-estavel e satisfaz cffz] = O(hP) e (5.9), entdo o ultimo estéagio é
convergente com ordem p, isto é:

Yi+1 — y[xe+1) — O(hp)




5.4 A condig¢ao de ordem

e os erros y(z; + ch) —Y; dos estagios Y; sao dados por (5.10).

No que segue, para simplificar a notagdo escreveremos t;;1,¢i+1 € diy; ao in-

vés de t'+]1,rfi)l e d,[_l_)l ,respectivamente. Entao (5.9) e (5.10) tornam-se:

vt + wlty, = O(RP), vyl (5.11)

gi+1 = hAt; + th,’_H + }ld;.+.1 + O(hp), h—=0 (512)

Visando expressar (5.11) numa forma mais conveniente, primeiro necessita-
mos escrever t;y; em termos de gi4. Se t;;+1 € ¢ji+1 530 as j-ésimas componentes
de ;4 e ¢i4+1, respectivamente, obtemos:

tiir1 = f(y(zi + cih)) — f(Y7).

Aplicando a f(Y;) o desenvolvimento em série de Taylor em torno do ponto
y(z; + c;h) temos:

) Fy(zi + ¢;h) + (Y7 — y(ai + c;jh)) D) f(y(a:i + c;h))
(Y7 — y(i + c;h))?

2!
(Y7 — y(i + ¢;h))?

3!

Dy f(y(xi + c;h))

D} f(y(zi + c;h)) +

p—1

Y =
fy(ei+ch)) = Y Dif(y(i + cih)) 7

+ O(R?).

Fy(zi + ¢;h)) — F(Y7)

p-1 r_‘."_ . ; v
-3 D flates ) LR

+ O(h?).

v!

¢ = ginr = y(ai +cih) = Y7
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5.4 A condicao de ordem

assim:

-1

—ZD” zi + ¢;h)) “fv—“ + O(hP)

p-1 ]u+l

>E

— Dy f(y(zi + ¢;h))(gji41)” + O(RP).

Sejam as fungoes g, (x; + c;h) definidas como:

(_1)u+l

9u(i + csh) 1= *—4— D} f(y(: + c;h))

Entao, aplicando a elas o desenvolvimento em série de Taylor em torno do
ponto z; obtemos:

#}p

gu(zi + ¢;h Zg(n] + O(h?)

onde ¢g") representa a derivada de ordem p.
Seja:

gu(x; + c1h) 0
0 gv(zi + c2h)

9u(zi + cmh)

Aplicando-se o desenvolvimento em série de Taylor em todas g,(z;+c;jh) para
m, na vizinhanca de z; obtemos:

P
> o g.ﬁ“’(xi)c*;

p=0

0

Pl
> = g (@)TE + O(R?)

u=0
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5.4 A condi¢ao de ordem

com ['. a matriz diagonal definida por:
PC = diag(cl, Coyvnn ,Cm)

Portanto:

p—1
tiir = Y (@i + k) (gim)” + O(hP)
v=1

tiier = Gigiyr + Ga(qin1)” + Ga(gin1)’ + ... + O(RP) (5.13)

Similarmente como em [2] e [3], podemos argumentar que as funcdes
tiy1 = tiy1(h) e giy1 = git1(h) sdo tnicas em uma vizinhanga de h = 0 e possuem
a seguinte expansao de Taylor:

Gir1 = &(x)h® + &(x)h® + ... + Epoi (zi)hP™! + O(RP) (5.14)

t,‘.H = T}z(&?,‘)hz + T}3(.’L‘,‘)h3 + ...+ np_l(:r,-)hp_l + O(h‘p) (515)

Podemos obter a generalizagdo das fungoes &,(z;) e n,(z;) por recursividade,
substituindo respectivamente (5.14) e (5.15) em (5.12) e (5.13). Isto nos conduz
ao resultado a seguir.

Teorema 5.2. As fungoes &,(x;) e ny(x;) satisfazem as relagoes

1 —3

&) = Cy(@i) + Buja(zi) + A

s=0

(=1)°

S! 7?_5;?3—1 (J‘J’,‘)

=T gV @)a(@) + ) 08 (@) (Em(@i)én(a))
: m, n>2
m+n=73-1

Y @) Em()en(zi)br () + ..

m, n, r22
m+n4r=3-1

para j =2,3,...,p—1; 1=0,1,...; com m(z;) = 0.




5.4 A condigao de ordem 48

Demonstragao Usando (5.12), (5.14) e expressando 7,(x;—1) em série de
Taylor na vizinhang¢a do ponto z;, obtemos:

F]
Z E(xzi)h® = hAt;+ hBti, + hdip + O(R?), 7=2,3,...,p—1.
ma(zi)h® + na(x)R® + ... + np_1(z:)hRP~ + O(RP).

7—-1 1-1
hAY  nu(zia)h® +hB Y na(xi)h® + hdipr + O(RP)

s=2 s=2

e pelo teorema (5.1) temos:

hdiy, = » Yy (zi)h* + O(RP).

Portanto:

1—-1

PRACALS A mu(@ic)hH 4 B Y ()bt
=2

s=2 =12

7
> Co yP (zi)h* + O(hP).

s=1

Expandindo 7,(z;-1) em série de Taylor em torno do ponto z; obtemos:

1 h.z " h3 "
n(@iet) = maa) = hnle) + o7 i () = 570 (@) +

Assim:

Z(_{,(;r,)h
=2

v=0

s YO (xR +AZ( T,ri")( )h”) At 4
T

1s(2i)h*H + O(R*)

jc
Y

+ BY
s=2
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5.4 A condi¢ao de ordem

Tomando p = v + s + 1 temos:

_3_

§ :
S = 36 e +aS Z e )
s=2 s=1

s=2 ;x—s+l
J-1
B nu(zi)h™t! + O(R*)

S=2

Comparando as expressoes para os termos em h? obtemos:

(J s—1)

&(zi)h? C; yW ()R’ +AZ I n== (2, )k

- j"S—l)
B (zi)l’
; L (==
s 2 (B o & al(i—ee1)
Cjy (a:.)+AZ(j_b_1),n,, (z:)

+  Bnj-a(w)

-3
s=j—s—1 : ("“1 g 8
=Gy )+ AY S md (@) + Bnja(2)
s=0 '

"

Assim, concluimos a validade de ¢;(z;) proposta em (5.16). Vamos agora

demonstrar a validade de (5.17).

Usando (5.13), (5.14), (5.15) e fazendo g¢;4+1 = s;(z:) + O(h?*!) onde

si(zi) = &(z)h® +...+&(z)h
concluimos que (5.13) = (5.15), ou seja:

J
Z ns(z)h® = Gigiy1 + Ga(gis1)” + Ga(gin)’ + ... + O(RP)

8=2

PE Gusil) + Gals;(2:)? + Gals;(2:)* + ... + O(h*)

p=1 44
Gu = 3o gl eI+ O(H)

u=0
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5.4 A condicao de ordem

Assim:
{ 1(2:) + hgy ()T +’2‘. g%"’(u)rﬂ-..} s5(:)
) + h ()T + - (@I + } (53(2)°

h? ,
ga(i) + hg” (@) + 5y 687(2)T2 + .

1 h? 2
(@) + hgf (@)l + o P ()04 . }(Zsﬂ (2:)")

”
92(:) + hgy (@)l + o7 g7 (2)T2 + .

() A (Em(:).bnl23)) )

m, n>2
I'7l+ﬂ5j

h? s
{9’3(37-') +hgd @0+ o7 ()0 +

() B (Gala e Sla) )

m, n, r>2
m+n+r<y

+ sk 1O

Comparando as expressdes envolvidas com h’ temos:
. _ . 1 .
i@k = (@€ (@h? + 0 (@)Te Eoa(@i)h? + o 61 (@) €ia(wi)h? +

oo g TITI? 6 (2 + ga(2i) Y (€m(i)-bal@i)) B
J = m, n>2
m+n=)

V(@) T (Eml@s)balzi)) B + ...

m, 7122
m+n=j3-—1

U_lg)r g5 (@IDE?Y | (Em(i)-bnl@i)) B
m, n>2

m+n§j

95(2:) D (bm(@i)-bn(x:) & (i) W
s, 7

G‘—i‘z“)? B D@ (b)) -Er(2)) B
fr:i‘n-rll-‘r;?zl

+
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5.4 A condi¢ao de ordem

W (i)€-1(z:)

(

9(2:) D (Em(@:)-bn(2:))

L\ Sk
((f)
\ (@) Y, (bm(@i)-balz)b(z)) | +...

m, n, 122
m4ntr=3-1

9 ()€ -1(xs)

+ €m(zi).En(2:))
m+n—j 1

+ Z :) Em ]-Eﬂ(wiJ-{r(IiJ) +

m, n, r>2
mintr=;-1

o que nos permite concluir a validade de (5.17) para 7;(z;) e portanto completar
a demonstragao do teorema 5.2. |

~ Segue do teorema 5.1 e da férmula (5.15) que o método (4.5) tem ordem p se
C,=0parag=1,2,...,pese

v ng(wiz1) + wing(z:) = 0 (5.18)

para ¢ = 2,3,...,p — 1, onde as fung¢ées 7, podem ser generalizadas utilizando o
teorema 5.2.

A dltima condicao no entanto é de dificil aplicagao, visto que envolve valores
das funcgdes 7, para dois pontos consecutivos z;_; e z;. Entretanto, uma forma
mais conveniente que (5.18) é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 5.3. O método zero-estdvel (4.5) tem ordem p se e somente se
Gy =0, R S

(0T 4 wT ) g ,J+v’*'z ) (z:) =0 (5.19)

§=2,3:.5p—= 110 =01 ;
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5.4 A condi¢ao de ordem

52

Demonstragio De (5.18), temos que v ny(zi—1) + wTn,(z;) = 0 é equiva-

lente a:

p—1

Zh-8_2('UTns(Ii-l] + wT:qs('ri)) = O(h'p_z) ) h—=0.

=2

-1

""Zh," 2ns(zic1) + w Zhs-%;,,(x,-) = O(h*?)

s=2

Desenvolvendo 7,(x;-;) em série de Taylor em torno do ponto z;, temos:

i ' hz " .'11.3 e
i) = by () + 7 mi () = 7 7 @)+

+ wTZh’ “ns(z;) = O(RP™?)

Fazendo v + s — 2 = p — 3, ou seja v = p — s — 1, obtemos:

s=2 =0 s=2

p— lp—sl

Z }: pyte—2 (u] +wTZhs -2 O(hp_ )

s=2 wv=0 s=2

plpl

ZZ ;q- =) (z +wTZh"2 (z:) = O(hP™?)
q—.s

s=2 g=2

q:?

p—1 p—s—1 hY
Zh"'z ( Z (— ) — r;(”] ) + wTZh" 2 {2;)= (h”_2

)

3 ho? {(vT +0T) my(z) + 07 Y % 0z )} Ok~

s=2

p—1
Zm-'z{ +wT) ) + :‘TZ } = O(h*?)
q=2

Dai, fazendo h — 0 obtemos (5.19).
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5.4 A condicao de ordem 53

E importante lembrar que desenvolvimento equivalente, porém com maior
complexidade notacional, pode ser realizado para a dimensio ¢ > 1. Esse desen-
volvimento pode ser encontrado em Jackiewicz e Tracogna [16].
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Capitulo 6

A construcao das condicoes de
ordem até ordem 6

6.1 Introducao

Utilizando resultados obtidos no capitulo anterior vamos estabelecer as condigoes
de ordem para os métodos da classe definida em (4.5), até a ordem 6.

6.2 As condigoes de ordem

Utilizando os teoremas 5.2 e 5.3 temos que o método terd ordem 6 se forem
satisfeitas as condigoes:

Ci=0, g=1,2,..:,6.

T + wT) pa(z;) — v i (2;) = 0
(0T + wT) na(es) = 0" (né”(xf) -3 n?’(x.-)) =0

1 1
(T + wT) ns(z:) — v” (ui"(w‘-) — o s (@) + 3 nf)(xa)) =0




6.2 A construgao das condigées de ordem até ordem 6 55

Lembremos que o lado esquerdo das equagdes anteriores sao coeficientes de
expressoes que contém varias combinagoes de g(‘") = g,(,”)( z;) e yW = y¥(z;).
Assim, as condigoes de ordem sao obtidas assumindo que os coeficientes dessas

combinagoes sejam iguais a zero.

Estas combinacoes se equivalem as diferenciais elementares na teoria geral
dos métodos de Runge-Kutta. Apenas como ilustracao apresentamos, a seguir,
algumas delas:

" " (1] "
ny ., 9'1 Yy, a1y

L ] p f-— 5
l " - i " n " 2 " "
a v, g ¢, @y, @', i, dVa v, ¢y, ga(y)?

.p — 6
5 " " . 1 3
@ v®, g ¢y, g gy, ¢ y“’ o d gy’ @ ay', Py, gty

"y« 1 1 " " 2) m 2 ' 3
a9 (Y g“J“‘ (9”) v’y 9y ,gi)yfy 9y ,gf’glzu ”y,

@y v, a2y ay dVW)?

Considerando a condigao de consisténcia ¢ = (A + B)e — u e as contantes de
erro C, e C, definidas por (5.4) e (5.5), podemos estabelecer as condigoes de
ordem até p = 6.

Isto é:
e para p = 1 a tnica condigao é Ci = 0, que por (5.4) nos da:

T wl—-0=1

e para p =2, além de C, = 0 teremos a condicio C, = 0, ou seja:

1

vi(c—e)+wl(c—¢€)+ 0 5
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6.2 A construgao das condigoes de ordem até ordem 6

e parap =3, além de C; =0 e C, = 0 devem ser verificadas as condigoes:

C;=0
(07 + w” )pa(a:) = 0
Substituindo 7,(x;) temos:
(o7 + ") {12 (61" (z:)6a(2:) } =0
= (0T +w") { g1(2:) (Coy?(2:) + Bmu(2:)) } =0
= (" +w") Cr gi(a:) y? i) = 0
Logo, podemos considerar como condi¢oes de ordem equivalentes:
Cs=0
(v +wT)Cy =0

e para p = 4, além das condigoes para p = 1,2, 3 teremos que ter:
Ci=0

T) (1)

{“UT-I- w' )ns(z;) —v 1}2 tz) =0

(o7 +w") { 126" (zi)€s(w:) + Tlg{"(2)Ea(:) )

L

T (r2gl¥(@)éa(2) =0

(" +w") {gr(@) ( Coy®(@:) + Bra() + Anf(=:) )

TegiV (i) ( Cay® () + Bu(a:) )} — v [ gi(@:i)( Cay® (i)
Bm(x:) )] =0
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6.2 A construcao das condigoes de ordem até ordem 6

(" +w") {91 (2:)Csy® (i) + g1 (:) BT g\ (2:)éa(:)
91 (@) AT2 6% (2:)6a(2:) + Teg{P(:) Coy®(z:) }
o (g1(2:) oy (2)) =0

(0T + w”) {g1(2:)Cay®(2:) + (g1(2:))* BCay D ()
(91(2:))2ACoy D (a;) + TegM(z:) Coy® (i)}
o [o" (@) C2 yP(w) + 91(20)Coy O (w)] = 0

{(v""+wT)Ce.—v""cz}gl ;)y“”(sc;-)+{(vT+wT)(A+B)Cz}
(91(z0) "y P (@:) + {07 + w")LCy =0T Cr} g{Y (1) yP (i) = 0

Assim as condigoes de ordem sao:

Ce=0

(T +wT)C3 —vTC, =0
(T + wT)(A +B)C;=0
(vT + wTI.C; —vTC, =0

e para p = 5 devem ser satisfeitas as condigoes para p = 1,2,3,4 e ainda as
seguintes condigoes:

'05_0
+w )C4+'UT(02_203J—~0
(vT +wT)( (A+ B)T.C; — AC;) —vT(A+ B)C, =0
(vT + wT)( (A+ B)Cs — AC;) —vT(A+ B)C, =0
(vT + wT)(A + B)*C, =0
(vT + wh)[.C3+vT(C,—C3—T.C; ) =0
(v + wT)[ (A + B)C2 —vT(A+B)C;=0
(v +wT)1"20 +vT(Cy—2I.Cr ) =0
(wT +wT)C2=0

\
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6.2 A construcao das condigoes de ordem até ordem 6 58

¢ para p = 6 além de todas as condigdes anteriores, isto é, as condicdes de ordem
para p =1,2,3,4,5, devem também satisfazer as condicoes:

[ és - 0

G(UT + wT)C'5 - ’UT( Cz — 303 + 6C4 ) =0

(vT + wT)[ A( C2 —2T.C; ) + (4 + B)[2C; ]
+vT[ (A+ B)( C, —2I.C; ) +2AC, | =0

(’UT + ?_UT)[ A( 02 — Cg = I\CC'Z ) + (A + B)FCC3 ]
+UT[ (A+B)( Cz —C; — FCCQ )+2A02 ] =0

(T +wT)[ A(C,—2Cs ) + (A + B)C, |
+vT[ (A+ B)( C, —2C3 ) +24C, | =0

(T + wT)[ (A+ B)T. — A) [(A+ B)C; — vT(A + B)2C; = 0

(o7 +wT)[ (A+ B)( (A+ B)[.Cs — AC, ) — A(A+ B)C, |
‘—’UT(A. + 3)202 =0

(T + wT)[ (A+ B)2Cs — A(A+ B)C; — (A + B)AC; |
—'UT(A + 3)202 =0

(’UT + wT)(A + B)?*C, =0

(T + wT)[ (A+ B)C? + C3(A+ B)Cy | = 0

2('UT + uJT)FC 04 = UT( Cg e 203 — FCCQ + 204 + 2Fc03 ) = 0

(T + wT)( T.(A + B)[.C, — T.AC; ) + vT[ (A + B)(C; — I.C,)
+AC, —T.(A+ B)C; ] =0

(vT 4+ wT)( To(A + B) Cs — T.AC; ) + vT[ (A + B)(C; — C3)
+AC, -T.(A+B)C;]=0

(vT + wT)T.(A+ B)? Cy — vT(A + B)?C, = 0

(’UT + ?.UT)FE C3 —— UT( Cg = 2FCC‘2 s C3 + 2FcC3 + Fng ) =0

(T + wT)T2(A + B)Cz + vT[ (A + B)C; — 2T(A+ B)C; | =0

(vT + w2 C, — vT( C; — 3T.Cy 4+ 3T%C, ) =0

(’UT + wT)C’203 - vTC§ = 0

(v + w?)(A+ B)CE = 0

[ (VT +wT)[.C2 —0TC2 =0

E importante observar que na pratica quando vamos construir métodos TSRK
além da ordem do método também consideramos estagios com ordem igual ou
inferior. Assim teremos uma reducao significativa no nimero de equagdes para
cada ordem. Por exemplo, se considerarmos métodos de ordem 5 e estagio de
ordem 4, teremos que considerar apenas 9 expressoes C; = 0 parat=1,...,5 e
C; =0com j =1,...,4, ao invés de 17 como mostrado anteriormente.

Considerando A = 0 nas equagdes acima obtemos as condigées de ordem
equivalentes as obtidas em [13], [14] usando a aproximagao de [12].

Estas condi¢Oes sdao necessarias e suficientes para o método (4.2) ter ordem p
no caso de sistemas com dimensao ¢ > 1.
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6.2 A construcao das condicoes de ordem até ordem 6 99

Observe, entretanto, que no caso escalar ¢ = 1 elas sao somente suficientes
mas nao necessarias, desde que algumas diferenciais elementares se tornem iguais.

Por exemplo, para p = 5, g1 g{"y" = g{" g1 y" e as condigdes de ordem

correspondentes a essas diferenciais elementares podem ser representadas por uma
- 1 " 1 "

mesma condigao. Contudo, no caso ¢ > 1, G1(G\" (")) # GV(G1(y")) e todas

as condigoes de ordem correspondentes as mesmas serdao também necessarias.

Assim, temos estabelecidas as condigoes para se obter métodos de Runge-
Kutta de passo dois, da classe em estudo, até a ordem 6.




Capitulo 7

Construcao de métodos TSRK

7.1 Introducgao

Neste capitulo construiremos algumas familias de métodos TSRK com um e
dois estégios, ou seja . = 1 e 2 a partir das condigdes de ordem vistas no capitulo
anterior.

7.2 Meétodos TSRK com m=1

Os métodos TSRK definidos por (4.2), com m = 1 tem a forma:

ulal A
v |w

Yigr1 = Oyici + (1 = 0)yi + h(vf(Yic1) + wf(Yi))

Yi = uyior + (1 = w)yi + h(af(Yie1) + Af(YD))
onde u, a, A, 6, v e w sao parametros reais.

Considerando as condigoes de ordem construidas no capitulo anterior e bus-
cando métodos com ordem p = 3, com respeito au, a, f, v e w, devemos
inicialmente resolver o sistema C; = C; = C, = C3 = 0 para obter uma familia
de métodos a dois parametros de ordem 3. Assim:




7.2 Métodos TSRK com m=1

Ci=0=c4+u—a—-1=0

p=1:>6‘1=0=>1+9—v—w=0
i S |

p=2=>C'2=0:>§—§9—v(cﬂl)—wc:0

‘2 A 1 (-1)° v(e—1)?  wc?
p=dmiy= =g =g A "
(. v(c—1)*  wc?
B e i O

Ainda, para que o método tenha ordem 3 devemos considerar também a
condigao:

.2

(v+w)C'2=0:>(v+w]{%—%u—a(c—l)—)\c} =0

Logo, toda solugao do sistema constituido pelas equagbes anteriores nos
fornecera um método de ordem 3.

Portanto, resolvendo o sistema:
([ ¢c+u—a—-A=0
1+40—v—w=0

1 1
5—59—0((:—1)—1%:0

através do software "Mathematica 4", obtemos os valores das variaveis u, a, 6, v

e w com dois parametros livres c e A que nos garantem para o método (7.1) ordem
3. Sao elas:

Vo — 03 =2 c+c%— )= 2e)

P T o A ’

5 —12c + 6¢* 2(1 — 3¢%)

=6t 7 T =ifed °
2(2 — 6¢ + 3c?)
1 — 6¢?




7.2 Métodos TSRK com m=1

ou seja,

2e— 22X | g4 =X —2e)
2c—1 2c—1

5—12¢c + 6¢2 2(1 — 3¢c?) 2(2 — 6c+ 3c?)
1 —6¢c? 1 —6c 1 —6¢2

Podemos verificar também que para essa familia de métodos seu estagio tem
ordem 2. De fato:

C,

2
-2+ 2¢—-2) c4c—A—2)
{ 2c—1 }_{ 3= 1 }(c_l)_’\c

2 4e? — e 2N =004 2¢ — 2% 4 2c4 e

2A 4+ 4 —4de —2(2¢ —1)Ac} =0

Agora, vamos construir métodos TSRK com ordem 2 e estdgio também com
ordem 2. Para isso, temos que resolver ao sistema:

e C1=0 = ut+c—a—-XA=0

® C'1=U=>9+1—v—w=0
. 1

e (=0 = 5-%9—v(c—1)-—wc=0
Gu= 0 s 1) = Ac=0
= E—§u—a(c—] g

Resolvendo o sistema acima através do software "Matheinatica 4" encon-
tramos a seguinte familia de métodos TSRK a 3 parametros, com ordem 2 e
estdgio também com ordem 2:

¢ —¢2— 2 c+c?—X—2ch

a =

9%¢—1 ! 2¢c—1 ’

—146+2c+ 2l 3—2c+ 0 — 2cH
w = .

2 ' 2

Assim, temos duas familias de métodos TSRK para m = 1, uma com ordem
3 e estagio de ordem 2 e a outra com ordem 2 e estagio de mesma ordem.
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7.3 Métodos TSRK com m=2

7.3 Métodos TSRK com m = 2

Consideremos métodos TSRK com dois estégios da forma:

Uy a a2 /\ 0
Uz | @ asg | by A

0 | v v ] wy; Wy
ou
Yit1 = 0yic1 + (1= 0)yi + h( 01 f(VL)) + v2f(YE)) + wi f(Y) + waf(Y2) )

Vi=wyior + (1—w)yi + h( ann f(YL)) + Af(Y) + ar2f(Y2,) ) (7.4)

Y2 = wpyioy + (1= u2)yi + h( an f(Y;L,) + b F(Y) 4 a2 f(Y2,) + Af(Y2))

Assumiremos u; = uy; =0 e 8 =0, isto é:
0 ay; ap2 A 0
0az az|by A
0 | ™! [2P] | whq woy

Logo, (7.4) se reduz a:

Yig1 = Yi + h( vlf(YZl:) + 'sz(y?—: ¥ wlf(Y;1] + wif(}/?) )
YVi'=yi+h( anf(Yl,) + Af(Y:') + annf(Y2,) )
Y2=yi+h( anf(Yh,)+ baf(Y') + anf(Y2) + Af(Y?))

Procuraremos obter métodos com estégios de ordem no minimo 3, o que
significa que devem ser verificadas as condigoes:

Ci=0, Vi=123. (7.6)

Assumindo (7.6), o método (7.5) terd ordem 4 se e somente se

-

C;=0, Vi=1,234. (7.7)

Consideremos primeiro métodos do tipo 1, isto é, métodos com A = 0. Logo
(7.4) se reduz a:

Yir1 = Yi + h( v f(YL)) + vaf (Y2)) + wi f(V') + wa f(Y?) )
Y!=yi+h(anf(YL,)+af(¥2)))

Y2 = i+ h( anf(YL) +ba f(V)) + anf(Y2)) )




7.3 Métodos TSRK com m=2

Resolvendo (7.6) e (7.7) obtemos:

Ci=0 = c—Ae—Be=0
a \ _ an ap 0 0 1
g (82 )+ (m o)) (2)
1 apn + apz
— -
(Cz) (021+a22+521>

1
=0 = Ecz—Ac+Ae-Bc:0
1

2
=C] —a11€1 — ajcz + ap + apg

2

1
2
§c2 — a31€1 — A€ + ag; + azy — by

1 1 5.
Cs3=0 = QCS—EA(c—ejz—EBg:O
1

1 ;
EC? _ 5&]1(0? — 2(.'] + 1} = :,Z'al?(cé i 2(:2 + ]')

1 1 1 1
EC% — Eag] ((‘f -— 2(1; + ].) == Eagg(cg - 2-’_‘2 + 1) - ‘é‘bgﬂl?

61:{] :}’1—('!)1 uﬂ(})—(wl wg)(i)=0

=>l—vl—v2—w1—wg=0

i 1 -1
C,=0 =>§—('Ul Uz)(gl_l)_(wl 'wz](z;)

= 5~ alvi+w) —c(va+wy)+vi+v2,=0

)~

1 1 1
- 1)3 o EUQ(CQ = 1)3 == Emlc‘? = EU?QCg =




7.3 Métodos TSRK com m=2

Assim temos o seguinte sistema de equagdes:

4
cg—ayn—ap=>0

Cy — ap —022—521 =0

1
2
§C| —ajcy —apc +ap+app=0

2 =L,
§C2 — @310 — A€ + ag1 + azy — by =0

| [ | )
gcf - §a11{cf —2¢c1+1)— —é-alg(cg —2c;+1)=0

1 1 1 1
= gonel = 20+1) = Jan(d =20 +1) = Shuct =0

l—vy—vg—w—wy =0

1
§—cl(v1 +wy) — co(va +wy) + vy +v2=0

1 1 1 g A
E - 51)1((2? = 2(51 + ].) e EUQ[C% — 202 + ].) = §-wlcf — Ewgcg =0

1 1 1 1 1
— — =v1(¢) — l)3 — =vy(ep — 1)%— —w.c“;’ - —wgcg =0

24 6 6 6 6

Tomando ¢; = 0 e considerando ¢; como um parametro livre, resolvemos
o sistema acima com ajuda do software "Mathematica 4" e encontramos uma
familia de métodos com os seguintes coeficientes:

c 0 0
c2(3 —¢2)
i 6

c2(3 + 2¢3) co(—6 + c2)
6(c, — 1) ' 6(—1+ c;)

—7 + 14¢; — 62 7 — 10¢,
12¢2(1 + ) | 12¢,(1 — c3)

17 — 38c, + 18¢2 _ 17 — 10¢,
12¢5(cy — 1) 12¢2(1 + ¢2)

(7.8)

J4, tomando ¢, como parametro livre obtivemos outra familia de métodos,
cujos coeficientes sao:




7.3 Métodos TSRK com m=2

(

108(—2 + ¢1)%(3 — 3¢1 + ¢2)
(c? —6)(180 — 486 + 498¢c? — 225¢3 + 38c?)
36c1(c1 — 2)(2¢; — 3)(3 — 31 + &)
2(c? —6)(c? — 3¢y + 3)(2¢ — 12¢; + 15)
Yer(er — 212202 — 3)
12 — 24¢, — ¢} + 44¢} — 26¢] + 4}
8(3 —3c1 + ¢?)(12 — 9¢; + 2¢2)
(c1 —2)(18 — 39¢; — 16¢? + 42¢? — 12¢})
8¢1(3 —2¢1)(3 — 3e1 + &2)
36 — 48¢; — 31c¢? + 68c? — 30c] + 4c]
8¢1(3 —2¢1)(3 —3c1 +¢})
(2 — ¢1)(42 — 135¢, + 1602 — 78¢3 + 12¢1)
8(3 — 3¢y +¢2)(12 — 9¢y + 2¢3)

Assim, temos duas familias de TSRK de ordem 4 e com estagios de ordem 3,
considerando A = 0, isto é, métodos do tipo 1.

Consideremos agora métodos do tipo 2, isto é, métodos com A # 0. Resolven-
do (7.6) e (7.7) através de procedimento anédlogo aos considerados no caso A = 0
encontramos o seguinte sistema de equagoes:




7.3 Métodos TSRK com m=2

aa—an—ap—A=0

62*021—"022—521—/\=0

2
Ecl —anc —apct+an+ap—Ag =0

2
502 — @31C1 — A€y + az; + Az — by1cp — Aca =0

1 1 1 -
g0 — gau(ei =26 +1) = San( - 26 +1) — 52 =0

1 1 > 1 1 -
—cg = —(IQ](Cf —2c1+1) — 5&22(6'% —2c,+1) — Ebglcf —

6 2

1
5‘/\(’,% =0

l—vy—vy—w; —wy=0
— (v +wy) —ex(vea+wy) + v+ v, =0
2 1 2 1 3 1 '3
— =vy(c] —2¢; + 1) — §v2(c2 —2¢c2+1) — ~wycf — zwac; =0

2 2

1 1 1 1 1
— — —vy(e; = 1)% = Evg((:g -1)% - EUHC? — —wycy =0

\ 24 6 6

Resolvemos este sistema considerando os parametros livres ¢; e A, encontran-
do uma familia de métodos do tipo 2 com os seguintes coeficientes:

by = (2(—18¢% + 2¢] + (27 — 396)) + 54(5 — 12X0)A% + 9¢7(5 + 6))
4+ 162c; 0% (=5 + 12)) — 162¢3(—=5 + 9X + 8A?) + 27¢}(—11 + 38X + 8)A?%)
— 27c¢{(—18 + 35X + 467%) + 54} (=5 — 6 + 47)% + 4)°))) /
(2763 (=3 + 2¢1)(—2¢; + &3 4+ 2))?);

C?(Cl —4)) )
4(3¢c) — 3¢t + ¢} —3))’

3(—2c1 +cf +2))?
4(3¢; — 3¢t + ¢ — 3))’

(63c} — 8¢} — 108ci(1 + 2)) — 1296¢; A*(—1 + 3)X) + 432(—1 + 3A)A\°
216¢5(—1 + 6)) + 324cEA(—4 + 9 + 8)?) — 108c] (—8 + 23X + 8)?%) +




7.3 Métodos TSRK com m=2

+ 108ci(—9 + 14X + 32%) — 216¢3(—2 — 3 + 23)% + 4A%)) /
(108(3cy — 3¢} + ¢} — 3A)(=2¢;1 + ¢ +2X)%);

(38c] +216(5 — 120)A% — 9¢3(25 + 8)) + 648c; A2 (=5 + 12)\)

18¢{(15 + 56A) — 1620ci A(—2 + 3 + 4A?) — 18¢%(—48 + 237\ + 8A%)
108¢}(—26 + 67X + 220?) — 108¢}(—27 + 32X + 84)?)

216¢3(—5 — 15X + 5922 + 8)3)) /

(
(36¢}(—3 + 2¢1)(3ci — 3¢} + & — 3A)(—2¢; + ¢ + 2)));

(30c] — 4c] 4 721X — 3607 — 4} (17 4 12)) + ¢}(31 + 216)) (7.10)
16¢5 (=3 + 13X + 9A%) + 12c2(—3 — 41 + 18)2)) /
(8¢3(—3 + 2¢1)(3c1 — 3¢ + & — 3)))

(102¢] — 12¢] + 84A% — 24¢; A(7 4 12)) — 4cE(79 + 24))
c1(455 + 480X) — 8¢3(39 + 103\ + 18)2) + 12¢3(7 4 50X + 30A%)) /
(8(12¢; — 9¢ + 2¢3 — 12X)(3¢; — 3¢ + &3 — 3)));

(—26¢7 + 4c] — 24c A + 1207 + ¢§(44 + 48)) — c}(1 4+ 168))
12¢§(—1 — 2\ + 6A%) + 8¢} (—3 4 8\ + 18)%)) /
(8(12¢1 — 9¢f + 2¢} — 12))(3¢; — 3c2 + &3 — 3N));

(=66¢5 + 12¢] + ci(7 — 3361) — 72¢; A + 36A% + 4¢5(25 + 24))
(36 + 96X — 216A%) + 8¢} (—12 + 31X + 18)?)) /
(8¢3(—=3 + 2¢1)(3¢c; — 3¢ + 3 — 3X));

&+ 6cl(—1+ A) + 6
3(—2c; + ¢ + 2))

A familia encontrada tem ordem 4 e estagios com ordem 3, mas agora com
A # 0, isto é, sdo métodos do tipo 2.

E importante observar que utilizando as condi¢des de ordem corretas e seguin-
do o raciocinio considerado neste capitulo podemos gerar diferentes familias de
métodos TSRK, definidas por (4.3) como métodos lineares gerais.
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Capitulo 8

A estabilidade dos métodos TSRK

8.1 Introducao

Neste capitulo vamos apresentar os desenvolvimentos necessarios para a cons-
trucdo do polindmio de estabilidade dos métodos TSRK, conforme proposto
em [4], e encontrar os correspondentes polinémios para as familias de métodos
construidas no capitulo anterior. Também mostraremos alguns exemplos de méto-
dos dessa classe que sdo A-estaveis e Ag-estéaveis.

8.2 Construcao do polinémio de estabilidade

Considerando o método TSRK definido em (4.2) como um método linear
geral, vamos construir seu polinémio de estabilidade.

Para isto vamos reescrever o método (4.2) de forma conveniente, acrescen-
. A . . J e : .
tando identidades apropriadas Y., para j = 1,2,..., m e para y;, da seguinte
forma:




8.2 Construgao do polinémio de estabilidade

U Y- -+ (]_ -_ ‘U.l)y,' + h[ a]]f(Y;l_l) i o almf(Y:Tl) ]
Ao f(Y) +... 4+ b f(Y™) ]

Um¥i-1 + (1 = tm)yi + bl am f(Y1) + ... + @mm F(YT) ]
Bl b FOEN o Bigin F OV ]

uyi-1 + (L= w)yi + bl anf(VL) +... + aimf(Y) ]
hlobuf(Y) + ...+ bim f(Y) ]

Un¥i-1 + (1 — )y + B[ am1 f(YiL) + ... + G F(YT)) ]
Al b f(Y) + .o + b F(Y™) ]

= Ui

= Oyiss + (1 -0y +h[orf(YE) +. . o+ vaf(¥T)]

+ hlwi f() 4.+ wnf(Y) ]

Escrevendo separadamente na forma matricial as 2m primeiras dessas equagoes
e as m + 2 1ltimas temos:




8.2 Construgao do polinémio de estabilidade

(1) e 1—u

i [ - 1—uy,
0 1
0 i 18 |

-

ap

Logo, definindo:
Y = [V..¥m YY)

= ROV ) b J OO E O s PR
g = TRV G )T

e = [11...1]TeR™
podemos representar o método (4.2) como:
i T R 0 0
1]
Y ' . _y +h|:AB]f(Y)
A B
0 0
T

v w

}ﬂY)

y[a‘+l} e y y[‘]+h [
T

Sejam as matrizes A; € Rm)x(2m) 4, ¢ R(m+2)x(2m) B, e REm)x(m+2) o
B, € Rm+2)x(m+2) {5 forma:
- [ A B
0 0
A, A B] : A, =1 0 0

B, I 0 ]’ T

0 v e—u

come = [1 1...1]7 € R™. Entdo, o método (4.2) pode ser escrito como um
método linear geral da forma:

] = 2] [ "




8.2 Construgao do polinémio de estabilidade

com:=1,2,...,N—1.

Afim de construirmos o polinémio de estabilidade, devemos considerar a apli-
cagao do método na forma (8.2) a equagao teste:

y =€y, 220 (8.3)
com £ € C em (8.3).

Dai obtemos:

P (3] = (4]
Y = Alhf(Y) + Bly f(}’)::>=£Y Y Alhfy + Bly

Y+ = AR F(Y) + Byyl? yli+t1) = A,hEY + Byl

z=£h (I —z4 )Y = Bl y[ll
=

ylitll = A,2Y + Byl

I 0
(I_zAl}z[—:A I—zB]

Logo, existe (I — zA;)~" pois det(I — zA,) = I(I —2B) # 0.
Entao, do primeiro sistema de (8.4) podemos obter:
Y = (I-zA1)7" Byt
que substituindo no segundo sistema, nos fornece:

y[i+l] - Agz{f . ZAI)—IBly[i] + Bzy[il

Logo, podemos escrever:
y["“] = M(z}ym, com:=1,2,...,N—1,
onde M(z) = By + zAy(I — 2zA;)™'B,.

Ainda, temos que:

- -1 _ I 0 _l— . 0
(=)™ = | u i | T | alr—aB) 4, (T—2B)"
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e portanto:

0
| 2(I —2B)™'A (I —2B)™! ] [ 0 u

I 0 0
| z(I-2B)"'A (I-2B)"'u (I-2B)"!(e- u)

A+:B(I-2B)"'A B(I-2B)"'u B(I - zB)~!(e - u)
0 0 0
| o7+ zwT(I-2B)'A wT(I-2B)"'u wT(I-2B)!(e - u)

Assim:

IW(Z) = Bz + ZAQ(I - ZA])_‘Bl
z(A+2BS(2)A) (I +zBS(2))u (I'+2BS(z))(e — u)
0 0 1 (8.6)
z(vT +zwTS(2)A) 0+ 2wTS(2)u (1-0) + zwTS(2)(e — u)

com S(z) = (I —zB)™.

E interessante observar que para métodos TSRK do tipo 2 o calculo de M(z)

pode ser simplificado introduzindo-se a transformagao # = ;=-. Isto nos leva a:

z(A+2BS(3)A) (I +:BS(3)u  (I+:BS(3))(e - u)
M(z,2) = 0 0 1
z(vT 4+ 2wTS(2)A) 0+ 2wTS(Z)u (1-06)+ 2wTS(3)(e — u)

(8.7)

Portanto, se desejamos investigar as propriedades de estabilidade de (8.2)
com respeito a (8.3) basta considerarmos a fun¢ao racional:

pln,2) = det(nI — M(2)) (8.8)
que serd a fungao de estabilidade do método linear geral (8.2).

Para métodos do tipo 2 torna-se mais conveniente trabalharmos com o poli-
némio

(8.9)
onde p(n, z, Z) é definido por
p(n,z,2) = det(nl — M(z,
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Obviamente, as duas defini¢ées de p(n,z) dadas por (8.8) e (8.9) coincidem
para métodos TSRK do tipo 1 (A = 0).

8.3 Polindmios de estabilidade para m=1

Primeiramente, vamos considerar a familia de métodos dada por (7.2). Afim
de analisarmos a estabilidade dos métodos dessa familia, observe que B = ) e
portanto podemos considera-la como uma matriz de custo do tipo 2.

Assim, por (8.9) temos que seu polinémio de estabilidade é dado por:

p(n,z) = (1 = A2)p(n, 2,2) = (1 — Az)det(n] — M(z,2))

0 0 1

[ z(a+3AS(2)a) (1+2AS(5)u (14 2A5(2)(1 —u) ]
z(v+3wS(3)a) O+ 3wS(E)u (1-6)+ 2wS(3)(1 —u)

Mas B = B — M = A — ) =0, portanto S(3) = (I — 2B)™! = (I —0)~!
Logo:

0 0

zla+2xa) (1+2N)u (14 2A)(1 —u) }
1
z(vT + Zwa) 6+ z2wu (1 —0)+ 2w(l —u)

0 sla+ia) (1+E)u  (1+2)1-u)
n 0] — 0 0 1
0 n z(v+Zwa) O+ ziwu (1-0)+zw(l—u)
n—z(a+2xa) —(1+ ZN)u —(14+2A)(1 —u) :l

(1 — Az) det l: 0 n -1
—z(v+ 2wa) —(0+ 2wu) n—((1-0)+2w(l—u))

= (1= 2z){ (n—2z(a+2Xa))n(n — (1 - 8) + Zw(l —u)))

— (14 2N)u(z(v + 2wa)) — z(v + Zwa)n(l + ZA)(1 —u) —
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(0 + Zwu)(n — z(a + 2Xa))}

(1 =X2){n® = (1 — 0 4+ 3w — 3wu + az + zZha)n® + (za — zad + za3w

zazwu + zzZAa — zzZAal + zzZdazw — zzZ azwu — zv + zvu — 2V
2vZAu — zZwa + zZwau — zZwazZA + zZwazlu — 0 — Zwu)y + (—uzv

uzzZwa — ZAuzv — ZAuziwa + 0za + 0z2 a + Zwuza + Zwuzzla)}

Considerando 3 = — obtemos:

“

p(n, z) 1=X2)* = [1 =04 (=2 + M +w— wu + a)z] n?
[0+ (a —al — v + vu+ X — wu)z] n — (—0a + uv)z

(1= X2) n° = pa(2)n* + p1(2)n = po(2) (8.10)

p(z) = 1=04+(-A+XM+w—-wu+a)z
pi(z) = —0+(a—al —v+vu+0)—wu)z (8.11)
po(2) = (—0a+ uwv)z

Substituindo em (8.11) a expressao das variaveis u, a, 6§, v e w de (7.2),
encontramos:
4 —12¢+12¢% — (4 — 5¢ — 9c? — 3\ + 18¢*))z
(6c2 —1)

pa2(2)

5—12c+ 6¢? + (2 — 8¢ + 12¢* + 3\ — 182X )z
p1(2) (62 — 1)

(8.12)

) (3c2 —c+ A —6c%))z
P\ = (6c?2 — 1)

Consideremos primeiro o caso A = 0, o qual corresponde a métodos TSRK
explicitos. Entao, o polinémio de estabilidade seré:
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n° = pa(2)n* + p1(2)n — po(2)

4 —12¢+12¢* — (4 — 5¢ — 9¢%)z
62— 1)

5—12¢c 4 6¢? + (2 — 8¢ + 12¢%)z
(6c?2 —1)

(3¢ — ¢)z
(6c?2 — 1)

Uma vez encontrado o polinémio de estabilidade podemos pensar na deter-
minacao de seu intervalo de estabilidade absoluta. Para isso, vamos utilizar o
critério de Routh-Hurwitz. Calculando o polinémio de estabilidade (8.13) no

147
ponto 1 as }, temos:

1+9 \ _ (147)° [(4-12c+12c% — (4 —5c—9c?)z 1+1¢;)2
PNi—nt ) = \i—-n (6c2 — 1) 1-7

5—12c+6c® + (2 —8c+ 12c2)3) (1 +n) ((30 —c)z)
+ 6 1) =) "\ -1)

_ 1
(L —n)3(6c2 —1)

{(6c = 1)(1 +n)® — (4 — 12c + 12¢*)

(147)*(1 =)+ (4 = 5¢c—9¢%)z(1 +n)*(1 —n)
+ (5 —12c +6c%)(1 +75)(1 —n)?
+ (2-8c+12¢%)z(1+7n)(1 —n)? = (3c* = c)z(1 —n)* }

Logo, seu polinénimo de Schur é da forma:

141 s (147
(15) = a-we(i53)
1
(6c2—1)
n® 4+ 4n® + 4n? — 4n — 4 — 12cn® — 12en® + 12en + 12¢
12¢2° + 12¢%n? — 12¢%n — 12¢% — (4 — 5¢ — 9¢?)zn°
(4 — 5¢—9c*)zn® + (4 — 5c — 9¢*)zn + (4 — 5¢c — 9¢%)z
(5 —12¢ + 6¢*)n® + (=5 + 12¢ — 6¢?)n? 4+ (=5 + 12¢ — 6c*)n

{ 6¢* +18¢*n + 18¢*n* + 6¢*n® — 1 — 3 — 3n°

AVA
2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 16

17

18



8.3 Polinémio de estabilidade para m=1 T

+ (5—12c+6¢*) + (2 — 8c + 12¢*)zn® + (-2 + 8¢ — 12¢%)zn?
+ (—2+48c—12¢%)zn+ (2 — 8c+ 12¢%)z + (3¢* — c)zn®
+ 3(=3c* + ¢)zn* + 3(3¢* - c)zn + (=3¢ + c)z}

Assim, temos:

s L4 3 2
p 1—??’2 = aon” +a1n” + azn + a3

onde a; para ¢ = 0,...,3 sdo os coeficientes de Schur, dados por:

24c* — 24c + 8 + (24c* —4c - 2)z
(6c2 —1)
24c? — 4 — (12¢* — 16¢ + 6)z
(6c2 — 1)
24c — 12 — (12¢* - 2)z
(6c2 — 1)
—(12¢ - 6)z
(6c? —1)

g =

a =

az

as

Usando as condigbes necessarias e suficientes para a estabilidade absoluta
dada pelo critério de Routh-Hurwitz, temos que para se determinar o intervalo
de estabilidade absoluta devemos ter os a; > 0 para? = 0,...,3 e aja; —azap > 0.

Mas:

24c% — 24c + 8 + (24c? —4c —2)z A T (—24c? + 24c — 8)
6c? — 1 24c¢? —4c—2
£ 4(3c? —3c+1)
T2 TR t2c+1

24¢? — 4 — (12¢® — 16¢ + 6)z —24c% + 4

AV 62 — 1 i T T
12¢? — 2

6c? —8c+ 3

Gu>0:>'

= 2z <

M -12-(123 -2z 412
6 — 1 # 12¢2 — 2

12¢ -6

a2>0=>

=
z<6c2—1

—(12¢ —6)z
0= ————————
e 6 — 1
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Dai, considerando as limitagées encontradas para z e a desigualdade
aiaz > azap chegamos ao intervalo de estabilidade do método (7.2) com A = 0,
dado por:

4(3¢* = 3c+1)
—12¢2 4+ 2c+1"’

(8.14)

Observe que para ¢ = ; e ¢ — oo o intervalo de estabilidade absoluta
atinge seu tamanho méaximo [—1,0]. Entretanto, para estes valores de ¢ temos
que 6, definido por (7.2) assume o valor § = —1, o que viola a condicao de zero
estabilidade do método TSRK. Portanto, apesar de chegarmos ao intervalo de
tamanho maximo, sdo valores de ¢ que tornam o método sem valor pratico.

J4, a opgao ¢ = 1 nos leva ao método:

que tem como intervalo de estabilidade absoluta [—3, 0] .

Considendo agora o caso implicito, isto é, A # 0, vamos investigar as pro-
priedades de estabilidade do método. Por conveniéncia vamos escrever o método
em termos de # e A ao invés de c e A. Mas:

_602—120+5

2 2 -
T 6e? = 0 —-6c“0—-6c“"+12c—-5=0

¢

12 + /144 — 4(66 + 6)(5 — 6)
12(6 + 1)

_12+./24(02 - 46 +1) S s 6+ /6(62 —46 +1)

& 12(6 + 1) 6(6+1)

= 6c°(0+1)—12c+(5-6)=0 = c=

com 8 # —1.

Conforme Jackiewicz e Tracogna [16] , assumindo —1 < § <1 — 32é, Vamos
obter métodos dessa familia com coeficientes reais.

Substituindo a expressao encontrada para ¢ no polinémio de estabilidade dado
por (8.10) e (8.12), temos:

1
p(n,z) = (=2’ -(1-0+ 5(23 + 50 — 36))z)n?

1 1
+ (-0+ 5(4 —20 —9))z)n — E(S — 60 —12))z.

AVA
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Consideremos agora a classe de TSRK de ordem 2 e com estagio também de
ordem 2, dada por (7.3). Substituindo os valores das variaveis u, a, v e w na
expressao do polinémio de estabilidade dado por (8.11), temos:

® po(z) = (uv — ba)z

3 0P s DX 2¢+ 0+ 2c — 1 L c+c®— \—2c) "
- 2¢ —1 2 Oe—1 -

3 _ 92630 + 0c% + 5¢% — 4e) + 2) — 2¢
2(2¢—1)

(20 —ct=2)\— c29)
5 z

—60+ (a—ab —v+ovu+6l—wu)z
{c+02—/\—-2(.‘)\ (c-i—c —A- 2c/\)
_9_|_ .

Z

6

2¢c—1 2c —1
(—1+9+2c+2c9) +( 1+9+2c+2c9) (2c—c —2A)
2 2¢c—1

o) 3—2c+ 68— 2ch 2¢ — ¢? —2/\)}~
R 2 2¢ — 1 i

9 ~—1—2c+10(:2+2t:29—4c3—4c39—12c/\—2c9+3—|—6/\}

=0 2(2c — 1)
(1+4c—2c2—6/\-—6—2c29)

-0+ 5 z

4

1—0+(=A+ M +w—wu+a)z

3_2c+0—20\ (3—2c+0—2
1—6+{FA+A6+( ”2 C)—( — )

%2¢ — ¢ — 2\ % c+c2—/\—2cA}~
2c—1 Doy -

—2039—203+502+c29+2c9—3-—12c)\+6)\+4c—3}
1—-6+ z
2(2¢ — 1)

-

342 —c?—6\+0—c6
1=8+ :

Assim, o polinémio de estabilidade dessa classe de métodos é da forma:

p(n,2) = (1 = A2)n® = p2(2)n* + pr(2)n — po(2),

AVA
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(2(: e 829)
5 z

(1+4c—2c2—6/\——9—2c28>
—6 +

2
e e -
1_6+(3+2(_ c 6 + 6 c9)

p2(z) 5

<

8.4 Polinémios de estabilidade para m=2

Vamos determinar a forma geral do polinémio de estabilidade para métodos
TSRK do tipo 1 com m = 2. Com ajuda do software "Matematica 4"e sabendo
que M(z) é dada por (8.6) encontramos:

apz; 2 = a122,

anz + ay by 2% 2= apz+ byapz

up; = baurz + uy;

1 — uy; Y2 = bai(1 —uy)z+1 —uy;
v1z + (wiay; + waaz )2 + webyran 2%

v2z + (wya;2 + 102022)22 + byragawe 2,

6 + (wiuy + wauz)z + byywou, 2%

(1 —6) + (wi(1 — u1) + wa(1 — u2))z + byywy(1 — uy)::2.

Logo, resolvendo (8.8) obtemos a forma geral o polinémio de estabilidade,
que substituindo as variaveis de cada uma das familias de métodos dadas por
(7.8) e (7.9) nos da o respectivo polinémio de estabilidade.

Considerando as variaveis do método (7.8) temos:
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— +{ —72(=1 + c3) — (36 — 144c, + 168c2 + 24¢3)
-72(1 — ¢;)(1 + ) %

(102 — 17¢2 — 60c;, + 10c3) J} 3
—72(1 — ¢2)(1 + 2)

{(54 =726 +48¢ +126) (21— d8c, +47c} +8¢)) | |,
~36(1—a)(l +o) =36(1 — c2)(1 + c2) /

{ 63(12*—1{(2—2('2) 2}?_
=)l te) |

(12 — 17¢; — 2¢2)
72(1 —e)(l+cy)’

Assim, o polinémio de estabilidade anterior se reduz a:

24p -1 17 — 60p ;
3 3 .
=1

[T} ( + 5 z+ B z)n

3(8u—1)  96p—-7 , -
( 5 z+ 5 H)r; pz]n (8.18)

De maneira analoga, para métodos cujos coeficientes sao dados por (7.9),
encontramos:

,2) =n'+
(9072 — 27864c¢; + 37044c? — 26406¢ + 10224c] — 1872¢} + 96¢5)
+a—=1 4 : : 2z
—108¢1(2 — ¢1)(2¢1 — 3)(12 — 9y + 2¢3)

—3780 + 2214c; + 2574¢f — 1917¢] — 84c] + 258¢; — 40¢} )
—108¢1(2 — ¢1)(2¢1 — 3)(12 — 9¢; + 2¢3) n

" —9072 + 20088¢; — 22140c¢? + 15714¢} — 6768c} + 1440c3 — 96(:1
—108¢1(2 — ¢1)(2¢1 — 3)(12 — 9¢; + 2¢3)

—6048 + 16632¢; — 20970c? + 149313 — 5952¢! + 1140¢% — 64c8 2} )
—108¢1(2 — 1) (21 — 3)(12 — 9¢; + 262) "

(3 — 3¢y + ¢2)(126 — 315¢, + 2612 — 756 + 4c?) 2}
<
—54C] (2 == Cl)(QCI = 3)(12 — gC] + 26?)
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Da mesma forma, se tomarmos:

_ (B3=3c1 +¢f)(126 — 315¢; + 261c? — 753 + 4ct) 8.19
94ci(2 —¢1)(2¢1 — 3)(12 — 9¢; + 2¢3) ) 819)

obtemos o mesmo polinémio dado por (8.18).

Conforme Jackiewcz e Tracogna [16], para p = 0.13 vamos obter o intervalo
de estabilidade absoluta de tamanho maximo.

Vamos entao, como ilustragao considerar esse valor de . Entio temos:
,2) =04 (=1 = 1.06z — 0.7666672%)n° + (0.06z + 0.4566672%)n% — 0.1322y
(8.20)

Logo, o correspondente polinémio de Schur é:

p(n,z) = (2+1.122 +1.353332%)n* + (6 + 2.122 + 1.273332%)n°
+ (6 —0.12z — 0.9133332%)n% + (2 — 2.12 — 1.273332%)y — z — 0.442>

Sabendo, pelo critério de Routh-Hurwitz, que todos os coeficientes do polinémio
de Schur tem que ser estritamente positivos, ou seja:

ao 241.122+1.353332 >0 = —-227273 <2< 0
a; 6 +2.12z +1.2733322 >0 = —2.33701 < z < 0.67209
a; 6 —0.12z — 0.91333322 > 0 = —2.62961 < z < 2.49822
as 2 —2.12z —1.2733322 >0
—0.83246 — 2.00476i < z < —0.83246 + 2.00476:
as —z—0.4422 >0 = —0.413793 — 1.14307: < z < —0.413793 + 1.14307:

e ainda a desigualdade ajaza3 — apa3 —aqa? > 0. Logo considerando apenas os in-
tervalos reais e fazendo as intersecgoes concluimos que o intervalo de estabilidade
para (8.20) é aproximadamente (—2.27273,0).

Agora, consideremos a familia de métodos dada por (7.8) e pu dado por
(8.17). Resolvendo a expressao dada por p obtemos duas raizes complexas para
as quals temos c; =~ 0.669444 £ 0.677508: e uma raiz real para a qual
c; & —5.1588878. Como estamos interessados apenas nas raizes reais, substi-
tuimos o valor de ¢; &~ —5.1588878 e lembrando que ¢; = 0, nas variaveis dadas
por (7.8), de onde obtemos o seguinte método tipo 1:

0 0 0 0 0
0 -7.01513  -1.0216 | 2.87785 0
0 | -0.927937 -0.153665 | 1.8152  0.266403

AVA
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Considerando a familia de métodos dada por (7.9) e 4 = 0.13 e resolvendo a
expressao dada por y em (8.19) obtemos quatro raizes complexas conjugadas, para
as quais ¢; assume os valores ¢; &~ 0.36722 + 1.315481, ¢; ~ 1.62861 £ 0.299213: e
duas raizes reais para as quais ¢; &~ 2.15183 e ¢; &~ 8.58651. Estamos interessados
apenas nas raizes reais, entao substituindo esses dois valores de ¢; nas variaveis
dadas por (7.9) obtemos dois outros métodos tipo 1:

2.12016 0.031664 0 0
-4.89497 -0.989938 | 2.87785 0
| 1.19223 -0.122001 1-0.304963 0.234739

0
0
0
para ¢; = 2.15182556 e ¢; = —3.00706.

E ainda,

3.10518 5.48132 0 0
-3.90995 4.45972 | 2.87785 0

| 2.17725 5.32766 |-1.28998 -5.21492

0
0
0

para ¢; =~ 8.5865062 e c; ~ 3.42762.

Para estes trés particulares métodos TSRK o polinémio de estabilidade é

dado por (8.20).

Agora, para encontrarmos métodos TSRK tipo 3, consideramos by; = 0, onde
a expressao geral de by; é dada por (7.8). Assim, resolvendo a equagao by = 0
em c; encontramos trés raizes reais para as quais c; é 0, —v6 e V6. Mas ¢; =0
nao pode ser considerada pois anula o denominador de algumas das expressoes
envolvidas em variaveis do método dado por (7.8).

Logo, substituindo cada um dos outros dois valores de c; nas varidveis dadas
por (7.8) obtemos dois métodos do tipo 3.

0 0 0 0 0
246 2+6 . 0

2 2
—342 + 127/6 18 +53V6 | 522 F103v/6 162 F 77/6
360 360 360 360

o

paracy =0ec; = +/6.
{571

Para estes valores de c; encontramos na expressao de (8.17) pu = a0 ¢°

seguinte polinémio de estabilidade para o método acima:

29 19 101 17
i gl —z 4 =z 4 —2)n? - =2* 8.21
p(n,z) =17 (1+ 103)1’? + (10 + =57 )n &% (8.21)
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Tomemos agora by; = 0 com by, dado pela expressiao em (7.9). Resolvendo

esta elxpressé,o em ¢, encontramos duas raizes complexas conjugadas para as quais
: . : 1 -

ci = §(3ﬂ: V/3i) e quatro raizes reais ¢; = +v6 e ¢; = 5(6& V/6). Assim, podemos

obter quatro métodos do tipo 3.

Logo tomando as duas raizes ¢; = ++/6 e substituindo nas variaveis dada por
(7.9) temos:

2 6 —
0 + 6 2+ 6 5 )
2 2
0 0 0 0 0
—18 +53v/6 —342 +127/6 ‘ 162 F77v/6 522 F 1036
360 360 360 360

o

para ¢; = 0.

, 1 i
Agora considerando as outras duas raizes ¢; = 5(6 + v/6) e substituindo

também nas variaveis dadas por (7.9) obtemos:

16 + /6 8+ 6

5 5 0 0
8 ¥ 3v/6 16 6

0

0 0

] 8
189 F41v/6 189 +41v6 | —99 £29v6 —99 F296
180 180 180 180

0

0

1
para ¢ = 5(6 F \/f_i)

Para os quatro valores de ¢, encontramos também na expressao de (8.19)

i = &= e portanto o mesmo polinémio de estabilidade dado por (8.21) para todos

os quatro métodos.
Vamos agora encontrar o intervalo de estabilidade absoluta para o polinémio
(8.21). Seu polinémio de Schur sera:
1 >
) o {(60 + 144z + 592*)n" + (180 + 174z — 172%)p°
+ (180 — 114z — 1012%)p? + (60 — 174z + 172%)n + (—30z + 422%)}

Utilizando o critério de Routh-Hurwitz temos:

7

87 — V6549 87 + /6549
;—0(180+1742—1722) >0= Z<—T—’ € Z>'+—17_

1 5
~ 56(e;0+1442+59;:2) >0=> 2<0 e z> <
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1
30
1
30

3(=19 - V238L) _  _ 3(=19 + v238I)
101 101

(60 — 174z 4 1722) >0 = 3(29 —l?\/1181) 2 3(29 +17\/1181)

1 2(—36 — /411 — v/
a4 %{—302+4252)>0 = ( 3659 )<z<2( 36;;) 41l

(180 — 114z — 1012*) > 0 =

az

as

e a desigualdade ajazaz — apa? — amf > 0.

Assim fazendo as intersecgbes concluimos que o intervalo de estabilidade

O sl
para (8.21) é ( ( 36;;) 411),0) ~ (—0.53311407,0).

Consideremos agora métodos do tipo 2, isto é, métodos com A # 0. E entao
encontremos a forma geral para o polinémio de estabilidade utilizando agora a
expressao M (z, 2) dada por (8.7):

Puin P12

M(Z.,E:’) - pSl pg?

fr  fa

onde:

(a21A + ayr(bay + bay Az(1 — '\Z)_l))z) 2
1— Az %

(az2) + ar2(bay + by Az(1 — Az)™! ))Z) 3

1= Az
Az
Uy (1+1—Az);

Az uy(bay + barAz(1 — /\z]_‘]z_
I12(1‘+‘1_)\z)+ 1_/\2 1

Az '
(1_T£1)(1+1—Az)’

Az (1 —uy)(bgy + b2t Az(1 — Az)71)z
(l_uz)(1+l—).z)+ 1- Az

( (az1wy + ajy(wy + barzwe(1 — )tz)_l))z)
m + 4

1

1— Az 4
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o
s |

fa (Uz s (@zowq + ay2(wy + byyzwy(1 — Az)—l))z)

1— )z
(ugwq + uy(wy + byywyz(1 — )‘3)_1))2_
1. —Az .
(1 = up)wa + (1 — wy)(wy + bywaz(1 — Az)71))z
1— Az ;

= 0+

(1-6)+

Resolvendo (8.9) obtemos a forma geral para o polinémio de estabilidade
dos métodos TSRK com dois estagios e do tipo 2, que substituindo as variaveis
dadas em (7.10) obtemos o seguinte polinémio de estabilidade para esta familia
de métodos:

p(n,2) = [(1=2X2)"n° = pa(2)n® + p1(2)n — po(2) | 1

%p —1+416) —24)2 17 — 60p — 96X + 9612 .
1o 2Et 5 b ‘“12 T 2 (8.22)
24— 34200 — 24N 96— 7+ 48X — 60N ,
= 2z

2 12

pz?

—(756¢; — 2646¢; + 996¢] — 174¢} + 8¢] — 2268c2\ + 27003\
5652¢i A — 3240c] X + 432¢3 X 4 5130c2)? — 19728c30% + 11232¢})?
3456¢] A? — 432c$ A% + 10368c2 ) + 11232¢3 2% — 20088¢f A\® (8.23)
T776c20* 4 51843 A — 324¢; A% (=7 4+ 24)) + 10823(=7 4 24))
6c5(441 — 1592 + 1638)% + 144)%) + 36¢7 (103 — 357\

222)% +216)%)) /

(108¢3 (=3 4 2¢1)(12¢; — 9¢2 + 2¢5 — 12X)(=2¢; + ¢ + 2]))

8.5 Meétodos TSRK A-estaveis e Aj-estaveis

Finalmente, como motivagao para novos estudos, vamos apresentar alguns
resultados relacionados com A-estabilidade e Ay-estabilidade dos métodos TSRK.

Tentaremos primeiro encontrar métodos de ordem 3 e estagio de ordem 2 que
sejam A-estaveis. Temos que ter A > 0, e segue do principio do maximo que o
método é A-estéavel se e somente se p3(7, y) é um polinémio de Schur com respeito

a n, Yy € R onde p3(n,y) := p(n, 1y).
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Sejam:

| 1
p3(n,y) n°ps (;, —y) ;

sl (P3(0. y)ps(1,y) = P5(0,y)bs(m, ¥)).

7
X 1
p2(n,y) n’p2 (;a —y) ;

p1(n,y) (P2(0,y)p2(n, y) *Pz(U»y)sz(n,y));

n
p1(n,y) np1 (%‘—y) .
iy = (51(0,9)1‘31(??:9);m(ﬂ,y]ﬁl(n,y));

Segue do teorema de Schur que p3(7, y) tem todas as raizes 1 no disco unitario
Vy € R se e somente se:

po(y) > 0;
| ﬁ3(01y) | =K I.-03(01 y) |> 0

| p2(0,y) | — | p2(0,y) >0
para todo y € R.

A obtengao dos polinémios de estabilidade, definidos por (8.24) é possivel
considerando-se (8.15) e com ajuda do software "Matematica 4". Aqui, como
ilustragao, mostraremos somente o tltimo desses polinémios, o po(y):

poly) = syt {(146)(=1+67)(=9+ 6+ 240)} — 7=y {(1+6)(~(=5 + 6)
(=274 (=144 6)0) — 6(—5 + 6)(—125 + 6(—101 + 6 + 6%))\
288(1 + 6) (—23 + (—4 + 0)6)A* — 3456(1 + 6)*)°)} (8.25)
]' 8 I -
R {(=5+6)(1+86)(—11+6+24))(—=5+ 0 + 24))

(—15 — 26 + 62 + 24(1 + 6)))?}

As raizes de po(y) sao:
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com multiplicidade 4;
12

+ :
V(=5+6)(=5+8+24))
124/—(—1+ 62)(=9 + 6 + 24))
V(=114 6 + 24X) (=15 + 62 + 24X + 6(—2 + 241))?

Assim para po(y) > 0, devem ser satisfeitas as seguintes inequagoes:

24X +60-9 <0
24A+6-5 >0
24V +60-11>0

Mas estas desigualdades nao se verificam simultaneamente para qualquer \ e
6. Portanto, nao existem métodos TSRK A-estaveis com ordem 3 e estégios de
ordem 2.

Como ilustracao, apresentaremos alguns métodos de ordem 4 e estagio com
ordem 3, que segundo Jackiewicz e Tracogna [16] sio A-estaveis. Consideremos
entao, a familia de métodos dada por (7.10) e seu polinémio de estabilidade (8.22)
e nelas tomemos por exemplo, A = 3/4 e 4 = 0, onde p é dado pela expressao
(8.23). Resolvendo com respeito a ¢, observamos que nao era possivel a sua
resolucgao diretamente, por isso, utilizando o método numérico de Newton para o
seguinte polinémio:

1282° — 14882% + 816027 — 219962° + 295202° — 9018z* — 30996z°> + 4957222
— 32076z + 8019 =0

obtemos seis raizes complexas z ~ 0.839967 +£0.764777¢, x ~ 1.09936 £ 0.935325:
e =~ 3.4696 + 3.22237: e ainda trés raizes reais r ~ —1.15993, z ~ 0.716383 ¢
r &~ 1.250698.

Consideremos apenas as raizes reais, lembrando que estas sao os valores para
. Assim, podemos encontrar trés métodos tipo 2 de ordem 4 e estagios de ordem
3 que sao A-estaveis.

Logo temos:

0| -0.14329 -1.76664 0.75 0
0| -0.51532 -2.63932 | 2.70983  0.75
0 | -0.180181 -1.85243 | 1.43511 1.5975
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para ¢; & —1.159929 e ¢, =~ 0.301969.

0| 0.164905 -0.198522 | 0.75 0
0 [-0.210337 -1.07121 | 2.70983 0.75
0] 0.128015 -0.284316 | 1.12692 0.0293846

para ¢; = 0.716383 e ¢, = 2.17828.

0] 0.693205 -0.192506 0.75 0
0 (0.317963 -1.06519 | 2.70983 0.75
0 ] 0.656314 -0.278301 | 0.598618 0.0233688

para ¢; =~ 1.2506982 e ¢, = 2.7126.

Como vimos anteriormente nao é possivel encontrar métodos TSRK A-estaveis
com ordem 3 e estagios de ordem 2 mas podemos encontrar para essa classe méto-
dos Ap-estaveis.

Para este fim necessitamos verificar que o polinémio p3(7, ) é um polinémio
de Schur com respeito a 7, Vz real e negativo, onde p3(n, z) := p(n, x).

. 1
pa(n, z) n°pa (E'I) :

: (p3(0,)ps(n, ) —P3(Us$Jﬁ3(HsI)),
p2(n, ) ;

Sejam:

. 1
p2(n, ) n°p2 (q

_ (p2(0,2) )p2(n, ) ,02(9 x)pa(n,x))
pi(n,z) ’

" 1
Pl(’?el") N/ (;}',.’.‘C) ;

(P10, 2)p1(n,x) — p1(0,2)p1(n, 2)) |
po(z) 0 )

Segue do teorema de Schur que p3(7, z) tem todas as raizes 1 no disco unitéario
para x < 0 se e somente se:

_,(JU(J:] > 0;
| £3(0,2) | = | p3(0,2) [> 0

| p2(0,2) | = | p2(0,2) |> 0.
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Por exemplo, tomemos o polinémio de estabilidade dado em (8.15) e com
ajuda do software "Mateméatica 4"podemos encontrar os polinémios definidos
por (8.27). Ilustraremos somente o ultimo desses polinémios, o po(z):

1
po(a) = —sree(@(12+ 2(=5+6))(1 + 0)6(~1 + 6) + 2(~11 + 6 + 24)))

(=124 2(—=5+ 6 +24)))(24(1 + 0) + 2z2(—11 + 6(2 + 0))
— z3(—15—20 + 6% + 24(1 + 6))))?)

As raizes de pyo(z) sao:

™ 0 ;
i

2 —_5+91

6-60
T II—g=24)"

12
5—0 — 24\

-11460(2+6)+ VA

T 415+ 26 — 62 — 24(1 + 6)A

T3

L e

T45 com multiplicidade 2.

onde A = —239 — 4546 — 426? + 2863 + 6% + 576(1 + 6)*\

Pode ser verificado que para —1 < 6 < 1, com excecao da raiz nula pois
queremos po(z) > 0, todas estas raizes sao reais e positivas se e somente se:

filth,0) = 11—-6—-24) < 0

fa(A,0) = 5—-6—-24\ < 0

fa(A,0) = +15+4+20—-6*—-24(1+60)X > 0 (8.28)
A = —239 — 4540 — 426° + 286° + 6* + 576(1 + 6)*) > 0

Podemos entao plotar as curvas f;(A,0) = 0, i = 1,2,3, A(N,0) =0 e

6=1- 3'4—5 Assim podemos observar que os métodos sao Ag-estaveis para (A, 6)
encontrados na regiao escura da figura 8.1.
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0
0

figura 8.1 - Métodos Ag-estéaveis de ordem 3 e estagio de ordem 2.

Se considerarmos A = 1 e resolvermos 6 = 0 com § dado em (7.2) encontramos
2

1 _ i
duas raizes ¢ = 6(6 + v6). Logo substituindo estes valores nas variaveis dadas

em (7.2) obtemos dois métodos Ag-estaveis de ordem 3 e estagios de ordem 2:

-3+v6 | +v6

L
6 3 2

3£v6 | 3F V6
6 6

E substituindo estes valores em (8.12) encontramos o seguinte polinémio de
estabilidade:

p(n, z)




Consideracoes finais

A classe dos métodos de Runge-Kutta de passo dois, proposta por Jackiewicz
e Tracogna, apresentada de forma detalhada neste trabalho, pode ser considerada
nao apenas como mais uma ferramenta computacional para a integragao numérica
de problemas de valor inicial, mas principalmente como uma ferramenta que pode
ser eficiente quando trabalhamos com sistemas de grande porte ou com problemas
que apresentam caracteristicas especiais.

Quando pensamos em compara-la com outras classes de métodos devemos,
de imediato considerar a classe dos métodos de Runge-Kutta.

Assim, apresentamos a seguir alguns resultados ilustrativcs para problemas
de valor inicial nao stiff ou fracamente stiff, considerados em [5] e [11].

Para cada um desses problemas, integrando num determinado intervalo e
considerando h = 1072, construimos uma tabela, a qual apresenta o erro absoluto,
considerando o método TSRK1 dado em (8.29) e o método de Runge-Kutta de
ordem 3.

Os exemplos que serdao aqui apresentados nao tem a pretensao de criar condi-
¢oes para que se possa tirar conclusdes que permitam valorizar a eficiéncia dessa
classe de métodos. Mas permitem destacar como uma condi¢ao de eficiéncia,
quando consideramos seu esfor¢o computacional, o baixo niimero de avaliagdes
da derivada a cada integragao.

Temos métodos TSRK com ordem 3 e estagio com ordem 2 que exigem apenas
uma avaliagdo da derivada por passo de integracao (por exemplo o TSRK1),
e métodos de ordem 4 e 5 e estagios com ordem 3 e 4 exigindo apenas duas
avaliagbes. Lembrando que um método de Runge-Kutta explicito de ordem 3
exige 3 avaliacbes, um de ordem 4 exige 4 avaliagoes e um de ordem 5 exige pelo
menos 6 avaliacdes, podemos concluir que sob esse aspecto o ganho em esforgo
computacional pode ser consideravel, dependendo da dimensao do sistema e do
tamanho do intervalo de integragao.
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Ilustracao 1 - Consideramos o pvi:

/ 1
Y

y(0) =0

cuja solugao exata é y(xr) = 1

+ z?

Considerando o intervalo de integracgao [0,20], temos a seguinte tabela para

o erro absoluto:

- 1—|—;1‘2_2y

2

e tem a forma:

TSRK1

RK3

6.56197E-8

1.78344E-8

1.32951E-7

5.61608E-8

8.49443E-8

8.49363E-8

1.16357E-8

9.09474E-8

7.92067E-8

8.03125E-8

5.41425E-8

1.70114E-8

3.64422E-9

4.03019E-10

1.92681E-10

1.47293E-10

1.04490E-10

1.08290E-10

1.01623E-10

6.52702E-11

4.26706E-11

2.06885E-11

1.8762E-11

8.32927E-12
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Ilustracao 2 - Consideramos o pvi:

cuja solucdo exata é y(z) = z + 2¢73* e tem a forma:

Dado o intervalo de integragao [0, 10], temos:

X

TSRK1

RK3

0.2

4.00543E-5

1.46947E-5

0.4

1.69843E-5

5.93352E-6

0.6

5.22564E-6

1.79690E-6

0.8

1.41780E-6

4.83709E-7

1.0

3.59497E-7

1.22072E-7

2.0

2.43498E-10

8.18936E-11

3.0

1.22935E-13

4.12044E-14

4.0

5.55111E-17

1.77809E-17

5.0

3.03577E-18

2.60208E-18

10.0

8.67362E-19

0
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Ilustragao 3 - Consideramos o pvi:

{ y =z(l—y)+(1—z)e"

y(0)=1

cuja solugao exata é y(z) = e~(*/2) _ ¢=% 4 1 e tem a forma:

e T i

800 12.00
X

Seja o intervalo de integracao [0, 10], obtemos a seguinte tabela de erros:

X

TSRK1

RK3

0.2

1.44348E-9

1.57603E-8

0.4

5.57818E-9

2.90706E-8

0.6

2.30329E-8

3.89098E-8

0.8

4.82867E-8

4.42324E-8

1.0

7.49949E-8

4.43208E-8

2.0

5.58862E-8

5.38284E-9

3.0

1.84120E-8

1.18569E-8

4.0

2.81545E-9

1.32440E-9

5.0

7.67436E-10

1.71065E-9

6.0

3.46984E-10

7.68522E-10

.0

1.24296E-10

3.22505E-10

8.0

4.46377E-11

1.33451E-10

9.0

1.61271E-11

5.46302E-11

10.0

5.84981E-12

2.21621E-11
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Ilustragao 4 - Consideramos o pvi:

y = —20y + 20sin z + cos z

y(0) =1

=20z

cuja solugao exata é y(z) =sinz + e e tem a forma:

Considerando o intervalo [0, 3], obtemos a seguinte tabela:

X

TSRK1

RK3

0.2

7.83991E-5

2.85169E-5

0.4

3.12352E-6

7.36909E-7

0.6

1.81959E-7

4.48340E-7

0.8

8.62062E-8

6.22724E-7

1.0

6.73519E-8

7.44854E-7

1.5

1.52345E-8

9.10919E-7

2.0

4.05648E-8

8.53943E-7

2.5

8.64324E-8

5.87892E-7

3.0

1.11138E-7

1.77905E-7
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Ilustragao 5 - Consideramos o pvi:
{ y =sin(z) —y

y(0) = 0.5

cuja solugao exata é y(x) = 5 (sin(z) — cos(z)) + e(=®) e tem a forma:

Tomando como intervalo de integragao [0, 15] obtemos:

X

TSRK1

RK3

1.0

9.18842E-8

1.91205E-8

2.0

8.87373E-8

1.20957E-10

3.0

3.30921E-8

1.54966E-8

4.0

2.96972E-8

1.10496E-8

5.0

5.19905E-8

7.15014E-9

6.0

1.99282E-8

2.06657E-8

7.0

3.34941E-8

1.60853E-8

8.0

5.74702E-8

2.87449E-9

9.0

2.91891E-8

1.90127E-8

10.0

2.56835E-8

1.75945E-8

12.0

3.56979E-8

1.76420E-8

14.0

5.54612E-8

2.93221E-9

15.0

4.16514E-8

1.58681E-8
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Ilustragao 6 - Consideramos o pvi:

y | f— .
= -5y + —e "+ 5cos(z — 1) —sin(z — 1)
I

y(1) =1

cuja solucao exata é y(x) = cos(z — 1) + € >*Inz e tem a forma:

Considerando o intervalo [1,10], temos a seguinte tabela de erro absoluto:

X

TSRK1

RK3

1.2

2.80425E-8

1.38082E-7

1.4

3.52913E-8

1.79419E-7

1.6

4.70398E-8

1.83244E-7

1.8

6.26300E-8

1.69192E-7

2.0

7.84957E-8

1.44554E-7

4.0

4.00897E-8

1.97299E-7

6.0

1.11288E-7

1.81672E-8

8.0

5.25341E-8

1.82178E-7

10.0

6.75639E-8

1.69793E-7
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Embora para os exemplos apresentados observamos a plena equivaléncia do
método TSRK1 com um método de Runge-Kutta de ordem 3, essas ilustracoes
nao permitem concluir de forma generalizada quanto 4 eficiéncia dos TSRK, quan-
do analisamos o seu erro absoluto e comparamos com outros métodos de mesma
ordem, por exemplo os métodos de Runge-Kutta. Mas servem para que possamos
considerar tais métodos para a integragao de problemas de valor inicial nao stiff
ou mediamente stiff, pois, conforme pode ser observado nos dois primeiros exem-
plos, a medida que avangamos com a integragao o método se mostrou estavel
quanto ao actmulo de erro.

Alertamos que nosso trabalho teve a pretensao de introduzir essa classe de
métodos e os conceitos de erro e de estabilidade, a ela relacionados, bem como
construir as suas condig¢oes de ordem, até a ordem 6.

Muito pode ser ainda investigado e construido nessa dire¢ao. Por exemplo,
todo o trabalho apresentado foi desenvolvido para problemas de dimensao 1 e
considera a hipétese de integragao a passo fixo. Os resultados para dimensao
maior do que 1 sao os mesmos deste trabalho, mas sua obtengao torna-se bem
mais elaborada e complexa, principalmente em fungao das dificuldades de notagao
e desenvolvimento algébrico, razao porque nao foram apresentados.

Por outro lado, a utilizagao dessa classe de métodos com passo variavel pode

ser algo bastante motivador. A técnica de Nordsieck em [23] e [26], utilizada com
sucesso para métodos lineares de passo multiplo e para métodos multi-estagios
diagonalmente implicitos, poderia também ser aqui considerada e provavelmente
com bons resultados. Essa possibilidade parece-nos 6bvia pois, como mostramos
em nosso trabalho, os métodos TSRK podem ser facilmente transformados em
métodos lineares gerais ou em A-métodos.

A implementagiao de forma eficiente dos métodos de Runge-Kutta de passo
dois proposta por Jackiewicz e Tracogna, considerando técnicas de mudanga de
passo e até de ordem pode ser objeto de futuras investigagées bem sucedidas,
gerando uma ferramenta computacional que possa ser competitiva.

Também pode ser considerada a busca das condigdes de oraem para métodos
dessa classe com ordem superior a 6. O caminho para isso é apenas mais arduo
mas a idéia é a mesma utilizada para as ordens inferiores.
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