
Anelusa Oliveira

métodos de

EX
AVAVAY

AV

cm 1 2 3 4 5 6 7 :unesp 12 13 14 15 16 17 18 19



1910001097

Mo

FVS
AVAVAY

vAY

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



5

UMA NOVA CLASSE DE MÉTODOS DE
RUNGE­KUTTA DE PASSO DOIS

Janayna Anelusa Oliveira Buosi

Dissertação de Mestrado
Pós­Graduação em Matemática Aplicada

MAP ­ 064

FS
AVAVAV

6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



Uma nova classe de métodos de Runge­Kutta de passo 2

Janayna Anelusa Oliveira Buosi

Dissertação apresentada ao Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, Câmpus de São José
do Rio Preto, São Paulo, para a obtenção do título de Mestr: em Matemática
Aplicada.

Orientador: Prof. Dr. Sebastião Pereira Martins

B:BLIOTECA

T1093/c2

São José do Rio Preto

22 de fevereiro de 2002

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



NA
k

Dor
ME

OCL O =—

Buosi, Janayna Anelusa Oliveira.
Uma nova classe de métodos de Runge­Kutta de passo dois / Janayna

Anelusa Oliveira Buosi. — São José do Rio Preto : [s.n.], 2002.
101 f.:il.; 30 cm.

Orientador: Sebastião Pereira Martins.
Dissertação (mestrado) — Universidade Estadual Paulista. Instituto de

Biociências, Letras e Ciências Exatas.

1. Matemática aplicada e computacional. 2. Análise numérica.
3. Métodos numéricos. 4. Equações diferenciais ordinária. I. Sebastião
Pereira Martins. II. Universidade Estadual Paulista. Instituto de
Biociências, Letras e Ciências Exatas. III. Título.

CDU — 519.62

5 6

FS
AVAVAV

7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



5 6 | unesp

À minha mãe,
Ao meu pai já falecido,

Ao meu noivo,
Aos meus amigos de pós

Dedico

EV
AVAVAY

vAY

1 12 13 14 15 16 17 18



6

"A verdade é sempre a realidade interpretada,
acomodada a um fim construtivo e pedagógico."

Oswald de Andrade
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Resumo

O objetivo principal deste trabalho é apresentar a classe de métodos de
Runge­Kutta de passo dois (TSRK), proposta por Z. Jackiewicz e S. Tracogna
em 1995. Apresentamos essa classe de métodos na sua formulação clássica, como
um método linear geral e por fim como um A­método. Dessa forma, estudamos o
erro de discretização e construímos as condições de ordem até a ordem 6 e através
dessas condições foram construídas algumas famílias de métodos. Abordamos a
estabilidade dessa classe de métodos, a construção do polinômio de estabilidade
e como ilustração apresentamos alguns métodos A­estáveis ou Agp­estáveis.
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Abstract

The main objective of this work is to introduce the class of two­step Runge­
Kutta methods (TSRK), proposed by Z. Jackiewicz and S. Tracogna in 1995.
We present this class of methods in the classic formulation, as a general linear
method and finally as a A­method. In this way, we study the discretization
error and build order conditions up to order 6 from which we derive some family
of methods. We also deal with the stability of this class of methods and the
construction of the stability polynomial. Some A­stable or Ap­stable methods
are presented for illustration.
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Introdução

A classe dos métodos de Runge­Kutta, como ferramenta para a integração
numérica de sistemas de equações diferenciais ordinárias associados a uma con­
dição inicial, tem sido desde 1895 objeto de investigação.

Byrne e Lambert [9], propuseram em 1966 uma nova classe de métodos que
não podiam ser mais caracterizados como métodos de Runge­Kutta, pois pas­
saram a exigir aproximações em dois pontos anteriores a cada integração, mas
mantinham a característica dos métodos de Runge­Kutta, de combinar valores da
derivada da função que se está integrando em pontos interiores ao intervalo. Tais
métodos foram inicialmente denominados métodos Pseudo Runge­Kutta e mais à
diante métodos de Runge­Kutta de passo dos.

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma dessas classes de méto­
dos, proposta por Z. Jackiewicz e S. Tracogna em 1995 [16].

No primeiro capítulo apresentamos conceitos básicos relacionados com a classe
dos métodos de Runge­Kutta, em especial resultados relativos à estabilidade dessa
classe de métodos.

No capítulo seguinte são apresentadas as classes dos métodos lineares gerais
e dos A­métodos, propostos respectivamente por Butcher [7] e Albrecht [2].

Um resumo histórico evolutivo dos métodos de Runge­Kutta de passo dois é
apresentado no capítulo 3.

A classe dos métodos de Runge­Kutta de passo dois, proposta por Jackiewicz
e Tracogna [16] é o objetivo maior deste trabalho. Os resultados aqui apresenta­
dos, apesar de estarem todos relacionados em [4] e [16] foram por nós considerados
com maiores detalhes de desenvolvemento e justificativas, bem como abordados
em uma sequência diferente da considerada pelos autores. Assim o fizemos por
entendermos que o leitor com menor domínio no assunto teria menos dificuldades
de leitura e compreensão.
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Introdução 11

No capítulo 4, inicialmente apresentamos essa classe de métodos através de
sua formulação clássica, e a seguir escrevendo­os como um método linear geral e
como um A­método, conforme proposto pelos autores.

No capítulo seguinte apresentamos, de forma detalhada, o estudo do erro de
discretização, considerando resultados e desenvolvimentos de Albrecht.

A partir de resultados desse capítulo, são construídos no capítulo 6 as condi­
ções de ordem para a classe de métodos de Runge­Kutta de passo dois, apresen­
tando as condições para métodos de ordem até 6.

No capítulo 7, a partir das condições de ordem desenvolvidas no capítulo
anterior, apresentamos famílias de métodos de Runge­Kutta de passo dois com
um e com dois estágios, para ordem 2, 3 e 4.

Finalmente, no capítulo 8 abordamos a estabilidade dessa classe de métodos,
explorando a construção do polinômio de estabilidade e como ilustração apresen­
tamos alguns métodos que são A­estáveis ou Ap­estáveis.
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Capítulo 1

Métodos de Runge­Kutta de passo
um

1.1 Introdução

Seja o problema de valor inicial (pvi) dado por:
y'=F(1,y)

(1.1)
Y(To) = yo

onde F : [a,b] x Rº — R", para o qual, assumiremos a existência e a unicidade
da solução y(x).

Consideremos a discretização do intervalo [a,b] em pontos x, = zo + nh, para
n=1,2,...,N, onderó=aeh ER, é otamanho do passo em cada integração
do pvi.

Para a integração numérica de (1.1) considerando a discretização de [a,b], os
métodos de Runge­Kutta (MRK) constituem uma classe de métodos de passo um
muito utilizada e eficiente para uma parcela considerável de problemas.

Esta classe de métodos se divide em três subclasses: explícitos, implícitos e
semi­implícitos.

Enquanto os MRK explícitos são muito utilizados para a resolução de pro­
blemas de valor inicial não­stiff, os implícitos são mais eficientes se o problema é
stiff.

Neste capítulo apresentaremos formalmente a classe dos métodos de Runge­
Kutta e, considerando tais métodos definiremos o erro de truncamento local, as

12
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1.2 À classe dos métodos de Runge­Kutta

condições de ordem e alguns tipos de estabilidades.

Esses conceitos serão utilizados nos próximos capítulos deste trabalho.

1.2 A classe dos métodos de Runge­Kutta

Definição 1.1. Denomina­se método de Runge­Kutta (MRK) com s estágios,
a todo método de passo um dado por:

Unti = yum +h NS biK,
1=)1

K; F(tn + ch,yn+hX aki), 1=1,2,...,5;
j=1

com ci, ai, b ER, yny1 é uma aproximação para y(x) em x = rn +cih e ainda
,

.osc; s satisfazem:

8

ci=X"a e O0<c<l,
j=1

para 1=1,2,...,s.

Podemos representar os coeficientes desse método através de uma tabela ma­
tricial, proposta por Butcher, dada por:

C1 | du
C2

Cs ds

bi

Dependendo dos valores assumidos pelos coeficientes da matriz A, podemos
caracterizar as três subclasses de métodos de Runge­Kutta:
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1.3 Erro de truncamento local e as condições de ordem 14

e explícitos : sea; = 0, para todo i< 5. Isto é, a matriz À é estritamente
triangular inferior.

e semi­implícitos : sea;;=0, para todo à <j e a;; £ O, para pelo menos um
1. Isto é, a matriz À é triangular inferior.

e implícitos : sea; (0, para pelo menos um t < j. Isto é, a matriz A
não é triangular inferior.

Entre os semi­implícitos ainda podemos destacar uma classe especial de méto­
dos, quando a;; = O para1<j, j=1,2,...,5s e ag=4(AMER); i=1,2,...,s.
São os denominados métodos de RK diagonalmente implícitos, identificados
na literatura por métodos DIRK.

1.3 Erro de truncamento local e as condições de
ordem

Definição 1.2. Denominamos erro de truncamento local de um método de
Runge­Kutta com s estágios, num ponto xn411, ao resíduo Tr,, dado por:

Tny1 = yY(tn) — [y(tn)+h > b;K; | (1.3)
=!

onde as avaliações K;s são obtidas utilizando­se a solução exata y(xn) em lugar
de yn.

Considerando a hipótese local yn = y(rn) e denotando por ín4+1 à aproximação
obtida, temos:

Tny1 = Y(Tn+1) = Unt1 (1.4)

ou seja, o erro de truncamento local nada mais é do que a diferença entre a solução
exata e a aproximada no ponto Trhn41.
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1.3 Erro de truncamento local e as condições de ordem 15

Expandindo y(rn+41) e íni1 em série de Taylor na vizinhança do ponto tn,
podermos expressar T,4,1 em potências de À, isto é:

,
­ ­ . »onde os U;s são expressões que envolvem produtos de coeficientes do método e

derivadas parciais da função F(x,y). Assim podemos definir o conceito a seguir.
Definição 1.3. Dizemos que o método de Runge­Kutta tem ordem de con­
sistência p se sob a hipótese local y, = y(rn) obtivermos que Tr41 = O(hP*!).

Ou seja,

Ur =U>s=Us=...=U,=0 e Upa: É O.

No entanto, para que tenhamos U; = 0 para 1 = 1,2,...,p, é necessário que
as expressões que envolvem os coeficientes do método sejam nulas. Isto gera o que
chamamos de condições de ordem, as quais os coeficientes do método deverão
satisfazer para que este tenha ordem de consistência p.

A tabela abaixo, nos dá as condições de ordem para um método de Runge­
Kutta (MRK) ter até ordem 5.

Ordem Condições
p=5 p=4 p=3 p=2 p=1l

2bi=l

27 bic =27,
oa;jej =
É brcsaçse; =2dij : = A

1> bia;ijajkOCk= 27
1,7,k

2 biciaise;= 7
2 biciaije; =5

2 bicia;jajkok =1,5,k

2: b; (2: a;jej)?
a>> biaijeêj 20

1,3

> biaijejAjkCk =
1,3,k

AO ENAAS E27 bitjAjHOk = so
1,7,k

S> biaija;kAdkmEm = .i&iUIKkm=EOm— Tag
i,3,k,m
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1.4 Estabilidade 16

E importante destacar que as condições acima se fazem necessárias de forma
acumulativa. Isto é, para que tenhamos ordem 2 a condição Y*b; = 1 também é

;

necessária. E assim por diante.

Conforme Lambert [19], existe uma relação muito importante entre o número
mínimo de estágios e a ordem máxima atingível, dada pela seguinte tabela:

Ordem (p) Número de estágios (s)

O
J
O
P

OM
N

|],

O
O

NJ
O

U
P

O
n

H|
r

r
n
r
r

rm o
O

C
S

Ko
mM

IA
T

A
&

o

PAS E N
A

1.4 Estabilidade

Definição 1.4. Aplicando o MRK dado por (1.2) ao problema teste

yY'=Ay, MEC, Re(A) <O (1.5)

cuja solução exata é y(x) = e**, obteremos uma equação de diferenças da forma

Yn1 = R(2)yn (1.6)

onde z = Xh e R(z) é o fator denominado função de estabilidade do método.

A solução de (1.6) é:

Un = (R(2)Y"yYo

Logo, yn — O com n — co se, somente se,

| R(2) | <1 (1.7)

Assim, definimos:

Definição 1.5. Um método de Runge­Kutta é dito absolutamente estável para
os valores de z que satisfazem (1.7).

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.4 Estabilidade 17

Definição 1.6. Denominamos a região Ra do plano complexo, na qual se verifica
(1.7), de região de estabilidade absoluta do método, definida por

Ra = (2 EC /|R(2) | <1) (1.8)

e a intersecção de Ra com o eixo real de intervalo de estabilidade absoluta.

Na formulação clássica dos métodos de RK a função de estabilidade R(z) é
uma expressão racional, ou seja, quociente de dois polinômios. Logo, não devemos
falar em polinômio de estabilidade.

Por outro lado, quando escritos como um MLG ou na forma de um A­método,
conceitos introduzidos respectivamente por Butcher [7] e Albrecht [2] que serão
apresentados no capítulo seguinte, podemos construir o polinômio de estabilidade
de um método de RK e então determinar seu intervalo de estabilidade absoluta.

Para isso serão necessários alguns resultados da teoria dos polinômios, que
apresentaremos à seguir.

Definição 1.7. Um polinômio n(r) de grau k é dito ser de Schur se as raízes r;
satisfazem | ri |<1, t=1,2,...,k.

Infelizmente, essa condição geralmente é de difícil verificação. O que justifica
a existência de alguns critérios como caminho alternativo. Aqui, ilustraremos o
critério conhecido como critério de Schur.

e Critério de Schur

Seja d(r) um polinômio de grau k, com coeficientes complexos, da forma:

dr) = er" +esr" +... +arto (1.9)

onde cx £ O, co É O.

Consideremos os polinômios:

d(r) = cart rara... +dar+e, (1.10)
x Ss .

:onde c: é o complexo conjugado de c;, e

dir) = =[8(0)6(r) — é(0)Ó(r)). (1.11)

Claramente 2 ,(r) tem grau no máximo k — 1. Então, podemos definir o
seguinte teorema, conhecido como teorema de Schur ou critério de Schur.
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1.4 Estabilidade 18

Teorema 1.1. é(r) é um polinômio de Schur | $(0) |>| &(0) | e d1(r) é um
polinômio de Schur.

Observe que podemos aplicar sucessivamente o teorema e a cada estágio o
grau do polinômio é reduzido de uma unidade até alcançar grau um. Assim,
temos simplesmente que dispor de um critério para que um polinômio de grau
um seja um polinômio de Schur.

À partir da caracterização do polinômio de Schur podemos encontrar o in­
tervalo de estabilidade absoluta do método, o que é fornecido pelo critério a seguir.

e Critério de Routh­Hurwitz

Este critério tem como objetivo considerar uma transformação que leve as
raízes do polinômio que estão dentro do círculo unitário para a região à esquerda
do plano complexo. Para isso consideremos a seguinte transformação:

l+z
l1—z

: rEeC,zeC

Observe que esta transformação leva os pontos do círculo unitário | r |=1
sobre o eixo imaginário Re(z) = O, os pontos do interior do círculo | r |<1 à
esquerda do plano Re(z) <O e o pontor =1 em z = O.

Seja:

1+z
l1—­zP(2) = (1— 2)*r | | = az +az" +... +a (1.12)

com a, > O.

Uma condição necessária e suficiente para que as raízes de P(z) estejam à
esquerda do plano complexo, ou seja, para que m(r) seja um polinômio de Schur
são que todos os determinantes menores principais de ordem dois sejam positivos,
onde Q é a matriz k x k, definida por:

a, dad3

do dy

onde a; = 0, 7 > k.
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1.4 Estabilidade 19

Esta condição implica a; > O, j = O0,1,...,k. Assim os coeficientes posi­
tivos em (1.12) é uma condição necessária mas não suficiente para estabilidade
absoluta.

Para k = 2,3,4 uma condição necessária e suficiente para a estabilidade
absoluta dada pelo critério de Routh­Hurwitz é:

a;>0,j=0,1,2,3
aa2z — azao > 0 !

a;>0,j=0,1,...,4
ajazaz — agaÍ — açai >O0 i

Comparado com o critério de Schur, esta aproximação tem a desvantagem
de ser necessária uma manipulação preliminar para obter a equação (1.12). Por
outro lado, para pequenos valores de k, é mais fácil encontrar inequações em Àh
pelo critério de Routh­Hurwitz do que pelo critério de Schur.

Portanto, na prática construímos o polinômio de estabilidade do método de
RK e verificamos se ele é um polinômio de Schur. Na hipótese afirmativa teremos
como intervalo de estabilidade absoluta do método aquele para o qual o polinômio
é de Schur.

Estes critérios serão utilizados mais tarde em um dos capítulos, onde discu­
tiremos a estabilidade de uma classe de métodos de Runge­Kutta de passo 2,
para encontrar o intervalo de estabilidade absoluta e a região de A­estabilidade
e Ap­estabilidade do método.

Alguns problemas de valor inicial envolvendo sistemas de equações diferen­
ciais ordinárias exibem um fenômeno de comportamento que permite caracterizar
o problema como sendo do tipo stiff. Esse tipo de problema pode ser informal­
mente caracterizado pelo que se segue:

"Se um método numérico com um intervalo de estabilidade absoluta finita
quando aplicado a um problema com quaisquer condições iniciais é forçado a
usar, num certo intervalo de integração, um tamanho de passo excessivamente
pequeno, se comparado com o tamanho do passo em intervalos vizinhos, então o
problema é do tipo stiff nesse intervalo.”

Para resolver numericamente problemas stiff a maior dificuldade está em se
trabalhar com um método adequado. À condição de stiff às vezes impõe restrições
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1.4 Estabilidade 20

tão severas ao tamanho do passo que alguns métodos se tornam computacional­
mente inadequados. Isto nos leva a procurar métodos com a maior região de
estabilidade Ra possível. À classe mais recomendada para esse tipo de problema
é a dos métodos A­estáveis.

A condição de A­estabilidade está relacionada com a condição de estabilidade
da matriz do método. Assim, torna­se necessária a definição a seguir, que será
considerada no próximo capítulo.

Definição 1.8. Uma matriz é estável se existir uma constante c tal que
n

|| A" ||eo< c para todo m =1,2,... onde || A |loo= max X* | a;; |.
1$i<n j=7

Definição 1.9. Um método é A­estável se Ra D (z/Re(2) < O).

Definição 1.10. Um método é Av­estável se Ra OD (2/Re(2) < O, Sm(z) = 0).

A A­estabilidade garante que, para qualquer h > O escolhido, a solução
numérica de y' = Ay, não crescerá indefinidamente à medida que n — co.

Mas essa exigência pode não ser suficiente quando Re(z) — —oo e uma nova
condição de estabilidade deve ser considerada.

Definição 1.11. Um método é L­estável se for A­estável e, além disso,
i

= 1.13nem 1 RG) 0 (1.13)

É importante observar que:

L­estabilidade => A­estabilidade => Ap­estabilidade
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Capítulo 2

Métodos lineares gerais e
A­métodos

2.1. Introdução

Conforme inicialmente proposto por Butcher (1966) em [6], podemos consi­
derar em uma abordagem téorica única as classes de métodos lineares de passo
múltiplo e de Runge­Kutta, entre outros. Essa nova classe de métodos é denomi­
nada classe dos Métodos Lineares Gerais.

Em [1], [2] e [3] Albrecht também propõe uma nova representação para os
métodos numéricos que integram um pvi, denominada A­métodos. Neste capítulo
apresentaremos os métodos Lineares Gerais (MLG) e os A­métodos.

2.2 Método linear geral

Consideremos o pvi definido em (1.1) agora escrito em sua forma autônoma:

(2.1)
y(to) = yo

onde f : R"+! — R"*! é definida num intervalo onde se tem garantia da existên­
cia e unicidade da solução y(r). Assim, podemos definir:
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2.2 Método linear geral 22

Definição 2.1. Sejam as matrizes À = (à;;), ÊB = (b;s) e O =(&,) E RNXN,
Definimos por método linear geral (MLG) a todo método numérico para a
obtenção de aproximações y;* para a solução de um pvi dado por (2.1), onde:

yt = S às gtRD OE)RSA SOFa", 1=1,2,...,N,
1=1

(2.2)

com yo aprorimações para y(x) no n­ésimo passo de integração e ye
F aprorxt­

mações no passo anterior.

Na hipótese de se estar trabalhando com integração a passo variável serão
considerados apenas os passos com sucesso para a caracterização do n­ésimo passo.

. Podemos observar que um MLG pode ser caracterizado pelas matrizes À,
B e C. Logo, podemos denotar um MLG dado por (2.2) como um método

ES(À, Ê, C). E se a matriz C for nula, simplesmente por (A, BD).

Definição 2.2. Um método (À, Ê, Ô) é dito estável se a matriz À for estável.

Teorema 2.1. Um método (A,B,CO) é estável se, e somente se, o polinômio
característico da matriz À não tiver raiz com valor absoluto mator do que um e
as de valor absoluto com tamanho um forem simples.

Definição 2.3. Um método (A4,B,Ô) é dito pré­consistente se:
Aê =ê

comê =(1,1,...,1)º e RY.
Se, em adição, para algum vetor v E RY tivermos:

ÂAv+( B+Ô)ê="0+&,
o método (A,B,C) será consistente .

Teorema 2.2. Um MLG é convergente se, e somente se, for consistente e
estável.

Uma demonstração para os teoremas 2.1 e 2.2 pode ser encontrada em
Butcher [8].
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2.3 O método de Runge­Kutta como um método linear geral 23

2.3 O método de Runge­Kutta como um método
linear geral

Se considerarmos o pvi dado na forma autônoma (2.1), podemos reescrever o
MRK definido por (1.2) numa forma equivalente, dada por:

Y = yn1 +h ND ai; FO), i=1,2,...,5,

Una HFhDTDION), nel2.o.o

Se considerarmos N = s+1, yt = Y; para 1 = 1,2,...,s e yl, == Un,
podemos reescrever o MRK (2.3) na forma de um método (À, ÊÔ), como:

vi = ha ACan FM) + an FG + + as FO]ys = Yi +A| a21 f(yFU) + ax FÉ. tan FT]

yl7+ han FM)+as fySM+...+ ass f40M)]yo4 [baFE) + bo fd)+... + bs FE)

di

d21

ds1

Ê bi bz

Portanto, em (2.5) temos a classe dos MRK com s estágios reescritana forma
(2.2), isto é, como um método (A, B, O) ou simplesmente método (À, Ê).
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2.4 O método de Runge­Kutta como um A­método 24

Assim, todos os resultados da teoria dos métodos lineares gerais podem
ser considerados para o estudo de métodos de Runge­Kutta. Para isso basta
reescrevê­los na forma (2.5).

2.4 Ométodo de Runge­Kutta como um A­método

Albrecht [1], [2] e [3] propõe uma nova formulação para a classe geral de
métodos numéricos para a integração de um pvi, denominada representação À­
métodos, e definida por:

Definição 2.4. Denomina­se A­método a todo método numérico para a inte­
gração de (1.1) escrito na forma:

onde Y,, ds; E R, A é uma matriz om x om (com m a dimensão do sistema
diferencial) e à; satisfaz a condição de Lipschitz com respeito ao segundo e ter­
ceiro argumentos. O subscrito f indica que a dependência de à sobre Y,, Ynn É
através da função f(x,y) que define o sistema diferencial.

Considere o pvi dado por (1.1) e o método de Runge­Kutta dado por (1.2).
Vamos então escrever o método (1.2) como um A­método.

Primeiramente, escrevemos o método de Runge­Kutta (1.2) numa forma al­
ternativa dada por:

Unte; = Yn + kh) aiF(xn + ch, Ynte;), i=1,2,..
1=1

UIn+ri = Un + h YX. b;F(rn + cih, UYnto;):
i=!l

Sejam Y,471 e (tn, Yn41;h) definidos por:
Ynn = [Ynto, sr Unteas ++ Untoss Ini)”

F(xtn,Ynpi;h) = [F(tn +Hehiynto dois F(tn + csh,Yntes), F(Tnt1, yYn+1))”
e definimos À e B por:

Á=
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2.4 O método de Runge­Kutta como um A­método

] d11 dio
d21 422

day Adso ... Ass

[1 ba ... bs O|

onde O,, é uma matriz nula s xs, 0; = [0,0,...,0) ER"ee=[1,1,...,1)7E Rº.
Logo o método (2.7) pode ser escrito na forma de um A­método como:

Ya+1 = AY, + hBE (tn, Yay1;h). (2.8)
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Capítulo 3

Métodos de Runge­Kutta de passo
dois

3.1. Introdução

Neste capítulo introduziremos uma nova classe de métodos que, apesar de uma
formalização bastante semelhante à dos métodos de Runge­Kutta não apresenta
sua característica básica, que é serem de passo um, pois exigem a cada integração
o conhecimento de duas aproximações em pontos anteriores e consecutivos.

Por isso, são denominados métodos de Runge­Kutta de passo dois. Por outro
lado, embora tenham passo dois, não pertencem à classe dos métodos lineares de
passo múltiplo, pois consideram combinações das derivadas em pontos internos
ao passo de integração, como acontece com os métodos de Runge­Kutta.

3.2 Um resumo histórico

Um dos primeiros trabalhos introduzindo esses novos métodos foi publicado
em 1966 por Byrne e Lambert [9], onde os métodos por eles propostos tem a
seguinte formalização:
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3.2 Um resumo histórico

= ya +hD(viKkio! +wuiKk?)
s

1=l

1­1

= f(mnitoh, ya: +hD ask)
1=1

1­1

Ki = f(zntoh, y+h) ak?)
j=1

8

com c; = )X a, t=1,2,...,s.
&HJI

Os métodos de (3.1) foram definidos como métodos Pseudo Runge­Kutta.

Byrne [10] em 1967, Rosen [25] em 1968 e Nakashima [20] e [21], em 1982,
propuseram novas formulações de métodos pseudo Runge­Kutta, mas que são
pequenas variações de (3.1).

Em 1987, Nakashima [22] apresenta uma classe de métodos pseudo Runge­
Kutta, definida por:

Yuri = nYhi+roY+hXbiK,
1=]1

KM = F(tn=1, Yn­1)
Ko = f(tn,Yo)

il

Ki = f(znt+oah, Yn+a(Y­Y1)+hD agKi),
j=1

i1

com t = 3,4,...,s, para cj = a; + >) a;, O0<ec <A
1=1

Os métodos definidos por (3.1) e (3.2), quando considerados isoladamente,
permitem somente trabalhar com tamanho de passo fixo.

A partir de um trabalho de R.A. Renaut [24], publicado em 1990, os métodos
pseudo Runge­Kutta passaram a ser denominados métodos de Runge­Kutta de
passo dois.

Os métodos propostos por Renaut são do tipo explícito com s­estágios, defini­
dos por:
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3.2 Um resumo histórico

Yn+1 = (1— B)umn + Oyn­1 +h | vif(yYi1) + wif(yi) ]

yi para t1=1
i1

|

y:s H+h SDS aif(yY!) para i>O.
j=1

yi=

Observe que os métodos de (3.3) são uma generalização dos métodos propos­
tos por Byrne e Lambert [9] e definidos em (3.1). Basta considerarmos em (3.3)
À = O que obtemos (3.1).

Uma pequena evolução do trabalho de R.A. Renaut [24] é apresentada por
Jackiewicz, Renaut e Feldstein [13] em 1991, que propuseram a seguinte classe de
métodos de Runge­Kutta de passo dois:

(1— 9)un + una +h SD [vifl(Yi])+wif(Ni)]
i=]1

Yi, Yn­1 +h) axf(Yi,)
k=1

Dá yn +h) axf(Y5), i=1,2,...,8.
k=]1

Em [17], Jackiewicz e Zennaro, em 1992, propõem a seguinte classe de méto­
dos de Runge­Kutta de passo dois:

s

1=1

io

KT J( tn: +eihnsi, Yna +hnsa >. ai;K?!)
1=1

il

K7 f( xa +teihn, Ya +haD ak), i=1,2,...,s
j=1

iz
h

— opara É = =, hn = >­tn E =X 0.
ja
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3.2 Um resumo histórico 29

Podemos representar os coeficientes desta classe de métodos através de uma
tabela semelhante à proposta por Butcher para os métodos de Runge­Kutta. Para
isso basta definirmos os vetores c = (c1,C2,...,cs)”, v=(v1(E), va(6),...,vs(E))T,
w = (w1(6), w2(6),..., wÊs(6))! e a matriz A = (a;;) € R** e teremos:

0 0

C2 d21

C3

9 (E va) nº DI) (O)
w(6) w2(6) ... wi1(6) ws(É)

Podemos observar que o método (3.5) permite integração a passo variável,
pois a cada passo considera­se um passo de tamanho hr. Além disso, a cada
passo são exigidas s novas avaliações da derivada da função f e não 2s como a
definição do método deixa transparecer. Isto porque, o método aproveita valores
Já calculados no passo anterior.

No capítulo seguinte abordaremos uma nova classe de métodos de Runge­
Kutta de passo dois, cuja abordagem quanto à caracterização de suas condições
de ordem e aspectos relacionados com a estabilidade dos mesmos constituem o
objetivo principal deste trabalho.
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Capítulo 4

Uma classe de métodos RK de

passo dois

4.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos uma nova classe de métodos R.K. de passo dois,
que a cada passo dependem do conhecimento de aproximações para a solução de
(1.1) em dois pontos consecutivos, anteriores ao ponto em que se está integrando.

Mostraremos que estes métodos podem ser considerados como casos especiais
dos métodos lineares gerais, introduzidos por Butcher, e que são bastante efi­
cientes quando comparados a outros métodos, quanto ao número de avaliações
da função F(x,y), necessárias para se conseguir a ordem desejada.

Suas condições de ordem podem ser obtidas utilizando­se resultados propostos
por Albrecht [2], conforme veremos no capítulo seguinte. Esta classe de méto­
dos, quando considerados como métodos lineares gerais, pode ser dividida em 4
subclasses, que são apropriadas para a solução numérica de equações difereciais
stiff ou não stiff, trabalhando num ambiente para computação sequencial ou em
paralelo, conforme o caso.
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4.2 A formulação clássica do método

4.2 A formulação clássica do método

Seja o problema de valor inicial (pvi) dado em sua forma autônoma por:

yY'(x)=f(y(x)), = Ero,b]
(4.1)

y(To) = Yo

onde a função f : R1 — Rº.

Iremos trabalhar com métodos que dependem de valores dos estágios obti­
dos em dois passos consecutivos e anteriores, ou seja, métodos de Runge­Kutta
de passo dois (TSRK). Estes métodos, introduzidos por Jackiewicz e Tracogna
em [16], tem a seguinte formulação clássica:

Yi = Oya + (1­9) +h SD (v;if(YL) +u;f(Y))
1=1

(4.2)

Yº = ujyi,1+(l1—­ujyi+h S (aj5f(Y1) + bjs f(Y))
s=1

JJ =1,2,...,m
i =1,2...,N­1
N : inteiro positivo

pn = bz)
Tt; =x+ih; i=0,1,...,N
y:i é uma aproximação para y(x;)

é um tamanho de passo fixo

y éa solução de (4.1).

Podemos representar (4.2) através de uma tabela de coeficientes, semelhante
à representação proposta por Butcher para os MRK:
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4.2 A formulação clássica do método 32

Observe que para iniciarmos o processo de integração com o método (4.2)
além de yo precisamos da aproximação y, em 7 e valores dos estágios Y,
s=1,2,...,m no intervalo [10,71]. Esses valores poderão ser encontrados, por
exemplo, utilizando­se um MRK com ordem apropriada.

Assim, para avançarmos de x; para z;41 necessitamos calcular somente Yº ;
uma vez que Y , já foi obtido no passo anterior. Isto nos propicia um ganho extra
de graus de liberdade, associados com um método de passo 2, sem a necessidade
de avaliações extras da função.

A forma da matriz B permite determinar o custo de implementação do método
(4.2). Butcher em [8], introduziu a classe de métodos de integração com multi­
plos estágios e diagonalmente implícitos (DIMSIM). Considerando essa classe de
métodos propostos por Butcher, os métodos TSRK (4.2) podem se subdividos
em 4 subclasses ou tipos, que dependem da natureza do problema a resolver e do
tipo de arquitetura computacional disponível.

Olhando os TSRK segundo as subclasses propostas por Butcher concluímos
que para métodos do tipo 1 ou tipo 2, a matriz B tem a forma:

0 A |

B=

B=

1 ôma bma A
com à É O), e estas são apropriadas para sistemas diferenciais não stiff ou stiff,
respectivamente, utilizando­se técnica computacional sequencial.

Para métodos do tipo 3 ou tipo 4, a matriz B é da forma:
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4.3 A formulação como um método linear geral e como um A­método 33

com À É O, e são apropriadas para sistemas de equações diferenciais não stiff ou
stiff, respectivamente, utilizando a técnica computacional em paralelo.

À existência de parâmetros extras em (4.2), quando comparados com (3.4) e
(3.5) pode ser explorada como vantagem ao se utilizar esses métodos TSRK, pois
conseguimos construir métodos com alta ordem e com a necessidade de poucos
estágios. Por exernplo, existem métodos TSRK explícitos definidos por (4.2) com
estágios de ordem 2 e 3 e m=1; e com estágios de ordem 4 e 5 com m=2. Este
ganho considerável em eficiência é um dos maiores atrativos desses métodos para
solução de problemas tais como sistemas de EDOs com dimensão alta, equações
integrais de Volterra e equações integro­diferenciais, onde há a necessidade de se
avaliar o núcleo em muitos pontos no intervalo de integração.

4.3 A formulação como um método linear geral e
como um A­método

Consideremos a notação:

Y = [Y,Y?,..,Y7] w

SO) =), FOR), FOR um = [uuum
e =[1,1,...,17ER" A =(a) ER"

= [wI, W2,..., Um)

v = [v1, 02)... Um]

Utilizando­a no método (4.2), obtemos:

Yi = yin + (1 0)Yi + ho! fina) + hw" f(X)

Y =uy,+(e­u)yxit+thkhAf(Yici)+hBÍS(XY:)

com 1 = 1,2,...,N— 1.

Para podermos simplificar ainda mais, vamos acrescentar às equações de (4.3)
duas identidades, obtendo:

Yo =YXa

6 suga +(e­u)n+hAfiGi)+hBIC)
yu =Y

yixi = Oy +(1­ 0): + hv" f(Yi­1) + hw" f(Y)
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4.3 À formulação como um método linear geral e como um A­método

Usando notação matricial, podemos reescrever (4.4) como:

Yi­2
u Y

Yi­1
1—9 Yi v

Yi
Y e

0

1

O
A

th,
T

Z; = [EX yin via)”
Zoo =[0,Y ,yo,y]”

FZ) =[f(X1), SF), FF), fia)!"

com Yo obtido da iteração inicial, e consideremos as matrizes:

0

u

1
> B=

— 8 v

e
A=

1

onde A e B é R(m+2)x(2m+2) com O vetor nulo ou matriz nula de dimensão
apropriada e | E R7*",

Assim, podemos representar (4.3) como um A­método, como definido por
Albrecht [1]:

Zi = AZ, +hBf(Z); i=1,2,...,N­L. (4.5)

Como a matriz À tem autovalores 1, —0 e o autovalor O com multiplicidade
2m e como a matriz B é uma matriz triangular inferior seus autovalores estão na
diagonal principal, ou seja, possui como autovalores O com multiplicidade m + 2
e os autovalores da matriz B.

Logo, por um resultado de Albrecht podemos adiantar que o método é zero
estável &> —1 <A < 1.

No capítulo seguinte desenvolveremos as condições de ordem dos métodos
(4.2), agora escritos na forma (4.5).
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Capítulo 5

Erro de discretização

5.1. Introdução

No capítulo anterior mostramos que os métodos de Runge­Kutta de passo
dois, definidos em (4.2), podem ser representados na formulação de um A­método,
conforme proposto por Albrecht [1] e [2].

Neste capítulo vamos utilizar os conceitos qualitativos desenvolvidos por
Albrecht, e assim estabelecer os resultados necessários para se construir as con­
dições de ordem dos TSRK propostos por Jackiewicz e Tracogna [16] , o que será
feito no próximo capítulo.

5.2 Erro de discretização

Sejam os valores dos estágios Y;º aproximações para y(x;+cjh), e consideremos
os vetores:

Cc = [01,62,..., em)”
yYíri+eh) =[yY(tzitah), y(t;t+ ch)... ,y(t:+emh)

f(y(z:i +ch)) =[f(y(z: + ewh)), f(y(z:i+e2h)),..., fU(Zi + emb)
z(xi) = [y(x;1 + ch)”,y(z: + ch)”, y(z), y(e41))

fie(s;)) — = [f(y(eioa + eh))”, fy(z: + ch))T, f(y(e;)), fls)"

JY!

Exigindo que yY(xi+e;h)—Y = O(h) pelo menos, para j = 1,2,...,m quando
h — O, podemos definir o conceito de erro de discretização para o método (4.5).

39
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5.2 Erro de discretização 36

Definição 5.1. Denominamos erro de discretização do método (4.5) em x;
e denotamos por hd(r;41) o resíduo obtido substituindo­se Z; por z(x;), Zi­1 por
z2(ti1) e (Zi) por f(2(x;)) em (4.5).

Isto é:

z(r;) = Az(t;1)+ hBf(2(x;)) + hd(ti11), com 1 =1,2,...,N —1
(5.1)

z(to) =[0,y(xo+ ch)", y(zo), u(x1)].

Seja dír;11) = [dN (r;41)7, dO (x;41)7, dO (41), dO(x41))7. Então obte­
mos:

dO (x;41)
dNxi41)
dM(x;41)
dO xi41)

ylxiz1 + ch) 0 y(xi­2 + ch)
y(x:; + ch) e—u yY(xiz1 + ch)

y(r;) 1 Ylxi­1)
1­9 y(i)

f(y(ziz1 +ch))
S(y(r: + ch))

f(y(t:))
S(yízi+1))

hd(xz;i1) = Rh

C
O

O
o
O

yY(ti1 + ch) — y(zin1 + ch)
Y(x; + ch) — uy(xi­1) — (e — u)y(z;) — hAf(y(ziz1 + ch)) — hBf(y(z; +ch))

y(r:i) — y(x;)
yl(zi+1) — 9u(ziz1) — (1— O)y(z:) = ho f(y(ziz1 + ch)) — hw" f(y(z: + ch))

Considerando que e = [1,1,...,1]” então y(z;i­1 + ch)! = y(z;: + (c— e)hJT,
e ainda, y(x;) = f(y(x:)).

Logo, podemos definir:
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5.2 Erro de discretização

hdO(x;1) = y(gi+ch)— uy(ti1) = (e u)u(x;)
hAy(17; + (c— e)h) — hBy(x;+ ch)

hd (xi41) = y(ra1) — OABaoi)hv"y' (x: +(c— e)h) — hw"y (x; + ch) (5.3)

Expandindo y(z;­1), y(z:i+1), y(x: + ch), y (ft: + (c— e)h) e y(t;: + ch) em
série de Taylor em torno do ponto r,; e substituindo nas expressões (5.2) e (5.3),
obtemos respectivamente:

' h? 3h?hd (zi1) = ylei)+eohy(e)+ eg)+ OU"(z) +...
ue [v(as) — ha (as) + S7"(2o)= 37x) + «| = (e (0)
Ra [y/(80 + (e e)hy (e) + (e e) Eru (eo) +.
RB |9/(29) + ehy(0o) + Ary"(0o +...
[e+u— A— Blhy(x:i)+ E1=") —(c­e)A­ ep hºy (xi)

P+u c— e) Cc 3"Ê ãl LL A = SB Rs (r;)+...

' hº h?
ylx;) + hy (23) + ay "(&) + 37y"(e) +...2!

, h? hô9 [ut = h/(29) + Z79(00) ­ &
ho" [7/(00) + (e e)hy (as) + (e e)ºSr/"(as) +...
hw" É (x;) + chy (x;) + Por (r;)+.. À

[1+9—v"— why (x;)+E — 9 ­ (c— e)o”— en" | hºy' (xi)
1 1 (cre) 7 Cc T am
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5.3 As constantes de erro

5.3 As constantes de erro

Sejam:

(5.4)

(5.5)

com v = 1,2,.... As constantes C,, e C, são denominadas de Constantes de
erro do método.

Ássim:

0

Cihy' (x;) + Cah?y' (xi) + Cah*y (xi) +...
0

Chy (x;) + Óoh?y (x) + Ósh?y" (xi) +...

Se assumirmos que C7 = 0, obtemos a condição para a garantia de consistên­
cia do método:

CG =0

R

(ce)!
=> 0O=c­(­l1)uUu­ A T=D
=> O0O=ct+u—­Ae— Be
=> c=(A+ B)e­u.

No que segue iremos supor esta condição de consistência válida. Ela será
necessária quando formos construir as condições de ordem para os métodos que
estamos estudando.

Subtraindo (4.5) de (5.1) obtemos a relação de recorrência linear.

= Alz(tia) = Zi1] + hBIf(2(x;)) — f(Z;)] + hd(ti1)
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5.3 As constantes de erro

Y(ít:+(c—e)a+ o»PAR = ve
f(y(t: +(c—e) f(Yf(ye; A) a.dAf(y(zSETA

Fyltia1)) — f(Yi+1)

tízihi) =

com 1 = 1,2,...,N—1; e

0 0

y(£xo) — Yo ' fíy(xo)) — f(yo)
y(t1) = F(y(x1))— f(1)

= Aq(r))+hB t(r2) + hd(x2)

A q(x2) + hB t(x3) + hd(x3)
AÍ A q(11) + hB t(x2) + hd(x2) ) + hB t(x3) + hd(x3)

A?a(x1) + nas t(xr2) + hA d(x2) + hB t(x3) + hd(x3)
2—!

=1 1=1l

A qa(13) + hB te)+ hd(ra) 2­1

1=1 =)

3—l3

A ga) +h SAP dei) + RD AB tea)
= 1=1

Por recursividade, concluímos que (5.6) pode ser reescrita como:

az)= A'glo)+hS'Ada) + DT AB). (57)
=! l=

RA
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5.3 As constantes de erro

Também podemos verificar que:

To O
u e—u

0 1

O 1­0

u e—u

(e—­u))) ut+(e­u)(1­0)
0 1­9

(1­— 0) 8+(1—60)

A?

C
F

C
O

O
O

O
O

O
O

(e—u)9 ut(e­u)(1—0)
ud +(e—u)(1—0)0 u(l—­60)t+(e—­u)(0+(1—0)?)

(1— 0) o+(1­ 0)
0º + (1— 0)26 9(1—­0)+(1—0)(0+(1—0)?)

assim as matrizes A” para 11 > 2 tem a seguinte estrutura:

ao af

8 Ba
(4) (nu)
21 22

onde os vetores alt) E R" e os escalares BO) são uniformemente limitados com
respeito a cada 4, se o método (4.5) é zero­estável.

Portanto, para 2 > 1, temos:

12

aízi41) = A'g(n1) + hd(zi41) + RA d(z;) + RD AU dei) + hB teia)
=!

1—2 |
+ RABt(z)+hS' AU Bt(tm) (5.8)

1=1

Reescrevendo a equação (5.8) na forma matricial, podemos estabelecer algu­
mas relações.
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5.3 As constantes de erro

C
P

C
O

O
O

[L
S]

UÚ ­

o
o
o
S

o
o
O

Ç
S

[Ç
o

c
o
o
­

O
C

h
L

h
o

0
0

o
0

0
B
0

w"r<
[a|

) ão, 1, im), di”) e do ao invésPara simplificar a notação escreverernos q,
de q(x1), 4º(x1), tº(x1), O(z1), dO(x1) e dO(a1).

Então temos:

a af9al)+ af3GP + nal
do aba + afiado + nd,asd Birã1) + Piá90º) + Rd),ao piadáo + psjãO + não,
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5.3 As constantes de erro

aid) + af)do3 " Es + 0572d,+ +hBi D+ 66do,psi ão + 65 do
Atl + Bt

(e — u)(vTtO + Tt)
TJGO) 4 TÃO

(1 — O)(vTÃO) 4 TO)

(1)vt + aliaTiONA11 e + gl To1au!)EX 4+ Bi)740

+ h

Logo, temos as seguintes relações:

e ah =
al 241 + RdiD,+ hanoedi+ afãodio]

1=1

i—2

RA + ABA + h DO af[Te+ we)
=1l

aão + ab)241 + ha, + hudt + h(e — u)áf”
h2afdi+ afdi] + RAtfy, + Bt)

1—2

he =w)UTH0 4 hle = u)sTHM + nO ali P(oTAO, + u7dO
=1

BOM + BOA + ndo + nd + n Satafa + 6152d]
1=1

hvTt + het + h > BNITEO4 70]
=)

Bat + BáJão + hd, + red + h(1 —
1—2

h 2164dia + 852di] + pote, + huwTeo,
h(1 — 0)wW"tº + A(1 = 0)9TtO +>BEUTAD+ wWrt2)
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5.3 As constantes de erro

Vamos assumir que os valores iniciais tem ordem p, quando h — O isto é:
(1dl = O(M)
(2do = O(M)

e que os últimos dois estágios de (4.5) tem ordem de consistência p, quando h — O
ou seja:

do
ão

Na verdade, neste método temos do = 0, e ainda ai) = 0. Assim:
1—2

e q hd + Rat) + ABL + hd af [07 + we] + O(RP)
1=1

ah = ha, + RAD, + RBD + h(e—u)oTtf + h(e— ujwTif
1—2

ASa[TD+ w"ti2] + O(hP)
1—2

hvTt + hu" + AD Bl NoTAS, + wtf] + O(A?)
1=1

hvTe) + hw"t + A(1 — O0)uw"tl + (1 — 0) UTA
1—2

RS BOTE + we] + O(R?)

Observe que q == qo e to), = 10. De fato:

q nas? + hAt 4 RBtº + h(e=u)YUTHO, + h(e—u)wWWt,
he(i­ 1­|vi, + w"tO1] + O(h?) =

1­2Rd 4 RAtt 4 REBIO + n SO ali [TAO,+ u7AO,
1=1

O(hP)= dis

fulgiza +eh)) = fi)
fl: + (ec e)Ih)) — f(Yici)=1f),
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5.4 A condição de ordem

Logo:

e q = ha) +hRAt+ AnBX + h(e­ uu), + h(e—u)wW"1O
1—2

h Sab[0 + we] + O(A?)
1=1

hoTel? + hw"tO) + A(1 = 60)wW"t + A(1 — 60) UTAH
h >BD[0 TE + Tt] + O(RP)

=]

5.4 A condição de ordem

À expressão anterior nos permite enunciar o resultado a seguir, que estabelece
uma primeira relação de ordem para o método.

Teorema 5.1. Suponhamos que o método (4.5) é zero estável e que
dº = O(hP), I=1,2,...,N quando h > 0. Então:

df =O(hP), h30
se e somente se

vTt +ut= O(kP),
Além disso, os erros ao dos estágios Y; são dados por:

q)= hAtº + hBtl, + ha, + O(hP), h<0

ha, =­> Cyy(x;)hº + O(RP+H!) .
À condição do = O(h?) e a equação (5.9) representam a forma geral da

condição de ordem para os métodos TSRK (4.5). Segue deste teorema que se
o método é zero­estável e satisfaz de) = O(hP?) e (5.9), então o último estágio é
convergente com ordem p, isto é:

Yi+1 = yYlti+1) = O(R?)
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5.4 À condição de ordem

e os erros y(r; + ch) — Y; dos estágios Y; são dados por (5.10).

No que segue, para simplificar a notação escrevereros t;41,q4i+1 € di41 ao in­
vês de tê, qo e a respectivamente. Então (5.9) e (5.10) tornam­se:

vTh + w' tn = O(hP), h=350, lI=1,2,...,1

Visando expressar (5.11) numa forma mais conveniente, primeiro necessita­
mos escrever t,41 em termos de g;41. Se tji41 € gji41 SãO as j­ésimas componentes
de ti41 E qi41, respectivamente, obtemos:

tii+1 = f(y(x; + ojh)) — f(YÔ).

Aplicando a f(Y;) o desenvolvimento em série de Taylor em torno do ponto
y(tr; + cjh) temos:

FO?) fiylriteh))+( ? — y(z: + ejh))DI f(y(z: + cjh))
EP ulsitesh! prpí(as + oh)
(Y? — y(z; + cjh))

3! D3 f(y(x: + cj;h)) +... + O(h?)

=> f(YI) — f(y(zi +ojh)) =X Dif(y(z:i+cojh))
+ O(W).

F(y(ai + ejh)) — SO)
pl Yº— uy(x; cj;h)Y”— O Diflu(as+ esh) CEU ED) + O(hP).

uv!

aa = qi) = Y(zi+oh) XY?
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5.4 A condição de ordem

—1

Ds(a;sons O(t)2

pl 1)", (y(x: + cjh))(gui+1)" + O(hP).
v=1l

Sejam as funções g,(x; + c;h) definidas como:
—]y+lgulai + ejh) = Ds fíu(zi + ch)

Então, aplicando a elas o desenvolvimento em série de Taylor em torno do
ponto x; obtemos:

Gu (x; + cjh = SO + O(h?)
u=0o

onde gi) representa a derivada de ordem 4.
Seja:

Ir: + coh)

Aplicando­se o desenvolvimento em série de Taylor em todas g, (x; +c;h) para
j=1,2,...,m, na vizinhança de x; obtemos:

= (1),
u=0o

0

Pl,DT (ear + O(H)
u=0
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5.4 À condição de ordem

com ]', a matriz diagonal definida por:

Te, = diag(ci,02,..., Cm)

Portanto:

p­1

tjivi = DX glzit+eh)(gu1) + O(R?)
v=l

tji4ir = Gigi + Go(gia)º + Ga(gi1) +... + O(h?) (5.13)

Similarmente como em [2] e [3], podemos argumentar que as funções
ti41 = ti1(h) e qu1 = gi1(h) são únicas em uma vizinhança de h = O e possuem
a seguinte expansão de Taylor:

tir = mx;)h? + na(x;)hº +. + mp­1(X2:)RP7? + O(R?) (5.15)

Podemos obter a generalização das funções 6s(tr;) e ns(z;) por recursividade,
substituindo respectivamente (5.14) e (5.15) em (5.12) e (5.13). Isto nos conduz
ao resultado a seguir.

Teorema 5.2. Às funções Es(x;) e n.(x;) satisfazem as relações

&(e) = Cx)+ Bra) + ads ED
s=0

­ Té 91º (£;)Ej(x;) + Ss 95
m, n>2

m+n=3­1

Do DD(En(ri)En(r)&(0;i)) +...
m, n, r>2

m+n+r=3­1

para j = 2,3,...,p—1; i=0,1,...; com mí(r;)=O0.
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5.4 A condição de ordem 48

Demonstração Usando (5.12), (5.14) e expressando n.(t;­1) em série de
Taylor na vizinhança do ponto x;, obtemos:

j

YS Es(z:;)hº = hAt;+hBti, +hdi + O(hP), J=2,3,...,p— 1.

tia = mle)h? +ná(eg)h? +... + npaa(zahro + O(RP).

Logo:

j­1lJj 3­1

ND Ez) = RANDngi)Rº+RBDO m(e)hº +hdi+ O(A?)
s=2s=2 s=2

e pelo teorema (5.1) temos:

hdi, = o. yNx;)hº+ O(hP).
Portanto:

j­l 3­1

A > ms(xiz1)RºP + B Y” ms(x)ht
s=2 a=2

JI

SC, yO(a)hº + O(hP).
a=1

Expandindo n.(7;­1) em série de Taylor em torno do ponto r; obtemos:

Á kh? " hô "e
ns(tisi) = ná(g) > hnf(t;)+ 21 n,(x:) — 37 ls (1;)+..

piJC, y(erra (9 SESl ns (zdie) e
v=0

j

s=l

j­1l

BY nlai)hº* + O(R*!)
s=2
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5.4 A condição de ordem

Tomando uy = v + s+1 temos:

uns
j2. C, yNx;JA + AS » EeUs nte­DN(z7,)hes=2 u=Sa (

BS neRH + O(hi+t!)
Comparando as expressões para os termos em hº obtemos:

JA (j­s­1)C; y(x;)MAD Ts
=2

)! no*”D(x;)h?—s—­l

Bn;­1(:)Rº
1­1 oslCIAL TS(G­s­1)!> pG­ Dí(x;i)
=2

Bni­1(Xi)

— (s)C; YO (x;) + A Mj2s­1(T:) + Bnrj1(Ti)
8

Assim, concluímos a validade de E;(r;) proposta em (5.16). Vamos agora
demonstrar a validade de (5.17).

Usando (5.13), (5.14), (5.15) e fazendo qgj41 = sji(x;) + O(h'*!) onde

sji(z;) = (rh? +...+E(z)h

concluímos que (5.13) = (5.15), ou seja:

j

dondegho = Guga + Gogo)? + Ga(gia)º +... + O(R)

PE Gsi(a)+ Ga(si(z))º + Ga(sj(x:))*+...+ O(A!)

­ EE ;i)DE + O(h?)
=o
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5.4 À condição de ordem

Ássim:

>» nízih=o189) + pol(as)T. + à
s=2

h?+ q9(8) + hos(ziTo+57 95 (toi +...
h?gs(x;) + hgs(ai)Te+ 95 (xii +..
h?g(x;) + hat(ze+ 21 (IEA...
hºgalzi) + has (xo)e+ T5 95 (z)T2+..

(> AP(Enlr).ên(x;)))
m, n>2
m+n<)

h?(asas) + hab (zoTe + Dr dO (zo? +
(D hPtrtN(En(zi).En(x;).Er(2:)) )

m, n, r>2
mt+ntr<j

+... + O(RIM)

Comparando as expressões envolvidas com hº temos:

nmilei)h = g(tEi(z)h + gl (z)Te E1(g)hó+ ­ 9(e)? Ej­2(x:)Rº +
Goa TE (e) + a(s) > (Emlz;).En(zi)) hi
gi(x;) Tc S (Emlxi).En(Ti)) hº +

m, n>2m+n=j­ 1
1 (j­| riarey”9a (;) (EmÍ(xi).EnlLi )) RW!(3 2)!

m, n>2m+n<&)

ga(x;i)D> (Emlxi).En(xi).6r(x;)) h
m, n, r>2
m+nt+r=j

o 98 (Zi (Emi). En(zi).&r(0:)) hºG=2)1? á MN
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5.4 A condição de ordem

eD> (Emlzi).En(zi))
V m, n>2

Ê
Ú

m+n=j­1

m, n, r>2m+ntr=j­ 1

Do pref sf oGaIto
+ DNei)(Em(z5).En(xi))

m, n>2mi+n=j3­1

+ DD” 95(i)(Em(z:).En(z:).Er(05))+
m, n, r>2

m+n+r=73­—]

o que nos permite concluir a validade de (5.17) para n;(t;) e portanto completar
a demonstração do teorema 5.2. =

2 Seguedo teorema 5.1 e da fórmula (5.15) que o método (4.5) tem ordem p se
C, = 0 para q=1,2,...,pese

vTmlxiza) + w"mlai) = O (5.18)

para q =2,3,...,p— 1, onde as funções n, podem ser generalizadas utilizando o
teorema 5.2.

A última condição no entanto é de dificil aplicação, visto que envolve valores
das funções n,Q para dois pontos consecutivos r;­1 e v;. Entretanto, uma forma
mais conveniente que (5.18) é dada pelo seguinte teorema.

Teorema 5.3. O método zero­estável (4.5) tem ordem p se e somente se
Cy=0, q=1,2,...,p «e

(07 + w")m(z+17 E nl(x;)= O (5.19)

para q=2,3,...,p—1; 1=0,1,.....
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5.4 A condição de ordem 52

Demonstração De (5.18), temos que vTnm(ri­1)+ w"nm(gi) = O é equiva­
lente a:

pl

SORm(gic) + ml) = O(); ho0.
s=2

pl pl

vº > hºns(xiz1) + ww" S hººns(x;) — O(hP??)
s=2 s=2

Desenvolvendo n;(x;­1) em série de Taylor em torno do ponto x;, temos:

1, h? " hô "12eht+ Sp mile)= ane) +)s=2

VT Rn O(h?? )
Fazendo v + s — 2 = p­— 3, ou seja v = p — s — 1, obtemos:

=2 v=0

p­1l PES> SERe+ EN ) = O(?)
s=2 v=0O

|>Da nix) + w"r > he? O(h?? )
s=2 = (

q=2 s=2 (q s)!

DUNA [UA STAEN2) +97 DCalt:20) | = 007
=2 =2

pl ­2 >DA (o + ww")ng +v oe) ) = O(h??)
q=2 =|!

Daí, fazendo h — 0 obtemos (5.19).
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5.4 A condição de ordem 53

É importante lembrar que desenvolvimento equivalente, porém com maior
complexidade notacional, pode ser realizado para a dimensão q > 1. Esse desen­
volvimento pode ser encontrado em Jackiewicz e Tracogna [16].
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Capítulo 6

A construção das condições de
ordem até ordem 6

6.1. Introdução

Utilizando resultados obtidos no capítulo anterior vamos estabelecer as condições
de ordem para os métodos da classe definida em (4.5), até a ordem 6.

6.2 As condições de ordem

Utilizando os teoremas 5.2 e 5.3 temos que o método terá ordem 6 se forem
satisfeitas as condições:

C=0, q=1,2,...,6.
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6.2 À construção das condições de ordem até ordem 6 55

Lembremos que o lado esquerdo das equações anteriores são coeficientes de
expressões que contém várias combinações de g( = qt,xi) e yM = ya).
Assim, as condições de ordem são obtidas assumindo que os coeficientes dessas
combinações sejam iguais a zero.

Estas combinações se equivalem às diferenciais elementares na teoria geral
dos métodos de Runge­Kutta. Apenas como ilustração apresentamos, a seguir,
algumas delas:

" (1) /nyRYAN y

Po
1 (1) (2)g1 yu, q gv, gy, Ryo, gv, a yo,av, (4)?

" " 1 3 "91 YO, 1º 904, 71 os 9 o q1 96 EARR ME, No) n A1 92 (Y)%, gro,(ay, gay, RV 0 ntoAaBY YR ANY,yY)?

Considerando a condição de consistência c = (A+ B)e—u e as contantes de
erro C, e C, definidas por (5.4) e (5.5), podemos estabelecer as condições de
ordem até p = 6.

Isto é:

e parap=1 a única condição é Ô, = O, que por (5.4) nos dá:
vl+wl—­d=1

e para p =2, além de O, = O teremos a condição O, = O, ou seja:

vi(c­e)+wW(c­e)+d=
1

2
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6.2 A construção das condições de ordem até ordem 6

e para p=3, além de Ô) = 0 e À; = O devem ser verificadas as condições:

C;=0

(DT +wD)m(ri)=0

Substituindo n2(;) temos:

(77 +") (Te (of(a)6a(z;i))) =O
=> (T+) ( ns) (Cox) + Bm(z)) )=0O

=> (VT +w)) C,; nír;) y(x;) = 0

Logo, podemos considerar como condições de ordem equivalentes:

És = 0

(DT +UT)C,=0

e para p=4, além das condições para p = 1,2,3 teremos que ter:
E)

Ca =0

(DT+ wD)na(x;)— vTniº(x) = O

(47 +") [ regt(xi)éa(x:) + igl(z:)6a(0:))
v7 (resta)&(s:)) =O
(67 +") (a(o) (Cava) + Bralai) + An(0;)))
Pegf(xs) ( Cava) + Bm(z;) )) —U"[ en(z)( Cay(as)
Bmí(rei) ==O0
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6.2 A construção das condições de ordem até ordem 6

(T+) ANNAN + n(z;) BT? 9fº(z;)6a(0:)gn(ei)AT? 9f (xi)éa(z:)+ Fegl(0:)CayNz:)|)
v” (g1(z;)Cay (x) =0

(07 + 1) (n(z;)CayOx) + (n(z;))ºBCay(x;)(nz”ACayx;)+ Fegi (x:) Cayx:))

v7 [9(a)Ca YO(01) + nl) Cayan)] = 0
(7 + w"”)Cz — vTC2) gi(z ( Níx;) + (7 + w")(A + B)C13)
(g1())ºYO (x;) + ((07 + w)TC3 — vTCa) gl (x;) yO(x;) =O

Assim as condições de ordem são:

ÓCi=0
(vT + w")Cs — vTCa = O(v" +wD)(A+ B)C3=0
(v"” + wwTY.C, — vTr Cs, = 0

e para p = 5 devem ser satisfeitas as condições para p = 1,2,3,4 e ainda as
seguintes condições:

[ Ós=0

o” + BNCy— AC) —(A + B)C,=0

EESC,SENA
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6.2 A construção das condições de ordem até ordem 6 58

e para p= 6 além de todas as condições anteriores, isto é, as condições de ordem
para p = 1,2,3,4,5, devem também satisfazer as condições:

+vT[ (A+ B)( Ca — 27.07 ) +2A4C, |]=0

(vT +wD)[ (A+ BIT. A) (A+ B)C3 — vT(A+ B)ºC0, =0
(VT +w")[ (A+ B)( (A+ B)T.C7— ACz ) — A(A+ B)C,]

—vT(A+ B)ºCa=0
(vT +wD[ (A+ BC; — A(A + B)C; — (A+ B)AC, ]

—vT(A+ BC, =0
(v” +wI)(A+ BIC, =0
(vT +w")[ (A+ B)CI+C(A+B)C;]=0

(vT + w")( Te(A+ B)T.C2 — T.ACa ) +vT[ (A+ B)(C2a — TC)
+ACz —T­(A+ B)C;]=0

+AC2 —T.(A+ B)C,]=O0
+ wTeA+B) Ca — v”(A + B)ºC3=0Tr? vT( Oz — 2T.Ca— Ca + 27.03 +1203) =0­) o+BJ +v| + + E— 27.(A + B)C,]=0

1)CaCs — vc? ==0
T)(A+ B)C2=0
TV.O — vvCi=0

É importante observar que na prática quando vamos construir métodos TSRK
além da ordem do método também consideramos estágios com ordem igual ou
inferior. Assim teremos uma redução significativa no número de equações para
cada ordem. Por exemplo, se considerarmos métodos de ordem 5 e estágio de
ordem 4, teremos que considerar apenas 9 expressões C; = 0 para 1 = 1,...,5e
C;=0comj=l,...,4, ao invés de 17 como mostrado anteriormente.

Considerando A = O nas equações acima obtemos as condições de ordem
equivalentes às obtidas em [13], [14] usando a aproximação de [12].

Estas condições são necessárias e suficientes para o método (4.2) ter ordem p
no caso de sistemas com dimensão q > 1.
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6.2 A construção das condições de ordem até ordem 6 59

Observe, entretanto, que no caso escalar q = 1 elas são somente suficientes
mas não necessárias, desde que algumas diferenciais elementares se tornem iguais.

Por exemplo, para p = 5, a gy" = 9a Y eas condições de ordem
correspondentes a essas diferenciais elementares podem ser representadas por uma

e
"”mesma condição. Contudo, no caso q > 1, G(G(Y)) £ GMP(GY )) e todas

as condições de ordem correspondentes às mesmas serão também necessárias.

Assim, temos estabelecidas as condições para se obter métodos de Runge­
Kutta de passo dois, da classe em estudo, até a ordem 6.
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Capítulo 7

Construção de métodos TSRK

7.1 Introdução

Neste capítulo construiremos algumas famílias de métodos TSRK com um e
dois estágios, ou seja m = 1 e 2 a partir das condições de ordem vistas no capítulo
anterior.

7.2 Métodos TSRK com m=1

Os métodos TSRK definidos por (4.2), com m = 1 tem a forma:

ulalAa
oOlviw

| Yi+1 = yin, + (1 0)yi + ho f(Ys1) + wf(X))Y = uy, + (1— u)y: + h(af(Yi1) + AF(Y))

onde u, a, A, 0, v e w são parâmetros reais.

Considerando as condições de ordem construidas no capítulo anterior e bus­
cando métodos com ordem p = 3, com respeito a u, a, 0d, v e w, devemos
inicialmente resolver o sistema Cy = C7 = C27 = C3 = 0 para obter uma família
de métodos a dois parâmetros de ordem 3. Ássim:
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7.2 Métodos TSRK com m=!1

Cr=03>ct+u­a­A=O0
p=13Ó0 =0>1+9­v­w=0

A 1 1

p=220,=0=227­270­v(ce­1)­we=0
A 1 (1 více­ 1)º vw

=3 = — ­ — — =prisma OsiszZgo Ggiocono 21
PO

1 1 víc— 1)º wa=4+209­ — —ATEU 2 2
Po

Ainda, para que o método tenha ordem 3 devemos considerar também a
condição:

ec?(v+w)Ci=0= (+) Z­ gun ale 1) e) =0
Logo, toda solução do sistema constituido pelas equações anteriores nos

fornecerá um método de ordem 3.

Portanto, resolvendo o sistema:
( ct+u­a­A=O0

1+9­v­w=0

1

a 9 —v(c­1)—­we=O0
1 1 v
A6"

(c­1)?
2

(ve +) (5S­Funale­ Xe) =O
J

através do software "Mathematica 4", obtemos os valores das variáveis u, a, 0, v
e w com dois parâmetros livres c e À que nos garantem para o método (7.1) ordem
3. São elas:

20 — cº — 2A ce+e—dA—2a
2­1 “eLo

5 — 12c + 6º? — 2(1­— 30)
1—­602 "qo

2(2 — 6c + 302)
1 — 6º
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7.2 Métodos TSRK com m=1

ou seja,

20 — 2 —2A

2c— 1 2c—1

5 — 12c+ 60? 2(1— 30º) 2(2 — 6c + 3c?º)
1 — 6cº 1 — 60º 1 — 6c?

Podemos verificar também que para essa família de métodos seu estágio tem
ordem 2. De fato:

2 (1Cade u­—a(c—1)— Ac
col =| ProSs2 2c—1 2c—1 Ve­n­=2

[20= +02 ­2c+21— 20 +20 — 20º +2c0+2Ac

C,

e2(20= 1)
214 + 4Xcº — 4Xc — 2020 — 1)Ac) = O

Agora, vamos construir métodos TSRK com ordem 2 e estágio também com
ordem 2. Para isso, temos que resolver ao sistema:

e Ci=0 => utc­a­A=0
e Ó=0 => d+l1­v­w=0

A 1 1

e C=0 => 2 720 vle­1)—we=0
c=0=2So lusale­N=Xc=02 = a aauToler c=

Resolvendo o sistema acima através do software "Mathe:natica 4" encon­
tramos a seguinte família de métodos TSRK a 3 parâmetros, com ordem 2 e
estágio também com ordem 2:

2c — 2 —2A e+ect—A—20A
201 ” 2c— 1 '

—1 +0+2c+2c —3—2c+80­—2cd
2 '

”

2
|

Assim, temos duas famílias de métodos TSRK para m = 1, uma com ordem
3 e estágio de ordem 2 e a outra com ordem 2 e estágio de mesma ordem.
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7.3 Métodos TSRK com m=2

71.3 Métodos TSRK com m = 2

Consideremos métodos TSRK com dois estágios da forma:
u, fd diz À 0
uz [a an fba à
9 | vi v2 | ww us

ou

Yi+1 = Oy, + (1— O)uy: + RC FOCA) + va(2) + wa FOX) + waf(Y2) )

Y' =uyi: +(1— u)Yy +h(anf(YL,)+Af(YI) + anf(Y2,)) (7.4)

Y = ui: + (1— u)vyi + R( anFL) + ba SOM) +asaf(Y2,) +AS(Y2))

Assumiremos uy = uz =0 e 0 =O0, isto é:
0 du dz À 0
O [ax az] bu À
0 | v v2 | w was

Logo, (7.4) se reduz a:

Yi+1 = yi + ha SOL) + vaf(N2A + FOI) + waf(Y?2))

Y' =yi+h(anf(YL)+AF(V) +anf(Y21)) (7.5)

Yº =y+h(anf(Vi,)+baf(Y')+anf(Y2)+Af(X?))

Procuraremos obter métodos com estágios de ordem no mínimo 3, o que
significa que devem ser verificadas as condições:

Ci=0, Vi=1,2,3. (7.6)

Assumindo (7.6), o método (7.5) terá ordem 4 se e somente se
Ó=0, Vi=1,2,3,4 (7.7)

Consideremos primeiro métodos do tipo 1, isto é, métodos com À = 0. Logo
(7.4) se reduz a:

Yini = Yi +h( vif(YL,) +vaf(NA) +wSf(Y')+uwsf(Y?))

Y' =y+h(anf(Y,)+anf(Y2,))

Yº =y+h(anf(Yi,)+baf(Y')+anf(Y2))
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7.3 Métodos TSRK com m=2

Resolvendo (7.6) e (7.7) obtemos:

e Ci=0 => c— Ae— Be=0

+(2)­((& &)+(40))(1)
? ( er ) " ( am e)
Ca=0 => 30 — Ac+ Ae Be=0

1
2

26 — ano — a1202 + a) + di2

22º — ago) — a2202 + as) + a22 — bua
1 1 1

C;=0 => 31º Aee? —2zBA=0
1 1 1
so — zanfei — 207 + 1) = za12(0 — 202 + 1)

1 1 .
Te — zen — 204 +1) — 222(02 — 20 +1)— 2021

Ô=0 1­1 m)(1)­(mnu)(1)=o
=> 1—­v—­vuw­w­Ww=0

Ca=0 23­71) ( 271) ­(m 09) (ca—1
1

=> 237 al +) cfu+w)t+tutiu=0
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7.3 Métodos TSRK com m=2

Assim temos o seguinte sistema de equações:

( ce —an—­anz=0

c2 — a) — az — ba, =0

2261 due — diz2oz +antap=0
1

22º — ago, — az202 + az) + a22 — bc =0
1 1 1

13 1 1 1
so — 221(e) — 2a +1) — 2922(c? — 20; +1) — 20210 =
1— vn —­v­Uww =0

ci(vi + wi) — co(va + wa) +u+uvu=0

1 11

1 1 1 1 1

= — —=ui(e — 1): — qua(e —= 1)* = =w, 3 — =Ww2C = 0tv 24 6 6 6

Tomando c7 = O e considerando c27 como um parâmetro livre, resolvemos
o sistema acima com ajuda do software "Mathematica 4" e encontramos uma
família de métodos com os seguintes coeficientes:

C1 0 0

c2(3 — c2)
0

6

c2(3 + 2c2) ca(—6+ c3)
6(c2 — 1) — 6(­l+c)

—7 + 1402 — 6c? 7 — 10c,

1202(1 + co) — 1Vo(l­0c)
17 — 38c2 + 18c3 17 — 10c;

12c2(c2 — 1) — 120(1+c)

(7.8)

Já, tomando c, como parâmetro livre obtivemos outra família de métodos,
cujos coeficientes são:
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7.3 Métodos TSRK com m=2

4(3 — de; + c?2)
3a (—2 + ce)?

4(3 — 3c1 + c2)
(6 — c1)º(72 — 1620, + 1560? — 633 + 8ci)

108(—2 Fa)I(3 3a TÁ)
(c? — 6) (180 — 486 + 498c2 — 225c3 + 38ci)

36c1(c, — 2)(2c1 — 3)(3 — dae, + 0?)
2(c? — 6)(cá — 3ae, + 3) (20? — 120, +15)

2701(c1 — 2)º(201, — 3)
12 — 24c, — cf + 4403 — 2604 + 405

8(3 — 3a, + c1)(12 — 9a, + 2ci)
(e) — 2)(18 — 3907 — 160? + 4203 — 12cÍ)

8e1(3 — 201 )(3 — 3ae1 + c2)
36 — 4807 — 31c? + 680? — 30ci + 4cá

8c1(3 — 201 )(3 — 3a, + c?)
(2 — e) (42 — 13507 + 1600? — 780 + 121)

8(3 — 3e, + c)(12 — 9c, + 2c7)

Assim, temos duas famílias de TSRK de ordem 4 e com estágios de ordem 3,
considerando À = O, isto é, métodos do tipo 1.

Consideremos agora métodos do tipo 2, isto é, métodos com À é 0. Resolven­
do (7.6) e (7.7) através de procedimento análogo aos considerados no caso À = O
encontramos o seguinte sistema de equações:

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



7.3 Métodos TSRK com m=2

65|

1

2

1

1

6

[m
m

m
i
=

ba

S
D

— an —an—­A=0

c2 — a — a — br —­ A =0

2CC — ao] — a1203 + an +ap—der=0

222799 Ao, + a21 + a22 — bao — Aca = O
1 1 1

e ­ zona — 20, +1) — a a12(o? — 20; +1) — AS =O0
1 11 1

2 2

1—=v­v­w ­w=0

— ei(vr + wi) — ca(va + wa) +uvi+uvuz=0

1

vi(cf — 201 +1) — ave(o — 20; +1) — FU — 3 W20? =0
1

2

1 1 1

vi(a, = 1): — gualo — 1)* — UI = qa =O0|
A

=

Resolvemos este sistema considerando os parâmetros livres c, e À, encontran­
do uma família de métodos do tipo 2 com os seguintes coeficientes:

+

(2(­18c] + 20? + c$(27 — 3963) + 54(5 — 121)? + 9ci(5 +62)
1620) 4º (—5 + 124) — 162c7(—5 + 94 + 84º) + 27cI(—11 + 384 + 82º)
27ci(—18+ 352 + 462º) + 54c(—5 — 63 + 472º +42º))) /
(2701 (—3 + 2a )(—201 + ec +22)º);

ci(a — 43)
|

4(3c) — det + —32)'

3(—20 +er+2A)?
4(30) — 3? + 3 —38)'

(63cÉ — 8cº — 108ci(1 + 24) — 12960 Aº(—1 + 34) + 432(—1 + 3X)Xº
216c(—1 +61) + 324c1A(—4 + 93 + 82º) — 108c(—8 +232A + 82º) +
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7.3 Métodos TSRK com m=2

+ 108ci(—9+ 142 +3224?º) — 216ci(—2— 314 + 234º +42º)) /
(108(3Sc] — 3ci + cd — 3A)(— 20, + e? + 22)º);

(3807 + 216(5 — 124)A? — 9c8(25 + 8%) + 6480, Aº(—5 + 12X)
1801 (15 + 564) — 1620c7A(—2 + 32 + 42º) — 18c8(—48 + 2372 + 82º)
108c5(—26 + 6724 + 222º) — 108ci(—27 + 322 + 84X?)
216c1(—5 — 154 + 592º +82º)) /
(36c1(—3 + 201 )(3aei — 3cf + ce? — 3A)(—201 + c2 +2)));

(300) — 407 + 7201A — 362º — 4el(17 +121) +ci(31 +2164) — (7.10)

(8ci(—3 + 201)(3a, — de? + ­ —32))

(102cÍ — 1201 + 842º — 240 A(7 + 123) — 405(79 + 24X)
ci(455 + 48014) — 8ci(39 + 1032 + 184º) + 12c2(7 + 504 + 302º)) /
(8(12c) — 9ci + 20) — 121)(3a, — 3cá + e — 32);

(—26cÍ + 40 — 24cÀ + 122º + ci(44 + 4814) — ci(1 + 168)
12c1(—1 — 24 + 624º) + Sei(—3 + 824 + 182º)) /
(8(120) — 9ci + 207 — 121)(3aey — 3ct + cá — 3º));;

(—66cFÍ + 1207 + ci(7 — 3362) — 720,A + 364º + 4c5(25 + 24X)
c1(36 + 964 — 2162?) + 8ScI(—12 +31 +182º)) /
(8ci(—3 + 201) (3ae] — 3c? + 3 — 3X));

cá + 6cl(—­1 + A) +61

A família encontrada tem ordem 4 e estágios com ordem 3, mas agora com
A É O, isto é, são métodos do tipo 2.

É importante observar que utilizando as condições de ordem corretas e seguin­
do o raciocínio considerado neste capítulo podemos gerar diferentes famílias de
métodos TSRK, definidas por (4.3) como métodos lineares gerais.
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Capítulo 8

A estabilidade dos métodos TSRK

8.1 Introdução

Neste capítulo vamos apresentar os desenvolvimentos necessários para a cons­
trução do polinômio de estabilidade dos métodos TSRK, conforme proposto
em [4], e encontrar os correspondentes polinômios para as famílias de métodos
construidas no capítulo anterior. Também mostraremos alguns exemplos de méto­
dos dessa classe que são A­estáveis e Ap­estáveis.

8.2 Construção do polinômio de estabilidade

Considerando o método TSRK definido em (4.2) como um método linear
geral, vamos construir seu polinômio de estabilidade.

Para isto vamos reescrever o método (4.2) de forma conveniente, acrescen­
tando identidades apropriadas Y/, para j = 1,2,...,m e para y;, da seguinte
forma:
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8.2 Construção do polinômio de estabilidade

+

Ya

Ya

unica + (1— u)Y; + h| anf(Y'1) +... +amf(YP)]
h[ ba f(Y') +. + bimP(XT) ]

umyiz1 +(1— Um)Yyi + h| ami F(YL) +... +amm$S(YO) ]
h[ bm S(Y) +... + bmm PSY) ]
unica +(1—=u)Yi+h[anf(Vl,)+...+amf(NT)]
h[ ba SO) +... +bim (NO) ]

UmYi­1 + (1 = Um) Yi + h| ami FOX) +... + amm S(YO) ]

Yi

Ouyizr +(1—­O)yui HR FNE) +. +umns(NZ)]
hm f(N) +. + uns) |]

Escrevendo separadamente na forma matricial as 2m primeiras dessas equações
e as m+2 últimas temos:

Pol
0
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8.2 Construção do polinômio de estabilidade

DO

0

0

0

­

211

Logo, definindo:

SENNS ARETARETAL
e= [11...17ER"

podemos representar o método (4.2) como:

r = [12.2 glsO u e—u

e u

yr —= 1

1— 0

Sejam as matrizes Ay E Rm)x(2m) 4, e RmrI)xm) RB eg Rem)x(im+l) e
BD, E RIM+2)X(m+2) da forma:

Do O

IO0 O |. B, =O u e—u
Bb,

com e = [1 1...1)º E R". Então, o método (4.2) pode ser escrito como um
método linear geral da forma:

[en = [4 8] [MO] (8.2)
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8.2 Construção do polinômio de estabilidade

com 1 = 1,2,...,N— 1.

Afim de construirmos o polinômio de estabilidade, devemos considerar a apli­
cação do método na forma (8.2) à equação teste:

y =&y, x >O (8.3)

com é E C em (8.3).

Daí obtemos:

= Ajh [ Y = A,htY + BuySG A hf(Y)+Bw ao | 1h6Y + Buy

lit! = AZRFOY) + Bay! ylitl = AhEY + Bay!

2=gh | (I—zA)Y = By

­zA)= | A D=aB |
Logo, existe (I — zA,)”* pois det(I — zA,) = I([ —zB) £ O.

Então, do primeiro sistema de (8.4) podemos obter:

Y=(I­ zA O Bull

que substituindo no segundo sistema, nos fornece:

yitº = As(I—zA)O Buyll+ By"

Logo, podemos escrever:

yiPU = M(z)yl, com 1 = 1,2,...,N — 1,

onde M(z) = B7 + zA(I—zA) Bi.
Ainda, temos que:

(I­zA1)” = | 2a A RE AO (126)
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8.2 Construção do polinômio de estabilidade

e portanto:

A; (1 = zA) BD =

> fu.
)

fe
m

)
a:| ax| [2(F=28)24 asma lo u el

e S
o

o
m

| z([=zB)A (I­zB)lu (I—­zB)'(e­u)|

I 1 fo) |

o
r

&

e
m

S&
oW

w

0 0 0

ff
io| = =)

Assim:

| z(A+zZBS(2)A) (I+zBS(2))U (T+zBS(z))(e—u) | (8.6)
z )

0 0 1

(vT +zwTS(2)A) O+zwlS(2)uU (1­0)t+zwrS(2)(e­u

com S(2z) = (IT — zB).

É interessante observar que para métodos TSRK do tipo 2 o cálculo de M(z)
pode ser simplificado introduzindo­se a transformação 2 = —. Isto nos leva a:

0 0| z(A+2BS(2)A) (I+3BÍ(N)U  (I+ZBÓ(2))(e­u) | (71 8.7

z(vT + iwr5(9)A) d+ WIS(8)uU (1­0)+iI3wWTS(2)(e­u)

com 5(3) = ([ ­3B)' e B= B— NM.

Portanto, se desejamos investigar as propriedades de estabilidade de (8.2)
com respeito a (8.3) basta considerarmos a função racional:

p(n,2) = det(nl — M(z)) (88)

que será a função de estabilidade do método linear geral (8.2).

Para métodos do tipo 2 torna­se mais conveniente trabalharmos com o poli­
nômio

P(n, 2) = (1 = dz)” O(n,2,2) (8.9)

onde p(n, z, 2) é definido por
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8.3 Polinômio de estabilidade para m=1 74

Obviamente, as duas definições de p(n,2z) dadas por (8.8) e (8.9) coincidem
para métodos TSRK do tipo 1 (A = O).

8.3 Polinômios de estabilidade para m=1

Primeiramente, vamos considerar a família de métodos dada por (7.2). Afim
de analisarmos a estabilidade dos métodos dessa família, observe que B = À e
portanto podemos considera­lá como uma matriz de custo do tipo 2.

Assim, por (8.9) temos que seu polinômio de estabilidade é dado por:

P(n,2) = (1— Az)b(n, 2,2) = (1 — Az)det(nl — M(2,2))

Um o 1
z(v + Zw5(2)a) O+ZwS(3)U (1—­80)+ZwS(2)(1—u)

M(2,2) = | z(a + 745(2)a) (1+325(9))U (14+2245(5))(1­—u) |
Mas B = B— Al = A — A = O, portanto 5(3) = (1 —2B)' = (1—0)! =1.
Logo:

0 0 1

z(vT +Zwa) O+Z2wu (1—­0)t+Zwu(1—u)

z(a+2ãa) (1+2A)uU (14+2M)(1­—u)
M(2,2) =

Portanto:

P(n,2) =
o 0 z(a+ããa) (I+39)U  (I+IN)(1—+)

= (1— Az) det n o | 0 o 1 |)| 0 nm | z(v+Zwa) O+ãZwu (1­0)+Zw(l1—u)

n—z(at+ãzha) —(14+32A)u —(1+2M)(1—u) |= (1— Az) det 0 n7 —l| —z(v+Zwa) —(9+2Zwu) n—((1—0)t+Zw(l1—4u))
(1— Az)[ (n — z(a + 2Ãa))n(n — ((1 — 0) + Zu(1 —u)))

(1 + ZA)u(z(v + Zwa)) — z(v + Zwa)nN(1 + 2M)(1 —u) —
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(6 + Zwu)(n — z(a + 2Ãa)))

(1—­ Az)(nº — (1­0 + 3w — Zwu + az + z2Aa)n?º + (za — zaB + zaZw

zaZwu + z2Ãa — zZ2Aa0 + z2haZw — zZAhaZwu — zu + zuu — zUZA

zvZAu — z2wa + zíwau — zíwaZA + zZwaZAu — 0 — Zwu)n + (—uzv

uziãwa — ZAuzv — ZAuzZwa + za + dz2Aa + Zwuza + Zwuz2Ãa))

: ­
z

Considerando 2 = obtemos:
1— Az

P(n, 2) (1­4) PP [1—­9+(­A+2A9+w—wuta)z] nº

[­­0 + (a — ad — v + vu + 0X — wu)z] n — (—9a + uv)z

(1— Az) 1º — pala)? + pa(z)Nn — po(z) (8.10)

pa(z) = 1­0+(­A+Ad+w—"wuta)gz
nz) = —O+(a­ab—vt+vut+OA—wu)z (8.11)
po(z0) = (—dat+ uv)z

Substituindo em (8.11) a expressão das variáveis u, a, 0, v e w de (7.2),
encontramos:

4 — 120 + 120º — (4 — 50 — 90º — 34 + 180º A)z
(60º — 1)

5 — 120 + 60º + (2 — 8e + 120º +32 — 180ºA) z
(60º — 1)

(3? — c+ 24 — 60º A)z
(6cº — 1)

(8.12)

Consideremos primeiro o caso À = 0, o qual corresponde a métodos TSRK
explícitos. Então, o polinômio de estabilidade será:
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8.3 Polinômio de estabilidade para m=1

P(nz) = nº — pala)? + pal(z)N — polz)

4 — 120 + 120º — (4 — 50 — 90º)z
(60º — 1)

5 — 120 + 60º + (2 — 8e + 120º)z
(60º — 1)

Paz)

P1(z)

(3º — c)z
Polz) (62­11)—1)

Uma vez encontrado o polinômio de estabilidade podemos pensar na deter­
minação de seu intervalo de estabilidade absoluta. Para isso, vamos utilizar o
critério de Routh­Hurwitz. Calculando o polinômio de estabilidade (8.13) no

1+n7
ponto Ty temos:

l1+n O /14+nNº (/4­120+120º (450 90)2N /(14+m7 NY”
Pp 1­1 A l—n (60º — 1) 1—n

+ (=Peti!O:) (E) s (E)
"

1

—(A­nf(6­1 ) ((60º — 1)(1+n)º — (4 — 120 + 120º)
(14+n)º(1—n)+(4—5c—90)2(1+n)º(1—m)

+ (5— 120 + 60)(1 + n)(1—n)?
+ (2—8c+ 120º)2(1 +n)(1— n)º — (3cº? — c)z(1 — nº )

Logo, seu polinônimo de Schur é da forma:

­ /(1+mn7 3 (1+m

EE 6cº + 18cºn + 180ºnº + 60º? — 1 — 3n — 3º
+41? +47? = 4n 4 ­ 120n? — 12cn? + 12cn + 12c
120ºnº + 1207? — 120?n — 120º — (4 — 50 — 90º)ar?
(4 — 5c — 90º)2nº + (4 — 5c — 90º)an + (4 — 50 — 90)z
(5 — 120 + 60º)nº + (—5 + 120 — 60º)nº + (—5 + 120 — 60º)n
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8.3 Polinômio de estabilidade para m=1 77

+ (5—­120+6c*) +(2—8c+120)2nº + (—2 + 8e — 120º)2º?
+ (—2+8c—120º)an +(2— 8e+120)2 + (3º — c)anº
+ 3(­3eº +c)anº+3(3º — c)ian + (3? + c)z)

Assim, temos:

­ (1+p(EL) = ag +amº+amt+as
onde a; para 1 = 0,...,3 são os coeficientes de Schur, dados por:

240? — 24c + 8 + (240º — 40 — 2)z
(6cº — 1)

240? — 4 — (120º — 16c + 6)z
(60º — 1)

24c — 12 — (1202 — 2)z
(6cº — 1)

—(12c — 6)z
(6cº — 1)

do

a)

a?

az

Usando as condições necessárias e suficientes para a estabilidade absoluta
dada pelo critério de Routh­Hurwitz, temos que para se determinar o intervalo
de estabilidade absoluta devemos ter os a; > 0 para 1 = 0,...,3 e aa —azao > O.

Mas:

240? — 24c + 8 + (240º — 40 — 2)z >0 >> (—24c?º + 24c — 8)
6cº — 1 240?— 40 — 2

4(3c?º — 3e + 1)
—12c0º +2c+1

e ao >0>

>= 2Z2>

240º — 4 — (120º — 16c + 6)z —24c?º +4
D>7<—

60º — 1 120º — 16c + 6
120º — 2

6cº — 8e +3

240º — 12 — (120º — 2)z SO Sz< ——24c+12
6cº — 1 120º — 2

NO» 12c— 6z 6cº — 1

—(12c— 6)z
6cº — 1

e a,>0=>

>= 2<

e a;>0=>

e a;>0=> >0 =3>z2<O0
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Daí, considerando as limitações encontradas para z e a desigualdade
aa? > azao chegamos ao intervalo de estabilidade do método (7.2) com à = O,
dado por:

4(30º = 3c+1) | (8.14)—12cº +2c+1"

Observe que para c = 3 e c— ooo intervalo de estabilidade absoluta
atinge seu tamanho máximo [—1,0]. Entretanto, para estes valores de c temos
que 9, definido por (7.2) assume o valor 9 = —1, o que viola a condição de zero
estabilidade do método TSRK. Portanto, apesar de chegarmos ao intervalo de
tamanho máximo, são valores de c que tornam o método sem valor prático.

Já, 2 opção c= 1 nos leva ao método:

1/2 /0

51515

que tem como intervalo de estabilidade absoluta [­3, o] :
Considendo agora o caso implícito, isto é, À £ 0, vamos investigar as pro­

priedades de estabilidade do método. Por conveniência vamos escrever o método
em termos de 0 e À ao invés de ce A. Mas:

29 — Se —12e+5 => 9—6c0—­ 6 +l12c­5=0
1 — 6c?

12 + /144 — 4(69 + 6)(5 — 9)
12(6 +1)

12 + 1/24(09? — 40 +1) 6 + /6(9? — 40 +1)
= => C(C=

12(06+1) 6(9 +1)

=> G6c(0+1)— l2c+(5­80)=0 => c=

com 8 É —1.

Conforme Jackiewicz e Tracogna [16] , assumindo —1 <6 <1 ­— 3, vamos
obter métodos dessa família com coeficientes reais.

Substituindo a expressão encontrada para c no polinômio de estabilidade dado
por (8.10) e (8.12), temos:

1
P(n,2) = (1­ Az) —(1­0+ 2 (23 + 59 — 36X)2 )nº

+ (­6+ (4 — 20 — 9M)z)n — SG — 9 — 12X)z.
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Consideremos agora a classe de TSRK de ordem 2 e com estágio também de
ordem 2, dada por (7.3). Substituindo os valores das variáveis u, a, v e wma
expressão do polinômio de estabilidade dado por (8.11), temos:

e po(z) = (uv — da)z
2c— A — 22 2c+09+2c0—­1 A c+ce­ 11­20

2c—1 2 2c—1
?

B: —208 — 2809+ 00º + 50º — 40)+22— 2c ­220— 1)
2c—= eo) FA

—O +(a—­ab—vt+vut+dA— wu)z

94 c+elXA­20 (2 —ÀA— “) o2c— 1 2c—1

(EA) + (="+$+22+20) (CÊ =)2 c—1
3 —2c+80— 2cd 2c = 2 —2A1a (AR) (x):

9 er da ente DA Irá),or 2(2c0— 1)

94 (RXção) 7
2) = 1­9 HF(­A+Xd+w"Ywuta)z

3 — 2c+ 0 — 2cd 3 — 2c + 0 — 2cd

2c = 2 —2A Pena)O <—)+ z

2c— 1 2c—1
—2080 — 28 + 50º + 020 + 200 — 9 — 12cA +62 +40c — 3

1­0+ z

2(2c— 1)
2 2144 (22X cº — 64 + —):2

Assim, o polinômio de estabilidade dessa classe de métodos é da forma:

p(n,2) = (1 = Az)? — pal(z)nº + pa(z)n — polz),
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(= —c­21—­õ
z

9 (FRIA Ando),
DCE 2pa(2) 194 (22 Cc ea +? OD):

P1(z)

8.4 Polinômios de estabilidade para m=2

Vamos determinar a forma geral do polinômio de estabilidade para métodos
TSRK do tipo 1 com m = 2. Com ajuda do software "Matemática 4"e sabendo
que M(z) é dada por (8.6) encontramos:

4117; = ax7;

az + anbuz'; = az22 + bara32?;
ui. = bauiz+ us;
1 uu; ba1(1—u1)Z +1— us
v1z + (wia + waaa)Z" + waba1anz*;
vaz + (w1a12 + w20a22)2z" + baraiauw2z*;
8 + (wiu, + waua)z + borwaus2º;
(1 — 0) + (wi(1— uu) + w2(1— u2))z + barwa(1—u):?.

Logo, resolvendo (8.8) obtemos a forma geral o polinômio de estabilidade,
que substituindo as variáveis de cada uma das famílias de métodos dadas por
(7.8) e (7.9) nos dá o respectivo polinômio de estabilidade.

Considerando as variáveis do método (7.8) temos:
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8.4 Polinômio de estabilidade para m=2

= 4 | —72(—1 + c3) — (36 — 144c, + 168cê + 24c3) ,
(102 — 17c3 — 60c2 + 10c3) ) 3—TA1 ­a)(1+o) 7

(E — 72c2 + 4803 + 12c3) 7 (21 — 48027 + 4703 +83) ,|—36(1 — c2)(1+ co) —36(1 — ca)(1+ co)

Assim, o polinômio de estabilidade anterior se reduz a:

24u—1 17­60P(n,2) = [6­(1+ Piz+ E)2 12

3 — 1 6u —+ ( (Sn » + 261 7) n— uz | 7 (8.18)2 12

De maneira análoga, para métodos cujos coeficientes são dados por (7.9)
encontramos:

,

P(n,2) =nº +
4/74 (0072278640 +37044ct — 264060] + 10224ct — 1872cÉ + 9608)

— 10801)(2 — ei )(2e1 — 3) (12 — 90, + 2c?)

—3780 + 2214c, + 25740? — 191707 — 84cf + 25803 — 400 2) 5
—108c1(2 — ca )(201 — 3)(12 — 9c, + 202) 7

4 /29072 + 200880, — 221400? + 15714] — 6768ci + 1440) — 960?

—6048 + 166320, — 20970c? + 14931c3 — 595201 + 114005 — 2) 2—108a(2 — ea )(2e1 — 3)(12 — 9a; + 202) 7

+ (3 — 3c7 + c)(126 — 3150, + 2610? — 756 +2) n
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8.4 Polinômio de estabilidade para m=2

Da mesma forma, se tomarmos:

— (38­30 +c)(126—315c, + 26107 — 75c? + 4ci) (8.19)540)(2 — ci )(201 — 3) (12 — 907 + 2c2) ! |

obtemos o mesmo polinômio dado por (8.18).

Conforme Jackiewcz e Tracogna [16], para 1 = 0.13 vamos obter o intervalo
de estabilidade absoluta de tamanho máximo.

Vamos então, como ilustração considerar esse valor de 1. Então temos:

P(n,2) = nº + (—1 — 1.062 — 0.7666672? )nº + (0.062 + 0.45666722)nº — 0.132ºm
(8.20)

Logo, o correspondente polinômio de Schur é:

& (24+1.1224+1.353332º)nº + (6 + 2.122 + 1.273332º)7º
+ (60.122 — 0.9133332º)1nº + (2 — 2.12 — 1.273332?)n — 2 — 0.442?

P(n,2z)

Sabendo, pelo critério de Routh­Hurwitz, que todos os coeficientes do polinômio
de Schur tem que ser estritamente positivos, ou seja:

ao 2+1.122+1.353332º >O0 => —2279738 <z<O
a) 6 +2.122 + 1.273332º >O0 => —2.33701 < z < 0.67209
as 6 — 0.122 — 0.9133332?º > O => ­—2.62961 < z < 2.49822

as 2 — 2.127 — 1.273332º >O

—0.83246 — 2.004761 < z < —0.83246 + 2.00476i

aa —z— 0.447? >0 => —0.413793 — 1.143071 < z < —0.413793 + 1.14307i

e ainda a desigualdade a,a2a3 — aga3z — a40? > O. Logo considerando apenas os in­
tervalos reais e fazendo as intersecções concluímos que o intervalo de estabilidade
para (8.20) é aproximadamente (—2.27273,0).

Agora, consideremos a família de métodos dada por (7.8) e 4 dado por
(8.17). Resolvendo a expressão dada por uu obtemos duas raízes complexas para
as quais temos c, & 0.669444 + 0.677508: e uma raíz real para a qual
c2 & —5.1588878. Como estamos interessados apenas nas raízes reais, substi­
tuimos o valor de c27 = —5.1588878 e lembrando que c, = O, nas variáveis dadas
por (7.8), de onde obtemos o seguinte método tipo 1:

0 o 0 o 0
0 |­7.01513  ­1.0216 /2.87785 0

0 | ­0.927937 ­0.1536695 | 1.8152  0.266403

FS
AVAVAV

cm 1 2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



8.4 Polinômio de estabilidade para m=2 83

Considerando a família de métodos dada por (7.9) e hu= 0.13 e resolvendo a
expressão dada por 1 em (8.19) obtemos quatro raízes complexas conjugadas, para
as quais c, assume os valores c, = 0.36722 + 1.315481, c7 & 1.62861 + 0.299213; e
duas raízes reais para as quais c, & 2.15183 e c1 &= 8.58651. Estamos interessados
apenas nas raízes reais, então substituindo esses dois valores de c; nas variáveis
dadas por (7.9) obtemos dois outros métodos tipo 1:

2.12016  0.031664 0 0

­4.89497 ­0.989938 | 2.87785 0

| 1.19223  ­0.122001 | ­0.304963 0.234739

o

0

0

para c, & 2.15182556 e c2 & —3.00706.

E ainda,

0 |/3.10518 5.48132 0 0

O |­3.90995  4.45972 | 2.87785 0

0 | 2.17725 — 5.32766 | ­1.28998 ­5.21492
para c, & 8.5865062 e c2 && 3.42762.

Para estes três particulares métodos TSRK o polinômio de estabilidade é
dado por (8.20).

Agora, para encontrarmos métodos TSRK tipo 3, consideramos b2, = O, onde
a expressão geral de b,, é dada por (7.8). Assim, resolvendo a equação b21 = O
em c, encontramos três raízes reais para as quais c7 É O, —/6 e V6. Mas c; = 0
não pode ser considerada pois anula o denominador de algumas das expressões
envolvidas em variáveis do método dado por (7.8).

Logo, substituindo cada um dos outros dois valores de c2 nas variáveis dadas
por (7.8) obtemos dois métodos do tipo 3.

0 o 0 0 0

o —2+ 6 2+6 o o
2 2

o | —342 +127V/6 18+53V/6 | 522 F103V/6 162T77V6360 360 360 360

para ci = 0 ec +/6.
17

Para estes valores de c27 encontramos na expressão de (8.17) u = ão e
seguinte polinômio de estabilidade para o método acima:

29 19 101 17
=nt— = 3 D+ Lo ntop(n,2) =n (1+3e)7 + (1? 2 )o z“n
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Tomemos agora b3, = O com b2*, dado pela expressão em (7.9). Resolvendo
esta expressão em cc, encontramos duas raízes complexas conjugadas para as quais
ea = (3/3) e quatro raízes reais cy = +yV6e ac) = (6/6). Assim, podemos
obter quatro métodos do tipo 3.

Logo tomando as duas raízes cy = +y/6 e substituindo nas variáveis dada por
(7.9) temos:

2 + —

o) v6 —2 vôvô o) ,)
2 2

o) o õ) o) o)

o | —I8+53V/6 —342+127V6 | 162 F77V6 522103/6360 360 360 360

para c2 = O.

1
Agora considerando as outras duas raízes cy = 36 + V/6) e substituindo

também nas variáveis dadas por (7.9) obtemos:

16 + V6 8E+VE
0 0 0

8 8
836 16 FE V6

o o
8 8

189 F41V6 189+41V6|/—99+29/6 —99FT29/6
180 180 180 180

0

o

para c23 = (6 + vb).
Para os quatro valores de c1 encontramos também na expressão de (8.19)

u= = e portanto o mesmo polinômio de estabilidade dado por (8.21) para todos
os quatro métodos.

Vamos agora encontrar o intervalo de estabilidade absoluta para o polinômio
(8.21). Seu polinômio de Schur será:

b(n,2) & = ((60 + 1442 + 592º)nº + (180 + 1742 — 172º)?
+ (180— 1147 — 1012º)n? + (60 — 1742 + 172º) + (—302 + 422º))

Utilizando o critério de Routh­Hurwitz temos:
525(60 + 1442 + 592º) >0=> z<O0 e 2>5

87 — 6549 87 + 6549
17 EFA25 (180 + 1747 = 172º) >0OD z<

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



8.4 Polinômio de estabilidade para m=2 85

319238) —  3(­19+ VS)
101 101

3(29 — ITBI) 3(29 + VII8T)
<z<

17 17

2(­36 — ATT) 2(­36 + VAI)
59 ss 59

1az nm (1801142= 10122) >0 >
1

20 (60 — 1742 +172º) >0 =>a3

—30z + 422º) >0 >da 30º
e a desigualdade a1aza3z — aças — asa? > O.

Assim fazendo as intersecções concluímos que o intervalo de estabilidade
2 — /para (8.21) é ( ( — o) a (—0.53311407,0).

Consideremos agora métodos do tipo 2, isto é, métodos com À É O. E então
encontremos a forma geral para o polinômio de estabilidade utilizando agora a
expressão M(z2z,32) dada por (8.7):

Pu Pi

M(2,32) — E o
h h

4º AZ z;
1— Az

(a21A + an1(ba1 + ba1dz(1 — 22) oe) :a21 + &
1—­ Az

(a22A + an2(ba1 + ba1hz(1 — AEE) z:1— Az !

(en+
(en+ 12%)=
(
(a22 +

14 Az |n 1—­ 252)"

É + Az ) + ui(bar + baiAz(1— Az)")z1— Az 1— Az !

(1=u) É += A) ;
Az (1 — ui )(bai + baidz(1 — Az))z:(=) (1+ Es) + 1 Az !

(a21w2 + anl(w, + ba1zw2(1 — Az)7))z :
vi + 1— Az

É
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1— Àz

(uzw2] + ui(w, + barwaz(1 = 2Az)"))az
1—­ Az !

+ ((1 — uz)w2 + (1 — ui)(w, + barwaz(1— Az)"!))z
1— Az |

— (+ + (a22w, + ara(uw, + b212w2(1 —=2) x
0 +

(1­9

Resolvendo (8.9) obtemos a forma geral para o polinômio de estabilidade
dos métodos TSRK com dois estágios e do tipo 2, que substituindo as variáveis
dadas em (7.10) obtemos o seguinte polinômio de estabilidade para esta família
de métodos:

P(n,2) = [(1—­A2)º] — pa(a)1º + palz)n — po(z) | n

244 — 1 + 164 — 24X? 17— 604 — 962 + 962º?Paz) 14 SE 5) z + — +
24u = 3+20)1—24N — 96uL—T7TH+48)—60N? ,

2
Ai

12
?

zº (8.22)

nz

—(756c] — 2646c1 + 996cf — 174c* + 8cº — 2268c2A + 2700cA
5652c1A — 3240cTA + 43208A + 5130c2A? — 19728c3A? + 1123201Nº?
3456c1A? — 43205A? + 10368c7A? + 112320]A? — 20088ciAº (8.23)
7T776c1A? + 51840!Nº — 3240 Aº(—7 + 2434) + 1084? (—7 + 24X)
6ci(441 — 15922 + 16384? + 1442?) + 36cÍ(103 — 357
2222? +2162º)) /
(108c1(—3 + 201)(12c7 — 9c? + 20 — 124)(—207 + cá +2))

8.5 Métodos TSRK A­estáveis e A,­estáveis

Finalmente, como motivação para novos estudos, vamos apresentar alguns
resultados relacionados com A­estabilidade e Ap­estabilidade dos métodos TSRK.

Tentaremos primeiro encontrar métodos de ordem 3 e estágio de ordem 2 que
sejam A­estáveis. Temos que ter À > 0, e segue do princípio do máximo que o
método é A­estável se e somente se pa(n, y) é um polinômio de Schur com respeito
a n, Vy E R onde pa(n,y) := p(n,iy).
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8.5 Métodos TSRK A­estáveis e Av­estáveis

Sejam:

1= nos (2 —) ;nm

(A3(0, y)pa(n,y) — Pa(0,y)6s(n,y)).
n7 ,

1nº Pa 6 —) ;7

(62(0,y)pa(n,y) — pa(O0,y)62(n,y)).
n

,

1
np TY),

7

Poly) = Pam ADA.
Segue do teorema de Schur que pa(n,y) tem todas as raízes n no disco unitário

WVy E R se e somente se:

Poly) > O;

| 83(0,y) | — | pa(0,4y) |> O

| B2(0,4) | — | pa(0,y) |> O

para todo y E R.

A obtenção dos polinômios de estabilidade, definidos por (8.24) é possível
considerando­se (8.15) e com ajuda do software "Matemática 4". Aqui, como
ilustração, mostraremos somente o último desses polinômios, o po(y):

Poly) = = ((1+0)(—1+6º)(—9+69+241)) — 5 (1 +9)(—(—=5+ 9)?
(—27 + (—14 + 6)0) — 6(—5 + 0)(—125 + 0(—101 + 9 + 6º))A
288(1 + 0) (—23 + (—4 + 9)9)A? — 3456(1 + 6)ºAº)) (8.25)

yYº[(—5+0)(14+0)(—11 + 9 +249)(—5 +89 +24)
(—15 — 28 + 6º + 24(1+6)X)º)

1

248832

Às raízes de po(y) são:

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



8.5 Métodos TSRK A­estáveis e Ap­estáveis

com multiplicidade 4;
12

+ ;/(—5 + 8)(—5 + 9 + 243)
12/—(—1 + 62)(—9 + 9 + 24)

V(=11 + 9 + 2431)(—15 + 02 + 243 + 0(—2 + 241))2Z

Ássim para po(y) > O, devem ser satisfeitas as seguintes inequações:

24º +6­9 <O
2494 +05 >O
2494+0—11>O0

Mas estas desigualdades não se verificam simultaneamente para qualquer À e
0. Portanto, não existem métodos TSRK A­estáveis com ordem 3 e estágios de
ordem 2.

Como ilustração, apresentaremos alguns métodos de ordem 4 e estágio com
ordem 3, que segundo Jackiewicz e Tracogna [16] são A­estáveis. Consideremos
então, a família de métodos dada por (7.10) e seu polinômio de estabilidade (8.22)
e nelas tomemos por exemplo, À = 3/4 e 1 = 0, onde 41 é dado pela expressão
(8.23). Resolvendo com respeito a cy observamos que não era possível a sua
resolução diretamente, por isso, utilizando o método numérico de Newton para o
seguinte polinômio:

1287? — 1488xº + 81607” — 21996xº + 29520x* — 9018xº — 30996xº? + 49572xº
— 32076r+8019=0

obtemos seis raízes complexas x = 0.839967 + 0.7647771, x & 1.09936 + 0.9353251
e x n 3.4696 + 3.222371 e ainda três raízes reais xr à —1.15993, = 0.716383 e
x & 1.250698.

Consideremos apenas as raízes reais, lembrando que estas são os valores para
c1. Ássim, podemos encontrar três métodos tipo 2 de ordem 4 e estágios de ordem
3 que são A­estáveis.

Logo temos:

O | ­0.14329 ­1.76664 | 0.75 0

0 | ­0.51532 ­2.63932 |2.70983 0.75
0 [­0.180181 ­1.85243 | 1.43511 1.5975
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8.5 Métodos TSRK A­estáveis e Ay­estáveis

para c, 2 —1.159929 e c2 == 0.301969.

O | 0.164905 ­0.198522 | 0.75 0
O |­0.210337  ­1.07121 |2.70983 0.75

O | 0.128015  ­0.284316 | 1.12692 0.0293846
para c, == 0.716383 e c2 & 2.17828.

O | 0.693205 ­0.192506 0.75 0

O [| 0.317963 ­1.06519 | 2.70983 0.75

0 | 0.656314 ­0.278301 | 0.598618 0.0233688
para c, && 1.2506982 e c2 & 2.7126.

Como vimos anteriormente não é possível encontrar métodos TSRK A­estáveis
com ordem 3 e estágios de ordem 2 mas podemos encontrar para essa classe méto­
dos Ap­estáveis.

Para este fim necessitamos verificar que o polinômio pa(n, x) é um polinômio
de Schur com respeito a n, Vr real e negativo, onde pa(n,x) := p(n, x).

Sejam:

:
1ôs(n, x) nos (Le) ;

Paln, x) (63(0, x)ps(n,x) — Pa(0,2)ôs(m =).
1

2 2
1

Pa(n, x) nº Pa nº ;

7

G )UTM meECA
7

P(n,T)

Segue do teorema de Schur que pa(n, x) tem todas as raízes rn no disco unitário
para r < O se e somente se:

| As(0,x) | — | pa(0,x) |> O

| 62(0,%) | — | pa(0,7) [> O.
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8.5 Métodos TSRK A­estáveis e Av­estáveis 90

Por exemplo, tomemos o polinômio de estabilidade dado em (8.15) e com
ajuda do software "Matemática 4"podemos encontrar os polinômios definidos
por (8.27). Ilustraremos somente o último desses polinômios, o po(z):

pos) = pras (e (12 +Z(—5+09))(14+6)6(1 +90) +z(11 406424)
(—12 + z(—5 + 9 + 242))(24(1 + 69) + 27(—11 + 6(2+0))

— z2º(—15­20 46º +24(14+60)N))?)

As raízes de po(r) são:

12)
546"

660

11 60­24X"'
12

“5—­09—24X
—11+6(2+0)+VA

O +15+29—692­24(1+6)X

rT2

r3

Ta

Ta4,5 com multiplicidade 2.

onde À = —239 — 4540 — 420? + 286º + 0º + 576(1 + 69)ºA

Pode ser verificado que para —l1 < d < 1, com exceção da raíz nula pois
queremos po(x) > O, todas estas raízes são reais e positivas se e somente se:

f(1,0) = 11­09­244 < O
fR(4,0) = 5­0­244 <O
R(9,09) = +15+209­0º­24(1+86)) > O (8.28)

A = —239­— 4540 — 420º +280º +0º +576(14+60)ºA > O

Podemos então plotar as curvas f;(1,6) = 0, 1 = 1,2,3, A(1,90) = 0 e
o=1­ 3. Assim podemos observar que os métodos são Ap­estáveis para (2,9)
encontrados na região escura da figura 8.1.
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8.5 Métodos TSRK A­estáveis e Ap­estáveis

EN

figura 8.1 ­ Métodos Ap­estáveis de ordem 3 e estágio de ordem 2.

Se considerarmos À = 3 e resolvermos 6 = 0 com 6 dado em (7.2) encontramos
duas raízes c = ­(6 + V6). Logo substituindo estes valores nas variáveis dadas
em (7.2) obtemos dois métodos Ap­estáveis de ordem 3 e estágios de ordem 2:

—3+V6| +V6 1
6 3 2

(8.29)

3+V/6 3x6
6 6

E substituindo estes valores em (8.12) encontramos o seguinte polinômio de
estabilidade:

1
N; 5 2,

1 1
P(n,2)

7 (1+2 e)" +Figêo ge
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Considerações finais

A classe dos métodos de Runge­Kutta de passo dois, proposta por Jackiewicz
e Tracogna, apresentada de forma detalhada neste trabalho, pode ser considerada
não apenas como mais uma ferramenta computacional para a integração numérica
de problemas de valor inicial, mas principalmente como uma ferramenta que pode
ser eficiente quando trabalhamos com sistemas de grande porte ou com problemas
que apresentam características especiais.

Quando pensamos em compará­la com outras classes de métodos devemos,
de imediato considerar a classe dos métodos de Runge­Kutta.

Assim, apresentamos a seguir alguns resultados ilustrativcs para problemas
de valor inicial não stiff ou fracamente stiff, considerados em [5] e [11].

Para cada um desses problemas, integrando num determinado intervalo e
considerando h = 10­?, construímos uma tabela, a qual apresenta o erro absoluto,
considerando o método TSRK1 dado em (8.29) e o método de Runge­Kutta de
ordem 3.

Os exemplos que serão aqui apresentados não tem a pretensão de criar condi­
ções para que se possa tirar conclusões que permitam valorizar a eficiência dessa
classe de métodos. Mas permitem destacar como uma condição de eficiência,
quando consideramos seu esforço computacional, o baixo número de avaliações
da derivada a cada integração.

Temos métodos TSRK com ordem 3 e estágio com ordem 2 que exigem apenas
uma avaliação da derivada por passo de integração (por exemplo o TSRK1),
e métodos de ordem 4 e 5 e estágios com ordem 3 e 4 exigindo apenas duas
avaliações. Lembrando que um método de Runge­Kutta explícito de ordem 3
exige 3 avaliações, um de ordem 4 exige 4 avaliações e um de ordem 5 exige pelo
menos 6 avaliações, podemos concluir que sob esse aspecto o ganho em esforço
computacional pode ser considerável, dependendo da dimensão do sistema e do
tamanho do intervalo de integração.
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2 3 4 5 6

Ilustração 1 ­ Consideramos o pvi:

' 1

1+2º

0

y =

y(0) =

2

e tem a forma:
x?

Considerando o intervalo de integração [0,20], temos a seguinte tabela para
o erro absoluto:

TSRKI1 RK3

6.56197E­8 1.78344E­8

1.32951E­7 5.61608E­8

8.49443E­8 8.49363E­8
1.16357E­8 9.09474E­8
7.92067E­8 8.03125E­8

5.41425E­8 1.70114E­8
3.64422E­9 4.03019E­10
1.92681E­10 1.47293E­10
1.04490E­10 1.08290E­10

1.01623E­10 6.52702E­11
4.26706E­11 2.06885E­11
1.8762E­11 8.32927E­12
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Ilustração 2 ­ Consideramos o pvi:

cuja solução exata é y(x) = x + 2e” 8.T e tem a forma:

Dado o intervalo de integração [0,10], temos:

3 4 5

x TSRKI1 RK3

0.2 4.00543E­5 1.46947F­5

0.4 1.69843E­5 5.93352E­6
0.6 5.22564EF­6 1.79690E­6

0.8 1.41780E­6 4.83/09E­7

1.0 3.09497E­7 1.22072E­7

2.0 2.43498E­10 8.18936E­11
3.0 1.22935E­13 4.12044E­14

4.0 5.99111E­17 1.77809E­17

5­0 3.03577TE­18 2.60208E­18
10.0 8.67362E­19 0

6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18
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Ilustração 3 ­ Consideramos o pvi:

| y =2(1­y)+(1—02)ey(0) =1

cuja solução exata é y(x) = e /2) et +1etema forma:

Seja o intervalo de integração [0, 10], obtemos a seguinte tabela de erros:

x TSRK1 RK3

0.2 1.44348E­9 1.57603E­8

0.4 5.07818E­9 2.90706E­8
0.6 2.30329E­8 3.89098E­8

0.8 4.82807E­8 4.42324E­8
1.0 7.49949E­8 4.43208E­8
2.0 5.08862E­8 5.38284E­9
3.0 1.84120FE­8 1.18569E­8
4.0 2.81545E­9 1.32440F­9
5.0 7.67436E­10 1.71065E­9

6.0 3.46984E­10 7.68522E­10
7.0 1.24296FE­10 3.22505E­10

8.0 4.46377E­11 1.33451E­10
9.0 1.61271E­11 5.46302E­11
10.0 5.84981E­12 2.21621E­11

3 4 5 6
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Ilustração 4 ­ Consideramos o pvi:

y = —20y + 20sinr + cosx

y(0)=1

—20rcuja solução exata é y(r) =sinxt + e e tem a forma:

Considerando o intervalo [0,3], obtemos a seguinte tabela:

x TSRKI1 RK3

0.2 7.83991E­5 2.85169E­5
0.4 3.12352E­6 7.36909E­7
0.6 1.81959E­7 4.48340E­7
0.8 8.62062E­8 6.22724E­7
1.0 6.73519E­8 7A4854E­7
1.5 1.52345E­8 9.10919E­7
2.0 4.05648E­8 8.53943E­7
2.5 8.64324E­8 9.8/892E­7
3.0 1.11138E­7 1.77905E­7

3 4 5 6
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Ilustração 5 ­ Consideramos o pvi:

y =sin(t) —y

y(0) = 0.5

cuja solução exata é y(x) = — (sin(t) — cos(x)) + eU e tem a forma:
2

po 4.00 8.00 1200 16.00

17 x

Tomando como intervalo de integração [0,15] obtemos:

x TSRKI1 RK3

1.0 9.18842E­8 1.91205E­8

2.0 8.87373E­8 1.20957E­10
3.0 3.30921E­8 1.54966E­8

4.0 2.96972E­8 1.10496E­8

5.0 5.19905E­8 7.15014E­9
6.0 1.99282E­8 2.06657E­8

7.0 3.34941E­8 1.60853E­8
8.0 5.74702E­8 2.87449E­9

9.0 2.91891E­8 1.90127E­8
10.0 2.560835E­8 1.75945E­8
12.0 3.56979E­8 1.76420E­8

14.0 5.54612E­8 2.93221E­9
15.0 4.16514E­8 1.58681E­8

3 4 5 6
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Ilustração 6 ­ Consideramos o pvi:

' 1
y =­—5y + e" +5cos(t — 1) — sin(x — 1)

E»

401) =1

cuja solução exata é y(x) = cos(x — 1) + e”**Inx e tem a forma:

Considerando o intervalo [1,10], temos a seguinte tabela de erro absoluto:

3 4 5

x TSRKI1 RK3

1.2 2.80425E­8 1.38082E­7
1.4 3.592913E­8 1.79419E­7
1.6 4.70398E­8 1.83244FE­7

1.8 6.26300E­8 1.69192E­7
2.0 7.84957E­8 1.44554E­7

4.0 4.00897E­8 1.97299E­7

6.0 1.11288E­7 1.81672E­8
8.0 5.250341E­8 1.82178E­7

10.0 6.75639E­8 1.69793E­7

6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18
FS

AVAVAV



Considerações finais 99

Embora para os exemplos apresentados observamos a plena equivalência do
método TSRK1 com um método de Runge­Kutta de ordem 3, essas ilustrações
não permitem concluir de forma generalizada quanto à eficiência dos TSRK, quan­
do analisamos o seu erro absoluto e comparamos com outros métodos de mesma
ordem, por exemplo os métodos de Runge­Kutta. Mas servem para que possamos
considerar tais métodos para a integração de problemas de valor inicial não stiff
ou mediamente stiff, pois, conforme pode ser observado nos dois primeiros exem­
plos, à medida que avançamos com a integração o método se mostrou estável
quanto ao acúmulo de erro.

Alertamos que nosso trabalho teve a pretensão de introduzir essa classe de
métodos e os conceitos de erro e de estabilidade, a ela relacionados, bem como
construir as suas condições de ordem, até a ordem 6.

Muito pode ser ainda investigado e construido nessa direção. Por exemplo,
todo o trabalho apresentado foi desenvolvido para problemas de dimensão 1 e
considera a hipótese de integração a passo fixo. Os resultados para dimensão
maior do que 1 são os mesmos deste trabalho, mas sua obtenção torna­se bem
mais elaborada e complexa, principalmente em função das dificuldades de notação
e desenvolvimento algébrico, razão porque não foram apresentados.

Por outro lado, a utilização dessa classe de métodos com passo variável pode
ser algo bastante motivador. À técnica de Nordsieck em [23] e [26], utilizada com
sucesso para métodos lineares de passo múltiplo e para métodos multi­estágios
diagonalmente implícitos, poderia também ser aqui considerada e provavelmente
com bons resultados. Essa possibilidade parece­nos óbvia pois, como mostramos
em nosso trabalho, os métodos TSRK podem ser facilmente transformados em
métodos lineares gerais ou em A­métodos.

A implementação de forma eficiente dos métodos de Runge­Kutta de passo
dois proposta por Jackiewicz e Tracogna, considerando técnicas de mudança de
passo e até de ordem pode ser objeto de futuras investigações bem sucedidas,
gerando uma ferramenta computacional que possa ser competitiva.

Também pode ser considerada a busca das condições de ordem para métodos
dessa classe com ordem superior a 6. O caminho para isso é apenas mais árduo
mas a idéia é a mesma utilizada para as ordens inferiores.
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