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Neste trabalho nós apresentamos diversos resultados conhecidos sobre grafos
perfeitos. Provamos alguns resultados estruturais e apresentamos várias classes
conhecidas destes grafos. Estudamos algumas propriedades dos grafos minimalmente
imperfeitos bem como dos grafos particionáveis. Exibimos várias formulações
equivalentes da conjectura forte dos grafos perfeitos.

Nós descrevemos algumas condições suficientes para um grafo ser perfeito e
apresentamos resultados sobre a classe dos grafos q­perfeitos, incluindo uma
caracterização desta classe.

Apresentamos também uma aplicação de grafos perfeitos na Teoria de
Códigos.

Abstract

In this work we present a number of well­known results on perfect graphs.
We prove some structural results and present several known classes of these graphs.
We study some properties of minimal imperfect graphs as well as of partitionable
graphs. We also show several equivalent formulations of the strong perfect graph
conjecture.

We describe some sufficient conditions for a graph to be perfect and we
present results on the class of q­ perfect graphs, including a characterization of this
class.

We also show an application of perfect graphs in Coding Theory.
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Introdução

Um grafo é perfeito se todo subgrafo induzido admite uma coloração e uma
clique com a mesma cardinalidade.

No início dos anos 60, Claude Berge [Be 61], [Be 62] introduziu o conceito de
grafo perfeito. Ele propôs duas conjecturas:

* Conjectura Fraca dos Grafos Perfeitos ­ Um grafo é perfeito se e somente
se o seu complementar é perfeito.

* Conjectura Forte dos Grafos Perfeitos ­ Um grafo é perfeito se e somente
se ele não contém um ciclo ímpar sem cordas de comprimento pelo menos cinco ou o
complementar de um tal ciclo.

A primeira conjectura foi provada em 1972 por Lovász [Lo 72a] e tornou­se
conhecida como o Teorema dos Grafos Perfeitos. A Conjectura Forte dos Grafos
Perfeitos ainda está em aberto e a questão de sua validade quase que se torna
secundária quando comparada com o importante volume de pesquisas que ela tem
estimulado ao longo dos anos.

Este trabalho tem por objetivo apresentar alguns dos principais resultados
que se tem obtido com estas pesquisas dando assim uma visão global daquilo
que existe sobre o assunto. Para isto, começaremos por introduzir no Capítulo 1
os conceitos básicos e convencionar notações que estaremos utilizando.

No Capítulo 2 comentaremos resultados gerais sobre a estrutura dos grafos
perfeitos. Na seção 2.2 examinaremos a prova de Lovász para a ConJectura Fraca dos
Grafos Perfeitos e na seção 2.3 veremos que os grafos triangularizados, os grafos
intervalo, os grafos bipartidos, os grafos unimodulares e outros mais são grafos
perfeitos.

Um grafo é dito ser minimalmente imperfeito se ele não é perfeito mas todos
seus subgrafos induzidos próprios são perfeitos. O primeiro passo para caracterizar
grafos minimalmente imperfeitos foi também dado por Lovász [Lo 72b]: todo grafo
minimalmente imperfeito com n vértices satisfaz n = am + 1.
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Um outro resultado de Padberg [Pa 74] afirma que todo grafo minimalmente
imperfeito é um grafo particionável. Portanto, caracterizar grafos particionáveis pode
ajudar caracterizar grafos minimalmente imperfeitos. Na seção 2.4 estaremos
apresentando algumas propriedades dos grafos minimalmente imperfeitos e dos grafos
particionáveis.

Comentaremos na seção 2.5 algumas das diferentes formas equivalentes que a
Conjectura Forte dos Grafos Perfeitos pode ser enunciada.

No Capítulo 3 apresentaremos algumas condições suficientes para que um
grafo seja perfeito. Veremos que uma delas, a condição dada por Meyniel [Me 84],
generaliza outras condições dadas por Gallai, Surányi, Seinsche e também uma
condição de Olaru e Sachs.

Alguns grafos admitem uma coloração parcial com q cores e uma partição
de seus conjuntos de vértices em cliques tal que cada clique da partição contém o
maior número possível de cores diferentes. Se um grafo e todos seus subgrafos
induzidos possuem tal propriedade, este grafo é dito ser qg­perfeito. Estaremos
tratando destes grafos no Capítulo 4. Na seção 4.2 examinaremos ocaso em que
q = 2, isto é, os grafos 2­perfeitos. Apresentaremos uma caracterização dos grafos
q­perfeitos na seção 4.3.

Em 1956 Claude Shannon publicou um artigo [Sh 56] descrevendo o problema
de um transmissor que emite sinais que são captados por um receptor final. Ocorre
que alguns sinais distintos podem ter uma mesma interpretração pelo receptor, o que
gera confusão. Shannon se preocupou em conseguir um código que fosse o mais rico
possível mas que não houvesse perigo de confusão.

Foi o problema de Shannon que motivou Berge a propor as duas conjecturas
que mencionamos anteriormente. No Capítulo 5 descreveremos este problema e
veremos que o conceito de grafo perfeito pode ser aplicado ao mesmo.
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Capítulo 1

Conceitos Básicos e Notações

1.1 Grafos

Seja V um conjunto finito e Vº o conjunto de pares não ordenados de
elementos distintos de V.

Ao par ordenado (V, E) formado por um conjunto finito V e um subconjunto E
de Vº chamamos grafo. Os elementos do conjunto V são denominados vértices do
grafo e os elementos do conjunto E, arestas do grafo.

Se G é um grafo, denotamos por V(G) seu conjunto de vértices e por E(G)
seu conjunto de arestas.

A ordem de um grafo G é a cardinalidade de seu conjunto de vértices. Os
grafos de ordem O são chamados nulos e os de ordem 1 são chamados triviais.

Os grafos recebem este nome pelo fato de que podem ser representados
graficamente. Representamos vértices distintos por pontos distintos e arestas (x, y)
por linhas ligando os pontos correspondentes aos vértices x e y.

A Figura | representa um grafo G, onde:

V(G) = (x,y,c0,d,p) e

E(G) = (x,y), (x, p), D, D) td, ce), (D, djy.

Figura 1
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Dada uma aresta B=f(x, y) e E(G), os vértices x e y são os extremos de BR.
Dizemos ainda que a aresta (3 é incidente a x e y.

Dois vértices são ditos adjacentes ou vizinhos se e somente se são extremos de
uma mesma aresta de G.

O conjunto de vértices adjacentes a um dado vértice x de G é chamado
vizinhança de x em G e será denotado por NX). O conjunto de vértices não
adjacentes a x será denotado por Ny (x).

Duas arestas são adjacentes se e somente se possuem um extremo em comum.

Uma aresta B= (x, y) de um grafo G é deficiente se x e y não tem nenhum
vértice adjacente em comum.

Um grafo orientado G = (V, E), consiste de um grafo com uma orientação
=

no seu conjunto de arestas, isto é, cada aresta de E é um par ordenado de vértices
distintos de V.

Um grafo completo é um grafo em que quaisquer dois vértices são adjacentes.
Será denotado por K, o grafo completo de ordem n.

O grafo complementar G de um grafo G é o grafo tendo o mesmo conjunto de
vértices de G e tal que dois vértices distintos são adjacentes em G se e somente se
eles não são adjacentes em G.

O grafo de linha L(G) de um grafo G é definido como o grafo cujos vértices
são as arestas de G sendo que dois vértices a, e E(G) são adjacentes se e somente
se a e B são adjacentes em G.

Um grafo bipartido é um grafo em que o conjunto de vértices pode ser
particionado em dois subconjuntos X e Y, tal que cada aresta tem um extremo em X
e o outro extremo em Y; a partição (X, Y) é uma bipartição do grafo.

Um grafo bipartido completo é um grafo bipartido com bipartição (X, Y) em
que cada vértice de X é adjacente a todo vértice de Y. Neste caso, se |Xj=m e
|Y|= n, o grafo será denotado por K,,.

Sejam G e H grafos. Diz­se que G e H são isomorfos se e somente se existe
uma bijeção E :V(G) > V(H) tal que (a, b) e E(G) se e somente se f6(a) , p(b))
€ E(E).

Um grafo H é subgrafo de um grafo G se e somente se V(H) < V(G) e
E(H) co E(G). Se pelo menos uma destas inclusões é própria, H é subgrafo próprio
de G.
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Seja A < V(G). O subgrafo de G que tem A por conjunto de vértices e cujas
arestas são arestas de G com ambos os extremos em A, é chamado de subgrafo de G
induzido por A e será denotado por GJ[A].

A remoção de um vértice u do grafo G resulta no subgrafo G[V(G) ­ (u)] que
será denotado simplesmente por G ­ u.

Se S < V(G), o subgrafo G[V(G) ­ S] será denotado por G ­ S.

A adição de um vértice u ao grafo G resulta no grafo G + « cujo conjunto
de vértices é V(G) U fu).

Dados dois vértices x e y não adjacentes em um grafo G, o grafo G' é dito ser
obtido de G por contração de x e y se estes vértices são identificados.

Figura 2: O grafo G' obtido de G por contração de x e y.

Seja C uma coleção de conjuntos e X um elemento de C. Diz­se que X é
máximo em C se nenhum elemento de C possui cardinalidade maior que a de X. O
conjunto X é maximal em C se não for subconjunto próprio de algum elemento de C.
Os conceitos de mínimo e minimal são definidos analogamente.

Uma cadeia de comprimento k em um grafo G é uma sequência de arestas
(Ur), Us, ..., UI), em que cada aresta u, tem um vértice em comum com a aresta
anterior u, ,,eo outro vértice em comum com a aresta que a sucede u,,,.

Se a cadeia 1h passar pelos vértices Xx,, X,, ..., X,, Será usada a notação
ph = [XxX], X,,..., X,] ou simplesmente u[x,, x,].

Uma cadeia é simples se suas arestas forem todas distintas e elementar se ela
não passar mais que uma vez por um mesmo vértice.

Se não existe nenhuma aresta ligando dois vértices não consecutivos de uma
cadeia, esta cadeia é sem cordas.
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Se o número de arestas em uma cadeia 1 for ímpar (respectivamente par),
diz­se que un é ímpar (respectivamente par).

Se uma cadeia u=[Xx,, X,,..., Xº Jé tal que k>3, x,= x, e os vértices x,,
O <i < k , são todos distintos um do outro e de x, então né um ciclo.

szUma corda em um ciclo é uma aresta cujos extremos são vértices não
consecutivos no ciclo. Diz­se ainda que as cordas (x, y) e (fz, t) se cruzam se os
vértices x, z, y, f são encontrados nesta ordem no ciclo.

Denotaremos por C, o ciclo sem cordas de comprimento n.

Um grafo é conexo se e somente se para quaisquer dois vértices distintos
existir uma cadeia que os liga; caso contrário, ele é dito ser desconexo. Um subgrafo
conexo maximal é uma componente conexa do grafo.

Um vértice de corte é um vértice tal que sua remoção do grafo aumenta o
número de componentes conexas do mesmo.

Para um grafo G, um conjunto À de vértices é um corte se o subgrafo de G
induzido por V(G) ­ A não for conexo.

Um corte estrela de um grafo G é um conjunto A de vértices cuja remoção
torna G desconexo e tal que algum vértice em A é adjacente a todos os outros vértices
de A.

Um conjunto A de vértices em um grafo G que induz um subgrafo G[A] que é
conexo, não possui vértices de corte e maximal com respeito a esta propriedade é dito
ser um bloco.

Seja G um grafo. Um subconjunto A < V(G) é uma clique se e somente se À
induz um subgrafo completo de G.

Uma n­clique de G é uma clique de cardinalidade n.

Uma cobertura por cliques de cardinalidade k é uma partição dos vértices
V(G) = A, UA,U ... U A, tal que cada A, é uma clique.

Um subconjunto S < V(G) é um conjunto estável do grafo G se e somente se
quaisquer dois vértices de S não são adjacentes.

Uma coloração de um grafo G é uma partição do conjunto de vértices
V(G) = S, U S,yU ... U S, tal que cada S, é um conjunto estável e os elementos de
S, são “coloridos” com a cor /.

Uma gq­coloração de G é uma coloração que utiliza q cores e, neste caso, G é
dito ser g­colorível.
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A Figura 3 ilustra os conceitos de clique, cobertura por cliques, conjunto
estável e g­coloração.

Com relação ao grafo G:

K,= (e fg hn), K=fíacd e K;=(b) são cliques;

K=K uK,ukK, é uma cobertura por cliques;

Ss, =(baf) e S,=fa, h) são conjuntos estáveis;

C = (b, e) u fa, Ut oe, fiUu (d, 8) é uma 4­coloração.

Figura 3

Para um grafo G, a seguinte notação será usada:

Denotaremos por O(G) a cardinalidade de uma maior clique.

Denotaremos por 0(G) a cardinalidade de uma menor cobertura por cliques.

Denotaremos por o(G) a cardinalidade de um maior conjunto estável.

Denotaremos por x(G) o menor q possível para que exista uma g­coloração.

Como a intersecção de uma clique e um conjunto estável pode ser no máximo
um vértice, as desigualdades &(G) < x(G) e o(G) < O(G) são sempre satisfeitas.

Observamos também que, por definição, obtém­se as igualdades 0(G) = a(G)
e x(G) = 0(G).

ES
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp “.. 12 13 14 15 16 17 18



1.2 Hipergrafos

Seja X = (xX,, X,, ..., X,) um conjunto finito. Um hipergrafo sobre X é
uma família H = (E,, E,, ..., E,) de subconjuntos de X tal que

GD E, O j=1,2,..,M)

m

) (UE =X
i=1

Os elementos x,, X,, ..., X, de X são denominados vértices, e os conjuntos
E,, E,, ..., E, São as arestas do hipergrafo.m

A ordem de um hipergrafo H, denotada por n(H), é o número de seus vértices.
O número de arestas será denotado por m(H).

Um hipergrafo simples é um hipergrafo H = (E,, E,,..., E,) tal que E,
c E >i=/.

Claramente, um grafo conexo é um hipergrafo simples em que cada aresta
possui cardinalidade < 2.

Um hipergrafo H pode ser representado por um conjunto de pontos
correspondendo seus vértices. À aresta E; é representada por um laço se |E; |= 1,
por uma linha ligando os dois elementos se |E; | = 2, e por uma curva fechada
incluindo os elementos se | E, | > 3.

Um hipergrafo pode ser definido por sua matriz de incidência A((ai)), cujas
colunas representam as arestas E,, E,, ..., E, e as linhas representam os vértices

PL LESSXX,» X2,..., X,, Onde cada a; = 0 sex, É E,, a;=1 se x, E E;.

H:

m
O

O
O

O
O

O
O

m
m

mm
O

O
O

O
O

O
O

O
O

O
O

mn
=

m
O

O
O

O
=»

O
mn

O
O

O
mn

m
m

O
O

Figura 4: Representação de um hipergrafo H e sua matriz de incidência.
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Para um conjunto J c (1,2, ..., m) a família

H'=(E;/je))

é denominada hipergrafo parcial gerado pelo conjunto JD.

Seja H = (E,, E,, ..., E,) um hipergrafo sobre um conjunto X. Um
conjunto T c X é um transversal de H se ele intercepta todas arestas de H, isto é:

TNE=9 (i=1,2,..,mMm.
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Capítulo 2

Grafos Perfeitos

2.1 Introdução

Se G é um grafo que satisfaz as seguintes propriedades

(À) x(GIADN=o(GIA]) (para todo A — V(G) )

(B) o(GIAI)=6(GIA)) (para todo A < V(G) ),

ele é dito ser um grafo perfeito. Caso contrário, o grafo G é dito ser um grafo
imperfeito.

Claramente, um grafo G satisfaz (P) se e somente se seu complementar G
satisfaz (P,).

Berge chamou de x­perfeitos os grafos que satisfazem a propriedade (P,) e
a­perfeitos os que satisfazem (P,).

A equivalência das propriedades (P)) e(P,) foi conjecturada por Berge
[Be 61], cultivada por Fulkerson [Ful 69, Ful 71, Ful 72] e finalmente provada por
Lovász [Lo 72a]. Este resultado tornou­se conhecido como o Teorema dos Grafos
Perfeitos, que será provado na seção 2.2 juntamente com uma terceira condição de
equivalência, também de Lovász [Lo 72b],

(P) o(GIADoO(GIA)>|A|  (paratodoA&Cc V(G)).

Nas seções subsequentes será suficiente mostrar que um grafo satisfaz qualquer
(P.) para concluir que ele é perfeito, e um grafo perfeito irá satisfazer todas estas três
propriedades.

Classes conhecidas de grafos perfeitos serão apresentadas na seção 2.3.
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Dizemos que um grafo é minimalmente imperfeito se ele não é perfeito mas
todos seus subgrafos induzidos próprios são perfeitos. Na seção 2.4 nós estaremos
tratando destes grafos e também apresentaremos os grafos particionáveis.

Terminaremos este capítulo falando na seção 2.5 da Conjectura Forte dos
Grafos Perfeitos.

2.2 O Teorema dos Grafos Perfeitos

Nós mostraremos nesta seção a equivalência das propriedades (P,)­(P,). Para
isto, provaremos primeiro dois lemas.

Lema 2.2.1 Seja G um grafo que satisfaz (P,): Se x e V(G), seja H o grafo
obtido de G por se adicionar um novo vértice x' ligando­o por uma aresta a cada
vértice adjacente a x. Então H também satisfaz (P,).

Prova: É suficiente mostrar que o(H) = O(H). Seja .K uma cobertura por
cliques de G em 0(G) cliques, e K, a clique de « que contém x. Se existe em G um
conjunto estável máximo que contém x, então

a(H) = a(G) + 1.

Como Xu fx') é uma cobertura por cliques de H, segue que

O(H) = a(G) + 1 = a(H).

Se nenhum conjunto estável máximo em G contém x, então

a(H) = a(G).

Como D = K, ­ (x) intercepta todos os conjuntos estáveis máximos de G,

a(G ­ D) = a(G) ­ 1.

O(G­ D) = a(G)­ 1= a(H)­ 1.

Assim, nós obtemos uma cobertura por cliques de H com a(H) cliques por se tomar
Du (xr) eas a(H)­1 cliques da cobertura por cliques de G ­ D. Portanto,

a(H) = O(H). =

Lema 2.2.2 Seja G um grafo em que todos subgrafos induzidos satisfazem
(P,), e seja H obtido de G pela substituição de cada x; e V(G) por um conjunto de
vértices X, = (yi, y?... Y e tal que yº é ligado por uma aresta a y se e somente se
x, e x, são adjacentes em G. Se G satisfaz (P,), então H satisfaz (P;).
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Prova: Suponhamos que H não satisfaz (P,), e escolhemos H como tendo o
menor número de vértices possível. Mostraremos que isto levará à uma contradição.

Claramente, max, | X,| = 1, e nós podemos assumir que [X,| = h>2. Seja Y
= UX,. Então,

o(HIY ­ XD) <o(E),

a(H[Y­X,]) < a(ED.
Seja y, e X,. Pela minimalidade de H, o subgrafo H([Y ­ y,])) satisfaz (P,;); portanto

Yl­1=|Y­y|< o(HIY­y, 1) a(HIY­ y,))
< a(H)o(H)<|Y|­1.

Portanto, as igualdades são válidas, e nós podemos escrever:

o(HIY ­ y,D)) = o(H) =p,

a(HIY ­ y,)) = a(H) =,

IY|­1=pq.

H[Y ­ X,]) pode ser obtido de G ­ x, por duplicar alguns vértices como no Lema
2.2.1; portanto

O(HIY ­ X 1) = a(H[Y ­ X|1) <q.

Assim, Y ­ X, pode ser coberto por q cliques de H, denominadas K,, K,,...., K,.
Podemos assumir que as K,são duas a duas disjuntas e que |K,|> |K,| >... >

| K, |. Claramente,

IK;| <o(HD) =p,

[Ki] = |Y|­h=pq­(h­D).
q

i=l

Portanto, | K; |<p para no máximo Ah ­ 1 valores de 1, e, consequentemente,

IK= |K,] = ...= |Kpal =>:
Seja H' o subgrafo de H induzido por K, U Ki... U Kia U 1) O

número de vértices de H' é,

IVEO| = pg ­h+VYD+1<pq+1=|Y|.

Pela minimalidade de H, H' satisfaz (P,); portanto
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pa(H') = o(H)a(H')> |VE)| = p(q­h +1) +11.

Portanto, a(H') > q ­ h + 1. Seja S' um conjunto estável de H' comg­h + 2
vértices. Uma vez que K,, K;,...., Ka nu, (1) é uma cobertura por cliques de H'
em q ­ h + 2 cliques, y, e S'. Portanto, S = S" U X, é um conjunto estável em H, e
q = o(H) > |S| = q + 2 que é uma contradição. =

O Teorema dos Grafos Perfeitos (Lovász [Lo 72b]). Para um grafo G as
seguintes condições são equivalentes:

(BA) x(GIAD =o(GIA)) (para todo À € V(G) )

(B) ao(G[A]))=0O(G[A)) (para todo À < V(G) )

(P) o(GIANDoO(GIA)>|Al  (paratodo Ac V(G)).

Prova: (P,) implica (PR). Mostraremos por indução sobre n que todos grafos
de ordem n que satisfazem (P,) também satisfazem (P,).

Seja G um grafo de ordem n que satisfaz (P,). Pela hipótese de indução, para
A s V(G), A = V(G), o grafo complementar G[A] satisfaz (P,)), portanto G[A]
satisfaz (P,). Seja O(G) = p, e F a família de todos os conjuntos estáveis em G.

Nós mostraremos primeiro que existe em G um conjunto estável S tal que
O(G ­ S) < Oo(G).

Senão, para cada S e F, existe uma clique K; <& V(G) ­ S tal que |K,| =p.
Seja H o grafo obtido do subgrafo de G induzido por UU, K, por se substituir cada
vértice x; por um conjunto X, tal que | X. | = número de K, que contém x,. Temos

IVED| = EX,|= EK.| =p[Fl,
oO(H) < o(G) = p,

= . = NK.<|<|Fi­1.a(H) mer o max 2 [T s| <I|F|

Disto segue que

o(H)a(H) < p(|F|­ 1 <|VED|.

Isto contradiz o Lema 2.2.2. Assim, existe em G um conjunto estável S tal que

O(G­S) < o(G)­1l.

Nós podemos colorir G usando uma primeira cor para os vértices que estão em S, e
x(G ­ S) = O(G ­ S) cores para os outros vértices. Portanto,
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x(G) < 1 + [0(G)­1] = 0(G).

Assim, x(G) = 0o(G), e G satisfaz (P,).

(P)) implica (P;). Seja G um grafo que satisfaz (P,). Para cada À & V(G),
existe uma coloração (A,, Az,...,A,) de G[A] em x(GIA)) = o(GIAJ) cores.
Portanto

q ;

[A] =X" |A,] < go(GIAD) = O(GIADA(GIAD).
i=1!1

Assim, (P;) é satisfeita.

(P,) implica (P,). Seja G um grafo que satisfaz (P;); então seu complementar
G satisfaz (P;), e, consequentemente, (P,). Portanto,

a(GIAI) = O(GIAN)) = x(GIA)I) = O(GIAD).

Assim, (P,) é satisfeita.

(P,) implica (P,). Seja G um grafo que satisfaz (P,). Então, G satisfaz (P), e
(P,). Portanto

O(GIADNA(GIAI) = a(G[ADO(GIA]) > |A|. ­

Corolário 2.2.3 Um grafo G é perfeito se e somente se seu complementar G é
perfeito.

2.3 Algumas Classes de Grafos Perfeitos

Grafos Triangularizados

Uma das primeiras classes de grafos perfeitos a ser reconhecida foi a classe
dos grafos triangularizados. Hajnal e Surányi [HaS 58] mostraram que estes grafos
são a­perfeitos e Berge [Be 60] provou que eles também são x­perfeitos. Estes
resultados, em grande medida, inspiraram a conjectura que as propriedades (P,) e (P,)
eram equivalentes.

Um grafo é dito ser triangularizado se todo ciclo de comprimento estritamente
maior que três possui uma corda.

Lema 2.3.1 Se um grafo G triangularizado é conexo e não é completo, ele
contém um corte que é uma clique.

Prova: Como G não é completo, há pelo menos dois vértices que não são
adjacentes, assim existe pelo menos um corte. Seja A um corte minimal, cuja remoção
cria várias componentes conexas C, CC, C”, .... Todo elemento a de A está ligado
por uma aresta a cada componente conexa porque, senão, À ­ (fa) seria também um

12
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corte, e A não seria um corte minimal. Considere em A dois elementos distintos a, e
a,. Existe uma cadeia

un = [a, Cc, C7,...506,, 5), Cy, Ca,...,0, EC,, Pp Pp

e considere nu como sendo uma cadeia deste tipo de menor comprimento. Existe
também uma cadeia nº

nº = [a,, cf, 05,...,C1, aj), i Cf, C5,...,07 E O,

e considere 1º como sendo uma cadeia deste tipo de menor comprimento. O ciclo

nu +pn'=[a,C,C7,­..,Cp, 42, Cf, C5,...,04, aj]

não possui qualquer uma das seguintes cordas:

fa, c;) com 1<i<p,

(e; c,) com i*/,

fa,, c,;) com 1<i<p, porqueu não seria uma cadeia de menor
comprimento.

ic; ei), porque C e C* são duas componentes conexas disjuntas.

fa,, ci) com 1</j<q,

ter,et) com iz/,

fa, ct com 1< j <q, porque 4º não seria uma cadeia de menor
comprimento.

Como G é triangularizado, o ciclo hu + 4º (cujo comprimento é no mínimo 4) possui
uma corda, e esta corda é necessariamente fa,, a,).

Assim, todo par de vértices a, e a, e A estão ligados por uma aresta, e
portanto A é uma clique. =

Teorema 2.3.2 (Berge [Be 60]). Todo grafo triangularizado é y­perfeito.

Prova: Vamos assumir que o teorema seja válido para todos grafos de ordem
menor que A&n, e mostraremos que ele também é verdadeiro para um grafo G de
ordem n. Se G é completo, o teorema é válido. Se G não é completo, segue do lema
anterior que existe um corte À que é uma clique.

Seja A,, A,,... as componentes conexas do subgrafo G ­ A obtido de G pela
remoção de A. Pela hipótese de indução, temos para todo 1,
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X(GIAU A,D) = O(GIAU A;]) < o(G).

Podemos colorir com &(G) cores os vértices de cada G[A U A,;] separadamente, e
isto dá uma coloração de G em o(G) cores.

Portanto, x(G) = 0o(G) e, pelo Teorema dos Grafos Perfeitos, temos que G é
perfeito.

Grafos Intervalo

Considere uma família de intervalos (A,, A,, ..., A,) sobre uma linha. Seja
G o grafo em que cada vértice a, representa o intervalo A, e dois vértices são
adjacentes se os dois intervalos correspondentes se interceptam; o grafo G é chamado
grafo intervalo.

Teorema 2.3.3 Todo grafo intervalo G é triangularizado.

Prova: Se G é um grafo intervalo e não triangularizado, ele contém um ciclo
sem cordas 1 = [a,, a,, ..., a,, a,] de comprimento k > 3. Seja A, = [a,, B.] o
intervalo da família representado pelo vértice a;. Então, A,, e A,, são dois
intervalos disjuntos (pois o ciclo 1u é sem cordas). Se, digamos, A, está do lado
direito de A,, então B, < B, < Pp; <... < bp, < B,, queé uma contradição.

Portanto, todo grafo grafo intervalo é triangularizado. Conforme temos visto,
os grafos triangularizados são perfeitos, então os grafos intervalos são perfeitos.

O problema de caracterizar um grafo representando uma família de intervalos
foi primeiramente proposto por Hajos [Ha 57] como seguinte:

Numa certa universidade, todo estudante tem que ir à biblioteca uma vez ao
dia; no final do dia nós perguntamos a cada estudante quem ele encontrou na
biblioteca, e construimos um grafo G cujos vértices representam os estudantes, dois
vértices são adjacentes se os dois estudantes correspondentes se encontraram na
biblioteca.

|

Para cada estudante nós temos um intervalo de tempo durante o qual ele esteve
na biblioteca, e G representa o grafo desta família de intervalos.

Hajos apresentou mais tarde um algoritmo para localizar os intervalos.
Caracterizações de grafos intervalo foram dadas por Fulkerson e Gross [FuG 65],
Eswaran [Es 75].

A Figura 5 ilustra um grafo (a) que é um grafo triangularizado e um grafo (b)
que é um grafo intervalo.
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(b)

Figura 5

Grafos de Comparabilidade

Um grafo G é dito de comparabilidade se é possível orientar suas arestas de
modo que o grafo orientado G = (V, E) assim obtido satisfaz:

OD) & ye E, ,De É > (X,2) e É (transitividade)

(D) &,y) EE > (0,0 e E (anti­simetria).

rdTodo subgrafo induzido de um grafo de comparabilidade é obviamente um
grafo de comparabilidade; uma caracterização destes grafos foi dada por P. Gilmore e
A. Hoffman [GiH 79].

Teorema 2.3.4 (Berge [Be 75]). Todo grafo de comparabilidade é x­perfeito.

Prova: Consideremos um grafo G com uma orientação que satisfaz (1) e (ii)
acima. Assim, o grafo G não contém ciclos orientados, e como G é finito, para cada
vértice x, podemos associar um número finito f(x) representando o comprimento da
maior cadeia elementar orientada iniciando em x. Se max, f(x) = k ­ 1, existe uma
cadeia elementar orientada com & vértices. Nenhuma clique tem mais que & vértices,
senão haveria uma cadeia elementar orientada passando por cada vértice de uma tal
clique, e a cadeia elementar de maior comprimento tem apenas k vértices.
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Assim, temos:

O(G) = k.

Por outro lado, consideremos k& cores O, 1, ..., k ­ 1, e façamos com que a cor
SO) seja atribuída ao vértice x. Dois vértices adjacentes x e y não podem possuir a
mesma cor porque se a aresta (x, y) está orientada de x para y, temos f(x) < fO);
portanto, |

x(G) < k.

Como é sempre válida a desigualdade

x2(G) = 0(G) = k,

temos finalmente

x(G) = k = 0(G).

Portanto, pelo Teorema dos Grafos Perfeitos, todo grafo de comparabilidade é
perfeito. =

Grafos Bipartidos

Para um grafo bipartido G, é fácil ver que x(G) = 2. Se nós colorirmos seus
vértices com duas cores, e orientarmos cada aresta da primeira cor para a segunda
cor, as condições (1) e (11) apresentadas anteriormente para grafos de comparabilidade
são trivialmente satisfeitas, assim G é um grafo de comparabilidade.

Porém, nem todo grafo de comparabilidade é bipartido: o grafo (a) da Figura
6 é um grafo de comparabilidade, mas não bipartido. O grafo (b) não é bipartido e
nem de comparabilidade.
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Grafos Quase­paridade

Um grafo G é dito ser quase­paridade se todo conjunto A & V(G) que não é
uma clique contém dois vértices x, y com a seguinte propriedade:

(P) x e y não podem ser ligados por uma cadeia ímpar sem cordas em G[A].

Lema 2.3.5 Seja G um grafo tendo dois. vértices x, y que não podem ser
ligados por uma cadeia ímpar sem cordas. Seja G 'o grafo obtido de G por contração
dex e y . Então O(G) = o(G) e x(G)) = x(G).

Prova: Claramente temos que Oo(G”) > 0&(G) e x(G)) = x(G).

Suponhamos que &O(G') > o(G). Então existe em G uma clique K de
cardinalidade &(G) tal que NG) UNÇO) SK mas Kg NçO&O) e Ke NO).
Seja

aeK, ae NO) e beK,be NO).

Então [x, a, b, y]) é uma cadeia ímpar sem cordas entre x e y, uma conradição.

Por outro lado, como não há cadeia ímpar sem cordas entre xe 7y, existe
uma coloração de G com x(G) cores em que x eytema mesma cor. De fato,
dada uma coloração com x(G) cores, onde x ey têm cores diferentes, consideremos
o subgrafo H induzido pelos vértices que têm a mesma cordex ou a mesma
de y.

Como não existe cadeia ímpar sem cordas ligando x ay no grafo H,
temos que os vértices x ey não podem estar na mesma componente conexa de
H. Basta então trocar as duas cores na componente conexa de H que contém x
para obtermos uma coloração de G com x(G) cores em que x e y têm a mesma
cor.

Agora, dada uma coloração de G em que x e y têm a mesma cor, podemos
obter uma coloração de G* com o mesmo número de cores ao preservar a mesma cor
quando eles forem identificados e atribuir aos outros vértices a mesma cor que na
coloração de G. E

Lema 2.3.6 Seja G é um grafo minimalmente imperfeito. Então todo par de
vértices x, y pode ser ligado por uma cadeia ímpar sem cordas.

Prova: Seja G um grafo minimalmente imperfeito; pelo Teorema dos Grafos
Perfeitos temos

O(G[ADA(GIA])) = À (Ac V(G),, A *= V(G),

(1) O(G)A(G) = |V(G)|­1.

Seja x, y um par de vértices com nenhuma cadeia ímpar sem cordas entre eles,
e G' o grafo obtido de G como no lema 2.3.5. Temos
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x(G) = x(G) = 0(G) + 1= o(G) + 1.

Portanto, G'* não é perfeito.

Todo subgrafo próprio induzido G'[A] de G' satisfaz

x(G'[A])) = x(GIB)) = o(G[B)) = o(G'[A)).

Portanto, G* é um grafo minimalmente imperfeito, e

2 O(G)A(G) = |V(G)| ­1=|V(G)|­2.

Por subtração, (1) e (2) segue que

O(G)[a(G) ­ a(G)] = 1.

Portanto O(G) = 1. Isto significa que G é um grafo trivial (o qual é claramente um
grafo perfeito): uma contradição. =

Os vértices x, y de um grafo G formam uma dupla par quando não existe uma
cadeia elementar ímpar sem cordas ligando x a y .

O lema anterior ficou conhecido como o Lema da Dupla Par porque ele
pode ser enuciado como: Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém uma dupla
par.

Teorema 2.3.7 (Meyniel [Me 87]). Todo grafo quase­paridade é perfeito.

Prova: Seja G um grafo quase­paridade e suponhamos que G não seja um
grafo perfeito. Então, G tem um grafo minimalmente imperfeito G[A] como subgrafo
induzido.

Como G[A] não é uma clique, existe dois vértices x, y que não podem ser
ligados por uma cadeia ímpar sem cordas. Isto contradiz o Lema 2.3.6. =

Figura 7: Um grafo quase­paridade.
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Figura 8: Um grafo perfeito que não é quase­paridade.

Grafos Unimodulares

Dado um grafo G com os vértices Xx,, X,,....,x,, seja Ki, K,,...,K, suasnº m

cliques maximais. Uma matriz M = (mi), com n colunas e m linhas, é denominada
matriz de incidência das cliques de G se

Mm;| À sex, EK,1 sex; eK,.

Um grafo G é dito ser unimodular se a matriz de incidência­clique M é
totalmente unimodular (isto é, se toda submatriz quadrada de M tem determinante
igual a O, +1, ­1).

Obviamente, se o grafo G é unimodular, um subgrafo de G tem uma matriz de
incidência das cliques que é uma submatriz de M; portanto este subgrafo é também
unimodular.

Teorema 2.3.8 (Berge[Be 751). Todo grafo unimodular é a­perfeito.

Prova: Precisamos provar que a(G) = 0(G).

Nós definiremos um conjunto estável S por um vetor

A = (A), Az...) Cp),

com a;,= 1 sex,eS,a,=0 se x;e S. Um conjunto estável máximo é dado por
uma programação linear inteira:

(1)az2O,

2)Jas1l=(1,1,..,l),

(3) Ma <1,

. e n(4) maximize DEa.
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A condição (2) pode ser apagada, porque ela está contida em (3). O programa linear
inteiro dual é:

(1) ASA, hash O,

(2) MA 21,

3) minimize DDÀ;

Nós podemos também adicionar

(4) 1 <I,

porque (2º) e (3º) implicam (4º).

Nós estamos tentando encontrar uma família minimal de cliques que cobrem
todos os vértices.

Como a matriz M é totalmente unimodular, pelo teorema da dualidade de
programação linear e o fato que unimodularidade implica a existência de soluções
inteiras para o par de programas linear duais em questão, temos:

a(G) = max DO, = minYX, = 0(G).
j=l i=l

Portanto, pelo Teorema dos Grafos Perfeitos temos que G é um grafo
perfeito.

szO conceito de grafo unimodular é independente do conceito de grafo
triangularizado, ou do conceito de grafo de comparabilidade.

Para ilustrar isto, o grafo da Figura 9 é triangularizado mas não é um grafo
unimodular.

O grafo da Figura 10 é um grafo unimodular mas não é de comparabilidade e
nem triangularizado.
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Figura 10

Grafos Fortemente Perfeitos

Seja G um grafo e K a família de todas as cliques maximais. Um conjunto S tal
que

ISNK|=1 (KeK)

é chamado um conjunto estável transversal de G.

Se G e todos seus subgrafos induzidos tem um conjunto estável transversal,
dizemos que G é fortemente perfeito. Claramente, todo grafo bipartido é fortemente
perfeito.

Teorema 2.3.9 Seja G um grafo não tendo nenhum subgrafo induzido
P, (cadeia elementar sobre quatro vértices sem cordas). Então todo conjunto estável
maximal intercepta todas as cliques maximais. Consequentemente, G é fortemente
perfeito.

Para provarmos este teorema precisamos do seguinte lema de Seinsche [Se 74]:

Lema de Seinsche. As seguintes duas condições são equivalentes:

() G não tem nenhum subgrafo P,.

(ii) para todo A < V(G) , o subgfrafo GA] ou seu complementar G [A] não
São conexos.

Prova do Lema: Se G tem um subgrafo induzido P,, então o conjunto À dos
quatro vértices num P, é tal que G[A] e G[A] são conexos, portanto (11) é não é
verdadeira.

Por outro lado, se (11) é falsa, seja À um conjunto de vértices com
cardinalidade mínima tal que ambos G[A] e G [A] são conexos. Consideremos a um
vértice de A tal que G[A] ­ fa) contém duas componentes conexas, digamos C e C';
um tal vértice existe pela minimalidade de A.
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Como G|[A] é conexo, existe um vértice b em A tal que ta, b) «é A(G); nós
podemos assumir que b e C. Então, por uma escolha apropriada de vértices b, c, C,
nós podemos ter

ceC, ceC,

fa, b), fb, 0), (fo, c) é A(G),

fa, e, fa, c), fb, e) e A(Q).
Para B = fa, c, c', b), temos que G[B] é isomorfo a P,, o que contradiz (ii).

Prova do Teorema 2.3.9 Vamos assumir que todo grafo de ordem menor que
n com nenhum P, induzido tenha a seguinte propriedade: “todo conjunto estável
maximal intercepta toda clique maximal”. Nós mostraremos que um grafo G de
ordem n satisfaz esta propriedade.

Pelo lema anterior, G ou G não são conexos; podemos assumir que G não é
conexo e tem duas componentes G, e G,. Pela hipótese de indução, uma clique
maximal K, de G,, um conjunto estável maximal S, de G,, uma clique maximal K,
de G, e um conjunto estável maximal S, de G, satisfaz

SNK, =O, S3nNnK,=O.

Portanto, todo conjunto estável maximal de G, que é do tipo S= S, US,
intercepta toda clique maximal de G, que é do tipo Kyou K,. =

Teorema de Berge e Duchet [BeD 84]. Todo grafo fortemente perfeito é
perfeito.

Prova: Como os subgrafos induzidos de um grafo fortemente perfeito são
fortemente perfeitos, é suficiente mostrar que um grafo fortemente perfeito G tem
x(G) = 0(G).

Vamos assumir que O(G) = & , e que o teorema é verdadeiro para todos grafos
G' com O(G') < &; seja S um conjunto estável de G que intercepta todas as cliques
maximais. Então

k­1 = o(G­S) = x(G­S) (pela hipótese de indução).
Portanto

x(G) < (k­ 1) +1 = À = 0(G) S x(G).

Assim, x(G) = 0(G).
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2.4 Grafos Minimalmente Imperfeitos e Particionáveis

Nesta seção descreveremos os grafos minimalmente imperfeitos e os grafos
particionáveis. Antes de apresentarmos algumas propriedades e caracterizações
relativas a estes grafos, precisamos de introduzir algumas definições que serão
utilizadas. :

Definições

Seja G um grafo e P um P, consistindo das arestas fa, b), (b, ck, (fc, dy.
Dizemos que a e b são os vértices­externos de P e que be c são os vértices­internos
de P.

Generalizando, um vértice v é dito ser vértice­externo (respectivamente
vértice­interno) de um P, se existir em G um subgrafo induzido P, de G que tem v
como vértice­externo (respectivamamente vértice­interno).

Um grafo G é dito ser inquebrável se nem G e nem seu complementar G tem
um corte estrela.

Os vértices x, y de um grafo G são uma dupla ímpar se toda cadeia elementar
ligando x a y e contendo um número par de arestas tem uma corda distinta da aresta
x, X).

Um subconjunto H dos vértices de um grafo G é um conjunto homogêneo se
satisfaz

() N)INH=H ou NçO)NH=O, paratodoxe G­H.

() |H|>2e |V(G­H)|>2.

Sejam G e G* dois grafos cujos conjuntos de vértices são disjuntos e x um
vértice de G. A substituição de x por G' é definida por se remover x de G e ligar por
uma aresta todo vértice de G' a cada vértice de G que era adjacente ao vértice x.

G: G': G”:

Figura 11: O grafo G”* obtido por substituição do vértice x de G por G”.
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Dois vértices x e y de um grafo G são gémeos se todo vértice de G distinto de
xey oué adjacenteaxeay ou não é adjacente nem a x e nem a y. Por analogia, x e
y são anti­gêmeos se todo vértice de G distinto de x e y é adjacente a precisamente um
deles.

Grafos Minimalmente Imperfeitos

Um grafo G é dito ser minimalmente imperfeito ou p­crítico se G não é
perfeito mas todo subgrafo induzido próprio de G é um grafo perfeito. Um grafo
minimalmente imperfeito, em particular, satisfaz as igualdades

O(G­ x)= O(G­ x) e O(G­ x) = x(G­x)

para todo vértice x de V(G).

A Conjectura Forte dos Grafos Perfeitos pode ser enunciada como seguinte:

os únicos grafos minimalmente imperfeitos que existem são C,,.., & Cox, (para
k > 2). Por esta razão tem­se procurado produzir propriedades de grafos
minimalmente imperfeitos. NÓs apresentaremos algumas delas.

Teorema 2.4.1 (Lovász [Lo 72b]). Se G é um grafo minimalmente imperfeito
de ordem n, então

n = a(G) o(G) + 1,

e para todo vértice x de G,

a(G) = O(G ­ x) e O(G) = x(G ­ x).

Prova: Pelo Teorema do Grafo Perfeito, como G é minimalmente imperfeito
temos quen > a(G) O(G) en­1< a(G ­x)O0(G­x) para todo vértice x. Assim,

n­1<€ a(G­x»)O(G­x) < a(G) O(G) < n.

Portanto, n­ 1 = a(G ­ x) O(G ­ x), a(G) = a(G ­ x) = O(G­x), e

O(G) = O(G ­ x) = x(G ­ x). =

O Lema do Corte Estrela (Chvátal [Ch 85]). Nenhum grafo minimalmente
imperfeito tem um corte estrela.

Prova: Claramente, se G é minimalmente imperfeito então

todo subgrafo de G propriamente induzido é &(G) ­ colorível

O(G ­ S) = O(G) para todo conjunto estável S em G.
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Provaremos que nenhum grafo G que satisfaz (1) e (ID) tem um corte estrela.
Para tanto, consideremos um grafo arbitrário G tal que G satisfaz (1) e que tem um
corte estrela; precisamos apenas provar que G não satisfaz (II).

Seja A um corte estrela de G. Como G ­ À é desconexo, seu conjunto de
vértices é particionado em V, e V, tais que

nenhum vértice em V, é adjacente a um vértice em V,. (ID

Seja G, (í = 1, 2) o subgrafo de G induzido por V, u A; de (D) há uma coloração ff;
de G, em &(G) cores. Como A é um corte estrela, algum vértice w em A é adjacente
a todos os demais vértices de A; façamos ve S, seveG, e f£()) = f.(W), isto é, v
e w possuem a mesma cor. Trivialmente, temos que todo S, é um conjunto estável, e
S,; 1 A = (wi; agora (III) implica que a união S de S, e S, é um conjunto estável.

Finalmente, seja K uma clique qualquer em G ­ A. Novamente por (III), K
está completamente contida em G,­ S, ou em G,­ S,. Como cada um destes grafos é
colorido com 6w(G) ­ 1 cores, temos que |[K|< w(G) ­ 1. =

Pelo Teorema dos Grafos Perfeito, o grafo complementar de todo grafo
minimalmente imperfeito é minimalmente imperfeito. Portanto, temos o seguinte
teorema:

Teorema 2.4.2 Todo grafo minimalmente imperfeito é inquebrável.

Teorema 2.4.3 (Preissmann [Pr 90)). Em um grafo inquebrável, todos os
vértices são ambos vértices­externos e vértices­internos de um P,.

Prova: Suponha que o teorema não seja verdadeiro.

Caso I. Existe um vértice x de um grafo inquebrável G que não é um
vértice­externo de um P, em G,

(N' se |Ní(&WO| < 1. Então N;(&) é um corte estrela de G.

AD se |Nç&) | > 2.

Como G é inquebrável temos que G[ N, (x)] é conexo. Seja (z, 1) uma aresta
de G[ Ny (x)]. Vamos assumir que temos um vértice y em N, (x) que é adjancente a z.
Para evitar um P, induzido por (x, y, z, 1) tendo x como um extremo devemos ter
uma aresta (y, 1) em G. Mas então podemos particionar N. (x) em dois conjuntos

N, = D;ye NçM eD,2) É A(GQ) Vz e NO)

N, = D;ye NçW&) e 0,2) e A(GQ)Vz e Nç(%)).
Como G é inquebrável, N, x O.
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Mas, agora, seja z um elemento de N, (x); é claro que z U N, é um corte
estrela de G. Tanto (D) como (II) leva a uma contradição de que G é inquebrável.
Assim, o Caso 1 não pode ocorrer.

Caso 2. Existe um vértice x de um grafo inquebrável G que não é um
vértice­interno de um P, em G. Assim, x não é um vértice­externo de um P, em G.
Mas G é inquebrável e pelo Caso 1 nós sabemos que o Caso 2 não pode ocorrer.
—

Corolário 2.4.4 Todo Grafo minimalmente imperfeito é tal que todos seus
vértices são vértices­externos e vértices­internos de um P,.

Teorema de Meyniel e Olariu [MeO 89]. As seguintes afirmações são
equivalentes:

|

() Um grafo minimalmente imperfeito contém uma aresta deficiente se e
somente se ele é um ciclo ínpar sem cordas de comprimento pelo menos 5.

(il) Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém uma dupla ímpar.

Prova: Para provar a implicação (1) >> (1), consideremos um grafo
minimalmente imperfeito G. Somente precisamos mostrar que G não contém uma
dupla ímpar. Isto é trivialmente verdadeiro se 0(G) = 2.

Agora, consideremos 0(G) > 3. Seja x, y vértices arbitrários em G. Basta
provarmos que x e y não são uma dupla ímpar. Se x e y tem um vértice adjacente em
comum então, claramente, x e y não é uma dupla ímpar. Nós podemos assumir,
portanto, que x e y não tem nenhum vértice adjacente em comum.

Se x e y são adjacentes, então a aresta fx, y) é deficiente e, por (1), O(G) = 2,
uma contradição.

Assim, podemos assumir que x e y não são adjacentes. Seja G' o grafo obtido
de G por se adicionar a aresta fx, y). Por suposição, O(G) = o(G'). Podemos
observar que G* é imperfeito, porque senão qualquer coloração de G* usando w(G)
cores é também uma coloração de G, uma contradição.

Seja G'[H] um subgrafo induzido por H minimalmente imperfeito de G', e
G[H] o subgrafo de G induzido por H. Observamos que x e y pertencem a H. (Isto é
verdadeiro se G[H] = G; se G[H] é um subgrafo induzido próprio de G, então como
G[H] é perfeito e G'[H] é minimalmente imperfeito, devemos ter x, y € H.)

Se o(G'[H]) > 3, então como a aresta fx, y) é deficiente contrariamos (1).

Portanto, Oo(G'[H]) = 2. Segue que G'[H] é um ciclo impar sem cordas de
comprimento pelo menos 5, e assim H induz uma cadeia elementar sem cordas com
um número par de arestas em G. Portanto, x e y não são uma dupla ímpar.
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Para provar a implicação (11) > (1), seja G um grafo minimalmente imperfeito
que é um contra­exemplo de nossa afirmação: G contém uma aresta deficiente (x, y) e
o(G) > 3.

Como (ii) é assumido como verdadeiro, existe uma cadeia elementar sem
cordas

'

X=Wos Wa +++ Wo =)

ligando x a y, contendo um número par de arestas, cuja única corda é a aresta (x, y).

Porém, como (x, y) é uma aresta deficiente, (Wo, Wi, ..., W,2,) induz um
ciclo ímpar sem cordas de comprimento pelo menos 5, contrariando a minimalidade
de G. =

Além do Teorema dos Grafos Perfeitos, Lovász provou em [Lo 72a] que a
substituição preserva a perfeição:

Teorema 2.4.5 Se um vértice de um grafo perfeito é substituído por um grafo
perfeito então o grafo resultante é perfeito.

Prova: Podemos assumir que apenas um vértice de um grafo perfeito G é
substituído por um grafo perfeito G'. Seja G” o grafo resultante. E suficiente provar
que

(6) = 0(G),

pois para os subgrafos induzidos de G”', que tem a mesma construção de grafos
perfeitos, isto segue similarmente.

Faremos indução sobre k = O(G”). Para kK = 1, o teorema é trivialmente
verdadeiro.

Vamos assumir que & > 1. É suficiente encontrarmos um conjunto estável S
de G”* que intercepta todas as K­cliques, pois então colorimos estes vértices com uma
mesma cor e os demais com & ­ 1 outras cores (isto pode ser feito pela hipótese de
indução) e assim obtemos uma & ­ coloração de G”.

Seja c= oO(G) e c'=0(G). Denotemos por r a cardinalidade de uma
clique máxima de G que contém x. Então, claramente,

k = maxfce, c + r­1.

Consideremos uma c­coloração de G e seja B o conjunto de vértices tendo a
mesma cor que x e S um conjunto estável de vértices que intercepta todas as c'­cliques
de G'. Então, T= S U (B­ (x)) é um conjunto estável em G” e T intercepta todas as
k ­ cliques de G”'. De fato, se K é uma K­clique de G”' e ela intercepta G'então, ela
contém uma c*­clique de G' e assim um vértice de S. Por outro Lado, se K não.
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intercepta G', então K deve ser uma c­clique de G, e assim K contém um vértice de
B­ (x). ­—­

Este teorema pode ser reformulado de modo a relacionar conjuntos
homogêneos com grafos minimalmente imperfeitos:

Corolário 2.4.6 (Figueiredo[Fi 901) Nenhum grafo minimalmente imperfeito
contém um conjunto homogêneo.

Prova: Suponhamos por absurdo que um grafo G seja um grafo minimalmente
imperfeito que contém um conjunto homogêneo H.

Seja x um vértice de Ge H'= H ­ (x).

Pela definição de grafos minimalmente imperfeitos, os subgrafos induzidos
próprios G[H] e G ­ H' são perfeitos.

Como G é obtido de G ­ H* por substituição de x por G[H] o teorema 2.4.5
implica que G é perfeito, uma contradição. =

Teorema de Olariu [Ol 88]. Nenhum grafo minimalmente imperfeito contém
anti­gêmeos.

Prova: Vamos assumir que a afirmação seja falsa: algum grafo G
minimalmente imperfeito contém anti­gêmeos u e v. Denotemos por A o conjunto de
todos os vértices adjacentes a &u exceto v , e por B o conjunto de todos vértices
adjacentes a y exceto u.

Seja a = a(G) e & = o(G). Afirmamos que

B contém uma clique K de cardinalidade & ­1 que não se estende em uma
clique de cardinalidade & em A w& B. (1)

Para justificar esta afirmação, colorimos G ­ v com & cores e seja S a cor da classe
que inclui u. Como G ­ S não pode ser colorido com 6& ­ 1 cores, ele contém uma
clique de cardinalidade à; como G ­ S ­ v. pode ser colorido com mw ­ 1 cores,
devemos ter que v e K. Portanto, K­v é uma clique em B de cardinalidade & ­ 1.
Se um vértice x estende K em uma clique de cardinalidade 6& então x é A (pois
AnS=M0OeG­S­v pode ser colorido por & ­ 1 cores) e x « B ( pois senão, x
estenderia K e, uma clique de cardinalidade & + 1). Assim (1) está justificado.

O Teorema dos Grafos Perfeitos garante que o complementar de G é
minimalmente imperfeito; portanto (1) implica que

A contém um conjunto estável de cardinalidade a ­ 1 que não se estende em
um conjunto estável de cardinalidade « em A U B. Q)

Agora, seja K uma clique como definida em (1) e seja S um conjunto estável
como definido em (2); seja x um vértice em K que tem o menor número de vértices
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adjacentes em S. Por (2), x tem um adjacente z em S; por (1), z não é adjacente a
algum y de K. Como y tem pelo menos o mesmo número que x de adjacentes em S,
ele dever ter um adjacente w em S o qual não é adjacente a x. Agora u, 2, x, yY, W
induzem em G um ciclo ímpar sem cordas.

Como este ciclo é imperfeito, G não é minimalmente imperfeito, uma
contradição. =

Grafos Particionáveis

Seja a, & >2 inteiros quaisquer. Um grafo G de ordem n é dito ser um grafo
(a,w&)­particionável se n = am + 1 e para todo vértice x de G

a = O(G­x), wo= 1(G­x).

Mostramos no teorema 2.4.1 que todo grafo minimalmente imperfeito é
(a,&W)­particionável com «a = a(G) e à = o(G).

Observação 2.4.77 Após a remoção de qualquer vértice x de um grafo G
(a,w&)­particionável, o grafo resultante G ­ x tem am vértices, Y(G­ x) = o e
O(G ­ x) = a. Assim uma o­coloração de G ­ x particionará os vértices em o
conjuntos estáveis, um dos quais deve ter cardinalidade pelo menos a. Similarmente,
uma cobertura mínima por cliques de G ­ x será particionará os vértices em a cliques,
uma das quais deve possuir cardinalidade pelo menos o.

Teorema 2.4.8 (Golumbic [Go 80]). Se Gé um grafo (a,&)­particionável,
então a = a(G) e o= o(G).

Prova: Seja G um grafo (x,0w)­particionável. Pela observação 2.4.7, a < a(G)
e & <€ O(G). Por outro lado, consideremos um conjuto estável máximo S de G e seja y
e V(G)­S. Então S é também um conjunto estável máximo de G ­ y, assim

a(G) = |S| = a(G­y) < OG ­y)=a.

Assim, oa(G) < a. Similarmente, O(G) < à. Portanto, a= a(G) e o= o(G). E

O teorema 2.4.8 mostra que os inteiros a, wo são únicos. Portanto, pode­se
usar simplesmente o termo grafo particionável e assumir que a= a(G) e on= 0(G).

A classe de grafos minimalmente imperfeitos está propriamente contida na
classe de grafos praticionáveis que, por sua vez, está propriamente contida na classe
de grafos imperfeitos.

Lema 2.4.9 Se Gé um grafo particionável! de ordem n, então as
seguintes condições são satisfeitas:

() G contém um conjunto de n cliques máximas K,, K,,...,K, que cobrem
cada vértice de G exatamente O(G) vezes;
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(1) G contém um conjunto de n conjuntos estáveis máximos S,, S.....,S, que
cobrem cada vértice de G a(G) vezes; e

(ii) K; º Sy = O se e somente sei = |.

Prova: Consideremos uma clique máxima K de G e, para cada x e K, vamos
escolher uma cobertura mínima por cliques x , de G ­ x. Pela observação 2.4.6,
todos os membros de x , devem ser cliques de cardinalidade cw. Seja A uma matriz
quadrada n x n cuja primeira linha é o vetor característico de K e as subsequentes são
os vetores característicos de cada uma das cliques em x, para todo x de K.
(Observamos que o número de linhas é 1 +ao.)

x

Todo vértice y É K é coberto uma vez por x , para todo x de K. Cada vértice
z Ee K é coberto uma vez por K e uma vez por x , para todo z *x e K. Portanto,
todo vetor é coberto mw vezes. Para cada linha a, de A seja K,.a clique cujo vetor
característico é a,. Podemos expressar (i) pela equação matricial 1A = &1l, onde 1
representa o vetor contendo todos os elementos iguais a 1. A condição (1) será
satisfeita se mostrarmos que as K, são distintas.

Para cada 1, tomemos um vértice v e K, e seja uma cobertura mínima por
conjuntos estáveis (coloração) de G ­ v. Pela observação 2.4.7 deve haver algum
conjunto estável S;e tal que K;, 7 S,= O. Seja b,o vetor característico de S,, e
seja B a matriz n x n tendo linhas b, para é = 1,..., n. Como 1bj = a, temos

1AB' = o1B'= 00l = (n­ 1)1.

Mas a, bj = O, assim AB" = J­1, onde J é a matriz contendo todos os elementos
igual a 1 e IT é a matriz identidade. Isto prova (il).

Finalmente, tanto A como B são matrizes não singulares pois J ­ I é não
singular. Assim, as K, são distintas e os S, são distintos. Além disso,

1B = IBA'(A')' = 10 ­D(A')' = (n0­ D1(ATY'

= [(n­1)/0]] = ol,

que prova (ii). ­

O próximo resultado mostra que todas as cliques e conjuntos estáveis máximos
de G estão entre as do Lema 2.4.9.

Lema 2.4.10 Um grafo particionável G contém exatamente n cliques máximas
e n conjuntos estáveis máximos.



Prova: Seja A e B as matrizes cujas linhas são vetores característicos das
cliques máximas e dos conjuntos estáveis máximos, respectivamente, satisfazendo
AB' =53J­Icomo definidas no Lema 2.4.9.

Suponhamos que c seja um vetor característico de alguma clique máxima de G.
Mostraremos que c é uma linha de A.

Observamos primeiramente que A" =6"' J­B' já que

A(w"' J­ B!) = Q7AJ­AB'=3J­AB'=L

A solução p para a equação pA = c deverá satisfazer

p=cA' = 'dS­cB'= 0'(o1D)­cB'=1­cB".

Portanto, p é um (0,1)­vetor. Também,

p= 1­cB)MT =n­acl=n­aw =.

Assim, p é um vetor unitário. Isto implica que p é uma linha de A.

Similarmente, todo vetor característico de um conjunto estável máximo é uma
linha de B. =

Teorema 2.4.11 (Golumbic [Go 80]). Seja G um grafo de ordem n,e
a= o(G) e o= 0o(G). Então G é particionável se e somente se as seguintes
condições são satisfeitas:

DD) n=ao+1;

(1) G tem exatamente n cliques máximas e n conjuntos estáveis máximos;

(1) todo vértice de G está contido em exatamente & cliques máximas e em
exatamente o. conjuntos estáveis máximos;

(iv) cada uma das cliques máximas intercepta todos conjuntos estáveis
máximos exceto um deles, e cada conjunto estável máximo intercepta todas cliques
máximas exceto uma delas.

Prova: (=) Esta implicação segue dos Lemas 2.4.9 e 2.4.10.

(=) Utilizando a notação definida antriormente, as condições (ii)­(iv)
implicam que

AJ=JA=ol, BJ=J3IB=cl,
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onde À e B são matrizes quadradas n x n cujas linhas são vetores característicos das
cliques máximas e conjuntos estáveis máximos, respectivamente. Seja x; um vértice
de G e hi sua correspondente coluna em A. Como

A'"B=B'"BA'B=B'U­DB=B'(0J­B)

= aa' J­I=3J­l,

obtemos hiB = 1 ­ e,, onde e, é o i­ésimo vetor unitário. Assim, h; designa &
linhas de B (isto é conjuntos estáveis) que cobrem G ­ x,. Assim, x(G ­ x.) < o. Por
argumento similar, 0( G ­ x;) € a para todo x... Mas como n ­ 1 = ao, temos que
xX(G­ x) = eO(G­x,)=a, Portanto, G é particionável. =

Corolário 2.4.12 (Padberg [Pa 74)) Se G é um grafo minimalmente
imperfeito, as condições (1)­(iv) do Teorema 2.4.11 são satisfeitas.

Teorema 2.4.13 (Bland, Huang e Trotter [BHT 79]). Seja G um grafo
particionável, a(G) = a e Oo(G) = à. Denotemos por S&S, os conjuntos estáveis de
cardinalidade o com vetores característicos b, e denotemos por B a matriz nx n
cuja i­ésima linha é b,, i= 1, ..., n. O subgrafo induzido de G pela diferença
simétrica de quaisquer dois conjuntos estáveis de cardinalidade o. é conexo.

Prova: Suponhamos que S;, e S,,ixz/, são dois conjuntos estáveis máximos;
seja b, e b, os vetores característicos associados. Seja

S, US, = S;­S, com SN S,=D

S,US,=S­S com S,NnS,=O,j

onde S, U S, é uma componente do subgrafo induzido por (S;­ S,) U (S;­ S,).
Assim, S, U S, e S, U S, são conjuntos estáveis, e consequentemente

S=S, US, U(SNS) e S'=S,uUS,Uu(SNS,)

são conjuntos estáveis de cardinalidade a. Seja b' e b”* os vetores característicos de
S' e S”, respectivamente. Agora, b” + b”” = b;, + b,, assim estes quatro vetores
são linearmente dependentes. Portanto, pela independência linear dos n vetores
característicos dos conjuntos estáveis de cardinalidade a, devemos ter b= b' e
b,=b" oub,=b'eb,=b”.
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Portanto, o subgrafo induzido de G por (S;­ S,) U (S;­ S,) é conexo. =

Teorema de Reed [Re 87]. Nenhum grafo particionável contém uma dupla
par.

Prova: Seja x e y vértices de um grafo particionável G. Como G é
particionável, x está contido em um conjunto estável S, de cardinalidade a em G ­ y
e também y está contido em um conjunto estável S, de cardinalidade o em
G­x. ;

Dos teoremas 2.4.8 e 2.4.13, existe em (S,­S,) U (S,­S,) uma cadeia
elementar sem cordas ligando x a y. Como (S,­S,) uu (S,­S,) é bipartido, esta
cadeia tem um número ímpar de arestas. Portanto, x e y não são uma dupla
par. =

Os únicos grafos minimalmente imperfeitos conhecidos até o momento são os
ciclos sem cordas de comprimento ímpar e seus complementares.

O Grafo G da Figura 12 ilustra as condições do Teorema 2.4.11.

G:

n=5s, o(G) = 2, O(G) = 2

K,=11,2), K = 23), K,y=3 4, K =(45), K,=5,1

Ss =(3,5), Sã =1,4, S=025), Sã =0,3), Si =0,4

41) e K, K,, SS, 2) e KKK,Si, Ss;

Bl eKh, Ki, SS, (4) e Ki, Ka, 51, Ss;

15) EK, K5, SS;

Figura 12
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2.5 A conjectura Forte dos Grafos Perfeitos

O ciclo ímpar C,,,, sobre 2k+1 vértices (para k& > 2) não é um grafo perfeito
pois a(C,,,) = & e O(C,.,) = k+1 (ou, alternativamente, por O(C,,..,) = 2 e
X(Ciu1) = 3). Porém, todo subgrafo propriamente induzido de C,,,, é perfeito.
Assim, C,,.., é um grafo minimalmente imperfeito e pelo Teorema dos Grafos

Perfeitos seu complementar T2x., é também um grafo minimalmente imperfeito.

A Figura 13 ilustra o ciclo minimalmente imperfeito C, e seu complementar
C,.

Figura 13

Durante o segundo encontro internacional sobre teoria dos Grafos , realizado
em Março de 1960 em Halle an der Saale, Claude Berge levantou a questão se existe
ou não outros grafos minimalmente imperfeitos além dos ciclos ímpares e sem cordas
e seus complementares. Ele conjecturou que não existe, e isto tornou­se conhecido
como a conjectura forte dos grafos perfeitos (CFGP); embora a palavra “conjectura”
foi aparecer pela primeira vez em Berge[Be 62].

A conjectura forte dos grafos perfeitos pode ser enunciada por várias formas
equivalentes:

CFGP­1: Um grafo é perfeito se e somente se ele não contém nenhum

subgrafo induzido isomorfo ao C,,,., ou ao Taxu (para k>22).

CFGP­2: Um grafo G é perfeito se e somente se em G e G todo ciclo ímpar
de comprimento > 5 tem uma corda.

CFGP­3: Os únicos grafos minimalmente imperfeitos que existem são C,,,,

E Coxu (para k>2).
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O grafo C,,,, e seu complementar C,,,, são comumente referidos como hole
ímpar e anti­hole, respectivamente.

Seja G um grafo minimalmente imperfeito de ordem n,e a = a(G) e
O(G) =w. Então as seguintes condições são satisfeitas por G.

Condição de Lovász ([Lo 72b])
H

n=ao+1

Condições de Padberg ([Go 801)

Todo vértice está em exatamente & cliques máximas (de cardinalidade
oO).

Todo vértice está em exatamente a conjuntos estáveis “máximos (de
cardinalidade a).

G tem exatamente n cliques máximas K,, K,,...,K, (de cardinalidade
O).

G tem exatamente nm conjuntos estáveis máximos S,, S,.,....,S, (de
cardinalidade a).

n

Claramente, qualquer grafo minimalmente imperfeito deve ser conexo. Mas
C,, o ciclo sobre n vértices, é o único grafo conexo de ordem n para o qual à = 2
e tendo exatamente n arestas tal que cada vértice é extremo de duas destas
arestas.

Assim, pelas condições de Padberg nós obtemos uma outra forma equivalente
da conjectura forte dos grafos perfeitos:

CFGP­4: Não existe nenhum grafo minimalmente imperfeito coma > 2 e O
> 2.

Conforme apresentado na seção 2.4, os grafos particionáveis de ordem n
satisfazem as condições de Lovász e Padberg. O grafo da Figura 14 é particionável
mas não é minimalmente imperfeito.

Por esta razão, as condições de Lovász e Padberg sozinhas não são suficientes
para provar a conjectura forte dos grafos perfeitos.
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Figura 14: Um grafo que satisfaz as condições de Lovász e Padberg mas que
não é minimalmente imperfeito. Este exemplo foi descoberto por Huang [Hu 76].

Um grafo G é dito ser Berge se nem G e nem seu complementar G contém
um hole Ímpar.

Observamos “que cada grafo perfeito é também um grafo Berge e
Berge = perfeito se e somente se a CFGP é verdadeira.

De um teorema de Kônig [Kô 16] sobre grafos bipartidos pode­se derivar
facilmente o seguinte lema:

Lema 2.5.1 Nenhum grafo minimalmente imperfeito é grafo de linha de um
grafo bipartido.

Este lema que citamos juntamente com o Lema da Dupla Par e o Lema do
Corte Estrela motivaram Reed em 1986 a propor a seguinte conjectura:

Conjectura de Reed [Re 86]. Todo grafo Berge G satisfaz pelo menos uma
das seguintes condições:

OQ GouG contém um corte estrela.

(ID) G ou G contém uma dupla par.

(ID) G ou G é o grafo de linha de um grafo bipartido.

A Conjectura de Reed implicaria a CFGP, isto é, sua validade de fato provaria
que todo grafo Berge é perfeito.

|

Porém, Hougardy [Ho 93] apresentou o grafo da Figura 15 como um contra­
exemplo para a conjectura de Reed.
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Figura 15

Se nós nos restringirmos à algumas classes especiais de grafos e considerarmos
condições adicionais, então, a CFGP se mostra verdadeira. Algumas destas classes
são os grafos Planares [Tu 73], os grafos 3­Cromáticos [Tu 77], os grafos sem
Touros [ChS 87]. Para outras classes de grafos para a quais se tem provado que a
CFGP é verdadeira, bem como para comentários sobre esta conjectura, citamos
[Br 93].

A conjectura forte dos grafos perfeitos ainda está em aberto e tem se
constituído durante décadas um formidável desafio para a pesquisa.
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Capítulo 3

Condições Suficientes para um Grafo ser
Perfeito

3.1 Preliminares

Encontrar condições suficientes para perfeição significa encontrar classes de
grafos perfeitos, e algumas destas classes foram apresentadas na seção 2.3.

Uma das condições foi dada por Meyniel [Me 84] que provou o seguinte
teorema: Se todo ciclo ímpar de comprimento > 5 tem pelo menos duas cordas,
então o grafo é perfeito. Este teorema, que parece ser o melhor possível no que diz
respeito à cordas em ciclos ímpares, generaliza um resultado de Gallai e Surányi e
também um resultado de Olaru e Sachs.

Uma outra condição suficiente para que um grafo seja perfeito foi proposta por
Preissmann [Pr 90] que definiu um novo tipo de coloração, a coloração localmente
perfeita, e mostrou que se todo subgrafo induzido de um grafo tem uma tal coloração
então este grafo é perfeito.

Antes de apresentarmos as condições suficientes para que um grafo seja
perfeito precisamos definir alguns conceitos.

Uma coloração dos vértices de um grafo G é localmente perfeita se todo
vértice x tem sua vizinhança N, (x) colorida com w( Nq (Xx)) cores.

Uma kK­coloração de um grafo G pode ser considerada como um mapeamento f
do conjunto de vértices V(G) em um conjunto S de & cores tal que nenhum par de
vértices adjacentes tenham a mesma cor.
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Uma troca (relativamente a S) é uma operação sobre S definida como
seguinte: tomemos uma componente conexa H do subgrafo G,, induzido pelos
vértices de cores a, B e S. Se H tem pelo menos um vértice de cada cor a, à, nós
permutmos as cores a e [3 para todos os vértices em H, as cores dos outros vértices
não são alteradas. Se H tem somente um vértice, digamos de cor a, colorimos este
vértice com à e colorimos com B todas as componentes de G,, consistindo apenas de
um único vértice de cor a.

Seja G a classe de todos os grafos tais que todo ciclo ímpar de comprimento >
5 tem pelo menos duas cordas, e consideremos G e G. Para Kk > x(G), seja / uma
k­coloração de G. Nós mostraremos primeiro que é possível obter de f uma coloração
de G com x(G) cores por uma sequência de trocas.

Lema 3.6.1 Seja G € G, x um vértice de Ge Nç(x) a sua vizinhança em G.
Consideremos uma k­coloração de V(G) ­ (x). Se y, e y, são dois vértices de NÃ)
com cores distintas a, B, respectivamente, pertencentes a uma componente H de G,,,
então y, e y, são ligados por uma [a, B]­cadeia contida em NKQ).

Prova: Seja u[Y,, Y2] = (Y, =X, X2) ­..» X2, = 2) uma cadeia de G,, de
menor comprimento entre y, e y,. O ciclou = u[y,, y,)] + [x, y] + x, y,] é
ímpar e tem somente cordas saíndo de x. Vamos assumir que existe um vértice a de
H[Yy,, Y2] que não está em Nç(); mostraremos que isto leva à uma contradição.
Seja x; O último vértice em Ng) que está antes de a sobre u[y,, y,)l,ex;o
primeiro vértice em N.(x) que está depois de a sobre u[y,, y,]. Claramente,
h[x;, x;] é de comprimento par porque senão o ciclo (x, X;, Xi 1. ...» Xj, x) seria
um ciclo ímpar de comprimento > 5 sem cordas.

Seja x, o vértice deNí(x) depois de x, sobre u[y,, y,]. Temos k& > j+1,
senão (x, x,, X + Xjs XX) seria um ciclo ímpar de comprimento > 5 com+19 ci ÁAjo

somente uma corda. Como anteriormente, u[x,, x,] é de comprimento par. Assim
todas as secções de u[y,, y,] entre dois vértices de N(x) são pares, e portanto a
cadeia u[y,, y,] é par, uma contradição. =

Lema 3.6.2 Seja Ge GG, x um vértice de G,e f: V(IG)­ (x) > S uma
k­coloração do subgrafo G ­ x. Seja fa restrição de fpara o subgrafo G' induzido
por NçQO).

Para toda k­coloração f. de G'que é obtida de fpor uma sequência de trocas
relativamente a S existe uma k­coloração g de G ­ x , obtida de fpor uma sequência
de trocas relativamente a S, tal que E = f..
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Prova: Cada componente H de G,, intercepta G' em uma simples componente
ou em várias componentes. No pior caso, o Lema 3.6.1 garante que cada uma das
várias componentes é um único vértice. Portanto, cada troca em G* compreende uma
troca ou uma sequência de trocas de G. —

Teorema 3.6.3 Sejá Ge G, e f: VIG) >S uma k­coloração de G. Então
existe uma coloração de G com x(G) cores que é obtida de fpor uma sequência de
trocas relativamente a S. '

Prova: Se a ordem do grafo G é 1, então o teorema é obviamente verdadeiro.
Seja 1 > 1. Vamos assumir que o resultado é verdadeiro para todos grafos com
ordem < n; mostraremos que ele também é verdadeiro para todo grafo de ordem n.

Seja S = fa, à,, ...,0,), comk > x(G) = q, e considere uma k­coloração
S:V(G) > S. Existe em G um vértice x colorido com a *= a, da, ...,a a (senão nada
mais temos que provar).

Seja H o subgrafo de G induzido por x e os vértices de cor a, %,., ...,a
Como x(G) = q , o subgrafo H' de H induzido por N,(x) satisfaz x(H') < q ­ 1.

q*

Pela hipótese de indução, H', que é de ordem menor que n e pertence a G,
tem uma coloração f. com x(H') cores obtida da restrição f de f para o subgrafo H'
por uma sequência de trocas relativa a fa,, à, ...,a,).

Pelo Lema 3.6.2, f. pode ser obtida de fpor uma sequência de trocas relativa
a (a,, &z, ...,a,). Depois desta sequência de trocas, podemos colorir x com uma
das cores a,, &,, ...,a,; em outras palavras, podemos ir aumentando o conjunto de
vérices coloridos com a,, a,,...,a,. Este processo pode ser repetido até que todos
os vértices de G sejam coloridos com a,, as, ...,a,. Assim, obtemos uma coloração
de G com x(G) cores. NH

3.2 As Condições

Podemos agora provar o teorema de Meyniel:

Teorema 3.6.4 (Meyniel [Me 84]). Seja G um grafo tal que todo ciclo ímpar
de comprimento 2 5 tem pelo menos duas cordas. Então G é perfeito.

Prova: Considere um grafo G e G que não é perfeito e de ordem minimal.
Assim, se q = x(G), nós temos n(G) < x(G) = q; além disso, para todo conjunto
A & V(G), A = V(G),

x(GIAJ)) = Oo(GIA)) <q ­ 1. OD
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Seja x um vértice de G; assim o subgrafo G ­ x tem uma (q ­ 1) ­ coloração f.
Seja f a restrição de f para o subgrafo G' induzido por Nk (x).

Temos x(G”) > q­1: senão, pelo Teorema 3.6.3, o subgrafo G* tem uma
(q ­ 2) ­ coloração f, que é obtida de f por trocas; assim, pelo Lema 3.6.2, existe
uma (q ­ 1) ­ coloração g de G ­ x com gg = fe Portanto, x(G) < q ­ 1, uma
contradição.

Seja A = (x) U NJ), então x(GIA]) > q; assim, por (D, A = V(G), ex é
adjacente a todos outros vértices. Como x foi escolhido arbitrariamente, isto mostra
que G é um grafo completo. Portanto x(G) = &O(G), e segue a contradição. —

Corolário 3.6.5 (Gallai [Ga 62]) Seja G um grafo tal que todo ciclo ímpar
de comprimento maior que 3 tem pelo menos duas cordas não se cruzando; então G é
perfeito.

Corolário 3.6.6 (Olaru, Sachs [OIS 70]) Seja G um grafo tal que todo ciclo
ímpar de comprimento > 3 tem pelo menos duas cordas se cruzando; então G é
perfeito.

Corolário 3.6.7 (Hajnal e Suranyi [HaS 58])) Sead G um grafo
triangularizado. Então G é perfeito.

Prova: Neste caso, todo ciclo ímpar de comprimento > 5 tem pelo menos duas
cordas e o teorema segue. =

Corolário 3.6.8 (Seinsche [Se 741) Seja G um grafo não tendo nenhum
subgrafo induzido P, (cadeia elementar com 4 vértices e nenhuma corda), então G é
perfeito.

Prova: Todo ciclo ímpar de comprimento pelo menos 5 e com no máximo uma
corda contém um subgrafo induzidoP,. —

Lema 3.6.9 Seja G um grafo minimalmente imperfeito. Para todo par de
vértices x e y há uma sequência de cliques máximas K,, Ka, ..., K, tal que

— x pertencea K,,

— »y pertencea K,,

— Ke K,,, tem pelo menos um vértice em comum para i e (1, ..., n­1).i+1

Prova: Seja W o conjunto de vértices obtido pelo seguinte algoritmo:

(1) W:=0)

(2) Enquanto existir uma clique K de G tal que K tem pelo menos um vértice
em W e um vértice fora de W faça W:= WUK,
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No final deste algoritmo devemos ter W = V(G). De fato, suponhamos o contrário:
então temos uma partição de V(G) em dois conjuntos W e W tal que qualquer clique
máxima de G está incluída em W ou W.

Como G é minimalmente imperfeito, conforme vimos na seção 2.4, G ­ y pode
ser particionado em a(G) cliques disjuntas de cardinalidade &O(G), assim em o'
cliques máximas incluídas em W e a” cliques máximas incluídas em W.
Consideremos wW um elemento de W . Pela mesma razão deve haver uma partição de
V(G) ­ (W) em a* cliques máximas incluídas em W e a'** cliques máximas incluídas
em W. Assim, | W| = a”o(G) = a** o(G) + 1 e isto implicaria que 0(G) = 1!

Assim, temos que W = V(G) e o vértice x pertence a W. Seja K, a clique
máxima que pemitiu que x fosse adicionado a W. Deve haver pelo menos um vértice
de K, que estava em W antes de K, ser adicionda a W. Se nenhum deles é igual a y
então existe uma clique máxima K, que permitiu que um deles fosse adicinado a W.
Se continuarmos com este raciocínio, obtemos a sequência de cliques máximas
desejada. "E

O Teorema de Preissmann. Seja G um grafo. Se todos subgrafos induzidos
de G tem uma coloração localmente perfeita então G é perfeito.

Prova: Suponhamos que existe um grafo G tal que todo subgrafo induzido G'
tem uma coloração localmente perfeita e que G não seja perfeito. G contém um grafo
H minimalmente imperfeito. Consideremos uma coloração localmente perfeita de H
com k cores. Seja C(x) o conjunto de cores de N un (X) U (x) para todo vértice x de H.
Como em um grafo minimalmente imperfeito todo vértice pertence a uma clique
máxima (ver seção 2.4) temos que [C(x)]| = o(H) para todo x e V(H), e para todo
par de vértices x e y pertencentes a uma mesma clique máxima temos C(x) = C(y) .
Mas pelo Lema 3.6.9 temos que H é colorido com oW(H) cores contrariando o fato que
H é imperfeito. —

Os grafos tais que qualquer subgrafo induzido tem uma coloração localmente
perfeita são chamados localmente perfeitos. E fácil ver que os grafos bipartidos são
localmente perfeitos.

O grafo da Figura 16 é localmente perfeito.

Figura 16
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Observamos, porém, que nem todo grafo perfeito tem uma coloração
localmente perfeita. O grafo perfeito da Figura 17 não possui nenhuma tal coloração.

Figura 17
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Capítulo 4

Uma Variação de Grafos Perfeitos

4.1 Grafos q­Perfeitos

Seja q um inteiro positivo. Uma g­coloração parcial de um grafo G é um
conjunto de q conjuntos estáveis dois a dois disjuntos S,, S,,...,S,, cada um
correspondendo a uma “cor”; alguns vértices podem não possuir cor.

O maior número possível de vértices coloridos em uma qg­coloração parcial
será denotado por a, (G).

Uma q­coloração parcial de um grafo G é ótima se a(G) vértices são
coloridos.

Para um grafo G, consideremos M = (K,, K,,...) uma partição de V(G) em
cliques; definimos a qg­norma de M como:

BM) = > minf|K;|, qa).
Jo!

Denotaremos por 9,(G) a mínima g­norma para as partições em cliques de G.
Se B,(M) = 9,(G), dizemos que M é q­ótima.

Para toda partição em cliques M = (K,, K,,..) e para toda g­coloração
parcial (S,, S,,...,S,), temos

OD ÚSsI=X IX, S|<X minflK,/,4)= B,M.
J

Portanto, o (G) < 9,(G).

Um grafo G é dito ser g­perfeito se para todo subgrafo induzido G[A] de G
satisfaz a (GIA)) = 0, (GIAJ); claramente a, (G) = a(G), 0,(G) = 0(G), e um
grafo é 1­perfeito se e somente se ele é um grafo perfeito.
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É fácil ver que, em uma g­coloração parcial de um grafo G, uma clique K de
G pode conter no máximo minf |K|, q) vértices coloridos; uma clique K é fortemente
colorida se ela contém exatamente minf |K|, q) vértices coloridos.

A Figura 18 ilustra 2­colorações parciais ótimas do grafo de Hajos H, com
a, (H) =4 e 0,(H)=5.

Figura 18

Proposição 4.1.1 Seja G um grafo, e q um inteiro positivo. As seguintes
condições são equivalentes:

À a(G) =0,(O.

(1) para pelomenos uma partição em cliques M e uma q­coloração parcial,
todas as cliques de M são fortemente coloridas.

(1) para toda q­coloração parcial ótima e para toda partição em cliques
qg­ótima M, todas as cliques de M são fortemente coloridas.

Esta proposição segue imediatamente das desigualdades em (1).

Proposição 4.1.2 Seja G um grafo de ordem n e q um inteiro positivo > w(G).
Então, a (G) =0,(G) se e somente se x(G) < q.

Primeiramente, vamos assumir quea,(G) = 0 a (G), e seja M uma partição em
cliques g­ótima. Temos que:

a(G)=B(M)= XZ min(|lKl,9q) = X |K|=n.
KeM KeM

Assim, é possível colorir G com somente q cores; portanto q > x(G).

Por outro lado, se q cores são suficientes, nós temos, para toda partição em
cliques g­ótima M,

a(GQ)=n= X |K|= > minflKl,4)= BM) =0,(G).
KeM KeM

Assim, a ,(G) =0,(G).
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Corolário 4.1.3 Todo grafo G é q­perfeito para q = x(G) .

Seja A E V(G) e q > x(G). Nós temos: q > x(G[A])) >= o(GIA]). Assim,
pela Proposição 4.1.2, a, (GIAJ) = 0, (G[A)).

Já que esta igualdade é satisfeita para todo A — V(G), o grafo G é g­perfeito.

4.2 Grafos 2­Perfeitos

Nesta seção apresentaremos condições para que um grafo seja 2­perfeito.

Lema 4.2.1 Seja G um grafo particionável, e q um inteiro positivo < o(G).
Então a (G) = qo(G) e 09,(G) = gqo(G) + 1.

Prova: Seja G um grafo particionável com a(G) = a e O(G) = o, isto é,
a > 2, & > 2, e para todo vértice x, existe duas partições P = (fx), S,, S,.,....,S, je
M = (x), K,, Ky,...., K,) onde os S, são conjuntos estáveis máximos e os K, são
cliques máximas. Assim |S;) K;| = 1 paratodo 1,] e |[S;| =a, |K;j| = o.

Para um grafo particionável G, temos a,(G) > ga porque (S,, S,,...,S) é
uma q­coloração parcial com ga vértices coloridos. Não podemos ter a, (G) > ga
porque isto implicaria que uma das q classes de cores seja de cardinalidade > a, uma
contradição. Portanto, a (G) = qa.

Por outro lado, temos 9,(G) < qu + 1 porque M = (1x), K,, K,,..., K,)
é uma partição em cliques com B,(M) = ga + 1. Nós não podemos ter 0,(G) <
qu + 1, porque isto implicaria a existência de uma partição em cliques M' com
BM) < ga: como ãw + 1 = V(G) < |M'|a, temos |M'| > a, e pelo menos
uma classe de M' é de cardinalidade < q. Podemos assumir que uma classe de M' é
um único elemento (x,) sem que isto mude o valor de B,(M'). Como G é
particionável , existe uma partição em cliques M = (fx,), K,, K,,..., K,) com
IK;| = & para todo /; nós temos ga + 1 = B,(M) *< BM) < ga. Uma
contradição.

Portanto, 0,(G) = ga + 1.

Teorema 4.2.2 (Berge [Be 92a]). Todo grafo 2­perfeito é perfeito.

Prova: Se um grafo 2­perfeito G não é fosse perfeito, então ele conteria um
subgrafo induzido particionável G[A] com o(G[A])) = a =2 e o(GIA)) = 0 >2.
Pelo lema anterior , «,(G) >= 0,(G), o que contradiz que G é um grafo 2­perfeito. E

Olaru e Sachs [OIS 84] introduziram uma família de grafos caracterizados pela
seguinte propriedade: todo ciclo ímpar de comprimento de comprimento > 3 tem
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duas cordas se cruzando. Conforme vimos no Capítulo 3, estes grafos são perfeitos.
Mais tarde eles foram chamados grafos paridade porque podem ser caracterizados
pela propriedade equivalente: para todo par de vértices, todas as cadeias sem cordas
que os liga tem a mesma paridade.

Denotemos por C,,,, o ciclo ímpar de comprimento 2k +1, C%,,, o grafo
obtido de C,,,, por se acrescentar uma corda ligando um par de vértices a uma
distância 2, e CJ o ciclo de comprimento 5 com duas cordas não se cruzando (ver
Figura 19).

Can!

Figura 19

Claramente, os grafos da Figura 19 não são grafos paridade, porque Os
vértices a, e a, são ligados por uma cadeia ímpar e uma cadeia par. De fato, Burlet
e Uhry [BuU 84] provaram que um grafo é paridade se e somente se ele não contém
como subgrafo induzido nenhum dos grafos: C,,.., com k >= 2, Ch,, com k>2, e

"”C”.

Nós mostraremos que os grafos paridade são 2­perfeitos usando o conceito de
soma cartesiana G + H de dois grafos G e H: por definição, o conjunto de vértices
de G + H é o produto cartesiano V(G) x V(H), e dois vértices fx, y), (x, y') são
adjacentes em G + Hse x =x e ((,y) e AMD;ou (x, 1) e A(G) e y =7y".

Lema 4.2.3 a (G) = o(G + K,Q) para todo inteiro positivo q.

Prova: Denotemos por K, o grafo completo sobre (1, 2, ..., q. Um conjunto
estável S de G + K, define uma gq­coloração parcial (S,, ...,S,) do grafo G como
seguinte: x e S, se e somente se (x, i) e S. Claramente, (S,, S,,...,S,) é uma
coloração parcial de G, e |US,| = | S |. Por outro lado, cada g­coloração parcial de
G define um conjunto estável de G + K, com a mesma cardinalidade. Portanto:

a(G) = o(G + K,).
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Lema 4.2.4 O a (G) = O(G + K,) para todo inteiro positivo q.

Prova: Uma partição em cliques M de G com B,(M) = 0,(G) determinará
uma partição em cliques M de G + K, como seguinte: Cada K e M com |K| > q
será representada em M pelas cliques K x fi) com í =1, 2, ..., q; cada K €e M com
IK| < q será representada em M pelas cliques fx) x (1, 2, ..., gr com x e K.
Assim, M é uma partição em cliques de G + K,. Temos:

AD AG+K)<|M|j= > min(|Kl,g) = BM) =0,(G.
KeM

Por outro lado, consideremos uma partição em cliques mínima L de G + K,.
Primeiro, vamos substituir em L cada clique cuja projeção ortogonal sobre G é um
único elemento fx) por uma clique vertical fx) x (1, 2, ..., q) e vamos substituir cada
clique horizontal K x (iY por (K ­ (x)) x (i). Isto não muda a cardinalidade da
partição em cliques, que também denotaremos por L.

Em L, as cliques horizontais cuja projeção sobre K, é (1) são em mesmo
número que as cliques horizontais cuja projeção é fi), onde i > 1 (senão L não
seria mínima). Denotemos por P, o conjunto de toda K tal que K x (1) e DL.
Denotemos por M a partição em cliques de G + K, obtida com toda K x fi) tal
que K e P e íi<q ecom as cliques verticais de L. Como | M| = | L|, a partição
em cliques M também é mínima; e, todo K e P, é de cardinalidade > q (senão, uma
clique K com menos que q elementos estaria associada em G + K, com |K| <q
cliques verticais, que dá uma partição em cliques melhor e contradiz assim a
minimalidade de L).

Agora, se P denota a partição em cliques de G obtida por se adicionar à
família P, quantos conjuntos de um elemento se fizer necessário, temos:

UD  6,(G)< BP)=|M|=0G+K,).

De (II) e (III) , conseguimos a igualdade : 6,(G) = 0(G +K,).

Lema 4.2.5 Um grafo G satisfaz a, (G)=0,(G) se e somente se 0(G +K,) =
a(G + K,).

Este lema segue imediatamente dos lemas 4.2.3 e 4.2.4. —­

Teorema 4.2.6 (Berge [Be 89b]). Seja G um grafo, 2€ q € x(G). A soma
cartesiana G + K, é perfeita se e somente se

q=2,eGé um grafo paridade; ou

q> 3,eG é um grafo cujos blocos são cliques.
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Prova: A condição é necessária. Denotemos por C, o ciclo de comprimento k
e consideremos C,,,.,, Có.,, é CS conforme definidos anteriormente. Seja q = 2 e
G um grafo que não é um grafo paridade. Então G contém um CS, ou um C,,,, com
k>2,ouum C%,,, com k > 2 (como mostrado por Burlet e Uhry [BuU 841).

No primeiro caso, C; +K, contém um ciclo ímpar sem cordas: a2, b2, bl,
cl, dl, d2, e2, a2 representado pelas setas na Figura 20. Similarmente existe um ciclo
ímpar sem cordas em C,,.., +K, eem C,,+K, (basta remover na Figura 20 as
arestas fa2, c2) e fal, cl), e então as arestas fc2, e2) e (cl, el)). Em todos os
casos, o grafo G + K, contém um ciclo ímpar sem cordas, e consequentemente não
pode ser perfeito.

Seja q > 3, e G um grafo onde alguns blocos não são cliques. Então G contém
um ciclo C5 ou um C, com k 2 4. Se G contém um C, com k ímpar > 5, vemos
que a soma cartesiana C, + K, contém um C,,,. Se G contém um C, com k par >
4, então C, + K, contém um C,,; (ver as setas na Figura 21). Se G contém um C,
vemos que CC, +K, contém um C, (ver Figura 21). Assim, em qualquer caso, o
grafo G + K, contém um ciclo ímpar sem cordas, e, portanto não é perfeito.

CS +IK,:

Figura 20

nn— —

Figura 21

A condição é suficiente.
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Seja q = 3, e G um grafo cujos blocos são cliques. Então G não contém um
Ci. O grafo G +K, não contém um C;%, porque senão, pelo menos dois vértices
deste C teriam a mesma projeção vértical (mas não os quatro deles), e todas
possibilidades levam à uma contradição.

Pelo mesmo argumento, G + K, não contém um C,,,., com & > 2. Então a
perfeição de G + K, segue de um teorema de Ravindra e Parthasarathy [RaP 77] que
afirma que um grafo que não contém nenhum Cí e nenhum C,,., com k > 2 é
perfeito. Para q = 2, a prova é similar. =

Teorema 4.2.7(Berge [Be 92b]). Todo grafo paridade é 2­perfeito.

Prova: Seja G um grafo paridade. Pelo teorema 4.2.6, o grafo G +K, é
perfeito , e, para todo AC V(G), GIA] +K, é um subgrafo induzido de G +K,.
Portanto:

a, (G[A]I) = a(G[A] + K,) = O(G[A] +K,) = 0,(GIAD.

Assim, G é 2­perfeito. =

Esta é a única caracterização de grafos 2­perfeitos conhecida até o momento
[Be 94], e os grafos 3­perfeitos ainda não estão caracterizados.

4.3 Uma Caracterização de Grafos gq­Perfeitos

Para um hipergrafo H = (E,, E,, ..., E,) sobre um conjunto X de vértices,
denotemos por v(H) o máximo número de arestas duas a duas disjuntas, e r(EHD a
menor cardinalidade de um conjunto transversal de H.

Claramente, v(H) < r(H), e se v(ED r(H), o hipergrafo H é dito ter a
propriedade de Kônig.

Para um conjunto A c X, façamos H/A denotar o hipergrafo parcial de H
definido pelas arestas contidas em A; se H/A tem a propriedade de Kônig para todo
A, dizemos que H é um hipergrafo mengeriano.

Teorema 4.3.1(Berge [Be 92a]). Seja q inteiro positivo 2 2; seja GQ um grafo
sem K Então G, é qg­perfeito se e somente se as duas seguintes condições sãoq+2"*

satisfeitas:

()) todo subgrafo G com w(G) < q é qg­colorível;

(ii) para todo subgrafo G, o hipergrafo G*' das (q+1) ­ cliques de G tema
propriedade de Kônig.
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Prova: Seja G, um grafo qg­perfeito sem K,,,. Temos que (i) é satisfeita
porque senão, G, iria conter um subgrafo G com

a(G) < [V(G)|, 0(G) <q.

Como w(G) < q, a q­norma B,(M) de qualquer partição em cliques g­ótima M
é igual a | V(G)| e consequentemente 0,(G) = |V(G)|.

Assim, a,(G) < 9,(G), uma contradição.

Nós temos (11), porque para um subgrafo G de G,, uma partição q­ótima M
contém exatamente v(G**') classes de cardinalidade q + 1, e, consequentemente,

WnG*!) = [V(G)| ­ BM) = |V(G)| ­ 09,(G).

De (5), o subgrafo G é g­colorável se e somente se ele pode ser obtido de G,
pela remoção de um conjunto transversal de Gd*!, e, consequentemente,

0,(G) = a (G) = |[V(G)|­ GY).

Vamos assumir agora que G, satisfaz (1) e (11). Então, para todo subgrafo G
de G,,

a(G) = |V(G)| ­ (GY) = [V(G)| ­ KG) = B, (M) = 0,(G).

Assim, G, é q ­ perfeito. a

Corolário 4.3.2 Um grafo G sem K, é 2­perfeito se e somente se as duas
seguintes condições são satisfeitas:

(1) G não contém o ciclo C,,,, de comprimento k 2 2;

(ii) o hipergrafo G* é mengeriano.

A prova deste corolário segue do Teorema 4.3.1 com q = 2.
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Capítulo 5

Uma Aplicação de Grafos Perfeitos na
Teoria de Códigos

5.1 O Problema de Shannon

Não são muitas as aplicações conhecidas de grafos perfeitos.

Uma delas se constitui no seguinte problema levantado por Shannon [Sh 56].

Consideremos um caso bem simples de um transmissor que pode emitir cinco
sinais a, b, c, d, e.

Cada sinal pode fornecer para um receptor final duas diferentes interpretações:
o sinal a pode ser interpretado por p ou q; o sinal b pode ser interpretado por q ou r,
etc ..., como mostrado no diagrama da Figura 23.

Interpretação

Figura 23

Qual o número de sinais que podem ser usados de modo que não haja confusão
na recepção dos mesmos ?
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O problema se reduz a descobrir um conjunto estável máximo S de um grafo
confusão G (Figura 24) onde dois vértices são adjacentes se eles representam dois
sinais que podem ser confundidos; nós tomamos S = fa, c) e a(G) = 2.

a

d Cc

Figura 24: O grafo confusão G.

Agora, ao invés de utilizarmos sinais representados por uma única letra, nós
utilizamos “palavras” de duas letras, sob a condição de que estas palavras não causem
confusão quando forem recebidas.

Usando as letras a e c nós formamos o código: aa, ac, ca, cc que tem um
vocabulário de [n(G)]º = 4 palavras. Porém, um código mais rico é: aa, bc, ce, db,
ed. Cada palavra deste código pode receber uma das seguintes interpretações:

aa => (pp, pa, aq, aq) — bc => (gr, qs,Ir,rs) ce => (rm, rp, st, sp)
db => (sq, sr, ta, tn) ed => (ts, tt, ps, pt)

Se, por exemplo, o receptor final recebe pp então a palavra emitida é aa
pois pp não aparece como interpretação possível para as demais palavras. Portanto,
ao se utilizar este código não há perigo de confusão.

Por definição, o produto de dois grafos Ge H éografo G x H cujos vértices
são os pares xy com x é V(G),y e V(HD, dois vértices xy e xy” são adjacentes se
uma das seguintes condições for satisfeita:

DD x=x' e ,y) e EM,

MD &xr)eE(G) e y=y,

ID (x,1) e EG) e (),y) e EM.

Com o grafo da Figura 24, duas palavras xy ex podem ser confundidas se
elas representam dois vértices adjacentes do produto G x G = Gº, ea riqueza do
código usando palavras de duas letras é a(Gº) = 5; em geral, o número máximo de
palavras que não podem ser confundidas em um código de palavras com n letras, é
a(G*) com

G=GxGx...xG.

O grafo G” é dito ser a n­ésima potência de G.
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Figura 25: Gº = GxG, ao(Gº)=5.

Se a(G”) > [a(G)]", então um código usando palavras de n letras é melhor
que o código trivial que usa palavras de apenas uma letra. Shannon levantou a questão
de se determinar quais grafos cujo produto dos códigos poderia ser melhorado neste
sentido.

5.2 A Aplicação

Teorema 5.1.1 (Berge [Be 75]) Se o grafo confusão G é a­perfeito, então
a(G”") = [a(G)]" (e nenhum código é melhor que o código trivial de palavras com
uma única letra)

Prova: Primeiro mostraremos que para dois grafos G e H
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a(GxH) >= a(G) a(H). (D

Seja S um conjunto estável máximo de G, e T um conjunto estável máximo de H.
Então o produto Cartesiano S x T é um conjunto estável em (G x H). Portanto

a(GxH) > |SxT]| = |S| x |T|] = a(G) a(ED.

Nós mostraremos que:

OG x H) < OA(GO(ED. =| (ID

Seja (Ki, K,, ..., K,) ser uma família de p = O(G) cliques cuja união cobre G, e
seja (D,, D;, ..., D,) ser uma família de q = O(H) cliques cuja união cobre H.
Então (K;x D, /1€<i Sp, 1S j< q) é uma família de cliques em G x H que
cobre G x H. Portanto

OG x H) < pq = O(G)O(ED.

De (1) e (ID), temos

[a(G)]" < a(G”) <O(G) <[0(G)]".

Se G é a­perfeito, G é um grafo perfeito e «(G) = 0(G), portanto

[a(G)]" = a(G”).
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