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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a dindmica assintdtica de uma classe de problemas
parabolicos semilineares com condi¢cdo de contorno de Dirichlet em dominios com
um pequeno buraco, cujo tamanho é proporcional a um parametro ¢ positivo pequeno.
Em outras palavras, veremos que a familia de atratores se comportam continuamente
quando o paradmetro ¢ — 0, bem como, obteremos as taxas de convergéncia em

termos do paréametro.

Palavras-chave: Equagdes Parabodlicas. Atratores. Semicontinuidade Inferior e
Superior. Dominio com Buraco.






ABSTRACT

In this work we will study the asymptotic dynamics for a class of semilinear parabolic
problems with Dirichlet boundary conditions in domains with a small hole whose size is
proportional to a small positive parameter . In other words, we will prove that the family
of attractors behave continuously as ¢ — 0, as well as we will provide the convergence

rates in terms of the parameter.

Keywords: Parabolic equations. Attractors. Lower and Upper semi-continuity. Domain
with hole.
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INTRODUCAO

Um pequeno buraco é um exemplo simples de uma pertubacao geométrica no
dominio que sao relatados da teoria de pertubacao singular. Os principais resultados
hoje em dia, se concentram na convergéncia de solu¢ées no sentido que a solugdo do
problema perturbado converge para a solucao do problema limite no sentido da norma, L?
para norma H;.

Neste trabalho consideramos uma classe de problemas parabdlicos em um dominio
com um pequeno buraco com condi¢ao de contorno de Dirichlet homogénea.

Seja  C R™, n > 3, um dominio limitado com fronteira 92 € C?, e ¢ € (0,1]
um parametro pequeno. Dados w C R"™ um dominio limitado com fronteira, Ow,

suficientemente suave e um ponto xy € €2, considere
We = {xGR”:e’l(x—:co) Ew}.

Denota-se por €2, o dominio obtido retirando-se um buraco w. do dominio 2, isto é,
Q. := Q\w,, cuja fronteira é dada por 9. := 9Q U dw..

/ Qs
| 0
(we) "
Figura 1: Dominio €2..
Considere a equagao parabdlica semilinear
ou, 0 ( ou,
- Y —laj@) 5= ) +V(2)u. = f(u.), z€Q,t >0
ot 1<ij<n 6;1:1 ﬁa:j (1)

u. =0, x € 09,

onde as funcoes a;;, V' : 2 — R, para 1 < 14,7 < n, satisfazem as seguintes condigoes:

19



20 Introducao

(a) a;; € CY(Q) e a;j(z) = aji(x), Yo €
(b)Condicao de elipticidade:
Ell90 >0: Z aij<x>£i€j Z 190 |£‘27 Ve Qv f = (517 T 7£n> S Rn;

1<ij<n

(c) V € C(Q), tal que V(x) >0,V € Q;

A funcao f : R — R é uma funcao nao linear que satisfaz:

(d) f € C*(R);

(e) Condigao de crescimento:
VseR, 39, >0:|f(s (1+|s|%1),1<7<"—Jr2 n > 3;

(f) Condigao de dissipatividade: lim sup fw <.

|u| =400

Quando € — 0, o “dominio limite”, {2, consiste no dominio €2 e a equagao limite é
dada por

8u0

8u
ot 2 or; ( 3]>+V() = f(ug), € Qt >0

1<i,5<n

(2)
Uy = 0, x € 0f).

Em espagos de fungoes adequados X., ¢ € [0, 1], escreveremos os problemas (1) e
(2), como uma equacao de evolugao do tipo

i+ Aue = Flul), £>0 5
u.(0) = u¥ € X,

onde F' é o operador de Nemitskii associado a f e o operador A, : D(A.) C X, — X, é
dado por

D(A;) = {u6 € H2(Q ):u. =0em 895},

8u5
Aeue = Z 8 (aw 8 ]) + V( )

1<i,5<n

E denotando por u. := u.(t,u?) a solugdo de (3) e por T.(t,u§) o semigrupo nao-
linear associado a (3) obtido pela férmula da variagdo das constantes

t
To(t,u0) = et + / =604 p(To(s,40)) ds, V>0,

veremos que o semigrupo {7.(¢,u?) : ¢t > 0} associado problema (3) possui um atrator
global A..

Objetivos

O objetivo principal deste trabalho consiste em entender a relagdo entre os atratores
A., ¢ € (0,1] e Ag. Mostraremos que esta familia de atratores é semicontinua
superiormente em ¢ = 0, e se todos os pontos de equilibrios em A, forem hiperbélicos,
entao os atratores serao continuos, isto é, serao semicontinuos superior e inferiormente.
Para alcancar tal objetivo, dividimos o processo em duas etapas principais:
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e A primeira etapa é destinada a analisar o comportamento das partes lineares dos
operadores. Da seguinte maneira:

— obter estimativas para convergéncia do resolvente do operador A. para o
resolvente do operador Ay. Este serd um ponto chave para todo estudo, uma
vez que mostraremos a convergéncia do operador (A. — A\)~! em um sentido
apropriado quando € — 0 com A em um setor, no qual teremos estimativas
uniformes em e para este operador e assim, obteremos estimativas sobre o
comportamento dos semigrupos lineares e estas serdo fundamentais para o
analise da dindmica nao linear;

— com a convergéncia dos operadores resolventes, mostraremos a convergéncia
com taxa dos semigrupos lineares e*4< para e * quando ¢ — 0, de modo
consequente obter a convergéncia dos semigrupos nao lineares via férmula da
variacao das constantes;

— analisar o comportamento espectral de operadores do tipo A. quando o
parametro € — 0.

e A segunda etapa é dedicada a estudar a continuidade do atratores. Para isto,
seguiremos o seguinte roteiro:

— inicialmente veremos a continuidade de uma classe de elementos que pertencem
ao atrator, as solugoes estacionarias. Escrevendo o problema estacionario como
um problema de ponto fixo, isto é, uf ¢ uma solugdo de equilibrio de (3) se
u' = AZ'F(u?) e com a convergéncia dos operadores resolventes garantida na

primeira etapa, obteremos a continuidade dos equilibrios;

— visando obter a semicontinuidade inferior dos atratores mostraremos que as
variedades instaveis locais de um ponto de equilibrio hiperbdlico u} serao
continuas quando € — 0 e estarao préximas para e suficientemente pequeno;

— obter a semicontinuidade superior dos atratores em ¢ = 0 e assumindo que
o semigrupo para o problema (3) é gradiente, mostrar que os atratores serao
semicontinuos inferiormente e, portanto continuos.

Descricao dos Resultados

Com o proposito de provar a continuidade dos atratores, a tese estd organizada neste
modo:

O Capitulo 1 é dedicado a reunir os conceitos béasicos para a elaboracao desta tese
de modo que ela esteja auto-contida. Apresentaremos aqui resultados e defini¢goes, dentre
eles condicoes suficientes para existéncia dos atratores, condigdes para que determinados
semigrupos possuam estruturas gradiente e, por fim, resultados a cerca da continuidade
dos atratores. Para mais detalhes sugerimos as seguintes referéncias [13, 16, 18, 20,

Y

b Y 9 ) Y b Y bl ]'

O Capitulo 2 descreve o problema proposto e introduz o tipo de pertubacao no
dominio que estaremos considerando, bem como os objetos que serao necessarios para
estudé-lo. De modo analisar o comportamento assintético de uma classe de problemas
parabdlicos semilineares em um dominio com um pequeno buraco com condicao de
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contorno de Dirichlet homogénea, de maneira geral, neste capitulo buscamos explorar
a existéncia de atratores globais para os semigrupos associados a tais equagoes, seguindo
a metodologia empregada em [20, 25].

O Capitulo 3 é dedicado ao estudo do comportamento das partes lineares dos
operadores. Inicialmente, veremos que o operador (A. —\)~!, ¢ € (0, 1], converge, em um
sentido adequado, para operador (Ag — A)~* no dominio limite e para obter tal conclusio
faremos uso da técnica aplicada no Teorema 1.2 em [9] restringindo A a um setor no
qual teremos estimativas uniforme em ¢. E, ainda, com a convergéncia dos operadores
resolventes serd possivel obter estimativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares
e, com isso, através da formula da variagao das constantes obteremos a convergéncia dos
semigrupos nao lineares. E, por ultimo, analisaremos o comportamento do espectro do
operador A. quando o pardmetro ¢ — 0 utilizando de uma técnica similar a utilizada em
<.

No Capitulo 4 examinaremos quando os atratores e solugoes estacionarias serao
semicontinuos superior e inferiormente e, portanto, continuos em relacdo a essas
perturbagoes. Além disso, ainda neste capitulo veremos que as variedades instaveis locais
para um equilibrio sdo continuas quando € — 0 e estarao préximas para € suficientemente
pequeno. O método aqui empregado é uma variagao daquilo que vém sendo aplicado em
diversos trabalhos para provar a semicontinuidade inferior e superior como, por exemplo,
em [2, 3, 1, 1], sem preocupagao com taxas, como também em [, 21] onde as taxas sdo
especificadas. Sem nos atentarmos com a definicdo dos espacos de fung¢oes mencionados
o resultado a seguir ¢ o principal deste capitulo

Teorema 1. Seja {Ty(t,u)) : t > 0} o semigrupo gradient-like generalizado associado ao
problema (3) com atrator global Ay. Suponha que exzistam 6 € (0,3), e € (0,1), L > 0,
B >0,eC >0, tais que

_1_ .
It u2) = Tolt )]y < CePtt=59(ul = u]| _y +°) n=3,

I7=(t, u2) — To(t, ug)|

€

C
< CeLtt_%_je( [|lul — ugHX% +¢&2 |In 8]9) n =4,
C

ITe(t wd) = To(t ug)l| gy <

1
Mt (J|ul — |y + <) n>s,
onde j =0 parat € [1,00) e j =3 parat € (0,1) e além disso, que os pontos de equilibrio
do problema (2.32) existam em nimero finito, a dizer & = {ug 1, - -, g, }, € que todos
sejam hiperbolicos. Entao, para todo ¢ € (0,1]
(i) O semigrupo {T.(t,u2) :t >0} é um semigrupo gradient-like generalizado com um

*

nimero finito de pontos de equilibrio £ = {ul,-- - uf, } e

no
A= Umee,),

i=1

assim a familia de atratores {A.; € € [0,1)} € semicontinua inferiormente em e = 0;

(ii) Eziste p > 0 tal que dado B C Xa% limitado, existe Cy = C(B) > 0, tal que
dist(T.(t,u?) B, A.) < Cre ™, para todo t > 1;

(iii) Ewziste Cy > 0 tal que

Op
025"+L, n=3

dist(A., Ag) + dist(Ag, A.) < Cy 592% |1ng|/prL n=4
02 8%7
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Resultados da tese:

Dos resultados obtidos no Capitulo 4 estamos elaborando os seguintes trabalhos:

[1] Tavares-Lima, E. A.; Lozada-Cruz, G., Dynamics of parabolic equations in domains
with a small hole 1. Continuity of the set of equilibria. Em preparacao, 2023.

[2] Tavares-Lima, E. A.; Lozada-Cruz, G., Dynamics of parabolic equations in domains
with a small hole II. Continuity of the attractors. Em preparacao, 2023.






CAPITULO 1
PRELIMINARES

O presente capitulo tem por objetivo expor os conceitos abstratos fundamentais
que envolvem o tema desta tese. Os resultados aqui apresentados serao utilizados ao
longo do trabalho e facilitardao a compreensao do mesmo. Cabe ressaltar que tratando-se
de ferramentas classicas para a teoria de semigrupos e atratores as demonstragoes serao
omitidas, porém as referéncias apropriadas serao indicadas.

1.1 Uma Coletanea de Resultados

1.1.1 Desigualdades Importantes
Lema 1.1.1 (Desigualdade de Cauchy). Sejam a,b € R e § > 0. Entao

5 1
b < —a?+ —b2,
= e+ o5

Demonstrag¢io. Ver [20, p.16]. ]

Lema 1.1.2 (Desigualdade de Young). Sejam § > 0, a,b > 0, p,qg > 1, e % —i—é =1.
Entao » 1 b
p or q
Demonstrag¢io. Ver [20, p. 16]. ]
Comumente o Lema 1.1.2 aparece da seguinte forma:

Corolario 1.1.3. Sejam a,b >0, 6 >0, m > 1. Entdo

1 - 1 m m
ab < —oma™ + 5wt
m m
Demonstragio. Ver [20, p. 17]. ]
Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Holder). Para 1 < p < oo sejam f € LP(Q) e g €
L9(Q2), onde p e q sdo expoentes conjugados, isto é, %—l— % =1. Entio fg € L'(Q) e

19l i) < 1Al oy 9 Loy -

Demonstragio. Ver [20, p. 17]. O

25



26 Preliminares

Teorema 1.1.5 (Desigualdade de Poincaré). Sejam 1 < p < oo € Q C R™ um subconjunto
aberto e limitado. Entao existe uma constante C' (dependendo de ) e p) tal que

lull oy < ClIVUll gy » Yu € Wo™(9).

Em particular, a expressdio HVuHLp(Q) define uma norma em Wol’p(Q), que € equivalente

Ju v

a norma |[uly1, ) em Hy(Q) a forma bilinear (u,v) — Y [ £%E% define um produto
i=10 Q i

interno que induz a norma |[Vul| 2oy € € equivalente a norma |[ul| g -
Demonstrag¢io. Ver [33, p. 70]. O

Teorema 1.1.6 (Desigualdade de Nirenberg-Gagliardo). Sejam m € N e Q C R™ um
dominio limitado com OS) de classe C™. Seja uw € W™ (2) N LY(2) com 1 <1, ¢ < +o0.
Entdo, para qualquer inteiro j, 0 < j < m, e qualquer nimero 6 € [+, 1), defina

1:j+9<1—m)+(1—6)1.

p n roon q
Sem — j — ¢ um inteiro negativo, entio
; 0 1-6
[P74] 0y < € Nl sl ey (L1)

onde D’ denota qualquer derivada parcial de ordem j e a constante C = C(Q2,r,q,m, j,0).

Sem —j — " ¢ um inteiro ndo negativo, entdo (1.1) vale com 6 =

L’p
Demonstragio. Ver [20, p. 25]. O

Lema 1.1.7 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam a,b > 0, p > v > 0, e considere uma
fungao continua y : [0,70) — [0,+00) diferencidvel em (0,7), onde 0 < 19 < 400 €
satisfazendo

y'(t) < ay”(t) — by”(t), para todo t € (0, 7).

N

s (o) < max {0, ()7

Além disso, se 19 = 400, entao

Entao

limsup y(t) < (a) .

t——+00
Demonstragio. Ver [20, p. 17]. O
Lema 1.1.8. Sejam y € C°([0,00)) N C'((0,00)), f uma fungdo nio negativa e continua
em [0,00), e suponha que tlgrn f(t) =M. Se, para algum a > 0, y satisfaz

y(t) < —ay(t) + f(t), t € (0,400),

entao

) M
limsupy(t) < —
t—+o0 a

Demonstragio. Ver [20, p. 17]. O
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Lema 1.1.9 (Desigualdade de Gronwall Generalizada). Sejam t <r, ¢ : [t,r] = RT uma
fungao continua, a: [t,r] = RT, b>0 e € (0,1]. Assumamos que

o(t) < alt) + b/(s — 1) p(s)ds, t <7
Entao .
< ];(Bka)(t)

onde

_ [ ere))” ko1
= /I‘(kﬁ)(s_t) F=1a(s) ds.

t

Além disso, se a(t) é constante, com a(t) = a, entdo

6(1) < acelTENF =),

Se a(t) = ¢ /(5 — 1)’ ds, p> 0, a=1—f, entio
t

1
(1) S%) oL ()7 (r—t) _ 1] .
Por fim, se ¢ : [t,r] — R € uma fungio continua e a(t co/ s —t) e Y(s)ds
¢
p>0,a>0, entao
o(t) < 0 I T(3 / 131605 ATENF (=03 .
¢

onde I'(+) € a fun¢io—gama I'(x) = /e vyl dy.
0
Demonstragio. Os detalhes da prova estao contidos em [32], com algumas adaptagoes. [

1.1.2 Teoremas de Imersoes de Sobolev

As propriedades de imersoes de Sobolev dependem da regularidade do dominio em
questao. Esta secao é dedicada a explorar alguns destes resultados e mais detalhes, bem
como as demonstragoes, podem ser encontradas, por exemplo, em [13] e [20].

Param € Ne 1 < p < oo considere o espago de Sobolev W™P(Q2), onde 2 C R™ é
um dominio com fronteira Lipschitz. O niimero net smoothness definido por

net smoothness (f) :=m — L para toda f € W™P(Q),
p

caracteriza as propriedades de suavidade dos elementos de W™P((Q2).
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Lema 1.1.10. Seja Q C R" de classe C* com fronteira limitada. Sejam m > 1 um inteiro
el <p< oo. Entao, valem as sequintes imersoes continuas:

(i) Se } - T > 0= Wm,p(Q) — Lq(Q>; onde 1 — 1 _ @;
L g p n
(ii) Se — — m_ 0 = W™P(Q) — LI(Q), para todo q € [p, +00);

P n
1
(i) Se - % < 0= W™P(Q) — L¥(Q).

Além disso, se m — 2 >0 nao é um inteiro e k = {m - %}, tem-se W™P(Q) — C*(Q).!
Demonstragio. Ver [13, p. 285]. O

Teorema 1.1.11 (Rellich-Kondrachov). Seja Q C R"™ limitado e de classe C'. FEntao,
valem as sequintes imersoes compactas:

c 1 1 1
(i) Se p<n= W' (Q) = LI(Q), para todo q € [1,p*), onde — = — — —;
p p n
(i) Sep=n= W(Q) < LIQ), para todo q € [p, +o0);
(iii) Se p > n = WHP(Q) < C(Q).
Em particular, W'(Q) < LP(Q), para todo p (e todo n).
Demonstragio. Ver [13, p. 285]. O

Observacao 1.1.12. Sob as hipoteses do Teorema 1.1.11, em particular para n > 3 e
p = 2, obtém-se
HYQ) < LI(Q), para todo ¢ € {1, %) :

Além disso, como (2 é limitado, da Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.1.5), segue que

H(Q) <5 LI(Q), para todo g € {1, %) :
Teorema 1.1.13. Sejam k,m € N, 1 < p,q < o0 e Q C R" um dominio que satisfaz a
condigdo do cone ou com fronteira Lipschitz. Entdao valem as sequintes imersoes continuas:

Wka(Q), sem—QZk—ﬁ, q>p
p q
(a menos quem—%:k,q:oo),

C*H(Q), seOgugm—k—ﬁ<1
p
(a menos que m — 2 € N).

WmP(Q) —

Além disso, para Q2 limitado as inclusoes acima sdo compactas no caso das desigualdades

estritas, isto €, m — % >k — % ou m — % > k + u, respectivamente.

Demonstragio. Ver [20, p. 23]. O

Teorema 1.1.14 (Teorema do Trago). Seja Q C R™ limitado com 92 de classe C'. Entado
existe um operador linear limitado, T : W'P(Q) — LP(09), tal que

(i) Tu = ulyg seu € WH(Q) N C(Q);

(ii) [|Tul| 1o (p0y < C llullyiniqy » para cada u € WHP(Q), onde a constante C' > 0 depende
somente de p e ).

1] denota a parte inteira.
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Demonstragio. Ver [23, p. 272]. ]

O préximo resultado é uma adaptagao para o Lema 8.1 em [31, p. 175] cuja
demonstracao é andloga, obviamente, considerando as modificagbes pertinentes para este
caso particular do operador.

Lema 1.1.15. Seja 2 C R™ um dominio limitado com fronteira, 0X), suave por partes
com curvatura limitada inferiormente por K > 0. Considere, ainda, o sequinte problema
eliptico

Lu = Q
u=rf, x € (1.2)
u=0, r e .

onde f € Ln%(Q) e Lu:= X 62 (a Uax ")+ a(x)u, tal que para 1 <i,j <n as fungoes

<i,j<n
a;j,a: 2 — R e f satisfazem as sequintes condigoes:

(a) a;; sao limitadas;
(b) existem constantes v, u > 0, tais que

vIEP < Y ay()6g < nlél?,

1<i,j<n

para todo x € Q e & = (&, ,&,) € R™;
(©) llall oy < 1 para g > n.

Entdo, a solugio do problema eliptico (1.2), u € H*(QY), satisfaz a sequinte estimativa
2 2 2
ulfa) < C [ILulF2@) + 1ul72q)] -

onde a constante C independe de u e de || .

1.2 Operadores Setoriais e Semigrupos Analiticos

No que segue considere X um espago de Banach sobre um corpo K (= R ou C) e
L(X)={T:X — X : T é linear continuo} o espago dos operadores lineares continuos de
X em X munidos da norma usual

HTH—sup{” 2| . 337&0}: sup {||Tz| : z € X}.

llzl
llzfl=1

1.2.1 Semigrupos de Operadores

Defini¢ao 1.2.1 (Cp-Semigrupo). Uma familia de operadores {T'(¢) :t > 0} C L(X) é
chamada de um Cp-Semigrupo (ou, ainda, semigrupo fortemente continuo) se satisfaz
(i) T(0) = I, onde I denota o operador identidade em L£L(X);

(ii) T(t + s) = T(t)T'(s) para todo t,s > 0;

(iii) a aphcagao [0,00) x X 3 (t,z) — T(t)r € X é continua em cada ponto (t,z) €

[0,00) x
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E sabido que para os semigrupos de operadores lineares limitados em um espaco de
Banach X a condigdo (iii) é equivalente que para qualquer elemento x € X

T(t)x — x quando ¢t — 0%,

que ¢é basicamente uma consequéncia do principio da limitagdo uniforme de Banach.
O gerador infinitesimal de um Cpy-semigrupo é o operador A : D(A) C X — X,
definido por

D(A) = {x € X : lim W existe},

t—0+
T(t)x —
Azr = lim M
t—0+ t

Comumente denota-se o Cy-semigrupo do qual A é gerador por {eAt it > O} :
O resultado a seguir mostra que todo Cp-semigrupo apresenta uma limitagao
exponencial (Ver [35, p. 04]).

Teorema 1.2.2. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Entao existem constantes M > 1
ew > 0 tais que
IT(t)|| < Me**, para todo t > 0.

Seja A : D(A) C X — X um operador linear fechado, ndo necessariamente limitado.
O conjunto resolvente de A é formado pelos complexos A para o quais os operador (A —
AI)~! & inversivel e limitado, ou seja,

p(A)={reC: (A=A e L(X)}.

O operador (A — \I)~! é chamado de operador resolvente de A associado a A. O conjunto
p(A) é um subconjunto aberto de K.

O conjunto complementar o(A) = C\p(A) é chamado espectro de A (subconjunto
fechado de K).

Teorema 1.2.3. Sejam {A, }.~, e A operadores auto-adjuntos em um espago de Hilbert,
H, e suponha que A, — A em norma resolvente, isto ¢, (A, — Nt — (A= X)) em
norma para todo A tal que Im A # 0. Entao

(i) Se A ¢ o(A), entdo A ¢ d(A,) para n suficientemente grande e

(A =N = (A= =0
(ii) Seja a,b € R,a < b, e suponha que a € p(A),b € p(A). Entdio
| Plas)(An) = Py (A)]| = 0,
onde Py € projecio espectral do operador extensdo (auto-adjunto), A, de A no intervalo
[a,b]
Demonstragio. Ver [36, p. 289] - Teorema VIII.23. ]

Teorema 1.2.4. Sejam {A,},., e A operadores auto-adjuntos em um espago de Hilbert,
H, e suponha que A, — A em norma resolvente forte, isto é, (A, — N\~ — (A — )7}
fortemente para todo A tal que Im A # 0. Entao

(i) Seja a,b € R,a < b, e (a,b) No(A,) =0 para todo n, entao (a,b) No(A) =0. Isto é,
se A € a(A), entao existe A\, € a(A,) tal que A\, — A;

(ii) Seja a,b € R,a < b, e a,b € 0,,(A), entao Pap(An)e — Py (A)e para toda ¢ € H.

Demonstragio. Ver [36, p. 290] - Teorema VIII.24. ]
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1.2.2 Operadores Setoriais e Semigrupos Analiticos

Definigao 1.2.5 (Operador Setorial). Um operador linear A : D(A) C X — X é dito
setorial se é um operador fechado, densamente definido tal que, para algum ¢ € (0,7/2),
M >1eac€R, o setor

Sap ={A€C: ¢ <Jarg(A—a)| <, A #a} C p(A) (1.3)

M

l(a=n7, . < YA € Sap. (1.4)

LX) = |A—al’

A
>

o(A)
-

Figura 1.1: Setor S, 4.

Observagao 1.2.6. Seja w € R qualquer. A é um operador setorial se, e somente se,
A, = A+ wl é um operador setorial. (Ver [20,p. 32])

Defini¢ao 1.2.7 (Semigrupo Analitico). Seja {T'(t): ¢t > 0} um Cp-semigrupo em X.
Dizemos que {7'(t):¢> 0} é um semigrupo analitico, se existem um setor plano

complexo
S={zeC: ¢ <arg < ¢}

onde ¢; < 0 < ¢ e uma familia de operadores lineares limitados T'(z) : X — X,z € S,
coincidindo com 7'(t), para t > 0 e tal que
e z — T'(2)x é analitica em S;

e lim T(z)xr =z, para todo z € X;
2—0,z€8

o T(21 + 2z9) = T(21)T(22), para todo z1,2; € S.

O teorema seguinte ¢ um resultado conhecido da teoria de semigrupos que mostra
que operadores setoriais coincidem com os negativos geradores de semigrupos analiticos.



32 Preliminares

Teorema 1.2.8. Um operador linear densamente definido —A é um gerador infinitesimal
de um semigrupo analitico {T'(t) :t > 0} de operadores lineares limitados T(t) : X —
X,t >0 se, e somente se, A € um operador setorial em X.

Demonstrag¢io. Ver [20, p. 35]. ]

Teorema 1.2.9. Seja A um operador setorial em X tal que Re o(A) > a > 0. Entdo
para constantes cy,c; > 0

e

J4e=]

IN

coe” ™, t >0,
£(X)

IN

ﬁe_‘””, t>0.
L(X) t

Demonstragio. Ver [20, p. 35]. O

Teorema 1.2.10. Seja A um operador densamente definido em X, satisfazendo as
sequintes condigoes:

(i) para algum 0 <6 <7/2, p(A) D Es:={A € C:|arg A\| <7w/2+d} U{0};

(ii) ewxiste uma constante M tal que

=20 sy < 15y

VA€ N (A £0).
oo S TAEE D)

Entao, A ¢é gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo {T'(t):t >0}, satisfazendo
T )| < C, para alguma constante C. Além disso,

() = 1/6%4 EEVIRIY (1.5)

271
r

onde T' é uma curva suave em Y5 indo de coe™™ a ooe®™ para /2 < 9 < w/2+6. A
integral (1.5) converge para t > 0 na topologia de operador uniforme.

Demonstrag¢io. Ver [35, p. 30]. ]

Proposicao 1.2.11. Seja A : D(A) € H — H wum operador linear, auto-adjunto
e densamente definido em um espaco de Hilbert H. Além disso, se A ¢ limitado
inferiormente em H, isto é, existe uma constante m € R, tal que

(Az, @) > m ||z,
para todo x € D(A), entdo A é um operador setorial em H.

Demonstragio. Ver [20, p. 39]. ]

Definicao 1.2.12. Um operador linear A : D(A) € X — X com p(A) # () possui
resolvente compacto se seu resolvente (A — AI)~! é compacto para algum (e, portanto,
para todo) A € p(A).

Proposicao 1.2.13. Seja A : D(A) € X — X um operador linear com p(A) # () e
X1 = (D(A), Il pay)- Entdo as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) O operador A possui resolvente compacto;

(ii) A injegio candnica i: X1 — X é compacta.
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Demonstragio. Ver [22, p. 117]. ]

Proposicao 1.2.14. Se u € p(A) e A € K tal que | — N [|[(A — ,u[)_lHﬁ(X) < 1, entao
AeEp(A) e

o0

(A=A == A (A — )

n=0

Demonstragio. Ver [35, p. 87]. ]

1.2.3 Poténcias Fracionarias de Operadores Setoriais

Considere A um operador setorial em X tal que Re 0(A) > 0. Para a € (0, +00),
os operadores A7 : X — X sao definidos pela férmula integral

+00

1
Ay = — / toz—l —At dt.
v F(a) / e v

Proposicao 1.2.15. Seja A um operador setorial em X tal que Re o(A) > 0. Entao
A7, «a € (0,400) sdo operadores linerares limitados bem definidos em X dando uma
correspodéncia injetiva entre X e a imagem R(A™*). Além disso, A" : D(A) — X
coincide com a inversa de A e para o, 3 > 0

AAB = A=(e+B),
Demonstrag¢io. Ver [20, p. 43]. ]

Observe que, para o > 0, cada A™%, é invertivel. Isto posto, denota-se a inversa deste
operador por A% isto é, (A7)~ := A® e é chamado de operador poténcia fraciondria
associado a A, e ainda, usa-se o simbolo X“ para denotar o dominio D(A%), ou seja,
X := R(A™®), que é denominado espago de poténcia fraciondria associado a A. Para o
caso a = 0, tem-se A° :=T e X* := X.

Para o € (0,400), o operador A satisfaz as seguintes propriedades (Ver, por
exemplo, Teoremas 6.8 ¢ 6.9 em [35, p. 72])

e A% é fechado e densamente definido;

e Se a > 3> 0, entdo D(AY) C D(AP);

eSeq,B € (0,+00), entdo A*F = AYAP = AP A em D(A"), com v = max {a, 3, a + B};
e Se a € (0,1), entao

Aoy = ST / AA(A 4+ AD M d),
T
para todo x € D(A) C D(A?).
Os resultados a seguir podem ser encontrados, por exemplo, em [20, p. 43].

Proposicao 1.2.16. Seja A um operador setorial em X tal que Re o(A) > 0. FEntdo,
os X* sao espagos de Banach com a norma ||v||ye == ||A%v||y, para o € (0,400). Além
disso, para o > B > 0, tem-se que X* é um subconjunto denso de XP, e que as inclusoes
X C X? sdo densas e continuas, e elas sdo compactas, desde que A possua resolvente
compacto.
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Proposigao 1.2.17. Seja A um operador setorial em X tal que Re o0(A) > a > 0. Para
a>0,t>0, o operador A%e~4" é um operador linear limitado em X tal que, para co > 0

—at

HAae_AtH < cae—, t >0,
£(X) to

A% = e MAY em X, t > 0.

Teorema 1.2.18. Seja o € (0,1). Entao, existe uma constante Cy > 0 tal que para
u € D(A) e d >0, tem-se

[A%llx < Co(6™ Jully + 027" [ Aullx),
1A%l < 2Co [lully ™ | Aul®.

U

Demonstragio. Ver [35, p. 73].

Teorema 1.2.19. Considere A um operador positivo tal que Re o(A) >0 e HAitHE(X,X) <
const.(0) para todo t € [—4,0]. Entao, se 5,n € C, 0 < RefS < Ren < oo e e (0,1),
vale a sequinte formula de interpolagao

[Xﬁ,X"]g — x (1=0)5+60n
e ainda, existe uma constante Cy > 0, tal que a sequinte desigualdade vale

0 -y
0]l x-or8400 < Collvllxn I0llx5 -
Aqui [-,+]g denota o espago de interpolagao complezxa.

Demonstragio. Ver [38, p. 59, 103]. O

1.3 Equacao de Evolucao com Operador Setorial

Considere o seguinte problema de Cauchy abstrato

{ i+ Au= F(u), t >0, (1.6)

u(0) = uy € X9,

onde A : D(A) C X — X é um operador setorial em um espago de Banach X tal que
Reo(A) > 0e F: X* — X é um operador nao-linear Lipschitz continuo em subconjuntos
limitados de X para a € [0, 1).

Defini¢ao 1.3.1. Sejam X um espago de Banach, o € [0,1) e ug € X®. Se para algum
7> 0 a fungao u € C([0,7), X*) satisfaz

(1) u(0) = uy;

(ii) v € C'((0,7), X);

(iii) u(t) € D(A) para todo t € (0, 7);

(iv) a equacao (1.6) é satisfeita em X para todo t € (0,7),

entdao u é dita uma solugao local (X*-solugao local) de (1.6).
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Teorema 1.3.2 (Existéncia Local de Solugoes). Seja A : D(A) C X — X um operador
setorial em um espago de Banach X, tal que Re o(A) > 0 e para algum o € [0,1),
F . X* — X ¢é Lipschitz continua em subconjuntos limitados de X®. Para cada
uy € X%, ewiste uma unica solugio em X%, u = u(t,ug), de (1.6) definida sobre
um intervalo mazimal de existéncia [0,7,,) que ou T,, = +00 ou se T,, < 00, entdo
lim sup [|u(t, up) || ya = +00.

=Ty,

Demonstragio. Ver [20, p. 55]. ]

Em decorréncia das imersoes dos espagos de poténcias fracionarias (Proposigao
1.2.16),se F' : X* — X é Lipschitz continua em subconjuntos limitados de X* (a € [0, 1)),
segue que F' também possui esta propriedade vista como uma aplicacio de X” em X
para cada 8 € [, 1). O que nos possibilita extender resultados de solugoes de X para os
espacos X? com 3 € [a, 1). Assim sendo, como consequéncia do Teorema 1.3.2, tem-se:

Corolario 1.3.3. Sob as hipéteses do Teorema 1.3.2, para cada 8 € [a,1) e ug € X7,
existe uma tnica solugio u = u(t,ug) em X? definida no seu intervalo mazimal de
existéncia [0, Ty, ).

Lema 1.3.4 (Férmula Integral de Cauchy (ou Férmula da Variagdo das Constantes)).
Sejam A : D(A) C X — X wum operador setorial em um espago de Banach X, tal que
Re o(A) > 0 e para algum o € [0,1), F : X* — X € Lipschitz continua em subconjuntos
limitados de X* e u € C([0,7), X?). Entao u é uma solugio local de (1.6) se, e somente
se, u satisfaz em X a sequinte equacao integral

ult) = e Ay + / e~ A=) P(y(s)) ds, t € [0,7). (1.7)

Demonstragio. Ver [20, p. 57]. O

Corolario 1.3.5. Sob as hipéteses do Lema 1.3./, se u satisfaz em X a equagdo integral
(1.7), entao u € C([0,7),X*") eu € C([0,7),X7), v €[0,1).

Ainda no contexto de solugoes locais, a proposicao a seguir nos mostra que as
solugbes do (1.6) que se originam em um subconjunto limitado B existem e mantém-se
em B até ao menos um tempo 75 > 0 (para mais detalhes veja [20, p. 66]).

Proposicao 1.3.6. Seja A : D(A) C X — X wum operador setorial em um espago de
Banach X, tal que Re 0(A) > 0 e para algum o € [0,1), F : X* — X ¢é Lipschitz continua
em subconjuntos limitados de X“. Entdo para qualquer conjunto limitado B C X“ existe
um tempo T > 0 tais que as solugoes u = u(t,ug) de (1.6) com uy € B existem e sdo
limitadas em X* uniformemente para t € [0,75] e ug € B.

Defini¢ao 1.3.7. Uma func¢do u = u(t) é chamada solugao global (X“-solucao global)
de (1.6) satisfaz as condigoes da Defini¢gao 1.3.1 com 7 = +00.

Tendo em vista o teorema de existéncia local de solugdes (Teorema 1.3.2) para provar
solvabilidade global do (1.6) é suficiente mostrar que a norma ||u(t, uo)|| v« néo “explode”
em um tempo finito 7. Em outras palavras,

VT >0 limsup|u(t)|y. < +oo.
=T~
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Varios critérios para a existéncia de solugoes globais estao ligados, em geral, com
uma limitacao apropriada no crescimento do termo nao-linear F'. Como, por exemplo:

Exemplo 1.3.8. Seja C' uma constante positiva e v € X qualquer. Se F satisfaz a
condicao de crescimento sublinear, isto é,

IE @)l x < C1+[[v] xa),

entao o problema (1.6) admite solugao global. (Ver [20,p. 70]).

Se u = u(+, up) é uma solugao global do problema (1.6), pode-se considerar a familia
de operadores {T'(t) : t > 0}, atuando em X*, dado via a seguinte relagao

T(t)ug := u(t,ug), up € X, t>0.

Da unicidade e continuidade das solugoes do problema (1.6) com relac¢ao aos dados
iniciais, segue que a familia {T'(¢) : t > 0} possui as seguintes propriedades:
e 7T(0) =1,
e T(t+s)=T(t)T(s), t,s > 0;
e a aplicagao [0, +00) x X* 3 (t,z) — T(t)xr € X* é continua.

A familia {T'(t) :t >0} é chamada semigrupo ndo-linear (ou, ainda, sistema
dindmico) associado a (1.6) e, tendo em vista o Lema 1.3.4, pode-se caracterizar estes
operadores da seguinte forma:

t
T(t)ug = e Mug + /e’A(t’S)F(T(s)uO) ds, up € X°.
0

Teorema 1.3.9. Seja A : D(A) C X — X um operador setorial em um espago de
Banach X, tal que Re o(A) > 0 e para algum o € [0,1), F : X* — X é Lipschitz
continua em subconjuntos limitados de X®. Se A possui resolvente compacto e a relagdo
T(t)ug := u(t,up) define um Cy-semigrupo de solugoes globais de (1.6), entao, para cada
t >0, T(t) € uma aplicagio compacta em X*.

Demonstragio. Ver [20, p. 80]. O

1.4 Atratores para Semigrupos Nao Lineares

Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo nao-linear em L£(X).

Definig¢ao 1.4.1. Para cada x € X, define-se a érbita positiva v (x) por 2 como sendo
yH(z) == {T(t)x : t > 0}. E, ainda, para s > 0 a drbita positiva por x no instante s é
dada por vf(z) :={T(t)x : t > s}.

Para cada x € X, uma solucio para trds por x é uma aplicagdo continua ¢ :
(—00,0] — X tal que ¢(0) = z e, para cada s < 0, tem-se T(t)o(s) = ¢(t + s) para
0 <t < —s. Uma solucao global por x é uma aplicacao continua ¢ : R — X tal que
¢»(0) = x e, para cada s < 0, tem-se T'(t)p(s) = ¢(t + s) para t > 0.

Observe que como a imagem de T'(t) pode nao ser todo o espaco X, logo a existéncia
de uma solug@o para tras ou uma solugao global esta condicionada a escolha de z. Além
disso, como T'(t) nado é necessariamente injetivo para todo ¢t > 0 uma solugdo para trés
pode nao ser unica.
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Defini¢ao 1.4.2. Define-se a érbita negativa v~ (x) por x como sendo

v (2) = H(t,2),

>0

onde

H(t,x) = {y € X : existe uma solugdo para tras por z, dada por ¢ : (—o0,0] = X
com §(0) =z e ¢(—t) =y}.

Além disso, para s > 0 a érbita negativa de x no instante S é dada por v, (z) :== U H(¢,x).
t>s

Definigao 1.4.3. A 6rbita completa por = (se existir érbita negativa por ) é definida
por
Y(@) =" (x) Uy~ ().

Para qualquer subconjunto B C X, tem-se que as orbitas positiva, negativa e
completa por B (se existir a érbita negativa para cada x € B), sao dadas por

YH(B) = UBf(w)? 77 (B) = UBT(Z‘) e y(B) = UBV(Z‘),

respectivamente.
Considere, ainda, a seguintes notacoes para s > 0 fixado

7 (B) = (@) e % (B):= U (@

zeB z€B

Definicao 1.4.4. Para qualquer B C X, os conjuntos w-limite e a-limite de B sao
definidos, respectivamente, por

w(B) = (175(B) e a(B) = ()7 (B)

s>0 s>0

Para um subconjunto B C X, vale destacar a seguinte caracterizacao do conjunto
w-limite de B:

w(B) = {y € X : 3{t,} € [0,400),t, "*F o0 e {2,} C B,y = lim T(tn)xn}.

Definic¢ao 1.4.5. A semi-distancia de Hausdorff, denotada por dist(A, B), entre dois
subconjuntos A e B de um espago métrico (X, d) é dada por

dist(A, B) := sup inf d(z, y).

zcAYEB
Definig¢ao 1.4.6. Sejam A e B subconjuntos de X.
(i) Diz-se que A atrai B sob a agdo do semigrupo {T(t) : t > 0} se tli}m dist(T'(t)B, A) =
0;
(ii) Diz-se que A absorve B sob a agao do semigrupo {7'(t) : t > 0} se existe ¢ty > 0 tal
que T'(t)B C A para todo t > to;
(iii) Diz-se que um subconjunto A de X ¢ invariante sob a agdo do semigrupo
{T'(t) :t >0} se T'(t)A = A para todo t > 0.

Os conjuntos « e w-limites de qualquer subconjunto de X sao invariantes.
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Defini¢ao 1.4.7 (Atrator Global). Um subconjunto A de X é chamado de atrator
global para um semigrupo {T'(t) : t > 0}, se é compacto, invariante e atrai subconjuntos
limitados de X sob a acao deste semigrupo.

Da definicao de atrator global pode-se destacar alguns pontos: a compacidade do
atrator implica que ele ¢ um subconjunto topologicamente pequeno de X e, ainda, devido
a completude pode-se extrair subsequéncias convergentes de cada sequéncia no atrator. A
propriedade de atrair subconjuntos limitados mostra que o comportamento assintético do
sistema acontece préoximo do atrator. E, por fim, a propriedade de invariancia do atrator
diz que ele é um objeto que possui dinamica independente.

Observe que o atrator global para um semigrupo {7T'(¢) : ¢ > 0} é tnico. De fato, se
A; e Ay sdo atratores globais para um semigrupo {7'(t) : ¢ > 0} entdo

dist(A;, Ay) = dist(T(£) Ay, Ay) =3 0,
e, portanto A; C Ay. De maneira andloga, tem-se que As C A;.

Definicao 1.4.8. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo.

(i) Diz-se que {T'(¢) : t > 0} ¢ assintoticamente compacto, se para cada subconjunto
fechado, limitado e ndo-vazio B C X para o qual T'(t)B C B, existe um compacto Kz C B
que atrai B;

(ii) Diz-se que {T'(t) :t > 0} é eventualmente limitado, se para cada subconjunto
limitado B C X existe t5 > 0 tal que 7., ¢ limitada. E, {T'(t) : ¢t > 0} ¢ dito limitado,
se 5 é limitada sempre que B for limitado;

(iii) Diz-se que {T'(t) : t > 0} é ponto dissipativo (limitado dissipativo), se existe um
subconjunto limitado B C X que atrai pontos (subconjuntos limitados) de X.

Os proximos teoremas caracterizam os semigrupos que possuem atrator global.

Teorema 1.4.9. Um semigrupo {T'(t) : t > 0} € eventualmente limitado, ponto dissipativo
e assintoticamente compacto se, e somente se, {T(t) : t > 0} possui um atrator global A.

Demonstragio. Ver, por exemplo, Corolario 1.1.3 em [20, p. 10]. H

Teorema 1.4.10. Seja {T'(t) : t > 0} um Cy-semigrupo. Se {T'(t) :t > 0} é compacto e
ponto dissipativo, entao {T(t) :t > 0} possui um atrator global A.

Demonstrag¢io. Ver [20, p. 13]. O

1.4.1 Estrutura Gradiente

Nesta subsecao consideraremos os semigrupos chamados gradientes e veremos que
seus atratores podem ser caracterizados como a variedade instdavel de seu conjunto de
equilibrio.

Defini¢ao 1.4.11. Diz-se que v* € X% é um ponto de equilibrio (ou solugao
estaciondria) para o semigrupo {7'(t):¢ > 0} se é um ponto fixo da aplicacdo T'(¢)
para cada t > 0, isto é, T'(t)u* = u* para cada t > 0. Denotamos por £ o conjunto de
todos os pontos de equilibrio para {T'(t) : t > 0}.
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Definicao 1.4.12. Um semigrupo {7'(¢) : t > 0} possui estrutura gradiente se existe
uma func¢do continua V : X* — R, chamada de funcio de Lyapunov, com as seguintes
propriedades:

(i) Para cada u € X* a aplicacao t € [0,00) — V(T'(t)u) € R é nao-crescente;

(ii) Para cada u € X tal que V(T'(t)u) = V (u) para todo ¢t > 0, tem-se u € £.

Definicao 1.4.13. Para u* € &£, a variedade instavel e estavel para u* sdo definidas,
respectivamente, por

W*(u*) ={u € X*: existe uma solugao global & para {T'(t):t > 0}
satisfazendo £(0) = u e tal que tgr_n 16(t) — u"|| ya = O} ;

W () :{ueX i [ T(0u — ]y :o}.
A variedade instavel local (e estavel local) para u* sdo definidas, respectivamente, por

Wi (u*) ={u e X existe uma solucao global ¢ para {T'(t): ¢ > 0} satisfazendo
£(0) = u e tal que dist(€(t),u*) < 8.t > 0, lim_[€(r) — u*]| 0 = o} :

W (u*) = {u € X* - dist(T(Hu,u’) < 6,¢ > 0, lim [T (0 — u'| o = o} ,

para algum ¢ > 0.

Teorema 1.4.14. Se {T'(t):t > 0} é um semigrupo gradiente com atrator global A e

numero finito de pontos de equilibrio, a dizer £ = {u(";, . -,u;’;o}, entio A € dado por
no
A= {JW*u). (1.8)
i=1
Demonstrag¢io. Ver [29, p. 51]. ]

O resultado acima mostra que se {T'(t):¢ >0} é um semigrupo gradiente com
atrator global A e numero finito de pontos de equilibrio a estrutura de A e sua
dindmica assintotica sdo bem determinadas, e para esta classe de semigrupos existe um
conhecimento detalhado quanto a estrutura dos atratores disponivel na literatura. Um
atrator da forma (1.8) é denominado gradient-like.

Em geral, nao se espera que uma perturbacao de um semigrupo gradiente dé origem
a um novo semigrupo gradiente, uma vez que a principal dificuldade consiste em provar
que o problema perturbado possua uma funcao de Lyapunov. Isso nos leva a refletir sob
quais propriedades dinamicas dos semigrupos garantam que eles possuam atratores do
tipo gradient-like e se estas sdo estaveis sobre pertubacoes. Em razao disto, definimos
o seguinte conceito de semigrupos gradient-like que generaliza o conceito de semigrupos
gradientes, mantendo suas propriedades dindmicas essenciais.

Definig¢ao 1.4.15. Considere o semigrupo nao-linear {7°(¢) : t > 0} com um ntimero finito

de pontos de equilibrio, a dizer £ = {uz‘), cee u,*m}. Seja
2kp = min |lu; — ujl|xe > 0.
1<i,j<ng

i#J
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Seja 0y < kg, u* € £ e d € (0,00). Uma d—cadeia de u* para u* é um subconjunto
{u;"l, e ,u;“k} de &, juntamente com {uy,- - -, ux} um subconjuntos de pontos de X* e
constantes {t1, 51, -k, sc}, 0 < 55 < t;, 1 < i < k, k < p, tal que [lu; — v [|xe <6,
1<i<k+1,u =u =, dist(T(s)u;, £) > dg e ||T(t)u; —uj, 4] < 0,1 <i < k.
Dizemos que u* € £ é recorrente por cadeias se existe dyp > 0 e uma d—cadeia de u*
para u* para cada 0 € (0, dp).

do

T(81 U1

Figura 1.2: Exemplos de d—cadeia com p =3 e p = 1.

Definicao 1.4.16. Seja {7'(t) : t > 0} um semigrupo nado-linear com um nuimero finito

de pontos de equilibrio, a dizer £ = {u{’;, -+ u¥ ¢, com atrator global A. Dizemos que

no |?
{T'(t) : t > 0} é um semigrupo gradient-like se as seguintes condigoes sdo satisfeitas:

(G1) Dada uma solugao global £ : R — X® em A, existem i,j € {1,--- ,ng} tal que

dim [€(8) —ufllxe =0 e lim (1) — ] xe = O

(G2) € = {ug,- e u;O} nao contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

As hipéteses (G1) e (G2) carregam importantes propriedades dindmicas de um
semigrupo com uma fungdo de Lyapunov. Segue de (Gl) que A = Lj W (ul), ou
i=1

seja, um semigrupo gradient-like é um semigrupo atrator gradient-like. J& (G2) nos
diz que nenhum nimero finito de érbitas pode gerar um contorno fechado. A maior
vantagem dessas hipoteses na funcao de Lyapunov é a estabilidade sobre pertubagoes.
Este fato nos permite obter uma caracterizacdo de atratores de semigrupos que sao
pequenas perturbacoes de semigrupos de gradiente, perturbar tais semigrupos novamente
e ainda ser capaz de caracterizar os atratores do semigrupo recentemente perturbado.
Antes de prosseguirmos com a andlise dos atratores de semigrupos do tipo gradiente
sobre perturbagdo vamos estabelecer uma equivaléncia entre a condicao (G2) e a auséncia
de estruturas homoclinicas.
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Definicao 1.4.17. Seja {T'(¢) : t > 0} um semigrupo nao linear com um ndimero finito

*

de pontos de equilibrio, a dizer £ = {u(’g, ++ -+, uy ¢, com atrator global A. Uma estrutura

homoclinica em 4 é um conjunto {u?‘l, e ,uj‘k} C & e um conjunto de solugoes globais
{& R — X*:1<i<k}em A tal que, fazendo up, =g

uy,
£2(1)
(1) *
uj,
. &u(t)
up,

Figura 1.3: Exemplo de estrutura homoclinica.

Lema 1.4.18. Seja {T(t):t >0} um semigrupo nao linear com wum nimero finito
de pontos de equilibrio, a dizer £ = {ug,---,uzo}, com atrator global A.  Se
{T(t):t >0} satisfaz (G1), entao (G2) € satisfeita se e somente se A nao possui
estruturas homoclinicas.

Demonstragio. Ver [16, Lema 2.2]. O

Definigao 1.4.19. Diz-se que o semigrupo {T,,(:) : ¢ > 0} é coletivamente assintotica-
A s k—o0 IR T
mente compacto se, dada uma sequéncia {7}, .y com 1, — 0, uma sequéncia limitada
- . < . k <
{ur} ey em X e uma sequéncia {#;},y de niimeros ndo negativos com ¢ —> oo, entdo

T, (te)ug "2% () 6 relativamente compacta.

A maior vantagem dos semigrupos gradient-like sobre os semigrupos gradientes é
a estabilidade sob perturbagoes. O resultado a seguir assegura que as hipdteses (G;) e
(G3) sao estaveis sob pertubagoes e esse fato possibilita uma caracterizacao dos atratores
de semigrupos que sao pequenas perturbacoes de semigrupos gradientes, tais semigrupos
perturbados sao capazes de fornecer uma caracterizacao do atrator do semigrupo nao
perturbado.

Teorema 1.4.20. Seja {T,(t):t>0}, n € [0,1], uwma familia de semigrupos

coletivamente assintoticamente compacto, que satisfaz:

(i) Para cadan € [0,1], {T,(t) : t > 0} possui um atrator global A, e | A, € limitado;
n€l0,1]

(ii) {To(t) : t > 0} um semigrupo nao linear gradient-like com uwm nidmero finito de pontos

de equilibrio, a dizer & = {ual,- e uano};
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(iii) {7T})(¢) : t > 0} possui um nimero finito de pontos de equilibrio, €, = {u;k]’h- e u },

7,10

para todo n € [0,1], e sup |u;; — ug || xa 128 0;
<i<ng
(iv) |T5,(t)u — To(t)ul| xe 1% 0 uniformemente para em t em subconjuntos compactos de
[0,00) e para u em subconjuntos compactos de X;
(v) Eziste § > 0 tal que, se uma solugio &, em A, ¢ tal que [|§,(t) — uy ;llx« < 0 para
todo t >ty (ou, para todo t < ty), to € R, entdo &,(t) =% uy i (ou §y(t) jpuano uy ;).
Entdo, existe ng > 0 tal que, para todo n € [0,m0], o semigrupo nao linear

{T,(t) : t > 0} € gradient-like.
Demonstragio. Ver [18, Teorema 5.26]. ]

Corolario 1.4.21. Sob as hipdteses do Teorema 1.4.20, existe ng > 0, tal que

no
Ay =W, ), para todo n € [0,1)].

i=1

Observacao 1.4.22. Até este ponto nao usamos hiperbolicidade dos pontos de equilibrio
uf, 1 < ¢ < ng. Sendo assim, os resultados sao validos em alguns casos sem
a hiperbolicidade. Nas aplicagoes, a hiperbolicidade dos pontos de equilibrio para
{To(t) : t > 0} é usada para provar as condigoes (iii) e (v) do Teorema 1.4.20.

Adaptando a definicdo de semigrupo gradient-like, podemos substituir o conjunto
finito de equilibrios por uma familia de conjuntos disjuntos invariantes isolados, e as provas
sao similares.

Com o intuito de obter atratores globais, cuja atracao é do tipo exponencial, isto é,
atratores globais exponenciais, seguimos o realizado em [1, 15, 30].

—

Definicao 1.4.23. Dizemos que = = {:1,~~~,
invariantes isolados se existe § > 0 tal que O(E;)NO(Z}) = @, < i < j < p, e
=7 é o subconjunto invariante maximal de O(Zf) := {z € X : dist(z,E}) < 0}.

E;} ¢ uma familia de conjuntos

Definicao 1.4.24. Dizemos que a familia = = {E“{, e ,E;} de conjuntos invariantes
isolados atrai pontos de X, se a uniao |J = atrai cada ponto de X°.
=rez
k2

Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo nao-linear com atrator global A que contém uma

* =

familia finita de conjuntos disjuntos invariantes isolados = = {El, G

Definigao 1.4.25. Sejam 0 e dy € (0,0) fixados. Para Z* € Ze § € (0,d;) uma d—cadeia

de =Z* para =Z* é uma sequéncia {EZ‘, e ,Efk} C =, uma sequéncia de numeros reais

t1, k1, Stk ki, 1 <4 <k k < p, e uma sequéncia de pontos u;, 1 < i < k, tais que u; €
k

O5(Z7), T(ki)u; ¢ Ogo(lul(uli)) e T(t)ui € Os(5},,), 1 <1<k, com Z" =5} =E].
1=

Diremos, ainda, que Z* € = é recorrente por cadeias, se existe dy € (0, 5) e 0—cadeias
de =Z* para Z* para cada ¢ € (0, d).

Definicao 1.4.26. Considere {7'(t) : t > 0} um semigrupo nao-linear com atrator global
A. Dizemos que {T'(t) : t > 0} é um semigrupo gradient-like generalizado, se existe

=k

uma familia = = {_1, e ,E;} de conjuntos invariantes isolados em A, tal que
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(GG1) Para cada solugao global £ : R — X©, existem 1 <, j < p, tais que

? J

i dist(€(¢),Z7) =0 e lim dist(£(¢), Z5) = 0;

(GG2) Os elementos de = = {E{, e ,E;} nao sao recorrentes por cadeias.
Definicao 1.4.27. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo nao-linear com um nimero finito de

conjuntos invariantes isolados = = (=7, -+ |E

*

p
homoclinica em A é um conjunto {Zf,--- |Z5} C = e um conjunto de solugoes globais

{& R — X 1<i<k}em A tal que, fazendo Zj,, = =7,

} e com atrator global A. Uma estrutura

lim dist(€(2).) =0 e lim dist(&(t),Z;,,) =0, 1<i<k

Lema 1.4.28. Seja {T'(t):t > 0} um semigrupo gradient-like generalizado. FEntdo o
atrator A para {T'(t) : t > 0} nao contém estruturas homoclinicas.

Demonstragio. Ver [16, Lema 2.10]. O

Como antes também introduzimos o conceito de variedades instaveis e estdveis.

Definicao 1.4.29. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo. A variedade instével e estével
para um conjunto invariante isolado =* sao definidas, respectivamente, por

W*(=Z") ={u € X existe uma solugao global { para {T'(t):t >0} com
£(0) =u e tal que lim_dist(£(t), =*) = 0} :

W (u*) = {u e X*: tliglo dist(T'(t)u, =%) = O}.
A variedade instavel local para um conjunto invariante isolado =* é definida por

We(E") ={u e W*E") N Os(Z) : existe uma solugao global £ para {T'(¢):t > 0} com
£(0) = w o tal que lim_dist(€(1), =") = 0 ¢ £(1) € O5(=").t < 0} ,

para algum ¢ > 0.

Defini¢ao 1.4.30. Dizemos que um semigrupo {7'(t):t > 0} é exponencialmente
ponto dissipativo, se dada uma familia = = {ET, e ,E;} de conjuntos invariantes
isolados que atrai pontos de X e para cada = € =, existam constantes positivas Cp, po

e dp, tais que
dist (T (t)uo, Wit (Z7)) < Coe™ ™, (1.9)
sempre que uy € Os,(E7) € Yo(u0) C Os,(E]) para todo t > 0.

Teorema 1.4.31. Suponha que as sequintes condigoes sejam vdlidas:

(i) O semigrupo {T'(t) :t > 0} € gradient-like generalizado e assintoticamente compacto
com orbitas limitadas de conjuntos limitados e com uma familia de conjuntos disjuntos
isolados invariantes = = {E”{, e ,E;};

(ii) A familia de conjuntos invariantes isolados = = {E’{, e 2E

,up} atrai pontos de X“;
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(iii) O semigrupo {T'(t) : t > 0} satisfaz uma condi¢ao de Lipschitz da forma
A(T(t)wy, T(t)wsy) < ceXd(wy, wy),

para todos B C X limitado e wi,ws € B, onde ¢, L sdo constantes positivas;
(iv) Cada elemento =; C = wverifica a propriedade (1.9).

Entio o semigrupo {T'(t):t >0} é exponencialmente limitado dissipativo. Em
outras palavras, existe um atrator global A que atrai erponencialmente, da sequinte
maneira, existem p >0 e C > 0, tais que

dist(T'(t)B, A) < Ce ", para todo t > 0.
Demonstragio. Ver [15, Teorema 2.16]. O

Teorema 1.4.32. Considere o semigrupo {T'(t):t >0} gradient-like generalizado e
assintoticamente compacto com uma familia de conjuntos disjuntos isolados invariantes
—. % *

= = {ul,--- ,E;} que atrai pontos de X, onde cada elemento ZF C Z= werifica a

propriedade (1.9) e que qualquer ponto vy existe uma bola Oy, (vo) tal que v+ (Osuy) (Vo))
seja limitado e, para algumas constantes cq e Lo > 0, temos

A(T(t)wy, T(t)wsy) < coe™d(wy, wy), (1.10)

para todos wy,wy € Y (Oswy)(v0)) et > 0. Entdo o semigrupo € localmente compacto
dissipativo. Em particular, existe um conjunto (maximal) compacto invariante J que
atrai exponencialmente uma vizinhanga de um conjunto compacto dado, ou seja, dado
K C X* eziste um conjunto aberto O(K) contendo K tal que

dist(T(t)O(K), J) < Ce™", t > 0.
Demonstragio. Ver [15, Teorema 2.18]. O

Teorema 1.4.33. Considere o semigrupo {T(t):t >0} gradient-like generalizado,
compacto e que satisfaca a propriedade (1.10). Assuma, ainda, que exista uma familia

%

de conjuntos disjuntos isolados invariantes = = {ul, e ,E;} que atrai pontos de X<,
onde cada elemento Zf C = werifica a a propriedade (1.9). Entao, {T(t):t >0} é

1
exponencialmente limitado dissipativo.

Demonstragio. Ver [15, Teorema 3.9). O

Teorema 1.4.34. Seja {T,(t):t>0}, n € [0,1], wma familia de semigrupos
coletivamente assintoticamente compacto, que satisfaz:

(i) Para cada n € [0,1], {T,,(t) : t > 0} possui um atrator global A,;

(ii) {To(t) : t > 0} € um semigrupo gradient-like generalizado;

(iii) A possui um nimero finito de conjuntos invariantes isolados, =, = {E;,p e ,Efmo},
para todo m € [0,1], que se comportam semicontinua superiormente e inferiormente
quando n — 0, isto €,

: —% =k : —% % n—0
1<i<p

Adicionalmente, existem d > 0 e 1y > 0 tais que somente as solugoes globais contidas em
Bs(Zr,) estao em =, 1 <i<p, 0<n<np;

—n,i 587



Atratores para Semigrupos Nao Lineares 45

(iv) d(T5(t)u, To(t)u) 1280 para cada t > 0 e uniformemente para u em subconjuntos
compactos de X¢;

(v) Eziste 0 > 0 e ny € (0,1] tais que, se n < no, & : R = X* € uma solugio global
em Ay, e d(§,(t),Z;,;) < d para todo t < 0 (d(&,(t), =5 ;) < ¢ para todo t > 0), entdo

d(&(t), Ep,) 70 (A& (1), Z5,) = 0).

Entao, existe ng > 0 tal que, para todo n € [0,n0], {T,(t) : t > 0} € um semigrupo
gradient-like generalizado. Consequentemente, existe ng > 0 tal que

p
A, = |JWH(E;,), para todo 1 € [0, ).

i=1
Demonstragio. Ver [16, Teorema 2.13]. O

Corolario 1.4.35. Assumindo as hipdteses do Teorema 1.4.34 e Teorema 1.4.31 para
cada n € [0,1], para cada subconjunto limitado B C X, existe ng > 0 e uma constante
c(B) > 0 tal que

d(T,(t)uo, A,) < c(B)e™, para todos ug € B,n € [0,m0] et > 1.

Em acordo com [2, 17, 19] seguindo o desenvolvido em [30)] se considerarmos que
{TH(t) : t > 0} possui um atrator gradient-like .4, e que todas suas solugdes estaciondrias
sejam hiperbdlicas, entao {7, (t) : ¢ > 0} possui um atrator 4, e com uma propriedade
de continuidade de semigrupos serd possivel mostrar que os atratores A, comportam
continuamente quando 17 — 0, ou seja,

dist(A,, Ao) + dist(Ag, A,) =3 0.

1.4.2 Continuidade dos Atratores

Esta subsecao visa entender a continuidade dos atratores relativo a pertubagdes no
semigrupo, estabelecendo condigoes para que os atratores se comportem continuamente
quando houver estas pertubagoes. Para este fim, considere a seguir (X,d) um espago
métrico e A um espaco topoldgico.

Definicao 1.4.36. Sejam {A,}, _, uma familia de subconjuntos de X.
(i) Diz-se que {A,}, _, ¢ semicontinua superiormente em 1, se

diSt(AnaAno) = sup d(]:naAno) = 0;

zn€Ay

(ii) Diz-se que {A,}, ., ¢ semicontinua inferiormente em 7, se

dist(A,,, A,) = sup d(z, A,) =% 0;

T€A,

(iif) Diz-se que {A;} ., ¢ continua em 7o se for semicontinua superiormente e
inferiormente.
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Lema 1.4.37. Seja {A,}, ., uma familia de subconjuntos de X.

(i) Se toda sequéncia {x,, }, com x,, € A, , N, — Ny possui uma subsequéncia com limite
pertencendo a A,,, entdo {Aﬂ}neA ¢ semicontinua superiormente em ny;

(ii) Se A,, € compacto e para cada xy € A,, existe uma sequéncia {z,,} com x,, € A,
Nn — o que converge para T, entao {An}ne/\ ¢ semicontinua inferiormente em ng.

Demonstragio. Ver [19, Lema 1.1]. O

Teorema 1.4.38. Suponha que o conjunto U A, seja compacto em X e que para qualquer
neA

L 77—>_77§) Ly €M X; ('Tn € -’477777 # 770)7 tal que HTn(t)xn - Tﬁo(t)anH — 0 quando 1 — Mo
para todo t € [0,00). Entdo, a familia de atratores {An}neA ¢ semicontinua superiormente
em 1 = 1.

Demonstragio. Ver [19, Teorema 1.1]. O

Teorema 1.4.39. Para n € [0, 1], considere a familia de semigrupos {T,(t) :t > 0}, que
satisfaz:

(i) Para cada n € [0,1], {T,,(t) : t > 0} possui um atrator global A,;

(ii) A familia {T,(t) : t > 0} possui um numero finito de solugoes estaciondrias &, =

{ufbl,' . nno} para todo n € [0,1], e sup [uy; — ugl|xe — =Y —0;
1<i<ng

(iii) Ewiste 6 > 0 tal que {W“( i) N Bs(ug;);m € [0, 1]} é semicontinua inferiormente
emn =0;

(iv) d(T,(t)u, To(t)u) 180 para cada t > 0 e uniformemente para u em subconjuntos
compactos de X ;

(v) Suponha que Ay = U W (ug ),

Entao, a familia de atratores {A,} eA é semicontinua inferiormente em n = 0.
Demonstragio. Ver [0, Teorema 1.74]. O

Corolario 1.4.40. Sob as hipdteses dos Teoremas 1.4.20 e 1.4.39 a familia de atratores
{An}neA é semicontinua inferiormente em n = 0 e existe ny > 0 tal que

A, = U W (uy ), para todo n € [0, n].

Definicao 1.4.41. Seja {T'(t) : t > 0} um semigrupo nao linear com atrator A. Dizemos
que A é um atrator exponencial, se existem p > 0 e para cada subconjunto limitado
B C X uma constante C'(B) > 0 tal que

dist(T'(t) B, A) < C(B)e ", para todo t > 0.

O resultado a seguir assegura que a atracao exponencial uniforme garante que a
taxa de convergéncia dos semigrupos nao lineares determina a taxa de convergéncia dos
semigrupos.

Teorema 1.4.42. Seja {T,(t):t >0} um familia de semigrupos ndo lineares com
atratores globais A,,n € [0,1]. Suponha, ainda, que existam ny > 0,p > 0 e um conjunto

limitado By > U A, tais que para cada B C X limitado, exista uma constante
n€[0,mo]
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C(B) > 0, tal que os atratores A, sejam exponenciais para todos n € [0,1] e t > 1.
Suponha, também, que existam c, L > 0, tais que

A(T,(t)u, To(t)v) < ce(d(u,v) +1n), para todos u,v € By,n € [0,m] et > 1.

Entao,

P
dist(A,, Ag) + dist(Ao, A,) < Cnrtl, para alguma constante ¢ > 0.

Demonstrag¢io. Ver [5, Teorema 8.2.2]. ]

1.5 Convergéncia Compacta

Considere {Z.}

lineares com

cefo,1] Uma familia de espacos de Banach e E. : Z; — Z. operadores

| Baull . =3 Jlull,, , para todo u € Zp.

Os operadores E. sao chamados de extensoes. E, ainda, existem ¢ > 0 e M > 0
independentes de ¢ tais que ||E.ull, < M [Jul|,,, para todo u € Zy e € € [0,&0] (Veja

[39])-

Defini¢ao 1.5.1. Uma familia {u.} E—converge para u se ||u. — E.ull, — 0

e€(0,1]
~ E
quando ¢ — 0 e, usaremos a notagao u, — u.

Definig¢do 1.5.2. Uma sequéncia {u., }, .y com u., € Z., e g, — 0 é relativamente

compacta (ou pré-compacta) se para cada subsequéncia {uank} existe uma
. E s

subsequéncia {usnk,} e um elemento u € Z, tal que Ue, , — U A familia {u5}56(0 1

¢ dita relativamente compacta (ou pré-compacta) se toda sequéncia {ue, }, .y em
{uct.co1) com e, — 0 € relativamente compacta.

Defini¢ao 1.5.3. Uma familia de operadores {B. € L(Z.) cc(0,1] converge para By €

E E .

L(Zy) quando ¢ — 0, se B.u. — Byu sempre que u. —> u e, usaremos a notagao
EE

B. — By.

Defini¢ao 1.5.4. Uma familia de operadores compactos {B: € L(Z:)}.¢ (o, converge

compactamente para um operador compacto By € L(Zy), se B. RN By e para qualquer

familia limitada {ug € Z:: lull, = 1} , a familia {B.u.} ) € relativamente

e€(0,1]
. ele}
compacta e, usaremos a notacao B. — By.

Lema 1.5.5. Seja {B. € ﬁ(ZE)}ee(o,u de modo que B. <, By quando € — 0. Entao,
i) || B: < C para alguma constante C' > 0, independente de &;
L(Ze)
ii) Suponha que N(I + By) = {0}, entdo existem 9 > 0 e M > 0 tais que
4 q q

|@+B)7Y, <M, Yeeloal

L(Z)

Demonstragio. Ver [3, Lema 4.7]. O






CAPITULO 2

PROBLEMAS PARABOLICOS EM UM
DOMINIO COM UM PEQUENO
BURACO

Este capitulo descreve o problema proposto e introduz os conceitos que serao
adequados para estuda-lo. A fim de analisar o comportamento assintético de uma classe
de equacoes parabdlicas em dominios com um pequeno buraco, este capitulo destina-se
assim, a explorar a existéncia de atratores globais para os semigrupos associados a tais
equacoes.

2.1 Introducao

Antes de enunciar de maneira precisa a classe de problemas parabdlicos a ser tratada,
definamos a perturbacao do dominio que estaremos considerando.

Seja 2 C R™, n > 3, um dominio limitado com fronteira 9Q € C? e ¢ € (0,1] um
pardametro. Dados w C R™ um dominio limitado com fronteira, Ow, suficientemente suave
e um ponto xg € (), considere

wsz{xeR”:fl(m—xo)Ew}.

Denota-se por €2, o dominio obtido retirando-se um buraco w. do dominio €2, isto é,
Q. := Q\w,, cuja fronteira é dada por 9. := 9Q U dw,.

s

Figura 2.1: Representacao do dominio €2..

49
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Considere a seguinte equacao parabdlica semilinear

Ou. 0 Ou, B
o Z 87% <az‘j($)%> + V(z)u. = f(ue), © € Qe t >0

1<i,j<n j

(Pe)
u. =0, = € 09,.
Para 1 <4,j <n as fungdes a;;, V :  — R satisfazem as seguintes condigoes:
(a) a;; € CH(Q) e a;j(x) = aji(x), para todo = € Q;
(b) Condicao de elipticidade: existe constante ¥y > 0, tal que

o oay(@)&8 =Dl Ve e E= (&, &) ERT (2.1)

1<i,j<n

(c) V € C(Q), tal que V(z) > 0 para todo z € €

A funcdo f: R — R é uma fungdo nao linear que satisfaz:
(d) f € C*(R);

(e) Condigdo de crescimento: para todo s € R, existe constante ¥; > 0

If(s)] <y (1 + ]5]7_1> ,onde 1 <y <2 sen>3; (2.2)

(f) Condigcao de dissipatividade:
lim sup Q) < 0, (2.3)
|u|—+o0 Uu

ou equivalentemente, para qualquer 7 > 0 existe ¢, tal que

uf(u) <Tu?+c., YueR.

Em L?*(€.) considere o operador, A, : D(A.) C L*(2.) — L*(€.), dado por
D(A.) = {Ue € H*(Q:) :u. =0 em 0(25} ,
0 ( Ou,
A== 3 2 (w05) v
19;2,]':91 Gazz J 8xj

Lema 2.1.1. O operador A. é auto-adjunto.

Demonstracao.
e A. é um operador simétrico, isto é, para toda u.,v. € D(A.), tem-se
(Az-:uz-:a UE)L2(Q€) = (u57 A€v€>L2(QE) .
De fato, para u.,v. € D(A.), segue que
ou,
(Aeueave)Lz(Qg) = /6x (aijaa> ve do + /Vueve dz

1<i ]<n Qe
Ou, Ov,

= - > /a” UE ds(z)+ Y /aij— dm—l—/‘/uevE dz
(9 8%» 81:2 o

1<2,5<n 0. 1<i,j<n o

ov, 8u5
= _Z Q/al-jax 9 dz —i—/ungEdw

1<i,j<n

= - Y /uga <aijg?> dx+/u€Vv€ dz = (ue, Acve)2q.) -
1 QE
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o A, é densamente definido em L?(2.), isto é, D(A.) = L*(Q).

De fato, segue das imersoes de Sobolev, que
C°(Q.) € D(AL) C L*(Q.),
e usando as propriedades de fecho, tem-se

LQ(QE) = C(C))O(Qa) - D(Aa) - LQ(Qa)a

isto ¢, D(A.) = L*().

o R(A.) = L*(0).
Segue imediatamente da Secao 6.2.1 em [23], tomando = min {190, inf V}.
9]

Portanto, segue do Teorema 13.11 - item (d) em [37], que o operador A, é auto-adjunto.
]

Quando € — 0, o “dominio limite” consiste no dominio €2 e a equacao limite é dada
por

8u0 0
5t 2 o

1<ij<n 9Ti

<aij(x)$> + V(x)up = f(ug), € Q,t >0

U(]:O, x € 0f).

(Po)

Em L?*(Q) considere o operador, Ay : D(Ag) C L*(2) — L*(2), dado por
D(Ay) = {Ug € H*(Q) 1 up =0 em 89} ,
0 auo
Mg = = 5 (a2 V(.
o= = 5 G (G + Ve

Analogamente a demonstracao do Lema 2.1.1, segue o seguinte resultado

Lema 2.1.2. O operador Ay é auto-adjunto.

2.2 Existéncia do Atrator Global

2.2.1 O Problema no Dominio com Buraco (P.)

Lema 2.2.1. O operador A. é um operador setorial.

Demonstragio. Segue do Lema 2.1.1 que o operador A, é auto-adjunto e densamente
definido, assim basta mostrar que A, é limitado inferiormente em L?((.) e concluimos,
portanto, pela Proposicao 1.2.11 que A, é um operador setorial.

De fato, para u. € D(A.), segue que

Ou, 9
(AEUE,UE)LQ(QE) = /89@, (a,-jam) ue da + /VuE dx

1<i,j<n Qe

Z /am gug gua dx+/Vu dz

1<i ]<n Qe

v

Yo | Vetel 720, + infy’ ||u€||L2(QE)

v

2 2
Cllucllzno,y = Cllusllzzq.
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onde C' = min {190, inf V} . Portanto, A, ¢ limitado inferiormente em L?(€.). H
9)

Seja X, = L*(€.). Desde que o operador A, ¢ um operador setorial segue que A.
gera um semigrupo analitico {e_tAs > O} e suponha ainda que Re o (A.) > 0. Assim,
pode-se definir as poténcias fracionarias A% de A. e com isso os respectivos espacos de
poténcias fracionarias X := D(AY) com « > 0 munidos da norma do grafico.

1
Observe que X! = D(A.) = H*(Q)NH (), X2 = L*(Q.) e X2 = HL(.). Assim,
o problema (P.) pode ser escrito como uma equagao de evolugao do tipo
{ Ue + Acue = F(ug), t>0

1 2.4
u5(0> == ug 6 X{-j?, ( )

1
onde F' : X2 — X_ é o operador de Nemitskii associado a f, isto é, F(u.(t))x =

S (ue(t, x)).

Lema 2.2.2. Seja f : R — R uma funcio ndo-linear de classe C?. Se f satisfaz a
1

condigio de crescimento (2.2) entdo F : X2 — X, é localmente Lipschitz continuo. Além
disso, dado R > 0 existe uma constante C'(R) > 0, tal que

[ (o)l x. < C(R),

1
para toda u. € Br = {wg € X2 |w 1< R}.

1
X2

Demonstrag¢io. Dados a,b € R, paraf € [0,1]e 1 <y < "+2 , do Teorema do Valor Médio
e da condigao (2.2), segue que

[f(a) = fO)) = [f(fa+ (1—0)b)||a—0]

< Dy (14 [0a+ (1= 0)b") |a— b

< Oy (14 (la] +[B)) ") |a = b]

< Dy (1+272(la] " 4 B7Y) fa — b

< C(Tfal 4B ) a—b], (2.5)

onde C; = max {1,272},

Para p > 1 tal que py = %, mostremos que F : L%(QE) — LP(Q.) é localmente
Lipschitz continuo.

De fato, para u.,v. € L%(Qa), de (2.5) segue que

1F() = Fllpa, = [ 1) = fe(o)l do
< ot (1 @)™ + @) @) - e @) do

< G [ (L4 fue@)P 4 Joe@)PO ) fuele) - ve(@) P de,

5 (2.6)
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onde Cy = 22P72CY.

Uma vez que v = —22~ 2n

pin-2) P T = 5y
assim, py = p(y — 1)r. Logo, como u,,v. € L%(QS) = [P(Q.) = LPO~I7(Q,), temos
(ue —v.)P € LV(Q) e w1 PO=1) € [7(€,), e com isso, (14uP0~ 44P0~D) € L7(Q,).

Assim, tendo em vista r e v como descritos acima, da Desigualdade de Holder
aplicada a (2.6), segue que

v e r sao expoentes conjugados e,

[ F (ue) — F(“E)”%p(ga) <Gy / (1 + |ua($)’p(771) + |Ua($)‘p(771)) |ue(z) — ve(2)|” dz

Qe
5 1
< G| [lu@ =@ do | | [ (14 (@O 4 o (@)P070) do
Qe Q.
g 1
< G| [l —w@P de || 1+ m@P 4 @ de |

onde C5 = 25 202. Desse modo,

1
17 (ue) — F(”E)HiP(QE) < Csflue — Us”im(gs) ( Q] + [|uel73n @) T [[0=]170m () )T
< Cullue = vel[fo .y ( 1+ H“sHLm @) T ”Us“mms )
» Py
< Cullue = vl ( 1+ el ooy + 10l ey )
p
= Cullue = vl oy ( 1+ ttell ooy + 0l oy )

onde C; = max {2%_203, 2%_QC’3|Q€]%} . E, assim

1 (v-1)
1F(ue) = F) sy < CF e = vell oy ( 14 Ntell ooy + I0ell iy ) - (27)

Em particular, para p = 2 em (2.7), tendo em vista a Observagao 1.1.12, segue que
existe constante C5 > 0, tal que

(=1
ol 2 o) )

1 (v—=1)
< CiCs|lu. — UsHHg(QE) < 1+ HUEHH(}(QE) + HUEHH(}(QE) ) :

1
1F(w) = Fla@y < CF = vl any o (14 el

Em conclusao, seja § > 0 tal que HUEHX% ; H’USHX% < 4. Portanto,

| F'(ue) — F<U€)HXE < Cspllue — UsHX% )

1
onde Cs., = C;Cs(1 + 26)~1 o que implica que F' ¢é localmente Lipschitz continuo.
E ainda, como f € C’l( ), segue que

IF )], = /v - ol <a
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Como F' é Lipschitz continua em Bpg, para u. € Bg
1)l < [1F(ue) = FO)llx, +I1FO)x, < Coyllucll g +Cs < C(R),

onde C'(R) = C5,R + Cs. O

Lema 2.2.3 (Solugao Local). Sob a hipdtese de crescimento (2.2) o problema (2.4) possui
1

solucdo local em X2 .

Demonstra¢io. Como A, é um operador setorial (Lema 2.2.1) e F' é localmente Lipschitz
continuo (Lema 2.2.2), segue que as hip6teses do Teorema 1.3.2 sdo satisfeitas, dai segue
o resultado. O]

Lema 2.2.4 (Solu¢do Local Limitada). Suponha que a condi¢io de crescimento (2.2)
vale. Se u? € By no problema (2.4), entdo existe T > 0 tal que as solugoes u.(t,ud) do
1

problema (2.4) existem e sdo limitadas em X2 uniformemente para t € [0, Tg].

Demonstragio. Como A, é um operador setorial (Lema 2.2.1) e F' é localmente Lipschitz
continuo (Lema 2.2.2), segue que as hipdteses da Proposicao 1.3.6 sao satisfeitas, dai segue
o resultado. O]

Lema 2.2.5. Sob a condigio de dissipatividade (2.3) as solugoes u.(t,u’) do problema
(2.4) sdo tais que, eziste constante C' > 0

0

oy 1}. (2.8)

Demonstragdo. Para obter o resultado usaremos a técnica de iteragdo de Moser-Alikakos
(Ver [20, p. 213]), que é uma técnica que permite obter estimativas em L para solugoes de
equagoes parabolicas de segunda ordem. De fato, inicialmente multipliquemos a equacao

do problema (P.) por u?kfl, para k =1,2,---, e integramos sobre 2, isto é,

aug 2k 1 . 8u5 ok _1 _ ok ok _1
/ u. —de = / > o2, <a”8 )ua dx Q/VUE dz +Q/ flug)uz =" dz. (2.9)

1<7,5<n

sup’u6 (t,u?)

t>0

SC’maX{ U

Loo(Qe)

Observe que, analisando os termos da equagao acima, obtemos

/8U5 gk ld _2k/2k8u6 zk 1d13

_ L /(2’? )8“8 w1 de +/a“5 T

Ou, Ou,
<<2k o 1)uu§k_2’u6> + ( Y ,Uzk_1>
ot L2 ot L2(0)

1
2k
1 d 1d
= g (uzk’l ug) = ——/ugk dx.
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Iy / Z ot (azagus> Z 1 da _/ Z az‘ngjai (ugk_l) dx

Qe 1<7,5<n 3. 1<ig<n
ou, Ou,
= —(2"- 1)/U§k_2 i dz
1<§<n ja a%
u k—1_; OU
— — 2k 1 Qk 1 —1 E) (2]6—1“? —1 E)dx
2% ? /1<%:<n ( 0z; or;
= — / Z ( ok— 1>i(u2k71) da
2% ? 1<i,j<n Ua Ox; \ ° '
Substituindo o obtido em I; e I3 em (2.9), obtemos
Ld ok (2k - 1 k-1 o -
ok e ) e de = - S 92%k—2 / Z azy@ ( ) o7 (us )dx
e Q. 1<4,5<n 7
- /Vugk dz + /f u)uZ ! dr,
Qe Q.
o que implica,
d/’ﬁ (28 — 1) O /gy O g
a) T / Qij o= \Ue —— (v )dx
dig 2y 1%:9 ! 0z () O, (u2)
- Qk/vugk dr + 2]“/usf(ug)u§k’2 dz. (2.10)
Qe

Das condigoes de elipticidade (2.1) e de dissipatividade (2.3) aplicadas a equagao (2.10),

segue que
d 2k <2k - 1) 2k_1
dtﬂ/ Ue dr < — ok—2 1909/‘v(u6 )

— 2F iLlfV/ugk de + 2k/(ru§ —|—cf)u§k’2 dz,
9]

2

dx

Qe

ou ainda,

d —1 12

&/ugk d )ﬁg/‘V(ugk N da

Qe Q.
+ Qk(T—ing)/ugk dr + QICCT/U?IQ_2 dz. (2.11)
¢ Qe Qe

Como u2 2 <u?" +1, para k = 1,2,-- -, na equacdo (2.11), obtemos

d [ o (28 — 1) oty
a/'u,g dx S — 2k 5 ﬁo/‘v dz
Qe

+ 28(r —inf V) /uE dr + 2%, /(u?k +1) du,
0
Qe Qe
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0 que resulta

i

d 9k (Qk — 1) ok—11 |2

+ Qk(T—iQfV—i-cT)/ugk dz + 2% |Q.]. (2.12)
Q

Qe

(2" - 1)

2k—2

dt/u dz < 2190/\v

Tendo em vista que 2 < <4, para k=1,2,---, na equagdo (2.12), obtemos

2k1

Y e+ 2% (r—imfV +e) / w2 da + 2%, |04 . (2.13)
Q

Qe

Para u? "' considerando a Desigualdade de Nirenberg-Gagliardo (Teorema 1.1.6)
paraij,sz,mzl,er,qzl,@z%,obtemos
k—1 k—1
2l < Crllu Ml n v o,
onde C = C1(£2.,n). Logo,
k—1 k—1 k=1 2(1—0
2 (e < CRlluZ o lu2 170 (2.14)

Aplicando o Corolério 1.1.3 com m = 3 e § € (0,1) na desigualdade (2.14), obtemos

_ 2 _
02 220,y < 007U 3,y + (1= 00 0O Ju2 (210, (2.15)
Como 6 = .5, segue da desigualdade (2.15) que

2k1 2k1

k—1
i) < 0lluz i + Csllud 17 (2.16)
[z

onde Cs = %HC’{L”(V?*.
Observe, ainda, que da definigdo da norma em H'(€).), a desigualdade (2.16) pode ser
expressa da seguinte maneira

k—1
2 3y < 6 (I

o que implica

2k-1 9k—1

k—1
”L2 @) T IV (uZ 2 )||%2(Q€ ) + Cs |z ||L1(QE)7

L0 e
L2(Qe)

)
Utilizando a estimativa obtida em (2.17) em (2.13), obtemos

— < -~ 7
T / u: dr < 5 u; dz + 5 U dx

05 k—1 k—1
— 2 e < IV )@ (2.17)

e

Qe Qe

+ 2%(r — ing+cT)/u§’“ dz + 2Fc, |0,

Q O,

200(1 — 6§

— <_0() +2%(r —inf V + cT)> /u?’“ dx

) Q

Qe
2
20 -

+ gO‘S /u?k dz | + 2% |Q.]. (2.18)

Qe
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Em (2.18) fixando 6 = d; para k =1,2,---, tal que

(—2190(2_5) +28(r —inf V + cT)> < 2k
Q

e 0, = 027 com p > 0 uma constante, obtemos a seguinte estimativa

2

d 2k219 _
$/u§k dz < —2’€/u§’“ dr + 22%C% /u2 Ydo |+ 2% |0
Qe

Qe 0 Qe

2

- —2k/uzk dz + Cy(2F)2+2 /ugk_l dz | + 2% 9., (2.19)
Qe Qe

onde Cy = 190%%0'{““2@_5_2.

Aplicando o Lema 1.1.8 com y(t) = /u?k dz em (2.19), obtemos
Qe

2

max /(ug)2k dz, Cy(2F)5 11 /u2k_1 dr | + ¢ Q]

3

—
m:w
IA

o Q. Q.
< max /(ug)Qk dz, Co(29) 5 m?" | + ¢ |}, (2.20)
Qe

9—k+1
onde my_q := sup < Ju dx)
>0 \ Q.
Tomando a rafz 2¥—ésima em ambos os lados de (2.20) e o supremo do lado esquerdo,
obtemos

n k o
my, < max{‘ug Lty (C’g(2k>2+1mi_1 + ¢ |Q6|> 2k}, (2.21)
Observe que,
1 1 a1
2k ok ok
[, = | J@DF ae] < [swl@)*|de| < suwpl@)]| [ do
L2 (QE) €N r€Q,
Qe Qe Qe
1
< 2], 1967 < max {10} [l = K (2.22)

Segue de (2.22) que o primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.21) é
uniformemente estimado por K, para todo k € N. E, ainda, para

c :=max {02, Ler Q] ,KQ} ,

obtemos em (2.21)

x-"“

my, < max {K, (c’(2k)%+1miil + c’) 2

} . (2.23)
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Para o valor de m; (definido com supHua(t,ug)HLg(QE)) segue que my; < x; =
>0

max {my, 1}, assim os ntimeros my, k = 1,2,---, sdo limitados pelos correspondentes
numeros x;, satisfazendo a recorréncia

1
T = max {K, (c'(Zk)%“xik_l + c’) 2 } , k=2,3,---
Como ¢ > 1 e xy > 1, segue que a sequéncia {zy},—, ¢ crescente. De fato,

1
n k1 R T
Tpi1 — Tp = mMax {K, (c’(2’“+1)2“xi + c’)2 * } — X

v

1
> (@)E) T g — 2 > 0.

Além disso, x5 é sempre limitado. De fato,
Ty = max {K, (c’?”“x‘f + c’)4} < max {K (20’2”+2x1) }
1
= max {K, (20'2"+2) ‘ :pl} = max {K (20 2”+2) max {my, 1}}

Logo a sequéncia {z;},;-, ¢ dominada pela sequéncia {z}, ,, dada por

21 = X1
1
Rk = (QCI(Qk)%+1) * Rk—1, k= 27 37 .

Assim, tomando o limite quando £ — 400, obtemos

up et ), = i <l
- 2 H (26/(2k)5+1> glk < z (6/2’214-2)_% H (26/(2kz) -l—l)ik
k=2 k=1
_1 o 1 g 3+l
< 2 (c’22+2) I 2d)=F [ H22’€]
k=1 k=1

sup’uetu)

1. 2.24
£>0 L2(Q:) } (224)
Por fim, veremos que sup ||u5(t,ug)||L2(QE) < 7, onde v > 0 é uma constante. De
>0
fato, multiplicando a equacao do problema (P.) por u. e integrando sobre €., obtemos

8UE aus 2
uE dr = / Z pr (a”8 ) u. dx —Q/ VuZ dz —i—Q/ f(ue)u. de. (2.25)

1<i,5<n

Integrando por partes a equagao (2.25), obtemos

1d - [ Y« _ (22
pai ] e / " 0, Oy Q/ Ve dot Q/ uef(ue) . (226)

1<ij<n

5
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Das condigoes de elipticidade (2.1) e de dissipatividade (2.3) aplicadas a equagao (2.26),
segue que

d
&/ug de < —2190/|Vu€|2 dr — Qing/ug de + 2/(7’@4?—1—07) dz. (2.27)
Q
Qe Qe Qe Qe

Aplicando a Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.1.5) a desigualdade (2.27), segue que
existe constante C3 > 0, tal que

d

E/uz dz < —219003/14? doe — Zing/ug dz + 2/(7uz+cT) dz

Q
Qe Qe Qe Qe

_ (—19003 - ian—l—T) [ dr2e 10 (2.28)
Q

€

Escolha 7 > 0 de modo que

—19003 - 1ng + 7 S —1,
Q
assim, a equagao (2.28), resulta

(i/ug dr < —2/1@ dz + 2¢; Q] . (2.29)
Qe Qe

Aplicando a Desigualdade de Bernoulli (Lema 1.1.7) a equagao (2.29) com y(t) =
[u?dr, p=1,v=0,a=2c ||, b= 2, segue que
Qe

su ‘u(tuo)2 < max ‘u02 cr ||
o 12 8l = HUACOREEY
o que implica
Sup’u (t,ud) < max ’uo (¢, |2 |)%
>0 I @) T iz 7 e
/ 0
< ¢ max {’ Ue | 12y 1} : (2.30)

Portanto, usando (2.30) em (2.24), concluimos que

0

uc(t, ug) <

sup ‘
>0

U

< Cmax{‘

< , 1} ,
L>(Qe) L2(Qe)

onde C' = 275 +1(¢/)z2, O
Teorema 2.2.6 (Solugao Global Limitada). Sob as condigoes de crescimento (2.2) e de
dissipatividade (2.3), a solu¢do u(t,u?) do problema (2.4) com u® € Bgr € globalmente

definida e existe constante C' > 0 tal que

ue(t, ug)

<C.

lim sup ‘
t——+o0

BRI

X
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Demonstragio. Segue do Lema 2.2.5 que u. € L*(€).) e, portanto, existe constante C; > 0
tal que

[Pt ad)], < 125 s 1f()]

€ yeR
|y\§||u5(t,ug)

Lo (Qe)

< QP sup FW)] = Culllue(t, ud)lz=(q.))-

yeR

|yl < ue (tu?) HLOO(QE)

1 1
Assim, se u? € X2, entdo u. ¢ uma solugio local em X2 de (2.4) que satisfaz a equacio
integral (1.7). Logo, pelas Proposigdes 1.2.16 e 1.2.17, temos

t
Justud) 3 < lAZe ) x, +/HA?e*AE“’S)Hc(xaHF(ue(s,US))HxE ds
: 0
t
< el y + [ et — )€ I Flun(s ud)) . ds
° 0
t
< allll g+ [l =) I Fuis,u)x. ds
© 0
t
< alldll y +aCi(lul =) [ (=) ds,
: 0
onde ¢; > 0, a = § ¢ Reo(A.) > 8 > 0. Assim sendo, Hus(t,ug)HX% ¢ limitada em

€

intervalos finitos de tempo, o que implica que a solugao é global.
Por fim, novamente utilizando a férmula da variacdo das constantes e do fato que
||lus(t, u )HLOO 0.) < Koo, para t > 0, obtemos

t
st )] s < ent el g + [ eatt — ) P F (s, i), ds
£ £ 0
¢
< ct™ % ﬂt||u0|| 3 + Oy (K, /t—s —ae=Bt=s) (g,
0
Logo,
t
hmsup’u6 (t,ud) 3 < limsup et~ e Pl 1 +ali(Kx) /(t— s) "% Alt=9) ds)
t—00 X¢ t—o0 X¢ 5

t—o0

t

= limsup| 1C1(K) /(t — 5) % AU ds)
0
t

= limsup chl(Koo)/r_“e_Brdr>

t—00 0
)

s = C.

= Clcl(Koo)
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Denote por u. := u.(t,u?) a solucdo de (2.4) e por T.(t,u2) o semigrupo nio linear
associado a (2.4) obtido pela formula da variagdo das constantes

¢
To(t,ul) = e e + /e_(s_t)AEF(Tg(s, ul)) ds, Vt>0. (2.31)
0

Corolério 2.2.7. Sob as hipéteses do Teorema 2.2.6 o Co-semigrupo {T.(t,ul) : t > 0} ¢é
ponto dissipativo.

Teorema 2.2.8 (Atrator Global). O Cy-semigrupo {T.(t,u?) : t > 0} associado problema
1
(2.4) possui um atrator global A. em XZ.

Demonstragio. Como D(A.) estd imerso compactamente em L?(€).), da Proposigio 1.2.13
segue que o resolvente de A. é compacto. Diante disso, pelo Teorema 1.3.9, segue que
o Cy-semigrupo {T.(t,u?) : ¢t > 0} é compacto. Além disso, do Corolario 2.2.7, o Cp-
semigrupo {7.(¢,u?) : t > 0} é ponto dissipativo. Portanto, do Teorema 1.4.10, conclui-se
o resultado. ]

Teorema 2.2.9. Sob as hipoteses do Lema 2.2.5, seque que

sup. ]| .y < 0.

Ue EAe

Em outras palavras, o atrator A. é limitado em L*®(S.).

2.2.2 O Problema no Dominio Limite (Py)

Seja X = L?(2). De forma andloga ao caso do operador A., pode-se concluir que o
operador Ay é um operador setorial, logo Ay gera um semigrupo analitico {e*tAO it > 0}
e supondo, ainda, que Reo (Ay) > 0, defini-se as poténcias fracionarias A5 de Ay e com
isso os respectivos espagos de poténcias fraciondrias X := D(A§) com a > 0 munidos da

norma do gréfico.
Observe que X' = D(4y) = H*(Q) N HY(Q), X° = L*(Q) e X2 = H}(Q). Assim, o
problema (Pg) pode ser escrito como uma equagao de evolugao do tipo

{UO+AOU0 = F(Uo),t>0 (232)

up(0) = ul e Xz,

onde F : Xz — X é o operador de Nemitskii associado a f, isto &, F(ug(t))z =

f(UO (ta {L'))
Denote por ug = ug(t,uy) a solugao de (2.32) e por Ty(t,uy) o semigrupo nao-linear
associado a (2.32) obtido pela férmula da variacao das constantes

t
To(t,ul) = 4040 + / e~ (=040 (T (s, u)) ds, V¢ > 0, (2.33)
0

O Cy-semigrupo {Ty(t,ud) : t > 0} associado problema (2.32) possui um atrator
global Ay em Xz,






CAPITULO 3
TEORIA LINEAR

Neste capitulo propoe-se analisar o comportamento das partes lineares dos
operadores. Em outras palavras, veremos que o resolvente e espectro do operador
A., e € [0,1), convergem para o resolvente e para o espectro do operador limite, Ay,
no dominio sem buraco, respectivamente (veja [7, 8, 9, 10, 11] para outros exemplos em
outras abordagens). E, ainda, com a convergéncia dos operadores resolventes seré possivel
obter estimativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares que serao essenciais para
o analise da dinamica nao linear.

3.1 Convergéncia dos Resolventes

O objetivo desta secao é obter a convergéncia do resolvente do operador A. para
o resolvente do operador Ay (seguindo o feito em [J]) e obter estimativas para tais
convergencias.

Antes de comecarmos a comparar os operadores resolventes de A, e Ay apresentamos
alguns resultados que serao necessarios para provar o resultado.

1 1
Para e € [0, 1], considere a forma sesquilinear o, : X2 x X2 — C, dada por

" Ou, Ov,
Oc¢ (UE, UE) = (Aeuaa UE)LQ Q) Z (ai 6. ) + (Vu67 UE)L2 Q)
() =\ 0y O L2(9) @

As seguintes estimativas sao satisfeitas:

IA

(3.1)

|‘7€ (us,u5)| Vo Hueni

Uo 2 2
Reoe (ueyue) 2 oo fluell 3 — K el (3:2)

onde a constante ¥5 > 0 e a constante K < oo (Ver [12], Secao 5.6). Como A. é um
operador eliptico, podemos escolher K = 0, assim a desigualdade (3.2) é reescrita da
seguinte maneira

Yo 2
> — 1. .
Re o, (us,ue) > 5 Hug”x? (3.3)

Uma vez que o operador A, e € [0,1), é setorial (Lema 2.2.1), existem constantes
¢1 € (0,%) e My > 0, tais que

So.pn ={A€C:y <larg \| <m, A # 0} C p(AL) (3.4)

63
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e
(A - )\)—1H£(X£) < IT\I VA € S, (3.5)
E, ainda, observe que
HAE(AE n A)_luﬁ(xg) - H —A+A) + A)(A: - A)_lHﬁ(XE)

< e + A =07
< 1+ Ml, VA e 507(151. (36)

Além disso, podemos definir o operador e *4<, pela seguinte férmula integral

(integral de Dunfort - Veja Segao 2.1 em [20]) para t > 0:

1
ethe = / e (A — A\l d),

2
T

onde i = /—1 e I' é a fronteira, orientada positivamente, percorrendo de coe ™' a coe®!,
do setor

So={A:0< larg | < dn}, d1€(0,3). (3.7)
Alias, {e’tAE it > O} é o semigrupo analitico gerado por —A. (Teorema 1.2.8).

A seguir, vejamos alguns resultados com respeito a imagem numérica da forma
sesquilinear o., € € [0,1].

Lema 3.1.1. A sequinte estimativa € valida:

494 U
2 (Reo (e = 52l ).

IIm o, (ue, ue)| < —

1
para todo u. € XZ.
Demonstrag¢io. Da continuidade, segue por (3.1), que

ITm o, (ue, )| < o (ue, us)| < Vo HuEHi% ) (3.8)

€

Da desigualdade (3.3), obtemos

2 40, 2 40, Uo 2
< = — —_ — . .
Vo HUEHX; 9 Re 0. (ue,us) — Yo ||u5||X§ 9 Re 0. (ue, u.) 1 ||u5||X§ (3.9)
Substituindo (3.9) em (3.8), o resultado segue. O

Pelo lema anterior, conclui-se que a imagem numérica da forma sesquilinear o, esta
contida no seguinte setor

{)\EC:]Im)\\S%Re)\}.
o
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419
Em vista disso, se denotarmos por kg = ——, definimos

Yo
¢o := arctan kg (O < P < %) )

e escolhemos ¢; tal que @9 < ¢1 < 7 e, assim, estabelecemos o setores Sp g, € Mg, em
(3.4) e (3.7) com tal ¢;.

Lema 3.1.2. FExiste uma constante k1 > 0, independente de € e de \, tal que a sequinte
estimativa € valida:

AL e

2 2 2
o el y <Ml = o (e, o),

1
para todo u. € X2 e X € Sp g, .

Demonstracao. Inicialmente, observe que para u. = 0 a estimativa é satisfeita, assim
suponha, sem perda de generalidade, que u. # 0, e desse modo, defina

% |
X(UE) = WQE € C(UE) =
ell X,

O¢ <u57 us)

e |

2
Xe
Considere, ainda, o seguinte setor X,,, com vértice em x(u.), dado por
Yoo ={A € C: |arg (A — x(ue))| < o} -
Observe que,

O (Ue, Ue) — % Husui%
£

C(us) - X(us) = 2 (310)
e,
Tomando as partes real e imaginéria em (3.10), obtemos
Re 0. (ue, u.) — 2 llwe|? 1
X2
Re (C(ue) — x(ue)) = 3 =, (3.11)
||Ua||XE
e
Im o, (ue, u.)
Im (C(ue) = x(ue)) = ——5— (3.12)

p)
e k.
Combinando o Lema 3.1.1 com as desigualdades (3.11) e (3.12), segue que

Im o, (ue, ue) Im o, (ue, u.)|
el =l ) = e T S T
el X el Xe

Re 0. (ue,us) — “i—o HuEHi

1
2

= = ko Re (C(ue) — x(ue)).

Ko 3
el

Deste modo, segue-se

larg (C(ue) = x(ue))| =

< arctan kg = ¢yp.

arctan (

Im (g(ue) - X(us))>
Re (C(us) - X(us))
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Assim, ((u.) € g, .

Para A € Sy 4,, tem-se (Veja Figura 3.1)

d<)‘7 E¢>0> = 1nf{|/\ _5’ 1§ € E%}
> d (A x(ue)) = |Alsen(¢1 — ¢o) + x(uc) sen(eo).

Tome K = (min {sen(gzﬁl — o), i—osen(qﬁo)})_l, e assim

||u€||§(5 A — ((ue)]

Ml — o (ue, ue)

> %, d (A Syueoo)
> %, [\l sen(é1 — go) + Ilue %, x(ue) sen(go)
v
> sen(dr — d) ucl[%. A+ —sen(do) fluel®
1 2 2
> — .
> = (Il + )
Portanto,
2 2 2
M el + el 3 < mo Mluelly, — o (e ue)|
Re )\A
Soqul
A
T — ¢1 g 2¢0
/] % o= % >
X(ue) Im A

Figura 3.1: Representacao dos setores Sp 4, € g, -
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Corolario 3.1.3. Para A € Sy 4,, a sequinte estimativa vale:

1

Al + lleell g < ((Ac = Nue,ue) g |, ue € X2, (3.13)
Além disso, Sos, C p(Ae), e as desigualdades sao satisfeitas:
-1 K1
| =n7|, < s (3.14)
A — M) < & 3.15
[(a- =071y < o If1x. (3.15)
JAcc =27 < @)Ly, (3.16)

1
para todo f € XZ e A€ Spg,-
Demonstracio. Para u. € X2, da definicao de o., segue que
Oe(Ue,us) — A ||u8||§(5 = (Acuc,ue) x. — Mg, us) g = ((Ae = A) v, ue) - (3.17)

Substituindo a igualdade obtida em (3.17) no Lema 3.1.2, segue a desigualdade (3.13).

1
Dado A € Sy, e f € X2, existe w. € D(A.) dado por w, = (A. — \)"'f. Para
we = u. em (3.13) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

M w5+ el 3 < o [((Ae= X weywe) x| = [ we) | < a1 D, Dleelly, - (3.18)

1
2
€

Logo,

2
lwellx, < llwell 3 < mallfllx, llwellx, -

2
1
X2

Portanto, [Jw.||x. < 1| f|x., e consequentemente, A € p(A.).

Por fim, segue de (3.18), que
Al e

X. S’lef‘XE’
2 Ki 2
loellyy < sl lleelle, = 571
[Acwe]lx, = [1f 4 dwell . < [AHwellx, +[[fllx. < (T+w) [1F]x.
isto ¢, obtemos as desigualdades (3.14), (3.15) e (3.16). O

Lema 3.1.4 ([9], Lema 2.1). Para qualquer fungio u € H*(Q) a sequinte estimativa vale:
[l 2y < Cllull ey » (3.19)
onde a constante C' independe de € e de u.

Demonstragao. Para 0 < R; < Ry sejam as bolas Br, e Bp, centradas em z( e de raios
Ry e R, respectivamente.
Como w C R"™ ¢ limitado, para todo € > 0 suficientemente pequeno temos as
seguintes inclusoes:
we C BeRl C BR1 C BRQ.
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Seja x : 2 — R um funcao cut-off de classe C'* satisfazendo:
X(Br,) =1 e x(Q\Bg,) = 0.

Defina a seguinte funcao v := yu. Como w. C Bg,, entdao v = yu = u em w,, e portanto
2 2 2 2 2
lullfoey = [Vl dz = [ xuP do = [ o dz = ol
We We We

Para z € R™\ {0} denotemos por r = [z| e ¢ = £ € S"', onde S"' é a esfera de R”
(n—1)-dimensional. Entao a fungao v é uma func¢do de r e ¢, onde v = v(x) = v(r, ¢).
Logo, para R > R,, temos

2 2

7 dv
jo(r, )" = [ e g

rdo
| S
R

n+1

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, aplicada as funcoes ¢t~ 2 e

RN
— emos
dT‘ 7()0 )
7 dv i 7 dv
—n+1 n—1
t72 t 2 —(t,p)dt| < /t‘”“dt /t”—l —(t, de|. 3.20
[y <) f (G ) (3.20)
Integrando ]v|2 sobre w., em relagao as variaveis r e ¢, temos:
Rie
/|v|2dx: / dgp/r"‘l v dr.
wWe Sn—1 0
Portanto, segue de (3.20), que
Rie R R v 2
/|v|2 dr < / de / T”_l/t_”+1dt/t”_1 <dr(t,g0)> dtdr
We Sn—1 0 T r
R1E R R d 2
v
< /r”’ldr/t’"“dt / d<p/t"*1 (d(t,go)> dt
0 T Sn—1 T r
Rie R
< ||W||;(Q) / r”—ldr/t—"+1dt. (3.21)
0 T
Observe que,
Rie R Rie
n—1 —n+1 1 n—1 —n+2 —n+2
/7" dr/t dt = /7’ (R - )dr
J J —n+2 J
1 Rie
= 5 / Ryt —p dr
—n + ,
_ 1 R"F2RY o R—%EQ
—n+2 n 2
- —n+2 n 2

“n24+2n  2n

_ <R_"+2R? R%) 52'
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Assim, segue de (3.21), que

[P de < Cie? Vel (3.22)

—n+2 pPn 2
onde C; = (R 1 Rl).

—n2+2n  2n
Da Lei do Paralelogramo, temos que para HVUH%Q(Q)
2 2 2
HVUHL2(Q) = HV(XU)Hm(m = [[uVx+ XVUHm(Q)

2 2 2
= 2([[uVxllT2@) + IXVullZz)) — VX = XVul[72q,

2 2
< 2([uVxl 72 + IXVuliz)) -

E uma vez que a fungdo x é limitada em €2, temos

2 2 2 2 2
[V xlaey = [l de = [uP |9y de < CLllullq
Q Q

2 2 2 2 2
IXVulfee, = [ITufde = [ IVulde < C2IVulg,
Q Q

Entao,
2 2 2 2
HVUHLQ(Q) < 2(C>1<HUHL2(Q)+C§”quL2(Q)> < CQHUHHl(Q)7 (3.23)

onde Cy = 2max {C}(, Cf(}
Assim, em (3.22) utilizando o obtido em (3.23), segue que

[P de < Cie?([Voliag) < CiCe? fulllsiey-

Portanto, a desigualdade acima implica em (3.19), isto é,

[ull oy < Cellullgay

onde C' = (C,C)z. O

Lema 3.1.5 ([9], Lema 2.2). Para qualquer fungio v € H'(S.) a sequinte estimativa vale:

1
10l 20wy < € €2 0]l » (3.24)
onde a constante C' independe de € e de v.

Demonstrag¢io. Sejam @) C Q um disco fixado, tal que w C @ e V,, C  uma vizinhanga
de zp. Em V,,, considere a seguinte mudanga de coodernadas y = ¢~ !(z — x¢). Entao,

[oloouy = | ()P dS()

Owe

_ s"’l/!v(:contey)IQdS(y) = " Hlo(ro+ )2, (3:25)
ow
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Como as fungdes de H(Q\w) pertencem ao espaco L?(0w), segue do Teorema 1.1.14, que
existe constante C7 > 0, tal que

2 2
[v(zo +e)ll7200) < Cillv(@o+ &)l
logo, segue de (3.25), que
2 n— 2
07200y < Cre Hw(zo + )l a1 g\w)

n— 2 2
= G e ([lo(mo + &) T2 iov + 1V0(20 + ) 1200 )
< Cr e (lv(@o + &) 72y + V(@0 + )72y - (3.26)

Considere em @) a seguinte mudanca de coordenadas z = ey € (). Assim,
oo +e)liag = [ oG+ ey dy
Q

= & [+ )P dz = e o(mo+ g (327)
eQ

IVo@o +e)liag = [ IVoleo+ey)ldy
Q

= 5’"/62 Vo(zo + 2)[Pdz = 72 || Vu(zo + -)HEQ(EQ) (3.28)
eQ

Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.26), obtemos
||U’|i2(aw5) < Gt (5_n [v(zo + ')Hiz(scg) +e7" |V + ')”i?@@))
= Cre ! ulwo + lzegeq) + Cr e Vo(@o + )l 72q)

_ 2 2
< Cre ol + Maeg) + Cr e IVl (329)

Usando x = x(x) uma funcao cut-off tal como no Lema 3.1.4 (isto é, é igual a 1 em uma
vizinhanca fixa de w. e 0 fora de uma vizinhanga maior (que esta em §2.)), temos v = xv.
Logo, pelo Lema 3.1.4, temos

2 2 2
[v(zo + ')HL?(EQ) < Gy e? ||V(UX)||L2(QE) < Cye? ||U||H1(Qe) :
Assim, de (3.29) temos

2 — 2 2
[0l 220wy < Cretlo(@o + iz + Cr e IVlliz.,

C C!
2 3 2 3 2
< GG el + O el = (G0 +Cig) elvlin,-

Portanto,

1
||U||L2(8w8) <Ce> ”U”Hl(gs),

[N
Ul

onde C' = (0103 T 01%3) .
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O resultado a seguir é uma varia¢do do Teorema 1.2 em [9].

Teorema 3.1.6. Parac € (0,1] e A € Sy, as sequintes estimativas sio vdlidas:

- y C (14N ez, . n=3
[ =07 = (Ao = N7 iy S 1 COFADe e, n=4 .
C(1+]A)e, n>5

onde a constante C' independe dos parametros € e \.

Demonstragio. Para f € L*(Q2) uma funcao arbitraria, temos que as fungoes u. :=
(Ac =N " feup:=(Ay— N f pertencem aos espacos H2(Q.) e H() e sao solugoes
dos seguintes problemas de fronteira

0 ou
- a_ 1] — V e A e — J € Q&?
1<%;Sn B (a](az)ax) + V(z)u u.=f, w (3.30)
u. =0, =€ S,
e
0 8u0
- a.. ij a.. V - A e S Q7
1<§<n Oz, (aJ(x) 6a:j> TV —duw =/, o (3.31)
Uy = O, T € 89,
respectivamente.

Para x € (), consideremos a seguinte matriz

aji(z) app(z) - ap(x)
Alr) = a21.(x) agg.(ac) e agn.(x)
an1(z) an2(x) -+ Apn()

Seja Q uma matriz tal que QT (A(x¢))Q = I, onde I é a matriz identidade e defina
o seguinte conjunto Er(xo) = {z € Q:|Q(z — x9)| < R}.

Observagao 3.1.7. Como A é simétrica, semi-limitada inferiormente e uniformemente
limitada em =z € €, logo @ também ¢é simétrica, semi-limitada inferiormente e
uniformemente limitada em x € 2. Assim, existe constante Cyg, tal que

0 < Colz| < |Q(z)] < (Co)~|al, (3.32)

para todo x € R", n > 3.

Consideremos, ainda, a seguinte funcao W, : 2 — R, dada por

c n—2 n—2
(172n—(22)‘g)(x71.0)|n—2 + 2372_1 em  FEy.r(20)\E:r(70),
Wa(x) - 1 em EER(.Z'O), (333)
0 em Q\Es.g(xo).

Seja R > 0 fixado tal que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno, w. C E.g(xq).
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Considere v, := u. — (1 — W.)up. A seguir, escrevemos a identidade integral
correspondente para o problema (3.30), tomando v. como uma fungao teste:

/83:1 (aijg;bf) v, dx + /VUEUE dx — )\/UJE de = Q/fuE dz

Z / Oue 9T dr + /VuavE dr — )\/ugve de = /f@ dz.
Qe

Qi ~—
1<i,j<n Qe a a

1<i,j<n

Reescrevendo em termos do produto interno em L?(€).), temos

Oou, Ov,
Z Aij > + (Vu%:v/UE)L?(QE) — A (u, UE)LZ(QE) = (/. UE)LZ(QE) . (3.34)
al'j 8xz L2(9.)

1<i,j<n

Analogamente para o problema (3.31), obtemos

Oug 8vg>
Aij = 7 + (VUO,UE) —)\(UO,UE) = <f7v€) . <335)
1<i%:<n ( J Oz, O, ) L2(Q) L2(Q) L2(Q)
Calculando a diferenca das igualdades (3.34) e (3.35), segue que

O(ue — ug) Ove
2 (aijaxj’ 0x;i) a0, + (Ve = o), ve) 2o,y — A((ue = ), V) 2, =0,

1<ij<n

em outras palavras,

ov. 8va> 2
Z a; + (Vo ve) 2(Q, — AMe|| 2(Q.
( 101, 051 1o £2(20) L2()

1<i,5<n
8U0W5 61;8)
= — Qi , — (VuW,, v, + A (uoWe, ve . (3.36
1<z‘§,j:<n< 7 Oz O 2(0.) Vo e o iy (330

Observe que a identidade obtida em (3.36) pode ser escrita da seguinte forma

0z (Ve v) = Mvelfag,y = Si+S2+Ss, (3.37)
onde
Oug Ov,

Sl = — Z <CLUW58$9,8$4> —(VU0W5,UE)L2(Q€)+)\(U0Wa>U5>L2(QS)7

1<i,j<n J v/ L2()

oW, Owv,

Sy = —( > (ay(x) = ay(wo)) uo —, ax.) ’

1<ij<n J Y/ L2 (0)

oW, 0w,

S3 = —( > aij($0)uo(9,=3.) '

1<i<n TN ey

Observagao 3.1.8. Considere a seguinte funcao h : Eo.g(xo) C 2 — R dada por h(z) =1
eseja V = [h| =R. Assim, podemos escrever

LQ(E25R<:UO)) = V (&) VJ',
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onde V" = ¢ vt € L*(Ear(20)) : (£, 07) 2By (o)) = / tvtde=0,VteV
Eaer(z0)

Entdo para w € L*(Fa.r(z¢)), temos: w =t + v*. E,
(w, t)LQ(EzgR(xo)) = (t7 t)LZ(EQER(IO)) + (ULv t)LQ(E2ER($o))’

o que implica

' / wdzr = | Earlw)].

Eaer(wo)
Para t # 0, temos
t [ wde = )
= — wdr = (w).
| Eser(20))]

2¢R(T0)

Consideremos, entao, a seguinte decomposicao de u:

o = (o) + (3.38)
onde
(uo) ! / d (3.39)
Up) = 5 up dz :
Eae
= R<x0)’E25R(IO)
e a fungao ug € H?(Q) satisfaz a seguinte condigio
/ ug dz = 0. (3.40)
Eaer(wo)

Usando a decomposicao de vy dada em (3.38) podemos escrever S3 da seguinte forma:
S3 = S, + S5, onde

oW, Owv,
Sy = —<Uo>( Z aij(xO)@a:-’@x-) )
1<i,j<n J ") 1200
oW, Owv,
S5 = —( Z a2j<$0)u3_a,a) .
1<ij<n Tj O 12(9.)

Lema 3.1.9 ([9], Lema 3.1). A sequinte estimativa vale:
[ug | 22 EBrenizo)) < C Nl L2y (3.41)

onde a constante C independe de ¢, uy e f.

Demonstragio. Em Fay.p(xg) considere a mudanca de coordenadas y = e !(z—x). Entdo,

1 e rneon = [ g P dz=e" [l () dy = " ug (o) 2(ganiory: (3:42)
Eaer(z0) Err(0)
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Da condigao (3.40), para a fungao wug, temos
uy (ey) dy = 0.
E3r(0)
Assim, da Desigualdade de Poincaré, segue que
lug () lz2manion < Cill Vg (69) 22082 m0))- (3.43)
Substituindo (3.43) em (3.42), obtemos
Hu(J)_H%Q(EQER(IO)) < C%"\W“é@‘)H%?(EQR(O))- (3.44)
Em Fyr(0) fazendo a seguinte mudanga de variaveis, z = ey + xg, temos
||VU0L(5')||%2(E2R(0)) = \Vué<6~)!2 dy=¢" / 52’VU3|2 dz = 5_n+2||vuéH%’Z(EQER(:EO))-
Esr(0) Eser(z0)
Assim, reescrevendo (3.44), obtemos
HU(%H%%E%R@O)) < 0125n€_n+2HvuéH%%EQER(QCU)) = 01252”VU0LH2L2(E%R(950))- (3.45)

Pelo Lema 3.1.4, temos

Vg || 2o iwo)) < Coel| Vg [l (- (3.46)
Observe que
||Vué||§11(n) = ||Vué||%2(9) + ||Aué||%2(9)
< ||UOLH%2(Q) + HVUOLHiQ(Q) + HAUOL”%Z(Q) = ||Ué||%12(9)-

Assim, segue de (3.46) que

IVug l1Z2 < C3e*|lug |l ). (3.47)

E25R(730)) -
E, ainda, da decomposicio ug = (ug) + uy e do Lema 1.1.15, segue que

g 2y < Nluolliz) < Call fll72q)- (3.48)
Substituindo (3.48) em (3.47), obtemos

VUG 172y (o) < CoE° (C3||f||%2(9)) ‘ (3.49)
Portanto, segue de (3.45) utilizando a estimativa obtida em (3.49), que

ug 2 2(mpn@e)y < Cre? (0225203||f||%2(9)) :
o que implica

lug |22 ny < O fllL2@);

onde (C = C2C2Cy)2. O
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Lema 3.1.10 ([9], Lema 3.2). Para (uo) as sequintes estimativas valem:
)] < Cllflley. n=3
1
[(uo) | < Clmel> |[fll o), n=4
| (uo) | < Ceet? ||f||L2(Q) , n=>5H
onde a constante C' independe de €, ug e f.

Demonstragcio. Como w C R™ é limitado, considere 4 > 0 independente de € > 0 tal que
satisfaca as seguintes inclusoes:

we C Focr(xg) C Bs C Bas C €.
Sejam x : R™ — R uma func¢ao cut-off dada por
X(Bs) =1 e x(R"\Bzs) = 0,

e uma funcao ¢ : R® — R dada por

1 em Esr(zo),
C(y) :{ 0 em Rn\(Eﬂz(xU)'

Observagao 3.1.11. Dado x € (2, temos que Te Esr(wo) se, e somente se, |Q(Z —xo)| <
£
2R = |Q(x — exp)| < 2¢eR. Logo,

Q(z — x0)] = [Q(z — xo + exo — o)
< @z —exo)| + |Q(exo — )]
< 2eR+ (e —1)|Q(x0)| < 2¢R.
Entao, x € Fa.r(xo).

Segue do fato que Fay.r(xg) C Bs e da Observagao 3.1.11, que

/ uodz = / X(x)updz = / X(x)upC <:) dz = /X(x)u[)(’ <i) dz. (3.50)

Eaer(z0) Eaer(w0) Eaer(w0)
Considere ainda, a solucdo da equacdo A,w = ((y) em R", dada por

1 ds
w(y) = _W—Q)%RZ C(S)W:

onde o,, é a area da esfera unitaria de R™.
Vamos agora obter uma estimativa para a funcao w. Da definicao da funcao (,
temos

1 ds
w(y) = =20, / | W (3.51)

Esr(zo

Observe que,

(3.52)
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Substituindo (3.52) em (3.51), obtemos

1 1 1 1 Ch
w < — / ———ds = Eor(xg)| = ————,
R N I T T A Ce T e B
Esr(z0)
E
onde C = |Ezr(xo)| (que ¢é independente de y).
(n —2)oy,
Resumidamente,
Cy
< 3.53
W) < 15 359

x
Para y = —, temos
€

((2) =0 ()= (2)

Substituindo (3.54) em (3.50), obtemos

/ up de = 52/X(:1c)u0Axw (:) de = 52tli>m X(2)upAyw (i) dz. (3.55)
R

Eser(wo) || <t

Observe que, pela Formula de Green, temos que

/ X(@)uoAgw (f) dz = / <X(33)Uogz) - waX(ai)%) ds + / w (i) Ay (x()ug) de.

|z|<t |z|=t ||<t
Como x(z) = 0 em R™\ Bys, segue que
_ ow ox(z)ug B
Jim (X(x)uoay W dS =0,

|z|=t

lim w <§> A (x(T)ug) doe = / w <§) Ay (x(z)ug) dz.

t—o00
|zl <t |z|<26

Logo, tendo em vista o obtido acima, para (3.55) obtemos
5 x
/ updr = € / w | — ) Az(x(z)ug) dz.
£
Es:r(zo0) |z|<26

Da Desigualdade de Holder, temos

/ updz| = & / w(x) Ay (x(r)ug)de
€
Eser(wo) |x|<26

< & w() A(xu . 3.56

= e ) L2 (et <2s) 1A(x 0)HL2(|90\<25) ( )
Observe que,

HA<XUO)HL2(|:E\<2§) = [[xAuo +2VxVuo + UOAXHL2(\x|<25)
< ||XAU0||L2(|Q;|<25)+2||VXVUO||L2(|;c|<25)7L ||u0AXHL2(|x\<25)

IN

2 (HXAUOHL2(|I\<25) + HVXVU0HL2(|J;\<25) + HUOAXHL2(|Q:\<26)) :
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Segue do fato que y(z) < 1 em Bys e do Lema 1.1.15, que

2 2 2
HA(XUO)HL?(\;EK%) < 2 <||AU0||L2(|I|<25) + ||VUOHL2(|:U|<26) + ||U0||L2(|x\<25))
= 2HUOHH2(|;E|<26) < 2 Hu0||H2(Q) < Gy Hf”LZ(Q)- (3.57)

Aplicando (3.57) em (3.56), tem-se

/ up da| < Cye?

Escr(0)

")

BN P

Observe, ainda, que
| Eaer(x0)| = |det Q| Vol(B(0,2¢R)) = (2R)"™ |det Q| Vol(B(0,1))e",

logo

1 Cs
- Azl <
| Eaer(20)] / ot = T

E2cr(0)

Cy
(2R)" |det Q| Vol(B(0,1))
E, ainda, fazendo a mudanca de variaveis y = g, obtemos

b = S 1)

o (2)

| 11l 2 - (3.58)

L2(|z|<25

onde (5 =

2

|x|<20 |y|<2?6
= & /\w(y)\2 dy + / lw (y)|* dy | . (3.59)
lyl<1 1<[y|<2

Observe que, da desigualdade (3.53), para |y| <1

Ch
w L <o, 3.60
W < i <G (3.60)
e, para |y| > 1

C, Ch
n—2 < n—2"
1+ |yl Y|

w(y) (3.61)

Para a integral / lw (y)|* dy, pela desigualdade (3.60), segue que
lyl<1

1 1
/ jw () dy < /Cfdy = 012/ / ds dr = Cf/r"—l / ds dr
0 aB(0,r) 0 aB(0,1)
Ct10B(0,1)]

1
— 2 B 1 n—ld — . 062
C310B(0. >|0/r r - (3.62)
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Para a integral / lw ()|* dy, pela desigualdade (3.61), temos

1<]yl<?
25
C? / C?
[ wwra < i W = / T S
1<li< <l 1 onion) 1
25 26
[ CF o [ !
- [o5h [ sae-cfLs [ s
1 oB(0,r) 1 2B(0,1)
25
ro1
— C219B(0,1)| / —dr. (3.63)
/T
Substituindo (3.62) e (3.63) em (3.59), segue que
25
2\ ]2 7
Hw () < O 1+/ —dr |, (3.64)
€/ 1112 (|z|<26) / rn
onde Cy = C?|0B(0,1)].
e Paran =3, em (3.64), temos
25
M 2 r 26 2
Hw <) < Oyl 1+/ dr| = C4* <1+—1> = Cse?,  (3.65)
€/ L2 (|z|<26) / 3

onde C5 = 2C40. E, portanto, substituindo (3.65) em (3.58), segue que

1

| <u0> | = |E25R($0)|

Cy 1
| ude] < 2Nl = Collflig,  (3:66)

Escr(o)

onde Cy = C3C2.
e Para n =4, em (3.64), temos
20
()
£

~ 0484 1+/
1

2

A\

dr| = Cuet (1 +In (25> —In 1)
€

S|

L2(|z|<26)

= Ce'(1+m25—Ing) = Cye*(1+1n20+ [In )
< Cret(1+|ngl),

onde C7 = max {(1 +In 2§), 1}.
Observe que, para € > 0 suficientemente pequeno existe constante Cs > 0 tal que

(14 |ln¢|) < Cge*|n g,

()

logo

< (ChC8)2 e |lnel? . (3.67)

L2(|z|<20)
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e, portanto, substituindo (3.67) em (3.58), segue que

)| = —— [ e

FEs.
’ ZR(:EO)’ Ez:r(0)
C’3 1 9 1 1
< (GGt nel? [fll e = Collnel* [fllLag), (3.68)

onde Cg = 03(0708)%
e Paran > 5, em (3.64), temos

) 2 n 2?5 1 n 7,4—71 2?6
Hw () < Cye 1—1—/ — dr| = Cee" [1+ ——
€/ L2 (|z|<26) ;T (4—n) 1
e ., 1
- ( Ta-wt T
< Cre" (1+e™1) < 203e™, (3.69)
onde C1p = max { EZ:Z;, (?i)_t;}. E, portanto, substituindo (3.69) em (3.58), segue que
1 03 1 n
()| = | [ wede] < 25200 || f]ls
| Eer(0)] oo en—2 L2 (Q)
= Cpe 2t ||fHL2(Q) ’ (3.70)

onde 011 = 03(201())%
Portanto o resultado segue, tomando C' = max {Cs, Cy, C11} em (3.66), (3.68) e
(3.70), respectivamente. O

Lema 3.1.12 ([9], Lema 3.3). Para up € H*(Q2) as sequintes estimativas valem:

3
Ce> HfHL?(Q)a n=3
o]l 28y ey < 4 CEMmel? | fllpay, n=4,
C€2HfHL2(Q)7 n>>5

onde a constante C' independe de ug € €.

Demonstrag¢io. Usando a decomposigao de ug dada em (3.38), temos

2 2
w0l 22 By p(wo)) = / lup|” dz = / | (ug) + ug|? da
Escr(wo) Eaer(z0)
- / | (up) |* dz + / 2 (up) ug da + / lug|? da.
Ezcr(o) Escr(0) Escr (o)

Da condicao de ortogonalidade (3.40), temos

/ uy dor = 0,

Escr(0)
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logo

2
||u0||L2(E25R(:c0)) = | (uo) |2 | Eaer(20)| + ||Ué||%2(E25R(xo))

= Cie"| {uo) I* + llug 122 o) (3.71)

onde Cy = (2R)"|det@|Vol(B(0,1)).
Pelo Lema 3.1.9, temos

[ug | 22 (e (o)) < Cog” || fll 12y - (3.72)
e Para n = 3, do Lema 3.1.10, segue que
| (o) | < Cs 12y - (3.73)
Assim, substituindo (3.72) e (3.73) em (3.71), obtemos

ol 2y nimey < Cre’C3 N IT2g0) + Caet 1 fll72)
= (GiC3e* + C3e I Mgy < (G135 + CDE" [ f 2oy
logo,
13
HUOHB(EQER(Q;O)) < (C\C5 + CF)2e Hf”L?(Q)- (3.74)
e Para n =4, do Lema 3.1.10, segue que
1
| (uo) | < Gl el [[f]] 1o - (3.75)
Assim, substituindo (3.72) e (3.75) em (3.71), obtemos
2 2 2
wollz2(myn@ey < Cie'Cilmel || fllza) + C3e* | f1720)
= (GG e+ CE o) < Callne] + Ve [l 72q)

onde Cy = max {C,C3, C3}.
Observe que, para ¢ > 0 suficientemente pequeno existe constante Cs > 0 tal que

(14 |lng]) <Cs|lnel,
logo
1 1
HUOHLQ(EQER(xO)) < (C4C5)% [In ]2 &2 ”fHLQ(Q) : (3.76)
e Para n > 5, do Lema 3.1.10, segue que
[{uo) | < O e 22| fll ey (3.77)
Assim, substituindo (3.72) e (3.77) em (3.71), obtemos
||U0||?;2(E25R(x0)) < CeCie ||f||i2(9) +C3et ||f||22(9) = (G105 + C3)et ||f||i2(9) ;
logo,
1
HUOHLQ(EQER(Q:O)) < (O10F + C3)z¢? HfHLQ(Q) : (3.78)

Portanto, tomando C' = max {(6’1032 +C2)z, (0405)%} em (3.74), (3.76) e (3.78), o
resultado segue. []
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Lema 3.1.13. A funcao W, satisfaz as sequintes estimativas:
(1) 0<W.(2) <1, V€

(2) [VW.(z)] < Cie™t, Va € EzsR(TCLUo);

(3) HVWEHLQ(EzsR(IO)\EER(»’UO)) < Che .

Demonstragio. (1) Pela defini¢do de W, basta verificarmos em Es.g(z)\ E-r(zo). Entao,
para x € Es.p(x0)\F:r(x0), temos

|Q(x — x0)| < 2eR (3.79)
e7
|Q(z —x0)| > €R, (3.80)
logo, segue de (3.79), que
1 1
—20)["? < (2eR)"? = < :
|Q<l’ x0)| — ( € ) (2€R)n_2 = |Q($ _ x0>|n_2
Not # < 0, enta
ote que, =22 , entao
1 < 1
(1=22)|Q(z —zo)["* — (1—2"72)(2eR)"*
Portanto,
Wo(z) — (2eR)"2 n on—2 < (2e R)"2 n on—2
€ (1—272)|Q(x — l’o)!n_2 m=2_1 = (1-22)(2cR)"2 ' 2n-2_]
YA
= _— = 1
22 — 1 ’

isto é, W.(z) < 1.
Por outro lado, segue de (3.80), que

1 1
o n—2 > R n—2 > .
Qw5 2 BT hp 2t
1 .
Como m < 0, entao
1 S 1
(1-29)[Qc —wo)[" 2 = (1— 20 2)(R)" 2
Portanto,
(25R>n72 2n72 (2€R>n72 2n72
We = + > +
(@) (1—-2""2)|Q(z — ;co)|"_2 22 — ] (1 =27"2)(eR)"2 2 2-1
2n72 _ 2n72
= ooy 0

isto é, W.(x) > 0.
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(2) Da definicdo de W,, basta verificarmos em Es.g(xo)\F:r(xo). Entdo, para = €
Eer(70)\Eer(20), temos que

VIWL@)P = ](ngp,... ,8@;@)

Paral <1 <n

OW.(x) (2eR)™2 9 ( | )

O (1 —2"72) Oz; \|Q(z — o)["2
(2eR)"? — 5o (|Q(x — z0)["?)
(1—22) (|Q(x — m)[|"2)?
(2eR)"2 —(n = 2)|Q(x — 20)[" > 52 (|Q(x — xo)|)

(1 —2n=2) (|Q(z — xo) |~ 2)
| (R~ = 2)IQG — o) G
= (1 —2n"2) Oz — zg) 2
(2eR)"2 —(n — 2)Q(x; — x0,) .

(1=2"72) [Qz — mo)| "™ [Q(z — o)
(2eR)"™* —(n — 2)Q(x; — o,)
1-2"2) |Qx—=zo)|"

Logo

VW@l = 2 (F5 )> -2 ((fiﬁ’;,’f_f)‘“@2?(;;);“”)2

2 —(n —2)(2eR)" 2 ?
- ( -2 7)Q x—xo>|n> Qoo

)(2e R)"2 2 1
) ) e

1<i<n

o que implica

 [(—(n—2)(2eR)" 1
VW, (x)] = < ) ) 0 = o) (3.81)

Da desigualdade (3.80), segue que

1 < 1
Q@ —xo)|"t = (eR)"H

Substituindo (3.82) em (3.81), obtemos

|vwg<:c>1s(‘“‘2)@“”"_2) Lo,

(3.82)

(-2 )Ry

—(n — 2)272

onde Cl = m
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(3) Pelo item (2), temos

IVWellZ £y pop Eonaoy = / [VIW* dw < / [VW[* do
Eaer(20)\ELer(20) Escr(z0)
< C%7 2| Egr(z)| = C2"2(2R)" |detQ| Vol(B(0,1)).
Logo,
IV Well 2 5w Bemtaoyy < Co®
onde Cy = (C2(2R)™ |detQ| Vol(B(0,1)))z=. O

e Estimativa para S;. Observe que

Z ai:W. % Ove
1] t‘:awj? axl LQ(Qs)

1<i j<n

1S1] < + | (VoW v2) o | + I | (o We, v) 12| - (3:83)

Assim, da definicao de W, e pelo Lema 3.1.13 - item (1), temos

> (aijWaauo,a%) < | > (aijWEaanavs
1<i,j<n Oxj Oz; L2(0.) Ox; Ox;

1<i,j<n

) L2(Ez:.r(0))

o aU() 81)5
= Z / al]WEaixjal‘i dz

<7,9<
1<i,j<n Escr(0)

Oug 0v,
< X[ el ds
ISLISI By p(wo) o
auo(?vs
< C / T T 4,
- A Z (9.%](9271 o

<7,9<
ISLISM By g (w0)

onde C'y = n max, g |a;;(x)|. Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

Z az‘jwa%aavg
855]' 0;171 L2(9.)

1<i,j<n

S CA ||vu0||L2(E25R(zO)) ||VU6||L2(E2€R(xO)) . (384)

E, ainda, da defini¢do de W, e pelo Lema 3.1.13 - item (1), segue que

S N R (T

= / VusWou, dz| < Cy / lugve| dz,
Eser(z0) Eser(z0)

onde Cy = maxg|V/|. Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

‘(VUOWaUe)LQ(QE) < CVHUOHL%EQER(;EO)) HUEHLQ(EQSR(IO))‘ (3.85)

E, novamente, da definicdo de W, e pelo Lema 3.1.13 - item (1), temos

MM(“OWS’US)L%QJ‘ = |A|‘(UOWW&)L%EQER(%))

= |}l / upWeove dz| < |A| / lugv.| dz.

Eacr(0) Eacr(0)
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Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

’)‘| ‘(uowavs)Lz(QE) <

(AH1%0ll 222, o) 102122 () - (3.86)

Utilizando o obtido em (3.84), (3.85) e (3.86) em (3.83), obtemos

1S < Ca HVUOHLQ(E%R@O)) HV%HH(EQER@O)) + (Cv +[A]) HUOHL'Z(EQER(Q;O)) HUEHLQ(EQER(QUO)) :
Como
[toll L2, pwo)) » VUl 2By o)y < N0l 1) < Mol 2y -
segue do Lema 1.1.15 que
0]l L2 (B o)) + VU L2y < C3 11N 220 -

Entao, pelo Lema 3.1.4

|51 CaCs ||fHL2(Q) HVUEHLz(EQsR(:Bo)) + (Cv + [A[)Cs HfHL2(Q) ”UEHL2(E‘28R(:JC0))

<
< ((Cat Cv +[A)C3)Cue || fll 2a llvell ey
< G5+ [ADel[fll Lo ol g any » (3.87)

onde Cs = (max {2C3C; max {Cx, Cy },C5C,}).

e Estimativa para S;. Da definicao de W, temos

oW, 0v,
[Sa| = ( > (ay(x) = ay(wo)) o7 — ,am)
1<ij<n j i) 120
oW, Ov,
< ( Z (a;(z) _aij(x()))uoiax' ’Gm)
l<ij<n J ‘ L2(Esr(0))
oW, Ov,
— | Y () e w o de
1<i,jsn Es.r(z0) I !
< |(A(x) — A(zg)) VW, |ugVue| d. (3.88)
Eser(z0)
Afirmacgao. Para x € Fy.gr(xg), existe constante Cg > 0, tal que
[(A(z) — A(z0)) VIWe(2)| < Cs. (3.89)

De fato, como A é uniformemente limitada em y € €, existe constante C' > 0 tal que
[Aly)] < Clyl. (3.90)
Logo, segue das desigualdades (3.90), (3.79) e pelo Lema 3.1.13 - item (2), que
[(A(x) — A(z0) ) VWo(z)| < Clo— x| [VWo(z)] < C2eRCie™ = Cg,

onde Cs = C2RCY, e a afirmacdo é vélida.
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Substituindo (3.89) em (3.88) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos
|9y < |(A(x) — A(x)) VW, [uoVoe| dx
Eaer(z0)
< Co lluoll 2z, woyy 1V Vel 2 (o)
< G ||U0HL2(E25R(950)) ”UE”Hl(QS) : (3.91)
Pelo Lema 3.1.12 e da desigualdade (3.91), tem-se
e paran =3
S2l < CaCret [1Fll 2@ Ivellinany (3.92)
e para n = 4,
1
|So| < CoCre®[lnelz || fll 2y el ey 5 (3.93)
e para n > b,
|So] < CoCre® (| £l gy N0:ll a1 - (3.94)

e Estimativa para 95;.

Cauchy-Schwarz, temos

1S4 =

IN

IA

<

Aplicando os Lemas 3.1.10 e 3.1.13 - item(3) na desigualdade (3.95), segue que

eparan =3

<U0> ( Z @ij(ﬂfo) 895]- )

oW,

1<i,j<n

v,
c%vi
L2(Qe)

oW, 0w,
| (uo)| ( Z aij(ZEO)(%jaa%)
L2(E3cr(0))

1<ij<n

o)l [ A VWV do

C o] [(uo)] ||VW€HL2(E25R(mO)) ||VU€||L2(E28R(m0))

EQSR(‘TO)

C ol [{wo) HIIVWell 2, ooy Vel 111 -

|54l

e para n =4,
1S4 <
<

e para n > 9,
1S4] <
<

N

~ 1 a_
C'lao| Cs |In €2 || f| o) C €2 ' [vell 1 0,

~ 3
Clwo| Cs [| | 12 () C2 22 ' [vell 2 2,
= 1

C'|zo| CsCs g2 ||U6HH1(Q€) ||fHL2(Q) ;

. 1
C'|xo| CsCs In el 2e (vl o oy 1 1l 220 »

C |wo| Cge™ 2+ 11l 220 Cyez™! Vel 1

C |zo| CsCs e [0l 111

| Fll 2 -

Da defini¢ao de W, desigualdade (3.90) e da Desigualdade de

(3.95)

(3.96)

(3.97)

(3.98)
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e Estimativa para S;5. Da definigdo de W, da desigualdade (3.90), Lema 3.1.13 - item
(2) e Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

oW, Owv,
|S5| = ( Z aij(mo)ué&xj’axi)
L2(Q.)

1<i,j<n

oW, 0Owv,
( Z aij($0)uéawa%)
J ") L2(Baeg(x0))

1<i,j<n

IN

IN

/ | A(z0) VIV de

Escr(0)

< Clzo| Cre™ug Il e2(Baenteo)) V0l 12y i)y

1
Uy VU,

< Claol Cre™ g lle2(Bantaoy Vel e,y - (3.99)
Aplicando o Lema 3.1.9 na desigualdade (3.99), temos

|55 < C 0] Cre™ Cy €2 HfHL2(Q) HveHHl(nE)
= C ol C1Co e [0l g 1 200 (3.100)

e Estimativa para [|v|| (g ). Pelo Lema 3.1.2, aplicado a v. em (3.37), segue que

1

R1

2 2
loclliioy < PMuelly, =02 (ueywe)| < IS+ 1S5 +1Sul +[S5] . (3.101)

e Caso n = 3: pelas desigualdades (3.87), (3.92), (3.96) e (3.100) aplicadas a desigualdade
(3.101), obtemos a seguinte estimativa

lvellf @,y < #a (1S1] + |Sa] + [l +1S5))
< rr ((C5(1+ A + CoCre? + C'lao| CsChe? + C o] CrCot )| £l ey Vel 1 )
< Cu(+[ADez [|fll 2 lvell gy »

onde CH =4 K1 Imax {05, 06077 é |$0| CgCQ, é |LL’0| C’ng}.

Em resumo,

1
[velliqy < Cu(l+[ADe [[fll2q) - (3.102)

e Caso n = 4: pelas desigualdades (3.87), (3.93), (3.97) e (3.100) aplicadas a desigualdade
(3.101), obtemos a seguinte estimativa

||Us||§{1(szg) < Ky ([S1] + [ 2| + [Sa] + [S5])
%1((05(1 +|A\)e + CsCre?[ln e]7 + C |zo| CsCalln ]z + C || 01095> Hf\|L2(Q)||UsHH1(Qg))
< Cu(l+ A e (Imefz + 1) [ fll 12y Vel grany - (3.103)

IN

N
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Observe que (|In €|z +1)2 > [Ine|+1 e, como |In &| + 1 > |In ¢/, temos
—(lnel+1)2 < —|ln¢e|? < —(|lnelz+1) < —|lne|?,
Assim de (3.103), obtemos
2 1
[0ty < Cue (el + D)l 2o el
1
< —Cue(=(melz+ 1) | fll 2@ vl -
Em resumo,
1
[vell iy < Crne el [[£ll 20 (3.104)

e Cason > b: pelas desigualdades (3.87), (3.94), (3.98) e (3.100) aplicadas a desigualdade
(3.101), obtemos a seguinte estimativa

< i ([Sa] + [92] + [Sa] + [S5])

< £y ((C5(1+ [A))e + CoCre® + C o] CsCae + C'lao| C1Co8 ) || £l 2y Vel 1 )
< Cu(M+[ADelfll 2o 10l ey -

2
HUaHm(QE)

Em resumo,
[vell gy < Cu+1ADe [ fll L2 - (3.105)

e Vamos estimar agora u. — ug. Observe que podemos escrever esta diferenca da
seguinte maneira:

Ue —ug = ue — (1 = Woug — Wewg = ve — Weuy.
Assim,
[[ue — UOHHl(QE) < HUEHHl(QE) + HWSuOHHl(QE) : (3.106)

Com isto, basta estimar [|[W.uo|| 1 (q_)- Pela defini¢do da fungdo We, da desigualdade
(3.83), temos a seguinte estimativa para a norma [|W-uol|r2(q,)

||Wgu0||%2(gg) = /|I/Vguo|2 dr < / \Weuo|? da
Qe

Es:r(z0)
2 2
= / [wol” dz = luoll2(m,. p a0y -
EQER(xO)
isto é,
[Wetolley < Nl nguny - (3.107)

Pelo Lema 3.1.12 aplicado a desigualdade (3.107) tem-se:
e paran =3

3
HWEUOHH(QE) < HUOHLQ(EggR(xO)) < Crez HfHL?(Q); (3.108)
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e paran =4
1
HWEUOHLQ(QE) < ||u0HL2(E25R(930)) < Crefflnelz Hf”L2(Q)§ (3.109)
e paran > 5
||W6U0HL2(QE) < HU0||L2(EQSR(Q;0)) < Creé? ||f||L2(Q)' (3.110)
Considere, agora, a seguinte estimativa para a norma ||V(W.uo)| 12(q,):
V)l oy < WVl + 0¥ Wolpy - (8111)

Da defini¢ao da funcao W, e do Lema 3.1.13 - item (1), temos a seguinte estimativa
para a norma [[W:Vuol| 2

(A N /|W5Vu0|2 de < / W.Vuol? dz
Qe

Eser(z0)
2 2
S / ‘VUO‘ d.’L' = HVUOHLQ(EQER(xo))’
Eacr(zo0)
isto é,
IWeVuoll o,y < VUl gy o)) - (3.112)

Pelo Lema 3.1.4 e Lema 1.1.15 aplicados a desigualdade (3.112), obtemos

IWeVuoll 2y < Vol 2py pw)y < Crs €l Vol g q)
< Cuie ||u0||H2(Q) < CisCue ||f||L2(Q) : (3.113)

Para procedermos com uma estimativa para a norma ||ugVIW,|| 12(n.)> lembremos a
decomposicio para ug dada em (3.38): ug = (ug) + uy. Entdo,

ooV Wel ooy < (o) VWell oo, + i VWell g (3.114)

Pela defini¢do da fungao W, e do Lema 3.1.13 - item (2), temos a seguinte estimativa
para a norma ||ug VWe| 120 ):

[ VWl = [ld VW de < [ [V do
QE

Eser(wo)
< e [ JugPde = CF e ug e g nten):
Eaer(z0)
isto é,
lug VWelli20n) < Cre™H|ug |2 (e ne0))- (3.115)

Aplicando o Lema 3.1.9 a desigualdade (3.115), obtemos

lug VIWell 2y < Cre Mugllr2 (B noo))
< CielOs e’ HfHLZ(Q) = GiC5 ¢ HfHL2(Q) : (3.116)
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Da definigao da fungao W, e pelo Lema 3.1.13 - item (3), temos a seguinte estimativa
para a norma [|(uo) VWel| 2. ):

[{uo) VIWell 20,y = Kuo) VW]l L2,
= o) IVl oy aon Benteoy S Col{uo)| €271 (3.117)

Aplicando o Lema 3.1.10 a desigualdade (3.117), tem-se:
e paran =3

[(uo) VWell 2,y < Cal{uo)] 2™
3 1
< Cper Gy 12 = CoCs €2 [ fll oy s (3.118)

N

e paran =4

4_
(o) VWell 2, < Cal{ug)|e2™
Co 57 Csln &2 || fll oy = CoCs € [In €] [|f]| gy s (3-119)

A

e paramn > 9

| (uo) VW5||L2(QE) < Col(ug)|ex ™!
C’2 5%_108 8_%+2 ||f||L2(Q) = C(2618 € ||f||L2(Q) : (3120)

IN

Em sintese, temos que
2 2 2
HWEUOHHl(QE) = ”WEUOHLQ(QE) + HV(WsUO)”m(m)
2
< ”WeUOHB(Qg) + (HWEVUOHLZ(Qg) + HUOVWE||L2(QE)>2
2
< Wl 20,y + (IW=Vuoll 2.y + 11{u0) VIV 20 + lug V]| 22(0))
(3.121)

e Caso n = 3: das estimativas obtidas em (3.108), (3.113), (3.118) e (3.116), aplicadas
em (3.121), segue que

2 2
||W6u0||H1(Q€) < ||W8u0||L2(QE) + (HWEVUOHLQ(QE) + [[{uo) VW8||L2(QE) + ||UOLVI/V5||L2(QE))2

1 2
< O3 flay+ (CrsCua €1l fll 2oy + C2Cs €2 || fll 2y + C1C5 €1l f 20y )
< CF || flli20) + (Ci3Cis + CoCs + C1C15) € || fll 720y
< (C7 + C13Chy + CyCs + C1Ch5)° € ||f||i2(g) .

Deste modo,
[Wewoll 1.y < (C7 + Ci3C1a + C2Cs + C1Chs) e3 1l 220 - (3.122)

e Caso n = 4: das estimativas obtidas em (3.109), (3.113), (3.119) e (3.116), aplicadas
em (3.121), segue que

IWtol 0y < IWettoll 70y + (IWeVuo)ll 2.y + 1{u0) VWell 2. + [lug VIVel 12(0))?
< C2e*In €|||f||iz(9) +<013014€ [ £l z2 0yt C2Cselln 5|%”f”LQ(Q)+ClCl55||f||L2(Q)>2
< CZ e*ln ¢ ||f|]iz(9) + (C13C14 + CoCs + C1C5)* 2|ln ¢ ||inQ(Q)
< (Cr + C13C1 + C2Cs + C1C15)? £%|In ¢ Hf”i?(@) '
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Desta forma,
||W€U0||H1(QS) S (07 + 013014 + 0208 + 01015) €|111 €|% ||f||L2(Q) . (3123)

e Caso n > 5: das estimativas obtidas em (3.110), (3.113), (3.120) e (3.116), aplicadas
em (3.121), segue que

2 2
Wetollz o, < IWetollza,) + (IWeVuol o o) + [Ku0) VIVl 2o + llug VIVellr2@.))?

< O3 || fl 72 +(CrsChae | £l 2 + CoCre | f 1l 2oy + CrClse Hf||L2(Q))2
< O |72 (@) + (Cr3Cha + CoCs + C1C15)* €% || f 11720
< (Cq7 4 C13Ciy + CoCs + C1Ch5)° €2 ||f||i2(9) :
Deste modo,
[Wewoll o,y < (C7 + Ci3C1a + C2Cs + CiCis) € || f | 12(q) - (3.124)

Por fim, voltemos a estimativa da norma [lu. — uol| 1 (q.)-

e Para n = 3, substituindo (3.102) e (3.122) em (3.106), obtemos
Jue — uOHHl(QE) < ||U€||H1(Q£) + ||W€u0||H1(Qe)
< Cu(l+ ‘)‘Dg% [ £l 20y + (C7 + C13C1 + CoCs + C1Ch5) ez £l 22
1
< G+ [ADe? [l 2 » (3.125)

onde Ci5 = 5 max {011, C7, C13C14, Co2Cy, C1015}-
e Para n = 4, substituindo (3.104) e (3.123) em (3.106), obtemos

|ue — uOHHl(QE) < ||U€||H1(Qs) + HWEUOHHl(QE)
1 1
< Cuelln el 2| f[l p2q) + (C7 4+ C13C1a + CoCs 4+ C1C1s5) el €] 2| f| 12

< Cig(1+ \De [ el2 | £ 20 - (3.126)

e Para n > 5, substituindo (3.105) e (3.124) em (3.106), obtemos

lue = woll oy < Nvellgan) + IWetoll g,
< Cu(l+[AD el[fllz2q) + (C7 + Ci3C1s + C2Cs + CiCis) € || [ 12(q)
< Cig(L+ [ADellfll 2 - (3.127)

Portanto, segue de (3.125), (3.126) e (3.127), que

1
[ue = woll g,y < CA+IA) €2 [ fll 2 n=3,
1
e — woll gy € OO+ ) el [ Flsgy . =4
[ue = uollgiq,y < CA+I[AD el fllr2q) n =5,

o que conclui a demonstragao do teorema. O
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Observacao 3.1.14. Como dito anteriormente, o Teorema 3.1.6 é uma variagdo do
Teorema 1.2 em [J], onde a modificagdo obtida foi em relagdo a dependéncia em A\ da
constante, de modo que a tal dependéncia foi deixada explicita como C(1 + |)|), onde C'
independe agora de ambos parametros € e X\. Cabe ressaltar que tal modificacdo somente
foi possivel devido o uso do Lema 3.1.2, por isso a restricdo A € Sy, (diferentemente
de somente |Im A| # 0 pedido no Teorema 1.2 em [J]) e, esta serd necessdria no decorrer
do texto para obter a taxa de convergéncia dos semigrupos lineares quando o parametro
e — 0 e, por conseguinte obter a taxa de convergéncia dos semigrupos nao lineares.

3.2 Convergéncia dos Semigrupos

Os resultados obtidos na se¢ao anterior detalham o comportamento dos resolvente
das partes lineares dos operadores sob a perturbacao que estamos considerando no
dominio. Em vista disto, no que segue obteremos estimativas sobre o comportamento
dos semigrupos lineares e estas serao fundamentais para o analise da dindmica nao linear.

Teorema 3.2.1. Para 0 € (0, %) existem constantes § >0 e C' > 0, tais que

1 .
He—Aet _ oAt . < 06‘5(1‘29”597&‘5‘39, n=3,
L(XOaXEQ)
1 .
He‘AEt — g~ Aot 1 < Ce P20 220 1y |0 45-30 = 4,
L£(X0,X2)
1 .
Hengt _ o—Aot L < Oe P20t 201550 n> 5,
‘C(X07X€2)

onde j =0 parat € [1,00) e j =3 parat € (0,1).

Demonstragao. Inicialmente, observe que

1
e At = — /e”\t()\ —A)HdA e €0,1),

271
T

onde I" é a fronteira orientada positivamente, percorrendo coe ™! a ocoe'®*, do setor Sy 4,
do operador A., e € [0,1).

Segue, do Teorema 1.2.9, a seguinte estimativa

) = I g e € G 0229
‘C(X(J:XSQ) ‘C(X07X€2) E(X07X52)
Por outro lado,
1
—Act _ _—Agt L Y ANV (AL
et —e ] < o F/ MO =497 == A7l
1 ReAt -1 -1
< %F/e [ =)™ == A7 g AL
Assim, pelo Teorema 3.1.6, segue que
1
et — e=to L <Oy et —/eRe/\t(l FIAD A n=3,
L£(X0,X2) 27TF
11
He‘Ast — g Aot 1 <Cie|ln 55|é —/eRe’\t(l +|A) d|A] n=4,
L£(X0,X2) 27rF
1
eat ety <Cre o [RNIHAa n>5.
L£(X0,X2) 2w J
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Vejamos, agora, uma estimativa para a integral [ eR*(1 4 |\|) d|\|. Observe que,
r
/eRem FIA) AN = /eReM AN + /eReM A AN = 11+ L. (3.129)
r r r
Para I, fazendo a seguinte mudanga de variaveis u = At, obtemos
/eRe)\td|/\|:/ Re,ud / |“|d|,u| 02 t_l
r r

Para I, fazendo a seguinte mudanca de varidveis A\ = pe’®!, obtemos

pei¢1 ei1

/eReAt’)\| d|>\| S 2/6—tpcosd>1
0

oo
dp < 2/e—tpcos¢1p dp,
r 0
e, fazendo a seguinte mudanca de varidveis s = tpcos ¢, segue que

[e.o] [e.o]

—tpcos 1 —s S _ 1
e d < /6 ——ds = -5,
[ertnde < [Ty T mwa

logo,

1

12 :/eRe)\t|>\‘ d’)\| >~ m

T

Assim, obtemos a seguinte estimativa em (3.129)

/eReM(1+|A|)d|A| < Oyt la 2,

r

2
cos? ¢

Em vista disso, para

en=3:
1
He—Aat _ Aot e 6% / ReAt(l + ‘)\D d’)\|
L£(X0,X2) 27 J
< G Cot™' + £72) = Cye2 (171 +172), (3.130)
- 27 cos? ¢

onde C3 = Cl max {Cg, . ¢1}

oen—=4:

He—Aat _ Aot

IN

11
Cre |In 2 gfeRe)‘t(l S dA
I

BRI

‘C(X()?X )

IN

Cye [ne|> (71 +172). (3.131)
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en>5:

HefAst . eont

1
1 < o Relt < -1 —92 . .
L(Xo,x2) Cre o F/e (L+[ADdA] < Cse(@ +t77). (3.132)

Observando que para t € (0,1) temos ¢~ > ¢! e para t > 1 temos t°2 > {2,
segue do Teorema 1.2.19 fazendo a interpolagao das expressoes (3.128) e (3.130), (3.128)

e (3.131), (3.128) e (3.132), com 1 —20 e 20 e f = n = %, respectivamente, que para

€ (0,1)
He—Agt _ Aot L < Cle—B(1-20)t 64—5 30 n=3,
L(X0,X2)
He—AEt_e—Aot 1 < Qe B=20)t 20 |In 5, 4—3—30 n =4,
L£(X0,X2)
He—Agt _ Aot L < Ce—B(1-20)t g%t*%*‘%’ n > 5,
L(XO:XEQ)

e, tendo em vista a mesma interpolagao para t > 1, segue que

He—Agt _ e Aot L < CeBU-20)t04—3 n=3,
L(X0,X2) —
_ _ 6, 1
He At _ o—Aot , < Ce P20t 20 1y ¢ =3 =4,
L(X()va )
He—AEt _ Aot L < CleB-20)t 2043 n>5.
L(X0,X2) -

]

O resultado a seguir relaciona a convergéncia dos semigrupos lineares com a
convergéncia dos semigrupos nao lineares via férmula da variagdo das constantes. Isso,
por sua vez, implicard na semicontinuidade superior e inferior dos atratores e dos pontos
estaciondrios.

Teorema 3.2.2. Seja Ty(t, ud) € C([0,7(ud)), X2) (ou T-(t,u?) € C([0,7(ud)), Xs)
(0,1]), a solugdo correspOndente da equagao integral (2.33) (ou (2.31)) com dado mzcml
u e Xz (ouuf € X8 ), a qual existe no intervalo mdzimo [0,7(u))) (ou [0,7(u?)), e €
(0,1]). Além disso, dado R > 0, 6 € (0,1) eto € (0,7), onde 7 := min {7 (uf), 7(ud)}, com
ITo(t,ud)ll ) < R e HTE(t,ug)HX% < R, para todo t € [0,ty]. Entdo, existem constantes
C>0elL >0 tais que :

ITeft ) = Toft )|y < et s ul = ]y +<) n=3

€

€ €

S CeLttf%ij

ITe(t,ud) = To(tud)ll 3 < Ce“t-%—j@(lluS—USIIX;+629 In E|9> n =4,
IT2(¢.u2) = To(t, ud) | (

o =l y+*)  nzs,
onde j =0 parat € [1,00) e j =3 parat € (0,1).

Demonstragio. Para 7 > 0, considere t € (0,7), logo pela férmula da variagdo das
constantes, segue que

t
T.(t,u0) = tAeug+/e =04 (T (5,40)) ds, e € [0,1].
0
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Logo,

Te(t,ui’) — To(t,ug)HX% < HeftAsuo — e*tAougux%
& €

4 / He_(s_t)AEF(TE(S, Ug)) _ e—(s—t)AOF(TO(s, ug))HX% ds.
0 g

(3.133)

Analisaremos ambos dois termos no lado direito em (3.133). Para o primeiro termo,
segue que
He’msug — e’tAOugH 1 < He’tAsuo — e’tAEugu 1+ He*tAEug — e’tAougH 1.
2 2
X X b

€ 2
1>

Usando a Proposicao 1.2.17 e o Teorema 3.2.1, obtemos para

en=3:
He_iAeug__6,¢AUu8HX§ < CrePh || __uguxér+_C56—5Uf29ﬁ59t‘%‘j9Huguxé,.(3.134)

on=4
]y < Gttt ] g o e ]
(3.135)

en>5:
He_ugug__e—wmuguxé < Che Pl 243-.ugHX§ +-cge—5“—2”tg%%—%—79Huguxé.(3136)
Denotando por W.(t,s) := He‘(&*”AEIF(YQ(s,ug))-— e“&’“AOfW(Yb(s,US))H 1 1O

X2
segundo termo do lado direito em (3.133), segue que

t t
/\IJE(t,s)ds < /
0 0

t
v/
0

Pela Proposi¢ao 1.2.17, Teorema 3.2.1 e Lema 2.2.2, utilizando Lr como a constante de
Lipschitz de F', obtemos para

e (s—t)Ae

F(T(s,0) = F(To(s, )|

, ds
x2

X2

|:e(st)A5 _ o~ (5=

F(To(s,ug))H , ds.

oen—=23:

¢ ¢
/\Ije(t78>ds < CILF/e—ﬂ(t—s)(t — s)_% T.(s,ul) — To(s,ug)HX% ds
0 0 :

t
O E / e~BU=20)(=9) (4 _ §)=5-i0 . (3.137)
0
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Tomando y = B(1 — 20)(t — s) no segundo termo do lado direito de (3.137), resulta

, s-20)t , .
1 . 1 . e_y _%_]Gd S 1. - /e_y —%—]Od
BEI9(1 — 26) 37 0/ O T =T
1
T a1 —20) LG =)
= Csj0 < Dgy, (3.138)

onde Dgy = max {Cs14,Cp30}-

Logo, substituindo (3.134), (3.137) e (3.138) em (3.133), obtemos para n = 3

L(tud) = Totwp)| 3 < Cre e

0 ]y + o o

+ 0203 €9D5,9

t

+ Cle/e’ﬁ(t’S)(t— s)’l
0
= Cre P20 o

L(s,ul) — Ty(s, ug)HX: ds

uOH 1+ Che PU—20) et"’JGHu H

+ 0203 éﬁDg’gti%ijet?Jrjee Bteﬁt

t
+ C’le/e’B(t*S) (t — 5)*% T.(s,ul) — Tg(s,ug)HX% ds
O €

< e Pas <C’17j9 ‘ ul — uOH + Cye®7e? HUOH
1 .
+ 0203 €9D5’9T§+J€€67)

+ CiLp e_B(t_s)(t—s)_%

a1

t
+ OlLF/e_ﬁ(t_S)(t— 8)_l
0

T.(s,u?) — To(s, ug)HX ds

o — .

IN

1.
u8HX1 + 50)t_2_]06_5t

L(s,u0) — Ty(s, ug)H (b ds, (3.139)

onde C; = max {017']9 2 max {C’ge%T HuOH 1,C2C3Dg, 9T2+]€€6T}}
Multiplicando a expressao (3.139) por eﬁt obtemos

eﬁt

() = Totd)| 4 < Cof

X2

_1_

?—uSH 1—|—59>t 279
2
X

t
+ ClLF/eBS(t— 3)’% T.(s,u?) — Ty(s, ug)HX1 ds.
0 €

Agora, escrevendo

P (t) := "

Lt u2) = To(t )|y o= Ca =]y +") e b= CuLr,
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reescrevendo a ultima desigualdade da seguinte forma

t

0-(t) < act b [( - 5) Hou(s)ds,

0

e, usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 1.1.9), obtemos
o.(t) < Csact 27
E, ainda, suponha que exista § > 1, tal que

o= Bt Bt

ety -mea] s < cicion|

: OH 6)
U U 1 +e .
N 0 X2

Logo, tomando L = (6 — 1) > 0, segue que

(¢, u(E)) — Tolt, u8>H < C4C5eLtt%j9( ‘

0 0 6
o u’ — “0HX§ te ) (3.140)
en=4:

e Alt=s) (t — s)’l

t
/\Ifs(t,s)ds < CiLp L(s,ud) — Ty(s, ug)HX ds
0 €

o —__

t
v 010y ® [l el /e BU-20)(t=3) (¢ _ 5)=390qs. (3.141)
0

Logo, substituindo (3.135), (3.141) e (3.138) em (3.133), obtemos para n = 4

a(t,ug)—To(t,ug)HX% < CrePtis

_B(1— 0 ,—1_;
ug—ugu 1+ Coe P20 20 1n |7 72 JGHUSH 1
2 2

X X

+ 0103 529 \ln €|9 Dﬂ,g

t
+ ClLF/e Blt=s) (¢ — 3)_l L(s,ul) — Ty(s, ug)HX ds
0 €

a1

¢
+ C’le/e )t —s)” 2
0

IN

uOH + &% |In ¢’ > 20 bt

T.(s,ul) — To(s, ug)Hxlds. (3.142)

Multiplicando a expressdo (3.142) por !, obtemos

6ﬂt

St ug) — TO(t7U8)H < 04(’ 0 OH + &% |In 5|9 )t_;_je

1
X2

t
+ ClLF/efBS(t— 3)_% T.(s,u?) — To(s, ug)HX ds.
0 €

Agora, escrevendo

b (t) := €

oy +e* fin g|9> eb:=Ci L,

L(t,ul) — Tolt, U8)HX65 - C4<’
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reescrevendo a ultima desigualdade da seguinte forma

t

0-(t) < act b [( - 5) Hou(s)ds,

0

e, usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 1.1.9), obtemos
6.(t) < Coact 27

De maneira anédloga ao caso n = 3, existe § > 1, tal que tomando L = (6 — 1) > 0,
segue que

en>5:

To(t,u®) — Ty(t, ug>HX% < 04066Ltt—5—j9( |u - ug\)x% +% |In g|"). (3.143)

t t
[wats)ds < Ok [P0 — )7 [T, u) — Tols, )|y ds
0 0

t
+ 010 ¥ / e~U=20)(t=9) (3 _ =30, (3.144)
0

Logo, substituindo (3.136), (3.144) e (3.138) em (3.133), obtemos para n > 5

|

T.(t,ud) = To(t, wp)|| y < Cre ™t

_ _ _1_
ug—ugu 1+ Coe P20t 204=5 =30 HuSH i
2 2
X X

+ 0103 829 |lIl €|0 Dgyg
t

+ C’le/e_B(t_s)(t— 5)72
0

S
ug—ugH 1 +620)t 2 0Pt
X2
€

T.(s,ul) — To(s,ug)H 1 ds

X2

< 04(|

t
+ ClLF/e—ﬁ(t—s)(t - s)_% T.(s,ul) — To(s,ug)HX% ds. (3.145)
0 €

Multiplicando a expressdo (3.145) por e, obtemos

|

T.(tud) — Tot,ud)| 5 < 04(\

1y
1 ug—ugH 1 +€29)t 29
X2 X2

Tg(s,ug) — TO(S,US)H ds.

1
X2

t
-+ ClLF/GﬂS(t—S)_%
0

Agora, escrevendo

Ge(t) == e’ ’

To(t,u2) = Tolt, )|y v = Ca |

ul — ugux% + 529) eb:=C\Lp,

reescrevendo a tltima desigualdade da seguinte forma

6.(t) < a t—%—jub/(t— $)"36.(s)ds,
0
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e usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 1.1.9), obtemos
o.(t) < Cract 279

De maneira anédloga ao caso n = 3, existe 6 > 1, tal que tomando L = (6 — 1) > 0,
segue que

Portanto, de (3.140), (3.143) e (3.146), o resultado segue. O

To(tul) = To(tud)| 4 < C4C7€Ltt“1’j9(‘

X% ug — ugHX% + 829>. (3.146)

3.3 Convergéncia Espectral

-

E sabido que o comportamento espectral dos operadores lineares é importante ao
analisar as propriedades de continuidade da dinamica nao linear. Isto posto, esta secao
é dedicada a explorar resultados sobre o comportamento espectral de operadores do tipo
A. quando o parametro ¢ — 0. Veja também [8] para outros exemplos onde utiliza-se
uma técnica semelhante.

Considere os seguintes problemas de autovalor

AOQOO = )\0300 em (). (3147)

Acp. = M. em €. (3.148)

Observe que os problemas (3.147) e (3.148) sdo equivalentes, respectivamente, aos
seguintes problemas elipticos

0 0
- 2 50 <%’(93)(p0> +V(x)po = Ao, € Q,

1<ij<n Ox; (3.149)
wo =0, x € 0N.
e
0 0.
— — | a;i(x +Vi(z)p. = Ao, T € Q)
1§iz,3;§n Oz ( il )axj> ()¢ 4 (3.150)

v =0, x € 0f..

Para ¢y € D(Ap), o quociente de Rayleigh' do operador Ay é dado por
[ Y a220920 dr + [ VR do
)

Qi ; )
R _ Qi<ig<n O Om0n
Ao [900} T 2 )
g{% dz

e, para ¢. € D(A.), o quociente de Rayleigh do operador A. é dado por

8905 B‘PE 2
> ez de+ [VeZdo
Q. 1<ijen 0% 02 9.

RA [()08] = 2
c dx
Qf o

Weja [31], para mais detalhes.
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Proposicao 3.3.1. Se ¢. € D(A,), ¢ € [0,1], entdo Ra_ [¢-] > 0.
Demonstragio. Dado ¢. € D(A.), segue que

I Ip:
Ra. o] ||905||i2(95) = / Z G D dx—l—/Vs@? dx
% ] 0.

G, 1<ig<n

> 190/|w5|2 dx+igfv/¢§ dz
Q
Q. Qe

2 2
> C(IVe:lia + 19:l720,) = 0,

onde C' = min{vy, inf V} > 0. Logo, Ra_ [¢:] > 0.
0

Observe que, Ra_[p:] = 0 se, e somente se, p. = 0, o que é uma contradigao.
Portanto, Ra_ [¢:] > 0. O

Para ¢ € [0, 1], da caracterizagdo variacional de autovalores, segue que

MNe(AL Q) = min max R |pe] .
6( ' ) EkCHé(QE) Pe€EL,p#0 : [ ]
dim Ej=k

Da Proposicio 3.3.1, os autovalores, \(A_,).), sdo reais positivos e contado as
oo
multiplicidades, temos o(A.) = {)\’; }k_l, onde
0<)\i§...§)\’§§...7
com AF — 400 se k — +o0.

Em L*(w.) considere o operador, A, : D(A,.) C L*(w.) — L*(w.), dado por

D(A,.) = {ue € H*(w.) : u. = 0 em 8w5},

0 ou,
Apue = — Z (M(aij(.)&pj)jLV(')ua’

1<i,j<n
e o seguinte problema de autovalor
AuYe = TeYe  em we. (3.151)

Observe que o problema (3.151) é equivalente ao seguinte problema eliptico

0 07e
- Z (alj(‘r)a;/> + V(£)7€ =TeVe, T € W,

1<i,j<n Ox; j

(3.152)
Y. =0, T € Ow,.

Para ~. € D(A..), o quociente de Rayleigh do operador A, é dado por

J ¥ aygegede + [V de

we 1<4,5<n
2
Sz de
We

Ra. ] =

E de maneira analoga a Proposicao 3.3.1, tem-se
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Proposigao 3.3.2. Se v. € D(A,,.), entao Ry,_[7.] > 0.

Da caracterizagao variacional dos autovalores, temos que

k .

T Ay, we) = min max  Ra, [7e]-

 (Aus ) EpCHE (we) =€Er 7740 e 1]
dim Ep=Fk

Da Proposigao 3.3.2, os autovalores, 7F(A,,_,w.), sdo reais positivos e contado as
[e.e]
multiplicidades, temos o(A,,) = {Tk}k_l, onde

e
O<T51§"'§Tsk§“'7
com 7F — 400 se k — +o0.
Proposicao 3.3.3. A sequinte estimativa vale:
inf o(A,,) > Ce™?,
onde a constante C' independe de .

Demonstra¢io. Dado v. € D(A,,.), segue que

8753’}/5
Ruup ) Iella,, = / S a et / Va2 da

@ij
1<i,j<n )

> 190/|v%| dx—i—lan/% dx

We

> O (Ve + II%IIL%%)) , (3.153)
onde Cy = min{vy, inf V'}.
Considere a Seguinte mudanca de coodernadas y = (z — x9)e~!. Entao,
||V’Va||i2(w5) = "7 Vye(mo + 6‘)“22(@ ; (3.154)
ellZey = € Ie(zo +e)ll7ag - (3.155)
Substituindo (3.154) e (3.155) em (3.153), obtemos

Ra,. Dl e (oo + &)y = Cr ("2 IVel@o + &) 72q) + €™ I7e(@o + &) 72 +

isto é,
Vye(zo + )7
Ra, ] > C 5_2” 7= (2o )!L2(w)+1
[7e(@o + €)1 720

Ve(zo 4 )| 22,
Cre2 [V7e(o )!LQ( ). (3.156)
17 (@0 + €)1
Observe que, pela Desigualdade de Poincaré, existe constante Cy > 0, tal que
Ive(zo + )72y < CallVAe(ao +&)l72) - (3.157)

Logo, substituindo (3.157) em (3.156), temos

2
O lheeo )

€ = (Ce 2,
Co e(@o + &)l

RAwE [’75] Z
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No que segue, seja A € C fixado arbitrariamente tal que Im A # 0.

Proposicao 3.3.4. Para ¢ > 0 suficientemente pequeno

JAe. =07 ez < O (3.158)

onde a constante C' independe de €, mas depende de .

Demonstragio. Para f € L?(w.) uma funcio arbitrdria, temos que a funcio u. :=
(Ay. — A) ™' f pertence ao espaco H2(w.) e é solucio do seguinte problema eliptico

- 3 g (w5 ) 4 Vi - =1, a e

1<ij<n O

(3.159)
u. =0, € Jdw,.

Para o problema obtido em (3.159), escrevemos a identidade integral correspondente.
Para tal, multipliquemos a equacao por wu. e integramos por partes levando em
consideracao a condi¢do de fronteira. Assim, utilizando a notagao do produto interno
em L*(w.), obtemos

Oou. Ou,
2 (aijaxj’aa:)m(m)+<Vu€’“€)L2<ws>_A(UE»UE)L%%) = (fue)rayy -

1<i,j<n

Logo, tomando as partes real e imaginaria acima, temos

Ou. Ou,
Z < ) + (VUE7UE)L2(0JE)_ Re)\ (’U,E,’U,E)LQ(QE) == Re (f, UE)L2(UJ5) (3160)
L2(we)

Aij o
1<ij<n 6.73]' 8@

—Im A (ue, ) 2,y = Im(f ue) 1o,y - (3.161)

Da identidade (3.161) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

1
(Ue, e )2,y = T (f,us) g2,
< Gi(N) ‘<f7 Ue)m(wg) < Gi(A) ||f||L2(ws) ”uEHLQ(wE) , (3.162)
1
onde Cl()\) = m

Empregando a estimativa obtida em (3.162) em (3.160), temos

Ou. Ou,
2 (a”(?xj’axi)m( )+ (Vite, Ue) o,y = Re(f te)pag,) + Re Aue, te) 2.,

1<i,j<n

IN

‘Re (f,us)p2q,.) + Re A (us7u€>L2(w5)‘
[Re (£,1e) 2y | + Re Al |(ue, 1) 12|
()2 |+ IRe AT CL O [(Fs 00 |

CoN) |(f.10) 2|
Cz()\) HfHLQ(ws)

IN

IN

IA A

’UEHLZ(%) )
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onde Cy(\) = 1+ [Re A| C1(A).

Em suma,

Ou, Ou,
)3 (aijaxj,a%)m)ﬂwa,uam)<02< Mgz el oy - (3:163)

1<ij<n

Vamos estimar inferiormente o lado esquerdo da desigualdade acima. Observe que, usando
a condicao de elipticidade, temos

Ju. Ou,
S (0525%) > luli,
L2 (we)

1<i,5<n
E, como V € C(Q), tal que V(z) > 0 para todo z € €, segue que (Vus,ug)Lg(ws) > 0.
Logo, de (3.163), segue que
2
Co IVt 2y < Co) W g el - (3.164)
Considere as seguintes mudangas de coodernadas y = (z — M)e™! e 2 = ey. Entao,
Vel iow, = €2 IVua(zo + )72, (3.165)
2 “n 2
lue(@o + €)7oy = € " lluellza,) (3.166)
e, pela Desigualdade de Poincaré, existe constante C5 > 0, tal que
e (o + &) Iy < Ca | Vue(wo + ) 172 - (3.167)
Segue, de (3.165), (3.166) e (3.167), que

1
e ue(zo + )y = e el ey (3.168)

V0 . c

_C

Substituindo (3.168) em (3.164), obtemos

Co _
° el T2y < Col) 112y el 12y -
Portanto,
el 2y < C 1 fll 2y »
Cy(N)C
onde C' = GG 2. O
Co
Proposicao 3.3.5. Para € > 0 suficientemente pequeno
(40 =7 < Ck, (3.169)

L(L*(Q),L2(we)) —

onde a constante C independe de .
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Demonstragio. Para f € L*(Q) uma funcio arbitraria, temos que a funcio wuy :=
(Ag — \) ™' f pertence ao espaco H2(Q).
Como H?(Q2) C H*(Q) e pelo Lema 3.1.4, existem constantes Cy,Cy > 0, tais que

ol 20y < Cre ol ray < Croe ey (3.170)
Pelo Lema 1.1.15, existe constante C3 > 0, tal que
luoll oy < Ca 11l oy - (3.171)
Portanto, substituindo (3.171) em (3.170), obtemos
HUOHH(%) < Ce HfHLQ(Q) ,
onde C = 010203. ]
Lema 3.3.6. Para € > 0 suficientemente pequeno, vale a sequinte decomposi¢cdo:
L2(Q) = LX) ® L*(w.).

Demonstragio. Observe que L?(9.) N L*(w.) = {0}. Suponha que para v € L*(Q),
tenhamos
U=1U] + U2 € U= U3 + Uy,

onde uy,uz € L*(€.) e ug, uy € L*(w.).
Logo, u1—uz = ug—uy. Como uy—uz € L*(€.), segue que ug—uy € L?(Q)NL* (w,)
{0}, entdo uy = uy. De maneira andloga concluimos que u; = ug.

o

Em L*(Q), tendo em vista a decomposi¢io dada pelo lema 3.3.6, utilizaremos a
seguinte norma

2
||u€||L2(Q) = H(U;aug)||2L2(Qa)@L2(ws) = ||U;||%2(QE)+ ||Ug||%2(ws)-

Em L?(Q.) & L*(w.) considere o operador, A, ® A, : D(A. ® A,.) C L*(Q.) ®
L*(w.) = L*(Q) ® L*(w.), dado por

D(A:® Ay.) = {uc = (ul,u?) : ul € D(A.),u? € D(A,.)}

(Ac @ AUJE)(”i? ug) = (Asui> Awsuz)'

O espectro do operador A, @ A, é dado por
o(A: ® A,,) =o0(A) Uo(Ay,).
Lema 3.3.7. Para € > 0 suficientemente pequeno

|(Ac@Au =7 = (A - N7 — 0, (3.172)

L(L*(Q),L*())

quando € — 0.

2Para mais detalhes veja [21].
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Demonstragio. Para f € L*()) uma funcdo arbitrdria, temos que as funcoes u. :=
(Ac® A, — N ' feuyg = (Ag — \)"'f pertencem ao espaco H2(9).

Como u. € D(A. ® A,.), temos que u. = (ul,u?), onde u! € D(A.) e u? € D(A,,).

Da mesma forma, observando a decomposigao L*(Q) = L*(Q.) & L*(w.), para
ug € D(Ag) C L*(Q), podemos escrever uy = (ug,ug), onde ug € D(Ag)|zq. ©
w3 € D(Ao)| e,

Logo,

2
lue = wollzay = [(uz — ug, uZ — ug)||Z2(q)
1 2

= |(u; - u(1)> Ue — US)H%Q(QE)@LQ(%)
= lu; - u(1)||2L2(QE) + 2 - USH%Q(wg)‘ (3.173)
Para |lul — u||12(q.), pelo Teorema 3.1.6, existe constante C; > 0 tal que,

e paran =3

lu = wllzzn < llul = ubllmy < Cre? || fllz(q) - (3.174)

e paran =4
! = wllzz) < llul = wllma) < Che el ]z (3.175)

e paran > 5
Jus = ugllz < llu = ugllaey < Crellfll 2 - (3.176)

Para [[uZ — ugl|72(,.), observe que
lu2 = wgllr2n < u2llzzgen) + lugllzzen)- (3.177)
Pela Proposicao 3.3.4, existe constante Cs, tal que

lull 2y < Coe® Ifll 2.y < CoelIfll2(q) - (3.178)

we) —

Pela Proposigao 3.3.5, existe constante Cj, tal que
lugll 2y < Cse llfll 2y - (3.179)
Substituindo (3.178) e (3.179) em (3.177), obtemos

2l L2y + gl 2

Ju? — U%Hm(we) <
< (Cye” + Cse) [f 2y < (Co+Ca)e|flla@)-  (3.180)

Assim,

e para n = 3, substituindo (3.174) e (3.180) em (3.173)

2
lue = wollza) = lluz = wglliz(a. + Uz — ugll7ae)

< 0125 ”inQ(Q) + (02 + 03)252 HinQ(Q)

< (CEH(Cy+ C3)P)e Hin?(Q) :
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e para n = 4, substituindo (3.175) e (3.180) em (3.173)

2
[|ue — U0||L2(Q) = ||U; - U(I)H%?(QE) + ||U§ - ug”%?(wg)

01252 |1n 5| ||f||i2(Q) + (02 + 03)252 ||f||iQ(Q)
(C2e? In e| + (O + C3)%e?) ||f||i2(sz)
Cie®(In e 4+ 1) ||f||i2(sz) ;

VA

IN

onde C; = max {C%, (Cy + C3)?}. Observe, ainda, que para ¢ > 0 suficientemente pequeno
existe constante C5, tal que

2(ln g +1) < Cse*|In ¢,
entao
2 2 2
lue — wollz2() < Cac®(In e + 1) | f[z2(0) < CaCse” I e[| £ 72(q -
e para n > 5, substituindo (3.176) e (3.180) em (3.173)

Jul — Ué”%%ﬂg) + [u? - U(%H%?(ws)

CRE? I F 120y + (Co + C5)°* || fll (e
< (CT+(Co+ C3)))E? (1 f 1720 -

2
e — uO”L2(Q)

IN

Tomando C = max{(C2 + (Cy + C3)2)2, (C4C5)2 }, obtemos

e para n = 3,

1
e — U0||L2(Q) < Ce> ||f||L2(Q) ; (3.181)
e para n =4,
lue — uOHL?(Q) < Celln el Hf”L?(Q) ) (3.182)
epara n > b,
[ue — UUHLQ(Q) < Ce HfHLQ(Q) : (3.183)
Portanto, fazendo ¢ — 0 em (3.181), (3.182) e (3.183), o resultado segue. O

Teorema 3.3.8. O espectro do operador A, converge para o espectro do operador Ay. Em
outras palavras, se A ¢ o(Ay), entdo para € > 0 suficientemente pequeno \ ¢ o(A.). E,
se A € 0(Ap), para cada € > 0 existe \. € o(A:) tal que A\. — X\ quando € — 0.

Demonstragao. Pelo Lema 3.3.7 e Teoremas 1.2.3 e 1.2.4 segue que o espectro do operador
A: @ A, converge para o espectro do operador Ay.
Pela Proposicao 3.3.3, existe constante C' > 0, tal que

. > Ce 2,

para todo 7. € o(A,,), isto é, o(A,_) se inicia a partir de Ce™2.
Como

o(A:® A,.) =0(A) Uo(Ay,),

logo em o (A.®A,, ) teremos apenas o(A.) para e > 0 suficientemente pequeno e, portanto,
o espectro do operador A, converge para o espectro do operador Ay. O






CAPITULO 4

CONTINUIDADE DOS EQUILIBRIOS,
VARIEDADES INSTAVEIS E
ATRATORES

No capitulo precedente vimos o comportamento das partes lineares dos operadores
sob a perturbagdo que estamos considerando no dominio e, com isto obteve-se um
resultado com respeito a continuidade dos semigrupos nao lineares via o uso da férmula da
variagao das constantes. Desta forma, o presente capitulo é dedicado a estudar quando os
atratores e solugoes estacionarias serao semicontinuos superior e inferiormente, e, portanto
continuos em relacao a essas perturbagoes. Além disso, ainda neste capitulo veremos que
as variedades instaveis locais para um equilibrio sdo continuas quando ¢ — 0. Como
exemplo da técnica similar a empregada neste capitulo veja [2].

4.1 Continuidade dos Conjuntos de Equilibrio

Com o intuito de obter a continuidade dos atratores iniciemos explorando a
continuidade de uma classe de elementos que pertencem ao atrator, as solucoes de
equilibrio.

As solugoes de equilibrio dos problemas (2.4) e (2.32) sao aquelas que independem
do tempo. Em outras palavras, as solugoes de equilibrio de (2.4), e € (0, 1], s@o as solugoes
da equacao eliptica

Acu? = F(ug), (Ee)

5]

e, denota-se por & o conjunto das solugoes de (E.). E as solugbes de

AOUS = F(“S)? (EO)

sao as solugoes de equilibrio do problema limite (2.32) e denota-se por & o conjunto das
solugbes de (Eg).

1
Lema 4.1.1. Para e € (0,1], o conjunto &. € uniformemente limitado em X2, bem como
&y € uniformemente limitado em X 3,

Demonstra¢io. Multiplicando a equagao (E.) por u’, integrando sobre (2. e usando as
condigoes de elipticidade (2.1) e de dissipatividade (2.3), tem-se

*(12 * * * *(12
1 HUEHHl(QE) < A uap(ua) dz < /Q (T(US)Z + CT) dz <7 HUEHHl(QE) +cr |Q€‘ )

107
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c
onde ¢; = min {190, inf V}. Logo, escolhendo 7 tal que 7 < 51, tem-se
Q

2¢; |92 2¢, 9
< <

||u:|lH1(Qs) > =: R?.

1 - a
Portanto, [ju} H 1 < R. E, de maneira analoga, conclui-se que & ¢ uniformemente

limitado em Xz. O

Lema 4.1.2. Para € > 0 suficientemente pequeno valem as sequintes estimativas:

05%, n=3
-1 -1 1
HAE — A HL(LQ(Q),Hl(QE)) < Cel|lnel2, n=4,
Ce, n>5

onde a constante C' independe de .

Demonstragcdo. A demonstragdo deste lema segue as ideias da demonstracao do Teorema
3.1.6. O

1 1
Lema 4.1.3. Para ¢ € (0,1], a familia de operadores AZ' : X2 — X2 converge
1 1

compactamente para o operador Ay’ : X§ — X§.
Demonstragdo. Inicialmente, mostremos que a familia {A- }5601 ¢ formada por

operadores compactos . Seja g. € Hy(€.) (para e = 0, convencionamos 2y := Q) tal
que [|g:|[;2¢q.) < 1. Entdo para v. = A;lgg, temos

Ci ol s<Avmwn””——/%mdx (4.1)

onde C = min {Jy, infg V'}.
Observe que, pela Desigualdade de Young (Lema 1.1.2) e sendo Cy a constante de
imersao de H}(Q.) em L?(Q.) (Observagao 1.1.12), obtemos

(5 5§ C2
/%%dx</QWA+» el do < 5+ oo ol < 5+ 52 Ioelyoy - (42)

Utilizando o obtido em (4.2) em (4.1), temos

5 C2
2
Cileelgio < 5 + 52 Ioelycany

logo,
52
2
||U8||H5(Qs) < 2501 . 022’

para todo 0 > 0. E, portanto, existe C' > 0, tal que
Agl(BHé(QE)(O, 1)) C Bpui(,)(0,C), para quaisquer € € [0, 1].

Logo, A-' € L(HF(.), HY(€.)), e como a imersdo H}(£2.) — L*(£2.) é compacta, segue
que AZ! é um operador compacto de L?(€).) nele mesmo.

18—>0A1

O Lema 4.1.2 assegura que AZ o que conclui a demonstracao do lema. [
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1
Lema 4.1.4. Sejam u* € X§¢, uma fun¢io mensurdvel 6 : Q@ — [0,1] e 6 > 0, entdao para
1

quaisquer u,v € BX%(U*,(S) =Sue Xi:||lu— u*||X% < 5}, a fungao vs : Q@ — R, dada
por 0 0

() == f1((1 = 0(x))u(x) — O(z)o(x)) — f'(u™(x))
verifica as propriedades: vs € L¥(Q), 75 € L*(Q) com };H%“%HL?(Q) = 0, e portanto,

—

vs € LP(Q) com (lsi_I)I(l) 175 | Loy = O para p € [2, 00).
Demonstrag¢io. Das propriedades (2.2) e (2.3) da funcao f segue que fungao 5 € L*>(Q2)
e |5l < €, com C independente de ¢, e portanto, 75 € LP(€2) para todo p € [2,00).
Basta mostrar que (lsin(l) 1751l 1o () = 0 para p € [2,00).

—>

Para p = 2, pelo Teorema do Valor Médio, para cada = € 2, existe 0 < p(x) < 1 tal
que

sl ze) = /If’((1 —0(x))u(z) — O(z)v(x)) — f'(u"(2))]” da

< 1 10 - 0@)u(@) - o)) - u* () do

L, / (1= 8(2))(ul(z) — u*(2)) — O(z)(v(x) —u’(2))* da

< LRI = 0)u — [y + 18(0 — w)l|72(qy)
2 2
onde Ly = sup (f"((1 = p(x))((1 = 0(z))u(z) — 0(z)v(z)) + p(z)u*(x))), e portanto,
€N
175l 12 () < €', € >0, 0 que implica que lim |[s[ 12 (g) = 0.
Para p > 2, pela Desigualde de Holder, temos que

—2 2 -2 2
6l = [ 1l de = [ 152 bl de < Il sl
Q Q

2

p=2 2 2
e portanto, |75 oy < [6llod” (175l 220 < CllvslL2(0)r € i f[7s]l £o o) = 0. U

1 1

Teorema 4.1.5. Considere F' : X2 — X, o operador de Nemitskii de f em X2 assumindo
valores em X, isto é F(u.)(x) = f(u:(x)), € Q, entao F' € um operador diferencidvel
de Fréchet. Além disso,

1 1
(1) A aplicagio derivada F' : X2 — L(X2,X.) é continua, e portanto, o operador de
1
Nemitskii F': X2 — X, é continuamente diferencidvel;
1 1
(2) Se {ur} X2 —converge para ufy € X¢ €0 ¢ o(Ag— f'(u})), entao f'(uX)AZ" converge
compactamente para f'(uj)Ay".

Demonstragao. Para x € (). fixado, a derivada de Gateux de F' em wu,, na direcao de v.,
é dada por

OF (o )(a) o= gy Pt 12(2) = Fe))
o F() () — fuc(e)
t—0 t

= f/(u6<x))va'
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1
Com isto vejamos a diferenciabilidade (a Fréchet) da aplicacdo F' em um ponto v, € X2.

Como X2 < L#3 (Q.) com n > 3 e pelas Desigualdade de Holder com indices conjugados

5 e -5, e Desigualdade do Valor Médio, para cada x € ). existem 0 < 6(x), p(z) < 1,

tais que

1 (1) = F(02) = F'(ue)-(ue—=vo) [y, = /If(ua(fv))—f(va(iv))—f’(ua(fﬂ))(ua(fv)—va(iv))|2div

Qe
— [ () = ve(@) do
Qe

/ |f}/u57v5
Qe

S
3

"dx / lu.(z) — vs(x)]% dx
Qe

2 2
S ez, e = vell) 2,
2 2
S Ol l[on) lue = vell 4

onde Y, . (1) = F/((1 = 0(2)ue () + O(@)v.(2) — f(v.(x)) e C > 0.
Assim, pelo Lema 4.1.4 tomando u* = u., obtemos
i [ F(ue) — Fve) — F'(ue) - (ue — Ua)”i(s
im

00 ||u€ - Us”i

=0,

1
2
3

e portanto, o operador F' é (Fréchet) diferenciavel.
1 1
(1) A aplicacao derivada F' : X2 — L(XZ, X.) é continua. De fato, considere a sequéncia
1

{u;‘n} X2 —convergente para uj, logo

|F/(uz,) = F'(up)

ok, = s ) - P e,)
usnengn
[luen |l %zl

Xey,

= sup / F/ (i, (@))ue, (&) — F(up(@)ue, (2)] da

1 n
usando o fato de que para cada x € Q. existe 0 < f(z) <1 e X2 — LH%(QE), n >3, da

Desigualdade de Holder utilizando como indices conjugados § e ~*5, segue que

[P, @), (2) = Flag(e)u, (@) de = [P, @) = Fug@)] o, @F do

Qe Qe
-/ uZ, (@) = (@) Ju, ()" do
Qe
<C
/
= |

P71 = By, (2) + 0wy ()|

S
3

*

o (@) = @) o, (@) P < € / i (z) —u(e)|" da /,usn(x”% 4

Qe Qe

‘ n

2
*

* 2
u&‘n - UO Ln(Qs) ||uan||XE%n )

2
* *

2
U - UO L"(Q€) ||u5n ||Lﬁ(ﬂg)

<

En

M=

Y
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o que implica

* *
uen - UO

|F/(u2,) = F'(uf)

< C sup {‘

ugnGXgn
luen Il 1 =1
2

€n

2 2
Ln(ﬂs) ||u5n ||Xe%n}

2
L"(Qe)} '

1
L(XE, Xep)

* *
Uan - UO

< C sup {‘

Uep, EXsn
HuEnH 1 =1
2

&n

Por outro lado, novamente pela Desigualdade de Hoélder, segue que

* * p * * p—2 * % 2
[t @ = w@)" a = [ fuz, @) = wp@)|" Juz, (@) - w(@)| do
Q. Qe

" p—2 " 2
< ‘uen—uo ‘uen—uop( )p>2

1
assim como {u:n} ¢ X& —convergente para uj,, temos que {u

*

z *
an} ¢ convergente para u; em

L2(Q.). Além disso, |uf || , [Jugll, < C, para alguma constante C' > 0, segue que
A, [t = oy, = 02> 2
Portanto,
: 1ok " _
Jim ’F (uz,) = £ () Lx2 X 0

1 1
(2) Se {ur} X2 —converge para u € X7 e 0 ¢ o(Ag — f/(u})), entao f'(u?)AZ! converge
compactamente para f'(u$) A" (aqui USAIEINOS COMmO abuso de notagao f para denotar o

operador de Nemistskii da fungao fem X<E assumindo valores em X.).

&
De fato, considere u. € XE , assim segue da convergéncia compacta A = Ayt

que em particular A-'u, = Agtu,, e portanto, pela continuidade da aplicacdo derivada

obtemos que li_I)I(l) () A e = f/(ud) A ue.
&

1
Seja {u.} € X2 com HugHX% = 1. Como {A.u.} é relativamente compacta,

‘ 1
para cada sequéncia {A. u., } existe uma subsequéncia {Aa; Uer, } e uy € Xg tal que
7}11_}11014 Ug = U, 10gO hm f( ) Aeue = f'(ug)ug, o que implica que {f’(ul)Acuc} ¢
relativamente compacta 0

No que segue assumiremos F' nas condigoes do Teorema 4.1.5.

Definicdo 4.1.6. Uma medida de nao compacidade' ;1 em um espaco métrico
completo Y é uma fungao u : 2¥ — [0, +00] que satisfaz as seguintes propriedades:

(1) u(A) = 0 se, e somente se, A é relativamente compacto;

(2) p(AU B) = max {u(A), n(B)};

(3) n(A+ B) < pu(A) + pu(B).

'Para mais detalhes veja [25, p. 04].
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Lema 4.1.7. Para todo 6 € (0,1), a familia {AE_G} c01) ¢ coletivamente compacta e

1 1
AZ0 — AG? em X.. Além disso, se {u*} X2 —converge para uf € X3, entio F'(u*)AZ?
converge compactamente para F'(uf)Ay?.

Demonstrag¢io. Considere Sy, o setor do operador A, e I' a fronteira de Sy 4. Como

1
A0 = T/)\“’()\ — Ay,
T

segue que a integral acima é absolutamente uniformemente convergente para ¢ € (0,¢&o).
Logo, dado d > 0, podemos dividir I' = I'{ UT$ de tal forma que I'{ seja limitada e a
integral

1 _ _
MZH/\ (A= A) IH[,(XE) dA <o,

para todo € € (0, g].
Sobre I'}, reescrevemos a integral como

B.:= /)\"AA AL,

2m

e usando o fato de que H)\ieAa()\_Ae)ilHﬁ(Xe) H/\fa(]_)‘A;l)ilHﬁ(Xs)

uniformemente limitado para e € (0, ] e, ainda, como {A-! : € € (0,0]} ¢ coletivamente
compacta, segue que {B. : € € (0,50]} é coletivamente compacta. Seja u : 2% — [0, +o00]
uma medida de nao compacidade. Assim, tomando quaisquer sequéncias &, — 0 e
{un},un € Xe com |uy| . =1, obtemos

n({A0w)) < p(B.) + /)\ A=A dhu, | <6

Logo das sequéncias e, — 0 e {u,},u, € X com [[u,||x = 1, obtemos ({Agﬂeun}) =

0 e que {A :¢€(0, 60)]} ¢ coletivamente compacta. Do Teorema da Convergéncia
Dominada de Lebesgue, segue que

1 1
A“’:—/A‘e A—A) T AN S L (A A~ A A =AY AT
S T gm )N omi | AT AT ) 0 A S
Vejamos, agora, a convergéncia compacta de F'(u*)AZ? para F'(uf)Ag?. Do

Teorema 4.1.5 e da hipdtese que se {u*} X2 —converge para uf € X7, temos que para

1
Ue € Xag

‘F' A, — F’(uS)A’eus
< ||F(u2) (A — Ag%u.) +H (F'(u2) + F'(up)) Ay ue
< F'(u >|| b 427 ue = A

X

A

ot H (u?) + F'(u)) AgPue .

I/\

HA Ue — A Uy

1+H F'(u +F’(u0))A U

X )
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onde a constante C' > 0 é obtida através do Principio da Limitagdo Uniforme. Logo,
F'(u)AZ0 =28 F'(uf)Ay®. E, ainda, dada {u.} , u. € X. com |uc|lx. = 1, da compacidade

coletiva de {AE_(’}, temos que a familia {A;eus} é relativamente compacta, e portanto,
1 1
temos pela continuidade da aplicacdo derivada F’ : X2 — L(XZ,X.), que a familia
{F ' (u:)Ageus} é relativamente compacta. O
1 1

Lema 4.1.8. Suponha que {ul} X2 —converge para ui € X§ em Xz e que 0 ¢ o(Ap —
F'(ug)). Entdo, para qualquer 0 < 0 < 1, eziste € € (0, 1] tal que

{AYA. - Fl(u):0<e< &}
é coletivamente compacta, uniformemente limitada e A?(A. — F'(u?))™ =% A9(4, —
F'ug)) ™

Demonstrag¢io. Considere (5 € (0, %) fixado, rp ery taisque 1 > S +riero=1—pF—ry.
Observe que

AUA = F'(ul)) ™t = (A) =0T — (A) 72 F (ul) (A) =77 (A) 7).
De fato,
(A)FH=O(1 — (A= F' (u2) (A) 777 (A) ™)

AUA) P (AY T — (A () AP
= AZ[(A)™ (1 = (A) T F/(ug) (A) ™7 (A~
AZ((A)"™ = F'(uZ)(A) =) (A7)
A4 — P
Como ﬁ + 7“1 < 1 e rp, < 1, segue do Lema 4.1.7 que a familia
{(A )2 F (u —A=ri é coletivamente compacta. Logo, (I—(A.) "2 F'(u?)(A.)~#~)~1
converge Compactamente para (I—Ay™F'(uf)A;” ™). Como 471 —6 < 1, o resultado
segue. O

Proposigao 4.1.9. A familia {&; € € [0,1]} é semicontinua superiormente em ¢ = 0.

Demonstracio. Do Lema 4.1.1 temos que sup {Hugﬂxé (U € EE} < 00, e, ainda, como
e€[0,1] €

E. CA.e U A.écompactaem X segue que, para cada sequéncia {u.} neste conjunto,
€€[0,1]

1
existem uma subsequéncia {u., } C {u.} com e, — 0 e u € X2 tais que {u.,} converge
1
fracamente para u em XZ2 e fortemente em X. E, ainda, do Lema 2.2.2 a aplicacao
1
F : X2 — X. é limitada, logo o conjunto {F(u.) € X.;0 <e <1} é limitado em
X, e pelo Lema 4.1.3 a familia {A-'F(u.) € X.;0 <e < 1} é relativamente compacta
1

em X2, o que implica, que cada sequéncia desta familia admite uma subsequéncia
{A;ﬂlF(ugn) €X;0<e, < 1} com g, — 0 e uy € XO% tais que AZ'F(u.,) converge
para uy em XO% .
Tomando a subsequéncia {u.,} C {u.} come, — 0eu € Xg% e u., = A f(ue,)
1

convergindo para ug em X¢Z, o que implica, u = ug. E, ainda, da continuidade de F, segue
que F(u.,) — F(u) em X, o que resulta AZ'F(u.,) — Ay'F(u), isto é, u = A" F(u),
u € 50. ]
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Defini¢ao 4.1.10. Uma solugdo de equilibrio uf de (Pg) se diz hiperbélica se o espectro
do operador Ay — F'(uf), 0(Ag — F'(uy)), for disjunto do eixo imaginario.

Proposigao 4.1.11. Se todas as solugoes de equilibrio uf de (Pg) sdo isoladas, entdo

estas existem em um numero finito. Qualquer solugao de equilibrio hiperbolica de (Pg) é

isolada.

Demonstracio. Uma vez que Ay possui resolvente compacto, segue que & é compacto
1

em XZ, e portanto, os pontos de equilibrio de (Pg) existem em ntimero finito, pois caso
contrario, existiria um sequéncia convergente em &, para algum ponto de &,. Assim, resta
mostrar que as solugoes de equilibrio hiperbdlicas de (Pg) sdo isoladas. Para tal, observe
que ug, € & se, e somente, se uj é ponto fixo da aplicacao

v X§g — X@
u o () = (Ao — F(ug)) " (F () = F(ug)u).
Vamos mostrar que existe § > 0 tal que ¢ é uma contragao de Bs(ug) = {u €

1

Xgsllu —ug|l 3 <0} em si mesma. E, portanto, obtemos que ug ¢ o tinico elemento de
XU

Bs(uf) N &, e assim, isolado. De fato, considere 6 > 0 e u,v € Bs(uf), usando Lema

4.1.4, segue que
[ (u) — w(v)IIXO% = |40 = F'(wg) M [F(u) = F(v) = F'(ug)(u—v)]

= |14z 4y = P'up)) P () — F(v) — F'(u)(u — v)]

3
XO

||F(U) = F(v) = F'(ug)(u —v)| x
£(x

< C||F(u) = F(v) — F'(u )(u—v)Hx,

< A8 (Ao — F'(ug)) ™!

e, ainda

|F ) = Fo) — F ) —0) =L/w — F(uf)(u— o) do
- /MWG—9@Du—W@w—FW%Xu—MFdw

= [P lw =) do
Q

< (/mecm)i(/uu—vﬂﬁ$<m)ﬁf

2 2
= Jll2ngey llu =l
e utilizando o feito no Lema 4.1.4, obtemos

2
II@ZJ(U)—%D(U)IIXO% < Clhusllpng llv =0l 20, < Coflu—vf]| 20, < C5||u—v||X0%

, obtemos que ¥ é uma contracao. E, ainda, se
() = v(ug)ll 4 < cllv—usll 4 <d, para alguma

0
constante 0 < ¢ < 1, o que 1mphca ue ¢ (Bs(u)) C Bs(ug), isto é, 1 possui um tnico

ponto fixo em Bs(uj). O

N =

Logo, escolhendo ¢ tal que C9 <
v € Bs(ug), entdo [|[¢(v) —ugll y =
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Lema 4.1.12. Seja uj seja uma solugio de equilibrio hiperbolica de (Pg), entao a sequinte
identidade € vdlida:

(Ac+ P(ug) ™ = (Ao + F(1))
= [T (A + P(wg)) " F(ug)] (A — A7) [T F/(up) (Ao + F/(u)) ] (4.4)

Demonstracao. De fato, inicialmente observe que

-1

1= (A + P ) (A + P a.)
_ [(A + P () (Al + Fl(a) — F' () {A;l(AE +F’(u3))]

= (1= (At ) F @)1+ AT ),

-1
o que implica que [ — (AE + F (ug)) F'(ug) é o operador inverso do operador I +
AZF (ug).

Assim, concluimos que a identidade (4.4) pode ser escrita da seguinte maneira

(A7 = A [T = F/(up) (Ao + F'(u)) ]
— (I + AV F'(up)) ((Ag + P () — (Ao + F’(u3)>_1)>. (4.5)

Como F’(uS)(AO + F’(ug))i1 =1- AO(AO + F’(ué‘)))il, expandido o lado direito da
igualdade (4.5), obtemos

(A7 = A [T - F() (Ao + F()) ]
= AT ATV (u) (Ao + F’(ug))‘l — Agt A (T = Ao(Ag + F’(u;))‘l)
A = AT F ) (Ao + Fl () — (Ao + F(w5))

Por outro lado, A! = (I + AZ 1F’(u0))(AE + F'(u})) ™! Logo expandido o lado esquerdo
m (4.5), obtemos

1+ A7 P @) (A + F) ™ = (Ao Fup)) )

= A7 (Aot Flup) = AT F () (Ao + ()

Lema 4.1.13. Sejam ufy € & um equilibrio hiperbdlico e f € L*(Q) tal que [ fll g2y <1
entao valem as sequintes estimativas:

08%, n=3
[(Ac+ Frug) ™ f = (Ao + F'@i)) ' f| y <4 Ceme?, n=4,
g, n>>5

onde a constante C' > 0 independe de €.
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Demonstragao. De fato, pelo Lema 4.1.8, segue que

[(Ae + F @) = (Ao + Fg) ]y = [ (A)*[(Ae + F ()™ = (Ao + () ] 1]

< |[7 = (Ac + /() F ()| (Ao)2 (A7 = A [T = F/(ug) (Ao + F/(w)) 7 |

< |7 = (Act-F' ()7 F () (uf) (Ao +F' (ug)) !

(A3 (47" = 47|

L(Xe) L(Xe) Hﬁ(Xs)

< |7 = (Ac + F/(ug) ™ F' ()

L(X.) HAE_I — Ay

1= F/(ug) (Ao + F' ()|

HL(XOX2 L(Xe) '

Portanto, usando o Lema 4.1.2, obtemos a existéncia da constante C' > 0 (que ird
depender de ||F’(u;§)||oo), tal que
I(Ae + F/ug) 7 f = (Ao + Fi(u)) Ml g < Cet n=3,
1
1(Ae + F'(u)) " f = (Ao + F'(ug) " fll .y < Ce|lnelr n=4,
(A< + F'(ug)) 1 f = (Ao + F'(ug)) " fll y < Ce nzo.

Teorema 4.1.14. Suponha que ul € & seja um equilibrio hiperbolico e que 0 ¢ o(Ag —
F'(ug)). Entao, existem g9 > 0 e § > 0 tais que existe um unico equilibrio ul € E. N

Bi(ug) = {ua € X2 : ||lu. — uSHX% < 5} para € € (0,e0]. Além disso,

CE%, n=3

|| * ok < 1
U UOHX% < q Ce|lngl2, n=4,
: Ce, n>5

onde a constante C' > 0 independe de €.

Demonstragao. Observe que, pelo Lema 4.1.8 e da hiperbolicidade de uf segue que
—1

o(A: — F'(u})) ¢ disjunto do eixo imagindrio, assim existe (A€ - F (ug)) existe. Ainda,

considerando o Lema 4.1.8 com 0 = %, segue que existe constante K > 0, tal que

|(Ac= P ™|y S K Ve

L(Xe,X2) ™

Se u. é uma solugao de equilibrio de (E.), entao

0= (A — F'(up)) [u + (A = F'(u)) " (F'(ug)ue — Flus)].

Para mostrarmos que wu. é uma solugdo de equilibrio de (E.) equivalentemente
mostraremos que u. € ponto fixo da seguinte aplicacao

be(ue) = (A = F'(u3)) " (Flus) — F'(up)uc).
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-1 1 -1
Como (AE)%(A6 — F (u(’;)) converge compactamente para Ag (Ao — F (u(’;))
(Lema 4.1.8), segue que
-1 € -1 * * * 5
Ve(up) = (Ae = F'(uf)) (Ao — F'(ug) Juiy =2 (Ao — F'(wg)) (Ao — F'(ug) Jug= u em X
(4.6)
Agora, vejamos que existem 6 > 0 (independente de €) e gy € (0, 1] tais que 9. é
uma contracao de B§(uf) := {ua € X2 |lu. — u(>§||X% < § ¢ em si préprio, uniformente em

go € (0, 1]. Inicialmente vejamos que v, é uma contragao. De fato, sejam u.,v. € B§(ug)
e observe que

e (o) = wewe)| 3 = [ (Ae = F()) 7 T (1) = F(ve) = F (1) (e — ve)]
< A —F) ™

|
X2

| F'(ue) — F(ve) — F/(stus - U&T)”XO )

1
L(X07X52 )

assim utilizando o Lema 4.1.4 e pelo Teorema 4.1.5, segue que

[t (ue) — (vl 3 < C6[|ue _UEHX%

x2
Logo, escolhendo 6 > 0 tal que C'd < %, segue que 1. é contragao.
Para mostrar que 1. (?g(%)) C B;(u}), observe que, se u. € B§(u}), entao

o) = sl g < e =il g + ) = ]y

De (4.6) segue que existe €9 > 0 tal que ||1-(ug) — uf§||X < ¢, e para qualquer u. € Bj(u)

temos || (u.) — u0|| 1 <0

RN

Assim, 1, : Ba(uo) — B5(u) é uma contragao para qualquer € € (0,g0]. Entao
existe um tnico ponto fixo de ¥, em B(uf), 0 qual chamaremos de u}

*

Por fim, veremos que u} = uy em Xg . De fato, como A.u} = F(u5

F(ug), segue que

) e Aguy =

Aoug + F'(ug)ug = F(ug) + F (ug)ug (4.7)
Acul + F'(ug)u; = F(ug) + F'(ug)ug, (4.8)
1 1
e definindo os operadores Ly : X§ — Xo, Lotv = Agtp + F'(uf)y e L. : X2 — X,
Lotb = Actb-+ F ()b, obtemos uf — Ly [F(ug)+ P (ug)ug] e ut = Ly '[F(u2)+ ()]

Assim, escrevendo 2z} = F(u}) — F(uy) + F'(u$)(ur — ufy), temos

< @t L—l)[F(ug) + Fl(u)u] + Ly'z

| u? —UESHXE% 3

l\)\»—‘

= #mm®+ﬁwmnuAﬁrwx
S 1) + il + (40P L5

L_

w\»—A

Hg(xg)

Além disso, pelo Lema 4.1.12; segue que
(A)H[(Ae + P(ug) ™ = (Ao + F/(u)) ]
= |1 (4+F '<“3>)_1F "(ug))(A)z (A7t = Agh) [ = F'(ug) (Ao + F’(uz;))_l].
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E, ainda, pelo Lema 4.1.13, temos que para f € L*(Q) tal que [fllz2) < 1, valem as
seguintes estimativas:

Cez, n=
|+ Fi) ™ f = (Ao + Fii) ' f| 3 < Cellnelt, n=4,
: Ce, n>5

onde a constante C' > 0 independe de ¢.
Por outro lado, como zF = F(uf) — F(uy) + F'(uy)(ul — uf) e F é diferencidvel
(Teorema 4.1.5), segue que

|(40)2 L5z

o < Jaotsa

1
oo 12l = Ol < g lluz —wgll Ly

para todo ¢ € [0, o], uma vez que

(4325, = NADEATE AT L e < 14071 (1257

1 1,
7X62) ‘C(X07X02)

é uniformemente limitado (Lema 4.1.8). Assim, pelo Teorema 4.1.5, temos para
on =23

lug = ugll

1
3 S CIF@) + Pl e + 3z =l y

* * * ®) ok 1
luz = ugll g < CUF )k, + [1F (ug)uzllx,)e2,

o que implica, ||u} — u3||X% < Ces.
oen =4 )
1
luz =ull 3 < CNE () + F(up)uclly, e Mel® + 3 g —usll g,
e
1
luz = wgll g < CUF@Dlx, + I1F (ug)uzllx)e nef?,
€
o que implica, ||u} — u(’;||X% <Ce¢|ln 5|% .
en>1>H :
luZ =gl g < CIF(uD) + F'(ug)ugllx, e+ 5 llul —ugll g,
€ £
e
luZ —ugll 3 < CUF @5, + [1F (ug)ulllx,)e,
X
g
o que implica, |luf — uSHX <Ce. O

1
2
€
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4.2 Linearizacoes em Torno dos Equilibrios

1
Para todo ¢ € [0, 1], defina os seguintes operadores V. := —F'(u¥) € L(XZ, X.).
Como u? € &, segue que [[uz|| .y < C, para alguma constante C' > 0, logo

V()| = [F'(ul) ()| = [f (ui(z))] < &,
onde k = sup {|f'(b)|; |b] < co}. Portanto, V. € L*(€.), para todo ¢ € [0, 1].

Lema 4.2.1. Para € > 0 suficientemente pequeno, vale a sequinte estimativa:

05%, n=23
1
Ve =Vollx. < Cellnelz, n=4,
Ce, n>>5

onde a constante C' independe de €.
Demonstragao. Utilizando as estimativas obtidas no Teorema 4.1.14, segue que

IVe=Vollx, = [1F"(u2) = F'(ug)llx.

CE%, n=3

1( % * * 1
< ||f(§a)||L°°(QE) ”us_UOHX% <4 Cellnelz, n=4,
: Ce, n>>5

]

Com as notacoes anteriores escrevemos A, = A. + V. e B, = V.AZ!, para todo
e € 10,1]. Como A, é um operador setorial e V. é um operador linear limitado, segue que
o operador A, ¢ um operador setorial e, assim, existem constantes ¢; € (0,7/2), My > 1
(independente de €), tais que

Sog, = {NEC: ¢y < arg(N)] <, A # 0} C p(A)

H(fT6 - )\)_lH , para todo A € Sy 4,. (4.9)

< 70

£(x) = A
De (4.9), segue que

A=A - = (A =N +NE -7

171l zxy + [ MA =07

)71HL(XE) L£(X:)

IN

oy S 1Mo (410)

para todo A € Sp 4, .

Lema 4.2.2. A familia de operadores B. : X. — X. com ¢ € (0,1] converge
compactamente para o operador By : X — X.
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Demonstragdo. Seja u. € X.. Segue, do Lema 4.1.2, que A-'u, — Ag'u.. Logo, do
Teorema 4.1.5, temos que B.u. — Byu.. De fato, segue do Lema 4.1.2, que

| Bou. — BOUEHXE

— VoAt
0<41g € X.

-1 -1 -1
< H OHE(XZX HAE Ua_Ao Ue X? +H(V€_VO)A5 Uge Y
-1 -1 -1
< | 0||£(X2 )HAg u. — Ag u. XE% +||V5—V0||£(X% HAE Ue Xa%
062, n=3
1
< Ce|lnel2, n=4,
Ce, n>>5

Além disso, considere {u. } em X, limitada fixada, entao extraindo uma subsequéncia
{ue, } e u. € X, tal que {u.,} convirja fracamente para u. em X., entao A‘lusn converge
1

para Ag'u. em X2. Logo, segue do Teorema 4.1.5, que B. u., = V., A Ly, converge

para Bou. = Vo Ag 'u.. O
Lema 4.2.3. A seguinte identidade € vdlida:

(Ao)™" = (Ao)™" = (AT = Ag)(I + Bo)™' = AZN(I + Boy)™(B: — Bo)(I + B.) ™"
Demonstragdo. Observe que,

(I - Bs>71 - (I - B())il ) (I - BO)il([ - Bs)(I - Ba)il

(I - B
I—B@U—B)l (I - BNI—BQ*]
) —

(I =B — B.)"™
I —By) " (By— B.)(I = B.)™",

(Ac+Vo)™h = (Ao + Vo) !
= (AATTAHVIATTA) T — (AgAgt Ag + Vo Ayt Ag) ™!

= AZYI+VATHT = AN+ VoA T

+ ATN I+ VA ) T = AT+ VoA T

= AT+ VATHT = (T + VoA T+ (A = AgH (T + VoA ™
= AT+ B)™ = (I +Bo) |+ (AT = A+ Bo) ™!

= AZY(I = Bo) By — Bo)(I = Bo) ™+ (AT = Ag) (I + Bo) ™

O

Lema 4.2.4. Suponha que 0 ¢ o(Ag), entio existe g9 > 0 tal que 0 ¢ o(A.), para todo
e € (0,&0). E, ainda, (A.)™" converge compactamente para (Ay)~!

Demonstragio. Observe que,
A75 = As + Vo= (I+ ‘/EA;I)AE = <I+ BE>A€7

e pelo Lema 1.5.5, existe g9 > 0 tal que 0 ¢ o(A.). Para provar que (A.)~!' converge
1

compactamente para (Ag) ™!, observe que para cada sequéncia em <u. € X2;0 < e < g
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com {”UaHX;} uniformemente limitada, segue do Lema 1.5.5, que {(I + B.) 'u.} ¢
uniformemenste limitada. Do mesmo argumento anterior, se escrevemos v, = (I +BE)_1u€,
existe uma sequéncia {v., } que converge para v € XO% em Xg% e assim, A-'v. converge
fortemente em Xg% para Ag'vg, isto é, para cada sequéncia em {uE € XS%;O <e< 60}

com {HUEH %} uniformemente limitada, existe uma subsequéncia {u.,} e uy = Ay vy tal
Xe

1
que A., u. converge para u em XZ.

1 - PR
Vejamos, agora, que para cada v € X2, temos que (A.)'u — (Ag)'u em X.. De
fato, pela identidade dada no Lema 4.2.3, Lema 1.5.5 e Lema 4.2.2, segue que

0 = G, < DA = 4500 + B
+ (A2 AZN I + Bo) ™M (B — Bo)(I + BE)AHL(XE)
< (As)%(A t- Ay 1>H£( Xe) ‘( BO)il‘ L(Xe)
+ (Ae)%Ae_l ‘E(Xs) H<I + BO) I(Bs - BO)(I - Be)_IHE(Xe)
< ‘ (A2 (AT - Aal)Hc(xe) G2l Be = Bollex,y
05%, n=23
< { Celnel?, n=4.
Ce, n=5

]

Lema 4.2.5. Se A, : X, — X, ¢ um operador linear invertivel e Vo um operador linear
limitado tais que (Ag+ Vo) e (A: + Vo) sdo invertiveis, entdo

(Ac + Vo) ' = (Ao + Vo) ' = [T (Ac + Vo) Vo] (AT = Ag ") [T = Vo(Ao + Vo) ™'). (4.11)
Demonstragao. Observe que,

I = [(Ac+ Vo) "A[(A + Vo) T AT
= [(A: + Vo) HA + Vo — WO)][AZH (A + V)]
[ — (A 4 Vo) ™" Vol (I + AZ V),

isto &, I + AZ'V, é o operador inverso do operador I — (A, + V5) V4.
Com isso, para obter (4.11) é equivalente mostrar a seguinte igualdade

(14 AZVR)[(Ae + Vo) = (Ao + Vo) )= (AT = A ) [T =Vo(Ao + V) 1) (412)

Usando o fato de que Vo(Ag + Vo)™t = I — Ag(Ap + Vo)~ ! para o lado direito de (4.12),
obtemos

(At = A = Va(Ao + Vo) ™!
= A" — Ayt — AZWo(Ag + Vo) T+ At Vo(Ao + Vo)

= A1 — Agt — AZWo(Ag + Vo)t + AT — Ao(Ao + Vo)
= AN — AW (A + Vo)t — (A 4+ Vo)
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E, ainda, do fato de que V(A + Vp)™' = I — A.(A. + Vo)™t para o lado esquerdo de
(4.12), obtemos
(I + AZVo)[(Ac + Vo)™ = (Ao + Vo) ']
(Ac + Vo)™ — (Ao + Vo) 1 + ATV (As + Vo) — ATV (Ag + Vo)™
(Ac+ Vo)™ = (A + Vo) T+ AT = A(Ac + Vo) '] = AT'Vo(Ao + Vo) ™!
= A7 = ATTR(Ao + Vo) = (Ao + Vo)

Portanto, segue o resultado. [

Proposicao 4.2.6. Se (A + Vi) : D(Ay) C X. — X. possui inversa limitada, entdo
existe eg > 0 tal que

Ce’:‘%, n=3
A (4 ! < 2 4
H( -+ W) (Ao + Vo) Hﬁ(X x3 = Ce |lnel2, n=4, (4.13)
e Ce, n>5

para todo € € (0,&¢] e a constante C' independe de ¢.

Demonstragio. Se (Ag + Vo) é invertivel, entdo (A. + V) é invertivel para todo ¢ > 0
suficientemente pequeno. Portanto, as estimativas dadas em (4.13) fazem sentido. Pelo
Lema 4.2.5, segue que

(I)a = (Aa + ‘/0)_1 - (AO + ‘/0)_1
= I = (Ac+ Vo) V] (AT = AGY)[T = Vo(Ao + Vo) 7). (4.14)

Somando e subtraindo [(Ag + V())_lVO(A;l — Agl)][[ — Vo(Ap + Vo)™ em (4.14),
obtemos

P, = O + ¢2, (4.15)
onde
Bl = —[(Ac+ Vo)™ — (Ao + Vo) Vo (AT — Agh) [T = Vo(Ao + Vo) ]
= V(A7 — AT ViAo + V)],
e,
B2 = [I— (Ao + Vo) Vol(AZ" — Ag" )T — Vo(Ao + Vo) 7).
Inicialmente, iremos estimar ||®}|| 1 . Observe que, pelo Teorema 4.1.5, da

L(Xe,X2)
hipotese que Ay + Vj possui inversa limitada e do Lema 4.1.2, segue que

1 _
oot SN o Vo(AZT = ATHIT = VolAo + Vo) |y
< -1 _
Cy . || cnh (A1 = AT = Voo + Vo) ]| )
< 1 —1_ A7t 1 ( - 1 )
=G H(DEHL:(XE,XE) A Ao Hz:(Xe,XE) L+ Gl H Ao+ Vo) ]HL(Xs,X?)
-1 -1
<Cy ||®.| N Hﬂ(XE’XE%)(lJrCICQ)
(Cy + C2Cy)Cy €7 ||, bty ™3
< (Cy+ C2Cy)C5 = |In ] || @. || . on=4.
L(X. X2)
(C1 + C3Cy)Cs || P, || , n>5

s,Xf)
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Escolhendo g5 > 0 de modo que Cy e2,Cy & [In €|% Cre< %, para todo ¢ € (0, g¢],
onde Cy = (C + C%C3)C5 e substituindo em (4.15) obtemos

1 2

lell, 4 < el y o+ @2 .
(X€7XE ) E(X&XE ) ['(X€7XE )
Assim,
el oy <22 )
L(Xe,X2) L(Xe,X2)
<21 = (Ao + Vo) Vo) (AT = AT = VAo + Vo) | o)
2| 4—1 -1
§%1+Cmm\Mg—w%Ha&xé
05%, n=3
<q Ce|lnel?, n=4,
Ce, n>>5
onde C = 2(1 + 0102)203. ]
Proposigao 4.2.7. Para todo X € Sy 4, e € € (0,1), vale a estimativa
| » C(1+|A2)e?, n=3
[@-N"=@-N" < {casnbemet, n=a,
(XeX) C(1+A3)e, n>5

onde a constante C' > 0 independe dos parametros \ e €.

Demonstragio. Para e € [0,1] em (4.11), substituindo A, por A, e Vj por —\, segue que

[ERIE TS

1
[’(X57X82 )

< HH(AT—/\)*/\HE(X&X ‘I+/\(A70—A)*1H£(X& L . (4.16)

1 1
&) L(X:,X2) X2)
Para todo A € Sy, € e € € [0,1], pelo Corolario 3.1.3, segue que
T -1 1
|7+(A: =N AHL:(XE,XS% <Cy(1+ A7)

E, ainda, do Lema 4.2.4, obtemos

Cy E%, n=23
TV-1_ -1 1
| =), 3y S { Coclmeft, =4,
Cye, n>5
Com isso, segue de (4.16), o resultado. O
Proposicao 4.2.8. Para 6 € (0, %) existem constantes >0 e C' > 0, tais que
He"‘Tet — e~ Aot L < CeBU-20)t0p—5-j6 n=3,
L(X()»Xg)
He‘Ajt — oot 1 < Qe P20t 20 1y |0 yma—if = 4,
E(X07X52)
He"‘TEt — e~ Aot | < (e BU-20)t204—5 50 n>b5
L£(Xo0.X2) ’ -

onde j=0parate (0,1) ej=1parat € [l,00).
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Demonstragao. Segue, do Teorema 1.2.9, a seguinte estimativa

S I < Coe P72, (4.17)

L < HefAEt
L(X07X52 )

Heont

1 1
L(X0,X) L(X0,X3)

_ 1 L
e /e_’\t()\ A AN, € ]0,1),
T Z

onde I" é a fronteira orientada positivamente, percorrendo coe™™ a coe'®!; do setor S 4,
do operador A, e € [0, 1), por outro lado, obtemos

< 217%/‘6”’ [A =407 - ()\_Ai‘))iluc(xo,xs%) W

1
2T

HefAEt _ eont

1
C(XO’XEQ )

< o [ =A== AT AL
r

Logo, pela Proposicao 4.2.7 e utilizando argumentos similares aos aplicados no
Teorema 3.2.1, obtemos para

en=23:
_ _ 1
et —emm| < Cieh o [ AR < Cot (4 t7E). (4a8)
L£(X0,X2) 27rF
N =
1 1
_At — Aot < C 1 %7/ ReAt (1 AlZ) d I
e M oty S Crelnel 3 ) ¢ (T4 [A[2) d A
< Cyellne|? (' +173). (4.19)
en>5:

—Act o €_A0t

e

1 Relt L _1 _1
- 1 < | |
£(X0.X2) Clggﬁr/e (L+[A]2) d[A] < Coe(t +t77).  (4.20)

Observando que para t € (0,1) temos t7z>tle para t > 1 temos ¢~ > t_%, segue
do Teorema 1.2.19 fazendo a interpolacao das expressoes (4.17) e (4.18), (4.17) e (4.19),
(4.17) e (4.20), com 1 —20 e 20 e f=n = %, respectivamente, que para t € (0,1)

He‘Ajt — Aot L < CeBU-20)teby—5 n =3,
L(X0,X2)

He*Ajt — Aot 1 < Qe P20t 201y 5|9t_% n =4,
£(Xo0,X2)

He*Ajt — Aot 1 < Qe 80200t 204—5 n>5,
‘C'(XOan)

e, tendo em vista a mesma interpolacao para t > 1, segue que

A A 1
HefAEt _ Aot L < Cle—B1-20)t 04—5 0 n=3,
ﬁ(X()vaQ)
_A iy _B(1— 0, 1_
He At _ g—Aot 1 < Qe P20t 20 1y " ¢=270 p =4,
L(X()»XEQ)

He‘Ajt — Aot < Qe BU-20)t 204-5-6 n > b.

1
‘C(X07X52 )
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Lema 4.2.9.

(i) Como 0 € p(A.), € € [0,1], entio X € p(A.) pam (Al < 55, onde My = [|[(A) 7 Hlecx.)-
E, ainda, ||[(A: — X)) 2x.) < 2My para [N < 2M1

(ii) Nas thoteses do item ( ) a limitagao em (4.9) pode ser escrita como

1(Ae = M) Mlex) <

2
, para todo X\ € Sy 4, . 4.21
1+ ’)\’ p 0,9 ( )

e, mais

S M,

A -\t 1 < ——=— para todo X € Spg,. 4.22
I =07 by S o PO A S (1.22)
Demonstragio. (i) : Segue da Proposigao 1.2.14.

(ii) : Como do item (i) [|(A: — A)7|(x.) < 2My para A < 537, obtemos

L+ DI =) oy < 2Mi (14 A])
< 2M1<1+21Ml> = 1+2M,

assim,

My

IS_A - < )
H( ) HL(XE) =15 |)\‘

onde M2 =1+ 2M1

Para mostrar que ||(A. — \)~ 1” ex X2 < 1+]‘|4/\|1 , considere uma fungao g. € L*(€.)

arbitrdria, assim para u. := (A. — \)7lg., segue do Teorema 1.2.18 e de (4.10) que

— 1
luell 3 = N(A)=welx,
< Cp (|[Azuel|x. + Iluc]lx.)
< Co (IA(Az = M) Mo lgellx. + 1Az = V)M e lgellx.)
< Co((1+ Mo)llgellx. +2Mi]lgelx.)
= MHgS‘ng

onde M = 00(]_ —|— MO —|— 2M1)
Entao,

1 ~ 1
(LA el g = M+ APl x.

< M1 ! )
< W1+ 2 gl

o que implica

< 72
N T

onde M3z = M(l + > O
(2M1)2
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O operador Ay ¢ setorial e o(Ap) é um conjunto discreto tal que Re o(Ag) > 3 > 0.
Da continuidade do espectro de A, para ¢ > 0 suficientemente pequeno segue que o(A,)
é um conjunto discreto tal que Re o(A4.) > 8 > 0.

Assim, existe § > 0 tal que [3 — 4§, 3+ 6] No(Ag) = 0. Logo, o espectro do operador
Ay estéa dividido em duas partes disjuntas, o(Ag) = of U oy, onde o conjunto oy estd a
esquerda de §— ¢ e é finito e, o, estd a direita de 5+ e é infinito (possui uma sequéncia
que converge para oo). Novamente, pela continuidade do espectro de A, para ¢ > 0
suficientemente pequeno, segue que [3 — d, 3 + 6] N o(A.) = () e o espectro do operador
A, esté dividido em duas partes disjuntas, o(A.) = o Uo_, onde o conjunto o esté a
esquerda de 3 — ¢ e ¢ finito e, o esta a direita de 8 + J e ¢ infinito.

Além disso, suponha que § seja tal que exista uma curva fechada fixa FE C
{z € C;Re(z) < B — 6} em torno de o e a curva I'y D o, dada por

I; = {#€Cz=pe”+8,p>d}U{z€CiRe(2) = 8 +0,Im(z) < h}
U {zEC;z:pe*ie—l—ﬂ,pzd},

onde d = 6(cos@)~! e h = dtgh, para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Figura 4.1: Representacao das curvas Pg.

Assim, pode-se decompor o espaco X3 pelo operador projecio Qf (o) : X2 > X2
determinada por oy , isto &,

Qg =Qg (0 Py / (Ao — : (4.23)

E, decompor o espaco Xs pelo operador projegao QF (o) : XE — XE determinada por
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Lo ,
o, isto é,

Qf =Ql(og) = 217” /(AE — 27t (4.24)

+
Tg

para todo € > 0 suficientemente pequeno.

Proposicao 4.2.10. Ezistem constantes 5 >0 e C' > 0, que independem dos parametros
€ e\, tais que

. . Cext™!, te(0,1)
At + Apt + ’ ’
€ [_ - 0 [_ 1 - 3
(& ( Qa) € ( QO) ,C(XO,XE) { 05% t_%, te [].,OO), ! ’
f . Cellnelzt!, te(0,1)
At + At + ’ ’
e~ At(T — —e (] — 1 n=4
( Q) ( @) L(X0,X2) { Ce |ln €|%t_%7 t € [1,00),
o _ Cet ', te(0,1)
—Ast _ + — _Aot —_ + ’ ’ >
e (I-Qf)—e (I - Q) L(XO,XE%) { 0575_%7 t € [1,00), nee

E, ainda,

e - @) < ce il

oo
para todo € € [0,1] et > 0.

Demonstragio. Observe que

AT Q) — e T - Q) = 5 [ (A= N = (Ao - 07 an
s

Assim, pelas Proposicoes 4.2.7 e 4.2.8, segue que

oen—=3:

e Q) —e - Q) s < Sred [ (14N ax

L£(X0,X2) 27

ondeC’:%.
oen=4:

He"‘TEt(I—Qj)—e_“T“t(]—Qar)Hﬁ( < Celhn s|%/\e—”’ (14 A2) dA

Ts
Cellnel?t!, te(0,1)
Cellnelzt 2, tell,o0).

1
XO7XE2 )
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en>5:

e (T = QF) — e ™M1 = Q7)) < Cg/ e (1+1A2) dA
s
Cﬁetfl, t e (0,1)
{ Cet™2, tell,o0).

O o
|

l:(X(),X )

Por fim, para ¢ € [0, 1], segue de (4.22), que
™|

1
‘ 1 < — / —— < dA < C'e_ﬂtt_%.
L£(X0,X2) 27 (1 + |/\|§)

Je -

B

O

Observagao 4.2.11. Para o caso V. =V = 0 e QF = 0 para ¢ suficientemente pequeno,
na Proposicao anterior, fazendo interpolacao entre as estimativas encontradas, recaimos
no resultado tratado no Teorema 3.2.1, utilizando do fato de que 72 < t7l < t=2, para
te(0,1)equet 2 >t"1>¢2 parat e [1,00).

Observagao 4.2.12. Para todo ¢ € [0,1], QF ¢é um operador uniformemente limitado.
De fato,

+
HQa X2

1
/H PP [HW;MM < ol
Iz

onde [I'f| é o cumprimento de I'}.

4.3 Atracao Exponencial Uniforme e Continuidade
das Variedades Instaveis

Nesta secao veremos que as variedades instaveis locais de um ponto de equilibrio
uf serao continuas quando ¢ — 0. A existéncia de tais variedades provém da teoria de
variedades invariantes, e pode ser encontrado, por exemplo, em [32]. Apesar de que aqui,
a prova sera adaptada de modo a abranger a possibilidade da dependéncia da variedade
invariante sobre o parametro €. E, ainda, veremos que as variedades instaveis estarao
proximas para € suficientemente pequeno. Para obter tais conclusoes usaremos fortemente
os resultados de convergéncia da parte linear obtidas no Capitulo 3.

Em uma vizinhanga de uma solugao de equilibrio u?, fazendo a seguinte mudanca
de varidveis w. = u. — u}, podemos reescrever o problema (2.4), que é a versao abstrata
de (P.), como

we + Acwe — F'(u})w, = F(w. + ul) — F(u}) — F'(u})w.. (4.25)

Tendo em vista o operador prOJegao Q+ dado em (4. 24) com [ = 0, obtemos a seguinte

decomposi¢ao do espago Xg = QJFXE @ (I — Q+)Xg . Observe que esta decomposicao
induz uma representacao da solugdo do problema (4.25) na forma w. = v. + z., onde

= Qfw. e z. = (I — Q) w..
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Denotando por (A.)* (respec. por (A.)”) a restricio do operador A, & imagem de
QT (respec. ao nicleo de QF), reescrevemos o problema (4.25) como o seguinte sistema
acoplado

7.]5 + (Z)+U5 = He(vaa Za—:)a
{ ot () 2 = Gelve, 20, (4.26)

onde
H.(ve, 2:) = QF [F(ve + 2 +ul) — Ful) — F'(ul)(ve + 2],
Ge(v:,2:) = (I = QL) [F (v + 2 +ul) — F(ul) — F'(uf)(v= + 2],
e, ainda, H.(0,0) = 0 = G.(0,0). Além disso, as hipdteses sobre F garantem que

as aplicagoes H. e G. sejam continuamente Fréchet diferenciaveis com H;(0,0) =0 =

G.(0,0).

Da limitagao uniforme das projegoes Q7 , € € [0, 1], e como a fungao F' independe de
g, segue que dado p > 0, existe 6 > 0 tal que para (v, z.) € Bs(0,0) e € € (0,1), obtemos

“Ha(va?ZE)HXE% < p ||G£(Uaaza>||X§ <p
|Hove, ) = Ho@o 2l g < o (o=l y + =20 ) @)
[Gelrerze) = Guli 2y < p (e = aull g+l = 2y )

Aqui, estamos interessados no comportamento das soluges préximas de (0, 0), assim
podemos cortar a nao linearidade H, e G. fora da bola Bs(0,0) de modo que as estimativas
em (4.27) sejam satisfeitas globalmente.

A fim de fixarmos a notacdo, como A. é setorial, podemos tomar constantes
apropriadas M,  (independentes de € € [0, 1)), tais que

—t(A)*

e @ 0]y < M)y, t<0,
le @7z 4 < Melz| 4, t>0, (4.28)
e~ 2]

< Mt ze P =l g o t>0.

No que segue, mostraremos para p > 0 escolhido apropriadamente, que a variedade
instével para u? € & ¢ dada localmente como o gréfico

W = {(UE, Z) € Xg% 2. = S (v.), 0. € Q:X;}

€

1 1
de uma aplicacdo S* : QF X? — (I — QF)X?Z limitada e Lipschitz continua. Além disso,
para R > 0 qualquer, veremos que

* * e—0
sup || Sz (ve) = S (w)|_y =0,

ve€BXZ (0,R)

Teorema 4.3.1. Seja uf um ponto de equilibrio hiperbolico de (2.32). Entdo, sabemos
que eziste um unico ul € &, suficientemente proximo de uj, para todo € € (0,1). Para
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D>0,M>0,A>0¢e0<v<1dados, seja py tal que para todo 0 < p < pg, valham
as sequintes desiqualdades:

pMBTST () <D, pM*(1+A) 5730 (§) <A,

B 1 pM (1+A)
§§5—pM(1+A)§5, pMp F(;)[1+5_pM(1+A)]_ <1,
_ PP M2 (1+ A) (1 + M)

pl_ﬁ_lpM_ 26 — pM (1 + A) ] )

pMB7AT () [1+pM (14 4) 573 (28 — pM (1 +A))F] <

Para a escolha de p acima suponhamos que H. e G. satisfacam as condigoes (4.27) para
1 1 1 1
todo (ve,z.) € QF X2 @ (I — QF)X2. Entao, existe SF: QF X2 — (I — Q1) X2, tal que

<D, 152(ve) = S2(0) g < Allve = |

121y o= sup SE@a) g o e

1
’UEEQS—XEQ

e a variedade instdvel de u’ é dada como sendo o grdfico da aplicagao S?, isto é

) £

W= WH(ul) = {(’UE, z) € Xz 2. =S¥ (v.),v. € Q:Xé} .

Além disso, para escolha de py > 0 acima e M > 1, independentes de €, vale que

lee(t) = S2(v(0))ll 4 < MeP =000 |z (to) — S (ve(to))|_y

X 2

£

durante o periodo que a drbita (ve(t), z-(t)) permanecer na vizinhanga de u:.

1

Por consequinte, para ¢ € (0,1) e 6 € (O, 5) existe C' > 0, independente de €, tal

que
Cel, n =3,
187 =S5l _y < { e el n—1
: Ce?, n>5.

Demonstragdo. Inicialmente, veremos a existéncia da variedade instavel local do equilibrio
u? como um grafico.

1
Considere o seguinte conjunto, para v, 0. € QF X2

X =8 QFxE = (1= QNXE NSy < D.IISe(v) = S0y < Allve — el 4}

1 1 1
¢ X2 Qf x2
munido da norma |[|-[|, : X — [0, 00), dada por

IS, = sup [1S-(e2)] s

1 €
UEEQiXEQ

Nao ¢ dificil verificar que (XE, |-l Xe) ¢ um espago métrico completo.
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Seja v:(t) = ¥(t, 7,1, S:) a solugdo de

1
como S. € X. en € QF X2. Defina, ainda, a aplicacao ® : X. — X, por

T

(SN () = [ ¢ ETTNG (0(s), S (v-(5))) d.

— 00

Observe que, utilizando as estimativas obtidas em (4.27) e (4.28), temos que
1 Blr—s 1
||<I>(S€)(77)||X% < / M(t—s)2eP0=9pds = pMB~2T (%) <D. (4.29)

Logo, [|#(S.)]l. < D.

Suponha que S., 5. € X. e n,7j € QF X2 e considere ve(t) = ¥.(t, 7,1, S:), 0.(t) =
wE(t7T7ﬁ7 Sg) EHtéO7

R

ve(t) = () =e T (g — ) 4 / (I H, (0.(s), S.(v(5))) — Ho(0(5), S (0:(5))) ] ds.

Assim, por (4.27) e (4.28), segue que

[0(t) — ()]

X2
< Me?* |y — i ,+pM/ P o = ]y + |80 = Sul@)] | s
< MPT =il y +pM/ p=) [ ve =y +11S:(v) = S. @)y
+||Su() - 5.2 5}ds

< M =]y + oM [ P09 [(1 +8) o =2l g + IS, - s€y||xg] ds
t

T

< My —ql|_y+pM(1+ A)/eﬁ“‘s)ﬂve A

t

ds + pM/ P||S. — .| ds.
t

1
X2

Sejar 0-(t) = ¢~ [ua(t) — (1) _y - Assim,

T T

6t) < My =il y +pM(1+4) [ 6(s)ds+ pM |IS. = Scll, [ s,

t t
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e, usando a Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), segue que

lve(t) = (0)] 3 < (Meﬁ“-” In =l 3 + M IIS: = Sl [ eﬂ“‘”ds) M
t

< (M g =iy 4+ pMBT (1= ) [, = S, ) eM ORI
< (Meﬂ“—” ln =l _y +pMB~! ||Sa—sa||&)epM(HA)“‘”- (4.30)

Por outro lado,

[ecsm —@G)@)| 4 < [ M=) e Gulen, So(0)) - Go(@), Su(5)|y ds
< oM /(T B U Sulws) = 8u(2)|| g + lloe - @€||X%} ds
< oM / (r — 5)"be—0— {(1 FA) o=l g + ]S & XJ ds.

Das estimativas para ||v. — @EHX%, obtidas em (4.30), segue que

(S — @S0 5 < pM+2) (Mln =il y + MBS, = Sl )
X / (r — 5) 2 IP-PMUTANT=5) g5 4 pNf ‘ S. - S. N / (r— ) 2¢ P09 ds.

Das propriedades da funcdo Gamma, obtemos

|(S2)(n) — @(S.) ()|

)
LT (3)
S.—8S.

< pM(U+2) (M=l s +pMB ™ |S. - 5.
S. — S,

1
X2

x [ = pM(1+A)72T (3) + pM |
= (PMP(1+ D) B — pM(1+ A) 73T (1) + pMp=iT (1)) |
+ pMP(1+ A)B - pM(1+ A) 73T (1) [In — 7

Xe

1
X2

pPM(1+A)B Y B—pM(L+A)z 4 3
_er<é>[ B—pM(l—i—A) +52 ‘SS_SE 3
+ pMA(1L+ A)B — pM(1L+ AT (3) I =il
1 pM(1+ A) ~
<MD (3) 67 lg_pM(HA) “] - =5,

+ pM2(1+ A)[B — pM(1+ A) 72T () In =l 4
onde na tultima desigualdade usamos o fato de g <B—-pM(1+A)<p.

Dado v < 1, existe pg tal que, para p < pg, temos

N ool | pM(1+A)
o (2) 574 [ Ty 1] <
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pPMA(1+ A)[B— pM(1+A) 3T (3) < A,

e, assim

@(5:)(m) — @ S — &

D)y < Al =il y +v| (4.31)

X

As desigualdades (4.29) e (4.31) nos garantem que ® é uma contracdo em X..
Portanto, existe um unico ponto fixo S¥ = ®(S¥) € X..

1 1
Mostremos, agora, que W := {(ve,zs) € X2 :z. =5 v.),v. € Qng} é uma

variedade invariante para (4.26). Sejam (v, z9) € W, como zo = S¥(vg) e vi(t) a solucdo
do problema de Cauchy

{ Ve + (/Ta)JrUs = Ha(vm S:<UE))7
v(0) = vo.

Isto define uma curva (vi(t),SH(vi(t))) € W t € R. Contudo, a unica solu¢ao da
equacao

Ze+ (A) 2 = Ge(vZ, 52(v)),
que permanece limitada quando t = —o0 é

T

2= [ TG (w2(s), S:01())) ds = 8202 (s)).
Portanto, (vi(t), S¥(vi(t))) é uma solucao para (4.26) passando por (v, zp), 0 que mostra,
a invariancia de W2.

A seguir, veremos que a variedade instavel é exponencialmente atratora. Para tal,

1 1
mostremos que se H. e G. satisfazem (4.27) para todo (ve, z.) € QF X2 @ (I —QF) X2 com
p suficientemente pequeno e se (v.(t)), 2:(t)), t € R, é uma solucao global de (4.26) que
estd em W, entao z.(t) = S(v.(t)), para todo t € R. Neste raciocinio, nosso objetivo
consiste em mostrar que existem constantes M > 1 e p; > 0, independentes de ¢, tais que

l2=(t) = SE-() 3 < Me™?E) |lze(to) — SZ(ve(to)]| 3, t > to.

1
X2 X¢

Fazendo t — —oo, obteremos z.(t) = Si(v-(t)), para todo t € R. De fato, considere
E(t) = z(t) — SH(ve(t)) e ye(s,t), com s <t a solugdo de

He(?/eass(ys))a s<t
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Asssim, por (4.27) e (4.28), temos

(5, 6) = o) g =

eI 0y (1,0) [ DL ((0,1), 52 (52(0,1))) 46
t

S

—e_(TE)+(S_t)v€(t)/e_(ff)ﬂs_e)ﬂg(ve(@)a z:(0)) do

t

;S
RINT

O [H (y.(6,1), S (y=(0,1))) — Ho(v2(0), 2-(0))] do

H-\
[
A
S

X2

< M [0 ye(6,6) = v ()] s + 1S (0,0)) = ()] _y | a0
t £ g 4

<M [ (6,8 = 0.0y + 152 (00,0)) = SE@.O)]

t £ €

HI52(w=(0)) = 2(0)] 4| 40

S

< oM [0 (14 ) .6,6) = 0.0)]_y + 66)]

t

dé.

X2
Para ¢.(s) = € [lye(s,t) — va(s)]| ;. temos
t t
0:(5) < pM(1+ A) [ 6.(0) a0+ pM [ ¢ |&.(O)] y a6, s <t.

Da Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), segue que

e (s, 2) = ve(s)ll,

RIS

t
< pM/eBsefﬁeepM(l+A)(975) ”€€<9)H

t
< pM / eI PMOERNO=9) || ()| 1 dO, s <t.  (4.32)

Considere, agora, s < ty < t. Entdo, usando (4.32), segue que

lye(s,8) = ye(s to)l_y < [lem 7 [y (to, £) — ve(to)]

1
X2

+ /67(‘475)4—(579) [Hs (ys(e, t), S: (y5(9, t))) - Hs (%(9, tO)v S; (ys(ea tO)))] do

to

< MePUT10) ||y, (tg,t) — Us(tO)HX%

€

1
X2

+M/€B(870) ||Hs(ys<97t)7 S:(ys<97t))> - HE<y€(07t0)7 S:(ys(evto)))“X% de

£

€

t to
< pM2ePls—t0) / e~ 1B=pM(1+A))(0—t0) 55(9)Hx%d9 + pM(1+A) / P |y(6,1) — UE(Q)HX% de.
to c S
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Novamente, utilizando a Desigualdade de Gronwall generalizada (Lema 1.1.9), obtemos

t
||y5(8, t) B y5<57t0)”X% < pM2/€—[ﬂ—PM(1+A)](9—S) ||§€(6))|| dé. (433)
5 o

1
X2

Vamos estimar agora o termo ||&.(¢)]| 1. Segue que

1
X2

E(t) — e ITE (1) = 2 (t) = S2(vo(1)) — AT 2 (t) — S (ve(to))]

e
= /e_(fs)f(t_s)(}’a(va(s), z:(s)) ds — SZ(v:(t)) + e_(Ai)f(t_tO)S: (ve(to))
t

t

= /6—(147)’(2%—8)(;6(@8(8) z:(s)) ds —/e_(z)i(t_s)Ga(yg(s,t),S;(ya(s,t))) ds

to —0o0

t
+6—(As)*(t—to)/6—(As)*(t—s)G€(ya(S7t0)7 Sj(yg(S,to))) ds
to

= /6_(1475)_(t_s) [Gg(U5(5)7 Zs(S)) - Gs(y6(57 t)? S:(ys(sa t)))] ds

to
t

— [ G (s, 1), 52 (5 )~ Gl o), (025, 10)))] .

Por (4.27) e (4.28), temos

1 <
X2

(1) — e g, (1)

<M/ 0 G (). 24(5)) = Gl . 1), 82l )]y s

+M /G*B(t*s)HG (Ye (s, 1), 52 (e (5,))) =G (ye(s: 10), S (ye (s, 1))l 4 ds

€

< pM / 9 oes) = w0y + D) = S2 (s ]y ] s

1
X2

oM / e el ) = il to) |y 182 0l 1)) = SEGus, b))y | ds

g

< M / ) [ols) = s O]y + () = S2le(s )]y | ds

1
X2
t

+pM(1+ A) /e‘ﬁ“‘s)llys(s, B = ye(s.to)l|_y ds

€
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< pM / 2 leels) = vl O]y +l12es) = SE (el g

€
t

152 (=) = S2(we(s, ) 3| ds+pM(1+A) /6 M e, ) = we(s to) |y ds

E

t

< ML+ 8) [ D ua(s) — el Dy s+ oM [ D o)y
c ¢

E
to

t
FpM(L+A) [e Xy (s,0) = (s, )|y ds.

€

Usando as estimativas obtidas em (4.32) e (4.33), e o Teorema de Fubini, temos que

AE) (t to) L <
55( ) 5&(%)”){2 >~
t t t
< pPPMP(1+ A) / e =) / e =PRI 1€ (0)]| 4 dbds + pM / e PIIE(s)| 4 ds
to S Xe to Xe
t t

+p2M3<1+A) /efﬁ(t s /e —pM(14+A)](6—s) HéE( )” déds

to

1
2

<pM/ e (s)]yds

E

t
+p2M2(1 + A>€f,8t/ —[B—pM(14+A)]0 HS / [28—pM (14+A) ]Sdee
to
t to

+p2M3(1 + A)e—ﬁt/ e—[B—pM(1+A)]9 ||§S(9)||X% / 6[25_pM(1+A)]Sde9.

to —0o0

Assim,

P> M?*(1+0) 9
) - 0 )]y < o+ 52 leM]/ e (5)] yds

P’ M3(1 + A)
26— pM(1+ A)

,ﬁ(tfto)/ef[ﬁpr(lJrA)](@*tO) 1€.(6) HX% dé.

Usando as propriedades de norma, (4.28) e que  — pM (1 +0) < 3, segue que

2M2(146) | ¢
-0 e, (1) ;SM||5s<to>||X§+[pM+2/§’_pA<ﬂf+)5)]/ e (s)] 4 ds

t
PP MP(1+ A) /e*[Qﬁpr(HA)}(S )efleto) e (s) |
20 — pM(1+A),

L
2

"‘m\»—

PP M2(1+ A)(1 +M
< M 1+ M + Bls—to)
- "£5<t0)|’XE [p 28— pM(1 ]/ 1< (s)
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Outra vez, da Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), segue que

eIl 3 < MlE(to)l| gy e,

[ [
X2 X2

onde
M1+ A)(1+ M)

P
= B— |pM +
pL=>0=\p 26 — pM(1 + A)
onde p; independe de ¢, uma vez que 5, M, p e A independam de ¢. Portanto,

[z (#) = Sc(w(O)Il 4 < Me#0 ||2. (tg) — SZ(v=to))]| 3+ t = to,

e, fazendo t — —o0, obtemos z.(t) = S¥(v.(t)), para todo t € R.

> 0,

[
X2

Por fim, mostremos a taxa de continuidade dos pontos fixos S¥ em ¢ = 0. Em outras

palavras, se uf € &, com ¢ € (0,1), é tal que sua variedade instavel é dada pel
de S¥, veremos que

o grafico

Ce?, n=3,
ISz =S5lll y < sup [I1S2(n) = S5 _y < § Ce* [lnel”, n=4,
€ neB(0,r0) € 0829, n > 57
onde B(0,79) é uma bola QjXé e lembremos que dim(QjXé) = dim(QE{XO%) < 0.
De fato,
152 (m) = Sa(mll g <
< [ e TG wa(s), 82 (0e()) = DTG ui(s), S (wofs)) | ds
X2
< / ’67(?5)_(775)G8(U€(S), S*(ve(s))) — e*(“TE)_(T*S)GE(’UO(S), SS(UO(S)))‘ e ds
4 / ‘67(75)‘(773)(;6(@0(8)7 S (vo(s))) — ef(Ais)_(Tfs)G(](”Uo(S),Sg(’Uo(S)))‘ o} ds
+ [ e e IGa wn(s). Siwo(s)) = e IGaun(s), Si(wals)) |y ds
X2
= ]1 + ]2 + [3.
Assim,
I = / |G (vc(5), 82 (v:(5))) — e BT TTIG (wo(s), S (o (s)))| s
< / Me™PT9(r — 5)72 [|Ge(ve(s), S2(ve(s))) — Ge(vo(s), S5 (va())| 3 ds
< [ Me P =) Ep |1+ A) ou(s) — wo(o) g + 115 = il ] s
< MpB73T (3) 1S = Silly, + PM(1+ A) / eI (7 — )72 ||uc(s) = wo(s)] g ds.
(4.34)
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Por outro lado,

€

I < M [ e7(r = 5)7H [ Gulun(s), Siun(s))) = Golwos). S5 ()] 3 d.

Observe que, com a notagdo Sy = Sy = S§(vo(s)), vo = vo(s), somando e subtraindo o
termo

(1 = QF) [F(vo(s) + So + ug) — F(ug) — F'(ug)(vo(s) + So)]
na diferenga Gc(vo(s), Sg(vo(s))) — Go(vo(s), Si(vo(s))), obtemos

~_

G- (vo, S5 (v0)) —Go(vo, Sg(v0)) = (I — QF) [F(vo + So + ul) — F(ul) = F'(ul)(vo + So)]
—(I = QF) [F(vo + So + ug) — F(ug) — F' (ug) (vo + So)]
+(I = QF) [F(vo + So + ug) — F(up) — F' (ug) (vo + So)]
—(I = Qg ) [F(vo + So + ug) = F(ug) — F' (ug) (vo + So)]
= (I - Q2.+ (QF — Q) [F(vo + So + ug)— F(ug) — F'(ug) (vo + So)] ,

onde

Z. = F(vo + S+ ul) = F(vo + So + ug) = F(uZ) = F(ug) = [F"(uZ) = F" (ug)] (vo + So)-

E, ainda,
1 A —_
+ . »
) PR (7 o Vi TPV Y
Ts
Cy 1
9 1+ |AZ)dA =
2w 2/( + [A[2) dA, n=23
o
1
< ] gremelf [+ NE)ax n=4
s
S fappa, azs
s

615%, n=3

< § Ciellnelz, n=4 .
Cie, n>>5

Usando o fato que
/ 1
—0 C(l 0)(t—s) < I .
0/ ds < T el L9, (4.35)

para algum ¢ < 0e 6 € (0, %), segue que

C’Qeé, n=3
I, < ¢ Cyellnelz, n=4, (4.36)
026, 7125

para alguma constante C > 0.
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Por 1ltimo, do Teorema 3.2.1 e (4.35), segue que

03 60, n=23
L < ¢ C3e¥nel’, n=4 , (4.37)
Cye?, n>>5

para alguma constante C5 >0 e 6 € (0, 1).

Portanto, substituindo o obtido em (4.34), (4.36) e (4.37), obtemos

Ce’+ MpB~3T (3) 1S = Silla, +
+pM(1L+ A) / eI = ) Hou(s) ~ w(s)]| g ds, n=3
O lnel? + MpgiT (3) 12 — S +
HS:(U)—SS(??)HXE% < FpM(1 + A)/T e=PT=9) (7 — S)_%HUE(S) _ UO(3>||X€% ds, n=4"
Ce 4+ Mg iT (1) 17 = 3L, +
M1+ 8) [ eI = 5)Fuu(s) — w(s)| g ds, n 25

—0o0

1
para alguma constante C' > 0 uniformemente para 1 em subconjuntos limitados de QF X2.

Logo, é suficiente estimarmos |[|v.(s) — UO(S)HX%. Como 1 € B(0,7), de maneira

andloga ao feito anteriormente, temos

- +T*S
loe(t) =wo@)l .3 < e (A)* (r—s)

€

n

—|—/ e_(AE)+(t_s)HE(Ua(s), SX(ve(s))) — 6_(I)+(t_s)Hs(U0(3>’ SS(UO(S)))HXl ds
n / eI H, (uo(s), S5 (vo(s))) — e~ AT Hy(vo(s), S5 (vo(s)))]| 3 ds

. ds

X2

[ e Hy(wo(s), Siwols))) — e H " (), S5 (5)))
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C el 4 Mp || S — Soll x. /eﬂ(t_s)ds +
¢

pM(1+ A)/eﬂ(t_s)Hva(s) ()]l yds, n=3

t

Ce¥ ne|? =) 4 Mp||Sr — Soll x. /eﬁ(t_s)ds +

IN

T

+pM (1 + A)/eﬁ(t_s)Hve(s) - UO(S)HX% ds, n=4

t
C e 1 Mp |82 = il [ ¢ ds +
t

T

pM(1+ A)/eﬂ(t_s)Hve(s) —w(s)l| yds, n>5

t

Seja ¢.(t) = PT||v.(s) — UO(S)HX%- Entao,

€

T T

Ce’+ Mp|S:— S;la. /eﬁ(t’S)ds + pM (1 + A)/ o(s)ds, n=3

t t

IN

0 Ce? Inel’ + Mp||S? — Sl /eﬁ@—S)ds 4 pM(1 + A)/ 6.(s)ds, n—=4 .
t

t
r

Ce 4 Mp||S — Sl /eﬁ(t’s)ds 4 pM(1+ A)/ 6. (s)ds, n>5
t

t

Outra vez, utilizando a Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), obtemos

Ce’ + MpB™"||S2 — Sl ) eleM+&)=Alr=0), n=3
los(t) =wo(®)ll 3 < § (C* el + Mps~" 157 = 55, ) e (+2A00 g
Ce® + MpB~" 1S5 = Sjl, ) M2 =810, n>5

Portanto,
I15:(m=Ssll 3 <
O+ MpB7T (3) S: = Sill, +
+pM(1+ A) /e[PWHA)%(T*S)(T— )72 (Ce? + MpB'|S: = Silly,)ds, =3

Ce?|nel’ +Mp5 T (3) 192 = S, +

IN

—I—pM(1+A)/e”M(1+A) =7 — 5)72(C e Inel’+ MpB (|82 = Silly, ) ds, n=4"
0629+Mp5—5r( )12 = Sl +

+pM(1+ A) / M) 20 =) (7 )73 (Ce® + MpB~" |82 = Sjlly,)ds,  n>5
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E, assim,

ISz =S;mll 3 <
Ce’+ pMBAT (L) [L+pM (1+A) 875 (26 — pM (1 +A)) 2| 182 = Sill.. =3

(SIS

IN

|11z = S5,

n=4
Ce® + pMB2T (3) [1+pM (1+A) B2 (28— pM (1+A)) 2| IS = Silly. . n>5

Ce?nel’ + pMB~2T () [L+pM (1+ A) 372 (28 — pM (1 + A))~

E, portanto, como por hipétese

DN | —

pMBET () [L+ pM (1+A) 7% (26 — pM (1+ A)) 2] <
concluimos que
Ce?, n=3
ISE(m=Ssm)ll 3 <{ Ce*’|mel’, n=4,
Xe 0529, n>>5
para alguma constante C' > 0, que independe de €. O

A figura abaixo ilustra o que ocorre em uma vizinhanga de um ponto de equilibrio
hiperbélico:

(I - QX2

Q+ Xs%

Figura 4.2: Variedade instavel.
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Corolario 4.3.2. Nas hipdteses do Teorema /J.53.1, existe d > 0 tal que

1
oo = { (e 20) € X2 (0es2) € W el y + 2]y < 0]

3 —
€

¢ dada por

1
oo = {0, S20)) v € XE 0 {(0202) € XE s ey + Dzl y < 6}

Corolario 4.3.3. Assuma que as condicoes do Teorema /.53.1 e que Ey = {ualf e uano}
onde cada ug,;, i = 1,---,ng seja hiperbdlico. Entdo, existem 6 > 0 e e € (0,1) tais
que & = { Uz, -,u;no}, e suas variedades instdveis locais, W (ul;), i =1,---,ng, se

comportam continuamente em € quando € — 0.

4.4 Atracao Exponencial Uniforme e Continuidade
dos Atratores

Nesta segdo veremos que os semigrupos nao lineares associados ao problema (2.4)
com ¢ € (0,1] possuem atratores gradient-like, bem como mostraremos a atragao
exponencial e convergéncia uniforme dos mesmos com relagao ao parametro ¢, e portanto
garantiremos a continuidade da familia de atratores {A. : € € [0,1]} em € = 0.

Teorema 4.4.1. A familia de atratores {A. : € € [0,1]} é semicontinua superiormente
em € = 0.

Demonstracio. Considere uma sequéncia {usn} u., € A.. Pelo Teorema 2.2.6, segue

neN?

que sup ||ugl| % < 00. Logo existe ug € Xsn tal que u., en ) Ug.
Ues EA:
Mostremos que ug € Ap. Para tal, mostremos que existe um oérbita completa

limitada por ug. Como A, € invariante para a cada n € N, existe um 6rbita limitada por
U, , a dizer

1
Ye, - R — X&,
t— v, (t,ue,).
Para t > 0 da convergéncia dos semigrupos nao lineares (Teorema 3.2.2), tem-se
fysn (t7 uEn) = Ten (t>u5n — TO(t)UO

Para ¢t < 0, podemos construir um 6rbita da seguinte forma: parat € (—k, —k+1], k € N*,
1

considere a sequéncia {v., (—k, ue,)},cy em U A.. Logo existe 7o(—k, up) € X tal que
e€[0,1]
Xe

Ven (=K, e, ) — Yo(—k,up). Assim, para t € (—k,—k + 1],

’V€n<t7usn> = Vsn(t_’_kafysn(_kausn))
= T, (t+k)ve, (=Fk, ue,) — To(t + k)Yo(—=k, uo) = Yo(—k, up).
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Com isso, definindo

temos que 7y é uma Oorbita completa limitada por uy. Portanto, o resultado segue do
Lema 1.4.37. O

Teorema 4.4.2. Seja {Ty(t,ud) : t > 0} o semigrupo gradient-like generalizado associado
ao problema (2.32) com atrator global Ay. Suponha que existam 6 € (0, %), e € (0,1),
L>0,8>0,eC >0, tais que

It u2) = To(t,ug)]| _y < ceLtt—é—j9< ¢~ ufll s + 59> "
IT0,08) ~ Tott )y < et Jud — ] 4+ e’ ) m=1,
I, 08) ~ Toft )]y < Gttt (Jud —u] 5 +2)  mz5,

onde j =0 parat € [1,00) e j =3 parat € (0,1) e além disso, que os pontos de equilibrio
do problema (2.32) existam em niumero finito, a dizer & = {US,D . -,uano}, e que todos
sejam hiperbolicos. Entao, para todo e € (0,1]

(i) O semigrupo {T.(t,ul) :t >0} é um semigrupo gradient-like generalizado com um
* . -’ u* } 6

numero finito de pontos de equilibrio £ = {u =0

e, 11"

Ae =W (uZ,),

=1

assim a familia de atratores {A.; € € [0,1)} € semicontinua inferiormente em e = 0;
1
(ii) Ewiste p > 0 tal que dado B C X2 limitado, existe Cy = C(B) > 0, tal que

dist(T.(t,u?) B, A.) < Cre ™, para todo t > 1;

(iii) Existe Cy > 0 tal que

0p

Cg grtL n=3
dist (A, Ao) + dist(Ag, A) < { Cpertt Ine|E, n =4 ,
Cy et n>5

onde dist(-, ) denota a semi-distincia de Hausdorff.

Demonstragio. O item (i) segue do Corolario 4.3.3 e como {Ty(t,ud):t >0} é um
semigrupo gradient-like generalizado e das hipéteses segue do Teorema 1.4.34 que

{T.(t,u?) : t > 0} é um semigrupo gradient-like generalizado e assim A, = J W(u?).
ure€,

O item (ii) segue da caracterizacao dos atratores obtida no item (i) do Teorema
1.4.31, Corolario 1.4.35 e Teorema 4.3.1, pois

d(To(t, u)ug, As) < ce ™, Yuy € B C X2 limitado e t > 1,
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onde ¢ > 0 e p > 0 independem de €. O item (iii) segue do Teorema 1.4.42, onde obtemos

6
CQ EﬁipL, n=3
dist(A., Ao) + dist(Ag, A.) < { Chentt [lne|rts, n=4 ,
Cy 6/)2%, n>>5
para alguma constante C' > 0 independente de . O que conclui o resultado. O

Corolario 4.4.3. A familia de atratores {A; € € [0,1)} é continua em ¢ = 0.

Figura 4.3: Semicontinuidade inferior dos atratores: Teorema 4.4.2 - item (i).



CONCLUSOES

Nesta tese comecamos com o estudo da dinamica assintotica de uma classe de
problemas parabdlicos semilineares em um dominio com um pequeno buraco, ). C
R™ n > 3. Mais especificamente quando consideramos o problema de valor de contorno

com condicao de Dirichlet, mostramos que os atratores associados a esta classe de
problemas se comportam continuamente quando o parametro envolvido se torna pequeno.

Pretende-se como proximo passo estudar a dindmica assintética da mesma classe
de problemas parabodlicos semilineares considerando agora a condicao de Dirichlet na
fronteira de €2, i.e., u. = 0 em 02 e condicdo de Neumann na fronteira do buraco, i.e.,

= 0 em Jw., bem como considerar ainda o caso com condigao de Dirichlet na fronteira
Oue —
ox taue =0

Oue

aN . . ~ . . .
de €, i.e., u. = 0 em 0f2 e condi¢do de Robin na fronteira do buraco, i.e,
em Ow,, onde 2 é a derivada com respeito a normal ¢ o > 0. Salientamos, ainda, que

N
neste estudo serda abordado o caso n > 2 e que o caso n = 2, ainda em aberto deste
estudo inicial, serd também desenvolvido para condi¢ao de Dirichlet tanto na fronteira de

() como na fronteira do buraco.
Um outro problema de estudo para o futuro é considerar o dominio {2 com mais

de um buraco (veja, por exemplo, Figura 4.4) e estudar a dindmica assintética para a
mesma classe de problemas parabdlicos semilineares que consideramos nesta tese com as

respectivas condi¢oes de contorno na fronteira dos pequenos buracos.

y . N
y | \ N e
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