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RESUMO

Neste trabalho estudaremos a dinâmica assintótica de uma classe de problemas

parabólicos semilineares com condição de contorno de Dirichlet em domínios com

um pequeno buraco, cujo tamanho é proporcional a um parâmetro ε positivo pequeno.

Em outras palavras, veremos que a família de atratores se comportam continuamente

quando o parâmetro ε → 0, bem como, obteremos as taxas de convergência em

termos do parâmetro.

Palavras-chave: Equações Parabólicas. Atratores. Semicontinuidade Inferior e
Superior. Domínio com Buraco.





ABSTRACT

In this work we will study the asymptotic dynamics for a class of semilinear parabolic

problems with Dirichlet boundary conditions in domains with a small hole whose size is

proportional to a small positive parameter ε. In other words, we will prove that the family

of attractors behave continuously as ε → 0, as well as we will provide the convergence

rates in terms of the parameter.

Keywords: Parabolic equations. Attractors. Lower and Upper semi-continuity. Domain
with hole.
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INTRODUÇÃO

Um pequeno buraco é um exemplo simples de uma pertubação geométrica no
domínio que são relatados da teoria de pertubação singular. Os principais resultados
hoje em dia, se concentram na convergência de soluções no sentido que a solução do
problema perturbado converge para a solução do problema limite no sentido da norma L2

para norma H1
0 .

Neste trabalho consideramos uma classe de problemas parabólicos em um domínio
com um pequeno buraco com condição de contorno de Dirichlet homogênea.

Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, um domínio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C2, e ε ∈ (0, 1]
um parâmetro pequeno. Dados ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira, ∂ω,
suficientemente suave e um ponto x0 ∈ Ω, considere

ωε =
{
x ∈ Rn : ε−1(x− x0) ∈ ω

}
.

Denota-se por Ωε o domínio obtido retirando-se um buraco ωε do domínio Ω, isto é,
Ωε := Ω\ωε, cuja fronteira é dada por ∂Ωε := ∂Ω ∪ ∂ωε.

Ωε

ωε

Ω

Figura 1: Domínio Ωε.

Considere a equação parabólica semilinear
∂uε

∂t
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂uε

∂xj

)
+ V (x)uε = f(uε), x ∈ Ωε, t > 0

uε = 0, x ∈ ∂Ωε,

(1)

onde as funções aij, V : Ω → R, para 1 ≤ i, j ≤ n, satisfazem as seguintes condições:

19



20 Introdução

(a) aij ∈ C1(Ω) e aij(x) = aji(x), ∀x ∈ Ω;
(b)Condição de elipticidade:

∃ϑ0 > 0 :
∑

1≤i,j≤n

aij(x)ξiξj ≥ ϑ0 |ξ|2 , ∀x ∈ Ω, ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn;

(c) V ∈ C(Ω), tal que V (x) ≥ 0,∀x ∈ Ω;

A função f : R → R é uma função não linear que satisfaz:
(d) f ∈ C2(R);
(e) Condição de crescimento:

∀ s ∈ R, ∃ϑ1 > 0 : |f ′(s)| ≤ ϑ1
(
1 + |s|γ−1

)
, 1 ≤ γ < n+2

n−2 , n ≥ 3;

(f) Condição de dissipatividade: lim sup
|u|→+∞

f(u)
u

≤ 0.

Quando ε → 0, o “domínio limite”, Ω0, consiste no domínio Ω e a equação limite é
dada por 

∂u0

∂t
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂u0

∂xj

)
+ V (x)u0 = f(u0), x ∈ Ω, t > 0

u0 = 0, x ∈ ∂Ω.
(2)

Em espaços de funções adequados Xε, ε ∈ [0, 1], escreveremos os problemas (1) e
(2), como uma equação de evolução do tipo{

u̇ε + Aεuε = F (uε), t > 0
uε(0) = u0

ε ∈ Xε,
(3)

onde F é o operador de Nemitskii associado a f e o operador Aε : D(Aε) ⊂ Xε → Xε é
dado por

D(Aε) =
{
uε ∈ H2(Ωε) : uε = 0 em ∂Ωε

}
,

Aεuε = −
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(·)

∂uε

∂xj

)
+ V (·)uε.

E denotando por uε := uε(t, u0
ε) a solução de (3) e por Tε(t, uε

0) o semigrupo não-
linear associado a (3) obtido pela fórmula da variação das constantes

Tε(t, u0
ε) = e−tAεu0

ε +
t∫

0

e−(s−t)AεF (Tε(s, u0
ε)) ds, ∀ t ≥ 0,

veremos que o semigrupo {Tε(t, u0
ε) : t ≥ 0} associado problema (3) possui um atrator

global Aε.

Objetivos
O objetivo principal deste trabalho consiste em entender a relação entre os atratores

Aε, ε ∈ (0, 1] e A0. Mostraremos que esta família de atratores é semicontínua
superiormente em ε = 0, e se todos os pontos de equilíbrios em A0 forem hiperbólicos,
então os atratores serão contínuos, isto é, serão semicontínuos superior e inferiormente.

Para alcançar tal objetivo, dividimos o processo em duas etapas principais:
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• A primeira etapa é destinada a analisar o comportamento das partes lineares dos
operadores. Da seguinte maneira:

– obter estimativas para convergência do resolvente do operador Aε para o
resolvente do operador A0. Este será um ponto chave para todo estudo, uma
vez que mostraremos a convergência do operador (Aε − λ)−1 em um sentido
apropriado quando ε → 0 com λ em um setor, no qual teremos estimativas
uniformes em ε para este operador e assim, obteremos estimativas sobre o
comportamento dos semigrupos lineares e estas serão fundamentais para o
análise da dinâmica não linear;

– com a convergência dos operadores resolventes, mostraremos a convergência
com taxa dos semigrupos lineares e−tAε para e−tA0 quando ε → 0, de modo
consequente obter a convergência dos semigrupos não lineares via fórmula da
variação das constantes;

– analisar o comportamento espectral de operadores do tipo Aε quando o
parâmetro ε → 0.

• A segunda etapa é dedicada a estudar a continuidade do atratores. Para isto,
seguiremos o seguinte roteiro:

– inicialmente veremos a continuidade de uma classe de elementos que pertencem
ao atrator, as soluções estacionárias. Escrevendo o problema estacionário como
um problema de ponto fixo, isto é, u∗

ε é uma solução de equilíbrio de (3) se
u∗

ε = A−1
ε F (u∗

ε) e com a convergência dos operadores resolventes garantida na
primeira etapa, obteremos a continuidade dos equilíbrios;

– visando obter a semicontinuidade inferior dos atratores mostraremos que as
variedades instáveis locais de um ponto de equilíbrio hiperbólico u∗

ε serão
contínuas quando ε → 0 e estarão próximas para ε suficientemente pequeno;

– obter a semicontinuidade superior dos atratores em ε = 0 e assumindo que
o semigrupo para o problema (3) é gradiente, mostrar que os atratores serão
semicontínuos inferiormente e, portanto contínuos.

Descrição dos Resultados
Com o propósito de provar a continuidade dos atratores, a tese está organizada neste

modo:
O Capítulo 1 é dedicado a reunir os conceitos básicos para a elaboração desta tese

de modo que ela esteja auto-contida. Apresentaremos aqui resultados e definições, dentre
eles condições suficientes para existência dos atratores, condições para que determinados
semigrupos possuam estruturas gradiente e, por fim, resultados a cerca da continuidade
dos atratores. Para mais detalhes sugerimos as seguintes referências [13, 16, 18, 20, 22,
23, 27, 29, 32, 33, 34, 35, 36, 38].

O Capítulo 2 descreve o problema proposto e introduz o tipo de pertubação no
domínio que estaremos considerando, bem como os objetos que serão necessários para
estudá-lo. De modo analisar o comportamento assintótico de uma classe de problemas
parabólicos semilineares em um domínio com um pequeno buraco com condição de
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contorno de Dirichlet homogênea, de maneira geral, neste capítulo buscamos explorar
a existência de atratores globais para os semigrupos associados a tais equações, seguindo
a metodologia empregada em [20, 25].

O Capítulo 3 é dedicado ao estudo do comportamento das partes lineares dos
operadores. Inicialmente, veremos que o operador (Aε −λ)−1, ε ∈ (0, 1], converge, em um
sentido adequado, para operador (A0 − λ)−1 no domínio limite e para obter tal conclusão
faremos uso da técnica aplicada no Teorema 1.2 em [9] restringindo λ a um setor no
qual teremos estimativas uniforme em ε. E, ainda, com a convergência dos operadores
resolventes será possível obter estimativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares
e, com isso, através da fórmula da variação das constantes obteremos a convergência dos
semigrupos não lineares. E, por último, analisaremos o comportamento do espectro do
operador Aε quando o parâmetro ε → 0 utilizando de uma técnica similar a utilizada em
[8].

No Capítulo 4 examinaremos quando os atratores e soluções estacionárias serão
semicontínuos superior e inferiormente e, portanto, contínuos em relação a essas
perturbações. Além disso, ainda neste capítulo veremos que as variedades instáveis locais
para um equilíbrio são contínuas quando ε → 0 e estarão próximas para ε suficientemente
pequeno. O método aqui empregado é uma variação daquilo que vêm sendo aplicado em
diversos trabalhos para provar a semicontinuidade inferior e superior como, por exemplo,
em [2, 3, 4, 14], sem preocupação com taxas, como também em [1, 24] onde as taxas são
especificadas. Sem nos atentarmos com a definição dos espaços de funções mencionados
o resultado a seguir é o principal deste capítulo
Teorema 1. Seja {T0(t, u0

0) : t ≥ 0} o semigrupo gradient-like generalizado associado ao
problema (3 ) com atrator global A0. Suponha que existam θ ∈ (0, 1

2), ε ∈ (0, 1), L > 0,
β > 0, e C > 0, tais que

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ εθ
)

n = 3,

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)
n = 4,

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ ε2θ
)

n ≥ 5,

onde j = 0 para t ∈ [1,∞) e j = 3 para t ∈ (0, 1) e além disso, que os pontos de equilíbrio
do problema (2.32 ) existam em número finito, a dizer E0 = {u∗

0,1, · · ·, u∗
0,n0}, e que todos

sejam hiperbólicos. Então, para todo ε ∈ (0, 1]
(i) O semigrupo {Tε(t, u0

ε) : t ≥ 0} é um semigrupo gradient-like generalizado com um
número finito de pontos de equilíbrio Eε = {u∗

ε,1, · · ·, u∗
ε,n0} e

Aε =
n0⋃
i=1

W u
ε (u∗

ε,i) ,

assim a família de atratores {Aε; ε ∈ [0, 1)} é semicontínua inferiormente em ε = 0;
(ii) Existe ρ > 0 tal que dado B ⊂ X

1
2
ε limitado, existe C1 = C(B) > 0, tal que

dist(Tε(t, u0
ε)B,Aε) ≤ C1 e

−ρt, para todo t ≥ 1;

(iii) Existe C2 > 0 tal que

dist(Aε,A0) + dist(A0,Aε) ≤


C2 ε

θρ
ρ+L , n = 3

C2 ε
2θρ
ρ+L |ln ε|

θρ
ρ+L , n = 4

C2 ε
2θρ
ρ+L , n ≥ 5.
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Resultados da tese:

Dos resultados obtidos no Capítulo 4 estamos elaborando os seguintes trabalhos:

[1] Tavares-Lima, E. A.; Lozada-Cruz, G., Dynamics of parabolic equations in domains
with a small hole I. Continuity of the set of equilibria. Em preparação, 2023.

[2] Tavares-Lima, E. A.; Lozada-Cruz, G., Dynamics of parabolic equations in domains
with a small hole II. Continuity of the attractors. Em preparação, 2023.





CAPÍTULO 1

PRELIMINARES

O presente capítulo tem por objetivo expor os conceitos abstratos fundamentais
que envolvem o tema desta tese. Os resultados aqui apresentados serão utilizados ao
longo do trabalho e facilitarão a compreensão do mesmo. Cabe ressaltar que tratando-se
de ferramentas clássicas para a teoria de semigrupos e atratores as demonstrações serão
omitidas, porém as referências apropriadas serão indicadas.

1.1 Uma Coletânea de Resultados

1.1.1 Desigualdades Importantes
Lema 1.1.1 (Desigualdade de Cauchy). Sejam a, b ∈ R e δ > 0. Então

ab ≤ δ

2a
2 + 1

2δ b
2.

Demonstração. Ver [20, p. 16].

Lema 1.1.2 (Desigualdade de Young). Sejam δ > 0, a, b ≥ 0, p, q > 1, e 1
p

+ 1
q

= 1.
Então

ab ≤ δ
ap

p
+ 1
δ

q
p

bq

q
.

Demonstração. Ver [20, p. 16].

Comumente o Lema 1.1.2 aparece da seguinte forma:

Corolário 1.1.3. Sejam a, b ≥ 0, δ > 0, m > 1. Então

ab ≤ 1
m
δmam + m− 1

m
δ− m

m−1 b
m

m−1 .

Demonstração. Ver [20, p. 17].

Teorema 1.1.4 (Desigualdade de Hölder). Para 1 ≤ p ≤ ∞ sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈
Lq(Ω), onde p e q são expoentes conjugados, isto é, 1

p
+ 1

q
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

∥fg∥L1(Ω) ≤ ∥f∥Lp(Ω) ∥g∥Lq(Ω) .

Demonstração. Ver [20, p. 17].

25



26 Preliminares

Teorema 1.1.5 (Desigualdade de Poincaré). Sejam 1 ≤ p < ∞ e Ω ⊂ Rn um subconjunto
aberto e limitado. Então existe uma constante C (dependendo de Ω e p) tal que

∥u∥Lp(Ω) ≤ C ∥∇u∥Lp(Ω) , ∀u ∈ W 1,p
0 (Ω).

Em particular, a expressão ∥∇u∥Lp(Ω) define uma norma em W 1,p
0 (Ω), que é equivalente

a norma ∥u∥W 1,p(Ω); em H1
0 (Ω) a forma bilinear (u, v) 7→

n∑
i=1

∫
Ω

∂u
∂xi

∂v
∂xi

define um produto

interno que induz a norma ∥∇u∥L2(Ω) e é equivalente a norma ∥u∥H1(Ω).

Demonstração. Ver [33, p. 70].

Teorema 1.1.6 (Desigualdade de Nirenberg-Gagliardo). Sejam m ∈ N e Ω ⊂ Rn um
domínio limitado com ∂Ω de classe Cm. Seja u ∈ Wm,r(Ω) ∩ Lq(Ω) com 1 ≤ r, q ≤ +∞.
Então, para qualquer inteiro j, 0 ≤ j < m, e qualquer número θ ∈ [ j

m
, 1), defina

1
p

= j

n
+ θ

(1
r

− m

n

)
+ (1 − θ) 1

q
.

Se m− j − n
r

é um inteiro negativo, então∥∥∥Dju
∥∥∥

Lp(Ω)
≤ C ∥u∥θ

W m,r(Ω) ∥u∥1−θ
Lq(Ω) , (1.1)

onde Dj denota qualquer derivada parcial de ordem j e a constante C = C(Ω, r, q,m, j, θ).
Se m− j − n

r
é um inteiro não negativo, então (1.1) vale com θ = j

m
.

Demonstração. Ver [20, p. 25].

Lema 1.1.7 (Desigualdade de Bernoulli). Sejam a, b > 0, ρ > ν ≥ 0, e considere uma
função contínua y : [0, τ0) → [0,+∞) diferenciável em (0, τ0), onde 0 < τ0 ≤ +∞ e
satisfazendo

y′(t) ≤ ayν(t) − byρ(t), para todo t ∈ (0, τ0).
Então

sup
t∈[0,τ0)

{y(t)} ≤ max
{
y(0),

(
a

b

) 1
ρ−ν

}
.

Além disso, se τ0 = +∞, então

lim sup
t→+∞

y(t) ≤
(
a

b

) 1
ρ−ν

.

Demonstração. Ver [20, p. 17].

Lema 1.1.8. Sejam y ∈ C0([0,∞)) ∩C1((0,∞)), f uma função não negativa e contínua
em [0,∞), e suponha que lim

t→+∞
f(t) = M. Se, para algum a > 0, y satisfaz

y′(t) ≤ −ay(t) + f(t), t ∈ (0,+∞),

então
lim sup

t→+∞
y(t) ≤ M

a
.

Demonstração. Ver [20, p. 17].
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Lema 1.1.9 (Desigualdade de Gronwall Generalizada). Sejam t < r, ϕ : [t, r] → R+ uma
função contínua, a : [t, r] → R+, b > 0 e β ∈ (0, 1]. Assumamos que

ϕ(t) ≤ a(t) + b

r∫
t

(s− t)β−1ϕ(s) ds, t < r.

Então
ϕ(t) ≤

∞∑
k=0

(Bka)(t),

onde

Bka(t) =
r∫

t

(bΓ(β))k

Γ(kβ) (s− t)kβ−1a(s) ds.

Além disso, se a(t) é constante, com a(t) ≡ a, então

ϕ(t) ≤ a c e(bΓ(β))
1
β (r−t).

Se a(t) = c0

r∫
t

(s− t)−αeρ(s−r) ds, ρ > 0, α = 1 − β, então

ϕ(t) ≤ c0

b

[
c e(bΓ(β))

1
β (r−t) − 1

]
.

Por fim, se ψ : [t, r] → R+ é uma função contínua e a(t) = c0

r∫
t

(s − t)−αeρsψ(s) ds,

ρ > 0, α ≥ 0, então

ϕ(t) ≤ c0 c
′ Γ(β)

r∫
t

(s− t)β−1eρsed(bΓ(β))
1
β (s−t)ψ(s) ds,

onde Γ(·) é a função–gama Γ(x) =
∞∫

0

e−yyx−1 dy.

Demonstração. Os detalhes da prova estão contidos em [32], com algumas adaptações.

1.1.2 Teoremas de Imersões de Sobolev
As propriedades de imersões de Sobolev dependem da regularidade do domínio em

questão. Esta seção é dedicada a explorar alguns destes resultados e mais detalhes, bem
como as demonstrações, podem ser encontradas, por exemplo, em [13] e [20].

Para m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞ considere o espaço de Sobolev Wm,p(Ω), onde Ω ⊂ Rn é
um domínio com fronteira Lipschitz. O número net smoothness definido por

net smoothness (f) := m− n

p
para toda f ∈ Wm,p(Ω),

caracteriza as propriedades de suavidade dos elementos de Wm,p(Ω).
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Lema 1.1.10. Seja Ω ⊂ Rn de classe C1 com fronteira limitada. Sejam m ≥ 1 um inteiro
e 1 ≤ p < ∞. Então, valem as seguintes imersões contínuas:
(i) Se 1

p
− m

n
> 0 ⇒ Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), onde 1

q
= 1
p

− m

n
;

(ii) Se 1
p

− m

n
= 0 ⇒ Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [p,+∞);

(iii) Se 1
p

− m

n
< 0 ⇒ Wm,p(Ω) ↪→ L∞(Ω).

Além disso, se m− n
p
> 0 não é um inteiro e k =

[
m− n

p

]
, tem-se Wm,p(Ω) ↪→ Ck(Ω).1

Demonstração. Ver [13, p. 285].

Teorema 1.1.11 (Rellich-Kondrachov). Seja Ω ⊂ Rn limitado e de classe C1. Então,
valem as seguintes imersões compactas:
(i) Se p < n ⇒ W 1,p(Ω) c

↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [1, p∗), onde 1
p∗ = 1

p
− 1
n

;

(ii) Se p = n ⇒ W 1,p(Ω) c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈ [p,+∞);

(iii) Se p > n ⇒ W 1,p(Ω) c
↪→ C(Ω).

Em particular, W 1,p(Ω) c
↪→ Lp(Ω), para todo p (e todo n).

Demonstração. Ver [13, p. 285].

Observação 1.1.12. Sob as hipóteses do Teorema 1.1.11, em particular para n ≥ 3 e
p = 2, obtêm-se

H1(Ω) c
↪→ Lq(Ω), para todo q ∈

[
1, 2n

n−2

)
.

Além disso, como Ω é limitado, da Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.1.5), segue que

H1
0 (Ω) c

↪→ Lq(Ω), para todo q ∈
[
1, 2n

n−2

)
.

Teorema 1.1.13. Sejam k,m ∈ N, 1 ≤ p, q ≤ ∞ e Ω ⊂ Rn um domínio que satisfaz a
condição do cone ou com fronteira Lipschitz. Então valem as seguintes imersões contínuas:

Wm,p(Ω) ↪→



W k,q(Ω), se m− n

p
≥ k − n

q
, q ≥ p

(a menos que m− n
p

= k, q = ∞),
Ck+µ(Ω), se 0 ≤ µ ≤ m− k − n

p
< 1

(a menos que m− n
p

∈ N).

Além disso, para Ω limitado as inclusões acima são compactas no caso das desigualdades
estritas, isto é, m− n

p
> k − n

q
ou m− n

p
> k + µ, respectivamente.

Demonstração. Ver [20, p. 23].

Teorema 1.1.14 (Teorema do Traço). Seja Ω ⊂ Rn limitado com ∂Ω de classe C1. Então
existe um operador linear limitado, T : W 1,p(Ω) → Lp(∂Ω), tal que
(i) Tu = u|∂Ω se u ∈ W 1,p(Ω) ∩ C(Ω);
(ii) ∥Tu∥Lp(∂Ω) ≤ C ∥u∥W 1,p(Ω) , para cada u ∈ W 1,p(Ω), onde a constante C > 0 depende
somente de p e Ω.

1[ ] denota a parte inteira.
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Demonstração. Ver [23, p. 272].

O próximo resultado é uma adaptação para o Lema 8.1 em [34, p. 175] cuja
demonstração é análoga, obviamente, considerando as modificações pertinentes para este
caso particular do operador.

Lema 1.1.15. Seja Ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira, ∂Ω, suave por partes
com curvatura limitada inferiormente por K > 0. Considere, ainda, o seguinte problema
elíptico Lu = f, x ∈ Ω

u = 0, x ∈ ∂Ω.
(1.2)

onde f ∈ L
2n

n+2 (Ω) e Lu := ∑
1≤i,j≤n

∂
∂xi

(aij
∂u
∂xj

) + a(x)u, tal que para 1 ≤ i, j ≤ n as funções

aij, a : Ω → R e f satisfazem as seguintes condições:
(a) aij são limitadas;
(b) existem constantes ν, µ > 0, tais que

ν |ξ|2 ≤
∑

1≤i,j≤n

aij(x)ξiξj ≤ µ |ξ|2 ,

para todo x ∈ Ω e ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn;
(c) ∥a∥Lq/2(Ω) ≤ µ para q > n.

Então, a solução do problema elíptico (1.2 ), u ∈ H2(Ω), satisfaz a seguinte estimativa

∥u∥2
H2(Ω) ≤ C

[
∥Lu∥2

L2(Ω) + ∥u∥2
L2(Ω)

]
,

onde a constante C independe de u e de |Ω| .

1.2 Operadores Setoriais e Semigrupos Analíticos
No que segue considere X um espaço de Banach sobre um corpo K (= R ou C) e

L(X) = {T : X → X : T é linear contínuo} o espaço dos operadores lineares contínuos de
X em X munidos da norma usual

∥T∥ = sup
x∈X

{
∥T x∥
∥x∥ : x ̸= 0

}
= sup

∥x∥=1
{∥Tx∥ : x ∈ X} .

1.2.1 Semigrupos de Operadores
Definição 1.2.1 (C0-Semigrupo). Uma família de operadores {T (t) : t ≥ 0} ⊂ L(X) é
chamada de um C0-Semigrupo (ou, ainda, semigrupo fortemente contínuo) se satisfaz
(i) T (0) = I, onde I denota o operador identidade em L(X);
(ii) T (t+ s) = T (t)T (s) para todo t, s ≥ 0;
(iii) a aplicação [0,∞) × X ∋ (t, x) → T (t)x ∈ X é contínua em cada ponto (t, x) ∈
[0,∞) ×X.
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É sabido que para os semigrupos de operadores lineares limitados em um espaço de
Banach X a condição (iii) é equivalente que para qualquer elemento x ∈ X

T (t)x → x quando t → 0+,

que é basicamente uma consequência do princípio da limitação uniforme de Banach.
O gerador infinitesimal de um C0-semigrupo é o operador A : D(A) ⊂ X → X,

definido por

D(A) =
{
x ∈ X : lim

t→0+

T (t)x− x

t
existe

}
,

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x

t
.

Comumente denota-se o C0-semigrupo do qual A é gerador por
{
eAt : t ≥ 0

}
.

O resultado a seguir mostra que todo C0-semigrupo apresenta uma limitação
exponencial (Ver [35, p. 04]).
Teorema 1.2.2. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Então existem constantes M ≥ 1
e ω ≥ 0 tais que

∥T (t)∥ ≤ Meωt, para todo t ≥ 0.

Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear fechado, não necessariamente limitado.
O conjunto resolvente de A é formado pelos complexos λ para o quais os operador (A −
λI)−1 é inversível e limitado, ou seja,

ρ(A) =
{
λ ∈ C : (A− λI)−1 ∈ L(X)

}
.

O operador (A−λI)−1 é chamado de operador resolvente de A associado a λ. O conjunto
ρ(A) é um subconjunto aberto de K.

O conjunto complementar σ(A) = C\ρ(A) é chamado espectro de A (subconjunto
fechado de K).
Teorema 1.2.3. Sejam {An}∞

n=1 e A operadores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert,
H, e suponha que An → A em norma resolvente, isto é, (An − λ)−1 → (A − λ)−1 em
norma para todo λ tal que Im λ ̸= 0. Então
(i) Se λ /∈ σ(A), então λ /∈ σ(An) para n suficientemente grande e∥∥∥(An − λ)−1 − (A− λ)−1

∥∥∥ → 0;

(ii) Seja a, b ∈ R, a < b, e suponha que a ∈ ρ(A), b ∈ ρ(A). Então∥∥∥P(a,b)(An) − P(a,b)(A)
∥∥∥ → 0,

onde P(a,b) é projeção espectral do operador extensão (auto-adjunto), Ã, de A no intervalo
[a, b]
Demonstração. Ver [36, p. 289] - Teorema VIII.23.
Teorema 1.2.4. Sejam {An}∞

n=1 e A operadores auto-adjuntos em um espaço de Hilbert,
H, e suponha que An → A em norma resolvente forte, isto é, (An − λ)−1 → (A − λ)−1

fortemente para todo λ tal que Im λ ̸= 0. Então
(i) Seja a, b ∈ R, a < b, e (a, b) ∩ σ(An) = ∅ para todo n, então (a, b) ∩ σ(A) = ∅. Isto é,
se λ ∈ σ(A), então existe λn ∈ σ(An) tal que λn → λ;
(ii) Seja a, b ∈ R, a < b, e a, b ∈ σpp(A), então P(a,b)(An)φ → P(a,b)(A)φ para toda φ ∈ H.
Demonstração. Ver [36, p. 290] - Teorema VIII.24.
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1.2.2 Operadores Setoriais e Semigrupos Analíticos
Definição 1.2.5 (Operador Setorial). Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X é dito
setorial se é um operador fechado, densamente definido tal que, para algum ϕ ∈ (0, π/2),
M ≥ 1 e a ∈ R, o setor

Sa,ϕ := {λ ∈ C : ϕ ≤ |arg(λ− a)| ≤ π, λ ̸= a} ⊂ ρ(A) (1.3)

e ∥∥∥(A− λ)−1
∥∥∥

L(X)
≤ M

|λ− a|
, ∀λ ∈ Sa,ϕ. (1.4)

Sa,ϕ ⊂ ρ(A)

σ(A)
a

ϕ

Figura 1.1: Setor Sa,ϕ.

Observação 1.2.6. Seja ω ∈ R qualquer. A é um operador setorial se, e somente se,
Aω := A+ ωI é um operador setorial. (Ver [20, p. 32])

Definição 1.2.7 (Semigrupo Analítico). Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo em X.
Dizemos que {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo analítico, se existem um setor plano
complexo

S = {z ∈ C : ϕ1 < arg < ϕ2}

onde ϕ1 < 0 < ϕ2 e uma família de operadores lineares limitados T (z) : X → X, z ∈ S,
coincidindo com T (t), para t ≥ 0 e tal que

• z → T (z)x é analítica em S;
• lim

z→0,z∈S
T (z)x = x, para todo x ∈ X;

• T (z1 + z2) = T (z1)T (z2), para todo z1, z2 ∈ S.

O teorema seguinte é um resultado conhecido da teoria de semigrupos que mostra
que operadores setoriais coincidem com os negativos geradores de semigrupos analíticos.
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Teorema 1.2.8. Um operador linear densamente definido −A é um gerador infinitesimal
de um semigrupo analítico {T (t) : t ≥ 0} de operadores lineares limitados T (t) : X →
X, t ≥ 0 se, e somente se, A é um operador setorial em X.

Demonstração. Ver [20, p. 35].

Teorema 1.2.9. Seja A um operador setorial em X tal que Re σ(A) > a > 0. Então
para constantes c0, c1 > 0 ∥∥∥e−At

∥∥∥
L(X)

≤ c0e
−at, t ≥ 0,∥∥∥Ae−At

∥∥∥
L(X)

≤ c1

t
e−at, t > 0.

Demonstração. Ver [20, p. 35].

Teorema 1.2.10. Seja A um operador densamente definido em X, satisfazendo as
seguintes condições:

(i) para algum 0 < δ < π/2, ρ(A) ⊃ Σδ := {λ ∈ C : |arg λ| < π/2 + δ} ∪ {0};

(ii) existe uma constante M tal que
∥∥∥(A− λI)−1

∥∥∥
L(X)

≤ M

|λ|
, ∀λ ∈ Σδ (λ ̸= 0).

Então, A é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, satisfazendo
∥T (t)∥ ≤ C, para alguma constante C. Além disso,

T (t) = 1
2πi

∫
Γ

eλt(A− λI)−1 dλ, (1.5)

onde Γ é uma curva suave em Σδ indo de ∞e−iϑ a ∞eiϑ para π/2 < ϑ < π/2 + δ. A
integral (1.5) converge para t > 0 na topologia de operador uniforme.

Demonstração. Ver [35, p. 30].

Proposição 1.2.11. Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador linear, auto-adjunto
e densamente definido em um espaço de Hilbert H. Além disso, se A é limitado
inferiormente em H, isto é, existe uma constante m ∈ R, tal que

(Ax, x)H ≥ m ∥x∥2
H ,

para todo x ∈ D(A), então A é um operador setorial em H.

Demonstração. Ver [20, p. 39].

Definição 1.2.12. Um operador linear A : D(A) ⊂ X → X com ρ(A) ̸= ∅ possui
resolvente compacto se seu resolvente (A−λI)−1 é compacto para algum (e, portanto,
para todo) λ ∈ ρ(A).

Proposição 1.2.13. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear com ρ(A) ̸= ∅ e
X1 = (D(A), ∥·∥D(A)). Então as seguintes afirmações são equivalentes:
(i) O operador A possui resolvente compacto;
(ii) A injeção canônica i : X1 ↪→ X é compacta.
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Demonstração. Ver [22, p. 117].

Proposição 1.2.14. Se µ ∈ ρ(A) e λ ∈ K tal que |µ− λ| ∥(A− µI)−1∥L(X) < 1, então
λ ∈ ρ(A) e

(A− λI)−1 =
∞∑

n=0
(µ− λ)n(A− µI)−n−1.

Demonstração. Ver [35, p. 87].

1.2.3 Potências Fracionárias de Operadores Setoriais
Considere A um operador setorial em X tal que Re σ(A) > 0. Para α ∈ (0,+∞),

os operadores A−α : X → X são definidos pela fórmula integral

A−αv = 1
Γ(α)

+∞∫
0

tα−1e−Atv dt.

Proposição 1.2.15. Seja A um operador setorial em X tal que Re σ(A) > 0. Então
A−α, α ∈ (0,+∞) são operadores linerares limitados bem definidos em X dando uma
correspodência injetiva entre X e a imagem R(A−α). Além disso, A−1 : D(A) → X
coincide com a inversa de A e para α, β > 0

A−αA−β = A−(α+β).

Demonstração. Ver [20, p. 43].

Observe que, para α > 0, cada A−α, é invertível. Isto posto, denota-se a inversa deste
operador por Aα, isto é, (A−α)−1 := Aα e é chamado de operador potência fracionária
associado a A, e ainda, usa-se o símbolo Xα para denotar o domínio D(Aα), ou seja,
Xα := R(A−α), que é denominado espaço de potência fracionária associado a A. Para o
caso α = 0, tem-se A0 := I e X0 := X.

Para α ∈ (0,+∞), o operador Aα satisfaz as seguintes propriedades (Ver, por
exemplo, Teoremas 6.8 e 6.9 em [35, p. 72])
• Aα é fechado e densamente definido;
• Se α ≥ β > 0, então D(Aα) ⊂ D(Aβ);
• Se α, β ∈ (0,+∞), então Aα+β = AαAβ = AβAα em D(Aγ), com γ = max {α, β, α + β};
• Se α ∈ (0, 1), então

Aαx = senπα
π

∞∫
0

λα−1A(A+ λI)−1x dλ,

para todo x ∈ D(A) ⊂ D(Aα).
Os resultados a seguir podem ser encontrados, por exemplo, em [20, p. 43].

Proposição 1.2.16. Seja A um operador setorial em X tal que Re σ(A) > 0. Então,
os Xα são espaços de Banach com a norma ∥v∥Xα := ∥Aαv∥X , para α ∈ (0,+∞). Além
disso, para α ≥ β ≥ 0, tem-se que Xα é um subconjunto denso de Xβ, e que as inclusões
Xα ⊂ Xβ são densas e contínuas, e elas são compactas, desde que A possua resolvente
compacto.
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Proposição 1.2.17. Seja A um operador setorial em X tal que Re σ(A) > a > 0. Para
α ≥ 0, t ≥ 0, o operador Aαe−At é um operador linear limitado em X tal que, para cα > 0

∥∥∥Aαe−At
∥∥∥

L(X)
≤ cα

e−at

tα
, t > 0,

e
Aαe−At = e−AtAα em Xα, t ≥ 0.

Teorema 1.2.18. Seja α ∈ (0, 1). Então, existe uma constante C0 > 0 tal que para
u ∈ D(A) e δ > 0, tem-se

∥Aαu∥X ≤ C0(δα ∥u∥X + δα−1 ∥Au∥X),
∥Aαu∥X ≤ 2C0 ∥u∥1−α

X ∥Au∥α .

Demonstração. Ver [35, p. 73].

Teorema 1.2.19. Considere A um operador positivo tal que Re σ(A) > 0 e ∥Ait∥L(X,X) ≤
const.(δ) para todo t ∈ [−δ, δ]. Então, se β, η ∈ C, 0 ≤ Re β < Re η < ∞ e θ ∈ (0, 1),
vale a seguinte fórmula de interpolação

[Xβ, Xη]θ = X(1−θ)β+θη

e ainda, existe uma constante Cθ > 0, tal que a seguinte desigualdade vale

∥v∥X(1−θ)β+θη ≤ Cθ ∥v∥θ
Xη ∥v∥1−θ

Xβ .

Aqui [·, ·]θ denota o espaço de interpolação complexa.

Demonstração. Ver [38, p. 59, 103].

1.3 Equação de Evolução com Operador Setorial
Considere o seguinte problema de Cauchy abstrato{

u̇+ Au = F (u), t > 0,
u(0) = u0 ∈ Xα,

(1.6)

onde A : D(A) ⊂ X → X é um operador setorial em um espaço de Banach X tal que
Re σ(A) > 0 e F : Xα → X é um operador não-linear Lipschitz contínuo em subconjuntos
limitados de Xα para α ∈ [0, 1).

Definição 1.3.1. Sejam X um espaço de Banach, α ∈ [0, 1) e u0 ∈ Xα. Se para algum
τ > 0 a função u ∈ C([0, τ), Xα) satisfaz
(i) u(0) = u0;
(ii) u ∈ C1((0, τ), X);
(iii) u(t) ∈ D(A) para todo t ∈ (0, τ);
(iv) a equação (1.6) é satisfeita em X para todo t ∈ (0, τ),
então u é dita uma solução local (Xα-solução local) de (1.6).
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Teorema 1.3.2 (Existência Local de Soluções). Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador
setorial em um espaço de Banach X, tal que Re σ(A) > 0 e para algum α ∈ [0, 1),
F : Xα → X é Lipschitz contínua em subconjuntos limitados de Xα. Para cada
u0 ∈ Xα, existe uma única solução em Xα, u = u(t, u0), de (1.6) definida sobre
um intervalo maximal de existência [0, τu0) que ou τu0 = +∞ ou se τu0 < ∞, então
lim sup

t→τ−
u0

∥u(t, u0)∥Xα = +∞.

Demonstração. Ver [20, p. 55].

Em decorrência das imersões dos espaços de potências fracionárias (Proposição
1.2.16), se F : Xα → X é Lipschitz contínua em subconjuntos limitados deXα (α ∈ [0, 1)),
segue que F também possui esta propriedade vista como uma aplicação de Xβ em X
para cada β ∈ [α, 1). O que nos possibilita extender resultados de soluções de Xα para os
espaços Xβ com β ∈ [α, 1). Assim sendo, como consequência do Teorema 1.3.2, tem-se:

Corolário 1.3.3. Sob as hipóteses do Teorema 1.3.2, para cada β ∈ [α, 1) e u0 ∈ Xβ,
existe uma única solução u = u(t, u0) em Xβ definida no seu intervalo maximal de
existência [0, τu0).

Lema 1.3.4 (Fórmula Integral de Cauchy (ou Fórmula da Variação das Constantes)).
Sejam A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial em um espaço de Banach X, tal que
Re σ(A) > 0 e para algum α ∈ [0, 1), F : Xα → X é Lipschitz contínua em subconjuntos
limitados de Xα e u ∈ C([0, τ), Xα). Então u é uma solução local de (1.6) se, e somente
se, u satisfaz em X a seguinte equação integral

u(t) = e−Atu0 +
t∫

0

e−A(t−s)F (u(s)) ds, t ∈ [0, τ). (1.7)

Demonstração. Ver [20, p. 57].

Corolário 1.3.5. Sob as hipóteses do Lema 1.3.4, se u satisfaz em X a equação integral
(1.7), então u ∈ C([0, τ), X1) e u̇ ∈ C([0, τ), Xγ), γ ∈ [0, 1).

Ainda no contexto de soluções locais, a proposição a seguir nos mostra que as
soluções do (1.6) que se originam em um subconjunto limitado B existem e mantêm-se
em B até ao menos um tempo τB > 0 (para mais detalhes veja [20, p. 66]).

Proposição 1.3.6. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial em um espaço de
Banach X, tal que Re σ(A) > 0 e para algum α ∈ [0, 1), F : Xα → X é Lipschitz contínua
em subconjuntos limitados de Xα. Então para qualquer conjunto limitado B ⊂ Xα existe
um tempo τB > 0 tais que as soluções u = u(t, u0) de (1.6) com u0 ∈ B existem e são
limitadas em Xα uniformemente para t ∈ [0, τB] e u0 ∈ B.

Definição 1.3.7. Uma função u = u(t) é chamada solução global (Xα-solução global)
de (1.6) satisfaz as condições da Definição 1.3.1 com τ = +∞.

Tendo em vista o teorema de existência local de soluções (Teorema 1.3.2) para provar
solvabilidade global do (1.6) é suficiente mostrar que a norma ∥u(t, u0)∥Xα não “explode”
em um tempo finito T . Em outras palavras,

∀ T > 0 lim sup
t→T −

∥u(t)∥Xα < +∞.
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Vários critérios para a existência de soluções globais estão ligados, em geral, com
uma limitação apropriada no crescimento do termo não–linear F . Como, por exemplo:
Exemplo 1.3.8. Seja C uma constante positiva e v ∈ Xα qualquer. Se F satisfaz a
condição de crescimento sublinear, isto é,

∥F (v)∥X ≤ C(1 + ∥v∥Xα),

então o problema (1.6) admite solução global. (Ver [20, p. 70]).

Se u = u(·, u0) é uma solução global do problema (1.6), pode-se considerar a família
de operadores {T (t) : t ≥ 0}, atuando em Xα, dado via a seguinte relação

T (t)u0 := u(t, u0), u0 ∈ Xα, t ≥ 0.

Da unicidade e continuidade das soluções do problema (1.6) com relação aos dados
iniciais, segue que a família {T (t) : t ≥ 0} possui as seguintes propriedades:
• T (0) = I;
• T (t+ s) = T (t)T (s), t, s ≥ 0;
• a aplicação [0,+∞) ×Xα ∋ (t, x) 7→ T (t)x ∈ Xα é contínua.

A família {T (t) : t ≥ 0} é chamada semigrupo não-linear (ou, ainda, sistema
dinâmico) associado a (1.6) e, tendo em vista o Lema 1.3.4, pode-se caracterizar estes
operadores da seguinte forma:

T (t)u0 = e−Atu0 +
t∫

0

e−A(t−s)F (T (s)u0) ds, u0 ∈ Xα.

Teorema 1.3.9. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador setorial em um espaço de
Banach X, tal que Re σ(A) > 0 e para algum α ∈ [0, 1), F : Xα → X é Lipschitz
contínua em subconjuntos limitados de Xα. Se A possui resolvente compacto e a relação
T (t)u0 := u(t, u0) define um C0-semigrupo de soluções globais de (1.6), então, para cada
t > 0, T (t) é uma aplicação compacta em Xα.

Demonstração. Ver [20, p. 80].

1.4 Atratores para Semigrupos Não Lineares
Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo não-linear em L(X).

Definição 1.4.1. Para cada x ∈ X, define-se a órbita positiva γ+(x) por x como sendo
γ+(x) := {T (t)x : t ≥ 0}. E, ainda, para s > 0 a órbita positiva por x no instante s é
dada por γ+

s (x) := {T (t)x : t ≥ s}.
Para cada x ∈ X, uma solução para trás por x é uma aplicação contínua ϕ :

(−∞, 0] → X tal que ϕ(0) = x e, para cada s ≤ 0, tem-se T (t)ϕ(s) = ϕ(t + s) para
0 ≤ t ≤ −s. Uma solução global por x é uma aplicação contínua ϕ : R → X tal que
ϕ(0) = x e, para cada s ≤ 0, tem-se T (t)ϕ(s) = ϕ(t+ s) para t ≥ 0.

Observe que como a imagem de T (t) pode não ser todo o espaço X, logo a existência
de uma solução para trás ou uma solução global está condicionada a escolha de x. Além
disso, como T (t) não é necessariamente injetivo para todo t > 0 uma solução para trás
pode não ser única.
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Definição 1.4.2. Define-se a órbita negativa γ−(x) por x como sendo

γ−(x) :=
⋃
t≥0

H(t, x),

onde

H(t, x) = {y ∈ X : existe uma solução para trás por x, dada por ϕ : (−∞, 0] → X

com ϕ(0) = x e ϕ(−t) = y} .

Além disso, para s > 0 a órbita negativa de x no instante S é dada por γ−
s (x) := ⋃

t≥s
H(t, x).

Definição 1.4.3. A órbita completa por x (se existir órbita negativa por x) é definida
por

γ(x) := γ+(x) ∪ γ−(x).

Para qualquer subconjunto B ⊂ X, tem-se que as órbitas positiva, negativa e
completa por B (se existir a órbita negativa para cada x ∈ B), são dadas por

γ+(B) :=
⋃

x∈B

γ+(x), γ−(B) :=
⋃

x∈B

γ−(x) e γ(B) :=
⋃

x∈B

γ(x),

respectivamente.
Considere, ainda, a seguintes notações para s > 0 fixado

γ+
s (B) :=

⋃
x∈B

γ+
s (x) e γ−

s (B) :=
⋃

x∈B

γ−
s (x).

Definição 1.4.4. Para qualquer B ⊂ X, os conjuntos ω-limite e α-limite de B são
definidos, respectivamente, por

ω(B) :=
⋂
s≥0

γ+
s (B) e α(B) :=

⋂
s≥0

γ−
s (B).

Para um subconjunto B ⊂ X, vale destacar a seguinte caracterização do conjunto
ω-limite de B:

ω(B) =
{
y ∈ X : ∃ {tn} ⊂ [0,+∞), tn n→∞−→ ∞ e {xn} ⊂ B, y = lim

n→∞
T (tn)xn

}
.

Definição 1.4.5. A semi-distância de Hausdorff, denotada por dist(A,B), entre dois
subconjuntos A e B de um espaço métrico (X, d) é dada por

dist(A,B) := sup
x∈A

inf
y∈B

d(x, y).

Definição 1.4.6. Sejam A e B subconjuntos de X.
(i) Diz-se que A atrai B sob a ação do semigrupo {T (t) : t ≥ 0} se lim

t→∞
dist(T (t)B,A) =

0;
(ii) Diz-se que A absorve B sob a ação do semigrupo {T (t) : t ≥ 0} se existe t0 ≥ 0 tal
que T (t)B ⊂ A para todo t ≥ t0;
(iii) Diz-se que um subconjunto A de X é invariante sob a ação do semigrupo
{T (t) : t ≥ 0} se T (t)A = A para todo t ≥ 0.

Os conjuntos α e ω-limites de qualquer subconjunto de X são invariantes.
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Definição 1.4.7 (Atrator Global). Um subconjunto A de X é chamado de atrator
global para um semigrupo {T (t) : t ≥ 0}, se é compacto, invariante e atrai subconjuntos
limitados de X sob a ação deste semigrupo.

Da definição de atrator global pode-se destacar alguns pontos: a compacidade do
atrator implica que ele é um subconjunto topologicamente pequeno de X e, ainda, devido
a completude pode-se extrair subsequências convergentes de cada sequência no atrator. A
propriedade de atrair subconjuntos limitados mostra que o comportamento assintótico do
sistema acontece próximo do atrator. E, por fim, a propriedade de invariância do atrator
diz que ele é um objeto que possui dinâmica independente.

Observe que o atrator global para um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é único. De fato, se
A1 e A2 são atratores globais para um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} então

dist(A1,A2) = dist(T (t)A1,A2) t→∞−→ 0,

e, portanto A1 ⊂ A2. De maneira análoga, tem-se que A2 ⊂ A1.

Definição 1.4.8. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo.
(i) Diz-se que {T (t) : t ≥ 0} é assintoticamente compacto, se para cada subconjunto
fechado, limitado e não-vazio B ⊂ X para o qual T (t)B ⊂ B, existe um compacto KB ⊂ B
que atrai B;
(ii) Diz-se que {T (t) : t ≥ 0} é eventualmente limitado, se para cada subconjunto
limitado B ⊂ X existe tB ≥ 0 tal que γ+

tB
é limitada. E, {T (t) : t ≥ 0} é dito limitado,

se γ+
B é limitada sempre que B for limitado;

(iii) Diz-se que {T (t) : t ≥ 0} é ponto dissipativo (limitado dissipativo), se existe um
subconjunto limitado B ⊂ X que atrai pontos (subconjuntos limitados) de X.

Os próximos teoremas caracterizam os semigrupos que possuem atrator global.

Teorema 1.4.9. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é eventualmente limitado, ponto dissipativo
e assintoticamente compacto se, e somente se, {T (t) : t ≥ 0} possui um atrator global A.

Demonstração. Ver, por exemplo, Corolário 1.1.3 em [20, p. 10].

Teorema 1.4.10. Seja {T (t) : t ≥ 0} um C0-semigrupo. Se {T (t) : t ≥ 0} é compacto e
ponto dissipativo, então {T (t) : t ≥ 0} possui um atrator global A.

Demonstração. Ver [20, p. 13].

1.4.1 Estrutura Gradiente
Nesta subseção consideraremos os semigrupos chamados gradientes e veremos que

seus atratores podem ser caracterizados como a variedade instável de seu conjunto de
equilíbrio.

Definição 1.4.11. Diz-se que u∗ ∈ Xα é um ponto de equilíbrio (ou solução
estacionária) para o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} se é um ponto fixo da aplicação T (t)
para cada t ≥ 0, isto é, T (t)u∗ = u∗ para cada t ≥ 0. Denotamos por E o conjunto de
todos os pontos de equilíbrio para {T (t) : t ≥ 0}.
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Definição 1.4.12. Um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} possui estrutura gradiente se existe
uma função contínua V : Xα → R, chamada de função de Lyapunov, com as seguintes
propriedades:
(i) Para cada u ∈ Xα a aplicação t ∈ [0,∞) 7→ V (T (t)u) ∈ R é não-crescente;
(ii) Para cada u ∈ Xα tal que V (T (t)u) = V (u) para todo t ≥ 0, tem-se u ∈ E .

Definição 1.4.13. Para u∗ ∈ E , a variedade instável e estável para u∗ são definidas,
respectivamente, por

W u(u∗) = {u ∈ Xα : existe uma solução global ξ para {T (t) : t ≥ 0}

satisfazendo ξ(0) = u e tal que lim
t→−∞

∥ξ(t) − u∗∥Xα = 0
}

;

W s(u∗) =
{
u ∈ Xα : lim

t→∞
∥T (t)u− u∗∥Xα = 0

}
.

A variedade instável local (e estável local) para u∗ são definidas, respectivamente, por

W u
loc(u∗) = {u ∈ Xα : existe uma solução global ξ para {T (t) : t ≥ 0} satisfazendo

ξ(0) = u e tal que dist(ξ(t), u∗) ≤ δ, t ≥ 0, lim
t→−∞

∥ξ(t) − u∗∥Xα = 0
}

;

W s
loc(u∗) =

{
u ∈ Xα : dist(T (t)u, u∗) ≤ δ, t ≥ 0, lim

t→∞
∥T (t)u− u∗∥Xα = 0

}
,

para algum δ > 0.

Teorema 1.4.14. Se {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo gradiente com atrator global A e
número finito de pontos de equilíbrio, a dizer E =

{
u∗

0, · · ·, u∗
n0

}
, então A é dado por

A =
n0⋃
i=1

W u(u∗
i ). (1.8)

Demonstração. Ver [29, p. 51].

O resultado acima mostra que se {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo gradiente com
atrator global A e número finito de pontos de equilíbrio a estrutura de A e sua
dinâmica assintótica são bem determinadas, e para esta classe de semigrupos existe um
conhecimento detalhado quanto a estrutura dos atratores disponível na literatura. Um
atrator da forma (1.8) é denominado gradient-like.

Em geral, não se espera que uma perturbação de um semigrupo gradiente dê origem
a um novo semigrupo gradiente, uma vez que a principal dificuldade consiste em provar
que o problema perturbado possua uma função de Lyapunov. Isso nos leva a refletir sob
quais propriedades dinâmicas dos semigrupos garantam que eles possuam atratores do
tipo gradient-like e se estas são estáveis sobre pertubações. Em razão disto, definimos
o seguinte conceito de semigrupos gradient-like que generaliza o conceito de semigrupos
gradientes, mantendo suas propriedades dinâmicas essenciais.

Definição 1.4.15. Considere o semigrupo não-linear {T (t) : t ≥ 0} com um número finito
de pontos de equilíbrio, a dizer E =

{
u∗

0, · · ·, u∗
n0

}
. Seja

2κ0 = min
1≤i,j≤n0

i ̸=j

∥u∗
i − u∗

j∥Xα > 0.
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Seja δ0 < κ0, u∗ ∈ E e δ ∈ (0, δ0). Uma δ−cadeia de u∗ para u∗ é um subconjunto{
u∗

l1 , · · · , u∗
lk

}
de E , juntamente com {u1, · · ·, uk} um subconjuntos de pontos de Xα e

constantes {t1, s1, · · ·, tk, sk}, 0 < si < ti, 1 ≤ i ≤ k, k ≤ p, tal que ∥ui − u∗
li
∥Xα ≤ δ,

1 ≤ i ≤ k + 1, u∗ = u∗
l1 = u∗

lk
, dist(T (si)ui, E) > δ0 e ∥T (ti)ui − u∗

li+1∥ < δ, 1 ≤ i ≤ k.
Dizemos que u∗ ∈ E é recorrente por cadeias se existe δ0 > 0 e uma δ−cadeia de u∗

para u∗ para cada δ ∈ (0, δ0).

δ0

u3

δ

u1

u1

u2

δ0

δ

δ0

δ

δ0

δ

u∗
1T (t1)u1

T (s1)u1

u∗
2

T (t1)u1

T (s1)u1

u∗
1

T (t3)u3

T (s3)u3

u∗
3

T (t2)u2

T (s2)u2

Figura 1.2: Exemplos de δ−cadeia com p = 3 e p = 1.

Definição 1.4.16. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não-linear com um número finito
de pontos de equilíbrio, a dizer E =

{
u∗

0, · · ·, u∗
n0

}
, com atrator global A. Dizemos que

{T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo gradient-like se as seguintes condições são satisfeitas:
(G1) Dada uma solução global ξ : R → Xα em A, existem i, j ∈ {1, · · · , n0} tal que

lim
t→−∞

∥ξ(t) − u∗
i ∥Xα = 0 e lim

t→∞
∥ξ(t) − u∗

j∥Xα = 0;

(G2) E =
{
u∗

0, · · ·, u∗
n0

}
não contém nenhum ponto recorrente por cadeia.

As hipóteses (G1) e (G2) carregam importantes propriedades dinâmicas de um
semigrupo com uma função de Lyapunov. Segue de (G1) que A =

n0⋃
i=1

W u(u∗
i ), ou

seja, um semigrupo gradient-like é um semigrupo atrator gradient-like. Já (G2) nos
diz que nenhum número finito de órbitas pode gerar um contorno fechado. A maior
vantagem dessas hipóteses na função de Lyapunov é a estabilidade sobre pertubações.
Este fato nos permite obter uma caracterização de atratores de semigrupos que são
pequenas perturbações de semigrupos de gradiente, perturbar tais semigrupos novamente
e ainda ser capaz de caracterizar os atratores do semigrupo recentemente perturbado.
Antes de prosseguirmos com a análise dos atratores de semigrupos do tipo gradiente
sobre perturbação vamos estabelecer uma equivalência entre a condição (G2) e a ausência
de estruturas homoclínicas.
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Definição 1.4.17. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não linear com um número finito
de pontos de equilíbrio, a dizer E =

{
u∗

0, · · ·, u∗
n0

}
, com atrator global A. Uma estrutura

homoclínica em A é um conjunto
{
u∗

l1 , · · · , u∗
lk

}
⊂ E e um conjunto de soluções globais

{ξi : R → Xα : 1 ≤ i ≤ k} em A tal que, fazendo u∗
lk+1

:= u∗
l1 ,

lim
t→−∞

ξi(t) = u∗
li
, lim

t→∞
ξi(t) = u∗

li+1
, 1 ≤ i ≤ k.

ξ3(t)

u∗
l3

ξ2(t)

u∗
l2

u∗
l1

ξ1(t)

Figura 1.3: Exemplo de estrutura homoclínica.

Lema 1.4.18. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não linear com um número finito
de pontos de equilíbrio, a dizer E =

{
u∗

0, · · ·, u∗
n0

}
, com atrator global A. Se

{T (t) : t ≥ 0} satisfaz (G1), então (G2) é satisfeita se e somente se A não possui
estruturas homoclínicas.

Demonstração. Ver [16, Lema 2.2].

Definição 1.4.19. Diz-se que o semigrupo {Tη(·) : t ≥ 0} é coletivamente assintotica-
mente compacto se, dada uma sequência {ηk}k∈N com ηk

k→∞−→ 0, uma sequência limitada
{uk}k∈N em Xα e uma sequência {tk}k∈N de números não negativos com tk

k→∞−→ ∞, então
Tηk

(tk)uk
k→∞−→ 0 é relativamente compacta.

A maior vantagem dos semigrupos gradient-like sobre os semigrupos gradientes é
a estabilidade sob perturbações. O resultado a seguir assegura que as hipóteses (G1) e
(G2) são estáveis sob pertubações e esse fato possibilita uma caracterização dos atratores
de semigrupos que são pequenas perturbações de semigrupos gradientes, tais semigrupos
perturbados são capazes de fornecer uma caracterização do atrator do semigrupo não
perturbado.

Teorema 1.4.20. Seja {Tη(t) : t ≥ 0}, η ∈ [0, 1], uma família de semigrupos
coletivamente assintoticamente compacto, que satisfaz:
(i) Para cada η ∈ [0, 1], {Tη(t) : t ≥ 0} possui um atrator global Aη e

⋃
η∈[0,1]

Aη é limitado;

(ii) {T0(t) : t ≥ 0} um semigrupo não linear gradient-like com um número finito de pontos
de equilíbrio, a dizer E0 =

{
u∗

0,1, · · ·, u∗
0,n0

}
;
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(iii) {Tη(t) : t ≥ 0} possui um número finito de pontos de equilíbrio, Eη =
{
u∗

η,1, · · ·, u∗
η,n0

}
,

para todo η ∈ [0, 1], e sup
1≤i≤n0

∥u∗
η,i − u∗

0,i∥Xα
η→0−→ 0;

(iv) ∥Tη(t)u− T0(t)u∥Xα
η→0−→ 0 uniformemente para em t em subconjuntos compactos de

[0,∞) e para u em subconjuntos compactos de Xα;
(v) Existe δ > 0 tal que, se uma solução ξη em Aη é tal que ∥ξη(t) − u∗

η,i∥Xα ≤ δ para
todo t ≥ t0 (ou, para todo t ≤ t0), t0 ∈ R, então ξη(t) t→∞−→ u∗

η,i (ou ξη(t) t→−∞−→ u∗
η,i).

Então, existe η0 > 0 tal que, para todo η ∈ [0, η0], o semigrupo não linear
{Tη(t) : t ≥ 0} é gradient-like.

Demonstração. Ver [18, Teorema 5.26].

Corolário 1.4.21. Sob as hipóteses do Teorema 1.4.20, existe η0 > 0, tal que

Aη =
n0⋃
i=1

W u(u∗
η,i), para todo η ∈ [0, η0].

Observação 1.4.22. Até este ponto não usamos hiperbolicidade dos pontos de equilíbrio
u∗

i , 1 ≤ i ≤ n0. Sendo assim, os resultados são válidos em alguns casos sem
a hiperbolicidade. Nas aplicações, a hiperbolicidade dos pontos de equilíbrio para
{T0(t) : t ≥ 0} é usada para provar as condições (iii) e (v) do Teorema 1.4.20.

Adaptando a definição de semigrupo gradient-like, podemos substituir o conjunto
finito de equilíbrios por uma família de conjuntos disjuntos invariantes isolados, e as provas
são similares.

Com o intuito de obter atratores globais, cuja atração é do tipo exponencial, isto é,
atratores globais exponenciais, seguimos o realizado em [1, 15, 30].

Definição 1.4.23. Dizemos que Ξ =
{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
é uma família de conjuntos

invariantes isolados se existe δ > 0 tal que O(Ξ∗
i )
⋂O(Ξ∗

j) = ∅, ≤ i < j ≤ p, e
Ξ∗

i é o subconjunto invariante maximal de O(Ξ∗
i ) := {z ∈ Xα : dist(z,Ξ∗

i ) < δ}.

Definição 1.4.24. Dizemos que a família Ξ =
{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
de conjuntos invariantes

isolados atrai pontos de Xα, se a união ⋃
Ξ∗

i ∈Ξ
Ξ∗

i atrai cada ponto de Xα.

Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não-linear com atrator global A que contém uma
família finita de conjuntos disjuntos invariantes isolados Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
.

Definição 1.4.25. Sejam δ̃ e δ0 ∈ (0, δ̃) fixados. Para Ξ∗ ∈ Ξ e δ ∈ (0, δ0) uma δ−cadeia
de Ξ∗ para Ξ∗ é uma sequência

{
Ξ∗

li
, · · · ,Ξ∗

lk

}
⊂ Ξ, uma sequência de números reais

t1, κ1, · · · , tk, κk, 1 ≤ i ≤ k, k ≤ p, e uma sequência de pontos ui, 1 ≤ i ≤ k, tais que ui ∈
Oδ(Ξ∗

li
), T (κi)ui /∈ Oδ0(

k⋃
i=1

(Ξ∗
li
)) e T (ti)ui ∈ Oδ(Ξ∗

li+1
), 1 ≤ i ≤ k, com Ξ∗ = Ξ∗

lk+1
= Ξ∗

l1 .

Diremos, ainda, que Ξ∗ ∈ Ξ é recorrente por cadeias, se existe δ0 ∈ (0, δ̃) e δ−cadeias
de Ξ∗ para Ξ∗ para cada δ ∈ (0, δ0).

Definição 1.4.26. Considere {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não-linear com atrator global
A. Dizemos que {T (t) : t ≥ 0} é um semigrupo gradient-like generalizado, se existe
uma família Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
de conjuntos invariantes isolados em A, tal que



Atratores para Semigrupos Não Lineares 43

(GG1) Para cada solução global ξ : R → Xα, existem 1 ≤ i, j ≤ p, tais que

lim
t→−∞

dist(ξ(t),Ξ∗
i ) = 0 e lim

t→∞
dist(ξ(t),Ξ∗

j) = 0;

(GG2) Os elementos de Ξ =
{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
não são recorrentes por cadeias.

Definição 1.4.27. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não-linear com um número finito de
conjuntos invariantes isolados Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
e com atrator global A. Uma estrutura

homoclínica em A é um conjunto {Ξ∗
1, · · · ,Ξ∗

k} ⊂ Ξ e um conjunto de soluções globais
{ξi : R → Xα, 1 ≤ i ≤ k} em A tal que, fazendo Ξ∗

k+1 = Ξ∗
1,

lim
t→−∞

dist(ξi(t),Ξ∗
i ) = 0 e lim

t→∞
dist(ξi(t),Ξ∗

i+1) = 0, 1 ≤ i ≤ k.

Lema 1.4.28. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo gradient-like generalizado. Então o
atrator A para {T (t) : t ≥ 0} não contém estruturas homoclínicas.

Demonstração. Ver [16, Lema 2.10].

Como antes também introduzimos o conceito de variedades instáveis e estáveis.

Definição 1.4.29. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo. A variedade instável e estável
para um conjunto invariante isolado Ξ∗ são definidas, respectivamente, por

W u(Ξ∗) = {u ∈ Xα : existe uma solução global ξ para {T (t) : t ≥ 0} com

ξ(0) = u e tal que lim
t→−∞

dist(ξ(t),Ξ∗) = 0
}

;

W s(u∗) =
{
u ∈ Xα : lim

t→∞
dist(T (t)u,Ξ∗) = 0

}
.

A variedade instável local para um conjunto invariante isolado Ξ∗ é definida por

W u
loc(Ξ∗) = {u ∈ W u(Ξ∗) ∩ Oδ(Ξ∗) : existe uma solução global ξ para {T (t) : t ≥ 0} com

ξ(0) = u e tal que lim
t→−∞

dist(ξ(t),Ξ∗) = 0 e ξ(t) ∈ Oδ(Ξ∗), t ≤ 0
}
,

para algum δ > 0.

Definição 1.4.30. Dizemos que um semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é exponencialmente
ponto dissipativo, se dada uma família Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
de conjuntos invariantes

isolados que atrai pontos de Xα e para cada Ξ∗
i ∈ Ξ, existam constantes positivas C0, ρ0

e δ0, tais que

dist(T (t)u0,W
u
loc(Ξ∗

i )) ≤ C0e
−ρ0t, (1.9)

sempre que u0 ∈ Oδ0(Ξ∗
i ) e γ[0,t](u0) ⊂ Oδ0(Ξ∗

i ) para todo t ≥ 0.

Teorema 1.4.31. Suponha que as seguintes condições sejam válidas:
(i) O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é gradient-like generalizado e assintoticamente compacto
com órbitas limitadas de conjuntos limitados e com uma família de conjuntos disjuntos
isolados invariantes Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
;

(ii) A família de conjuntos invariantes isolados Ξ =
{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
atrai pontos de Xα;
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(iii) O semigrupo {T (t) : t ≥ 0} satisfaz uma condição de Lipschitz da forma

d(T (t)w1, T (t)w2) ≤ ceLtd(w1, w2),

para todos B ⊂ Xα limitado e w1, w2 ∈ B, onde c, L são constantes positivas;
(iv) Cada elemento Ξ∗

i ⊂ Ξ verifica a propriedade (1.9 ).
Então o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} é exponencialmente limitado dissipativo. Em

outras palavras, existe um atrator global A que atrai exponencialmente, da seguinte
maneira, existem ρ > 0 e C > 0, tais que

dist(T (t)B,A) ≤ Ce−ρt, para todo t > 0.

Demonstração. Ver [15, Teorema 2.16].

Teorema 1.4.32. Considere o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} gradient-like generalizado e
assintoticamente compacto com uma família de conjuntos disjuntos isolados invariantes
Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
que atrai pontos de Xα, onde cada elemento Ξ∗

i ⊂ Ξ verifica a
propriedade (1.9 ) e que qualquer ponto v0 existe uma bola Oδ(v0)(v0) tal que γ+(Oδ(v0)(v0))
seja limitado e, para algumas constantes c0 e L0 > 0, temos

d(T (t)w1, T (t)w2) ≤ c0e
L0td(w1, w2), (1.10)

para todos w1, w2 ∈ γ+(Oδ(v0)(v0)) e t ≥ 0. Então o semigrupo é localmente compacto
dissipativo. Em particular, existe um conjunto (maximal) compacto invariante J que
atrai exponencialmente uma vizinhança de um conjunto compacto dado, ou seja, dado
K ⊂ Xα existe um conjunto aberto O(K) contendo K tal que

dist(T (t)O(K), J) ≤ Ce−ρt, t > 0.

Demonstração. Ver [15, Teorema 2.18].

Teorema 1.4.33. Considere o semigrupo {T (t) : t ≥ 0} gradient-like generalizado,
compacto e que satisfaça a propriedade (1.10 ). Assuma, ainda, que exista uma família
de conjuntos disjuntos isolados invariantes Ξ =

{
Ξ∗

1, · · · ,Ξ∗
p

}
que atrai pontos de Xα,

onde cada elemento Ξ∗
i ⊂ Ξ verifica a a propriedade (1.9 ). Então, {T (t) : t ≥ 0} é

exponencialmente limitado dissipativo.

Demonstração. Ver [15, Teorema 3.9].

Teorema 1.4.34. Seja {Tη(t) : t ≥ 0}, η ∈ [0, 1], uma família de semigrupos
coletivamente assintoticamente compacto, que satisfaz:
(i) Para cada η ∈ [0, 1], {Tη(t) : t ≥ 0} possui um atrator global Aη;
(ii) {T0(t) : t ≥ 0} é um semigrupo gradient-like generalizado;
(iii) A possui um número finito de conjuntos invariantes isolados, Ξη =

{
Ξ∗

η,1, · · · ,Ξ∗
η,n0

}
,

para todo η ∈ [0, 1], que se comportam semicontínua superiormente e inferiormente
quando η → 0, isto é,

sup
1≤i≤p

[
dist(Ξ∗

η,i,Ξ∗
0,i) + dist(Ξ∗

0,i,Ξ∗
η,i)
]

η→0−→ 0.

Adicionalmente, existem δ > 0 e η0 > 0 tais que somente as soluções globais contidas em
Bδ(Ξ∗

η,i) estão em Ξ∗
η,i, 1 ≤ i ≤ p, 0 ≤ η ≤ η0;
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(iv) d(Tη(t)u, T0(t)u) η→0−→ 0 para cada t ≥ 0 e uniformemente para u em subconjuntos
compactos de Xα;
(v) Existe δ > 0 e η0 ∈ (0, 1] tais que, se η < η0, ξη : R → Xα é uma solução global
em Aη, e d(ξη(t),Ξ∗

η,i) < δ para todo t ≤ 0 (d(ξη(t),Ξ∗
η,i) < δ para todo t ≥ 0), então

d(ξη(t),Ξ∗
η,i)

t→−∞−→ 0 (d(ξη(t),Ξ∗
η,i)

t→∞−→ 0).
Então, existe η0 > 0 tal que, para todo η ∈ [0, η0], {Tη(t) : t ≥ 0} é um semigrupo

gradient-like generalizado. Consequentemente, existe η0 > 0 tal que

Aη =
p⋃

i=1
W u(Ξ∗

η,i), para todo η ∈ [0, η0].

Demonstração. Ver [16, Teorema 2.13].

Corolário 1.4.35. Assumindo as hipóteses do Teorema 1.4.34 e Teorema 1.4.31 para
cada η ∈ [0, 1], para cada subconjunto limitado B ⊂ Xα, existe η0 > 0 e uma constante
c(B) > 0 tal que

d(Tη(t)u0,Aη) ≤ c(B)e−ρt, para todos u0 ∈ B, η ∈ [0, η0] e t ≥ 1.

Em acordo com [2, 17, 19] seguindo o desenvolvido em [30] se considerarmos que
{T0(t) : t ≥ 0} possui um atrator gradient-like A0 e que todas suas soluções estacionárias
sejam hiperbólicas, então {Tη(t) : t ≥ 0} possui um atrator Aη e com uma propriedade
de continuidade de semigrupos será possível mostrar que os atratores Aη comportam
continuamente quando η → 0, ou seja,

dist(Aη,A0) + dist(A0,Aη) η→0−→ 0.

1.4.2 Continuidade dos Atratores
Esta subseção visa entender a continuidade dos atratores relativo a pertubações no

semigrupo, estabelecendo condições para que os atratores se comportem continuamente
quando houver estas pertubações. Para este fim, considere a seguir (X, d) um espaço
métrico e Λ um espaço topológico.

Definição 1.4.36. Sejam {Aη}η∈Λ uma família de subconjuntos de X.
(i) Diz-se que {Aη}η∈Λ é semicontínua superiormente em η0 se

dist(Aη,Aη0) = sup
xη∈Aη

d(xη,Aη0) η→η0−→ 0;

(ii) Diz-se que {Aη}η∈Λ é semicontínua inferiormente em η0 se

dist(Aη0 ,Aη) = sup
x∈Aη0

d(x,Aη) η→η0−→ 0;

(iii) Diz-se que {Aη}η∈Λ é contínua em η0 se for semicontínua superiormente e
inferiormente.
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Lema 1.4.37. Seja {Aη}η∈Λ uma família de subconjuntos de X.
(i) Se toda sequência {xηn} , com xηn ∈ Aηn, ηn → η0 possui uma subsequência com limite
pertencendo a Aη0, então {Aη}η∈Λ é semicontínua superiormente em η0;
(ii) Se Aη0 é compacto e para cada x0 ∈ Aη0 existe uma sequência {xηn} com xηn ∈ Aηn

ηn → η0 que converge para x, então {Aη}η∈Λ é semicontínua inferiormente em η0.

Demonstração. Ver [19, Lema 1.1].

Teorema 1.4.38. Suponha que o conjunto ⋃
η∈Λ

Aη seja compacto em X e que para qualquer

xη
η→η0−→ xη0 em X, (xη ∈ Aη, η ̸= η0), tal que ∥Tη(t)xη − Tη0(t)xη0∥ → 0 quando η → η0

para todo t ∈ [0,∞). Então, a família de atratores {Aη}η∈Λ é semicontínua superiormente
em η = η0.

Demonstração. Ver [19, Teorema 1.1].

Teorema 1.4.39. Para η ∈ [0, 1], considere a família de semigrupos {Tη(t) : t ≥ 0} , que
satisfaz:
(i) Para cada η ∈ [0, 1], {Tη(t) : t ≥ 0} possui um atrator global Aη;
(ii) A família {Tη(t) : t ≥ 0} possui um número finito de soluções estacionárias Eη ={
u∗

η,1, · · ·, u∗
η,n0

}
, para todo η ∈ [0, 1], e sup

1≤i≤n0

∥u∗
η,i − u∗

0,i∥Xα
η→0−→ 0;

(iii) Existe δ > 0 tal que
{
W u(u∗

η,i) ∩Bδ(u∗
0,i); η ∈ [0, 1]

}
é semicontínua inferiormente

em η = 0;
(iv) d(Tη(t)u, T0(t)u) η→0−→ 0 para cada t ≥ 0 e uniformemente para u em subconjuntos
compactos de X;
(v) Suponha que A0 =

n0⋃
i=1

W u(u∗
0,i);

Então, a família de atratores {Aη}η∈Λ é semicontínua inferiormente em η = 0.

Demonstração. Ver [6, Teorema 1.74].

Corolário 1.4.40. Sob as hipóteses dos Teoremas 1.4.20 e 1.4.39 a família de atratores
{Aη}η∈Λ é semicontínua inferiormente em η = 0 e existe η0 > 0 tal que

Aη =
n0⋃

i=1
W u(u∗

η,i), para todo η ∈ [0, η0].

Definição 1.4.41. Seja {T (t) : t ≥ 0} um semigrupo não linear com atrator A. Dizemos
que A é um atrator exponencial, se existem ρ > 0 e para cada subconjunto limitado
B ⊂ X uma constante C(B) > 0 tal que

dist(T (t)B,A) ≤ C(B)e−ρt, para todo t ≥ 0.

O resultado a seguir assegura que a atração exponencial uniforme garante que a
taxa de convergência dos semigrupos não lineares determina a taxa de convergência dos
semigrupos.

Teorema 1.4.42. Seja {Tη(t) : t ≥ 0} um família de semigrupos não lineares com
atratores globais Aη, η ∈ [0, 1]. Suponha, ainda, que existam η0 > 0, ρ > 0 e um conjunto
limitado B0 ⊃ ⋃

η∈[0,η0]
Aη, tais que para cada B ⊂ X limitado, exista uma constante
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C(B) > 0, tal que os atratores Aη sejam exponenciais para todos η ∈ [0, 1] e t ≥ 1.
Suponha, também, que existam c, L > 0, tais que

d(Tη(t)u, T0(t)v) ≤ ceLt(d(u, v) + η), para todos u, v ∈ B0, η ∈ [0, η0] e t ≥ 1.

Então,

dist(Aη,A0) + dist(A0,Aη) ≤ Cη
ρ

ρ+L , para alguma constante c > 0.

Demonstração. Ver [5, Teorema 8.2.2].

1.5 Convergência Compacta
Considere {Zε}ε∈[0,1] uma família de espaços de Banach e Eε : Z0 → Zε operadores

lineares com
∥Eεu∥Zε

ε→0−→ ∥u∥Z0
, para todo u ∈ Z0.

Os operadores Eε são chamados de extensões. E, ainda, existem ε0 > 0 e M > 0
independentes de ε tais que ∥Eεu∥Zε

≤ M ∥u∥Z0
, para todo u ∈ Z0 e ε ∈ [0, ε0] (Veja

[39]).

Definição 1.5.1. Uma família {uε}ε∈(0,1] E−converge para u se ∥uε − Eεu∥Zε
→ 0

quando ε → 0 e, usaremos a notação uε
E−→ u.

Definição 1.5.2. Uma sequência {uεn}n∈N com uεn ∈ Zεn e εn → 0 é relativamente
compacta (ou pré-compacta) se para cada subsequência

{
uεnk

}
existe uma

subsequência
{
uεnk′

}
e um elemento u ∈ Z0 tal que uεnk′

E−→ u. A família {uε}ε∈(0,1]
é dita relativamente compacta (ou pré-compacta) se toda sequência {uεn}n∈N em
{uε}ε∈(0,1] com εn → 0 é relativamente compacta.

Definição 1.5.3. Uma família de operadores {Bε ∈ L(Zε)}ε∈(0,1] converge para B0 ∈
L(Z0) quando ε → 0, se Bεuε

E−→ B0u sempre que uε
E−→ u e, usaremos a notação

Bε
EE−→ B0.

Definição 1.5.4. Uma família de operadores compactos {Bε ∈ L(Zε)}ε∈(0,1] converge
compactamente para um operador compacto B0 ∈ L(Z0), se Bε

EE−→ B0 e para qualquer
família limitada

{
uε ∈ Zε : ∥uε∥Zε

= 1
}

ε∈(0,1]
, a família {Bεuε}ε∈(0,1] é relativamente

compacta e, usaremos a notação Bε
CC−→ B0.

Lema 1.5.5. Seja {Bε ∈ L(Zε)}ε∈(0,1] de modo que Bε
CC−→ B0 quando ε → 0. Então,

(i) ∥Bε∥L(Zε) ≤ C para alguma constante C > 0, independente de ε;
(ii) Suponha que N(I +B0) = {0}, então existem ε0 > 0 e M > 0 tais que∥∥∥(I +Bε)−1

∥∥∥
L(Zε)

≤ M, ∀ ε ∈ [0, ε0].

Demonstração. Ver [3, Lema 4.7].





CAPÍTULO 2

PROBLEMAS PARABÓLICOS EM UM
DOMÍNIO COM UM PEQUENO
BURACO

Este capítulo descreve o problema proposto e introduz os conceitos que serão
adequados para estudá-lo. A fim de analisar o comportamento assintótico de uma classe
de equações parabólicas em domínios com um pequeno buraco, este capítulo destina-se
assim, a explorar a existência de atratores globais para os semigrupos associados a tais
equações.

2.1 Introdução
Antes de enunciar de maneira precisa a classe de problemas parabólicos a ser tratada,

definamos a perturbação do domínio que estaremos considerando.
Seja Ω ⊂ Rn, n ≥ 3, um domínio limitado com fronteira ∂Ω ∈ C2, e ε ∈ (0, 1] um

parâmetro. Dados ω ⊂ Rn um domínio limitado com fronteira, ∂ω, suficientemente suave
e um ponto x0 ∈ Ω, considere

ωε =
{
x ∈ Rn : ε−1(x− x0) ∈ ω

}
.

Denota-se por Ωε o domínio obtido retirando-se um buraco ωε do domínio Ω, isto é,
Ωε := Ω\ωε, cuja fronteira é dada por ∂Ωε := ∂Ω ∪ ∂ωε.

Ωε

ωε

Ω

Figura 2.1: Representação do domínio Ωε.
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Considere a seguinte equação parabólica semilinear
∂uε

∂t
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂uε

∂xj

)
+ V (x)uε = f(uε), x ∈ Ωε, t > 0

uε = 0, x ∈ ∂Ωε.

(Pε)

Para 1 ≤ i, j ≤ n as funções aij, V : Ω → R satisfazem as seguintes condições:
(a) aij ∈ C1(Ω) e aij(x) = aji(x), para todo x ∈ Ω;
(b)Condição de elipticidade: existe constante ϑ0 > 0, tal que∑

1≤i,j≤n

aij(x)ξiξj ≥ ϑ0 |ξ|2 , ∀x ∈ Ω, ξ = (ξ1, · · · , ξn) ∈ Rn; (2.1)

(c) V ∈ C(Ω), tal que V (x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω;

A função f : R → R é uma função não linear que satisfaz:
(d) f ∈ C2(R);
(e) Condição de crescimento: para todo s ∈ R, existe constante ϑ1 > 0

|f ′(s)| ≤ ϑ1
(
1 + |s|γ−1

)
, onde 1 ≤ γ < n+2

n−2 , se n ≥ 3; (2.2)

(f) Condição de dissipatividade:

lim sup
|u|→+∞

f(u)
u

≤ 0, (2.3)

ou equivalentemente, para qualquer τ > 0 existe cτ tal que
uf(u) ≤ τu2 + cτ , ∀u ∈ R.

Em L2(Ωε) considere o operador, Aε : D(Aε) ⊂ L2(Ωε) → L2(Ωε), dado por

D(Aε) =
{
uε ∈ H2(Ωε) : uε = 0 em ∂Ωε

}
,

Aεuε = −
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(·)

∂uε

∂xj

)
+ V (·)uε.

Lema 2.1.1. O operador Aε é auto-adjunto.
Demonstração.
• Aε é um operador simétrico, isto é, para toda uε, vε ∈ D(Aε), tem-se

(Aεuε, vε)L2(Ωε) = (uε, Aεvε)L2(Ωε) .

De fato, para uε, vε ∈ D(Aε), segue que

(Aεuε, vε)L2(Ωε) = −
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

∂

∂xi

(
aij
∂uε

∂xj

)
vε dx+

∫
Ωε

V uεvε dx

= −
∑

1≤i,j≤n

∫
∂Ωε

aij
∂uε

∂xj

vε dS(x) +
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

aij
∂uε

∂xj

∂vε

∂xi

dx+
∫

Ωε

V uεvε dx

=
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

aij
∂vε

∂xi

∂uε

∂xj

dx+
∫

Ωε

uεV vε dx

= −
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

uε
∂

∂xj

(
aij
∂vε

∂xi

)
dx+

∫
Ωε

uεV vε dx = (uε, Aεvε)L2(Ωε) .
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• Aε é densamente definido em L2(Ωε), isto é, D(Aε) = L2(Ωε).
De fato, segue das imersões de Sobolev, que

C∞
0 (Ωε) ⊂ D(Aε) ⊂ L2(Ωε),

e usando as propriedades de fecho, tem-se
L2(Ωε) = C∞

0 (Ωε) ⊂ D(Aε) ⊂ L2(Ωε),
isto é, D(Aε) = L2(Ωε).

• R(Aε) = L2(Ωε).
Segue imediatamente da Seção 6.2.1 em [23], tomando β = min

{
ϑ0, inf

Ω
V
}

.
Portanto, segue do Teorema 13.11 - item (d) em [37], que o operador Aε é auto-adjunto.

Quando ε → 0, o “domínio limite” consiste no domínio Ω e a equação limite é dada
por 

∂u0

∂t
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂u0

∂xj

)
+ V (x)u0 = f(u0), x ∈ Ω, t > 0

u0 = 0, x ∈ ∂Ω.
(P0)

Em L2(Ω) considere o operador, A0 : D(A0) ⊂ L2(Ω) → L2(Ω), dado por

D(A0) =
{
u0 ∈ H2(Ω) : u0 = 0 em ∂Ω

}
,

A0u0 = −
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(·)

∂u0

∂xj

)
+ V (·)u0.

Analogamente a demonstração do Lema 2.1.1, segue o seguinte resultado
Lema 2.1.2. O operador A0 é auto-adjunto.

2.2 Existência do Atrator Global

2.2.1 O Problema no Domínio com Buraco (Pε)
Lema 2.2.1. O operador Aε é um operador setorial.
Demonstração. Segue do Lema 2.1.1 que o operador Aε é auto-adjunto e densamente
definido, assim basta mostrar que Aε é limitado inferiormente em L2(Ωε) e concluímos,
portanto, pela Proposição 1.2.11 que Aε é um operador setorial.

De fato, para uε ∈ D(Aε), segue que

(Aεuε, uε)L2(Ωε) = −
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

∂

∂xi

(
aij
∂uε

∂xj

)
uε dx+

∫
Ωε

V u2
ε dx

=
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

aij
∂uε

∂xj

∂uε

∂xi

dx+
∫

Ωε

V u2
ε dx

≥ ϑ0 ∥∇uε∥2
L2(Ωε) + inf

Ω
V ∥uε∥2

L2(Ωε)

≥ C ∥uε∥2
H1(Ωε) ≥ C ∥uε∥2

L2(Ωε) ,
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onde C = min
{
ϑ0, inf

Ω
V
}
. Portanto, Aε é limitado inferiormente em L2(Ωε).

Seja Xε = L2(Ωε). Desde que o operador Aε é um operador setorial segue que Aε

gera um semigrupo analítico
{
e−tAε : t ≥ 0

}
e suponha ainda que Re σ (Aε) > 0. Assim,

pode-se definir as potências fracionárias Aα
ε de Aε e com isso os respectivos espaços de

potências fracionárias Xα
ε := D(Aα

ε ) com α ≥ 0 munidos da norma do gráfico.
Observe que X1

ε = D(Aε) = H2(Ωε)∩H1
0 (Ωε), X0

ε = L2(Ωε) e X
1
2
ε = H1

0 (Ωε). Assim,
o problema (Pε) pode ser escrito como uma equação de evolução do tipo{

u̇ε + Aεuε = F (uε), t > 0
uε(0) = u0

ε ∈ X
1
2
ε ,

(2.4)

onde F : X
1
2
ε → Xε é o operador de Nemitskii associado a f , isto é, F (uε(t))x =

f(uε(t, x)).

Lema 2.2.2. Seja f : R → R uma função não-linear de classe C2. Se f satisfaz a
condição de crescimento (2.2) então F : X

1
2
ε → Xε é localmente Lipschitz contínuo. Além

disso, dado R > 0 existe uma constante C(R) > 0, tal que

∥F (uε)∥Xε
≤ C(R),

para toda uε ∈ BR :=
{
wε ∈ X

1
2
ε : ∥wε∥

X
1
2

ε

≤ R
}
.

Demonstração. Dados a, b ∈ R, para θ ∈ [0, 1] e 1 ≤ γ < n+2
n−2 , do Teorema do Valor Médio

e da condição (2.2), segue que

|f(a) − f(b)| = |f ′(θa+ (1 − θ)b)| |a− b|
≤ ϑ1

(
1 + |θa+ (1 − θ)b|γ−1

)
|a− b|

≤ ϑ1
(
1 + (|a| + |b|)γ−1

)
|a− b|

≤ ϑ1
(
1 + 2γ−2(|a|γ−1 + |b|γ−1)

)
|a− b|

≤ C1
(
1 + |a|γ−1 + |b|γ−1

)
|a− b| , (2.5)

onde C1 = max {ϑ1, 2γ−2}.
Para p > 1 tal que pγ = 2n

n−2 , mostremos que F : L
2n

n−2 (Ωε) → Lp(Ωε) é localmente
Lipschitz contínuo.

De fato, para uε, vε ∈ L
2n

n−2 (Ωε), de (2.5) segue que

∥F (uε) − F (vε)∥p
Lp(Ωε) =

∫
Ωε

|f(uε(x)) − f(vε(x))|p dx

≤
∫

Ωε

Cp
1

(
1 + |uε(x)|γ−1 + |vε(x)|γ−1

)p
|uε(x) − vε(x)|p dx

≤ C2

∫
Ωε

(
1 + |uε(x)|p(γ−1) + |vε(x)|p(γ−1)

)
|uε(x) − vε(x)|p dx,

(2.6)
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onde C2 = 22p−2Cp
1 .

Uma vez que γ = 2n
p(n−2) para r = 2n

2n−pn+2p
, γ e r são expoentes conjugados e,

assim, pγ = p(γ − 1)r. Logo, como uε, vε ∈ L
2n

n−2 (Ωε) = Lpγ(Ωε) = Lp(γ−1)r(Ωε), temos
(uε −vε)p ∈ Lγ(Ωε) e up(γ−1)

ε , vp(γ−1)
ε ∈ Lr(Ωε), e com isso, (1+up(γ−1)

ε +vp(γ−1)
ε ) ∈ Lr(Ωε).

Assim, tendo em vista r e γ como descritos acima, da Desigualdade de Hölder
aplicada a (2.6), segue que

∥F (uε) − F (vε)∥p
Lp(Ωε) ≤ C2

∫
Ωε

(
1 + |uε(x)|p(γ−1) + |vε(x)|p(γ−1)

)
|uε(x) − vε(x)|p dx

≤ C2

 ∫
Ωε

|uε(x) − vε(x)|pγ dx


1
γ
 ∫

Ωε

(
1 + |uε(x)|p(γ−1) + |vε(x)|p(γ−1)

)r
dx


1
r

≤ C3

 ∫
Ωε

|uε(x) − vε(x)|pγ dx


1
γ
 ∫

Ωε

1 + |uε(x)|p(γ−1)r + |vε(x)|p(γ−1)r dx


1
r

,

onde C3 = 2 2r−2
r C2. Desse modo,

∥F (uε) − F (vε)∥p
Lp(Ωε) ≤ C3 ∥uε − vε∥p

Lpγ(Ωε)

(
|Ωε| + ∥uε∥pγ

Lpγ(Ωε) + ∥vε∥pγ
Lpγ(Ωε)

) 1
r

≤ C4 ∥uε − vε∥p
Lpγ(Ωε)

(
1 + ∥uε∥

pγ
r

Lpγ(Ωε) + ∥vε∥
pγ
r

Lpγ(Ωε)

)
≤ C4 ∥uε − vε∥p

Lpγ(Ωε)

(
1 + ∥uε∥Lpγ(Ωε) + ∥vε∥Lpγ(Ωε)

) pγ
r

= C4 ∥uε − vε∥p
Lpγ(Ωε)

(
1 + ∥uε∥Lpγ(Ωε) + ∥vε∥Lpγ(Ωε)

)p(γ−1)
,

onde C4 = max
{
2 2

r
−2C3, 2

2
r

−2C3|Ωε|
1
r

}
. E, assim

∥F (uε) − F (vε)∥Lp(Ωε) ≤ C
1
p

4 ∥uε − vε∥Lpγ(Ωε)

(
1 + ∥uε∥Lpγ(Ωε) + ∥vε∥Lpγ(Ωε)

)(γ−1)
. (2.7)

Em particular, para p = 2 em (2.7), tendo em vista a Observação 1.1.12, segue que
existe constante C5 > 0, tal que

∥F (uε) − F (vε)∥L2(Ωε) ≤ C
1
2
4 ∥uε − vε∥

L
2n

n−2 (Ωε)

(
1 + ∥uε∥

L
2n

n−2 (Ωε)
+ ∥vε∥

L
2n

n−2 (Ωε)

)(γ−1)

≤ C
1
2
4 C5 ∥uε − vε∥H1

0 (Ωε)

(
1 + ∥uε∥H1

0 (Ωε) + ∥vε∥H1
0 (Ωε)

)(γ−1)
.

Em conclusão, seja δ > 0 tal que ∥uε∥
X

1
2

ε

, ∥vε∥
X

1
2

ε

≤ δ. Portanto,

∥F (uε) − F (vε)∥Xε
≤ Cδ,γ ∥uε − vε∥

X
1
2

ε

,

onde Cδ,γ = C
1
2
4 C5(1 + 2δ)(γ−1), o que implica que F é localmente Lipschitz contínuo.

E ainda, como f ∈ C1(R), segue que

∥F (0)∥Xε
=

 ∫
Ωε

|f(0)|2 dx


1
2

= |f(0)| |Ωε|
1
2 ≤ C6.
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Como F é Lipschitz contínua em BR, para uε ∈ BR

∥F (uε)∥Xε
≤ ∥F (uε) − F (0)∥Xε

+ ∥F (0)∥Xε
≤ Cδ,γ ∥uε∥

X
1
2

ε

+ C6 ≤ C(R),

onde C(R) = Cδ,γR + C6.

Lema 2.2.3 (Solução Local). Sob a hipótese de crescimento (2.2) o problema (2.4) possui
solução local em X

1
2
ε .

Demonstração. Como Aε é um operador setorial (Lema 2.2.1) e F é localmente Lipschitz
contínuo (Lema 2.2.2), segue que as hipóteses do Teorema 1.3.2 são satisfeitas, daí segue
o resultado.

Lema 2.2.4 (Solução Local Limitada). Suponha que a condição de crescimento (2.2)
vale. Se u0

ε ∈ BR no problema (2.4), então existe τR > 0 tal que as soluções uε(t, u0
ε) do

problema (2.4) existem e são limitadas em X
1
2
ε uniformemente para t ∈ [0, τR].

Demonstração. Como Aε é um operador setorial (Lema 2.2.1) e F é localmente Lipschitz
contínuo (Lema 2.2.2), segue que as hipóteses da Proposição 1.3.6 são satisfeitas, daí segue
o resultado.

Lema 2.2.5. Sob a condição de dissipatividade (2.3) as soluções uε(t, u0
ε) do problema

(2.4) são tais que, existe constante C > 0

sup
t≥0

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

L∞(Ωε)
≤ C max

{∥∥∥u0
ε

∥∥∥
L2(Ωε)

, 1
}
. (2.8)

Demonstração. Para obter o resultado usaremos a técnica de iteração de Moser-Alikakos
(Ver [20, p. 213]), que é uma técnica que permite obter estimativas em L∞ para soluções de
equações parabólicas de segunda ordem. De fato, inicialmente multipliquemos a equação
do problema (Pε) por u2k−1

ε , para k = 1, 2, · · · , e integramos sobre Ωε, isto é,

∫
Ωε

∂uε

∂t
u2k−1

ε dx =
∫

Ωε

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij
∂uε

∂xj

)
u2k−1

ε dx−
∫

Ωε

V u2k

ε dx+
∫

Ωε

f(uε)u2k−1
ε dx. (2.9)

Observe que, analisando os termos da equação acima, obtemos

I1 :=
∫

Ωε

∂uε

∂t
u2k−1

ε dx = 1
2k

∫
Ωε

2k ∂uε

∂t
u2k−1

ε dx

= 1
2k

 ∫
Ωε

(2k − 1)∂uε

∂t
u2k−1

ε dx+
∫

Ωε

∂uε

∂t
u2k−1

ε dx


= 1

2k

 ((2k − 1)∂uε

∂t
u2k−2

ε , uε

)
L2(Ωε)

+
(
∂uε

∂t
, u2k−1

ε

)
L2(Ωε)


= 1

2k

d
dt
(
u2k−1

ε , uε

)
L2(Ωε)

= 1
2k

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx.
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I2 :=
∫

Ωε

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij
∂uε

∂xj

)
u2k−1

ε dx = −
∫

Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂uε

∂xj

∂

∂xi

(
u2k−1

ε

)
dx

= −(2k − 1)
∫

Ωε

u2k−2
ε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂uε

∂xj

∂uε

∂xi

dx

= −(2k − 1)
22k−2

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij

(
2k−1u2k−1−1

ε

∂uε

∂xj

)(
2k−1u2k−1−1

ε

∂uε

∂xi

)
dx

= −(2k − 1)
22k−2

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂

∂xj

(
u2k−1

ε

) ∂

∂xi

(
u2k−1

ε

)
dx.

Substituindo o obtido em I1 e I2 em (2.9), obtemos

1
2k

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx = −(2k − 1)
22k−2

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂

∂xj

(
u2k−1

ε

) ∂

∂xi

(
u2k−1

ε

)
dx

−
∫

Ωε

V u2k

ε dx+
∫

Ωε

f(uε)u2k−1
ε dx,

o que implica,

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx = −(2k − 1)
2k−2

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂

∂xj

(
u2k−1

ε

) ∂

∂xi

(
u2k−1

ε

)
dx

− 2k
∫

Ωε

V u2k

ε dx+ 2k
∫

Ωε

uεf(uε)u2k−2
ε dx. (2.10)

Das condições de elipticidade (2.1) e de dissipatividade (2.3) aplicadas a equação (2.10),
segue que

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −(2k − 1)
2k−2 ϑ0

∫
Ωε

∣∣∣∇(u2k−1

ε )
∣∣∣2 dx

− 2k inf
Ω
V
∫

Ωε

u2k

ε dx + 2k
∫

Ωε

(τu2
ε + cτ )u2k−2

ε dx,

ou ainda,

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −(2k − 1)
2k−2 ϑ0

∫
Ωε

∣∣∣∇(u2k−1

ε )
∣∣∣2 dx

+ 2k(τ − inf
Ω
V )

∫
Ωε

u2k

ε dx + 2kcτ

∫
Ωε

u2k−2
ε dx. (2.11)

Como u2k−2
ε ≤ u2k

ε + 1, para k = 1, 2, · · · , na equação (2.11), obtemos

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −(2k − 1)
2k−2 ϑ0

∫
Ωε

∣∣∣∇(u2k−1

ε )
∣∣∣2 dx

+ 2k(τ − inf
Ω
V )

∫
Ωε

u2k

ε dx + 2kcτ

∫
Ωε

(u2k

ε + 1) dx,
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o que resulta
d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −(2k − 1)
2k−2 ϑ0

∫
Ωε

∣∣∣∇(u2k−1

ε )
∣∣∣2 dx

+ 2k(τ − inf
Ω
V + cτ )

∫
Ωε

u2k

ε dx + 2kcτ |Ωε| . (2.12)

Tendo em vista que 2 ≤ (2k − 1)
2k−2 ≤ 4, para k = 1, 2, · · · , na equação (2.12), obtemos

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −2ϑ0

∫
Ωε

∣∣∣∇(u2k−1

ε )
∣∣∣2 dx+ 2k(τ − inf

Ω
V + cτ )

∫
Ωε

u2k

ε dx+ 2kcτ |Ωε| . (2.13)

Para u2k−1
ε considerando a Desigualdade de Nirenberg-Gagliardo (Teorema 1.1.6)

para j = 0, p = 2, m = 1, r = 2, q = 1, θ = n
n+2 , obtemos

∥u2k−1

ε ∥L2(Ωε) ≤ C1∥u2k−1

ε ∥θ
H1(Ωε)∥u2k−1

ε ∥1−θ
L1(Ωε),

onde C1 = C1(Ωε, n). Logo,

∥u2k−1

ε ∥2
L2(Ωε) ≤ C2

1∥u2k−1

ε ∥2θ
H1(Ωε)∥u2k−1

ε ∥2(1−θ)
L1(Ωε). (2.14)

Aplicando o Corolário 1.1.3 com m = 1
θ

e δ ∈ (0, 1) na desigualdade (2.14), obtemos

∥u2k−1

ε ∥2
L2(Ωε) ≤ θδ

1
θ ∥u2k−1

ε ∥2
H1(Ωε) + (1 − θ)δ− 1

1−θC
2

1−θ

1 ∥u2k−1

ε ∥2
L1(Ωε). (2.15)

Como θ = n
n+2 , segue da desigualdade (2.15) que

∥u2k−1

ε ∥2
L2(Ωε) ≤ δ∥u2k−1

ε ∥2
H1(Ωε) + Cδ∥u2k−1

ε ∥2
L1(Ωε), (2.16)

onde Cδ = 2
n+2C

n+2
1 δ− n

2 −1.
Observe, ainda, que da definição da norma em H1(Ωε), a desigualdade (2.16) pode ser
expressa da seguinte maneira

∥u2k−1

ε ∥2
L2(Ωε) ≤ δ

(
∥u2k−1

ε ∥2
L2(Ωε) + ∥∇(u2k−1

ε )∥2
L2(Ωε)

)
+ Cδ∥u2k−1

ε ∥2
L1(Ωε),

o que implica
1 − δ

δ
∥u2k−1

ε ∥2
L2(Ωε) − Cδ

δ
∥u2k−1

ε ∥2
L1(Ωε) ≤ ∥∇(u2k−1

ε )∥2
L2(Ωε). (2.17)

Utilizando a estimativa obtida em (2.17) em (2.13), obtemos

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −2ϑ0(1 − δ)
δ

∫
Ωε

u2k

ε dx+ 2ϑ0Cδ

δ

 ∫
Ωε

u2k−1

ε dx


2

+ 2k(τ − inf
Ω
V + cτ )

∫
Ωε

u2k

ε dx + 2kcτ |Ωε|

=
(

−2ϑ0(1 − δ)
δ

+ 2k(τ − inf
Ω
V + cτ )

) ∫
Ωε

u2k

ε dx

+ 2ϑ0Cδ

δ

 ∫
Ωε

u2k−1

ε dx


2

+ 2kcτ |Ωε| . (2.18)
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Em (2.18) fixando δ = δk para k = 1, 2, · · · , tal que(
−2ϑ0(1 − δ)

δ
+ 2k(τ − inf

Ω
V + cτ )

)
≤ −2k

e δk = ϱ2−k com ϱ > 0 uma constante, obtemos a seguinte estimativa

d
dt

∫
Ωε

u2k

ε dx ≤ −2k
∫

Ωε

u2k

ε dx + 2k2ϑ0Cδk

ϱ

 ∫
Ωε

u2k−1

ε dx


2

+ 2kcτ |Ωε|

= −2k
∫

Ωε

u2k

ε dx + C2(2k)n
2 +2

 ∫
Ωε

u2k−1

ε dx


2

+ 2kcτ |Ωε| , (2.19)

onde C2 = ϑ0
4

n+2C
n+2
1 ϱ− n

2 −2.

Aplicando o Lema 1.1.8 com y(t) =
∫

Ωε

u2k

ε dx em (2.19), obtemos

∫
Ωε

u2k

ε ≤ max


∫

Ωε

(u0
ε)2k dx,C2(2k)n

2 +1

 ∫
Ωε

u2k−1

ε dx


2

+ cτ |Ωε|


≤ max


∫

Ωε

(u0
ε)2k dx,C2(2k)n

2 +1m2k

k−1 + cτ |Ωε|

 , (2.20)

onde mk−1 := sup
t≥0

( ∫
Ωε

u2k−1
ε dx

)2−k+1

.

Tomando a raíz 2k−ésima em ambos os lados de (2.20) e o supremo do lado esquerdo,
obtemos

mk ≤ max
{∥∥∥u0

ε

∥∥∥
L2k (Ωε)

,
(
C2(2k)n

2 +1m2k

k−1 + cτ |Ωε|
) 1

2k

}
. (2.21)

Observe que,

∥∥∥u0
ε

∥∥∥
L2k (Ωε)

=

 ∫
Ωε

(u0
ε)2k dx


1

2k

≤

 ∫
Ωε

sup
x∈Ωε

|(u0
ε)2k | dx


1

2k

≤ sup
x∈Ωε

|(u0
ε)|

 ∫
Ωε

dx


1

2k

≤
∥∥∥u0

ε

∥∥∥
L∞(Ωε)

|Ωε|
1

2k ≤ max {1, |Ωε|}
∥∥∥u0

ε

∥∥∥
L∞(Ωε)

=: K. (2.22)

Segue de (2.22) que o primeiro termo do lado direito da desigualdade (2.21) é
uniformemente estimado por K, para todo k ∈ N. E, ainda, para

c′ := max
{
C2, 1, cτ |Ωε| , K2

}
,

obtemos em (2.21)

mk ≤ max
{
K,
(
c′(2k)n

2 +1m2k

k−1 + c′
) 1

2k

}
. (2.23)
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Para o valor de m1 (definido com sup
t≥0

∥uε(t, u0
ε)∥L2(Ωε)) segue que m1 ≤ x1 :=

max {m1, 1}, assim os números mk, k = 1, 2, · · · , são limitados pelos correspondentes
números xk satisfazendo a recorrência

xk = max
{
K,
(
c′(2k)n

2 +1x2k

k−1 + c′
) 1

2k

}
, k = 2, 3, · · · .

Como c′ ≥ 1 e x1 ≥ 1, segue que a sequência {xk}∞
k=1 é crescente. De fato,

xk+1 − xk = max
{
K,
(
c′(2k+1)n

2 +1x2k+1

k + c′
) 1

2k+1
}

− xk

≥
(
c′(2k+1)n

2 +1x2k+1

k + c′
) 1

2k+1 − xk ≥
(
(2k+1)n

2 +1x2k+1

k + 1
) 1

2k+1 − xk

≥
(
(2k+1)n

2 +1
) 1

2k+1
xk − xk ≥ 0.

Além disso, x2 é sempre limitado. De fato,

x2 = max
{
K,
(
c′2n+2x4

1 + c′
) 1

4
}

≤ max
{
K,
(
2c′2n+2x4

1

) 1
4
}

= max
{
K,
(
2c′2n+2

) 1
4 x1

}
= max

{
K,
(
2c′2n+2

) 1
4 max {m1, 1}

}
.

Logo a sequência {xk}∞
k=1 é dominada pela sequência {zk}∞

k=1, dada por z1 = x1

zk =
(
2c′(2k)n

2 +1
) 1

2k
zk−1, k = 2, 3, · · · .

Assim, tomando o limite quando k → +∞, obtemos

sup
t≥0

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

L∞(Ωε)
= lim

k→+∞
xk ≤ lim

k→+∞
zk

= z1

∞∏
k=2

(
2c′(2k)n

2 +1
) 1

2k ≤ z1
(
c′2n

2 +2
)− 1

2
∞∏

k=1

(
2c′(2k)n

2 +1
) 1

2k

≤ z1
(
c′2n

2 +2
)− 1

2
∞∏

k=1
(2c′)

1
2k

[ ∞∏
k=1

2
k

2k

]n
2 +1

= x1
(
c′2n

2 +2
)− 1

2
∞∏

k=1
(2c′)

1
2k (4)n

2 +1 = x1
(
c′2n

2 +2
)− 1

2 2c′(4)n
2 +1

= 2 3n
4 +1(c′) 1

2 max
{

sup
t≥0

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

L2(Ωε)
, 1
}
. (2.24)

Por fim, veremos que sup
t≥0

∥uε(t, u0
ε)∥L2(Ωε) ≤ γ, onde γ > 0 é uma constante. De

fato, multiplicando a equação do problema (Pε) por uε e integrando sobre Ωε, obtemos∫
Ωε

∂uε

∂t
uε dx =

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij
∂uε

∂xj

)
uε dx−

∫
Ωε

V u2
ε dx+

∫
Ωε

f(uε)uε dx. (2.25)

Integrando por partes a equação (2.25), obtemos

1
2

d
dt

∫
Ωε

u2
ε dx = −

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂uε

∂xj

∂uε

∂xi

dx −
∫

Ωε

V u2
ε dx+

∫
Ωε

uεf(uε) dx. (2.26)
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Das condições de elipticidade (2.1) e de dissipatividade (2.3) aplicadas a equação (2.26),
segue que

d
dt

∫
Ωε

u2
ε dx ≤ −2ϑ0

∫
Ωε

|∇uε|2 dx − 2 inf
Ω
V
∫

Ωε

u2
ε dx + 2

∫
Ωε

(τu2
ε + cτ ) dx. (2.27)

Aplicando a Desigualdade de Poincaré (Teorema 1.1.5) a desigualdade (2.27), segue que
existe constante C3 > 0, tal que

d
dt

∫
Ωε

u2
ε dx ≤ −2ϑ0C3

∫
Ωε

u2
ε dx − 2 inf

Ω
V
∫

Ωε

u2
ε dx + 2

∫
Ωε

(τu2
ε + cτ ) dx

= 2
(

−ϑ0C3 − inf
Ω
V + τ

) ∫
Ωε

u2
ε dx+ 2cτ |Ωε| . (2.28)

Escolha τ > 0 de modo que

−ϑ0C3 − inf
Ω
V + τ ≤ −1,

assim, a equação (2.28), resulta

d
dt

∫
Ωε

u2
ε dx ≤ −2

∫
Ωε

u2
ε dx+ 2cτ |Ωε| . (2.29)

Aplicando a Desigualdade de Bernoulli (Lema 1.1.7) a equação (2.29) com y(t) =∫
Ωε

u2
ε dx, ρ = 1, ν = 0, a = 2cτ |Ωε|, b = 2, segue que

sup
t≥0

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥2

L2(Ωε)
≤ max

{∥∥∥u0
ε

∥∥∥2

L2(Ωε)
, cτ |Ωε|

}
,

o que implica

sup
t≥0

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

L2(Ωε)
≤ max

{∥∥∥u0
ε

∥∥∥
L2(Ωε)

, (cτ |Ωε|)
1
2

}
≤ c′ max

{∥∥∥u0
ε

∥∥∥
L2(Ωε)

, 1
}
. (2.30)

Portanto, usando (2.30) em (2.24), concluímos que

sup
t≥0

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

L∞(Ωε)
≤ C max

{∥∥∥u0
ε

∥∥∥
L2(Ωε)

, 1
}
,

onde C = 2 3n
4 +1(c′) 3

2 .

Teorema 2.2.6 (Solução Global Limitada). Sob as condições de crescimento (2.2) e de
dissipatividade (2.3), a solução uε(t, u0

ε) do problema (2.4) com u0
ε ∈ BR é globalmente

definida e existe constante C > 0 tal que

lim sup
t→+∞

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C.
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Demonstração. Segue do Lema 2.2.5 que uε ∈ L∞(Ωε) e, portanto, existe constante C1 > 0
tal que∥∥∥F (uε(t, u0

ε))
∥∥∥

Xε
≤ |Ωε|

1
2 sup

y∈R
|y|≤∥uε(t,u0

ε)∥
L∞(Ωε)

|f(y)|

≤ |Ω|
1
2 sup

y∈R
|y|≤∥uε(t,u0

ε)∥
L∞(Ωε)

|f(y)| := C1(∥uε(t, u0
ε)∥L∞(Ωε)).

Assim, se u0
ε ∈ X

1
2
ε , então uε é uma solução local em X

1
2
ε de (2.4) que satisfaz a equação

integral (1.7). Logo, pelas Proposições 1.2.16 e 1.2.17, temos

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ ∥Aα
ε e

−Aεtu0
ε∥Xε +

t∫
0

∥Aα
ε e

−Aε(t−s)∥L(Xε)∥F (uε(s, u0
ε))∥Xε ds

≤ c1e
−βt∥u0

ε∥
X

1
2

ε

+
t∫

0

c1(t− s)−αe−β(t−s)∥F (uε(s, u0
ε))∥Xε ds

≤ c1∥u0
ε∥

X
1
2

ε

+
t∫

0

c1(t− s)−α∥F (uε(s, u0
ε))∥Xε ds

≤ c1∥u0
ε∥

X
1
2

ε

+ c1C1(∥uε∥L∞(Ωε))
t∫

0

(t− s)−α ds,

onde c1 > 0, α = 1
2 e Reσ(Aε) > β > 0. Assim sendo, ∥uε(t, u0

ε)∥
X

1
2

ε

é limitada em
intervalos finitos de tempo, o que implica que a solução é global.

Por fim, novamente utilizando a fórmula da variação das constantes e do fato que
∥uε(t, u0

ε)∥L∞(Ωε) ≤ K∞, para t ≥ 0, obtemos

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ c1t
−αe−βt∥u0

ε∥
X

1
2

ε

+
t∫

0

c1(t− s)−αe−β(t−s)∥F (uε(s, u0
ε))∥Xε ds

≤ c1t
−αe−βt∥u0

ε∥
X

1
2

ε

+ c1C1(K∞)
t∫

0

(t− s)−αe−β(t−s) ds.

Logo,

lim sup
t→∞

∥∥∥uε(t, u0
ε)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ lim sup
t→∞

c1t
−αe−βt∥u0

ε∥
X

1
2

ε

+ c1C1(K∞)
t∫

0

(t− s)−αe−β(t−s) ds


= lim sup
t→∞

c1C1(K∞)
t∫

0

(t− s)−αe−β(t−s) ds


= lim sup
t→∞

c1C1(K∞)
t∫

0

r−αe−βr dr


= c1C1(K∞)Γ(1 − β)
θ1−β

=: C.
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Denote por uε := uε(t, u0
ε) a solução de (2.4) e por Tε(t, u0

ε) o semigrupo não linear
associado a (2.4) obtido pela fórmula da variação das constantes

Tε(t, u0
ε) = e−tAεu0

ε +
t∫

0

e−(s−t)AεF (Tε(s, u0
ε)) ds, ∀ t ≥ 0. (2.31)

Corolário 2.2.7. Sob as hipóteses do Teorema 2.2.6 o C0-semigrupo {Tε(t, u0
ε) : t ≥ 0} é

ponto dissipativo.

Teorema 2.2.8 (Atrator Global). O C0-semigrupo {Tε(t, u0
ε) : t ≥ 0} associado problema

(2.4) possui um atrator global Aε em X
1
2
ε .

Demonstração. Como D(Aε) está imerso compactamente em L2(Ωε), da Proposição 1.2.13
segue que o resolvente de Aε é compacto. Diante disso, pelo Teorema 1.3.9, segue que
o C0-semigrupo {Tε(t, u0

ε) : t ≥ 0} é compacto. Além disso, do Corolário 2.2.7, o C0-
semigrupo {Tε(t, u0

ε) : t ≥ 0} é ponto dissipativo. Portanto, do Teorema 1.4.10, conclui-se
o resultado.

Teorema 2.2.9. Sob as hipóteses do Lema 2.2.5, segue que

sup
uε∈Aε

∥uε∥L∞(Ωε) < ∞.

Em outras palavras, o atrator Aε é limitado em L∞(Ωε).

2.2.2 O Problema no Domínio Limite (P0)
Seja X = L2(Ω). De forma análoga ao caso do operador Aε, pode-se concluir que o

operador A0 é um operador setorial, logo A0 gera um semigrupo analítico
{
e−tA0 : t ≥ 0

}
e supondo, ainda, que Reσ (A0) > 0, defini-se as potências fracionárias Aα

0 de A0 e com
isso os respectivos espaços de potências fracionárias Xα := D(Aα

0 ) com α ≥ 0 munidos da
norma do gráfico.

Observe que X1 = D(A0) = H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), X0 = L2(Ω) e X 1

2 = H1
0 (Ω). Assim, o

problema (P0) pode ser escrito como uma equação de evolução do tipo{
u̇0 + A0u0 = F (u0), t > 0

u0(0) = u0
0 ∈ X

1
2 ,

(2.32)

onde F : X
1
2 → X é o operador de Nemitskii associado a f , isto é, F (u0(t))x =

f(u0(t, x)).
Denote por u0 := u0(t, u0

0) a solução de (2.32) e por T0(t, u0
0) o semigrupo não-linear

associado a (2.32) obtido pela fórmula da variação das constantes

T0(t, u0
0) = e−tA0u0

0 +
t∫

0

e−(s−t)A0F (T0(s, u0
0)) ds, ∀ t ≥ 0. (2.33)

O C0-semigrupo {T0(t, u0
0) : t ≥ 0} associado problema (2.32) possui um atrator

global A0 em X
1
2 .





CAPÍTULO 3

TEORIA LINEAR

Neste capítulo propõe-se analisar o comportamento das partes lineares dos
operadores. Em outras palavras, veremos que o resolvente e espectro do operador
Aε, ε ∈ [0, 1), convergem para o resolvente e para o espectro do operador limite, A0,
no domínio sem buraco, respectivamente (veja [7, 8, 9, 10, 11] para outros exemplos em
outras abordagens). E, ainda, com a convergência dos operadores resolventes será possível
obter estimativas sobre o comportamento dos semigrupos lineares que serão essenciais para
o análise da dinâmica não linear.

3.1 Convergência dos Resolventes
O objetivo desta seção é obter a convergência do resolvente do operador Aε para

o resolvente do operador A0 (seguindo o feito em [9]) e obter estimativas para tais
convergências.

Antes de começarmos a comparar os operadores resolventes de Aε e A0 apresentamos
alguns resultados que serão necessários para provar o resultado.

Para ε ∈ [0, 1], considere a forma sesquilinear σε : X
1
2
ε ×X

1
2
ε → C, dada por

σε (uε, vε) := (Aεuε, vε)L2(Ωε) =
n∑

i,j=1

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

+ (V uε, vε)L2(Ωε) .

As seguintes estimativas são satisfeitas:

|σε (uε, uε)| ≤ ϑ2 ∥uε∥2
X

1
2

ε

(3.1)

Reσε (uε, uε) ≥ ϑ0

2 ∥uε∥2
X

1
2

ε

−K ∥uε∥2
Xε
, (3.2)

onde a constante ϑ2 > 0 e a constante K < ∞ (Ver [12], Seção 5.6). Como Aε é um
operador elíptico, podemos escolher K = 0, assim a desigualdade (3.2) é reescrita da
seguinte maneira

Reσε (uε, uε) ≥ ϑ0

2 ∥uε∥2
X

1
2

ε

. (3.3)

Uma vez que o operador Aε, ε ∈ [0, 1), é setorial (Lema 2.2.1), existem constantes
ϕ1 ∈ (0, π

2 ) e M1 > 0, tais que

S0,ϕ1 = {λ ∈ C : ϕ1 ≤ |arg λ| ≤ π, λ ̸= 0} ⊂ ρ(Aε) (3.4)
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e ∥∥∥(Aε − λ)−1
∥∥∥

L(Xε)
≤ M1

|λ|
, ∀λ ∈ S0,ϕ1 . (3.5)

E, ainda, observe que∥∥∥Aε(Aε − λ)−1
∥∥∥

L(Xε)
=

∥∥∥((−λ+ Aε) + λ)(Aε − λ)−1
∥∥∥

L(Xε)

≤ ∥I∥L(Xε) +
∥∥∥λ(Aε − λ)−1

∥∥∥
L(Xε)

≤ 1 +M1, ∀λ ∈ S0,ϕ1 . (3.6)

Além disso, podemos definir o operador e−tAε , pela seguinte fórmula integral
(integral de Dunfort - Veja Seção 2.1 em [26]) para t > 0:

e−tAε = 1
2πi

∫
Γ

e−tλ(Aε − λ)−1 dλ,

onde i =
√

−1 e Γ é a fronteira, orientada positivamente, percorrendo de ∞e−iϕ1 a ∞eiϕ1 ,
do setor

Σϕ1 = {λ : 0 ≤ |arg λ| ≤ ϕ1} , ϕ1 ∈
(
0, π

2

)
. (3.7)

Aliás,
{
e−tAε : t ≥ 0

}
é o semigrupo analítico gerado por −Aε (Teorema 1.2.8).

A seguir, vejamos alguns resultados com respeito a imagem numérica da forma
sesquilinear σε, ε ∈ [0, 1].

Lema 3.1.1. A seguinte estimativa é válida:

|Im σε (uε, uε)| ≤ 4ϑ2

ϑ0

(
Reσε (uε, uε) − ϑ0

4 ∥uε∥2
X

1
2

ε

)
,

para todo uε ∈ X
1
2
ε .

Demonstração. Da continuidade, segue por (3.1), que

|Im σε (uε, uε)| ≤ |σε (uε, uε)| ≤ ϑ2 ∥uε∥2
X

1
2

ε

. (3.8)

Da desigualdade (3.3), obtemos

ϑ2 ∥uε∥2
X

1
2

ε

≤ 4ϑ2

ϑ0
Re σε (uε, uε) − ϑ2 ∥uε∥2

X
1
2

ε

= 4ϑ2

ϑ0

(
Re σε (uε, uε) − ϑ0

4 ∥uε∥2
X

1
2

ε

)
. (3.9)

Substituindo (3.9) em (3.8), o resultado segue.

Pelo lema anterior, conclui-se que a imagem numérica da forma sesquilinear σε está
contida no seguinte setor {

λ ∈ C : |Im λ| ≤ 4ϑ2

ϑ0
Re λ

}
.
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Em vista disso, se denotarmos por κ0 = 4ϑ2

ϑ0
, definimos

ϕ0 := arctan κ0
(
0 < ϕ0 <

π
2

)
,

e escolhemos ϕ1 tal que ϕ0 < ϕ1 <
π
2 e, assim, estabelecemos o setores S0,ϕ1 e Σϕ1 em

(3.4) e (3.7) com tal ϕ1.

Lema 3.1.2. Existe uma constante κ1 > 0, independente de ε e de λ, tal que a seguinte
estimativa é válida:

|λ| ∥uε∥2
Xε

+ ∥uε∥2
X

1
2

ε

≤ κ1

∣∣∣λ ∥uε∥2
Xε

− σε (uε, uε)
∣∣∣ ,

para todo uε ∈ X
1
2
ε e λ ∈ S0,ϕ1.

Demonstração. Inicialmente, observe que para uε ≡ 0 a estimativa é satisfeita, assim
suponha, sem perda de generalidade, que uε ̸= 0, e desse modo, defina

χ(uε) :=
ϑ0
4 ∥uε∥2

X
1
2

ε

∥uε∥2
Xε

e ζ(uε) := σε (uε, uε)
∥uε∥2

Xε

.

Considere, ainda, o seguinte setor Σϕ0 , com vértice em χ(uε), dado por

Σϕ0 = {λ ∈ C : |arg (λ− χ(uε))| ≤ ϕ0} .

Observe que,

ζ(uε) − χ(uε) =
σε (uε, uε) − ϑ0

4 ∥uε∥2
X

1
2

ε

∥uε∥2
Xε

. (3.10)

Tomando as partes real e imaginária em (3.10), obtemos

Re (ζ(uε) − χ(uε)) =
Re σε (uε, uε) − ϑ0

4 ∥uε∥2
X

1
2

ε

∥uε∥2
Xε

, (3.11)

e

Im (ζ(uε) − χ(uε)) = Im σε (uε, uε)
∥uε∥2

Xε

. (3.12)

Combinando o Lema 3.1.1 com as desigualdades (3.11) e (3.12), segue que

Im (ζ(uε) − χ(uε)) = Im σε (uε, uε)
∥uε∥2

Xε

≤ |Im σε (uε, uε)|
∥uε∥2

Xε

≤ κ0

Re σε (uε, uε) − ϑ0
4 ∥uε∥2

X
1
2

ε

∥uε∥2
Xε

= κ0 Re (ζ(uε) − χ(uε)).

Deste modo, segue-se

|arg (ζ(uε) − χ(uε))| =
∣∣∣∣∣arctan

(
Im (ζ(uε) − χ(uε))
Re (ζ(uε) − χ(uε))

)∣∣∣∣∣ ≤ arctan κ0 = ϕ0.
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Assim, ζ(uε) ∈ Σϕ0 .

Para λ ∈ S0,ϕ1 , tem-se (Veja Figura 3.1)

d (λ,Σϕ0) = inf {|λ− ξ| : ξ ∈ Σϕ0}
≥ d (λ, χ(uε)) = |λ| sen(ϕ1 − ϕ0) + χ(uε) sen(ϕ0).

Tome κ1 =
(
min

{
sen(ϕ1 − ϕ0), ϑ0

4 sen(ϕ0)
})−1

, e assim
∣∣∣λ ∥uε∥2

Xε
− σε (uε, uε)

∣∣∣ = ∥uε∥2
Xε

|λ− ζ(uε)|

≥ ∥uε∥2
Xε

d
(
λ, Sχ(uε),ϕ0

)
≥ ∥uε∥2

Xε
|λ| sen(ϕ1 − ϕ0) + ∥uε∥2

Xε
χ(uε) sen(ϕ0)

≥ sen(ϕ1 − ϕ0) ∥uε∥2
Xε

|λ| + ϑ0

4 sen(ϕ0) ∥uε∥2
X

1
2

ε

≥ 1
κ1

(
|λ| ∥uε∥2

Xε
+ ∥uε∥2

X
1
2

ε

)
.

Portanto,
|λ| ∥uε∥2

Xε
+ ∥uε∥2

X
1
2

ε

≤ κ1

∣∣∣λ ∥uε∥2
Xε

− σε (uε, uε)
∣∣∣ .

π − ϕ1
ϕ0

Im λ
χ(uε)

ξ

Re λ

S0,ϕ1

ϕ0

λ

Σϕ0

Figura 3.1: Representação dos setores S0,ϕ1 e Σϕ0 .
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Corolário 3.1.3. Para λ ∈ S0,ϕ1, a seguinte estimativa vale:

|λ| ∥uε∥2
Xε

+ ∥uε∥2
X

1
2

ε

≤ κ1

∣∣∣((Aε − λ)uε, uε)Xε

∣∣∣ , uε ∈ X
1
2
ε . (3.13)

Além disso, S0,ϕ1 ⊂ ρ(Aε), e as desigualdades são satisfeitas:∥∥∥(Aε − λ)−1f
∥∥∥

Xε
≤ κ1

|λ|
∥f∥Xε

, (3.14)∥∥∥(Aε − λ)−1f
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ κ1

|λ|
1
2

∥f∥Xε
, (3.15)∥∥∥Aε(Aε − λ)−1f

∥∥∥
Xε

≤ (1 + κ1) ∥f∥Xε
, (3.16)

para todo f ∈ X
1
2
ε e λ ∈ S0,ϕ1.

Demonstração. Para uε ∈ X
1
2
ε , da definição de σε, segue que

σε(uε, uε) − λ ∥uε∥2
Xε

= (Aεuε, uε)Xε
− λ (uε, uε)Xε

= ((Aε − λ)uε, uε)Xε
. (3.17)

Substituindo a igualdade obtida em (3.17) no Lema 3.1.2, segue a desigualdade (3.13).

Dado λ ∈ S0,ϕ1 e f ∈ X
1
2
ε , existe wε ∈ D(Aε) dado por wε = (Aε − λ)−1f . Para

wε = uε em (3.13) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|λ| ∥wε∥2
Xε

+ ∥wε∥2
X

1
2

ε

≤ κ1

∣∣∣((Aε− λ)wε, wε)Xε

∣∣∣= κ1

∣∣∣(f, wε)Xε

∣∣∣≤ κ1 ∥f∥Xε
∥wε∥Xε

. (3.18)

Logo,

∥wε∥2
Xε

≤ ∥wε∥2
X

1
2

ε

≤ κ1 ∥f∥Xε
∥wε∥Xε

.

Portanto, ∥wε∥Xε
≤ κ1 ∥f∥Xε

, e consequentemente, λ ∈ ρ(Aε).

Por fim, segue de (3.18), que

|λ| ∥wε∥Xε
≤ κ1 ∥f∥Xε

,

∥wε∥2
X

1
2

ε

≤ κ1 ∥f∥Xε
∥wε∥Xε

≤ κ2
1

|λ|
∥f∥2

Xε
,

∥Aεwε∥Xε
= ∥f + λwε∥Xε

≤ |λ| ∥wε∥Xε
+ ∥f∥Xε

≤ (1 + κ1) ∥f∥Xε
,

isto é, obtemos as desigualdades (3.14), (3.15) e (3.16).

Lema 3.1.4 ([9], Lema 2.1). Para qualquer função u ∈ H1(Ω) a seguinte estimativa vale:

∥u∥L2(ωε) ≤ Cε ∥u∥H1(Ω) , (3.19)

onde a constante C independe de ε e de u.

Demonstração. Para 0 < R1 < R2 sejam as bolas BR1 e BR2 centradas em x0 e de raios
R1 e R2, respectivamente.

Como ω ⊂ Rn é limitado, para todo ε > 0 suficientemente pequeno temos as
seguintes inclusões:

ωε ⊂ BεR1 ⊂ BR1 ⊂ BR2 .
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Seja χ : Ω → R um função cut-off de classe C∞ satisfazendo:
χ(BR1) = 1 e χ(Ω\BR2) = 0.

Defina a seguinte função v := χu. Como ωε ⊂ BR1 , então v = χu = u em ωε, e portanto

∥u∥2
L2(ωε) =

∫
ωε

|u|2 dx =
∫
ωε

|χu|2 dx =
∫
ωε

|v|2 dx = ∥v∥2
L2(ωε) .

Para x ∈ Rn\ {0} denotemos por r = |x| e φ = x
r

∈ Sn−1, onde Sn−1 é a esfera de Rn

(n−1)-dimensional. Então a função v é uma função de r e φ, onde v = v(x) = v(r, φ).
Logo, para R > R2, temos

|v(r, φ)|2 =
∣∣∣∣∣∣

r∫
R

dv
dr (t, φ)dt

∣∣∣∣∣∣
2

=
∣∣∣∣∣∣

R∫
r

t
−n+1

2 t
n−1

2
dv
dr (t, φ)dt

∣∣∣∣∣∣
2

.

Usando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz para integrais, aplicada as funções t−n+1
2 e

t
n−1

2
dv
dr (t, φ), temos∣∣∣∣∣∣

R∫
r

t
−n+1

2 t
n−1

2
dv
dr (t, φ)dt

∣∣∣∣∣∣
2

≤

∣∣∣∣∣∣
R∫

r

t−n+1dt
∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

R∫
r

tn−1
(

dv
dr (t, φ)

)2

dt
∣∣∣∣∣∣ . (3.20)

Integrando |v|2 sobre ωε, em relação as variáveis r e φ, temos:∫
ωε

|v|2 dx =
∫

Sn−1

dφ
R1ε∫
0

rn−1 |v|2 dr.

Portanto, segue de (3.20), que∫
ωε

|v|2 dx ≤
∫

Sn−1

dφ
R1ε∫
0

rn−1
R∫

r

t−n+1dt
R∫

r

tn−1
(

dv
dr (t, φ)

)2

dtdr

≤
R1ε∫
0

rn−1dr
R∫

r

t−n+1dt
∫

Sn−1

dφ
R∫

r

tn−1
(

dv
dr (t, φ)

)2

dt

≤ ∥∇v∥2
L2(Ω)

R1ε∫
0

rn−1dr
R∫

r

t−n+1dt. (3.21)

Observe que,
R1ε∫
0

rn−1dr
R∫

r

t−n+1dt = 1
−n+ 2

R1ε∫
0

rn−1
(
R−n+2 − r−n+2

)
dr

= 1
−n+ 2

R1ε∫
0

R−n+2rn−1 − r dr

= 1
−n+ 2

(
R−n+2Rn

1
n

εn − R2
1

2 ε2
)

≤ 1
−n+ 2

(
R−n+2Rn

1
n

ε2 − R2
1

2 ε2
)

=
(
R−n+2Rn

1
−n2 + 2n − R2

1
2n

)
ε2.
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Assim, segue de (3.21), que ∫
ωε

|v|2 dx ≤ C1 ε
2 ∥∇v∥2

L2(Ω) , (3.22)

onde C1 =
(
R−n+2Rn

1
−n2 + 2n − R2

1
2n

)
.

Da Lei do Paralelogramo, temos que para ∥∇v∥2
L2(Ω)

∥∇v∥2
L2(Ω) = ∥∇(χu)∥2

L2(Ω) = ∥u∇χ+ χ∇u∥2
L2(Ω)

= 2
(
∥u∇χ∥2

L2(Ω) + ∥χ∇u∥2
L2(Ω)

)
− ∥u∇χ− χ∇u∥2

L2(Ω)

≤ 2
(
∥u∇χ∥2

L2(Ω) + ∥χ∇u∥2
L2(Ω)

)
.

E uma vez que a função χ é limitada em Ω, temos

∥u∇χ∥2
L2(Ω) =

∫
Ω

|u∇χ|2 dx =
∫
Ω

|u|2 |∇χ|2 dx ≤ C1
χ ∥u∥2

L2(Ω) ,

e

∥χ∇u∥2
L2(Ω) =

∫
Ω

|χ∇u|2 dx =
∫
Ω

|χ|2 |∇u|2 dx ≤ C2
χ ∥∇u∥2

L2(Ω) .

Então,

∥∇v∥2
L2(Ω) ≤ 2

(
C1

χ ∥u∥2
L2(Ω) + C2

χ ∥∇u∥2
L2(Ω)

)
≤ C2 ∥u∥2

H1(Ω) , (3.23)

onde C2 = 2 max
{
C1

χ, C
2
χ

}
.

Assim, em (3.22) utilizando o obtido em (3.23), segue que∫
ωε

|v|2 dx ≤ C1ε
2 ∥∇v∥2

L2(Ω) ≤ C1C2ε
2 ∥u∥2

H1(Ω) .

Portanto, a desigualdade acima implica em (3.19), isto é,

∥u∥L2(ωε) ≤ Cε ∥u∥H1(Ω) ,

onde C = (C1C2)
1
2 .

Lema 3.1.5 ([9], Lema 2.2). Para qualquer função v ∈ H1(Ωε) a seguinte estimativa vale:

∥v∥L2(∂ωε) ≤ C ε
1
2 ∥v∥H1(Ωε) , (3.24)

onde a constante C independe de ε e de v.

Demonstração. Sejam Q ⊂ Ω um disco fixado, tal que ω ⊂ Q e Vx0 ⊂ Ω uma vizinhança
de x0. Em Vx0 considere a seguinte mudança de coodernadas y = ε−1(x− x0). Então,

∥v∥2
L2(∂ωε) =

∫
∂ωε

|v(x)|2 dS(x)

= εn−1
∫

∂ω

|v(x0 + εy)|2 dS(y) = εn−1 ∥v(x0 + ε·)∥2
L2(∂ω) (3.25)
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Como as funções de H1(Q\ω) pertencem ao espaço L2(∂ω), segue do Teorema 1.1.14, que
existe constante C1 > 0, tal que

∥v(x0 + ε·)∥2
L2(∂ω) ≤ C1 ∥v(x0 + ε·)∥2

H1(Q\ω) ,

logo, segue de (3.25), que

∥v∥2
L2(∂ωε) ≤ C1 ε

n−1 ∥v(x0 + ε·)∥2
H1(Q\ω)

= C1 ε
n−1

(
∥v(x0 + ε·)∥2

L2(Q\ω) + ∥∇v(x0 + ε·)∥2
L2(Q\ω)

)
≤ C1 ε

n−1
(
∥v(x0 + ε·)∥2

L2(Q) + ∥∇v(x0 + ε·)∥2
L2(Q)

)
. (3.26)

Considere em Q a seguinte mudança de coordenadas z = εy ∈ εQ. Assim,

∥v(x0 + ε·)∥2
L2(Q) =

∫
Q

|v(x0 + εy)|2 dy

= ε−n
∫

εQ

|v(x0 + z)|2 dz = ε−n ∥v(x0 + ·)∥2
L2(εQ) (3.27)

e

∥∇v(x0 + ε·)∥2
L2(Q) =

∫
Q

|∇v(x0 + εy)|2 dy

= ε−n
∫

εQ

ε2 |∇v(x0 + z)|2 dz = ε−n+2 ∥∇v(x0 + ·)∥2
L2(εQ) (3.28)

Substituindo (3.27) e (3.28) em (3.26), obtemos

∥v∥2
L2(∂ωε) ≤ C1 ε

n−1
(
ε−n ∥v(x0 + ·)∥2

L2(εQ) + ε−n+2 ∥∇v(x0 + ·)∥2
L2(εQ)

)
= C1 ε

−1 ∥v(x0 + ·)∥2
L2(εQ) + C1 ε ∥∇v(x0 + ·)∥2

L2(εQ)

≤ C1 ε
−1 ∥v(x0 + ·)∥2

L2(εQ) + C1 ε ∥∇v∥2
L2(Ωε) . (3.29)

Usando χ = χ(x) uma função cut-off tal como no Lema 3.1.4 (isto é, é igual a 1 em uma
vizinhança fixa de ωε e 0 fora de uma vizinhança maior (que está em Ωε)), temos v = χv.
Logo, pelo Lema 3.1.4, temos

∥v(x0 + ·)∥2
L2(εQ) ≤ C2 ε

2 ∥∇(vχ)∥2
L2(Ωε) ≤ C3 ε

2 ∥v∥2
H1(Ωε) .

Assim, de (3.29) temos

∥v∥2
L2(∂ωε) ≤ C1 ε

−1 ∥v(x0 + ·)∥2
L2(εQ) + C1 ε ∥∇v∥2

L2(Ωε)

≤ C1C3 ε ∥v∥2
H1(Ωε) + C1

C3

C2
ε ∥v∥2

H1(Ωε) =
(
C1C3 + C1

C3

C2

)
ε ∥v∥2

H1(Ωε) .

Portanto,

∥v∥L2(∂ωε) ≤ C ε
1
2 ∥v∥H1(Ωε) ,

onde C =
(
C1C3 + C1

C3
C2

) 1
2 .
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O resultado a seguir é uma variação do Teorema 1.2 em [9].

Teorema 3.1.6. Para ε ∈ (0, 1] e λ ∈ S0,ϕ1 as seguintes estimativas são válidas:

∥∥∥(Aε − λ)−1 − (A0 − λ)−1
∥∥∥

L(L2(Ω),H1(Ωε))
≤


C (1 + |λ|) ε 1

2 , n = 3
C (1 + |λ|) ε |ln ε|

1
2 , n = 4

C (1 + |λ|) ε, n ≥ 5
,

onde a constante C independe dos parâmetros ε e λ.

Demonstração. Para f ∈ L2(Ω) uma função arbitrária, temos que as funções uε :=
(Aε − λ)−1 f e u0 := (A0 − λ)−1 f pertencem aos espaços H2(Ωε) e H2(Ω) e são soluções
dos seguintes problemas de fronteira

−
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂uε

∂xj

)
+ V (x)uε − λuε = f, x ∈ Ωε,

uε = 0, x ∈ ∂Ωε,

(3.30)

e 
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂u0

∂xj

)
+ V (x)u0 − λu0 = f, x ∈ Ω,

u0 = 0, x ∈ ∂Ω,
(3.31)

respectivamente.
Para x ∈ Ω, consideremos a seguinte matriz

A(x) :=


a11(x) a12(x) · · · a1n(x)
a21(x) a22(x) · · · a2n(x)

... ... . . . ...
an1(x) an2(x) · · · ann(x)

 .

Seja Q uma matriz tal que QT (A(x0))Q = I, onde I é a matriz identidade e defina
o seguinte conjunto ER(x0) = {x ∈ Ω : |Q(x− x0)| < R}.

Observação 3.1.7. Como A é simétrica, semi-limitada inferiormente e uniformemente
limitada em x ∈ Ω, logo Q também é simétrica, semi-limitada inferiormente e
uniformemente limitada em x ∈ Ω. Assim, existe constante CQ, tal que

0 < CQ|x| ≤ |Q(x)| ≤ (CQ)−1|x|, (3.32)

para todo x ∈ Rn, n ≥ 3.

Consideremos, ainda, a seguinte função Wε : Ω → R, dada por

Wε(x) =


(2εR)n−2

(1−2n−2)|Q(x−x0)|n−2 + 2n−2

2n−2−1 em E2εR(x0)\EεR(x0),
1 em EεR(x0),
0 em Ω\E2εR(x0).

(3.33)

Seja R > 0 fixado tal que, para ε > 0 suficientemente pequeno, ωε ⊂ EεR(x0).
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Considere vε := uε − (1 − Wε)u0. A seguir, escrevemos a identidade integral
correspondente para o problema (3.30), tomando vε como uma função teste:

−
∑

1≤i,j≤n

∫
Ωε

∂

∂xi

(
aij
∂uε

∂xj

)
vε dx+

∫
Ωε

V uεvε dx− λ
∫

Ωε

uεvε dx =
∫

Ωε

fvε dx

∑
1≤i,j≤n

∫
Ωε

aij
∂uε

∂xj

∂vε

∂xi

dx+
∫

Ωε

V uεvε dx− λ
∫

Ωε

uεvε dx =
∫

Ωε

fvε dx.

Reescrevendo em termos do produto interno em L2(Ωε), temos

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

+ (V uε, vε)L2(Ωε) − λ (uε, vε)L2(Ωε) = (f, vε)L2(Ωε) . (3.34)

Analogamente para o problema (3.31), obtemos

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂u0

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ω)

+ (V u0, vε)L2(Ω) − λ (u0, vε)L2(Ω) = (f, vε)L2(Ω) . (3.35)

Calculando a diferença das igualdades (3.34) e (3.35), segue que

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂(uε − u0)

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

+ (V (uε − u0), vε)L2(Ωε) − λ ((uε − u0), vε)L2(Ωε) = 0,

em outras palavras,

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂vε

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

+ (V vε, vε)L2(Ωε) − λ ∥vε∥2
L2(Ωε)

= −
∑

1≤i,j≤n

(
aij
∂u0Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

− (V u0Wε, vε)L2(Ωε) + λ (u0Wε, vε)L2(Ωε) . (3.36)

Observe que a identidade obtida em (3.36) pode ser escrita da seguinte forma

σε (vε, vε) − λ ∥vε∥2
L2(Ωε) = S1 + S2 + S3, (3.37)

onde

S1 = −
∑

1≤i,j≤n

(
aijWε

∂u0

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

− (V u0Wε, vε)L2(Ωε) + λ (u0Wε, vε)L2(Ωε) ,

S2 = −

 ∑
1≤i,j≤n

(aij(x) − aij(x0))u0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

,

S3 = −

 ∑
1≤i,j≤n

aij(x0)u0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

.

Observação 3.1.8. Considere a seguinte função h : E2εR(x0) ⊂ Ω → R dada por h(x) = 1
e seja V = [h] = R. Assim, podemos escrever

L2(E2εR(x0)) = V ⊕ V ⊥,
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onde V ⊥ =

v⊥ ∈ L2(E2εR(x0)) : (t, v⊥)L2(E2εR(x0)) =
∫

E2εR(x0)

tv⊥ dx = 0, ∀ t ∈ V

.

Então para w ∈ L2(E2εR(x0)), temos: w = t+ v⊥. E,

(w, t)L2(E2εR(x0)) = (t, t)L2(E2εR(x0)) + (v⊥, t)L2(E2εR(x0)),

o que implica

t
∫

E2εR(x0)

w dx = t2 |E2εR(x0)| .

Para t ̸= 0, temos

t = 1
|E2εR(x0)|

∫
E2εR(x0)

w dx =: ⟨w⟩ .

Consideremos, então, a seguinte decomposição de u0:

u0 = ⟨u0⟩ + u⊥
0 , (3.38)

onde

⟨u0⟩ = 1
|E2εR(x0)|

∫
E2εR(x0)

u0 dx (3.39)

e a função u⊥
0 ∈ H2(Ω) satisfaz a seguinte condição∫

E2εR(x0)

u⊥
0 dx = 0. (3.40)

Usando a decomposição de u0 dada em (3.38) podemos escrever S3 da seguinte forma:
S3 = S4 + S5, onde

S4 = − ⟨u0⟩

 ∑
1≤i,j≤n

aij(x0)
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

,

S5 = −

 ∑
1≤i,j≤n

aij(x0)u⊥
0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

.

Lema 3.1.9 ([9], Lema 3.1). A seguinte estimativa vale:

∥u⊥
0 ∥L2(E2εR(x0)) ≤ Cε2 ∥f∥L2(Ω) (3.41)

onde a constante C independe de ε, u⊥
0 e f .

Demonstração. Em E2εR(x0) considere a mudança de coordenadas y = ε−1(x−x0). Então,

∥u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) =
∫

E2εR(x0)

|u⊥
0 |2 dx = εn

∫
E2R(0)

|u⊥
0 (εy)|2 dy = εn∥u⊥

0 (ε·)∥2
L2(E2R(0)). (3.42)
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Da condição (3.40), para a função u0, temos∫
E2R(0)

u⊥
0 (εy) dy = 0.

Assim, da Desigualdade de Poincaré, segue que

∥u⊥
0 (ε·)∥L2(E2R(0)) ≤ C1∥∇u⊥

0 (ε·)∥L2(E2R(0)). (3.43)

Substituindo (3.43) em (3.42), obtemos

∥u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) ≤ C2
1ε

n∥∇u⊥
0 (ε·)∥2

L2(E2R(0)). (3.44)

Em E2R(0) fazendo a seguinte mudança de variáveis, z = εy + x0, temos

∥∇u⊥
0 (ε·)∥2

L2(E2R(0)) =
∫

E2R(0)

|∇u⊥
0 (ε·)|2 dy = ε−n

∫
E2εR(x0)

ε2|∇u⊥
0 |2 dz = ε−n+2∥∇u⊥

0 ∥2
L2(E2εR(x0)).

Assim, reescrevendo (3.44), obtemos

∥u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) ≤ C2
1ε

nε−n+2∥∇u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) = C2
1ε

2∥∇u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)). (3.45)

Pelo Lema 3.1.4, temos

∥∇u⊥
0 ∥L2(E2εR(x0)) ≤ C2ε∥∇u⊥

0 ∥H1(Ω). (3.46)

Observe que

∥∇u⊥
0 ∥2

H1(Ω) = ∥∇u⊥
0 ∥2

L2(Ω) + ∥∆u⊥
0 ∥2

L2(Ω)

≤ ∥u⊥
0 ∥2

L2(Ω) + ∥∇u⊥
0 ∥2

L2(Ω) + ∥∆u⊥
0 ∥2

L2(Ω) = ∥u⊥
0 ∥2

H2(Ω).

Assim, segue de (3.46) que

∥∇u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) ≤ C2
2ε

2∥u⊥
0 ∥2

H2(Ω). (3.47)

E, ainda, da decomposição u0 = ⟨u0⟩ + u⊥
0 e do Lema 1.1.15, segue que

∥u⊥
0 ∥2

H2(Ω) ≤ ∥u0∥2
H2(Ω) ≤ C3∥f∥2

L2(Ω). (3.48)

Substituindo (3.48) em (3.47), obtemos

∥∇u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) ≤ C2
2ε

2
(
C3∥f∥2

L2(Ω)

)
. (3.49)

Portanto, segue de (3.45) utilizando a estimativa obtida em (3.49), que

∥u⊥
0 ∥2

L2(E2εR(x0)) ≤ C2
1ε

2
(
C2

2ε
2C3∥f∥2

L2(Ω)

)
,

o que implica

∥u⊥
0 ∥L2(E2εR(x0)) ≤ Cε2∥f∥L2(Ω),

onde (C = C2
1C

2
2C3)

1
2 .
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Lema 3.1.10 ([9], Lema 3.2). Para ⟨u0⟩ as seguintes estimativas valem:

| ⟨u0⟩ | ≤ C ∥f∥L2(Ω) , n = 3

| ⟨u0⟩ | ≤ C |ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) , n = 4

| ⟨u0⟩ | ≤ Cε− n
2 +2 ∥f∥L2(Ω) , n ≥ 5

onde a constante C independe de ε, u0 e f .

Demonstração. Como ω ⊂ Rn é limitado, considere δ > 0 independente de ε > 0 tal que
satisfaça as seguintes inclusões:

ωε ⊂ E2εR(x0) ⊂ Bδ ⊂ B2δ ⊂ Ω.

Sejam χ : Rn → R uma função cut-off dada por

χ(Bδ) = 1 e χ(Rn\B2δ) = 0,

e uma função ζ : Rn → R dada por

ζ(y) =
{

1 em E2R(x0),
0 em Rn\E2R(x0).

Observação 3.1.11. Dado x ∈ Ω, temos que x
ε

∈ E2R(x0) se, e somente se, |Q(x
ε
−x0)| <

2R = |Q(x− εx0)| < 2εR. Logo,

|Q(x− x0)| = |Q(x− x0 + εx0 − εx0)|
≤ |Q(x− εx0)| + |Q(εx0 − x0)|
< 2εR + (ε− 1)|Q(x0)| < 2εR.

Então, x ∈ E2εR(x0).
Segue do fato que E2εR(x0) ⊂ Bδ e da Observação 3.1.11, que∫

E2εR(x0)

u0dx =
∫

E2εR(x0)

χ(x)u0dx =
∫

E2εR(x0)

χ(x)u0ζ
(
x

ε

)
dx =

∫
Rn

χ(x)u0ζ
(
x

ε

)
dx. (3.50)

Considere ainda, a solução da equação ∆yw = ζ(y) em Rn, dada por

w(y) = − 1
(n− 2)σn

∫
Rn

ζ(s) ds
|s− y|n−2 ,

onde σn é a área da esfera unitária de Rn.
Vamos agora obter uma estimativa para a função w. Da definicão da função ζ,

temos

w(y) = − 1
(n− 2)σn

∫
E2R(x0)

ds
|s− y|n−2 . (3.51)

Observe que,

− 1
|s− y|n−2 ≤ 1

1 + |y|n−2 . (3.52)
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Substituindo (3.52) em (3.51), obtemos

w(y) ≤ 1
(n− 2)σn

∫
E2R(x0)

1
1 + |y|n−2 ds = 1

(n− 2)σn

1
1 + |y|n−2 |E2R(x0)| = C1

1 + |y|n−2 ,

onde C1 = |E2R(x0)|
(n− 2)σn

(que é independente de y).
Resumidamente,

w(y) ≤ C1

1 + |y|n−2 . (3.53)

Para y = x

ε
, temos

ζ
(
x

ε

)
= ∆x

ε
w
(
x

ε

)
= ε2∆xw

(
x

ε

)
. (3.54)

Substituindo (3.54) em (3.50), obtemos∫
E2εR(x0)

u0 dx = ε2
∫
Rn

χ(x)u0∆xw
(
x

ε

)
dx = ε2 lim

t→∞

∫
|x|<t

χ(x)u0∆xw
(
x

ε

)
dx. (3.55)

Observe que, pela Fórmula de Green, temos que∫
|x|<t

χ(x)u0∆xw
(
x

ε

)
dx =

∫
|x|=t

(
χ(x)u0

∂w

∂ν
− w

∂χ(x)u0

∂ν

)
dS +

∫
|x|<t

w
(
x

ε

)
∆x(χ(x)u0) dx.

Como χ(x) = 0 em Rn\B2δ, segue que

lim
t→∞

∫
|x|=t

(
χ(x)u0

∂w

∂ν
− w

∂χ(x)u0

∂ν

)
dS = 0,

e
lim
t→∞

∫
|x|<t

w
(
x

ε

)
∆x(χ(x)u0) dx =

∫
|x|<2δ

w
(
x

ε

)
∆x(χ(x)u0) dx.

Logo, tendo em vista o obtido acima, para (3.55) obtemos∫
E2εR(x0)

u0 dx = ε2
∫

|x|<2δ

w
(
x

ε

)
∆x(χ(x)u0) dx.

Da Desigualdade de Hölder, temos∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣ = ε2

∣∣∣∣∣∣∣
∫

|x|<2δ

w
(
x

ε

)
∆x(χ(x)u0)dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤ ε2

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥
L2(|x|<2δ)

∥∆(χu0)∥L2(|x|<2δ) . (3.56)

Observe que,

∥∆(χu0)∥L2(|x|<2δ) = ∥χ∆u0 + 2∇χ∇u0 + u0∆χ∥L2(|x|<2δ)

≤ ∥χ∆u0∥L2(|x|<2δ) + 2 ∥∇χ∇u0∥L2(|x|<2δ) + ∥u0∆χ∥L2(|x|<2δ)

≤ 2
(
∥χ∆u0∥L2(|x|<2δ) + ∥∇χ∇u0∥L2(|x|<2δ) + ∥u0∆χ∥L2(|x|<2δ)

)
.
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Segue do fato que χ(x) ≤ 1 em B2δ e do Lema 1.1.15, que

∥∆(χu0)∥L2(|x|<2δ) ≤ 2
(
∥∆u0∥2

L2(|x|<2δ) + ∥∇u0∥2
L2(|x|<2δ) + ∥u0∥2

L2(|x|<2δ)

)
= 2 ∥u0∥H2(|x|<2δ) ≤ 2 ∥u0∥H2(Ω) ≤ C2 ∥f∥L2(Ω) . (3.57)

Aplicando (3.57) em (3.56), tem-se∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0 dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C2ε
2
∥∥∥∥w ( ·

ε

)∥∥∥∥
L2(|x|<2δ)

∥f∥L2(Ω) .

Observe, ainda, que

|E2εR(x0)| = |det Q| Vol(B(0, 2εR)) = (2R)n |det Q| Vol(B(0, 1))εn,

logo

1
|E2εR(x0)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0 dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C3

εn−2

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥
L2(|x|<2δ)

∥f∥L2(Ω) , (3.58)

onde C3 = C2

(2R)n |det Q| Vol(B(0, 1)) .

E, ainda, fazendo a mudança de variáveis y = x

ε
, obtemos

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥2

L2(|x|<2δ)
=

∫
|x|<2δ

∣∣∣∣w (xε
)∣∣∣∣2 dx = εn

∫
|y|< 2δ

ε

|w (y)|2 dy

= εn

 ∫
|y|≤1

|w (y)|2 dy +
∫

1≤|y|< 2δ
ε

|w (y)|2 dy

 . (3.59)

Observe que, da desigualdade (3.53), para |y| ≤ 1

w(y) ≤ C1

1 + |y|n−2 ≤ C1, (3.60)

e, para |y| ≥ 1

w(y) ≤ C1

1 + |y|n−2 ≤ C1

|y|n−2 . (3.61)

Para a integral
∫

|y|≤1

|w (y)|2 dy, pela desigualdade (3.60), segue que

∫
|y|≤1

|w (y)|2 dy ≤
∫

|y|≤1

C2
1 dy = C2

1

1∫
0

∫
∂B(0,r)

dS dr = C2
1

1∫
0

rn−1
∫

∂B(0,1)

dS dr

= C2
1 |∂B(0, 1)|

1∫
0

rn−1 dr = C2
1 |∂B(0, 1)|

n
. (3.62)
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Para a integral
∫

1≤|y|< 2δ
ε

|w (y)|2 dy, pela desigualdade (3.61), temos

∫
1≤|y|< 2δ

ε

|w (y)|2 dy ≤
∫

1≤|y|< 2δ
ε

C2
1

(|y|n−2)2 dy =

2δ
ε∫

1

∫
∂B(0,r)

C2
1

(|y|n−2)2 dS dr

=

2δ
ε∫

1

C2
1

r2n−4

∫
∂B(0,r)

dS dr = C2
1

2δ
ε∫

1

rn−1

r2n−4

∫
∂B(0,1)

dS dr

= C2
1 |∂B(0, 1)|

2δ
ε∫

1

1
rn−3 dr. (3.63)

Substituindo (3.62) e (3.63) em (3.59), segue que

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥2

L2(|x|<2δ)
≤ C4ε

n

1 +

2δ
ε∫

1

1
rn−3 dr

 , (3.64)

onde C4 = C2
1 |∂B(0, 1)|.

• Para n = 3, em (3.64), temos

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥2

L2(|x|<2δ)
≤ C4ε

3

1 +

2δ
ε∫

1

dr

 = C4ε
3
(

1 + 2δ
ε

− 1
)

= C5ε
2, (3.65)

onde C5 = 2C4δ. E, portanto, substituindo (3.65) em (3.58), segue que

| ⟨u0⟩ | = 1
|E2εR(x0)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C3

ε
C

1
2
5 ε ∥f∥L2(Ω) = C6 ∥f∥L2(Ω) , (3.66)

onde C6 = C3C
1
2
5 .

• Para n = 4, em (3.64), temos

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥2

L2(|x|<2δ)
≤ C4ε

4

1 +

2δ
ε∫

1

1
r

dr

 = C4ε
4
(

1 + ln
(

2δ
ε

)
− ln 1

)

= C4 ε
4 (1 + ln 2δ − lnε) = C4 ε

4(1 + ln 2δ + |ln ε|)
≤ C7 ε

4 (1 + |ln ε|) ,

onde C7 = max {(1 + ln 2δ), 1}.
Observe que, para ε > 0 suficientemente pequeno existe constante C8 > 0 tal que

ε4 (1 + |ln ε|) ≤ C8 ε
4 |ln ε| ,

logo ∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥
L2(|x|<2δ)

≤ (C7C8)
1
2 ε2 |ln ε|

1
2 . (3.67)
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e, portanto, substituindo (3.67) em (3.58), segue que

| ⟨u0⟩ | = 1
|E2εR(x0)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤ C3

ε2 (C7C8)
1
2 ε2 |ln ε|

1
2 ∥f∥L2(Ω) = C9 |ln ε|

1
2 ∥f∥L2(Ω) , (3.68)

onde C9 = C3(C7C8)
1
2 .

• Para n ≥ 5, em (3.64), temos

∥∥∥∥w ( ·
ε

)∥∥∥∥2

L2(|x|<2δ)
≤ C4ε

n

1 +

2δ
ε∫

1

1
rn−3 dr

 = C4ε
n

1 + r4−n

(4 − n)

∣∣∣∣∣
2δ
ε

1


= C4ε

n

(
1 + (2δ)4−n

(4 − n)ε
n−4 + 1

(4 − n)

)
≤ C10ε

n
(
1 + εn−4

)
≤ 2C10ε

n, (3.69)

onde C10 = max
{

(5−n)
(4−n) ,

(2δ)4−n

(4−n)

}
. E, portanto, substituindo (3.69) em (3.58), segue que

| ⟨u0⟩ | = 1
|E2εR(x0)|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ C3

εn−2 (2C10)
1
2 ε

n
2 ∥f∥L2(Ω)

= C11 ε
− n

2 +2 ∥f∥L2(Ω) , (3.70)

onde C11 = C3(2C10)
1
2 .

Portanto o resultado segue, tomando C = max {C6, C9, C11} em (3.66), (3.68) e
(3.70), respectivamente.

Lema 3.1.12 ([9], Lema 3.3). Para u0 ∈ H2(Ω) as seguintes estimativas valem:

∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤


C ε

3
2 ∥f∥L2(Ω) , n = 3

C ε2 |ln ε| 1
2 ∥f∥L2(Ω) , n = 4

C ε2 ∥f∥L2(Ω) , n ≥ 5
,

onde a constante C independe de u0 e ε.

Demonstração. Usando a decomposição de u0 dada em (3.38), temos

∥u0∥2
L2(E2εR(x0)) =

∫
E2εR(x0)

|u0|2 dx =
∫

E2εR(x0)

| ⟨u0⟩ + u⊥
0 |2 dx

=
∫

E2εR(x0)

| ⟨u0⟩ |2 dx+
∫

E2εR(x0)

2 ⟨u0⟩u⊥
0 dx+

∫
E2εR(x0)

|u⊥
0 |2 dx.

Da condição de ortogonalidade (3.40), temos∫
E2εR(x0)

u⊥
0 dx = 0,
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logo

∥u0∥2
L2(E2εR(x0)) = | ⟨u0⟩ |2 |E2εR(x0)| + ∥u⊥

0 ∥2
L2(E2εR(x0))

= C1ε
n| ⟨u0⟩ |2 + ∥u⊥

0 ∥2
L2(E2εR(x0)), (3.71)

onde C1 = (2R)n|detQ|Vol(B(0, 1)).
Pelo Lema 3.1.9, temos

∥u⊥
0 ∥L2(E2εR(x0)) ≤ C2ε

2 ∥f∥L2(Ω) . (3.72)

• Para n = 3, do Lema 3.1.10, segue que

| ⟨u0⟩ | ≤ C3 ∥f∥L2(Ω) . (3.73)

Assim, substituindo (3.72) e (3.73) em (3.71), obtemos

∥u0∥2
L2(E2εR(x0)) ≤ C1ε

3C2
3 ∥f∥2

L2(Ω) + C2
2ε

4 ∥f∥2
L2(Ω)

= (C1C
2
3ε

3 + C2
2ε

4) ∥f∥2
L2(Ω) ≤ (C1C

2
3 + C2

2)ε3 ∥f∥2
L2(Ω) ,

logo,

∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ (C1C
2
3 + C2

2) 1
2 ε

3
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.74)

• Para n = 4, do Lema 3.1.10, segue que

| ⟨u0⟩ | ≤ C3|ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.75)

Assim, substituindo (3.72) e (3.75) em (3.71), obtemos

∥u0∥2
L2(E2εR(x0)) ≤ C1ε

4C2
3 |ln ε| ∥f∥2

L2(Ω) + C2
2ε

4 ∥f∥2
L2(Ω)

= (C1C
2
3 |ln ε| + C2

2)ε4 ∥f∥2
L2(Ω) ≤ C4(|ln ε| + 1)ε4 ∥f∥2

L2(Ω) ,

onde C4 = max {C1C
2
3 , C

2
2}.

Observe que, para ε > 0 suficientemente pequeno existe constante C5 > 0 tal que

(1 + |ln ε|) ≤ C5 |ln ε| ,

logo

∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ (C4C5)
1
2 |ln ε|

1
2 ε2 ∥f∥L2(Ω) . (3.76)

• Para n ≥ 5, do Lema 3.1.10, segue que

| ⟨u0⟩ | ≤ C3 ε
− n

2 +2 ∥f∥H2(Ω) . (3.77)

Assim, substituindo (3.72) e (3.77) em (3.71), obtemos

∥u0∥2
L2(E2εR(x0)) ≤ C1ε

nC2
3ε

−n+4 ∥f∥2
L2(Ω) + C2

2ε
4 ∥f∥2

L2(Ω) = (C1C
2
3 + C2

2)ε4 ∥f∥2
L2(Ω) ,

logo,

∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ (C1C
2
3 + C2

2) 1
2 ε2 ∥f∥L2(Ω) . (3.78)

Portanto, tomando C = max
{
(C1C

2
3 + C2

2) 1
2 , (C4C5)

1
2
}

em (3.74), (3.76) e (3.78), o
resultado segue.
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Lema 3.1.13. A função Wε satisfaz as seguintes estimativas:
(1) 0 ≤ Wε(x) ≤ 1, ∀x ∈ Ωε;
(2) |∇Wε(x)| ≤ C1ε

−1, ∀x ∈ E2εR(x0);
(3) ∥∇Wε∥L2(E2εR(x0)\EεR(x0)) ≤ C2ε

n
2 −1.

Demonstração. (1) Pela definição de Wε, basta verificarmos em E2εR(x0)\EεR(x0). Então,
para x ∈ E2εR(x0)\EεR(x0), temos

|Q(x− x0)| < 2εR (3.79)

e,

|Q(x− x0)| ≥ εR, (3.80)

logo, segue de (3.79), que

|Q(x− x0)|n−2 ≤ (2εR)n−2 ⇐⇒ 1
(2εR)n−2 ≤ 1

|Q(x− x0)|n−2 .

Note que, 1
(1 − 2n−2) < 0, então

1
(1 − 2n−2)|Q(x− x0)|n−2 ≤ 1

(1 − 2n−2)(2εR)n−2 .

Portanto,

Wε(x) = (2εR)n−2

(1 − 2n−2) |Q(x− x0)|n−2 + 2n−2

2n−2 − 1 ≤ (2εR)n−2

(1 − 2n−2)(2εR)n−2 + 2n−2

2n−2 − 1

= 2n−2 − 1
2n−2 − 1 = 1,

isto é, Wε(x) ≤ 1.
Por outro lado, segue de (3.80), que

|Q(x− x0)|n−2 ≥ (εR)n−2 ⇐⇒ 1
(εR)n−2 ≥ 1

|Q(x−M)|n−2 .

Como 1
(1 − 2n−2) < 0, então

1
(1 − 2n−2)|Q(x− x0)|n−2 ≥ 1

(1 − 2n−2)(εR)n−2 .

Portanto,

Wε(x) = (2εR)n−2

(1 − 2n−2) |Q(x− x0)|n−2 + 2n−2

2n−2 − 1 ≥ (2εR)n−2

(1 − 2n−2)(εR)n−2 + 2n−2

2n−2 − 1

= 2n−2 − 2n−2

2n−2 − 1 = 0,

isto é, Wε(x) ≥ 0.
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(2) Da definição de Wε, basta verificarmos em E2εR(x0)\EεR(x0). Então, para x ∈
E2εR(x0)\EεR(x0), temos que

|∇Wε(x)|2 =
∣∣∣∣∣
(
∂Wε(x)
∂x1

, · · · , ∂Wε(x)
∂xn

)∣∣∣∣∣
2

=
∑

1≤i≤n

(
∂Wε(x)
∂xi

)2

.

Para 1 ≤ i ≤ n

∂Wε(x)
∂xi

= (2εR)n−2

(1 − 2n−2)
∂

∂xi

(
1

|Q(x− x0)|n−2

)

= (2εR)n−2

(1 − 2n−2)
− ∂

∂xi
(|Q(x− x0)|n−2)

(|Q(x− x0)|n−2)2

= (2εR)n−2

(1 − 2n−2)
−(n− 2)|Q(x− x0)|n−2−1 ∂

∂xi
(|Q(x− x0)|)

(|Q(x− x0)|n−2)2

= (2εR)n−2

(1 − 2n−2)
−(n− 2)|Q(x− x0)|n−3 Q(xi−x0i

)
|Q(x−x0)|

|Q(x− x0)|2n−4

= (2εR)n−2

(1 − 2n−2)
−(n− 2)Q(xi − x0i

)
|Q(x− x0)|−n+4

1
|Q(x− x0)|2n−4

= (2εR)n−2

(1 − 2n−2)
−(n− 2)Q(xi − x0i

)
|Q(x− x0)|n

.

Logo

|∇Wε(x)|2 =
∑

1≤i≤n

(
∂Wε(x)
∂xi

)2

=
∑

1≤i≤n

(
(2εR)n−2

(1 − 2n−2)
−(n− 2)Q(xi − x0i

)
|Q(x− x0)|n

)2

=
(

−(n− 2)(2εR)n−2

(1 − 2n−2)|Q(x− x0)|n

)2

|Q(x− x0)|2

=
(

−(n− 2)(2εR)n−2

(1 − 2n−2)

)2 1
|Q(x− x0)|2n−2 ,

o que implica

|∇Wε(x)| =
(

−(n− 2)(2εR)n−2

(1 − 2n−2)

)
1

|Q(x− x0)|n−1 . (3.81)

Da desigualdade (3.80), segue que

1
|Q(x− x0)|n−1 ≤ 1

(εR)n−1 . (3.82)

Substituindo (3.82) em (3.81), obtemos

|∇Wε(x)| ≤
(

−(n− 2)(2εR)n−2

(1 − 2n−2)

)
1

(εR)n−1 = C1ε
−1,

onde C1 = −(n− 2)2n−2

(1 − 2n−2)R .
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(3) Pelo item (2), temos

∥∇Wε∥2
L2(E2εR(x0)\EεR(x0)) =

∫
E2εR(x0)\EεR(x0)

|∇Wε|2 dx ≤
∫

E2εR(x0)

|∇Wε|2 dx

≤ C2
1ε

−2 |E2εR(x0)| = C2
1ε

n−2(2R)n |detQ| Vol(B(0, 1)).

Logo,
∥∇Wε∥L2(E2εR(x0)\EεR(x0)) ≤ C2ε

n
2 −1,

onde C2 = (C2
1(2R)n |detQ| Vol(B(0, 1))) 1

2 .

• Estimativa para S1. Observe que

|S1| ≤

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

(
aijWε

∂u0

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣(V u0Wε, vε)L2(Ωε)

∣∣∣+ |λ|
∣∣∣(u0Wε, vε)L2(Ωε)

∣∣∣ . (3.83)

Assim, da definição de Wε e pelo Lema 3.1.13 - item (1), temos∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

(
aijWε

∂u0

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

∣∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

(
aijWε

∂u0

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(E2εR(x0))

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

∫
E2εR(x0)

aijWε
∂u0

∂xj

∂vε

∂xi

dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∑
1≤i,j≤n

∫
E2εR(x0)

|aij| |Wε|
∣∣∣∣∣∂u0

∂xj

∂vε

∂xi

∣∣∣∣∣ dx

≤ CA

∑
1≤i,j≤n

∫
E2εR(x0)

∣∣∣∣∣∂u0

∂xj

∂vε

∂xi

∣∣∣∣∣ dx,

onde CA = n maxx∈Ω |aij(x)|. Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

(
aijWε

∂u0

∂xj

,
∂vε

∂xi

)
L2(Ωε)

∣∣∣∣∣∣ ≤ CA ∥∇u0∥L2(E2εR(x0)) ∥∇vε∥L2(E2εR(x0)) . (3.84)

E, ainda, da definição de Wε e pelo Lema 3.1.13 - item (1), segue que∣∣∣(V u0Wε, vε)L2(Ωε)

∣∣∣ ≤
∣∣∣(V u0Wε, vε)L2(E2εR(x0))

∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

V u0Wεvε dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ CV

∫
E2εR(x0)

|u0vε| dx,

onde CV = maxΩ |V |. Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que∣∣∣(V u0Wε, vε)L2(Ωε)

∣∣∣ ≤ CV ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ∥vε∥L2(E2εR(x0)) . (3.85)

E, novamente, da definição de Wε e pelo Lema 3.1.13 - item (1), temos

|λ|
∣∣∣(u0Wε, vε)L2(Ωε)

∣∣∣ ≤ |λ|
∣∣∣(u0Wε, vε)L2(E2εR(x0))

∣∣∣
= |λ|

∣∣∣∣∣∣∣
∫

E2εR(x0)

u0Wεvε dx

∣∣∣∣∣∣∣ ≤ |λ|
∫

E2εR(x0)

|u0vε| dx.
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Logo, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, segue que

|λ|
∣∣∣(u0Wε, vε)L2(Ωε)

∣∣∣ ≤ |λ| ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ∥vε∥L2(E2εR(x0)) . (3.86)

Utilizando o obtido em (3.84), (3.85) e (3.86) em (3.83), obtemos

|S1| ≤ CA ∥∇u0∥L2(E2εR(x0)) ∥∇vε∥L2(E2εR(x0)) + (CV + |λ|) ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ∥vε∥L2(E2εR(x0)) .

Como
∥u0∥L2(E2εR(x0)) , ∥∇u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ ∥u0∥H1(Ω) ≤ ∥u0∥H2(Ω) ,

segue do Lema 1.1.15 que

∥u0∥L2(E2εR(x0)) , ∥∇u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ C3 ∥f∥L2(Ω) .

Então, pelo Lema 3.1.4

|S1| ≤ CAC3 ∥f∥L2(Ω) ∥∇vε∥L2(E2εR(x0)) + (CV + |λ|)C3 ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥L2(E2εR(x0))

≤ ((CA + CV + |λ|)C3)C4ε ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε)

≤ C5(1 + |λ|)ε ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) , (3.87)

onde C5 = (max {2C3C4 max {CA, CV } , C3C4}).

• Estimativa para S2. Da definição de Wε, temos

|S2| =

∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

1≤i,j≤n

(aij(x) − aij(x0))u0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

1≤i,j≤n

(aij(x) − aij(x0))u0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(E2εR(x0))

∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣
∑

1≤i,j≤n

∫
E2εR(x0)

(aij(x) − aij(x0))u0
∂Wε

∂xj

∂vε

∂xi

dx

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫
E2εR(x0)

|(A(x) − A(x0))∇Wε| |u0∇vε| dx. (3.88)

Afirmação. Para x ∈ E2εR(x0), existe constante C6 > 0, tal que

|(A(x) − A(x0))∇Wε(x)| ≤ C6. (3.89)

De fato, como A é uniformemente limitada em y ∈ Ω, existe constante C̃ > 0 tal que

|A(y)| ≤ C̃ |y| . (3.90)

Logo, segue das desigualdades (3.90), (3.79) e pelo Lema 3.1.13 - item (2), que

|(A(x) − A(x0))∇Wε(x)| ≤ C̃ |x− x0| |∇Wε(x)| ≤ C̃2εRC1ε
−1 = C6,

onde C6 = C̃2RC1, e a afirmação é válida.
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Substituindo (3.89) em (3.88) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

|S2| ≤
∫

E2εR(x0)

|(A(x) − A(x0))∇Wε| |u0∇vε| dx

≤ C6 ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ∥∇vε∥L2(E2εR(x0))

≤ C6 ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ∥vε∥H1(Ωε) . (3.91)

Pelo Lema 3.1.12 e da desigualdade (3.91), tem-se
• para n = 3

|S2| ≤ C6C7 ε
3
2 ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) ; (3.92)

• para n = 4,

|S2| ≤ C6C7 ε
2|ln ε| 1

2 ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) ; (3.93)

• para n ≥ 5,

|S2| ≤ C6C7 ε
2 ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) . (3.94)

• Estimativa para S4. Da definição de Wε, desigualdade (3.90) e da Desigualdade de
Cauchy-Schwarz, temos

|S4| =

∣∣∣∣∣∣∣⟨u0⟩

 ∑
1≤i,j≤n

aij(x0)
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |⟨u0⟩|

∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

1≤i,j≤n

aij(x0)
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(E2εR(x0))

∣∣∣∣∣∣∣
≤ |⟨u0⟩|

∫
E2εR(x0)

|A(x0)| |∇Wε∇vε| dx

≤ C̃ |x0| |⟨u0⟩| ∥∇Wε∥L2(E2εR(x0)) ∥∇vε∥L2(E2εR(x0))

≤ C̃ |x0| |⟨u0⟩| ∥∇Wε∥L2(E2εR(x0)) ∥vε∥H1(Ωε) . (3.95)

Aplicando os Lemas 3.1.10 e 3.1.13 - item(3) na desigualdade (3.95), segue que
• para n = 3

|S4| ≤ C̃ |x0|C8 ∥f∥L2(Ω) C2 ε
3
2 −1 ∥vε∥H1(Ωε)

≤ C̃ |x0|C8C2 ε
1
2 ∥vε∥H1(Ωε) ∥f∥L2(Ω) , (3.96)

• para n = 4,

|S4| ≤ C̃ |x0|C8 |ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) C2 ε

4
2 −1 ∥vε∥H1(Ωε)

≤ C̃ |x0|C8C2 |ln ε|
1
2 ε ∥vε∥H1(Ωε) ∥f∥L2(Ω) , (3.97)

• para n ≥ 5,

|S4| ≤ C̃ |x0|C8 ε
− n

2 +2 ∥f∥L2(Ω) C2ε
n
2 −1 ∥vε∥H1(Ωε)

≤ C̃ |x0|C8C2 ε ∥vε∥H1(Ωε) ∥f∥L2(Ω) . (3.98)
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• Estimativa para S5. Da definição de Wε, da desigualdade (3.90), Lema 3.1.13 - item
(2) e Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos

|S5| =

∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

1≤i,j≤n

aij(x0)u⊥
0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(Ωε)

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣∣
 ∑

1≤i,j≤n

aij(x0)u⊥
0
∂Wε

∂xj

,
∂vε

∂xi


L2(E2εR(x0))

∣∣∣∣∣∣∣
≤

∫
E2εR(x0)

|A(x0)∇Wε|
∣∣∣u⊥

0 ∇vε

∣∣∣ dx

≤ C̃ |x0|C1ε
−1∥u⊥

0 ∥L2(E2εR(x0)) ∥∇vε∥L2(E2εR(x0))

≤ C̃ |x0|C1ε
−1∥u⊥

0 ∥L2(E2εR(x0)) ∥vε∥H1(Ωε) . (3.99)

Aplicando o Lema 3.1.9 na desigualdade (3.99), temos

|S5| ≤ C̃ |x0|C1 ε
−1C9 ε

2 ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε)

= C̃ |x0|C1C9 ε ∥vε∥H1(Ωε) ∥f∥L2(Ω) . (3.100)

• Estimativa para ∥vε∥H1(Ωε). Pelo Lema 3.1.2, aplicado a vε em (3.37), segue que

1
κ1

∥vε∥2
H1(Ωε) ≤

∣∣∣λ ∥uε∥2
Xε

− σε (uε, uε)
∣∣∣ ≤ |S1| + |S2| + |S4| + |S5| . (3.101)

• Caso n = 3: pelas desigualdades (3.87), (3.92), (3.96) e (3.100) aplicadas a desigualdade
(3.101), obtemos a seguinte estimativa

∥vε∥2
H1(Ωε) ≤ κ1 (|S1| + |S2| + |S4| + |S5|)

≤ κ1
((
C5(1 + |λ|)ε+ C6C7ε

3
2 + C̃ |x0|C8C2ε

1
2 + C̃ |x0|C1C9ε

)
∥f∥L2(Ω)∥vε∥H1(Ωε)

)
≤ C11(1 + |λ|)ε 1

2 ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) ,

onde C11 = 4 κ1 max
{
C5, C6C7, C̃ |x0|C8C2, C̃ |x0|C1C9

}
.

Em resumo,

∥vε∥H1(Ωε) ≤ C11(1 + |λ|)ε 1
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.102)

• Caso n = 4: pelas desigualdades (3.87), (3.93), (3.97) e (3.100) aplicadas a desigualdade
(3.101), obtemos a seguinte estimativa

∥vε∥2
H1(Ωε) ≤ κ1 (|S1| + |S2| + |S4| + |S5|)

≤ κ1
((
C5(1 + |λ|)ε+ C6C7ε

2|ln ε| 1
2 + C̃ |x0|C8C2|ln ε|

1
2 ε+ C̃ |x0|C1C9ε

)
∥f∥L2(Ω)∥vε∥H1(Ωε)

)
≤ C11(1 + |λ|) ε (|ln ε|

1
2 + 1) ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) . (3.103)
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Observe que (|ln ε| 1
2 + 1)2 ≥ |ln ε| + 1 e, como |ln ε| + 1 ≥ |ln ε|, temos

−(|ln ε| + 1) 1
2 ≤ −|ln ε|

1
2 ⇐⇒ −(|ln ε|

1
2 + 1) ≤ −|ln ε|

1
2 ,

Assim de (3.103), obtemos

∥vε∥2
H1(Ωε) ≤ C11 ε (|ln ε|

1
2 + 1) ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε)

≤ −C11 ε (−(|ln ε|
1
2 + 1)) ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) .

Em resumo,

∥vε∥H1(Ωε) ≤ C11 ε |ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.104)

• Caso n ≥ 5: pelas desigualdades (3.87), (3.94), (3.98) e (3.100) aplicadas a desigualdade
(3.101), obtemos a seguinte estimativa

∥vε∥2
H1(Ωε) ≤ κ1 (|S1| + |S2| + |S4| + |S5|)

≤ κ1
((
C5(1 + |λ|)ε+ C6C7ε

2 + C̃ |x0|C8C2ε+ C̃ |x0|C1C9ε
)
∥f∥L2(Ω)∥vε∥H1(Ωε)

)
≤ C11(1 + |λ|)ε ∥f∥L2(Ω) ∥vε∥H1(Ωε) .

Em resumo,

∥vε∥H1(Ωε) ≤ C11(1 + |λ|)ε ∥f∥L2(Ω) . (3.105)

• Vamos estimar agora uε − u0. Observe que podemos escrever esta diferença da
seguinte maneira:

uε − u0 = uε − (1 −Wε)u0 −Wεu0 = vε −Wεu0.

Assim,

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ ∥vε∥H1(Ωε) + ∥Wεu0∥H1(Ωε) . (3.106)

Com isto, basta estimar ∥Wεu0∥H1(Ωε). Pela definição da função Wε, da desigualdade
(3.83), temos a seguinte estimativa para a norma ∥Wεu0∥L2(Ωε)

∥Wεu0∥2
L2(Ωε) =

∫
Ωε

|Wεu0|2 dx ≤
∫

E2εR(x0)

|Wεu0|2 dx

≤
∫

E2εR(x0)

|u0|2 dx = ∥u0∥2
L2(E2εR(x0)) ,

isto é,

∥Wεu0∥L2(Ωε) ≤ ∥u0∥L2(E2εR(x0)) . (3.107)

Pelo Lema 3.1.12 aplicado a desigualdade (3.107) tem-se:
• para n = 3

∥Wεu0∥L2(Ωε) ≤ ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ C7 ε
3
2 ∥f∥L2(Ω) ; (3.108)
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• para n = 4

∥Wεu0∥L2(Ωε) ≤ ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ C7 ε
2|ln ε| 1

2 ∥f∥L2(Ω) ; (3.109)

• para n ≥ 5

∥Wεu0∥L2(Ωε) ≤ ∥u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ C7 ε
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.110)

Considere, agora, a seguinte estimativa para a norma ∥∇(Wεu0)∥L2(Ωε):

∥∇(Wεu0)∥L2(Ωε) ≤ ∥Wε∇u0∥L2(Ωε) + ∥u0∇Wε∥L2(Ωε) . (3.111)

Da definição da função Wε e do Lema 3.1.13 - item (1), temos a seguinte estimativa
para a norma ∥Wε∇u0∥L2(Ωε):

∥Wε∇u0∥2
L2(Ωε) =

∫
Ωε

|Wε∇u0|2 dx ≤
∫

E2εR(x0)

|Wε∇u0|2 dx

≤
∫

E2εR(x0)

|∇u0|2 dx = ∥∇u0∥2
L2(E2εR(x0)) ,

isto é,

∥Wε∇u0∥L2(Ωε) ≤ ∥∇u0∥L2(E2εR(x0)) . (3.112)

Pelo Lema 3.1.4 e Lema 1.1.15 aplicados a desigualdade (3.112), obtemos

∥Wε∇u0∥L2(Ωε) ≤ ∥∇u0∥L2(E2εR(x0)) ≤ C13 ε ∥∇u0∥H1(Ω)

≤ C13 ε ∥u0∥H2(Ω) ≤ C13C14 ε ∥f∥L2(Ω) . (3.113)

Para procedermos com uma estimativa para a norma ∥u0∇Wε∥L2(Ωε), lembremos a
decomposição para u0 dada em (3.38): u0 = ⟨u0⟩ + u⊥

0 . Então,

∥u0∇Wε∥L2(Ωε) ≤ ∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) + ∥u⊥
0 ∇Wε∥L2(Ωε). (3.114)

Pela definição da função Wε e do Lema 3.1.13 - item (2), temos a seguinte estimativa
para a norma ∥u⊥

0 ∇Wε∥L2(Ωε):

∥u⊥
0 ∇Wε∥2

L2(Ωε) =
∫

Ωε

|u⊥
0 ∇Wε|2 dx ≤

∫
E2εR(x0)

|u⊥
0 ∇(Wε)|2 dx

≤ C2
1 ε

−2
∫

E2εR(x0)

|u⊥
0 |2 dx = C2

1 ε
−2∥u⊥

0 ∥2
L2(E2εR(x0)),

isto é,

∥u⊥
0 ∇Wε∥L2(Ωε) ≤ C1 ε

−1∥u⊥
0 ∥L2(E2εR(x0)). (3.115)

Aplicando o Lema 3.1.9 a desigualdade (3.115), obtemos

∥u⊥
0 ∇Wε∥L2(Ωε) ≤ C1 ε

−1∥u⊥
0 ∥L2(E2εR(x0))

≤ C1 ε
−1C15 ε

2 ∥f∥L2(Ω) = C1C15 ε ∥f∥L2(Ω) . (3.116)
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Da definição da função Wε e pelo Lema 3.1.13 - item (3), temos a seguinte estimativa
para a norma ∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε):

∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) = |⟨u0⟩| ∥∇Wε∥L2(Ωε)

= |⟨u0⟩| ∥∇Wε∥L2(E2εR(x0)\EεR(x0)) ≤ C2 |⟨u0⟩| ε
n
2 −1. (3.117)

Aplicando o Lema 3.1.10 a desigualdade (3.117), tem-se:
• para n = 3

∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) ≤ C2 |⟨u0⟩| ε
3
2 −1

≤ C2 ε
3
2 −1C8 ∥f∥L2(Ω) = C2C8 ε

1
2 ∥f∥L2(Ω) ; (3.118)

• para n = 4

∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) ≤ C2 |⟨u0⟩| ε
4
2 −1

≤ C2 ε
4
2 −1C8|ln ε|

1
2 ∥f∥L2(Ω) = C2C8 ε |ln ε|

1
2 ∥f∥L2(Ω) ; (3.119)

• para n ≥ 5

∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) ≤ C2 |⟨u0⟩| ε
n
2 −1

≤ C2 ε
n
2 −1C8 ε

− n
2 +2 ∥f∥L2(Ω) = C2C8 ε ∥f∥L2(Ω) . (3.120)

Em síntese, temos que

∥Wεu0∥2
H1(Ωε) = ∥Wεu0∥2

L2(Ωε) + ∥∇(Wεu0)∥2
L2(Ωε)

≤ ∥Wεu0∥2
L2(Ωε) + (∥Wε∇u0∥L2(Ωε) + ∥u0∇Wε∥L2(Ωε))

2

≤ ∥Wεu0∥2
L2(Ωε) + (∥Wε∇u0∥L2(Ωε) + ∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) + ∥u⊥

0 ∇Wε∥L2(Ωε))2.

(3.121)

• Caso n = 3: das estimativas obtidas em (3.108), (3.113), (3.118) e (3.116), aplicadas
em (3.121), segue que

∥Wεu0∥2
H1(Ωε) ≤ ∥Wεu0∥2

L2(Ωε) + (∥Wε∇u0∥L2(Ωε) + ∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) + ∥u⊥
0 ∇Wε∥L2(Ωε))2

≤ C2
7ε

3 ∥f∥2
L2(Ω)+

(
C13C14 ε ∥f∥L2(Ω)+ C2C8 ε

1
2 ∥f∥L2(Ω)+ C1C15 ε∥f∥L2(Ω)

)2

≤ C2
7 ε

3 ∥f∥2
L2(Ω) + (C13C14 + C2C8 + C1C15)2 ε ∥f∥2

L2(Ω)

≤ (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15)2 ε ∥f∥2
L2(Ω) .

Deste modo,

∥Wεu0∥H1(Ωε) ≤ (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15) ε
1
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.122)

• Caso n = 4: das estimativas obtidas em (3.109), (3.113), (3.119) e (3.116), aplicadas
em (3.121), segue que

∥Wεu0∥2
H1(Ωε) ≤ ∥Wεu0∥2

L2(Ωε) + (∥Wε∇u0)∥L2(Ωε) + ∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) + ∥u⊥
0 ∇Wε∥L2(Ωε))2

≤ C2
7ε

4|ln ε|∥f∥2
L2(Ω)+

(
C13C14ε ∥f∥L2(Ω)+C2C8ε|ln ε|

1
2 ∥f∥L2(Ω)+C1C15ε∥f∥L2(Ω)

)2

≤ C2
7 ε

4|ln ε| ∥f∥2
L2(Ω) + (C13C14 + C2C8 + C1C15)2 ε2|ln ε| ∥f∥2

L2(Ω)

≤ (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15)2 ε2|ln ε| ∥f∥2
L2(Ω) .
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Desta forma,

∥Wεu0∥H1(Ωε) ≤ (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15) ε|ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.123)

• Caso n ≥ 5: das estimativas obtidas em (3.110), (3.113), (3.120) e (3.116), aplicadas
em (3.121), segue que

∥Wεu0∥2
H1(Ωε) ≤ ∥Wεu0∥2

L2(Ωε) + (∥Wε∇u0∥L2(Ωε) + ∥⟨u0⟩ ∇Wε∥L2(Ωε) + ∥u⊥
0 ∇Wε∥L2(Ωε))2

≤ C2
7ε

4 ∥f∥2
L2(Ω) +

(
C13C14ε ∥f∥L2(Ω) + C2C8ε ∥f∥L2(Ω)+ C1C15ε ∥f∥L2(Ω)

)2

≤ C2
7 ε

4 ∥f∥2
L2(Ω) + (C13C14 + C2C8 + C1C15)2 ε2 ∥f∥2

L2(Ω)

≤ (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15)2 ε2 ∥f∥2
L2(Ω) .

Deste modo,

∥Wεu0∥H1(Ωε) ≤ (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15) ε ∥f∥L2(Ω) . (3.124)

Por fim, voltemos a estimativa da norma ∥uε − u0∥H1(Ωε).

• Para n = 3, substituindo (3.102) e (3.122) em (3.106), obtemos

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ ∥vε∥H1(Ωε) + ∥Wεu0∥H1(Ωε)

≤ C11(1 + |λ|)ε 1
2 ∥f∥L2(Ω) + (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15) ε

1
2 ∥f∥L2(Ω)

≤ C16(1 + |λ|)ε 1
2 ∥f∥L2(Ω) , (3.125)

onde C16 = 5 max {C11, C7, C13C14, C2C8, C1C15}.

• Para n = 4, substituindo (3.104) e (3.123) em (3.106), obtemos

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ ∥vε∥H1(Ωε) + ∥Wεu0∥H1(Ωε)

≤ C11ε|ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) + (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15) ε|ln ε|

1
2 ∥f∥L2(Ω)

≤ C16(1 + |λ|)ε |ln ε| 1
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.126)

• Para n ≥ 5, substituindo (3.105) e (3.124) em (3.106), obtemos

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ ∥vε∥H1(Ωε) + ∥Wεu0∥H1(Ωε)

≤ C11(1 + |λ|) ε ∥f∥L2(Ω) + (C7 + C13C14 + C2C8 + C1C15) ε ∥f∥L2(Ω)

≤ C16(1 + |λ|)ε ∥f∥L2(Ω) . (3.127)

Portanto, segue de (3.125), (3.126) e (3.127), que

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ C(1 + |λ|) ε 1
2 ∥f∥L2(Ω) , n = 3,

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ C(1 + |λ|) ε |ln ε| 1
2 ∥f∥L2(Ω) , n = 4,

∥uε − u0∥H1(Ωε) ≤ C(1 + |λ|) ε ∥f∥L2(Ω) , n ≥ 5,

o que conclui a demonstração do teorema.



Convergência dos Semigrupos 91

Observação 3.1.14. Como dito anteriormente, o Teorema 3.1.6 é uma variação do
Teorema 1.2 em [9], onde a modificação obtida foi em relação a dependência em λ da
constante, de modo que a tal dependência foi deixada explícita como C(1 + |λ|), onde C
independe agora de ambos parâmetros ε e λ. Cabe ressaltar que tal modificação somente
foi possível devido o uso do Lema 3.1.2, por isso a restrição λ ∈ S0,ϕ1 (diferentemente
de somente |Im λ| ̸= 0 pedido no Teorema 1.2 em [9]) e, esta será necessária no decorrer
do texto para obter a taxa de convergência dos semigrupos lineares quando o parâmetro
ε → 0 e, por conseguinte obter a taxa de convergência dos semigrupos não lineares.

3.2 Convergência dos Semigrupos
Os resultados obtidos na seção anterior detalham o comportamento dos resolvente

das partes lineares dos operadores sob a perturbação que estamos considerando no
domínio. Em vista disto, no que segue obteremos estimativas sobre o comportamento
dos semigrupos lineares e estas serão fundamentais para o análise da dinâmica não linear.
Teorema 3.2.1. Para θ ∈ (0, 1

2) existem constantes β > 0 e C > 0, tais que∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −jθ, n = 3,∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t− 1

2 −jθ, n = 4,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tε2θt−

1
2 −jθ, n ≥ 5,

onde j = 0 para t ∈ [1,∞) e j = 3 para t ∈ (0, 1).
Demonstração. Inicialmente, observe que

e−Aεt = 1
2πi

∫
Γ

e−λt(λ− Aε)−1 dλ, ε ∈ [0, 1),

onde Γ é a fronteira orientada positivamente, percorrendo ∞e−iϕ1 a ∞eiϕ1 , do setor S0,ϕ1

do operador Aε, ε ∈ [0, 1).

Segue, do Teorema 1.2.9, a seguinte estimativa∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤

∥∥∥e−Aεt
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
+
∥∥∥e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ C0e

−βtt−
1
2 . (3.128)

Por outro lado,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ 1

2π

∫
Γ

∣∣∣e−λt
∣∣∣ ∥∥∥(λ− Aε)−1 − (λ− A0)−1

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
|dλ|

≤ 1
2π

∫
Γ

eReλt
∥∥∥(λ− Aε)−1 − (λ− A0)−1

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
d |λ| .

Assim, pelo Teorema 3.1.6, segue que∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε

1
2

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ| n = 3,

∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε |ln ε|

1
2

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ| n = 4,

∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ| n ≥ 5.
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Vejamos, agora, uma estimativa para a integral
∫
Γ
eReλt(1 + |λ|) d |λ|. Observe que,

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ| =
∫
Γ

eReλt d |λ| +
∫
Γ

eReλt |λ| d |λ| := I1 + I2. (3.129)

Para I1, fazendo a seguinte mudança de variáveis µ = λt, obtemos
∫
Γ

eReλt d |λ| =
∫
Γ

eReµ d |µ|
t

≤ 1
t

∫
Γ

e|µ| d |µ| = C2 t
−1.

Para I2, fazendo a seguinte mudança de variáveis λ = ρeiϕ1 , obtemos

∫
Γ

eReλt |λ| d |λ| ≤ 2
∞∫

0

e−tρ cos ϕ1
∣∣∣ρeiϕ1

∣∣∣ ∣∣∣eiϕ1
∣∣∣ dρ ≤ 2

∞∫
0

e−tρ cos ϕ1ρ dρ,

e, fazendo a seguinte mudança de variáveis s = tρ cosϕ1, segue que
∞∫

0

e−tρ cos ϕ1ρ dρ ≤
∞∫

0

e−s s

(t cosϕ1)2 ds = 1
t2 cos2 ϕ1

,

logo,

I2 =
∫
Γ

eReλt |λ| d |λ| ≤ 1
t2 cos2 ϕ1

.

Assim, obtemos a seguinte estimativa em (3.129)∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ| ≤ C2 t
−1 + 2

cos2 ϕ1
t−2.

Em vista disso, para

• n = 3 :∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε

1
2

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ|

≤ C1

2π ε
1
2

(
C2 t

−1 + 2
cos2 ϕ1

t−2
)

= C3 ε
1
2 (t−1 + t−2), (3.130)

onde C3 = C1
2π

max
{
C2,

2
cos2 ϕ1

}
.

• n = 4 :∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε |ln ε|

1
2

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ|

≤ C3 ε |ln ε|
1
2 (t−1 + t−2). (3.131)
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• n ≥ 5 :∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|) d |λ| ≤ C3 ε (t−1 + t−2). (3.132)

Observando que para t ∈ (0, 1) temos t−2 > t−1 e para t ≥ 1 temos t− 1
2 > t−2,

segue do Teorema 1.2.19 fazendo a interpolação das expressões (3.128) e (3.130), (3.128)
e (3.131), (3.128) e (3.132), com 1 − 2θ e 2θ e β = η = 1

2 , respectivamente, que para
t ∈ (0, 1) ∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −3θ n = 3,∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t− 1

2 −3θ n = 4,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θt−

1
2 −3θ n ≥ 5,

e, tendo em vista a mesma interpolação para t ≥ 1, segue que∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tεθt−

1
2 n = 3,∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t− 1

2 n = 4,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θt−

1
2 n ≥ 5.

O resultado a seguir relaciona a convergência dos semigrupos lineares com a
convergência dos semigrupos não lineares via fórmula da variação das constantes. Isso,
por sua vez, implicará na semicontinuidade superior e inferior dos atratores e dos pontos
estacionários.

Teorema 3.2.2. Seja T0(t, u0
0) ∈ C([0, τ(u0

0)), X
1
2 ) (ou Tε(t, u0

ε) ∈ C([0, τ(u0
ε)), X

1
2
ε ), ε ∈

(0, 1]), a solução correspondente da equação integral (2.33) (ou (2.31)) com dado inicial
u0

0 ∈ X
1
2 (ou uε

0 ∈ X
1
2
ε ), a qual existe no intervalo máximo [0, τ(u0

0)) (ou [0, τ(u0
ε)), ε ∈

(0, 1]). Além disso, dado R > 0, θ ∈ (0, 1
2) e t0 ∈ (0, τ), onde τ := min {τ(u0

0), τ(u0
ε)}, com

∥T0(t, u0
0)∥X

1
2

≤ R e ∥Tε(t, u0
ε)∥

X
1
2

ε

≤ R, para todo t ∈ [0, t0]. Então, existem constantes
C > 0 e L > 0 tais que

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ εθ

)
n = 3,

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)

n = 4,

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ ε2θ

)
n ≥ 5,

onde j = 0 para t ∈ [1,∞) e j = 3 para t ∈ (0, 1).

Demonstração. Para τ > 0, considere t ∈ (0, τ), logo pela fórmula da variação das
constantes, segue que

Tε(t, u0
ε) = e−tAεu0

ε +
t∫

0

e−(s−t)AεF (Tε(s, u0
ε)) ds, ε ∈ [0, 1].
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Logo,∥∥∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤
∥∥∥e−tAεu0

ε − e−tA0u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+
t∫

0

∥∥∥e−(s−t)AεF (Tε(s, u0
ε)) − e−(s−t)A0F (T0(s, u0

0))
∥∥∥

X
1
2

ε

ds.

(3.133)

Analisaremos ambos dois termos no lado direito em (3.133). Para o primeiro termo,
segue que∥∥∥e−tAεu0

ε − e−tA0u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

≤
∥∥∥e−tAεu0

ε − e−tAεu0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+
∥∥∥e−tAεu0

0 − e−tA0u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

.

Usando a Proposição 1.2.17 e o Teorema 3.2.1, obtemos para

• n = 3 :∥∥∥e−tAεu0
ε − e−tA0u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

≤ C1e
−βtt−

1
2
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

. (3.134)

• n = 4 :∥∥∥e−tAεu0
ε − e−tA0u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

≤ C1e
−βtt−

1
2
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

.

. (3.135)

• n ≥ 5 :∥∥∥e−tAεu0
ε − e−tA0u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

≤ C1e
−βtt−

1
2
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)t ε2θt−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

. (3.136)

Denotando por Ψε(t, s) :=
∥∥∥e−(s−t)AεF (Tε(s, u0

ε)) − e−(s−t)A0F (T0(s, u0
0))
∥∥∥

X
1
2

ε

no
segundo termo do lado direito em (3.133), segue que

t∫
0

Ψε(t, s)ds ≤
t∫

0

∥∥∥∥e−(s−t)Aε

[
F (Tε(s, u0

ε)) − F (T0(s, u0
0))
]∥∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+
t∫

0

∥∥∥∥[e−(s−t)Aε − e−(s−t)A0

]
F (T0(s, u0

0))
∥∥∥∥

X
1
2

ε

ds.

Pela Proposição 1.2.17, Teorema 3.2.1 e Lema 2.2.2, utilizando LF como a constante de
Lipschitz de F , obtemos para

• n = 3 :
t∫

0

Ψε(t, s)ds ≤ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+ C1C3 ε
θ

t∫
0

e−β(1−2θ)(t−s)(t− s)− 1
2 −jθds. (3.137)
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Tomando y = β(1 − 2θ)(t− s) no segundo termo do lado direito de (3.137), resulta

1
β

1
2 −jθ(1 − 2θ)− 1

2 −jθ

β(1−2θ)t∫
0

e−yy− 1
2 −jθdy ≤ 1

β
1
2 −jθ(1 − 2θ)− 1

2 −jθ

∞∫
0

e−yy− 1
2 −jθdy

= 1
β

1
2 −jθ(1 − 2θ)− 1

2 −jθ
Γ(1

2 − jθ)

= Cβ,j,θ ≤ Dβ,θ, (3.138)

onde Dβ,θ = max {Cβ,1,θ, Cβ,3,θ}.

Logo, substituindo (3.134), (3.137) e (3.138) em (3.133), obtemos para n = 3∥∥∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C1e
−βtt−

1
2
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2C3 ε
θDβ,θ

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

= C1e
−βtt−

1
2 t−jθtjθ

∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2C3 ε
θDβ,θt

− 1
2 −jθt

1
2 +jθe−βteβt

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

≤ e−βtt−
1
2 −jθ

(
C1τ

jθ
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
2θτεθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2C3 ε
θDβ,θτ

1
2 +jθeβτ

)
+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

≤ C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ εθ
)
t−

1
2 −jθe−βt

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds, (3.139)

onde C4 = max
{
C1τ

jθ, 2 max
{
C2e

2θτ ∥u0
0∥

X
1
2

ε

, C2C3Dβ,θτ
1
2 +jθeβτ

}}
.

Multiplicando a expressão (3.139) por eβt, obtemos

eβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ εθ
)
t−

1
2 −jθ

+ C1LF

t∫
0

eβs(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds.

Agora, escrevendo

ϕε(t) := eβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

, aε := C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ εθ
)

e b := C1LF ,
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reescrevendo a última desigualdade da seguinte forma

ϕε(t) ≤ aε t
− 1

2 −jθ + b

t∫
0

(t− s)− 1
2ϕε(s)ds,

e, usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 1.1.9), obtemos

ϕε(t) ≤ C5 aε t
− 1

2 −jθ.

E, ainda, suponha que exista δ > 1, tal que

e−βδteβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4C5t
− 1

2 −jθ
( ∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ εθ
)
.

Logo, tomando L = β(δ − 1) > 0, segue que∥∥∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4C5e
Ltt−

1
2 −jθ

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ εθ
)
. (3.140)

• n = 4 :
t∫

0

Ψε(t, s)ds ≤ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+ C1C3 ε
2θ |ln ε|θ

t∫
0

e−β(1−2θ)(t−s)(t− s)− 1
2 −jθds. (3.141)

Logo, substituindo (3.135), (3.141) e (3.138) em (3.133), obtemos para n = 4∥∥∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C1e
−βtt−

1
2
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C1C3 ε
2θ |ln ε|θ Dβ,θ

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

≤ C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)
t−

1
2 −jθe−βt

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds. (3.142)

Multiplicando a expressão (3.142) por eβt, obtemos

eβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)
t−

1
2 −jθ

+ C1LF

t∫
0

eβs(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds.

Agora, escrevendo

ϕε(t) := eβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

, aε := C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)

e b := C1LF ,
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reescrevendo a última desigualdade da seguinte forma

ϕε(t) ≤ aε t
− 1

2 −jθ + b

t∫
0

(t− s)− 1
2ϕε(s)ds,

e, usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 1.1.9), obtemos

ϕε(t) ≤ C6 aε t
− 1

2 −jθ.

De maneira análoga ao caso n = 3, existe δ > 1, tal que tomando L = β(δ− 1) > 0,
segue que∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4C6e
Ltt−

1
2 −jθ

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)
. (3.143)

• n ≥ 5 :
t∫

0

Ψε(t, s)ds ≤ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+ C1C3 ε
2θ

t∫
0

e−β(1−2θ)(t−s)(t− s)− 1
2 −jθds. (3.144)

Logo, substituindo (3.136), (3.144) e (3.138) em (3.133), obtemos para n ≥ 5∥∥∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C1e
−βtt−

1
2
∥∥∥u0

ε − u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C2e
−β(1−2θ)t ε2θt−

1
2 −jθ

∥∥∥u0
0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ C1C3 ε
2θ |ln ε|θ Dβ,θ

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

≤ C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ
)
t−

1
2 −jθe−βt

+ C1LF

t∫
0

e−β(t−s)(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds. (3.145)

Multiplicando a expressão (3.145) por eβt, obtemos

eβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ
)
t−

1
2 −jθ

+ C1LF

t∫
0

eβs(t− s)− 1
2
∥∥∥Tε(s, u0

ε) − T0(s, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds.

Agora, escrevendo

ϕε(t) := eβt
∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

, aε := C4

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ
)

e b := C1LF ,

reescrevendo a última desigualdade da seguinte forma

ϕε(t) ≤ aε t
− 1

2 −jθ + b

t∫
0

(t− s)− 1
2ϕε(s)ds,
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e usando a Desigualdade de Gronwall (Lema 1.1.9), obtemos

ϕε(t) ≤ C7 aε t
− 1

2 −jθ.

De maneira análoga ao caso n = 3, existe δ > 1, tal que tomando L = β(δ− 1) > 0,
segue que ∥∥∥Tε(t, u0

ε) − T0(t, u0
0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ C4C7e
Ltt−

1
2 −jθ

( ∥∥∥u0
ε − u0

0

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ε2θ
)
. (3.146)

Portanto, de (3.140), (3.143) e (3.146), o resultado segue.

3.3 Convergência Espectral
É sabido que o comportamento espectral dos operadores lineares é importante ao

analisar as propriedades de continuidade da dinâmica não linear. Isto posto, esta seção
é dedicada a explorar resultados sobre o comportamento espectral de operadores do tipo
Aε quando o parâmetro ε → 0. Veja também [8] para outros exemplos onde utiliza-se
uma técnica semelhante.

Considere os seguintes problemas de autovalor

A0φ0 = λ0φ0 em Ω. (3.147)

e
Aεφε = λεφε em Ωε. (3.148)

Observe que os problemas (3.147) e (3.148) são equivalentes, respectivamente, aos
seguintes problemas elípticos

−
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂φ0

∂xj

)
+ V (x)φ0 = λ0φ0, x ∈ Ω,

φ0 = 0, x ∈ ∂Ω.
(3.149)

e 
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂φε

∂xj

)
+ V (x)φε = λεφε, x ∈ Ωε,

φε = 0, x ∈ ∂Ωε.

(3.150)

Para φ0 ∈ D(A0), o quociente de Rayleigh1 do operador A0 é dado por

RA0 [φ0] :=

∫
Ω

∑
1≤i,j≤n

aij
∂φ0
∂xi

∂φ0
∂xj

dx+
∫
Ω
V φ2

0 dx∫
Ω
φ2

0 dx ,

e, para φε ∈ D(Aε), o quociente de Rayleigh do operador Aε é dado por

RAε [φε] :=

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂φε

∂xi

∂φε

∂xj
dx+

∫
Ωε

V φ2
ε dx∫

Ωε

φ2
ε dx .

1Veja [31], para mais detalhes.
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Proposição 3.3.1. Se φε ∈ D(Aε), ε ∈ [0, 1], então RAε [φε] > 0.

Demonstração. Dado φε ∈ D(Aε), segue que

RAε [φε] ∥φε∥2
L2(Ωε) =

∫
Ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂φε

∂xi

∂φε

∂xj

dx+
∫

Ωε

V φ2
ε dx

≥ ϑ0

∫
Ωε

|∇φε|2 dx+ inf
Ω
V
∫

Ωε

φ2
ε dx

≥ C
(
∥∇φε∥2

L2(Ωε) + ∥φε∥2
L2(Ωε)

)
≥ 0,

onde C = min{ϑ0, inf
Ω
V } ≥ 0. Logo, RAε [φε] ≥ 0.

Observe que, RAε [φε] = 0 se, e somente se, φε = 0, o que é uma contradição.
Portanto, RAε [φε] > 0.

Para ε ∈ [0, 1], da caracterização variacional de autovalores, segue que

λk
ε(Aε,Ωε) = min

Ek⊂H1
0 (Ωε)

dim Ek=k

max
φε∈Ek,φε ̸=0

RAε [φε] .

Da Proposição 3.3.1, os autovalores, λk
ε(Aε,Ωε), são reais positivos e contado as

multiplicidades, temos σ(Aε) =
{
λk

ε

}∞

k=1
, onde

0 < λ1
ε ≤ · · · ≤ λk

ε ≤ · · · ,

com λk
ε → +∞ se k → +∞.

Em L2(ωε) considere o operador, Aωε : D(Aωε) ⊂ L2(ωε) → L2(ωε), dado por

D(Aωε) =
{
uε ∈ H2(ωε) : uε = 0 em ∂ωε

}
,

Aωεuε = −
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(·)

∂uε

∂xj

)
+ V (·)uε,

e o seguinte problema de autovalor

Aωεγε = τεγε em ωε. (3.151)

Observe que o problema (3.151) é equivalente ao seguinte problema elíptico
−

∑
1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂γε

∂xj

)
+ V (x)γε = τεγε, x ∈ ωε,

γε = 0, x ∈ ∂ωε.

(3.152)

Para γε ∈ D(Aωε), o quociente de Rayleigh do operador Aωε é dado por

RAωε
[γε] :=

∫
ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂γε

∂xi

∂γε

∂xj
dx+

∫
ωε

V γ2
ε dx∫

ωε

γ2
ε dx .

E de maneira análoga a Proposição 3.3.1, tem-se
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Proposição 3.3.2. Se γε ∈ D(Aωε), então RAωε
[γε] > 0.

Da caracterização variacional dos autovalores, temos que

τ k
ε (Aωε , ωε) = min

Ek⊂H1
0 (ωε)

dim Ek=k

max
γε∈Ek,γε ̸=0

RAωε
[γε] .

Da Proposição 3.3.2, os autovalores, τ k
ε (Aωε , ωε), são reais positivos e contado as

multiplicidades, temos σ(Aωε) =
{
τ k

ε

}∞

k=1
, onde

0 < τ 1
ε ≤ · · · ≤ τ k

ε ≤ · · · ,

com τ k
ε → +∞ se k → +∞.

Proposição 3.3.3. A seguinte estimativa vale:

inf σ(Aωε) ≥ Cε−2,

onde a constante C independe de ε.
Demonstração. Dado γε ∈ D(Aωε), segue que

RHD
ωε

[γε] ∥γε∥2
L2(ωε) =

∫
ωε

∑
1≤i,j≤n

aij
∂γε

∂xi

∂γε

∂xj

dx+
∫
ωε

V γ2
ε dx

≥ ϑ0

∫
ωε

|∇γε|2 dx+ inf
Ω
V
∫
ωε

γ2
ε dx

≥ C1
(
∥∇γε∥2

L2(ωε) + ∥γε∥2
L2(ωε)

)
, (3.153)

onde C1 = min{ϑ0, inf
Ω
V }.

Considere a seguinte mudança de coodernadas y = (x− x0)ε−1. Então,

∥∇γε∥2
L2(ωε) = εn−2 ∥∇γε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) , (3.154)
∥γε∥2

L2(ωε) = εn ∥γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω) . (3.155)

Substituindo (3.154) e (3.155) em (3.153), obtemos

RAωε
[γε] εn ∥γε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) ≥ C1
(
εn−2 ∥∇γε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) + εn ∥γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω)

)
,

isto é,

RAωε
[γε] ≥ C1

ε−2 ∥∇γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω)

∥γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω)

+ 1


≥ C1ε
−2 ∥∇γε(x0 + ε·)∥2

L2(ω)

∥γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω)

. (3.156)

Observe que, pela Desigualdade de Poincaré, existe constante C2 > 0, tal que

∥γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω) ≤ C2 ∥∇γε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) . (3.157)

Logo, substituindo (3.157) em (3.156), temos

RAωε
[γε] ≥ C1

C2
ε−2 ∥γε(x0 + ε·)∥2

L2(ω)

∥γε(x0 + ε·)∥2
L2(ω)

= Cε−2,

onde C = C1

C2
.
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No que segue, seja λ ∈ C fixado arbitrariamente tal que Im λ ̸= 0.

Proposição 3.3.4. Para ε > 0 suficientemente pequeno∥∥∥(Aωε − λ)−1
∥∥∥

L(L2(ωε),L2(ωε))
≤ Cε2, (3.158)

onde a constante C independe de ε, mas depende de λ.

Demonstração. Para f ∈ L2(ωε) uma função arbitrária, temos que a função uε :=
(Aωε − λ)−1 f pertence ao espaço H2(ωε) e é solução do seguinte problema elíptico

−
∑

1≤i,j≤n

∂

∂xi

(
aij(x)∂uε

∂xj

)
+ V (x)uε − λuε = f, x ∈ ωε,

uε = 0, x ∈ ∂ωε.

(3.159)

Para o problema obtido em (3.159), escrevemos a identidade integral correspondente.
Para tal, multipliquemos a equação por uε e integramos por partes levando em
consideração a condição de fronteira. Assim, utilizando a notação do produto interno
em L2(ωε), obtemos

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂uε

∂xi

)
L2(ωε)

+ (V uε, uε)L2(ωε) − λ (uε, uε)L2(ωε) = (f, uε)L2(ωε) .

Logo, tomando as partes real e imaginária acima, temos

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂uε

∂xi

)
L2(ωε)

+ (V uε, uε)L2(ωε)− Reλ (uε, uε)L2(Ωε) = Re (f, uε)L2(ωε) (3.160)

−Im λ (uε, uε)L2(ωε) = Im (f, uε)L2(ωε) . (3.161)

Da identidade (3.161) e da Desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos

(uε, uε)L2(ωε) = − 1
Im λ

Im (f, uε)L2(ωε)

≤ C1(λ)
∣∣∣(f, uε)L2(ωε)

∣∣∣ ≤ C1(λ) ∥f∥L2(ωε) ∥uε∥L2(ωε) , (3.162)

onde C1(λ) = 1
|Im λ|

.

Empregando a estimativa obtida em (3.162) em (3.160), temos

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂uε

∂xi

)
L2(ωε)

+ (V uε, uε)L2(ωε) = Re (f, uε)L2(ωε) + Re λ (uε, uε)L2(ωε)

≤
∣∣∣Re (f, uε)L2(ωε) + Re λ (uε, uε)L2(ωε)

∣∣∣
≤

∣∣∣Re (f, uε)L2(ωε)

∣∣∣+ |Re λ|
∣∣∣(uε, uε)L2(ωε)

∣∣∣
≤

∣∣∣(f, uε)L2(ωε)

∣∣∣+ |Re λ|C1(λ)
∣∣∣(f, uε)L2(ωε)

∣∣∣
≤ C2(λ)

∣∣∣(f, uε)L2(ωε)

∣∣∣
≤ C2(λ) ∥f∥L2(ωε) ∥uε∥L2(ωε) ,
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onde C2(λ) = 1 + |Re λ|C1(λ).

Em suma,

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂uε

∂xi

)
L2(ωε)

+ (V uε, uε)L2(ωε) ≤ C2(λ) ∥f∥L2(ωε) ∥uε∥L2(ωε) . (3.163)

Vamos estimar inferiormente o lado esquerdo da desigualdade acima. Observe que, usando
a condição de elipticidade, temos

∑
1≤i,j≤n

(
aij
∂uε

∂xj

,
∂uε

∂xi

)
L2(ωε)

≥ C0 ∥∇uε∥2
L2(ωε) .

E, como V ∈ C(Ω), tal que V (x) ≥ 0 para todo x ∈ Ω, segue que (V uε, uε)L2(ωε) ≥ 0.

Logo, de (3.163), segue que

C0 ∥∇uε∥2
L2(ωε) ≤ C2(λ) ∥f∥L2(ωε) ∥uε∥L2(ωε) . (3.164)

Considere as seguintes mudanças de coodernadas y = (x−M)ε−1 e z = εy. Então,

∥∇uε∥2
L2(ωε) = εn−2 ∥∇uε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) (3.165)
∥uε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) = ε−n ∥uε∥2
L2(ωε) , (3.166)

e, pela Desigualdade de Poincaré, existe constante C3 > 0, tal que

∥uε(x0 + ε·)∥2
L2(ω) ≤ C3 ∥∇uε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) . (3.167)

Segue, de (3.165), (3.166) e (3.167), que

∥∇uε∥2
L2(ωε) ≥ 1

C3
εn−2 ∥uε(x0 + ε·)∥2

L2(ω) = 1
C3
ε−2 ∥uε∥2

L2(ωε) . (3.168)

Substituindo (3.168) em (3.164), obtemos

C0

C3
ε−2 ∥uε∥2

L2(ωε) ≤ C2(λ) ∥f∥L2(ωε) ∥uε∥L2(ωε) .

Portanto,

∥uε∥L2(ωε) ≤ Cε2 ∥f∥L2(ωε) ,

onde C = C2(λ)C3

C0
.

Proposição 3.3.5. Para ε > 0 suficientemente pequeno∥∥∥(A0 − λ)−1
∥∥∥

L(L2(Ω),L2(ωε))
≤ Cε, (3.169)

onde a constante C independe de ε.
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Demonstração. Para f ∈ L2(Ω) uma função arbitrária, temos que a função u0 :=
(A0 − λ)−1 f pertence ao espaço H2(Ω).

Como H2(Ω) ⊂ H1(Ω) e pelo Lema 3.1.4, existem constantes C1, C2 > 0, tais que

∥u0∥L2(ωε) ≤ C1 ε ∥u0∥H1(Ω) ≤ C1C2ε ∥u0∥H2(Ω) . (3.170)

Pelo Lema 1.1.15, existe constante C3 > 0, tal que

∥u0∥H2(Ω) ≤ C3 ∥f∥L2(Ω) . (3.171)

Portanto, substituindo (3.171) em (3.170), obtemos

∥u0∥L2(ωε) ≤ Cε ∥f∥L2(Ω) ,

onde C = C1C2C3.

Lema 3.3.6. Para ε > 0 suficientemente pequeno, vale a seguinte decomposição:

L2(Ω) = L2(Ωε) ⊕ L2(ωε).

Demonstração. Observe que L2(Ωε) ∩ L2(ωε) = {0}. Suponha que para u ∈ L2(Ω),
tenhamos

u = u1 + u2 e u = u3 + u4,

onde u1, u3 ∈ L2(Ωε) e u2, u4 ∈ L2(ωε).
Logo, u1−u3 = u4−u2. Como u1−u3 ∈ L2(Ωε), segue que u4−u2 ∈ L2(Ωε)∩L2(ωε) =

{0}, então u4 = u2. De maneira análoga concluímos que u1 = u3.

Em L2(Ω), tendo em vista a decomposição dada pelo lema 3.3.6, utilizaremos a
seguinte norma

∥uε∥2
L2(Ω) = ∥(u1

ε, u
2
ε)∥2

L2(Ωε)⊕L2(ωε) = ∥u1
ε∥2

L2(Ωε) + ∥u2
ε∥2

L2(ωε).

Em L2(Ωε) ⊕ L2(ωε) considere o operador, Aε ⊕ Aωε : D(Aε ⊕ Aωε) ⊂ L2(Ωε) ⊕
L2(ωε) → L2(Ωε) ⊕ L2(ωε), dado por

D(Aε ⊕ Aωε) =
{
uε = (u1

ε, u
2
ε) : u1

ε ∈ D(Aε), u2
ε ∈ D(Aωε)

}
(Aε ⊕ Aωε)(u1

ε, u
2
ε) = (Aεu

1
ε, Aωεu

2
ε).

O espectro do operador Aε ⊕ Aωε é dado por

σ(Aε ⊕ Aωε) = σ(Aε) ∪ σ(Aωε).2

Lema 3.3.7. Para ε > 0 suficientemente pequeno∥∥∥(Aε ⊕ Aωε − λ)−1 − (A0 − λ)−1
∥∥∥

L(L2(Ω),L2(Ω))
−→ 0, (3.172)

quando ε → 0.
2Para mais detalhes veja [21].
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Demonstração. Para f ∈ L2(Ω) uma função arbitrária, temos que as funções uε :=
(Aε ⊕ Aωε − λ)−1 f e u0 = (A0 − λ)−1f pertencem ao espaço H2(Ω).

Como uε ∈ D(Aε ⊕Aωε), temos que uε = (u1
ε, u

2
ε), onde u1

ε ∈ D(Aε) e u2
ε ∈ D(Aωε).

Da mesma forma, observando a decomposição L2(Ω) = L2(Ωε) ⊕ L2(ωε), para
u0 ∈ D(A0) ⊂ L2(Ω), podemos escrever u0 = (u1

0, u
2
0), onde u1

0 ∈ D(A0)|L2(Ωε) e
u2

0 ∈ D(A0)|L2(ωε).
Logo,

∥uε − u0∥2
L2(Ω) = ∥(u1

ε − u1
0, u

2
ε − u2

0)∥2
L2(Ω)

= ∥(u1
ε − u1

0, u
2
ε − u2

0)∥2
L2(Ωε)⊕L2(ωε)

= ∥u1
ε − u1

0∥2
L2(Ωε) + ∥u2

ε − u2
0∥2

L2(ωε). (3.173)

Para ∥u1
ε − u1

0∥L2(Ωε), pelo Teorema 3.1.6, existe constante C1 > 0 tal que,

• para n = 3

∥u1
ε − u1

0∥L2(Ωε) ≤ ∥u1
ε − u1

0∥H1(Ωε) ≤ C1ε
1
2 ∥f∥L2(Ω) , (3.174)

• para n = 4

∥u1
ε − u1

0∥L2(Ωε) ≤ ∥u1
ε − u1

0∥H1(Ωε) ≤ C1ε |ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) , (3.175)

• para n ≥ 5

∥u1
ε − u1

0∥L2(Ωε) ≤ ∥u1
ε − u1

0∥H1(Ωε) ≤ C1ε ∥f∥L2(Ω) . (3.176)

Para ∥u2
ε − u2

0∥2
L2(ωε), observe que

∥u2
ε − u2

0∥L2(ωε) ≤ ∥u2
ε∥L2(ωε) + ∥u2

0∥L2(ωε). (3.177)

Pela Proposição 3.3.4, existe constante C2, tal que

∥u2
ε∥L2(ωε) ≤ C2ε

2 ∥f∥L2(ωε) ≤ C2ε
2 ∥f∥L2(Ω) . (3.178)

Pela Proposição 3.3.5, existe constante C3, tal que

∥u2
0∥L2(ωε) ≤ C3ε ∥f∥L2(Ω) . (3.179)

Substituindo (3.178) e (3.179) em (3.177), obtemos

∥u2
ε − u2

0∥L2(ωε) ≤ ∥u2
ε∥L2(ωε) + ∥u2

0∥L2(ωε)

≤ (C2ε
2 + C3ε) ∥f∥L2(Ω) ≤ (C2 + C3)ε ∥f∥L2(Ω) . (3.180)

Assim,

• para n = 3, substituindo (3.174) e (3.180) em (3.173)

∥uε − u0∥2
L2(Ω) = ∥u1

ε − u1
0∥2

L2(Ωε) + ∥u2
ε − u2

0∥2
L2(ωε)

≤ C2
1ε ∥f∥2

L2(Ω) + (C2 + C3)2ε2 ∥f∥2
L2(Ω)

≤ (C2
1 + (C2 + C3)2)ε ∥f∥2

L2(Ω) .
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• para n = 4, substituindo (3.175) e (3.180) em (3.173)

∥uε − u0∥2
L2(Ω) = ∥u1

ε − u1
0∥2

L2(Ωε) + ∥u2
ε − u2

0∥2
L2(ωε)

≤ C2
1ε

2 |ln ε| ∥f∥2
L2(Ω) + (C2 + C3)2ε2 ∥f∥2

L2(Ω)

= (C2
1ε

2 |ln ε| + (C2 + C3)2ε2) ∥f∥2
L2(Ω)

≤ C4ε
2(|ln ε| + 1) ∥f∥2

L2(Ω) ,

onde C4 = max {C2
1 , (C2 + C3)2}. Observe, ainda, que para ε > 0 suficientemente pequeno

existe constante C5, tal que

ε2(|ln ε| + 1) ≤ C5ε
2 |ln ε| ,

então

∥uε − u0∥2
L2(Ω) ≤ C4ε

2(|ln ε| + 1) ∥f∥2
L2(Ω) ≤ C4C5ε

2 |ln ε| ∥f∥2
L2(Ω) .

• para n ≥ 5, substituindo (3.176) e (3.180) em (3.173)

∥uε − u0∥2
L2(Ω) = ∥u1

ε − u1
0∥2

L2(Ωε) + ∥u2
ε − u2

0∥2
L2(ωε)

≤ C2
1ε

2 ∥f∥2
L2(Ω) + (C2 + C3)2ε2 ∥f∥2

L2(Ω)

≤ (C2
1 + (C2 + C3)2)ε2 ∥f∥2

L2(Ω) .

Tomando C = max{(C2
1 + (C2 + C3)2) 1

2 , (C4C5)
1
2 }, obtemos

• para n = 3,

∥uε − u0∥L2(Ω) ≤ Cε
1
2 ∥f∥L2(Ω) ; (3.181)

• para n = 4,

∥uε − u0∥L2(Ω) ≤ Cε |ln ε|
1
2 ∥f∥L2(Ω) ; (3.182)

•para n ≥ 5,

∥uε − u0∥L2(Ω) ≤ Cε ∥f∥L2(Ω) . (3.183)

Portanto, fazendo ε → 0 em (3.181), (3.182) e (3.183), o resultado segue.

Teorema 3.3.8. O espectro do operador Aε converge para o espectro do operador A0. Em
outras palavras, se λ /∈ σ(A0), então para ε > 0 suficientemente pequeno λ /∈ σ(Aε). E,
se λ ∈ σ(A0), para cada ε > 0 existe λε ∈ σ(Aε) tal que λε → λ quando ε → 0.

Demonstração. Pelo Lema 3.3.7 e Teoremas 1.2.3 e 1.2.4 segue que o espectro do operador
Aε ⊕ Aωε converge para o espectro do operador A0.

Pela Proposição 3.3.3, existe constante C > 0, tal que

τε ≥ Cε−2,

para todo τε ∈ σ(Aωε), isto é, σ(Aωε) se inicia a partir de Cε−2.
Como

σ(Aε ⊕ Aωε) = σ(Aε) ∪ σ(Aωε),
logo em σ(Aε⊕Aωε) teremos apenas σ(Aε) para ε > 0 suficientemente pequeno e, portanto,
o espectro do operador Aε converge para o espectro do operador A0.





CAPÍTULO 4

CONTINUIDADE DOS EQUILÍBRIOS,
VARIEDADES INSTÁVEIS E
ATRATORES

No capítulo precedente vimos o comportamento das partes lineares dos operadores
sob a perturbação que estamos considerando no domínio e, com isto obteve-se um
resultado com respeito a continuidade dos semigrupos não lineares via o uso da fórmula da
variação das constantes. Desta forma, o presente capítulo é dedicado a estudar quando os
atratores e soluções estacionárias serão semicontínuos superior e inferiormente, e, portanto
contínuos em relação a essas perturbações. Além disso, ainda neste capítulo veremos que
as variedades instáveis locais para um equilíbrio são contínuas quando ε → 0. Como
exemplo da técnica similar a empregada neste capítulo veja [2].

4.1 Continuidade dos Conjuntos de Equilíbrio
Com o intuito de obter a continuidade dos atratores iniciemos explorando a

continuidade de uma classe de elementos que pertencem ao atrator, as soluções de
equilíbrio.

As soluções de equilíbrio dos problemas (2.4) e (2.32) são aquelas que independem
do tempo. Em outras palavras, as soluções de equilíbrio de (2.4), ε ∈ (0, 1], são as soluções
da equação elíptica

Aεu
∗
ε = F (u∗

ε), (Eε)
e, denota-se por Eε o conjunto das soluções de (Eε). E as soluções de

A0u
∗
0 = F (u∗

0), (E0)

são as soluções de equilíbrio do problema limite (2.32) e denota-se por E0 o conjunto das
soluções de (E0).

Lema 4.1.1. Para ε ∈ (0, 1], o conjunto Eε é uniformemente limitado em X
1
2
ε , bem como

E0 é uniformemente limitado em X
1
2 .

Demonstração. Multiplicando a equação (Eε) por u∗
ε, integrando sobre Ωε e usando as

condições de elipticidade (2.1) e de dissipatividade (2.3), tem-se

c1 ∥u∗
ε∥

2
H1(Ωε) ≤

∫
Ωε

u∗
εF (u∗

ε) dx ≤
∫

Ωε

(τ(u∗
ε)2 + cτ ) dx ≤ τ ∥u∗

ε∥
2
H1(Ωε) + cτ |Ωε| ,

107



108 Continuidade dos Equilíbrios, Variedades Instáveis e Atratores

onde c1 = min
{
ϑ0, inf

Ω
V
}

. Logo, escolhendo τ tal que τ ≤ c1

2 , tem-se

∥u∗
ε∥

2
H1(Ωε) ≤ 2cτ |Ωε|

c1
≤ 2cτ |Ω|

c1
=: R2.

Portanto, ∥u∗
ε∥

X
1
2

ε

≤ R. E, de maneira análoga, conclui-se que E0 é uniformemente

limitado em X
1
2 .

Lema 4.1.2. Para ε > 0 suficientemente pequeno valem as seguintes estimativas:

∥∥∥A−1
ε − A−1

0

∥∥∥
L(L2(Ω),H1(Ωε))

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

onde a constante C independe de ε.

Demonstração. A demonstração deste lema segue as ideias da demonstração do Teorema
3.1.6.

Lema 4.1.3. Para ε ∈ (0, 1], a família de operadores A−1
ε : X

1
2
ε → X

1
2
ε converge

compactamente para o operador A−1
0 : X

1
2
0 → X

1
2
0 .

Demonstração. Inicialmente, mostremos que a família {A−1
ε }ε∈[0,1] é formada por

operadores compactos . Seja gε ∈ H1
0 (Ωε) (para ε = 0, convencionamos Ω0 := Ω) tal

que ∥gε∥L2(Ωε) ≤ 1. Então para vε = A−1
ε gε, temos

C1 ∥vε∥2
H1

0 (Ωε) ≤ (Aεvε, vε)L2(Ωε) =
∫

Ωε

gεvε dx, (4.1)

onde C1 = min {ϑ0, infΩ V }.
Observe que, pela Desigualdade de Young (Lema 1.1.2) e sendo C2 a constante de

imersão de H1
0 (Ωε) em L2(Ωε) (Observação 1.1.12), obtemos∫

Ωε

gεvε dx ≤
∫

Ωε

δ

2 |gε|2 + 1
2δ |vε|2 dx ≤ δ

2 + 1
2δ ∥vε∥2

L2(Ωε) ≤ δ

2 + C2
2

2δ ∥vε∥2
H1

0 (Ωε) . (4.2)

Utilizando o obtido em (4.2) em (4.1), temos

C1 ∥vε∥2
H1

0 (Ωε) ≤ δ

2 + C2
2

2δ ∥vε∥2
H1

0 (Ωε) ,

logo,

∥vε∥2
H1

0 (Ωε) ≤ δ2

2δC1 − C2
2
, (4.3)

para todo δ > 0. E, portanto, existe C > 0, tal que

A−1
ε (BH1

0 (Ωε)(0, 1)) ⊂ BH1
0 (Ωε)(0, C), para quaisquer ε ∈ [0, 1].

Logo, A−1
ε ∈ L(H1

0 (Ωε), H1
0 (Ωε)), e como a imersão H1

0 (Ωε) ↪→ L2(Ωε) é compacta, segue
que A−1

ε é um operador compacto de L2(Ωε) nele mesmo.
O Lema 4.1.2 assegura que A−1

ε
ε→0−→ A−1

ε , o que conclui a demonstração do lema.
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Lema 4.1.4. Sejam u∗ ∈ X
1
2
0 , uma função mensurável θ : Ω → [0, 1] e δ > 0, então para

quaisquer u, v ∈ B
X

1
2

0

(u∗, δ) :=
{
u ∈ X

1
2
0 : ∥u− u∗∥

X
1
2

0

< δ

}
, a função γδ : Ω → R, dada

por
γδ(x) := f ′((1 − θ(x))u(x) − θ(x)v(x)) − f ′(u∗(x))

verifica as propriedades: γδ ∈ L∞(Ω), γδ ∈ L2(Ω) com lim
δ→0

∥γδ∥L2(Ω) = 0, e portanto,
γδ ∈ Lp(Ω) com lim

δ→0
∥γδ∥Lp(Ω) = 0 para p ∈ [2,∞).

Demonstração. Das propriedades (2.2) e (2.3) da função f segue que função γδ ∈ L∞(Ω)
e ∥γδ∥∞ ≤ C, com C independente de ε, e portanto, γδ ∈ Lp(Ω) para todo p ∈ [2,∞).
Basta mostrar que lim

δ→0
∥γδ∥Lp(Ω) = 0 para p ∈ [2,∞).

Para p = 2, pelo Teorema do Valor Médio, para cada x ∈ Ω, existe 0 ≤ ρ(x) ≤ 1 tal
que

∥γδ∥2
L2(Ω) =

∫
Ω

|f ′((1 − θ(x))u(x) − θ(x)v(x)) − f ′(u∗(x))|2 dx

≤ L2
f ′

∫
Ω

|(1 − θ(x))u(x) − θ(x)v(x) − u∗(x)|2 dx

= L2
f ′

∫
Ω

|(1 − θ(x))(u(x) − u∗(x)) − θ(x)(v(x) − u∗(x))|2 dx

≤ L2
f ′(∥(1 − θ)u− u∗∥2

L2(Ω) + ∥θ(v − u∗)∥2
L2(Ω))

≤ 2L2
f ′δ2,

onde Lf ′ = sup
x∈Ω

(f ′′((1 − ρ(x))((1 − θ(x))u(x) − θ(x)v(x)) + ρ(x)u∗(x))), e portanto,
∥γδ∥L2(Ω) ≤ Cδ, C > 0, o que implica que lim

δ→0
∥γδ∥L2(Ω) = 0.

Para p > 2, pela Desigualde de Hölder, temos que

∥γδ∥p
Lp(Ω) =

∫
Ω

|γδ|p dx =
∫
Ω

|γδ|p−2 |γδ|2 dx ≤ ∥γδ∥p−2
∞ ∥γδ∥2

L2(Ω) ,

e portanto, ∥γδ∥Lp(Ω) ≤ ∥γδ∥
p−2

p
∞ ∥γδ∥

2
p

L2Ω ≤ C ∥γδ∥
2
p

L2(Ω), e lim
δ→0

∥γδ∥Lp(Ω) = 0.

Teorema 4.1.5. Considere F : X
1
2
ε → Xε o operador de Nemitskii de f em X

1
2
ε assumindo

valores em Xε, isto é F (uε)(x) = f(uε(x)), x ∈ Ωε, então F é um operador diferenciável
de Fréchet. Além disso,
(1) A aplicação derivada F ′ : X

1
2
ε → L(X

1
2
ε , Xε) é contínua, e portanto, o operador de

Nemitskii F : X
1
2
ε → Xε é continuamente diferenciável;

(2) Se {u∗
ε} X

1
2
ε −converge para u∗

0 ∈ X
1
2
0 e 0 /∈ σ(A0 − f ′(u∗

0)), então f ′(u∗
ε)A−1

ε converge
compactamente para f ′(u∗

0)A−1
0 .

Demonstração. Para x ∈ Ωε fixado, a derivada de Gâteux de F em uε, na direção de vε,
é dada por

∂F

∂vε

(uε)(x) := lim
t→0

F (uε + tvε)(x) − F (uε)(x)
t

= lim
t→0

f(uε(x) + tvε(x)) − f(uε(x))
t

= f ′(uε(x))vε.
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Com isto vejamos a diferenciabilidade (a Fréchet) da aplicação F em um ponto vε ∈ X
1
2
ε .

Como X
1
2
ε ↪→ L

n
n−2 (Ωε) com n ≥ 3 e pelas Desigualdade de Hölder com índices conjugados

n
2 e n

n−2 , e Desigualdade do Valor Médio, para cada x ∈ Ωε existem 0 < θ(x), ρ(x) < 1,
tais que

∥F (uε)−F (vε) − F ′(uε)·(uε−vε)∥2
Xε

=
∫

Ωε

|f(uε(x))−f(vε(x))−f ′(uε(x))(uε(x)−vε(x))|2dx

=
∫

Ωε

|γuε,vε|
2 |uε(x) − vε(x)|2 dx

≤

 ∫
Ωε

|γuε,vε|
n dx


2
n
 ∫

Ωε

|uε(x) − vε(x)|
2n

n−2 dx


n−2

n

≤ ∥γuε,vε∥
2
Ln(Ωε) ∥uε − vε∥2

L
2n

n−2 (Ωε)

≤ C ∥γuε,vε∥
2
Ln(Ωε) ∥uε − vε∥2

X
1
2

ε

,

onde γuε,vε(x) = f ′((1 − θ(x))uε(x) + θ(x)vε(x)) − f ′(vε(x)) e C > 0.
Assim, pelo Lema 4.1.4 tomando u∗ = uε, obtemos

lim
δ→0

∥F (uε) − F (vε) − F ′(uε) · (uε − vε)∥2
Xε

∥uε − vε∥2
X

1
2

ε

= 0,

e portanto, o operador F é (Fréchet) diferenciável.
(1) A aplicação derivada F ′ : X

1
2
ε → L(X

1
2
ε , Xε) é contínua. De fato, considere a sequência{

u∗
εn

}
X

1
2
ε −convergente para u∗

0, logo∥∥∥F ′(u∗
εn

) − F ′(u∗
0)
∥∥∥

L(X
1
2

εn ,Xεn )
= sup

uεn ∈X
1
2

εn
∥uεn ∥

X
1
2
εn

=1

∥∥∥F ′(u∗
εn

) − F ′(u∗
0)(uεn)

∥∥∥
Xεn

= sup
uεn ∈X

1
2

εn
∥uεn ∥

X
1
2
εn

=1

 ∫
Ωε

∣∣∣F ′(u∗
εn

(x))uεn(x) − F ′(u∗
0(x))uεn(x)

∣∣∣2 dx


1
2

,

usando o fato de que para cada x ∈ Ωε existe 0 < θ(x) < 1 e X
1
2
ε ↪→ L

2n
n−2 (Ωε), n ≥ 3, da

Desigualdade de Hölder utilizando como índices conjugados n
2 e n

n−2 , segue que∫
Ωε

∣∣∣F ′(u∗
εn

(x))uεn(x) − F ′(u∗
0(x))uεn(x)

∣∣∣2 dx =
∫

Ωε

∣∣∣F ′(u∗
εn

(x)) − F ′(u∗
0(x))

∣∣∣2 |uεn(x)|2 dx

=
∫

Ωε

∣∣∣f ′′((1 − θ(x)u∗
εn

(x)) + θ(x)u∗
0(x))

∣∣∣2 ∣∣∣u∗
εn

(x) − u∗
0(x)

∣∣∣2 |uεn(x)|2 dx

≤ C
∫

Ωε

∣∣∣u∗
εn

(x) − u∗
0(x)

∣∣∣2 |uεn(x)|2 dx ≤ C

 ∫
Ωε

∣∣∣u∗
εn

(x) − u∗
0(x)

∣∣∣n dx


2
n
 ∫

Ωε

|uεn(x)|
2n

n−2 dx


n

n−2

=
∥∥∥u∗

εn
− u∗

0

∥∥∥2

Ln(Ωε)
∥uεn∥2

L
n

n−2 (Ωε) ≤
∥∥∥u∗

εn
− u∗

0

∥∥∥2

Ln(Ωε)
∥uεn∥2

X
1
2

εn

,
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o que implica
∥∥∥F ′(u∗

εn
) − F ′(u∗

0)
∥∥∥

L(X
1
2

εn ,Xεn )
≤ C sup

uεn ∈X
1
2

εn
∥uεn ∥

X
1
2
εn

=1

{∥∥∥u∗
εn

− u∗
0

∥∥∥2

Ln(Ωε)
∥uεn∥2

X
1
2

εn

}

≤ C sup
uεn ∈X

1
2

εn
∥uεn ∥

X
1
2
εn

=1

{∥∥∥u∗
εn

− u∗
0

∥∥∥2

Ln(Ωε)

}
.

Por outro lado, novamente pela Desigualdade de Hölder, segue que∫
Ωε

∣∣∣u∗
εn

(x) − u∗
0(x)

∣∣∣p dx =
∫

Ωε

∣∣∣u∗
εn

(x) − u∗
0(x)

∣∣∣p−2 ∣∣∣u∗
εn

(x) − u∗
0(x)

∣∣∣2 dx

≤
∥∥∥u∗

εn
− u∗

0

∥∥∥p−2

∞

∥∥∥u∗
εn

− u∗
0

∥∥∥2

L2(Ωε)
, p > 2,

assim como
{
u∗

εn

}
é X

1
2
ε −convergente para u∗

0, temos que
{
u∗

εn

}
é convergente para u∗

0 em
L2(Ωε). Além disso,

∥∥∥u∗
εn

∥∥∥
∞

, ∥u∗
0∥∞ < C, para alguma constante C > 0, segue que

lim
n→∞

∥∥∥u∗
εn

− u∗
0

∥∥∥
Lp(Ωε)

= 0, p > 2.

Portanto,
lim

n→∞

∥∥∥F ′(u∗
εn

) − F ′(u∗
0)
∥∥∥

L(X
1
2

εn ,Xε)
= 0.

(2) Se {u∗
ε} X

1
2
ε −converge para u∗

0 ∈ X
1
2
0 e 0 /∈ σ(A0 − f ′(u∗

0)), então f ′(u∗
ε)A−1

ε converge
compactamente para f ′(u∗

0)A−1
0 (aqui usaremos como abuso de notação f para denotar o

operador de Nemistskii da função f em X
1
2
ε assumindo valores em Xε).

De fato, considere uε ∈ X
1
2
ε , assim segue da convergência compacta A−1

ε
ε→0−→ A−1

0 ,
que em particular A−1

ε uε
ε→0−→ A−1

0 uε, e portanto, pela continuidade da aplicação derivada
obtemos que lim

ε→0
f ′(u∗

ε)A−1
ε uε = f ′(u∗

0)A−1
0 uε.

Seja {uε} ∈ X
1
2
ε com ∥uε∥

X
1
2

ε

= 1. Como {Aεuε} é relativamente compacta,

para cada sequência {Aεnuεn} existe uma subsequência
{
Aε′

n
uε′

n

}
e u′

0 ∈ X
1
2
0 tal que

lim
n′→0

Aε′
n
uε′

n
= u′

0, logo lim
n′→0

f ′(u∗
ε′

n
)Aε′

n
uε′

n
= f ′(u∗

0)u′
0, o que implica que {f ′(u∗

ε)Aεuε} é
relativamente compacta.

No que segue assumiremos F nas condições do Teorema 4.1.5.

Definição 4.1.6. Uma medida de não compacidade1 µ em um espaço métrico
completo Y é uma função µ : 2Y → [0,+∞] que satisfaz as seguintes propriedades:
(1) µ(A) = 0 se, e somente se, A é relativamente compacto;
(2) µ(A ∪B) = max {µ(A), µ(B)};
(3) µ(A+B) ≤ µ(A) + µ(B).

1Para mais detalhes veja [28, p. 04].
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Lema 4.1.7. Para todo θ ∈ (0, 1), a família
{
A−θ

ε

}
ε∈(0,1)

é coletivamente compacta e

A−θ
ε → A−θ

0 em Xε. Além disso, se {u∗
ε} X

1
2
ε −converge para u∗

0 ∈ X
1
2
0 , então F ′(u∗

ε)A−θ
ε

converge compactamente para F ′(u∗
0)A−θ

0 .

Demonstração. Considere S0,ϕ o setor do operador Aε e Γ a fronteira de S0,ϕ. Como

A−θ
ε = 1

2πi

∫
Γ

λ−θ(λ− Aε)−1 dλ,

segue que a integral acima é absolutamente uniformemente convergente para ε ∈ (0, ε0].
Logo, dado δ > 0, podemos dividir Γ = Γδ

1 ∪ Γδ
2 de tal forma que Γδ

1 seja limitada e a
integral

1
2πi

∫
Γδ

2

∥∥∥λ−θ(λ− Aε)−1
∥∥∥

L(Xε)
dλ ≤ δ,

para todo ε ∈ (0, ε0].
Sobre Γδ

1, reescrevemos a integral como

Bε := A−1
ε

2πi

∫
Γδ

1

λ−θAε(λ− Aε)−1 dλ,

e usando o fato de que
∥∥∥λ−θAε(λ− Aε)−1

∥∥∥
L(Xε)

=
∥∥∥λ−θ(I − λA−1

ε )−1
∥∥∥

L(Xε)
é

uniformemente limitado para ε ∈ (0, ε0] e, ainda, como {A−1
ε : ε ∈ (0, ε0]} é coletivamente

compacta, segue que {Bε : ε ∈ (0, ε0]} é coletivamente compacta. Seja µ : 2Xε → [0,+∞]
uma medida de não compacidade. Assim, tomando quaisquer sequências εn → 0 e
{un} , un ∈ Xε com ∥un∥Xε

= 1, obtemos

µ
({
A−θ

εn
un

})
≤ µ (Bεn) + µ

 1
2πi

∫
Γδ

2

λ−θ(λ− Aεn)−1 dλ un

 ≤ δ.

Logo das sequências εn → 0 e {un} , un ∈ Xε com ∥un∥Xε
= 1, obtemos µ

({
A−θ

εn
un

})
=

0 e que
{
A−θ

ε : ε ∈ (0, ε0)]
}

é coletivamente compacta. Do Teorema da Convergência
Dominada de Lebesgue, segue que

A−θ
ε = 1

2πi

∫
Γ

λ−θ(λ− Aε)−1 dλ ε→0−→ 1
2πi

∫
Γ

λ−θ(λ− A0)−1 dλ = A−θ
0 , λ ∈ Γ.

Vejamos, agora, a convergência compacta de F ′(u∗
ε)A−θ

ε para F ′(u∗
0)A−θ

0 . Do
Teorema 4.1.5 e da hipótese que se {u∗

ε} X
1
2
ε −converge para u∗

0 ∈ X
1
2
0 , temos que para

uε ∈ X
1
2
ε ∥∥∥F ′(u∗

ε)A−θ
ε uε − F ′(u∗

0)A−θ
0 uε

∥∥∥
Xε

≤
∥∥∥F ′(u∗

ε)(A−θ
ε uε − A−θ

0 uε)
∥∥∥

Xε
+
∥∥∥(F ′(u∗

ε) + F ′(u∗
0))A−θ

0 uε

∥∥∥
Xε

≤ ∥F ′(u∗
ε)∥L(X

1
2

ε ,Xε)

∥∥∥A−θ
ε uε − A−θ

0 uε

∥∥∥
X

1
2

ε

+
∥∥∥(F ′(u∗

ε) + F ′(u∗
0))A−θ

0 uε

∥∥∥
Xε

≤ C
∥∥∥A−θ

ε uε − A−θ
0 uε

∥∥∥
X

1
2

ε

+
∥∥∥(F ′(u∗

ε) + F ′(u∗
0))A−θ

0 uε

∥∥∥
Xε
,
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onde a constante C > 0 é obtida através do Princípio da Limitação Uniforme. Logo,
F ′(u∗

ε)A−θ
ε

ε→0−→ F ′(u∗
0)A−θ

0 . E, ainda, dada {uε} , uε ∈ Xε com ∥uε∥Xε
= 1, da compacidade

coletiva de
{
A−θ

ε

}
, temos que a família

{
A−θ

ε uε

}
é relativamente compacta, e portanto,

temos pela continuidade da aplicação derivada F ′ : X
1
2
ε → L(X

1
2
ε , Xε), que a família{

F ′(u∗
ε)A−θ

ε uε

}
é relativamente compacta.

Lema 4.1.8. Suponha que {u∗
ε} X

1
2
ε −converge para u∗

0 ∈ X
1
2
0 em X

1
2 e que 0 /∈ σ(A0 −

F ′(u∗
0)). Então, para qualquer 0 < θ < 1, existe ε̄ ∈ (0, 1] tal que{

Aθ
ε(Aε − F ′(u∗

ε))−1 : 0 ≤ ε ≤ ε̄
}

é coletivamente compacta, uniformemente limitada e Aθ
ε(Aε − F ′(u∗

ε))−1 ε→0−→ Aθ
0(A0 −

F ′(u∗
0))−1.

Demonstração. Considere β ∈ (0, 1
2) fixado, r1 e r2 tais que 1 > β + r1 e r2 = 1 − β − r1.

Observe que

Aθ
ε(Aε − F ′(u∗

ε))−1 = (Aε)−(β+r1−θ)(I − (Aε)−r2F ′(u∗
ε)(Aε)−β−r1(Aε)−r2).

De fato,

(Aε)−(β+r1−θ)(I − (Aε)−r2F ′(u∗
ε)(Aε)−β−r1(Aε)−r2)

= Aθ
ε(Aε)−β−r1 [(Aε)r2(I − (Aε)−r2F ′(u∗

ε)Aε)−β−r1 ]−1

= Aθ
ε[(Aε)r2(I − (Aε)−r2F ′(u∗

ε)(Aε)−β−r1)(Aε)β+r1 ]−1

= Aθ
ε[((Aε)r2 − F ′(u∗

ε)(Aε)−β−r1)(Aε)β+r1 ]−1

= Aθ
ε(Aε − F ′(u∗

ε))−1.

Como β + r1 < 1 e r2 < 1, segue do Lema 4.1.7 que a família{
(Aε)−r2F ′(u∗

ε)(Aε)−β−r1
}

é coletivamente compacta. Logo, (I−(Aε)−r2F ′(u∗
ε)(Aε)−β−r1)−1

converge compactamente para (I−A−r2
0 F ′(u∗

0)A
−β−r1
0 )−1. Como β+r1−θ < 1, o resultado

segue.
Proposição 4.1.9. A família {Eε; ε ∈ [0, 1]} é semicontínua superiormente em ε = 0.

Demonstração. Do Lema 4.1.1 temos que sup
ε∈[0,1]

{
∥uε∥

X
1
2

ε

;uε ∈ Eε

}
< ∞, e, ainda, como

Eε ⊂ Aε e ⋃
ε∈[0,1]

Aε é compacta em X segue que, para cada sequência {uε} neste conjunto,

existem uma subsequência {uεn} ⊂ {uε} com εn → 0 e u ∈ X
1
2
ε tais que {uεn} converge

fracamente para u em X
1
2
ε e fortemente em X. E, ainda, do Lema 2.2.2 a aplicação

F : X
1
2
ε → Xε é limitada, logo o conjunto {F (uε) ∈ Xε; 0 ≤ ε ≤ 1} é limitado em

Xε, e pelo Lema 4.1.3 a família {A−1
ε F (uε) ∈ Xε; 0 ≤ ε ≤ 1} é relativamente compacta

em X
1
2
ε , o que implica, que cada sequência desta família admite uma subsequência{

A−1
εn
F (uεn) ∈ Xε; 0 ≤ εn ≤ 1

}
com εn → 0 e u0 ∈ X

1
2
0 tais que A−1

εn
F (uεn) converge

para u0 em X
1
2
0 .

Tomando a subsequência {uεn} ⊂ {uε} com εn → 0 e u ∈ X
1
2
ε e uεn = A−1

εn
f(uεn)

convergindo para u0 em X
1
2
0 , o que implica, u = u0. E, ainda, da continuidade de F , segue

que F (uεn) → F (u) em Xε, o que resulta A−1
εn
F (uεn) → A−1

0 F (u), isto é, u = A−1
0 F (u),

u ∈ E0.
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Definição 4.1.10. Uma solução de equilíbrio u∗
0 de (P0) se diz hiperbólica se o espectro

do operador A0 − F ′(u∗
0), σ(A0 − F ′(u∗

0)), for disjunto do eixo imaginário.

Proposição 4.1.11. Se todas as soluções de equilíbrio u∗
0 de (P0) são isoladas, então

estas existem em um número finito. Qualquer solução de equilíbrio hiperbólica de (P0) é
isolada.

Demonstração. Uma vez que A0 possui resolvente compacto, segue que E0 é compacto
em X

1
2
0 , e portanto, os pontos de equilíbrio de (P0) existem em número finito, pois caso

contrário, existiria um sequência convergente em E0 para algum ponto de E0. Assim, resta
mostrar que as soluções de equilíbrio hiperbólicas de (P0) são isoladas. Para tal, observe
que u∗

0 ∈ E0 se, e somente, se u∗
0 é ponto fixo da aplicação

ψ : X
1
2
0 −→ X

1
2
0

u 7−→ ψ(u) := (A0 − F ′(u∗
0))−1(F (u) − F ′(u∗

0)u).

Vamos mostrar que existe δ > 0 tal que ψ é uma contração de Bδ(u∗
0) := {u ∈

X
1
2
0 ; ∥u− u∗

0∥
X

1
2

0

≤ δ} em si mesma. E, portanto, obtemos que u∗
0 é o único elemento de

Bδ(u∗
0) ∩ E0, e assim, isolado. De fato, considere δ > 0 e u, v ∈ Bδ(u∗

0), usando Lema
4.1.4, segue que

∥ψ(u) − ψ(v)∥
X

1
2

0

=
∥∥∥(A0 − F ′(u∗

0))−1[F (u) − F (v) − F ′(u∗
0)(u− v)]

∥∥∥
X

1
2

0

=
∥∥∥∥A 1

2
0 (A0 − F ′(u∗

0))−1[F (u) − F (v) − F ′(u∗
0)(u− v)]

∥∥∥∥
X

≤
∥∥∥∥A 1

2
0 (A0 − F ′(u∗

0))−1
∥∥∥∥

L(X)
∥F (u) − F (v) − F ′(u∗

0)(u− v)∥X

≤ C ∥F (u) − F (v) − F ′(u∗
0)(u− v)∥X ,

e, ainda

∥F (u) − F (v) − F ′(u∗
0)(u− v)∥2

X =
∫
Ω

|F (u) − F (v) − F ′(u∗
0)(u− v)|2 dx

=
∫
Ω

|F ′((1 − θ(x))u− θ(x)v) − F ′(u∗
0)(u− v)|2 dx

=
∫
Ω

|γδ|2 |(u− v)|2 dx

≤
( ∫

Ω

|γδ|n dx
) 2

n
( ∫

Ω

|(u− v)|
2n

n−2 dx
)n−2

n

= ∥γδ∥2
Ln(Ω) ∥u− v∥2

L
2n

n−2
,

e utilizando o feito no Lema 4.1.4, obtemos

∥ψ(u) − ψ(v)∥
X

1
2

0

≤ C ∥γδ∥2
Ln(Ω) ∥u− v∥

L
2n

n−2
≤ Cδ ∥u− v∥

L
2n

n−2
≤ Cδ ∥u− v∥

X
1
2

0

.

Logo, escolhendo δ tal que Cδ < 1
2 , obtemos que ψ é uma contração. E, ainda, se

v ∈ Bδ(u∗
0), então ∥ψ(v) − u∗

0∥
X

1
2

0

= ∥ψ(v) − ψ(u∗
0)∥

X
1
2

0

≤ c ∥v − u∗
0∥

X
1
2

0

< δ, para alguma

constante 0 ≤ c < 1, o que implica que ψ(Bδ(u∗
0)) ⊂ Bδ(u∗

0), isto é, ψ possui um único
ponto fixo em Bδ(u∗

0).
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Lema 4.1.12. Seja u∗
0 seja uma solução de equilíbrio hiperbólica de (P0), então a seguinte

identidade é válida:(
Aε + F ′(u∗

0))−1 − (A0 + F ′(u∗
0)
)−1

=
[
I−

(
Aε + F ′(u∗

0)
)−1

F ′(u∗
0)]
(
A−1

ε − A−1
0

)[
I− F ′(u∗

0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1]

. (4.4)

Demonstração. De fato, inicialmente observe que

I =
((
Aε + F ′(u∗

0))−1Aε

)((
Aε + F ′(u∗

0))−1Aε

)−1

=
[(
Aε + F ′(u∗

0))−1
(
Aε + F ′(u∗

0) − F ′(u∗
0)
)][

A−1
ε

(
Aε + F ′(u∗

0)
)]

=
[
I −

(
Aε + F ′(u∗

0)
)−1

F ′(u∗
0)]
(
I + A−1

ε F ′(u∗
0)
)
,

o que implica que I −
(
Aε + F ′(u∗

0)
)−1

F ′(u∗
0) é o operador inverso do operador I +

A−1
ε F ′(u∗

0).
Assim, concluímos que a identidade (4.4) pode ser escrita da seguinte maneira

(
A−1

ε − A−1
0

)[
I − F ′(u∗

0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1]

=
(
I + A−1

ε F ′(u∗
0)
)((

Aε + F ′(u∗
0))−1 −

(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1))

. (4.5)

Como F ′(u∗
0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

= I − A0
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

, expandido o lado direito da
igualdade (4.5), obtemos

(
A−1

ε − A−1
0

)[
I − F ′(u∗

0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1]

= A−1
ε − A−1

ε F ′(u∗
0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

− A−1
0 + A−1

0

(
I − A0

(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1)

= A−1
ε − A−1

ε F ′(u∗
0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

−
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

.

Por outro lado, A−1
ε =

(
I +A−1

ε F ′(u∗
0)
)
(Aε + F ′(u∗

0))−1. Logo expandido o lado esquerdo
em (4.5), obtemos

(
I + A−1

ε F ′(u∗
0)
)((

Aε + F ′(u∗
0)
)−1

−
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

)
= A−1

ε −
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

− A−1
ε F ′(u∗

0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1

.

Lema 4.1.13. Sejam u∗
0 ∈ E0 um equilíbrio hiperbólico e f ∈ L2(Ω) tal que ∥f∥L2(Ω) ≤ 1,

então valem as seguintes estimativas:

∥∥∥(Aε + F ′(u∗
0))−1f − (A0 + F ′(u∗

0))−1f
∥∥∥

X
1
2

ε

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

onde a constante C > 0 independe de ε.
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Demonstração. De fato, pelo Lema 4.1.8, segue que∥∥∥(Aε + F ′(u∗
0))−1f −(A0 + F ′(u∗

0))−1f
∥∥∥

X
1
2

ε

=
∥∥∥(Aε)

1
2
[
(Aε + F ′(u∗

0))−1−(A0 + F ′(u∗
0))−1

]
f
∥∥∥

Xε

≤
∥∥∥[I − (Aε + F ′(u∗

0))−1F ′(u∗
0)
]
(Aε)

1
2
(
A−1

ε − A−1
0

)[
I − F ′(u∗

0)(A0 + F ′(u∗
0))−1

]
f
∥∥∥

Xε

≤
∥∥∥I −(Aε+F ′(u∗

0))−1F ′(u∗
0)
∥∥∥

L(Xε)

∥∥∥(Aε)
1
2
(
A−1

ε − A−1
0

)∥∥∥
L(Xε)

∥∥∥I −F ′(u∗
0)(A0+F ′(u∗

0))−1
∥∥∥

L(Xε)

≤
∥∥∥I − (Aε + F ′(u∗

0))−1F ′(u∗
0)
∥∥∥

L(Xε)

∥∥∥A−1
ε − A−1

0

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )

∥∥∥I − F ′(u∗
0)(A0 + F ′(u∗

0))−1
∥∥∥

L(Xε)
.

Portanto, usando o Lema 4.1.2, obtemos a existência da constante C > 0
(
que irá

depender de ∥F ′(u∗
0)∥∞

)
, tal que

∥(Aε + F ′(u∗
0))−1f − (A0 + F ′(u∗

0))−1f∥
X

1
2

ε

≤ C ε
1
2 n = 3,

∥(Aε + F ′(u∗
0))−1f − (A0 + F ′(u∗

0))−1f∥
X

1
2

ε

≤ C ε |ln ε|
1
2 n = 4,

∥(Aε + F ′(u∗
0))−1f − (A0 + F ′(u∗

0))−1f∥
X

1
2

ε

≤ C ε n ≥ 5.

Teorema 4.1.14. Suponha que u∗
0 ∈ E0 seja um equilíbrio hiperbólico e que 0 /∈ σ(A0 −

F ′(u∗
0)). Então, existem ε0 > 0 e δ > 0 tais que existe um único equilíbrio u∗

ε ∈ Eε ∩
Bε

δ(u∗
0) :=

{
uε ∈ X

1
2
ε : ∥uε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ δ
}

para ε ∈ (0, ε0]. Além disso,

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

onde a constante C > 0 independe de ε.

Demonstração. Observe que, pelo Lema 4.1.8 e da hiperbolicidade de u∗
0 segue que

σ(Aε −F ′(u∗
0)) é disjunto do eixo imaginário, assim existe

(
Aε −F ′(u∗

0)
)−1

existe. Ainda,
considerando o Lema 4.1.8 com θ = 1

2 , segue que existe constante K > 0, tal que∥∥∥(Aε − F ′(u∗
0))−1

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )
≤ K, ∀ε∈(0,ε0].

Se uε é uma solução de equilíbrio de (Eε), então

0 =
(
Aε − F ′(u∗

0)
)[
uε +

(
Aε − F ′(u∗

0)
)−1(

F ′(u∗
0)uε − F (uε)

)]
.

Para mostrarmos que uε é uma solução de equilíbrio de (Eε) equivalentemente
mostraremos que uε é ponto fixo da seguinte aplicação

ψε(uε) :=
(
Aε − F ′(u∗

0)
)−1(

F (uε) − F ′(u∗
0)uε

)
.
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Como (Aε)
1
2
(
Aε − F ′(u∗

0)
)−1

converge compactamente para A
1
2
0

(
A0 − F ′(u∗

0)
)−1

(Lema 4.1.8), segue que

ψε(u∗
0) :=

(
Aε − F ′(u∗

0)
)−1(

A0 −F ′(u∗
0)
)
u∗

0
ε→0−→

(
A0 − F ′(u∗

0)
)−1(

A0 − F ′(u∗
0)
)
u∗

0 = u∗
0 em X

1
2
0 .

(4.6)

Agora, vejamos que existem δ > 0 (independente de ε) e ε0 ∈ (0, 1] tais que ψε é
uma contração de Bε

δ(u∗
0) :=

{
uε ∈ X

1
2
ε : ∥uε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ δ
}

em si próprio, uniformente em
ε0 ∈ (0, 1]. Inicialmente vejamos que ψε é uma contração. De fato, sejam uε, vε ∈ Bε

δ(u∗
0)

e observe que

∥ψε(uε) − ψε(vε)∥
X

1
2

ε

=
∥∥∥(Aε − F ′(u∗

0))−1[F (uε) − F (vε) − F ′(u∗
0)(uε − vε)]

∥∥∥
X

1
2

ε

≤
∥∥∥(Aε −F ′(u∗

0))−1
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
∥F (uε)− F (vε) − F ′(u∗

0)(uε − vε)∥X0
,

assim utilizando o Lema 4.1.4 e pelo Teorema 4.1.5, segue que

∥ψε(uε) − ψε(vε)∥
X

1
2

ε

≤ Cδ ∥uε − vε∥
X

1
2

ε

.

Logo, escolhendo δ > 0 tal que Cδ < 1
2 , segue que ψε é contração.

Para mostrar que ψε

(
Bε

δ(u∗
0)
)

⊂ Bε
δ(u∗

0), observe que, se uε ∈ Bε
δ(u∗

0), então

∥ψε(uε) − u∗
0∥

X
1
2

ε

≤ 1
2 ∥uε − u∗

0∥
X

1
2

ε

+ ∥ψε(u∗
0) − u∗

0∥
X

1
2

ε

.

De (4.6) segue que existe ε0 > 0 tal que ∥ψε(u∗
0) − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ δ
2 , e para qualquer uε ∈ Bε

δ(u∗
0)

temos ∥ψε(uε) − u∗
0∥

X
1
2

ε

≤ δ.

Assim, ψε : Bε
δ(u∗

0) → Bε
δ(u∗

0) é uma contração para qualquer ε ∈ (0, ε0]. Então
existe um único ponto fixo de ψε em Bε

δ(u∗
0), o qual chamaremos de u∗

ε.
Por fim, veremos que u∗

ε
ε→0−→ u∗

0 em X
1
2
ε . De fato, como Aεu

∗
ε = F (u∗

ε) e A0u
∗
0 =

F (u∗
0), segue que

A0u
∗
0 + F ′(u∗

0)u∗
0 = F (u∗

0) + F ′(u∗
0)u∗

0 (4.7)
Aεu

∗
ε + F ′(u∗

0)u∗
ε = F (u∗

ε) + F ′(u∗
0)u∗

ε, (4.8)

e definindo os operadores L0 : X
1
2
0 → X0, L0ψ = A0ψ + F ′(u∗

0)ψ e Lε : X
1
2
ε → Xε,

Lεψ = Aεψ+F ′(u∗
0)ψ, obtemos u∗

0 = L−1
0 [F (u∗

0)+F ′(u∗
0)u∗

0] e u∗
ε = L−1

ε [F (u∗
ε)+F ′(u∗

0)u∗
ε].

Assim, escrevendo z∗
ε = F (u∗

ε) − F (u∗
0) + F ′(u∗

0)(u∗
ε − u∗

0), temos

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤
∥∥∥(L−1

ε − L−1
0 )[F (u∗

ε) + F ′(u∗
0)u∗

ε] + L−1
0 z∗

ε

∥∥∥
X

1
2

ε

=
∥∥∥(Aε)

1
2 (L−1

ε − L−1
0 )[F (u∗

ε) + F ′(u∗
0)u∗

ε] + (Aε)
1
2L−1

0 z∗
ε

∥∥∥
Xε

≤
∥∥∥(Aε)

1
2 (L−1

ε − L−1
0 )

∥∥∥
L(Xε)

∥F (u∗
ε) + F ′(u∗

0)u∗
ε∥Xε

+
∥∥∥(Aε)

1
2L−1

0 z∗
ε

∥∥∥
Xε

.

Além disso, pelo Lema 4.1.12, segue que

(Aε)
1
2
[
(Aε + F ′(u∗

0))−1 − (A0 + F ′(u∗
0))−1

]
=
[
I −

(
Aε + F ′(u∗

0)
)−1

F ′(u∗
0)](Aε)

1
2
(
A−1

ε − A−1
0

)[
I − F ′(u∗

0)
(
A0 + F ′(u∗

0)
)−1]

.
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E, ainda, pelo Lema 4.1.13, temos que para f ∈ L2(Ω) tal que ∥f∥L2(Ω) ≤ 1, valem as
seguintes estimativas:

∥∥∥(Aε + F ′(u∗
0))−1f − (A0 + F ′(u∗

0))−1f
∥∥∥

X
1
2

ε

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

onde a constante C > 0 independe de ε.
Por outro lado, como z∗

ε = F (u∗
ε) − F (u∗

0) + F ′(u∗
0)(u∗

ε − u∗
0) e F é diferenciável

(Teorema 4.1.5), segue que∥∥∥(Aε)
1
2L−1

0 z∗
ε

∥∥∥
Xε

≤
∥∥∥(Aε)

1
2L−1

0

∥∥∥
L(Xε)

∥z∗
ε∥Xε

≤ C ∥z∗
ε∥Xε

≤ 1
2 ∥u∗

ε − u∗
0∥

X
1
2

ε

,

para todo ε ∈ [0, ε0], uma vez que
∥∥∥(Aε)

1
2L−1

0

∥∥∥
L(Xε)

= ∥(Aε)
1
2A

− 1
2

0 A
1
2
0L

−1
0 ∥L(Xε) ≤ ∥A− 1

2
0 ∥

L(X0,X
1
2

ε )

∥∥∥L−1
0

∥∥∥
L(X0,X

1
2

0 )
,

é uniformemente limitado (Lema 4.1.8). Assim, pelo Teorema 4.1.5, temos para
• n = 3

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C ∥F (u∗
ε) + F ′(u∗

0)u∗
ε∥Xε

ε
1
2 + 1

2 ∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

,

e

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C(∥F (u∗
ε)∥Xε

+ ∥F ′(u∗
0)u∗

ε∥Xε
)ε 1

2 ,

o que implica, ∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C ε
1
2 .

• n = 4

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C ∥F (u∗
ε) + F ′(u∗

0)u∗
ε∥Xε

ε |ln ε|
1
2 + 1

2 ∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

,

e

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C(∥F (u∗
ε)∥Xε

+ ∥F ′(u∗
0)u∗

ε∥Xε
)ε |ln ε|

1
2 ,

o que implica, ∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C ε |ln ε|
1
2 .

• n ≥ 5

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C ∥F (u∗
ε) + F ′(u∗

0)u∗
ε∥Xε

ε+ 1
2 ∥u∗

ε − u∗
0∥

X
1
2

ε

,

e

∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C(∥F (u∗
ε)∥Xε

+ ∥F ′(u∗
0)u∗

ε∥Xε
)ε,

o que implica, ∥u∗
ε − u∗

0∥
X

1
2

ε

≤ C ε.
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4.2 Linearizações em Torno dos Equilíbrios

Para todo ε ∈ [0, 1], defina os seguintes operadores Vε := −F ′(u∗
ε) ∈ L(X

1
2
ε , Xε).

Como u∗
ε ∈ Eε, segue que ∥uε∥L∞(Ωε) ≤ C, para alguma constante C > 0, logo

|Vε(x)| = |F ′(u∗
ε)(x)| = |f ′(u∗

ε(x))| ≤ k,

onde k = sup {|f ′(b)| ; |b| < ∞}. Portanto, Vε ∈ L∞(Ωε), para todo ε ∈ [0, 1].

Lema 4.2.1. Para ε > 0 suficientemente pequeno, vale a seguinte estimativa:

∥Vε − V0∥Xε
≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

onde a constante C independe de ε.

Demonstração. Utilizando as estimativas obtidas no Teorema 4.1.14, segue que

∥Vε − V0∥Xε
= ∥F ′(u∗

ε) − F ′(u∗
0)∥Xε

≤ ∥f ′(ξ∗
ε )∥L∞(Ωε) ∥u∗

ε − u∗
0∥

X
1
2

ε

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

Com as notações anteriores escrevemos Aε = Aε + Vε e Bε = VεA
−1
ε , para todo

ε ∈ [0, 1]. Como Aε é um operador setorial e Vε é um operador linear limitado, segue que
o operador Aε é um operador setorial e, assim, existem constantes ϕ1 ∈ (0, π/2), M0 ≥ 1
(independente de ε), tais que

S0,ϕ1 := {λ ∈ C : ϕ1 ≤ |arg(λ)| ≤ π, λ ̸= 0} ⊂ ρ(Aε)

e
∥∥∥(Aε − λ)−1

∥∥∥
L(Xε)

≤ M0

|λ|
, para todo λ ∈ S0,ϕ1 . (4.9)

De (4.9), segue que∥∥∥Aε(Aε − λ)−1
∥∥∥

L(Xε)
=

∥∥∥((Aε − λ) + λ)(Aε − λ)−1
∥∥∥

L(Xε)

≤ ∥I∥L(Xε) +
∥∥∥λ(Aε − λ)−1

∥∥∥
L(Xε)

≤ 1 +M0, (4.10)

para todo λ ∈ S0,ϕ1 .

Lema 4.2.2. A família de operadores Bε : Xε → Xε com ε ∈ (0, 1] converge
compactamente para o operador B0 : X → X.
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Demonstração. Seja uε ∈ Xε. Segue, do Lema 4.1.2, que A−1
ε uε → A−1

0 uε. Logo, do
Teorema 4.1.5, temos que Bεuε → B0uε. De fato, segue do Lema 4.1.2, que

∥Bεuε −B0uε∥Xε
=

∥∥∥VεA
−1
ε uε − V0A

−1
0 uε

∥∥∥
Xε

≤ ∥V0∥
L(X

1
2

ε ,Xε)

∥∥∥A−1
ε uε − A−1

0 uε

∥∥∥
X

1
2

ε

+
∥∥∥(Vε − V0)A−1

ε uε

∥∥∥
Xε

≤ ∥V0∥
L(X

1
2

ε ,Xε)

∥∥∥A−1
ε uε − A−1

0 uε

∥∥∥
X

1
2

ε

+ ∥Vε − V0∥
L(X

1
2

ε ,Xε)

∥∥∥A−1
ε uε

∥∥∥
X

1
2

ε

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

Além disso, considere {uε} emXε limitada fixada, então extraindo uma subsequência
{uεn} e uε ∈ Xε tal que {uεn} convirja fracamente para uε em Xε, então A−1

εn
uεn converge

para A−1
0 uε em X

1
2
ε . Logo, segue do Teorema 4.1.5, que Bεnuεn = VεnA

−1
εn
uεn converge

para B0uε = V0A
−1
0 uε.

Lema 4.2.3. A seguinte identidade é válida:

(Aε)−1 − (A0)−1 = (A−1
ε − A−1

0 )(I +B0)−1 − A−1
ε (I +B0)−1(Bε −B0)(I +Bε)−1.

Demonstração. Observe que,

(I −Bε)−1 − (I −B0)−1 = (I −B0)−1(I −B0)(I −Bε)−1−(I −B0)−1(I −Bε)(I −Bε)−1

= (I −B0)−1[(I −B0)(I −Bε)−1 − (I −Bε)(I −Bε)−1]
= (I −B0)−1[(I −B0) − (I −Bε)](I −Bε)−1

= (I −B0)−1(B0 −Bε)(I −Bε)−1.

Assim,

(Aε)−1 − (A0)−1 = (Aε + Vε)−1 − (A0 + V0)−1

= (AεA
−1
ε Aε + VεA

−1
ε Aε)−1 − (A0A

−1
0 A0 + V0A

−1
0 A0)−1

= A−1
ε (I + VεA

−1
ε )−1 − A−1

0 (I + V0A
−1
0 )−1

+ A−1
ε (I + V0A

−1
0 )−1 − A−1

ε (I + V0A
−1
0 )−1

= A−1
ε [(I + VεA

−1
ε )−1 − (I + V0A

−1
0 )−1] + (A−1

ε − A−1
0 )(I + V0A

−1
0 )−1

= A−1
ε [(I +Bε)−1 − (I +B0)−1] + (A−1

ε − A−1
0 )(I +B0)−1

= A−1
ε (I −B0)−1(B0 −Bε)(I −Bε)−1 + (A−1

ε − A−1
0 )(I +B0)−1.

Lema 4.2.4. Suponha que 0 /∈ σ(A0), então existe ε0 > 0 tal que 0 /∈ σ(Aε), para todo
ε ∈ (0, ε0]. E, ainda, (Aε)−1 converge compactamente para (A0)−1.

Demonstração. Observe que,

Aε = Aε + Vε = (I + VεA
−1
ε )Aε = (I +Bε)Aε,

e pelo Lema 1.5.5, existe ε0 > 0 tal que 0 /∈ σ(Aε). Para provar que (Aε)−1 converge
compactamente para (A0)−1, observe que para cada sequência em

{
uε ∈ X

1
2
ε ; 0 ≤ ε ≤ ε0

}



Linearizações em Torno dos Equilíbrios 121

com
{

∥uε∥
X

1
2

ε

}
uniformemente limitada, segue do Lema 1.5.5, que {(I +Bε)−1uε} é

uniformemente limitada. Do mesmo argumento anterior, se escrevemos vε = (I+Bε)−1uε,
existe uma sequência {vεn} que converge para v ∈ X

1
2
0 em X

1
2
ε e assim, A−1

ε vεn converge
fortemente em X

1
2
ε para A−1

0 v0, isto é, para cada sequência em
{
uε ∈ X

1
2
ε ; 0 ≤ ε ≤ ε0

}
com

{
∥uε∥

X
1
2

ε

}
uniformemente limitada, existe uma subsequência {uεn} e u0 = A−1

0 v0 tal

que Aεnuε converge para u em X
1
2
ε .

Vejamos, agora, que para cada u ∈ X
1
2
ε , temos que (Aε)−1u → (A0)−1u em Xε. De

fato, pela identidade dada no Lema 4.2.3, Lema 1.5.5 e Lema 4.2.2, segue que∥∥∥(Aε)−1 − (A0)−1
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )
≤

∥∥∥(Aε)
1
2 (A−1

ε − A−1
0 )(I +B0)−1

∥∥∥
L(Xε)

+
∥∥∥(Aε)

1
2A−1

ε (I +B0)−1(Bε −B0)(I +Bε)−1
∥∥∥

L(Xε)

≤
∥∥∥(Aε)

1
2 (A−1

ε − A−1
0 )

∥∥∥
L(Xε)

∥∥∥(I +B0)−1
∥∥∥

L(Xε)

+
∥∥∥(Aε)

1
2A−1

ε

∥∥∥
L(Xε)

∥∥∥(I +B0)−1(Bε −B0)(I +Bε)−1
∥∥∥

L(Xε)

≤ C1

∥∥∥(Aε)
1
2 (A−1

ε − A−1
0 )

∥∥∥
L(Xε)

+ C2 ∥Bε −B0∥L(Xε)

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

Lema 4.2.5. Se Aε : Xε → Xε é um operador linear invertível e V0 um operador linear
limitado tais que (A0 + V0) e (Aε + V0) são invertíveis, então

(Aε + V0)−1−(A0 + V0)−1 =[I−(Aε + V0)−1V0]
(
A−1

ε −A−1
0

)
[I−V0(A0 + V0)−1]. (4.11)

Demonstração. Observe que,

I = [(Aε + V0)−1Aε][(Aε + V0)−1Aε]−1

= [(Aε + V0)−1(Aε + V0 − V0)][A−1
ε (Aε + V0)]

= [I − (Aε + V0)−1V0](I + A−1
ε V0),

isto é, I + A−1
ε V0 é o operador inverso do operador I − (Aε + V0)−1V0.

Com isso, para obter (4.11) é equivalente mostrar a seguinte igualdade

(I + A−1
ε V0)[(Aε + V0)−1−(A0 + V0)−1]=

(
A−1

ε −A−1
0

)
[I−V0(A0 + V0)−1]. (4.12)

Usando o fato de que V0(A0 + V0)−1 = I − A0(A0 + V0)−1 para o lado direito de (4.12),
obtemos(

A−1
ε − A−1

0

)
[I − V0(A0 + V0)−1]
= A−1

ε − A−1
0 − A−1

ε V0(A0 + V0)−1 + A−1
0 V0(A0 + V0)−1

= A−1
ε − A−1

0 − A−1
ε V0(A0 + V0)−1 + A−1

0 [I − A0(A0 + V0)−1]
= A−1

ε − A−1
ε V0(A0 + V0)−1 − (A0 + V0)−1.
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E, ainda, do fato de que V0(Aε + V0)−1 = I − Aε(Aε + V0)−1 para o lado esquerdo de
(4.12), obtemos
(I + A−1

ε V0)[(Aε + V0)−1 − (A0 + V0)−1]
= (Aε + V0)−1 − (A0 + V0)−1 + A−1

ε V0(Aε + V0)−1 − A−1
ε V0(A0 + V0)−1

= (Aε + V0)−1 − (A0 + V0)−1 + A−1
ε [I − Aε(Aε + V0)−1] − A−1

ε V0(A0 + V0)−1

= A−1
ε − A−1

ε V0(A0 + V0)−1 − (A0 + V0)−1.

Portanto, segue o resultado.
Proposição 4.2.6. Se (A0 + V0) : D(A0) ⊂ Xε → Xε possui inversa limitada, então
existe ε0 > 0 tal que

∥∥∥(Aε + V0)−1 − (A0 + V0)−1
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )
≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
, (4.13)

para todo ε ∈ (0, ε0] e a constante C independe de ε.
Demonstração. Se (A0 + V0) é invertível, então (Aε + V0) é invertível para todo ε > 0
suficientemente pequeno. Portanto, as estimativas dadas em (4.13) fazem sentido. Pelo
Lema 4.2.5, segue que

Φε := (Aε + V0)−1 − (A0 + V0)−1

= [I − (Aε + V0)−1V0]
(
A−1

ε − A−1
0

)
[I − V0(A0 + V0)−1]. (4.14)

Somando e subtraindo [(A0 + V0)−1V0
(
A−1

ε − A−1
0

)
][I − V0(A0 + V0)−1] em (4.14),

obtemos
Φε = Φ1

ε + Φ2
ε, (4.15)

onde
Φ1

ε := −[(Aε + V0)−1 − (A0 + V0)−1]V0
(
A−1

ε − A−1
0

)
[I − V0(A0 + V0)−1]

= −Φε

[
V0
(
A−1

ε − A−1
0

)
[I − V0(A0 + V0)−1]

]
,

e,
Φ2

ε = [I − (A0 + V0)−1V0]
(
A−1

ε − A−1
0

)
[I − V0(A0 + V0)−1].

Inicialmente, iremos estimar ∥Φ1
ε∥L(Xε,X

1
2

ε )
. Observe que, pelo Teorema 4.1.5, da

hipótese que A0 + V0 possui inversa limitada e do Lema 4.1.2, segue que∥∥∥Φ1
ε

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )
≤∥Φε∥

L(Xε,X
1
2

ε )

∥∥∥V0(A−1
ε − A−1

0 )[I − V0(A0 + V0)−1]
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )

≤C1 ∥Φε∥
L(Xε,X

1
2

ε )

∥∥∥(A−1
ε − A−1

0 )[I − V0(A0 + V0)−1]
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )

≤C1 ∥Φε∥
L(Xε,X

1
2

ε )

∥∥∥A−1
ε − A−1

0

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )

(
1 + C1

∥∥∥(A0 + V0)−1]
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )

)
≤C1 ∥Φε∥

L(Xε,X
1
2

ε )

∥∥∥A−1
ε − A−1

0

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )
(1 + C1C2)

≤


(C1 + C2

1C2)C3 ε
1
2 ∥Φε∥

L(Xε,X
1
2

ε )
, n = 3

(C1 + C2
1C2)C3 ε |ln ε|

1
2 ∥Φε∥

L(Xε,X
1
2

ε )
, n = 4

(C1 + C2
1C2)C3 ε ∥Φε∥

L(Xε,X
1
2

ε )
, n ≥ 5

.
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Escolhendo ε0 > 0 de modo que C4 ε
1
2 , C4 ε |ln ε|

1
2 , C4 ε ≤ 1

2 , para todo ε ∈ (0, ε0],
onde C4 = (C1 + C2

1C2)C3 e substituindo em (4.15) obtemos

∥Φε∥
L(Xε,X

1
2

ε )
≤ 1

2

∥∥∥Φ1
ε

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )
+
∥∥∥Φ2

ε

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )
.

Assim,

∥Φε∥
L(Xε,X

1
2

ε )
≤2

∥∥∥Φ2
ε

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )

≤2
∥∥∥[I − (A0 + V0)−1V0]

(
A−1

ε − A−1
0

)
[I − V0(A0 + V0)−1]

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )

≤2(1 + C1C2)2
∥∥∥A−1

ε − A−1
0

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )

≤


C ε

1
2 , n = 3

C ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C ε, n ≥ 5
,

onde C = 2(1 + C1C2)2C3.
Proposição 4.2.7. Para todo λ ∈ S0,ϕ1 e ε ∈ (0, 1), vale a estimativa

∥∥∥∥(Aε − λ
)−1

−
(
A0 − λ

)−1
∥∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )
≤


C (1 + |λ| 1

2 ) ε 1
2 , n = 3

C (1 + |λ| 1
2 ) ε |ln ε|

1
2 , n = 4

C (1 + |λ| 1
2 ) ε, n ≥ 5

,

onde a constante C > 0 independe dos parâmetros λ e ε.
Demonstração. Para ε ∈ [0, 1] em (4.11), substituindo Aε por Aε e V0 por −λ, segue que∥∥∥∥(Aε − λ

)−1
−
(
A0 − λ

)−1
∥∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )

≤
∥∥∥I+(Aε − λ)−1λ

∥∥∥
L(Xε,X

1
2

ε )

∥∥∥(Aε)−1−(A0)−1
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )

∥∥∥I+λ(A0−λ)−1
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )
. (4.16)

Para todo λ ∈ S0,ϕ1 e e ε ∈ [0, 1], pelo Corolário 3.1.3, segue que∥∥∥I+(Aε − λ)−1λ
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )
≤ C1

(
1 + |λ|

1
2
)
.

E, ainda, do Lema 4.2.4, obtemos

∥∥∥(Aε)−1−(A0)−1
∥∥∥

L(Xε,X
1
2

ε )
≤


C2 ε

1
2 , n = 3

C2 ε |ln ε|
1
2 , n = 4

C2 ε, n ≥ 5
,

Com isso, segue de (4.16), o resultado.
Proposição 4.2.8. Para θ ∈ (0, 1

2) existem constantes β > 0 e C > 0, tais que∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −jθ, n = 3,∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t− 1

2 −jθ, n = 4,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tε2θt−

1
2 −jθ, n ≥ 5,

onde j = 0 para t ∈ (0, 1) e j = 1 para t ∈ [1,∞).
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Demonstração. Segue, do Teorema 1.2.9, a seguinte estimativa∥∥∥|e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤

∥∥∥e−Aεt
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
+
∥∥∥e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ C0e

−βtt−
1
2 . (4.17)

Já que,

e−Aεt = 1
2πi

∫
Γ

e−λt(λ− Aε)−1 dλ, ε ∈ [0, 1),

onde Γ é a fronteira orientada positivamente, percorrendo ∞e−iϕ1 a ∞eiϕ1 , do setor S0,ϕ1

do operador Aε, ε ∈ [0, 1), por outro lado, obtemos∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ 1

2π

∫
Γ

∣∣∣e−λt
∣∣∣ ∥∥∥(λ− Aε)−1 − (λ− A0)−1

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
|dλ|

≤ 1
2π

∫
Γ

eReλt
∥∥∥(λ− Aε)−1 − (λ− A0)−1

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
d |λ| .

Logo, pela Proposição 4.2.7 e utilizando argumentos similares aos aplicados no
Teorema 3.2.1, obtemos para

• n = 3 :∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε

1
2

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|
1
2 ) d |λ| ≤ C2 ε

1
2 (t−1 + t−

1
2 ). (4.18)

• n = 4 :∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε |ln ε|

1
2

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|
1
2 ) d |λ|

≤ C2 ε |ln ε|
1
2 (t−1 + t−

1
2 ). (4.19)

• n ≥ 5 :∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1 ε

1
2π

∫
Γ

eReλt(1 + |λ|
1
2 ) d |λ| ≤ C2 ε (t−1 + t−

1
2 ). (4.20)

Observando que para t ∈ (0, 1) temos t− 1
2 > t−1 e para t ≥ 1 temos t−1 > t−

1
2 , segue

do Teorema 1.2.19 fazendo a interpolação das expressões (4.17) e (4.18), (4.17) e (4.19),
(4.17) e (4.20), com 1 − 2θ e 2θ e β = η = 1

2 , respectivamente, que para t ∈ (0, 1)∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tεθt−

1
2 n = 3,∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t− 1

2 n = 4,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θt−

1
2 n ≥ 5,

e, tendo em vista a mesma interpolação para t ≥ 1, segue que∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)tεθt−

1
2 −θ n = 3,∥∥∥e−Aεt − e−A0t

∥∥∥
L(X0,X

1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θ |ln ε|θ t− 1

2 −θ n = 4,∥∥∥e−Aεt − e−A0t
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−β(1−2θ)t ε2θt−

1
2 −θ n ≥ 5.
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Lema 4.2.9.
(i) Como 0 ∈ ρ(Aε), ε ∈ [0, 1], então λ ∈ ρ(Aε) para |λ| < 1

M1
, onde M1 = ∥(Aε)−1∥L(Xε).

E, ainda, ∥(Aε − λ)−1∥L(Xε) ≤ 2M1 para |λ| ≤ 1
2M1

;
(ii) Nas hipóteses do item (i) a limitação em (4.9) pode ser escrita como

∥(Aε − λ)−1∥L(Xε) ≤ M2

1 + |λ|
, para todo λ ∈ S0,ϕ1 . (4.21)

e, mais

∥(Aε − λ)−1∥
L(Xε,X

1
2

ε )
≤ M3

1 + |λ|
1
2
, para todo λ ∈ S0,ϕ1 . (4.22)

Demonstração. (i) : Segue da Proposição 1.2.14.
(ii) : Como do item (i) ∥(Aε − λ)−1∥L(Xε) ≤ 2M1 para λ ≤ 1

2M1
, obtemos

(1 + |λ|) ∥(Aε − λ)−1∥L(Xε) ≤ 2M1 (1 + |λ|)

≤ 2M1

(
1 + 1

2M1

)
= 1 + 2M1,

assim,
∥(Aε − λ)−1∥L(Xε) ≤ M2

1 + |λ|
,

onde M2 = 1 + 2M1.
Para mostrar que ∥(Aε − λ)−1∥

L(Xε,X
1
2

ε )
≤ M3

1+|λ|
1
2
, considere uma função gε ∈ L2(Ωε)

arbitrária, assim para uε := (Aε − λ)−1gε, segue do Teorema 1.2.18 e de (4.10) que

∥uε∥
X

1
2

ε

= ∥(Aε)
1
2uε∥Xε

≤ C0
(
∥Aεuε∥Xε + ∥uε∥Xε

)
≤ C0

(
∥Aε(Aε − λ)−1∥L(Xε)∥gε∥Xε + ∥(Aε − λ)−1∥L(Xε)∥gε∥Xε

)
≤ C0 ((1 +M0)∥gε∥Xε + 2M1∥gε∥Xε)
= M̃∥gε∥Xε ,

onde M̃ = C0(1 +M0 + 2M1).
Então,

(1 + |λ|
1
2 )∥uε∥

X
1
2

ε

≤ M̃(1 + |λ|
1
2 )∥gε∥Xε

≤ M̃
(

1 + 1
(2M1)

1
2

)
∥gε∥Xε ,

o que implica

∥uε∥
X

1
2

ε

≤ M3

1 + |λ|
1
2
∥gε∥Xε ,

onde M3 = M̃
(

1 + 1
(2M1)

1
2

)
.
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O operador A0 é setorial e σ(A0) é um conjunto discreto tal que Re σ(A0) > β > 0.
Da continuidade do espectro de Aε para ε > 0 suficientemente pequeno segue que σ(Aε)
é um conjunto discreto tal que Re σ(Aε) > β > 0.

Assim, existe δ > 0 tal que [β − δ, β + δ] ∩ σ(A0) = ∅. Logo, o espectro do operador
A0 está dividido em duas partes disjuntas, σ(A0) = σ+

0 ∪ σ−
0 , onde o conjunto σ+

0 está a
esquerda de β− δ e é finito e, σ−

0 está a direita de β+ δ e é infinito (possui uma sequência
que converge para ∞). Novamente, pela continuidade do espectro de Aε para ε > 0
suficientemente pequeno, segue que [β − δ, β + δ] ∩ σ(Aε) = ∅ e o espectro do operador
Aε está dividido em duas partes disjuntas, σ(Aε) = σ+

ε ∪ σ−
ε , onde o conjunto σ+

ε está a
esquerda de β − δ e é finito e, σ−

ε está a direita de β + δ e é infinito.
Além disso, suponha que δ seja tal que exista uma curva fechada fixa Γ+

β ⊂
{z ∈ C; Re(z) ≤ β − δ} em torno de σ+

ε e a curva Γ−
β ⊃ σ−

ε , dada por

Γ−
β =

{
z ∈ C; z = ρeiθ + β, ρ ≥ d

}
∪ {z ∈ C; Re(z) = β + δ, Im(z) ≤ h}

∪
{
z ∈ C; z = ρe−iθ + β, ρ ≥ d

}
,

onde d = δ(cos θ)−1 e h = δ tg θ, para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

β − δ

Γ+
β

β + δβ
θ

σ+
ε σ−

ε

Γ−
β

d
h

Figura 4.1: Representação das curvas Γ±
β .

Assim, pode-se decompor o espaço X 1
2 pelo operador projeção Q+

0 (σ+
0 ) : X 1

2 → X
1
2

determinada por σ+
0 , isto é,

Q+
0 := Q+

0 (σ+
0 ) = 1

2πi

∫
Γ+

β

(A0 − λ)−1 dλ. (4.23)

E, decompor o espaço X
1
2
ε pelo operador projeção Q+

ε (σ+
ε ) : X

1
2
ε → X

1
2
ε determinada por
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σ+
ε , isto é,

Q+
ε := Q+

ε (σ+
0 ) = 1

2πi

∫
Γ+

β

(Aε − λ)−1 dλ, (4.24)

para todo ε > 0 suficientemente pequeno.

Proposição 4.2.10. Existem constantes β > 0 e C > 0, que independem dos parâmetros
ε e λ, tais que

∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤

{
C ε

1
2 t−1, t ∈ (0, 1)

C ε
1
2 t−

1
2 , t ∈ [1,∞),

n = 3,

∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤

 C ε |ln ε|
1
2 t−1, t ∈ (0, 1)

C ε |ln ε|
1
2 t−

1
2 , t ∈ [1,∞),

n = 4,

∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤

{
C ε t−1, t ∈ (0, 1)
C ε t−

1
2 , t ∈ [1,∞), n ≥ 5.

E, ainda, ∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ Ce−βtt−

1
2 ,

para todo ε ∈ [0, 1] e t > 0.

Demonstração. Observe que

e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 ) = 1
2πi

∫
Γ−

β

e−λt
[
(Aε − λ)−1 − (A0 − λ)−1

]
dλ.

Assim, pelas Proposições 4.2.7 e 4.2.8, segue que

• n = 3 :∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C1

2π ε
1
2

∫
Γ−

β

∣∣∣e−λt
∣∣∣ (1 + |λ|

1
2
)

dλ

≤
{
C ε

1
2 t−1, t ∈ (0, 1)

C ε
1
2 t−

1
2 , t ∈ [1,∞),

onde C = C1
2π

.

• n = 4 :∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C ε |ln ε|

1
2

∫
Γ−

β

∣∣∣e−λt
∣∣∣ (1 + |λ|

1
2
)

dλ

≤

 C ε |ln ε|
1
2 t−1, t ∈ (0, 1)

C ε |ln ε|
1
2 t−

1
2 , t ∈ [1,∞).
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• n ≥ 5 :∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε ) − e−A0t(I −Q+

0 )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ C ε

∫
Γ−

β

∣∣∣e−λt
∣∣∣ (1 + |λ|

1
2
)

dλ

≤
{
C ε t−1, t ∈ (0, 1)
C ε t−

1
2 , t ∈ [1,∞).

Por fim, para ε ∈ [0, 1], segue de (4.22), que

∥∥∥e−Aεt(I −Q+
ε )
∥∥∥

L(X0,X
1
2

ε )
≤ 1

2π

∫
Γ−

β

∣∣∣e−λt
∣∣∣(

1 + |λ| 1
2
) dλ ≤ Ce−βtt−

1
2 .

Observação 4.2.11. Para o caso Vε ≡ V0 ≡ 0 e Q+
ε ≡ 0 para ε suficientemente pequeno,

na Proposição anterior, fazendo interpolação entre as estimativas encontradas, recaímos
no resultado tratado no Teorema 3.2.1, utilizando do fato de que t− 1

2 < t−1 < t−2, para
t ∈ (0, 1) e que t− 1

2 > t−1 > t−2, para t ∈ [1,∞).

Observação 4.2.12. Para todo ε ∈ [0, 1], Q+
ε é um operador uniformemente limitado.

De fato,∥∥∥Q+
ε

∥∥∥
X

1
2

ε

≤ 1
2π

∫
Γ+

β

∥∥∥(Aε − λ)−1
∥∥∥

X
1
2

ε

|dλ| ≤ C
∫

Γ+
β

1
1 + |λ| 1

2
|dλ| ≤ C |Γ+

β |,

onde |Γ+
β | é o cumprimento de Γ+

β .

4.3 Atração Exponencial Uniforme e Continuidade
das Variedades Instáveis

Nesta seção veremos que as variedades instáveis locais de um ponto de equilíbrio
u∗

ε serão contínuas quando ε → 0. A existência de tais variedades provém da teoria de
variedades invariantes, e pode ser encontrado, por exemplo, em [32]. Apesar de que aqui,
a prova será adaptada de modo a abranger a possibilidade da dependência da variedade
invariante sobre o parâmetro ε. E, ainda, veremos que as variedades instáveis estarão
próximas para ε suficientemente pequeno. Para obter tais conclusões usaremos fortemente
os resultados de convergência da parte linear obtidas no Capítulo 3.

Em uma vizinhança de uma solução de equilíbrio u∗
ε, fazendo a seguinte mudança

de variáveis wε = uε − u∗
ε, podemos reescrever o problema (2.4), que é a versão abstrata

de (Pε), como

ẇε + Aεwε − F ′(u∗
ε)wε = F (wε + u∗

ε) − F (u∗
ε) − F ′(u∗

ε)wε. (4.25)

Tendo em vista o operador projeção Q+
ε dado em (4.24) com β = 0, obtemos a seguinte

decomposição do espaço X
1
2
ε = Q+

ε X
1
2
ε ⊕ (I − Q+

ε )X
1
2
ε . Observe que esta decomposição

induz uma representação da solução do problema (4.25) na forma wε = vε + zε, onde
vε = Q+

ε wε e zε = (I −Q+
ε )wε.
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Denotando por (Aε)+ (respec. por (Aε)−) a restrição do operador Aε à imagem de
Q+

ε (respec. ao núcleo de Q+
ε ), reescrevemos o problema (4.25) como o seguinte sistema

acoplado {
v̇ε + (Aε)+vε = Hε(vε, zε),
żε + (Aε)−zε = Gε(vε, zε),

(4.26)

onde

Hε(vε, zε) := Q+
ε [F (vε + zε + u∗

ε) − F (u∗
ε) − F ′(u∗

ε)(vε + zε)] ,
Gε(vε, zε) := (I −Q+

ε ) [F (vε + zε + u∗
ε) − F (u∗

ε) − F ′(u∗
ε)(vε + zε)] ,

e, ainda, Hε(0, 0) = 0 = Gε(0, 0). Além disso, as hipóteses sobre F garantem que
as aplicações Hε e Gε sejam continuamente Fréchet diferenciáveis com H

′
ε(0, 0) = 0 =

G
′
ε(0, 0).

Da limitação uniforme das projeções Q+
ε , ε ∈ [0, 1], e como a função F independe de

ε, segue que dado ρ > 0, existe δ > 0 tal que para (vε, zε) ∈ Bδ(0, 0) e ε ∈ (0, 1), obtemos

∥Hε(vε, zε)∥
X

1
2

ε

≤ ρ, ∥Gε(vε, zε)∥
X

1
2

ε

≤ ρ

∥Hε(vε, zε) −Hε(ṽε, z̃ε)∥
X

1
2

ε

≤ ρ
(

∥vε − ṽε∥
X

1
2

ε

+ ∥zε − z̃ε∥
X

1
2

ε

)
(4.27)

∥Gε(vε, zε) −Gε(ṽε, z̃ε)∥
X

1
2

ε

≤ ρ
(

∥vε − ṽε∥
X

1
2

ε

+ ∥zε − z̃ε∥
X

1
2

ε

)
.

Aqui, estamos interessados no comportamento das soluções próximas de (0, 0), assim
podemos cortar a não linearidade Hε e Gε fora da bola Bδ(0, 0) de modo que as estimativas
em (4.27) sejam satisfeitas globalmente.

A fim de fixarmos a notação, como Aε é setorial, podemos tomar constantes
apropriadas M , β (independentes de ε ∈ [0, 1)), tais que

∥e−t(Aε)+
v∥

X
1
2

ε

≤ Meβt ∥v∥
X

1
2

ε

, t ≤ 0,

∥e−t(Aε)−
z∥

X
1
2

ε

≤ Me−βt ∥z∥
X

1
2

ε

, t ≥ 0, (4.28)

∥e−t(Aε)−
z∥

X
1
2

ε

≤ Mt−
1
2 e−βt ∥z∥

X
1
2

ε

, t > 0.

No que segue, mostraremos para ρ > 0 escolhido apropriadamente, que a variedade
instável para u∗

ε ∈ Eε é dada localmente como o gráfico

W u
ε =

{
(vε, zε) ∈ X

1
2
ε : zε = S∗

ε (vε), vε ∈ Q+
ε X

1
2
ε

}

de uma aplicação S∗
ε : Q+

ε X
1
2
ε → (I − Q+

ε )X
1
2
ε limitada e Lipschitz contínua. Além disso,

para R > 0 qualquer, veremos que

sup
vε∈BX

1
2
ε (0,R)

∥S∗
ε (vε) − S∗

0(vε)∥
X

1
2

ε

ε→0−→ 0.

Teorema 4.3.1. Seja u∗
0 um ponto de equilíbrio hiperbólico de (2.32 ). Então, sabemos

que existe um único u∗
ε ∈ Eε, suficientemente próximo de u∗

0, para todo ε ∈ (0, 1). Para
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D > 0, M > 0, ∆ > 0 e 0 < ν < 1 dados, seja ρ0 tal que para todo 0 < ρ ≤ ρ0, valham
as seguintes desigualdades:

ρMβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
≤ D, ρM2 (1 + ∆) β− 1

2 Γ
(

1
2

)
≤ ∆,

β

2 ≤ β − ρM (1 + ∆) ≤ β, ρMβ− 1
2 Γ
(

1
2

) [
1 + ρM (1 + ∆)

β − ρM (1 + ∆)

]
≤ ν < 1,

ρ1 = β −
[
ρM − ρ2M2 (1 + ∆) (1 +M)

2β − ρM (1 + ∆)

]
> 0,

ρMβ− 1
2 Γ
(

1
2

) [
1 + ρM (1 + ∆) β− 1

2 (2β − ρM (1 + ∆))− 1
2
]

≤ 1
2 .

Para a escolha de ρ acima suponhamos que Hε e Gε satisfaçam as condições (4.27 ) para
todo (vε, zε) ∈ Q+

ε X
1
2
ε ⊕ (I −Q+

ε )X
1
2
ε . Então, existe S∗

ε : Q+
ε X

1
2
ε → (I −Q+

ε )X
1
2
ε , tal que

∥|S∗
ε |∥

X
1
2

ε

:= sup
vε∈Q+

ε X
1
2

ε

∥S∗
ε (vε)∥

X
1
2

ε

≤ D, ∥S∗
ε (vε) − S∗

ε (ṽε)∥
X

1
2

ε

≤ ∆ ∥vε − ṽε∥
Q+

ε X
1
2

ε

,

e a variedade instável de u∗
ε é dada como sendo o gráfico da aplicação S∗

ε , isto é

W u
ε := W u

ε (u∗
ε) =

{
(vε, zε) ∈ X

1
2
ε : zε = S∗

ε (vε), vε ∈ Q+
ε X

1
2
ε

}
.

Além disso, para escolha de ρ1 > 0 acima e M ≥ 1, independentes de ε, vale que

∥zε(t) − S∗
ε (vε(t))∥

X
1
2

ε

≤ Me−ρ1(t−t0) ∥zε(t0) − S∗
ε (vε(t0))∥

X
1
2

ε

durante o período que a órbita (vε(t), zε(t)) permanecer na vizinhança de u∗
ε.

Por conseguinte, para ε ∈ (0, 1) e θ ∈
(
0, 1

2

)
existe C > 0, independente de ε, tal

que

∥|S∗
ε − S∗

0 |∥
X

1
2

ε

≤


C εθ, n = 3,
C ε2θ |ln ε|θ , n = 4,
C ε2θ, n ≥ 5.

Demonstração. Inicialmente, veremos a existência da variedade instável local do equilíbrio
u∗

ε como um gráfico.
Considere o seguinte conjunto, para vε, ṽε ∈ Q+

ε X
1
2
ε

Xε =
{
Sε : Q+

ε X
1
2
ε → (I −Q+

ε )X
1
2
ε :∥|Sε|∥

X
1
2

ε

≤ D, ∥Sε(vε) − Sε(ṽε)∥
X

1
2

ε

≤ ∆∥vε − ṽε∥
Q+

ε X
1
2

ε

}
,

munido da norma ∥·∥Xε
: Xε → [0,∞), dada por

∥Sε∥Xε
= sup

vε∈Q+
ε X

1
2

ε

∥Sε(vε)∥
X

1
2

ε

.

Não é difícil verificar que
(
Xε, ∥·∥Xε

)
é um espaço métrico completo.
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Seja vε(t) = ψε(t, τ, η, Sε) a solução de{
v̇ε + (Aε)+vε = Hε(vε, Sε(vε)), t < τ
vε(t) = η,

como Sε ∈ Xε e η ∈ Q+
ε X

1
2
ε . Defina, ainda, a aplicação Φ : Xε → Xε por

Φ(Sε)(η) =
τ∫

−∞

e−(Aε)−(τ−s)Gε(vε(s), Sε(vε(s))) ds.

Observe que, utilizando as estimativas obtidas em (4.27) e (4.28), temos que

∥Φ(Sε)(η)∥
X

1
2

ε

≤
τ∫

−∞

M(τ − s)− 1
2 e−β(τ−s)ρ ds = ρMβ− 1

2 Γ
(

1
2

)
≤ D. (4.29)

Logo, ∥Φ(Sε)∥Xε
≤ D.

Suponha que Sε, S̃ε ∈ Xε e η, η̃ ∈ Q+
ε X

1
2
ε e considere vε(t) = ψε(t, τ, η, Sε), ṽε(t) =

ψε(t, τ, η̃, S̃ε). Então,

vε(t)−ṽε(t)=e−(Aε)+(t−τ)(η − η̃)+
t∫

τ

e−(Aε)+(t−s)
[
Hε(vε(s), Sε(vε(s)))−Hε(ṽε(s), S̃ε(ṽε(s)))

]
ds.

Assim, por (4.27) e (4.28), segue que

∥vε(t) − ṽε(t)∥
X

1
2

ε

≤

≤ Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+M

t∫
τ

eβ(t−s)
∥∥∥Hε(vε(s), Sε(vε(s))) −Hε(ṽε(s), S̃ε(ṽε(s)))

∥∥∥
X

1
2

ε

ds

≤ Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ ρM

τ∫
t

eβ(t−s)
[
∥vε − ṽε∥

X
1
2

ε

+
∥∥∥Sε(vε) − S̃ε(ṽε)

∥∥∥
X

1
2

ε

]
ds

≤ Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ ρM

τ∫
t

eβ(t−s)
[
∥vε − ṽε∥

X
1
2

ε

+ ∥Sε(vε) − Sε(ṽε)∥
X

1
2

ε

+
∥∥∥Sε(ṽε) − S̃ε(ṽε)

∥∥∥
X

1
2

ε

]
ds

≤ Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ ρM

τ∫
t

eβ(t−s)
[
(1 + ∆) ∥vε − ṽε∥

X
1
2

ε

+ ∥|Sε − Sε|∥Xε

]
ds

≤ Meβ(t−τ)∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ρM(1 + ∆)
τ∫

t

eβ(t−s)∥vε − ṽε∥
X

1
2

ε

ds+ ρM

τ∫
t

eβ(t−s)∥Sε − Sε∥Xε
ds.

Seja ϕε(t) = e−β(t−τ) ∥vε(t) − ṽε(t)∥
X

1
2

ε

. Assim,

ϕ(t) ≤ M ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ ρM(1 + ∆)
τ∫

t

ϕε(s) ds+ ρM ∥Sε − Sε∥Xε

τ∫
t

eβ(τ−s)ds,
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e, usando a Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), segue que

∥vε(t) − ṽε(t)∥
X

1
2

ε

≤

Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ ρM ∥Sε − Sε∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds
 eρM(1+∆)(τ−t)

≤
(
Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥

X
1
2

ε

+ ρMβ−1
(
1 − eβ(t−τ)

)
∥Sε − Sε∥Xε

)
eρM(1+∆)(τ−t)

≤
(
Meβ(t−τ) ∥η − η̃∥

X
1
2

ε

+ ρMβ−1 ∥Sε − Sε∥Xε

)
eρM(1+∆)(τ−t). (4.30)

Por outro lado,
∥∥∥Φ(Sε)(η) − Φ(S̃ε)(η̃)

∥∥∥
X

1
2

ε

≤
τ∫

−∞

M(τ − s)− 1
2 e−β(τ−s)

∥∥∥Gε(vε, Sε(vε)) −Gε(ṽε), S̃ε(ṽε)
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

≤ ρM

τ∫
−∞

(τ − s)− 1
2 e−β(τ−s)

[∥∥∥Sε(vε) − S̃ε(ṽε)
∥∥∥

X
1
2

ε

+ ∥vε − ṽε∥
X

1
2

ε

]
ds

≤ ρM

τ∫
−∞

(τ − s)− 1
2 e−β(τ−s)

[
(1 + ∆) ∥vε − ṽε∥

X
1
2

ε

+
∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε

]
ds.

Das estimativas para ∥vε − ṽε∥
X

1
2

ε

, obtidas em (4.30), segue que

∥∥∥Φ(Sε)(η) − Φ(S̃ε)(η̃)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ ρM(1 + ∆)
(
M ∥η − η̃∥

X
1
2

ε

+ ρMβ−1 ∥Sε − Sε∥Xε

)

×
τ∫

−∞

(τ − s)− 1
2 e−[β−ρM(1+∆)](τ−s) ds+ ρM

∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε

τ∫
−∞

(τ − s)− 1
2 e−β(τ−s) ds.

Das propriedades da função Gamma, obtemos∥∥∥Φ(Sε)(η) − Φ(S̃ε)(η̃)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ ρM(1 + ∆)
(
M ∥η − η̃∥

X
1
2

ε

+ ρMβ−1 ∥Sε − Sε∥Xε

)
× [β − ρM(1 + ∆)]− 1

2 Γ
(

1
2

)
+ ρM

∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε

β− 1
2 Γ
(

1
2

)
=
(
ρ2M2(1 + ∆)β−1[β − ρM(1 + ∆)]− 1

2 Γ
(

1
2

)
+ ρMβ− 1

2 Γ
(

1
2

)) ∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε

+ ρM2(1 + ∆)[β − ρM(1 + ∆)]− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥η − η̃∥

X
1
2

ε

= ρMΓ
(

1
2

) ρM(1 + ∆)β−1[β − ρM(1 + ∆)] 1
2

β − ρM(1 + ∆) + β− 1
2

 ∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε

+ ρM2(1 + ∆)[β − ρM(1 + ∆)]− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥η − η̃∥

X
1
2

ε

≤ ρMΓ
(

1
2

)
β− 1

2

[
ρM(1 + ∆)

β − ρM(1 + ∆) + 1
] ∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε

+ ρM2(1 + ∆)[β − ρM(1 + ∆)]− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥η − η̃∥

X
1
2

ε

,

onde na última desigualdade usamos o fato de β
2 ≤ β − ρM (1 + ∆) ≤ β.

Dado ν < 1, existe ρ0 tal que, para ρ ≤ ρ0, temos

ρMΓ
(

1
2

)
β− 1

2

[
ρM(1 + ∆)

β − ρM(1 + ∆) + 1
]

≤ ν
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e

ρM2(1 + ∆)[β − ρM(1 + ∆)]− 1
2 Γ
(

1
2

)
≤ ∆,

e, assim

∥∥∥Φ(Sε)(η) − Φ(S̃ε)(η̃)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤ ∆ ∥η − η̃∥
X

1
2

ε

+ ν
∥∥∥Sε − S̃ε

∥∥∥
Xε
. (4.31)

As desigualdades (4.29) e (4.31) nos garantem que Φ é uma contração em Xε.
Portanto, existe um único ponto fixo S∗

ε = Φ(S∗
ε ) ∈ Xε.

Mostremos, agora, que W u
ε :=

{
(vε, zε) ∈ X

1
2
ε : zε = S∗

ε (vε), vε ∈ Q+
ε X

1
2
ε

}
é uma

variedade invariante para (4.26). Sejam (v0, z0) ∈ W u
ε , como z0 = S∗

ε (v0) e v∗
ε(t) a solução

do problema de Cauchy

{
v̇ε + (Aε)+vε = Hε(vε, S

∗
ε (vε)),

vε(0) = v0.

Isto define uma curva (v∗
ε(t), S∗

ε (v∗
ε(t))) ∈ W u

ε , t ∈ R. Contudo, a única solução da
equação

żε + (Aε)−zε = Gε(v∗
ε , S

∗
ε (v∗

ε)),

que permanece limitada quando t → −∞ é

z∗
ε(t) =

τ∫
−∞

e−(Aε)−(τ−s)Gε(v∗
ε(s), S∗

ε (v∗
ε(s))) ds = S∗

ε (v∗
ε(s)).

Portanto, (v∗
ε(t), S∗

ε (v∗
ε(t))) é uma solução para (4.26) passando por (v0, z0), o que mostra

a invariância de W u
ε .

A seguir, veremos que a variedade instável é exponencialmente atratora. Para tal,
mostremos que se Hε e Gε satisfazem (4.27) para todo (vε, zε) ∈ Q+

ε X
1
2
ε ⊕(I−Q+

ε )X
1
2
ε com

ρ suficientemente pequeno e se (vε(t)), zε(t)), t ∈ R, é uma solução global de (4.26) que
está em W u

ε , então zε(t) = S∗
ε (vε(t)), para todo t ∈ R. Neste raciocínio, nosso objetivo

consiste em mostrar que existem constantes M ≥ 1 e ρ1 > 0, independentes de ε, tais que

∥zε(t) − S∗
ε (vε(t))∥

X
1
2

ε

≤ Me−ρ1(t−t0) ∥zε(t0) − S∗
ε (vε(t0))∥

X
1
2

ε

, t ≥ t0.

Fazendo t → −∞, obteremos zε(t) = S∗
ε (vε(t)), para todo t ∈ R. De fato, considere

ξε(t) = zε(t) − S∗
ε (vε(t)) e yε(s, t), com s ≤ t a solução de

{
ẏε + (Aε)+yε = Hε(yε, Sε(yε)), s ≤ t
yε(t, t) = vε(t).
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Asssim, por (4.27) e (4.28), temos

∥yε(s, t) − vε(s)∥
X

1
2

ε

=
∥∥∥∥∥∥e−(Aε)+(s−t)yε(t, t)

s∫
t

e−(Aε)+(s−θ)Hε(yε(θ, t), S∗
ε (yε(θ, t))) dθ

−e−(Aε)+(s−t)vε(t)
s∫

t

e−(Aε)+(s−θ)Hε(vε(θ), zε(θ)) dθ
∥∥∥∥∥∥

X
1
2

ε

=
∥∥∥∥∥∥

s∫
t

e−(Aε)+(s−θ) [Hε(yε(θ, t), S∗
ε (yε(θ, t))) −Hε(vε(θ), zε(θ))] dθ

∥∥∥∥∥∥
X

1
2

ε

≤ ρM

s∫
t

eβ(s−θ)
[
∥yε(θ, t) − vε(θ)∥

X
1
2

ε

+ ∥S∗
ε (yε(θ, t)) − zε(θ)∥

X
1
2

ε

]
dθ

≤ ρM

s∫
t

eβ(s−θ)
[
∥yε(θ, t) − vε(θ)∥

X
1
2

ε

+ ∥S∗
ε (yε(θ, t)) − S∗

ε (vε(θ))∥
X

1
2

ε

+ ∥S∗
ε (vε(θ)) − zε(θ)∥

X
1
2

ε

]
dθ

≤ ρM

s∫
t

eβ(s−θ)
[
(1 + ∆) ∥yε(θ, t) − vε(θ)∥

X
1
2

ε

+ ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

]
dθ.

Para ϕε(s) = e−βs ∥yε(s, t) − vε(s)∥
X

1
2

ε

, temos

ϕε(s) ≤ ρM(1 + ∆)
t∫

s

ϕε(θ) dθ + ρM

t∫
s

e−βθ ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ, s ≤ t.

Da Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), segue que

∥yε(s, t) − vε(s)∥
X

1
2

ε

≤ ρM

t∫
s

eβse−βθeρM(1+∆)(θ−s) ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ

≤ ρM

t∫
s

e−[β−ρM(1+∆)](θ−s) ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ, s ≤ t. (4.32)

Considere, agora, s ≤ t0 ≤ t. Então, usando (4.32), segue que

∥yε(s, t) − yε(s, t0)∥
X

1
2

ε

≤
∥∥∥e−(Aε)+(s−t0) [yε(t0, t) − vε(t0)]

∥∥∥
X

1
2

ε

+
∥∥∥∥∥∥

s∫
t0

e−(Aε)+(s−θ) [Hε(yε(θ, t), S∗
ε (yε(θ, t))) −Hε(yε(θ, t0), S∗

ε (yε(θ, t0)))] dθ
∥∥∥∥∥∥

X
1
2

ε

≤ Meβ(s−t0) ∥yε(t0, t) − vε(t0)∥
X

1
2

ε

+M
s∫

t0

eβ(s−θ) ∥Hε(yε(θ, t), S∗
ε (yε(θ, t))) −Hε(yε(θ, t0), S∗

ε (yε(θ, t0)))∥
X

1
2

ε

dθ

≤ ρM2eβ(s−t0)
t∫

t0

e−[β−ρM(1+∆)](θ−t0)∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ + ρM(1 + ∆)
t0∫

s

eβ(s−θ)∥yε(θ, t) − vε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ.
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Novamente, utilizando a Desigualdade de Gronwall generalizada (Lema 1.1.9), obtemos

∥yε(s, t) − yε(s, t0)∥
X

1
2

ε

≤ ρM2
t∫

t0

e−[β−ρM(1+∆)](θ−s) ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ. (4.33)

Vamos estimar agora o termo ∥ξε(t)∥
X

1
2

ε

. Segue que

ξε(t) − e−(Aε)−(t−t0)ξε(t0) = zε(t) − S∗
ε (vε(t)) − e−(Aε)−(t−t0) [zε(t0) − S∗

ε (vε(t0))]

=
t∫

t0

e−(Aε)−(t−s)Gε(vε(s), zε(s)) ds− S∗
ε (vε(t)) + e−(Aε)−(t−t0)S∗

ε (vε(t0))

=
t∫

t0

e−(Aε)−(t−s)Gε(vε(s), zε(s)) ds−
t∫

−∞

e−(Aε)−(t−s)Gε(yε(s, t), S∗
ε (yε(s, t))) ds

+ e−(Aε)−(t−t0)
t∫

t0

e−(Aε)−(t−s)Gε(yε(s, t0), S∗
ε (yε(s, t0))) ds

=
t∫

t0

e−(Aε)−(t−s) [Gε(vε(s), zε(s)) −Gε(yε(s, t), S∗
ε (yε(s, t)))] ds

−
t∫

−∞

e−(Aε)−(t−s)[Gε(yε(s, t), S∗
ε (yε(s, t)))−Gε(yε(s, t0), S∗

ε (yε(s, t0)))] ds.

Por (4.27) e (4.28), temos

∥∥∥ξε(t) − e−(Aε)−(t−t0)ξε(t0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤

≤ M

t∫
t0

e−β(t−s) ∥Gε(vε(s), zε(s)) −Gε(yε(s, t), S∗
ε (yε(s, t)))∥

X
1
2

ε

ds

+M
t∫

−∞

e−β(t−s)∥Gε(yε(s, t), S∗
ε (yε(s, t)))−Gε(yε(s, t0), S∗

ε (yε(s, t0)))∥
X

1
2

ε

ds

≤ ρM

t∫
t0

e−β(t−s)
[
∥vε(s) − yε(s, t)∥

X
1
2

ε

+ ∥zε(s) − S∗
ε (yε(s, t))∥

X
1
2

ε

]
ds

+ρM
t∫

−∞

e−β(t−s)
[
∥yε(s, t) − yε(s, t0)∥

X
1
2

ε

+ ∥S∗
ε (yε(s, t)) − S∗

ε (yε(s, t0))∥
X

1
2

ε

]
ds

≤ ρM

t∫
t0

e−β(t−s)
[
∥vε(s) − yε(s, t)∥

X
1
2

ε

+ ∥zε(s) − S∗
ε (yε(s, t))∥

X
1
2

ε

]
ds

+ρM(1 + ∆)
t∫

−∞

e−β(t−s)∥yε(s, t) − yε(s, t0)∥
X

1
2

ε

ds
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≤ ρM

t∫
t0

e−β(t−s)
[
∥vε(s) − yε(s, t)∥

X
1
2

ε

+ ∥zε(s) − S∗
ε (vε(s))∥

X
1
2

ε

+ ∥S∗
ε (vε(s)) − S∗

ε (yε(s, t))∥
X

1
2

ε

]
ds+ ρM(1 + ∆)

t∫
−∞

e−β(t−s)∥yε(s, t) − yε(s, t0)∥
X

1
2

ε

ds

≤ ρM(1 + ∆)
t∫

t0

e−β(t−s) ∥vε(s) − yε(s, t)∥
X

1
2

ε

ds+ ρM

t∫
t0

e−β(t−s) ∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds

+ρM(1 + ∆)
t∫

−∞

e−β(t−s)∥yε(s, t) − yε(s, t0)∥
X

1
2

ε

ds.

Usando as estimativas obtidas em (4.32) e (4.33), e o Teorema de Fubini, temos que∥∥∥ξε(t) − e−(Aε)−(t−t0)ξε(t0)
∥∥∥

X
1
2

ε

≤

≤ ρ2M2(1 + ∆)
t∫

t0

e−β(t−s)
t∫

s

e−[β−ρM(1+∆)](θ−s)∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθds+ ρM

t∫
t0

e−β(t−s)∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds

+ρ2M3(1 + ∆)
t∫

−∞

e−β(t−s)
t∫

t0

e−[β−ρM(1+∆)](θ−s)∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθds

≤ ρM

t∫
t0

e−β(t−s)∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds

+ρ2M2(1 + ∆)e−βt

t∫
t0

e−[β−ρM(1+∆)]θ ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

θ∫
t0

e[2β−ρM(1+∆)]sdsdθ

+ρ2M3(1 + ∆)e−βt

t∫
t0

e−[β−ρM(1+∆)]θ ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

t0∫
−∞

e[2β−ρM(1+∆)]sdsdθ.

Assim,
∥∥∥ξε(t) − e−(Aε)−(t−t0)ξε(t0)

∥∥∥
X

1
2

ε

≤
[
ρM + ρ2M2(1 + δ)

2β − ρM(1 + δ)

] t∫
t0

e−β(t−s)∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds

+ ρ2M3(1 + ∆)
2β − ρM(1 + ∆)e

−β(t−t0)
t∫

t0

e−[β−ρM(1+∆)](θ−t0) ∥ξε(θ)∥
X

1
2

ε

dθ.

Usando as propriedades de norma, (4.28) e que β − ρM(1 + δ) ≤ β, segue que

eβ(t−t0) ∥ξε(t)∥
X

1
2

ε

≤ M ∥ξε(t0)∥
X

1
2

ε

+
[
ρM + ρ2M2(1 + δ)

2β − ρM(1 + δ)

] t∫
t0

eβ(s−t0)∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds

+ ρ2M3(1 + ∆)
2β − ρM(1 + ∆)

t∫
t0

e−[2β−ρM(1+∆)](s−t0)eβ(s−t0) ∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds

≤ M ∥ξε(t0)∥
X

1
2

ε

+
[
ρM + ρ2M2(1 + ∆)(1 +M)

2β − ρM(1 + ∆)

] t∫
t0

eβ(s−t0) ∥ξε(s)∥
X

1
2

ε

ds.
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Outra vez, da Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), segue que
∥ξε(t)∥

X
1
2

ε

≤ M ∥ξε(t0)∥
X

1
2

ε

e−ρ1(t−t0),

onde
ρ1 = β −

[
ρM + ρ2M2(1 + ∆)(1 +M)

2β − ρM(1 + ∆)

]
> 0,

onde ρ1 independe de ε, uma vez que β,M, ρ e ∆ independam de ε. Portanto,
∥zε(t) − S∗

ε (vε(t))∥
X

1
2

ε

≤ Me−ρ1(t−t0) ∥zε(t0) − S∗
ε (vε(t0))∥

X
1
2

ε

, t ≥ t0,

e, fazendo t → −∞, obtemos zε(t) = S∗
ε (vε(t)), para todo t ∈ R.

Por fim, mostremos a taxa de continuidade dos pontos fixos S∗
ε em ε = 0. Em outras

palavras, se u∗
ε ∈ Eε, com ε ∈ (0, 1), é tal que sua variedade instável é dada pelo gráfico

de S∗
ε , veremos que

∥|S∗
ε − S∗

0 |∥
X

1
2

ε

≤ sup
η∈B(0,r0)

∥S∗
ε (η) − S∗

0(η)∥
X

1
2

ε

≤


C εθ, n = 3,
C ε2θ |ln ε|θ , n = 4,
C ε2θ, n ≥ 5,

onde B(0, r0) é uma bola Q+
ε X

1
2
ε e lembremos que dim(Q+

ε X
1
2
ε ) = dim(Q+

0 X
1
2
0 ) < ∞.

De fato,
∥S∗

ε (η) − S∗
0(η)∥

X
1
2

ε

≤

≤
τ∫

−∞

∥∥∥∥e−(Aε)−(τ−s)Gε(vε(s), S∗
ε (vε(s))) − e−(AD

0 )−(τ−s)G0(v0(s), S∗
0(v0(s)))

∥∥∥∥
X

1
2

ε

ds

≤
τ∫

−∞

∥∥∥e−(Aε)−(τ−s)Gε(vε(s), S∗
ε (vε(s))) − e−(Aε)−(τ−s)Gε(v0(s), S∗

0(v0(s)))
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+
τ∫

−∞

∥∥∥e−(Aε)−(τ−s)Gε(v0(s), S∗
0(v0(s))) − e−(Aε)−(τ−s)G0(v0(s), S∗

0(v0(s)))
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+
τ∫

−∞

∥∥∥∥e−(Aε)−(τ−s)G0(v0(s), S∗
0(v0(s))) − e−(AD

0 )−(τ−s)G0(v0(s), S∗
0(v0(s)))

∥∥∥∥
X

1
2

ε

ds

:= I1 + I2 + I3.

Assim,

I1 =
τ∫

−∞

∥∥∥e−(Aε)−(τ−s)Gε(vε(s), S∗
ε (vε(s))) − e−(Aε)−(τ−s)Gε(v0(s), S∗

0(v0(s)))
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

≤
τ∫

−∞

Me−β(τ−s)(τ − s)− 1
2 ∥Gε(vε(s), S∗

ε (vε(s))) −Gε(v0(s), S∗
0(v0(s)))∥

X
1
2

ε

ds

≤
τ∫

−∞

Me−β(τ−s)(τ − s)− 1
2ρ
[
(1 + ∆) ∥vε(s) − v0(s)∥

X
1
2

ε

+ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

]
ds

≤ Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+ ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e−β(τ−s)(τ − s)− 1
2 ∥vε(s) − v0(s)∥

X
1
2

ε

ds.

(4.34)
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Por outro lado,

I2 ≤ M

τ∫
−∞

e−β(τ−s)(τ − s)− 1
2 ∥Gε(v0(s), S∗

0(v0(s))) −G0(v0(s), S∗
0(v0(s)))∥

X
1
2

ε

ds,

Observe que, com a notação S0 = S0 = S∗
0(v0(s)), v0 = v0(s), somando e subtraindo o

termo
(I −Q+

ε ) [F (v0(s) + S0 + u∗
0) − F (u∗

0) − F ′(u∗
0)(v0(s) + S0)]

na diferença Gε(v0(s), S∗
0(v0(s))) −G0(v0(s), S∗

0(v0(s))), obtemos

Gε(v0, S
∗
0(v0))−G0(v0, S

∗
0(v0)) = (I −Q+

ε ) [F (v0 + S0 + u∗
ε)−F (u∗

ε)−F ′(u∗
ε)(v0 + S0)]

−(I −Q+
ε ) [F (v0 + S0 + u∗

0)−F (u∗
0)−F ′(u∗

0)(v0 + S0)]
+(I −Q+

ε ) [F (v0 + S0 + u∗
0)−F (u∗

0)−F ′(u∗
0)(v0 + S0)]

−(I −Q+
0 ) [F (v0 + S0 + u∗

0)−F (u∗
0)−F ′(u∗

0)(v0 + S0)]
= (I −Q+

ε )Zε + (Q+
ε −Q+

0 ) [F (v0 + S0 + u∗
0)−F (u∗

0)−F ′(u∗
0)(v0 + S0)] ,

onde

Zε = F (v0 + S0 + u∗
ε)−F (v0 + S0 + u∗

0)−F (u∗
ε)−F (u∗

0)−[F ′(u∗
ε)−F ′(u∗

0)] (v0 + S0).

E, ainda, ∥∥∥Q+
ε −Q+

0

∥∥∥
X

1
2

ε

≤ 1
2π

∫
Γ−

β

∥∥∥(Aε − λ)−1 − (A0 − λ)−1
∥∥∥

X
1
2

ε

|dλ|

≤



C1

2π ε
1
2

∫
Γ−

β

(1 + |λ|
1
2 ) dλ, n = 3

C1

2π ε |ln ε| 1
2

∫
Γ−

β

(1 + |λ|
1
2 ) dλ, n = 4

C1

2π ε
∫

Γ−
β

(1 + |λ|
1
2 ) dλ, n ≥ 5

≤


C̃1 ε

1
2 , n = 3

C̃1 ε |ln ε| 1
2 , n = 4

C̃1 ε, n ≥ 5
.

Usando o fato que
t∫

0

(t− s)−θeζ(1−θ)(t−s)ds ≤ 1
ζ1−θ(θ − 1)1−θ

Γ(1 − θ), (4.35)

para algum ζ < 0 e θ ∈ (0, 1
2), segue que

I2 ≤


C2 ε

1
2 , n = 3

C2 ε |ln ε| 1
2 , n = 4

C2 ε, n ≥ 5
, (4.36)

para alguma constante C2 > 0.
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Por último, do Teorema 3.2.1 e (4.35), segue que

I2 ≤


C3 ε

θ, n = 3
C3 ε

2θ |ln ε|θ, n = 4
C3 ε

2θ, n ≥ 5
, (4.37)

para alguma constante C3 > 0 e θ ∈ (0, 1
2).

Portanto, substituindo o obtido em (4.34), (4.36) e (4.37), obtemos

∥S∗
ε (η)−S∗

0(η)∥
X

1
2

ε

≤



C εθ +Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+

+ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e−β(τ−s)(τ − s)− 1
2 ∥vε(s) − v0(s)∥

X
1
2

ε

ds, n = 3

C ε2θ |ln ε|θ +Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+

+ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e−β(τ−s)(τ − s)− 1
2 ∥vε(s) − v0(s)∥

X
1
2

ε

ds, n = 4

C ε2θ +Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+

+ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e−β(τ−s)(τ − s)− 1
2 ∥vε(s) − v0(s)∥

X
1
2

ε

ds, n ≥ 5

,

para alguma constante C > 0 uniformemente para η em subconjuntos limitados de Q+
ε X

1
2
ε .

Logo, é suficiente estimarmos ∥vε(s) − v0(s)∥
X

1
2

ε

. Como η ∈ B(0, r0), de maneira
análoga ao feito anteriormente, temos

∥vε(t) − v0(t)∥
X

1
2

ε

≤
∥∥∥∥e−(Aε)+(τ−s)η − e−(AD

0 )+(τ−s)η

∥∥∥∥
X

1
2

ε

ds

+
τ∫

t

∥∥∥e−(Aε)+(t−s)Hε(vε(s), S∗
ε (vε(s))) − e−(Aε)+(t−s)Hε(v0(s), S∗

0(v0(s)))
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+
τ∫

t

∥∥∥e−(Aε)+(t−s)Hε(v0(s), S∗
0(v0(s))) − e−(Aε)+(t−s)H0(v0(s), S∗

0(v0(s)))
∥∥∥

X
1
2

ε

ds

+
τ∫

t

∥∥∥∥e−(Aε)+(t−s)H0(v0(s), S∗
0(v0(s))) − e−(AD

0 )+(t−s)H0(v0(s), S∗
0(v0(s)))

∥∥∥∥
X

1
2

ε

ds
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≤



C εθeβ(t−τ) +Mρ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds +

+ρM(1 + ∆)
τ∫

t

eβ(t−s)∥vε(s) − v0(s)∥
X

1
2

ε

ds, n = 3

C ε2θ |ln ε|θeβ(t−τ) +Mρ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds +

+ρM(1 + ∆)
τ∫

t

eβ(t−s)∥vε(s) − v0(s)∥
X

1
2

ε

ds, n = 4

C ε2θeβ(t−τ) +Mρ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds +

+ρM(1 + ∆)
τ∫

t

eβ(t−s)∥vε(s) − v0(s)∥
X

1
2

ε

ds, n ≥ 5

.

Seja ϕε(t) = eβ(τ−t)∥vε(s) − v0(s)∥
X

1
2

ε

. Então,

ϕε(t) ≤



C εθ +Mρ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds+ ρM(1 + ∆)
τ∫

t

ϕε(s)ds, n = 3

C ε2θ |ln ε|θ +Mρ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds+ ρM(1 + ∆)
τ∫

t

ϕε(s)ds, n = 4

C ε2θ +Mρ ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

τ∫
t

eβ(t−s)ds+ ρM(1 + ∆)
τ∫

t

ϕε(s)ds, n ≥ 5

.

Outra vez, utilizando a Desigualdade de Gronwall Generalizada (Lema 1.1.9), obtemos

∥vε(t) − v0(t)∥
X

1
2

ε

≤


(
C εθ +Mρβ−1 ∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

)
e[ρM(1+∆)−β](τ−t), n = 3(

C ε2θ |ln ε|θ +Mρβ−1 ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

)
e[ρM(1+∆)−β](τ−t), n = 4(

C ε2θ +Mρβ−1 ∥S∗
ε − S∗

0∥Xε

)
e[ρM(1+∆)−β](τ−t), n ≥ 5

.

Portanto,

∥S∗
ε (η)−S∗

0(η)∥
X

1
2

ε

≤

≤



C εθ +Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+

+ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e[ρM(1+∆)−2β](τ−s)(τ − s)− 1
2
(
C εθ +Mρβ−1 ∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

)
ds, n = 3

C ε2θ |ln ε|θ +Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+

+ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e[ρM(1+∆)−2β](τ−s)(τ − s)− 1
2
(
C ε2θ |ln ε|θ +Mρβ−1∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

)
ds, n = 4

C ε2θ +Mρβ− 1
2 Γ
(

1
2

)
∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

+

+ρM(1 + ∆)
τ∫

−∞

e[ρM(1+∆)−2β](τ−s)(τ − s)− 1
2
(
C ε2θ +Mρβ−1 ∥S∗

ε − S∗
0∥Xε

)
ds, n ≥ 5

.
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E, assim,

∥S∗
ε (η)−S∗

0(η)∥
X

1
2

ε

≤

≤



C εθ + ρMβ− 1
2 Γ
(

1
2

) [
1 + ρM (1 + ∆) β− 1

2 (2β − ρM (1 + ∆))− 1
2
]

∥S∗
ε − S∗

0∥Xε
, n = 3

C ε2θ |ln ε|θ + ρMβ− 1
2 Γ
(

1
2

) [
1 + ρM (1 + ∆) β− 1

2 (2β − ρM (1 + ∆))− 1
2
]

∥S∗
ε − S∗

0∥Xε
,

n = 4
C ε2θ + ρMβ− 1

2 Γ
(

1
2

) [
1 + ρM (1 + ∆) β− 1

2 (2β − ρM (1 + ∆))− 1
2
]

∥S∗
ε − S∗

0∥Xε
, n ≥ 5

.

E, portanto, como por hipótese

ρMβ− 1
2 Γ
(

1
2

) [
1 + ρM (1 + ∆) β− 1

2 (2β − ρM (1 + ∆))− 1
2
]

≤ 1
2 ,

concluímos que

∥S∗
ε (η)−S∗

0(η)∥
X

1
2

ε

≤


C εθ, n = 3
C ε2θ |ln ε|θ, n = 4
C ε2θ, n ≥ 5

,

para alguma constante C > 0, que independe de ε.

A figura abaixo ilustra o que ocorre em uma vizinhança de um ponto de equilíbrio
hiperbólico:

zε(t)

S∗
ε (vε(t))

(I −Q+
ε )X

1
2
ε

Q+
ε X

1
2
ε

wε(t)

vε(t)

Figura 4.2: Variedade instável.
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Corolário 4.3.2. Nas hipóteses do Teorema 4.3.1, existe δ > 0 tal que

W u
ε,loc =

{
(vε, zε) ∈ X

1
2
ε : (vε, zε) ∈ W u

ε , ∥vε∥
X

1
2

ε

+ ∥zε∥
X

1
2

ε

≤ δ
}

é dada por

W u
ε,loc =

{
(vε, S

∗
ε (vε)) : vε ∈ X

1
2
ε

}
∩
{

(vε, zε) ∈ X
1
2
ε : ∥vε∥

X
1
2

ε

+ ∥zε∥
X

1
2

ε

≤ δ
}
.

Corolário 4.3.3. Assuma que as condições do Teorema 4.3.1 e que E0 =
{
u∗

0,1, · · ·, u∗
0,n0

}
onde cada u∗

0,i, i = 1, · · ·, n0 seja hiperbólico. Então, existem δ > 0 e ε ∈ (0, 1) tais
que Eε =

{
u∗

ε,1, · · ·, u∗
ε,n0

}
, e suas variedades instáveis locais, W u

ε,loc(u∗
ε,i), i = 1, · · ·, n0, se

comportam continuamente em ε quando ε → 0.

4.4 Atração Exponencial Uniforme e Continuidade
dos Atratores

Nesta seção veremos que os semigrupos não lineares associados ao problema (2.4)
com ε ∈ (0, 1] possuem atratores gradient-like, bem como mostraremos a atração
exponencial e convergência uniforme dos mesmos com relação ao parâmetro ε, e portanto
garantiremos a continuidade da família de atratores {Aε : ε ∈ [0, 1]} em ε = 0.

Teorema 4.4.1. A família de atratores {Aε : ε ∈ [0, 1]} é semicontínua superiormente
em ε = 0.

Demonstração. Considere uma sequência {uεn}n∈N, uεn ∈ Aε. Pelo Teorema 2.2.6, segue
que sup

uε∈Aε

∥uε∥
X

1
2

ε

< ∞. Logo existe u0 ∈ X
1
2
εn tal que uεn

εn→0−→ u0.
Mostremos que u0 ∈ A0. Para tal, mostremos que existe um órbita completa

limitada por u0. Como Aεn é invariante para a cada n ∈ N, existe um órbita limitada por
uεn , a dizer

γεn : R −→ X
1
2
εn

t 7−→ γεn(t, uεn).

Para t ≥ 0 da convergência dos semigrupos não lineares (Teorema 3.2.2), tem-se

γεn(t, uεn) = Tεn(t)uεn −→ T0(t)u0.

Para t < 0, podemos construir um órbita da seguinte forma: para t ∈ (−k,−k+1], k ∈ N∗,
considere a sequência {γεn(−k, uεn)}n∈N em ⋃

ε∈[0,1]
Aε. Logo existe γ̃0(−k, u0) ∈ X

1
2
0 tal que

γεn(−k, uεn) Xεn−→ γ̃0(−k, u0). Assim, para t ∈ (−k,−k + 1],

γεn(t, uεn) = γεn(t+ k, γεn(−k, uεn))
= Tεn(t+ k)γεn(−k, uεn) −→ T0(t+ k)γ̃0(−k, u0) = γ̃0(−k, u0).
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Com isso, definindo

γ0(t, u) =
{
T0(t, u0), t ≥ 0
γ̃0(t, u0), t < 0 ,

temos que γ0 é uma órbita completa limitada por u0. Portanto, o resultado segue do
Lema 1.4.37.

Teorema 4.4.2. Seja {T0(t, u0
0) : t ≥ 0} o semigrupo gradient-like generalizado associado

ao problema (2.32 ) com atrator global A0. Suponha que existam θ ∈ (0, 1
2), ε ∈ (0, 1),

L > 0, β > 0, e C > 0, tais que

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ εθ

)
n = 3,

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ ε2θ |ln ε|θ
)

n = 4,

∥Tε(t, u0
ε) − T0(t, u0

0)∥
X

1
2

ε

≤ CeLtt−
1
2 −jθ

(
∥u0

ε − u0
0∥

X
1
2

ε

+ ε2θ

)
n ≥ 5,

onde j = 0 para t ∈ [1,∞) e j = 3 para t ∈ (0, 1) e além disso, que os pontos de equilíbrio
do problema (2.32 ) existam em número finito, a dizer E0 =

{
u∗

0,1, · · ·, u∗
0,n0

}
, e que todos

sejam hiperbólicos. Então, para todo ε ∈ (0, 1]
(i) O semigrupo {Tε(t, u0

ε) : t ≥ 0} é um semigrupo gradient-like generalizado com um
número finito de pontos de equilíbrio Eε =

{
u∗

ε,1, · · ·, u∗
ε,n0

}
e

Aε =
n0⋃
i=1

W u
ε (u∗

ε,i) ,

assim a família de atratores {Aε; ε ∈ [0, 1)} é semicontínua inferiormente em ε = 0;
(ii) Existe ρ > 0 tal que dado B ⊂ X

1
2
ε limitado, existe C1 = C(B) > 0, tal que

dist(Tε(t, u0
ε)B,Aε) ≤ C1 e

−ρt, para todo t ≥ 1;

(iii) Existe C2 > 0 tal que

dist(Aε,A0) + dist(A0,Aε) ≤


C2 ε

θρ
ρ+L , n = 3

C2 ε
2θρ
ρ+L |ln ε|

θρ
ρ+L , n = 4

C2 ε
2θρ
ρ+L , n ≥ 5

,

onde dist(·, ·) denota a semi-distância de Hausdorff.

Demonstração. O item (i) segue do Corolário 4.3.3 e como {T0(t, u0
0) : t ≥ 0} é um

semigrupo gradient-like generalizado e das hipóteses segue do Teorema 1.4.34 que
{Tε(t, u0

ε) : t ≥ 0} é um semigrupo gradient-like generalizado e assim Aε = ⋃
u∗

ε∈Eε

W u
ε (u∗

ε).

O item (ii) segue da caracterização dos atratores obtida no item (i) do Teorema
1.4.31, Corolário 1.4.35 e Teorema 4.3.1, pois

d(Tε(t, u0
ε)u0,Aε) ≤ ce−ρt, ∀u0 ∈ B ⊂ X

1
2
ε limitado e t ≥ 1,
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onde c > 0 e ρ > 0 independem de ε. O item (iii) segue do Teorema 1.4.42, onde obtemos

dist(Aε,A0) + dist(A0,Aε) ≤


C2 ε

θρ
ρ+L , n = 3

C2 ε
2θρ
ρ+L |ln ε|

θρ
ρ+L , n = 4

C2 ε
2θρ
ρ+L , n ≥ 5

,

para alguma constante C > 0 independente de ε. O que conclui o resultado.

Corolário 4.4.3. A família de atratores {Aε; ε ∈ [0, 1)} é contínua em ε = 0.

vε

v0

W u(u∗
0)

W u
ε (u∗

ε)

uε

u0

W u
ε,loc(u∗

ε)

W u
0,loc(u∗

0)

Figura 4.3: Semicontinuidade inferior dos atratores: Teorema 4.4.2 - item (i).



CONCLUSÕES

Nesta tese começamos com o estudo da dinâmica assintótica de uma classe de
problemas parabólicos semilineares em um domínio com um pequeno buraco, Ωε ⊂
Rn, n ≥ 3. Mais especificamente quando consideramos o problema de valor de contorno
com condição de Dirichlet, mostramos que os atratores associados a esta classe de
problemas se comportam continuamente quando o parâmetro envolvido se torna pequeno.

Pretende-se como próximo passo estudar a dinâmica assintótica da mesma classe
de problemas parabólicos semilineares considerando agora a condição de Dirichlet na
fronteira de Ω, i.e., uε = 0 em ∂Ω e condição de Neumann na fronteira do buraco, i.e.,
∂uε

∂N
= 0 em ∂ωε, bem como considerar ainda o caso com condição de Dirichlet na fronteira

de Ω, i.e., uε = 0 em ∂Ω e condição de Robin na fronteira do buraco, i.e, ∂uε

∂N
+ αuε = 0

em ∂ωε, onde ∂
∂N

é a derivada com respeito a normal e α > 0. Salientamos, ainda, que
neste estudo será abordado o caso n ≥ 2 e que o caso n = 2, ainda em aberto deste
estudo inicial, será também desenvolvido para condição de Dirichlet tanto na fronteira de
Ω como na fronteira do buraco.

Um outro problema de estudo para o futuro é considerar o domínio Ω com mais
de um buraco (veja, por exemplo, Figura 4.4) e estudar a dinâmica assintótica para a
mesma classe de problemas parabólicos semilineares que consideramos nesta tese com as
respectivas condições de contorno na fronteira dos pequenos buracos.

Ωε

ω3
ε

ω1
ε

ω2
ε

ω4
ε

ω5
εω6

ε

ω7
ε

Ω

Figura 4.4: Domínio Ωε = Ω\
7⋃

i=1
ωi

ε.
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