AVAVAY  UNIVERSIDADE ESTADUAL PAULISTA

AVA
vv v
u ne s ¥ 490LI0 DE MESQUITA FILHO”
Campus de Sao José do Rio Preto

Gino Gustavo Maqui Huaman

Introduc3o a Analise Intervalar em Niveis Simples
e Extensao de Zadeh

Sao José do Rio Preto
2014


GINO
Cuadro de texto


Gino Gustavo Maqui Huaman

Introducao a Analise Intervalar em Niveis Simples e Extensao
de Zadeh

Dissertagao apresentada como parte dos requisitos
para obtencao do titulo de Mestre em Matematica,
junto ao Programa de Pés-Graduacao em Matema-
tica, Area de Concentracdo - Matematica Aplicada,
do Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exa-
tas da Universidade Estadual Paulista "Julio de Mes-

quita Filho", Campus de Sao José do Rio Preto.

Orientador: Prof.Dr. Geraldo Nunes Silva.
Co-Orientador: Prof.Dr. Weldon Lodwick

Sao José do Rio Preto

2014



Huaman, Gino Gustavo Maqui.
Introdugdo a analise intervalar em niveis simples e extensdo de
Zadeh / Gino Gustavo Maqui Huaman. -- Sdo José do Rio Preto, 2014
105 f. - il.

Orientador: Geraldo Nunes Silva

Coorientador: Weldon Lodwick

Dissertacdo (mestrado) — Universidade Estadual Paulista “Julio de
Mesquita Filho”, Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas

1. Matematica aplicada. 2. Analise de intervalos (Matematica)
3. Conjuntos difusos. 4. Logica difusa. I. Silva, Geraldo Nunes.
II. Lodwick, Weldon. III. Universidade Estadual Paulista "Julio de
Mesquita Filho". Instituto de Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas.
IV. Titulo.
CDhU -517

Ficha catalografica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de Sdo José do Rio Preto




Gino Gustavo Maqui Huaman

Introducao a Analise Intervalar em Niveis Simples e Extensao
de Zadeh

Dissertacao apresentada como parte dos requisitos para ob-
tencao do titulo de Mestre em Matematica, junto ao Pro-
grama de Pos-Graduacao em Matematica, Area de Concen-
tracao - Matemaética Aplicada, do Instituto de Biociéncias,
Letras e Ciéncias Exatas da Universidade Estadual Pau-
lista "Julio de Mesquita Filho", Campus de Sao José do Rio
Preto.

Comissao Examinadora

Prof. Dr. Geraldo Nunes Silva
UNESP - Sao José do Rio Preto

Orientador

Prof. Dr. Laécio Carvalho de Barros

UNICAMP - Campinas

Prof. Dr. Valeriano Antunes de Oliveira

UNESP-Sao José do Rio Preto

Sao José do Rio Preto

04 de abril de 2014



Resumo

Nesta dissertacao propomos estudar a aritmética intervalar restrita em niveis
simples ou simplesmente SLCIA (Single Level Constraint Interval Arithmetic) e
também a ordem total no espaco intervalar. Detalharemos uma estrutura algébrica
adequada, falaremos sobre as propriedades do espaco métrico intervalar, assim como
a caracterizacao das fungoes intervalares. Além disto faremos um estudo critico des-
tas fungoes que seja pela sua classificacao em Simples, Extremais ou Totais ou por
suas propriedades mais gerais. Estudaremos as sequéncias de ntmeros intervala-
res, os limites de fungoes intervalares. Mostraremos uma aplicagao de todas estas

utilizando o principio de extensao de Zadeh no contexto fuzzy.

Palavras-chave: Espacgo intervalar; Fungao intervalar; Sequéncia intervalar;

Limite de func¢oes intervalares; Conjuntos fuzzy; Principio de extensao.



Abstract

This work proposes to study the Single Level Constraint Interval Arithmetic
or simply SLCIA, an appropriate algebraic structure and a metric of the interval
space. Additionally, it will also make a critical study of interval functions and
the characterization of these functions depending on their classification in Simple,
Extremal or Totals or by its general properties. Furthermore, we will study the
sequences of interval numbers and the limits of interval functions. Lastly, it will
also show an application of all these using Zadeh “s extension principle on the Fuzzy

context.

Keywords: Interval space; Interval function; Interval sequence; Limit of interval

function, Fuzzy sets, Extension principle.
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0.2 Introducao

A analise intervalar e a teoria dos conjuntos fuzzy, como campos ativos de pesquisa
e aplicacao, sao disciplinas matematicas relativamente novas, recebendo o impeto
na forma em que foram definidos em campos de estudos separados em 1959 e 1965,
respectivamente, primeiro por R. E. Moore em seu relatorio técnico em anélise in-
tervalar [I5] e em sua tese de Ph.D.[I4] enquanto o segundo por L. A. Zadeh em seus
muito originais e influentes artigos sobre teoria de conjuntos fuzzy [24] [3] [25]. A
conexao entre a analise intervalar e a teoria das possibilidades (histéricamente a te-
oria de possibilidades surgiu da teoria de conjuntos fuzzy) é evidente na matemaética
de incertezas [13]. A teoria dos modelos da andlise intervalar, entre outras coisas a
incerteza devido ao célculo numeérico (erros de aproximacao ou redondeio) que pode
ser considerado como uma fonte de ambiguidade. A teoria dos conjuntos fuzzy e
os modelos da teoria das possibilidades, entre outras, a incerteza da vaguidade e
ambiguidade que surge da natureza transitoria das entidades e da falta de infor-
macao, respectivamente. Dado que os intervalos podem ser considerados como um
tipo particular de conjuntos fuzzy pois, de um ponto de vista, a teoria de conjuntos
fuzzy é uma teoria mais geral do que a analise intervalar. Isto é, a analise intervalar
poderia ser pensada para lidar com um tipo particular de incerteza cuja teoria ge-
ral descreve-se por conjuntos fuzzy. Mas, a analise intervalar desenvolveu-se como
parte do entao campo emergente da analise numérica que inicialmente tinha trés
alvos (1) anéalise de erros de calculo (os erros calculam-se automaticamente incluido
o arredondamento), (2) célculo verificado ao que RE Moore primeiramente chamou
posto aritmético e posteriormente intervalo, e (3) a derivagdo da estrutura subja-
cente algébrica de ntmeros de ponto flutuante chamado algebra computacional. A
aritmética de intervalos tem suas bases na publicacao de 1931 no artigo de R.C.
Young denominado the algebra of many-valued quantities(a algebra de quantidades
multivalentes), [23] enquanto que as fungoes de intervalos ou fungoes intervalares,
que ¢é ramo da anélise intervalar, foi estudado por J.C. Burkill num artigo do ano

1924 denominado Functions of intervals (fungoes de intervalos)[4]. O espirito de
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calculos intervalares datam de Arquimedes que apareceu no estudo da aproximagao
interior e exterior da circunferéncia de um circulo, dando assim inicio ao conceito
de aproximagao. Mas a aritmética de intervalos como um estudo completo e bem
desenvolvido apareceu pela primeira vez em 1956 com a publicacao calculus of appro-
zimations (calculo das aproximagoes) escrita pelo matemético polonés M. Warmus
[22]. Independentemente em 1958, o mateméatico japonés T. Sunaga publicou The-
ory of an interval algebra and its application to numerical analysis |21 (teoria de
uma algebra de intervalos e suas aplicagoes na analise numérica), isto para a aritmeé-
tica de intervalos. Estas consideram-se como as duas primeiras publicagoes sobre a
aritmética de intervalos. Um terceiro desenvolvimento independente da aritmética
de intervalos é o de R.E. Moore 1959 em seus dois artigos Automatic error analysis
in digital computation [I5] (analise do erro automatico) e Interval analysis I 17|
(analise intervalar I). Mesmo que Warmus e Sunaga precederam a Moore, nem War-
mus nem Sunaga e nenhum dos seus colaboradores foram mais longe do que seus
respectivos artigos publicados. Foi R. E. Moore e seus colaboradores quem desen-
volveram toda a area da analise intervalar comecando com a computagao cientifica
(rounded interval arithmetic), equagbes diferenciais, anélise funcional, otimizagao
global e algebra linear intervalar. Todas nos primeiros dez anos de suas duas pri-
meiras publicacoes. Um desenvolvimento histérico e de contetido da aritmética e
anélise intervalar pode ser encontrado em Publications related to early work de R.
E. Moore e, ainda mais extensamente, em Interval and fuzzy analysis : A unified
approach, [13] de W. A. Lodwick.

A dissertagao esta formada por cinco capitulos, nos quais teremos: no primeiro
capitulo faremos uma descrigao sobre os niimeros intervalares e o espago intervalar
proprio, estudando duas aritméticas intervalares e suas propriedades, veremos uma
relagao de ordem total no espaco intervalar, descreveremos uma estrutura algébrica
e estudaremos a métrica de Pompeu-Hausdorff. No segundo capitulo faremos um
estudo detalhado das relagoes e fungoes intervalares e suas propriedades. No terceiro
capitulo, desenvolveremos os limites de sequéncias de nimeros intervalares e no

quarto capitulo estudaremos os limites das funcoes intervalares e suas propriedades
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e no quinto capitulo daremos uma breve introducao de conjuntos fuzzy, mostraremos
o principio de extensao de Zadeh e depois mostraremos uma aplicagao neste contexto.

O objetivo principal desta dissertacao é estabelecer uma teoria consistente e uma
base solida do calculo intervalar e futuramente no contexto fuzzy, de modo que que
permita o futuro desenvolvimento de teorias como as de diferenciabilidade intervalar
e/ou integrabilidade intervalar e posteriormente generalizar estes conceitos para o

contexto Fuzzy.



Capitulo 1

NUMEROS E ESPACO DE
INTERVALOS

1.1 Numeros Intervalares

Lembre-se que um intervalo fechado denotado por [a, @] é o conjunto dos numeros
reais dado por:

lo,a] ={r eR:a<z<a}

e mesmo que outros tipos de intervalo (aberto, semi-aberto) aparecem na mateméa-
tica, o nosso trabalho sera desenvolvido plenamente para intervalos fechados. Assim,

durante nosso trabalho o termo intervalo significaré intervalo fechado.

Definigao 1.1.1 (Espago Intervalar). Nds chamaremos de subespago intervalar pro-
prio real ao conjunto I C P(R) de modo que os elementos de 1 sejam da forma
la,a] = {z € R;a < z < a}. Em geral dizemos que, I" C P(R"™) € o subespago
intervalar proprio n-dimensional, sendo este definido pelo produto cartesiano de n

subespacos intervalares proprios reais, isto €, I X ... X [I; aos elementos deste con-
———

n—uvezes

Junto chamaremos de vetores intervalares n-dimensionais e serao denotados por uma

n-upla intervalar do tipo (X1, Xs,..., X,,) onde X; €I, Vi=1,2,...,n.

Chamaremos de Intervalo degenerado ao intervalo X = [X, X] € Tonde X = X.

13
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1.2 Ordens Intervalares

Sabemos que existem muitas ordens definidas sobre o espaco de intervalos, nos tra-

balharemos com a ordem lexicografica, que detalharemos a seguir.

Definigao 1.2.1. Dados A = [a,a] e B = [b,b], elementos de 1; definimos as

sequintes relagoes de ordem:

A<Be&{a<b(oua=bea<b)}

A>Be{a<b(ou a=bea<b)}
que sao chamadas de ordens lexicogrdficas.

O espaco intervalar I munido com qualquer uma das relacoes de ordem lexico-
graficas forma um conjunto totalmente ordenado.
Da propriedade antissimétrica da relacao de ordem lexicografica, temos que: dois

intervalos A e B sao iguais, e fica denotado por A = B se, e somente se A < B e

B <A

Teorema 1.2.2. Sejam A e B dois intervalos. Dizemos que eles sao iguais, deno-

tado por A = B se, e somente se a =b e a=">b, cuja nota¢io simbdlica é

A=B & a=b e a=b.

I

1.3 Operacoes Aritméticas Intervalares

Como ja foi visto na introducao, até agora existem muitas teorias desenvolvidas sobre
operagoes aritméticas intervalares, teorias que geralmente causam sobre-estimativas
[5] no momento dos calculos ou elas nao verificam algumas propriedades desejadas,
propriedades como a do inverso aditivo de um intervalo, ou a positividade de um
intervalo elevado ao quadrado, dentre outras, foi assim que nés tomamos interesse

na Aritmética Intervalar Restrita de Niveis Simples ou simplesmente SLCIA (do
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inglés: Single Level Constraint Interval Arithmetic), aritmética que até agora tem
comportamento linear, isto em comparagao a outras como, por exemplo, as propostas
por, Moore, Minkowski ou outros, no sentido de que ela pode adotar resultados
desejados ou esperados nos contextos operacionais. E assim que apresentaremos

agora algumas defini¢oes e teoremas importantes como parte do desenvolvimento

destas aritméticas.

1.3.1 Aritmética Intervalar Standard (SIA)

Dados X,Y € I define-se as operagoes aritméticas, chamadas de standard e que
foram propostas por Moore[16] como segue:

Adicao

Sejam X = [X, X], Y = [V, Y] € T vamos encontrar uma forma operacional para

somar intervalos, como:

x € X significa que X <z <X

y €Y significa que Y <y <Y.

Podemos ver pela adigao de inequacoes que a soma numérica r +y € X +Y
deve satisfazer:

X+Y<z+y<X+Y.

Assim, a expressao:

X+Y=[X+Y, X+Y]

pode ser utilizada para implementar a soma de intervalos.

Exemplo 1.3.1. Sejam X =[0, 2] eY =[-1, 1], entao
X+Y=[0+(-1),2+1]=[-1, 3]

note que este resultado é diferente a uniao de intervalos, pois:

XUY =[-1, 2]
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Subtracao
A expressao X + Y é expressa convenientemente em termos dos extremos de X
e Y. Expressoes similares podem-se derivar para as operacoes aritméticas restantes.

Por exemplo, para a subtracao poderiamos somar as inequagoes:

X<z<X e - Y<—y<-Y

para obter:

P

|
~|
AN
=

|
<
IA
|

|
[~

0 que mostra que:

Note que

onde:

~Y=[-Y,-Y]={y:-yeY}.
Exemplo 1.3.2. Se X = [-1;0] e Y =[1,2] , entdo:

Y =[-2, —1]

XY =X+ (-Y)=[-1,0+[-2 1] = [-3,~1].

Sera que X — X = 0 em geral? Por que?

Sabemos que a resposta é negativa, pois esta aritmética nao proporciona o inverso
aditivo de um numero intervalar, fato que é de vital importancia para o desenvolvi-
mento do calculo intervalar, isto é:

Suponhamos que:
o X =[-24]entao X — X =[-2,4] — [-2,4] = [-2,4] + [-4,2] = [-6, 6];
o X =[-4,4] entdo X — X = [—4,4] — [-4,4] = [-4,4] + [-4,4] = [-8,8];

o X =[3,3] entdo X — X = [3,3] — [3,3] = [3,3] + [~3,—3] = [0,0] = 0.
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Vale a pena observar que, na subtragao, no caso de intervalos nao degenerados,
o resultado pode dobrar em cumprimento aos intervalos envolvidos. Somente no
caso de intervalos degenerados é que obtemos o zero como resposta. E neste caso
(substragao) sempre teremos como resposta intervalos simétricos. Este fato de nao
ter um inverso aditivo da alguns problemas, por exemplo, no caso de resolver uma
equacao intervalar simples AX + B = 0.

Multiplicagao

Em termos dos extremos, o produto X - Y de dois intervalos X e Y é dado por:
X Y = [min S,mazx S], onde S = {KK,X?,Y K,Y?}.
Exemplo 1.3.3. Sejam X =[—1, 0] eY =[1, 2], entdo
S={-1-1,-1-2,0-1,0-2} = {-1,-2,0}

e X Y = [min S,max S| = [-2,0]. Temos também, por exemplo, que a multipli-

cacao de um intervalo por um escalar é:
2y =1[2,2] - [1,2] = [2,4].

A multiplicagao de intervalos se da em termos do minimo e do maximo dos quatro
produtos dos extremos. Na verdade, mediante a analise dos extremos X, X,Y e Y,
a formula dos extremos do intervalo produto pode-se dividir em nove casos especiais.
Em oito destes, s6 dois produtos devem ser calculados, os casos sao mostrados na
Tabela [[L1] detalhada a seguir.

Divisao

[gual que com numeros reais, a divisao de dois intervalos X = [X, X],Y =

Y, Y] € I pode ser realizada através da multiplicacao pelo reciproco do segundo

termo, assim:

X/Y =X-(1)Y)

onde
1)Y ={y:1/yeY}=[1/Y,1/Y].

Supondo que 0 ¢ Y
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Caso XY XY
0<X e 0<Y XY XY
X<0e 0<Y XY XY
X<0e0<Y XY XY
0<X eY<0<Y XY XY
X<0eY<0<Y XY XY
0<X e Y<0 XY XY
X<0<X eY<0 XY XY
X<0eY<0 XY XY
X<0<X eY<0<Y |min{X-V,X-Y} |min{X-Y,X-Y}

Tabela 1.1: Formulas dos Extremos para a Multiplicacao de Intervalos

Exemplo 1.3.4. Podemos utilizar a divisao para resolver a equacao ax + b = 0,
onde os coeficientes a e b sao numeros reais que estio nos intervalos A e B respec-

. B . . .
tivamente. Podemos perceber que x se encontra em I Mas isto nao quer dizer

que A-(—=B/A) =B

Agora mostraremos os exemplos sobre a nao existéncia do oposto aditivo e aquele

que trata das sobre-estimativas nos célculos.

Exemplo 1.3.5. Seja A = [-2,5]. Note que —A = [—5,2] e se nds utilizarmos a
aritmética acima proposta para operar A — A teremos que A — A = A+ (—A) =
[—2,5] + [—5,2] = [=7,7] quando o esperado é A — A = [0,0] = {0}; este exemplo
tao simples mostra a nao existéncia do oposto ou inverso aditivo de um intervalo
com esta aritmética; 0s unicos casos nos quais obtemos os resultados esperados €

quando os intervalos sio da forma A = |a, a).

Exemplo 1.3.6. Se tivermos a fungao f : 1 — T tal que f(X) = X? — 2X, e qui-
séssemos conhecer o valor de f([0,2]), pois considerando as operagdes aritméticas
acima definidas teremos que, f([0,2]) = [0,2]> — 2[0,2] = [0,4] + [—4,0] = [—4,4]
e se utilizamos a expressao equivalente f(X) = X(X — 2) para nossa regra de cor-

respondéncia teremos que, f([0,2]) = [0,2]([0,2] — 2) = [0,2][-2,0] = [-4,0] ou
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se f(X) = (X —1)> =1 teremos que f([0,2]) = ([0,2] —1)? —1=[-1,1]* -1 =
[—1,1] = 1 = [-2,0], quando o resultado esperado é f(]0,2]) = [—1,0] e nenhuma
das expressoes de f deu o valor esperado, o que deve-se ao fato da estrutura da SIA

(Standard Interval Arithmetic).

Mesmo que hoje tenhamos novas aritméticas intervalares onde pelo menos possa-
se ganhar o elemento oposto da adi¢ao de intervalos (por exemplo, ganha-se isto
com a diferenga generalizada de Hukuhara), [20] ainda nao foi possivel estabelecer
uma estrutura de campo em I. Fato que impossibilita, por exemplo, resolver uma
equacao intervalar na forma mais simples, isto é, nao seria tao simples resolver
AX = B, A, B € I e em geral as técnicas conhecidas até agora sao muito restritivas.

Agora apresentamos a outra aritmética intervalar, que chamaremos de aritmética
intervalar restrita de niveis simples. Faremos também uma estudo detalhado desta

e mostraremos algumas implicacoes que ela poderia ter.

1.3.2 Aritmética Intervalar Restrita (CIA)

Definig¢ao 1.3.1. Seja A = [a,a) € T um intervalo qualquer. Entao
i) A fungao continua A :[0,1] — R tal que

min A(A\) =a, maxA(\) =a

0<A<1 = 0<A<1

serd chamada de fung¢ao restrigao associada ao intervalo A.

ii) Associada ao intervalo A, definimos a fun¢ao restrigao convera crescente A, :
[0,1] = R como:

AN =Xa+(1—Na, 0< A<,

ou equivalentemente,

AN =@—a)A+a, 0<A<1.

Analogamente, definimos a fungao restri¢ao convexa decrescente Ay :[0,1] — R

COImo:

AN =Aa+(1-Ng, 0< A <1,
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ou equivalentemente,
A V) =(a—a)A+a, 0< A <1

Estas fungoes serve para caraterizar intervalos, isto é, todo intervalo proprio X € I
tem associado uma funcao restricao convexa, e a vantagem desta esta quando nos

queremos operar intervalos, isto é:

Definicao 1.3.2. Sejam A e B dois intervalos e seja * uma operac¢ao bindria sobre

R, entao:

i. Definimos a func¢ao restricio do intervalo A® B por (A® B)(A, A2) = A(A1) *
B(X2), onde A(N1) e B(X2) sao fungoes restritas associadas a A e B respecti-

vamente;

ii. A operacao restrita de niveis simples A® B em 1 € dada pelo intervalo:

A®B=| min (A(\)=*B(\)), max (A(\)x* B(\2))

0<A1,A2<1 0<A1,A2<1

Nesta ultima definicdo temos que tomar em conta que, se A = B temos que

considerar \; = As.

Exemplo 1.3.7. Sejam A = [-2,3] e B = [—1,4] utilizando esta aritmética tere-
mos que associado a estes intervalos existem suas correspondentes fungoes restri¢ao

A(A1) e B(A2) e que o resultado de algumas operagoes destes intervalos sao:
e A® B=1[-3,7;
e A© B=[-6,4];
o A® B =[-8,12;

e A®A=10,9].
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1.3.3 Aritmética Intervalar Restrita de Niveis Simples (SL-
CIA)

Dado que um intervalo é caracterizado pela sua funcao restricao convexa crescente

(decrescente) de acordo com a Defini¢ao [[L3.1] temos,

Proposigao 1.3.3. Sejam A, B € . Entao temos as sequintes equivaléncias:
i) A= B;

ii) As funcoes restricio convezxas crescentes de A e B sao iguais, i.e. A.(\) =

B.(\), YA € [0,1];

iii) As fungoes restrigao convexas decrescentes de A e B sao iguais, i.e. Ag(\) =

Ba(X), VA €0,1].
Demonstracao.

i)= ii) Se A = Bentdao a=bea = b, entdo ¢ imediato que A.(\) = a+ \(@a—a) =
b+ Ab—b) = B.()\) para todo X € [0,1].

i)= iii) Analogamente, temos que se A = B entdo a =be @ = b e assim Ay(\) =

@+ MNa—a) =b+ Ab—b) = Bg(\) para todo A € [0, 1].

ii)= i) Note que para todo A € [0, 1] temos A.(\) = B.(\) entdao a = 01}1/\121114()\) =

min B(\) =b e @ = max A(\) = max B(\) = b, portanto A = B.

0<A<T 0<A<1 0<A<1
iii)=- i) Agora, se paratodo A € [0, 1] temos Ag(\) = By(\) entdo a = min Ay(\) =

B 0<A<1
min By(A\)b e @ = max Ay(\) = max By(\)b, portanto A = B.
0<A<1 0<A<1 0<A<1

]

Observacao 1.3.1. Por comodidade, chamaremos simplesmente de fungao restrigao
a toda funcao que verifique dois itens da Defini¢cadl. 31, isto €, a partir deste ponto
chamaremos simplesmente de func¢dao restri¢io de A e a denotaremos por A(-), para

nos referirmos a fungdao restrigao convexa crescente A.(-) de A.
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~

Definicao 1.3.4. Seja A um intervalo e seja “ 7 uma operacao undria em R.
Entao,

i) Definimos a fungao restrita associada ao intervalo ~ A por (YA)(AN) =~ (A(N)),
onde A(X) € a fungao restrita de A.

ii) A operagao aritmética restrita de niveis simples (Y A) em 1 € dada pelo inter-

valo:

~A = {mm (YA(N)), maz (~A(A))] .

0<A<1 0<A<I1
Como exemplo de uma operacao unaria poderiamos considerar a negacao de um

intervalo, isto é:

A= [ min (—A(\)), max (—A(A))} ,

0<A<1 0<A<1

o mesmo que pelas propriedades do minimo, temos que.

A= {— max (A())), — min (A(A))} .

0<A<1 0<A<1

Ou também poderiamos considerar um outro exemplo, considerando o inverso de

um intervalo A, com 0 ¢ A.

a = L (i) e ()|

As poténcias com base intervalar A podem ser interpretadas como uma operacao
unéria, isto é:

A" = [min (A(\)", max (A(A))ﬂ] ,neR

0<A<1 0<A<1
Nesta tdltima expressao temos que observar que se trabalhamos com intervalos si-
métricos, por exemplo, se A = [—1, 1] teremos uma diferenga entre SIA proposta
por Moore em [16] e a SLCIA, isto é, no caso do SIA teremos que Vn € N A" =
[—1,1] = A enquanto que com a CIA e a SLCIA teremos A" = [—1, 1] = A quando

n é impar e A” = [0, 1] quando n é par.

Definigao 1.3.5. Sejam A e B dois intervalos e seja *x uma operagao bindria sobre

R, entao,

i. Definimos a func¢ao restrigao do intervalo A ® B por (A® B)(A) = A(X) x B()\),

onde A(X) e B(A\) sdo fungoes restritas associadas a A e B respectivamente;
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ii. A operagao restrita de niveis simples (C-operagao, por comodidade) A® B em 1
€ dada pelo intervalo:

A® B = | min (AN x B(\)), maz (A(X) * B(\))

0<A<1 0<A<1

Observacao 1.3.2. E evidente que se nds temos operacoes que envolvem somente

um intervalo A, entao os resultados obtidos por CIA e SLCIA sao os mesmos.

Mostraremos algumas propriedades desta aritmética e as compararemos com
algumas outras ja conhecidas. Consideremos a operacao de adi¢ao, * = + como a
soma usual em R. Entao de acordo com a Definicao [[.L3.5] a soma de intervalos é

definido por:

A®B = OISn/\igl(A()\) + B(\)), Orgag(l(/l(/\) + B(\))
= [a+ba+b

Pelo que a soma de intervalos é a mesma que a soma usual de intervalos proposta
por Minkowski, que é a mesma que é dada em [I§]. Uma diferenga entre a CIA, e

SLCIA sera mostrada no proximo exemplo.

Exemplo 1.3.8. Sejam os intervalos A = [1,4] e B = [2,6], se nos queremos

soma-los teremos:

e Se nos consideramos a CIA, teremos que as funcgoes restricao associadas a
estas sao A(N\;) = 143\, e B(\,) = 2+ 4\, respectivamente, onde A+ B =
[3,10]. Neste caso teremos que o elemento 1 € A € operado com todos 0s
elementos de B e operamos assim para todos os elementos de A. Isto €, o

jeito de operar é o mesmo que do SIA.

e por outro lado se nds consideramos a SLCIA, teremos que as funcoes restri¢do
simples associadas a estas sao A(N) = 143X e B(\) = 2+4\ respectivamente e
com X\ € [0,1], onde ao operar estes intervalos teremos como resultado AG B =
[3,10], que é o mesmo resultado que o anterior. Mas aqui o elemento 1 € A

€ operado unicamente com o elemento 2 € B. E podemos ver um aspecto
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importante que, por exemplo, para A = 5 obrigatoriamente os elementos a
serem operados serao aqueles que estao no meio dos intervalos; isto €, para

este exemplo estamos obrigados a operar g cAedeB.

A multiplicagdo de um escalar (ntmero real) a por um intervalo A esta dado

por:
a®A = orgnAi%(a - A(N)), Orga%cl(a ~A(N) (1.1)
= [min{a-a,a-a},max{a-a, - a}] (1.2)

Note que a multiplicagdo de um escalar (ntumero real)a por un intervalo A tem o
mesmo resultado que a aritmética intervalar estandar SIA dada em [I§]. Também
devemos observar que a negacao definida em [[.3.4] é a mesma que (—1) ® A como
foi definida acima.

Teremos que, a subtracao de dois intervalos é:

ASB = | min (A(A) = B(V), max (A(A) = B(Y)) (1.3)
= [min{a —b,@ - b}, max{a — b,a — b}] (1.4)

Exemplo 1.3.9. Consideremos os intervalos A = [1,4] e B = [2,6], entdo teremos
que as fungoes restrigao converas associadas a A e B sio A(A\) =1+ 3(\) e B =

2+4\ com A € [0,1]

AoB = | min(—1-M\), max(—l—)\)]
0<A<1 0<A<1
= [_27 _1}

Teorema 1.3.6. (ver [20])A substragio SLCIA e a gH—difereng de dois intervalos

A =1a,b] e B=[bb] sio equivalentes, isto é:
AS B=A6,y B=[min{a—b,a— b}, maz{a — b,a — b}]
Definiremos o produto A x B de dois intervalos A e B por:

A® B = | min (A(A) x B(\)), max (A(A) x B(\))

0<A<1 0<A<1

LgH-diferenca é a diferenca generalizada de Hukuhara de dois intervalos A e B
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A divisao A + B de dois intervalos A e B quando 0 ¢ B, é definido por:

A+B = |min (A\) = BO), max (A(\) = B()))

0<A<1 0<A<1

Observagao 1.3.3. Um fato importante pelo qual utilizamos a SLCIA € o fato de

que nesta aritmética teremos que se A é um intervalo entao A®(—A) = A6 A = {0}.

1.4 Estrutura Algébrica em I

Proposicao 1.4.1.  I) a aplicagio ® : IxI — 1 tal que (A, B) — A@®DB; é simples
provar que para todo A, B,C € 1 ela verifica as sequintes propriedades:
(a) (Ao B)®C=A® (Ba®C) (lei associativa);
(b) A® B=B® A (lei comutativa);
(c) existe 0 € I tal que A® 0= A, (lei do elemento neutro);
(d) para todo A € 1 existe —A € I tal que A— A=A A =0, (lei do
elemento oposto).

assim {1 , @&} possui estrutura de Grupo Abeliano.

II) Com a aplicagao ® : R x T — T tal que (o, A) = a ® A, é simples ver que se

verificam as sequintes propriedades:

(a) (af) @ A=a(f O A) (lei associativa);

(b) (a+B)0A=a0A6L06A
a®(A®B)=a0A® a6 B (lei distributiva);

(c) 1© A=A (elemento unidade).

e com I) e II) fazendo de I um espago vetorial sobre R, fato que nao tinha-se
antes com a SIA.
Também é importante ver que todo intervalo A € I, tal que 0 # A possui inverso

multiplicativo.
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Como o sub-espaco intervalar I tem como elementos intervalos fechados e limi-
tados faz sentido falar sobre a fungdo de Pompeu-Hausdorff[19] [11], a mesma que
serd detalhada nas préoximas segoes.

Dado que temos ja uma estrutura algébrica definida, é interessante ver o que
acontece com a topologia do espaco intervalar I, parar isto apresentaremos uma
métrica adequada, chamada de métrica de Pompeu-Hausdorff, a mesma que seré

estudada na seguinte segao.

1.5 Meétrica de Pompeu-Hausdorff sobre I

Definicao 1.5.1. A funcdao de Pompeu-Hausdorff € definida para dois elementos
A, Bel como H:1x1— R, tal que:

H(A, B) = max{d;(A, B),d,(B, A)},
onde, dy : I x I — R dado por:

di(A, B) = sup dy(a, B)

a€A

€ uma quase métrica, e dy : R x I — R € dado por
ds(a, B) = inf ds(a,b
2(a, B) Py 3(a,b)
com ds distancia euclideana.
Proposicao 1.5.2. A fung¢iao H é uma métrica em I.

Demonstracao. .

H(A,B)=0< A=B, e HA,B)>0 . Se A= B, entdao H(A, B) = 0 pois todo
a € A verifica que ds(a, B) = 0, e também todo b € B verifica que dy(A, b) = 0.
Reciprocamente, se H(A, B) = 0 temos que os dois termos da expressao de

maximo sao zeros, e assim dy(a, B) para cada a € A

H(A, B) = H(B, A)
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H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C) Note que, paraa € A, b € B e ¢ € C temos que
ds(a,C) < d(a,c) < d(a,b) + d(b, c), assim

dy(a,C) <d(a,b) +d(b,C) < d(a,b) + H(B,C)
tomando o infimo do lado direito em fungao de b € B, obtemos:
d(a,C) <d(a,B)+ H(B,C) < H(A,B)+ H(B,(C)
, daqui, supd(a,C) < H(A, B) + H(B,C) o que mostra que:

a€A

H(A,C) < H(A, B) + H(B,C).

]

Note que ds nao ¢ igual a distancia de Pompeu-Hausdorff quando nos referimos a
um conjunto pontual simples ou intervalo degenerado {a} = [a,a] € I e um conjunto

C €1, com C nao degenerado, pois em efeito:

H(a,C) = max{d(A,B),d\(B,A)}

= max{sup dy(a,C),sup dao(c,{a})}
ac{a} ceC

= max{dy(a,C),sup inf ds(c,a)}

ceC a€{a}

= max{inf d3(a,c),sup ds(c,a)}
ceC ceC

— sup dslc,a)
ceC
Esta definicao da métrica de Pompeu-Hausdorff é algumas vezes simples para

uma manipulacao simbélica, mas poderia ser reformulada para ter uma ideia visual,

isto é.
Teorema 1.5.3. Dados A, B € 1 temos:
H(A,B)=inf{e >0: AC N(B,e) e BC N(A,¢)},

onde:

N(Aje) ={z € R:dy(z,A) <€}
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Proposicao 1.5.4. A Definicao (I.51) da métrica de Pompeu-Hausdorff e o Teo-
rema (L2.3) sao equivalentes:

Demonstracao.

H(A,B) = inf{e>0: ACN(B,e) A\BC N(A,¢)}
= max{inf{e >0: AC N(B,¢)},inf{e >0: BC N(A,e)}}
= max{inf{e > 0:Va € A, ggg ds(a,b)},
inf{e >0:Vbe B,(izlelg ds(a,b)}}

= inf ds(a,b inf ds(a,b
maxtop o sl 0)oup Juf O

= max{d,(A, B),d,(B,A)}

Proposicao 1.5.5. (I, H) € um espago métrico separdvel completo.
Demonstracao. Ver [T] O

Proposicao 1.5.6. Sejam A, B,C, D € 1, e utilizando as operagoes com a SLCIA

teremos:

i H(tA,tB) = [t|H(A, B) para todo t € R.
iit HA+C,B+ D) < H(A,B)+ H(C, D).
iii HA+C,B+C)=H(A,B).

iv H(A,B) = H(A - B,0)

Definigao 1.5.7. Dado A = [a,a] € I chamaremos de valor extremo absoluto do
intervalo A ao valor da fungao ||| : I — R em A que é denotado por |A|| e definido

pelo mdzimo dos valores absolutos dos extremos de A, isto é:

|All = max{]al, [a]}
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No que diz respeito a esta tultima defini¢ao, temos que levar em consideracao
que no livro de Moore [17] ela é chamada simplesmente como valor absoluto, s6
que agora nos precisamos re-denotar este conceito, pois ele poderia causar confusao
tanto no nome como na notacao, com o conceito classico de fungao valor absoluto,

pois este tltimo sera estendido para o contexto intervalar.
Proposicao 1.5.8. Dado A € 1, temos que:
1. |A|| = H(0,A).
2. [tA] = |t||A|| Vt € R.
3. 1Al =Bl < H(A, B).
Demonstragao. Ver ([6]) O

Definicao 1.5.9. Dado A = [a,a] € I chamaremos de comprimento do intervalo A

ao valor definido por:

w(A)=a—a.

Conclusoes do Capitulo

Neste capitulo foram apresentadas defini¢coes elementares dos espagos interva-
lares proprios, definimos uma ordem total, apresentamos trés tipos de operagoes
aritméticas, isto é, a aritmética intervalar standard (SIA), a aritmética intervalar
restrita (CIA) e a aritmética intervalar restrita de niveis simples (SLCIA), exempli-
ficando cada uma destas para mostrar assim as suas diferencgas e semelhangas. Neste
capitulo foi apresentado também uma estrutura de espago vetorial em I, e a métrica

de Pompeu-Hausdorff fazendo de I um espago métrico separavel completo.



Capitulo 2

RELACOES E FUNCOES
INTERVALARES

Sabemos que para o desenvolvimento dos limites de funcoes intervalares é necessario
ter claro as definicbes e as propriedades das fungoes intervalares. Assim, neste
capitulo apresentaremos detalhadamente um estudo sobre as fungoes intervalares,
classificando estas em simples, extremais ou totais, mostrando também algumas
propriedades destas, mas, antes apresentaremos defini¢coes prévias como as de par
ordenado intervalar, produto cartesiano intervalar e relagoes intervalares. Todos

estes casos, no possivel, serao exemplificados e terao uma interpretacao geométrica.

2.1 Relacoes

Definigao 2.1.1. Define-se o par ordenado intervalar de elementos A e B em I,

(Av B) = {{A}7 {A7 B}}

Se A # B, (A, B) tem dois elementos, um simples ou singular { A} e um par nao
ordenado {A, B}. A primeira coordenada de (A, B) é o elemento que pertence aos
dois conjuntos, isto é A, e a segunda coordenada é o elemento que pertence s6 a um
dos conjuntos, isto ¢ B. Se A = B, entao (A4, A) = {{A},{A, A}} tem um tunico

elemento {A}; neste caso ambas coordenadas sao iguais.

30
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Teorema 2.1.2. (A, B) = (C, D) se, e somente se A=C eB =D, VA, B,C,D €l

Demonstragao. =) Suponhamos que {{A},{A,B}} = {{C},{C,D}}.Se A# Be
aproveitando a cardinalidade dos conjuntos, teremos {A} = {C} e {4, B} = {C, D},
daqui A = C e B=D. Se A= B, {{4},{A,B}} = {{A}} disto {A} = {C} e
{A} ={C,D}, o que implica que A=C =D. Assm A=CeB=D O

Definicao 2.1.3. Sejam A e B dois conjuntos com elementos intervalares. O pro-
duto cartesiano intervalar de A por B € o Conjunto A x B que consta de todos 0s

pares ordenados (A, B) tais que A € A e B € B, isto é:
AxB={(A,B): A€ Ae Be B}

Exemplo 2.1.1. Sejam A = {[0,1],[2,4]} e B = {[1,3],[4,5]}. O produto cartesi-

ano destes conjuntos é:
A x B = {([0,1], 1,3]), ([0, 1], [4,5]), ([2,4], [1, 3]), (12, 4], [4,5]) }

agora, se utilizamos a SLCIA para representar os conjuntos A, B e o produto car-
tesiano, teremos que:

(A)Y(N) ={\,2+2)\}

(B)(A\) ={1+2\,4+ )}

(Ax B)(A) = {(A, 142X), (A 4+X), (242X, 1+2X), (242X, 44+ ))} com X € [0, 1].
Desta ltima expressao podemos ver que, dependendo do valor de A\, e para cada va-
lor de A\, os elementos do produto cartesiano serao, por exemplo, pares de pontos ou
numeros reais, como poderia ser visto a continuacao para alguns casos particulares

de \ teremos os pares de niimeros reais, isto é:
o Se A =0 entio (A x B)(0) = {(0,1),(0,4), (2,1),(2,4)};
o Se A =1/2 entio (A x B)(1/2) = {(0.5,2), (0.5,4.5),(3,2), (3,4.5)};
o Se \=1 entio (A x B)(1) = {(1,3),(1,5),(4,3), (4,5)}.

como pode ser visto no sequinte grafico:
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Figura 2.1: Produto Cartesiano Intervalar.

Exemplo 2.1.2. Seja A = {(X,Y) € I?: X2+ Y? = [1,4]} e B={[2,3]} entdo
A x B € o conjunto de pontos de I? que estio no tronco de um cone. Note que 0s
conjuntos A e B do SLCIA serao:

A={z+ M7 -2),y+ T-9): @+ AT -2)*+ ¥+ A7 —-y)>=1+3)\}
B={2+ )}

com X € [0,1] e cuja interpretagao geométrica é:

Figura 2.2: Produto Cartesiano Intervalar.
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Teorema 2.1.4. Dados A, B, A, B C 1 temos que:
1. A X B= ¢ se, e somente se A = ¢ ou B= ¢;
2. Se Ax B+# ¢ entao Cx D C A X B se, e somente se CC A e D C B;
3. Ax (BUB)=(Ax B)U(A x C);
4. AX (BNB)=(AxB)N(Ax QC).

Definigao 2.1.5. Um conjunto R é uma relagao (bindria) intervalar se todo ele-
mento de R € um par ordenado, isto €, se para todo Z € R, existem X,Y € 1, tais
que Z = (X,Y). Se R C A x B dizemos que R € uma relagio de A em B, ou entre

A e B;ese RC A X A dizemos simplesmente que R € uma relagao em A.

Definicao 2.1.6.
1. Dizemos que X estd em relagao R com algum Y se (X,Y) € R.

2. O congunto de todos os X € I que estao em relagao R com algum 'Y é chamado

dominio de R e é denotado por Dom R.

3. O congunto de todos 0sY € 1 tal que para algum X, X esteja relactonado com

Y, é chamada de Imagem de R e é denotado por Im R.

O dominio e a imagem de uma relagao intervalar R também podem ser descritos
por:

Dom R={X cl1:3Y ele (X,Y) € R}.
ImR={Yel:3X ele (X,Y) € R}.

Definicao 2.1.7. Seja R uma relacao intervalar. A relacdao intervalar inversa de
R € o conjunto:

R'={Z:Z=(X,Y)com (Y,X) € R}.

Definicao 2.1.8. Sejam R e S relacoes intervalares. A composicio de R e S € a

relacao:

SoR={(X,Z):3Y para o qual (X,Y)€ Re (Y,Z) € S}.
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2.2 Funcoes

Definicao 2.2.1. Uma relacao intervalar f é chamada de func¢ao intervalar se dados
A,B,C €1 de modo que (A,B) € f e (A,C) € f implica que B = C.
Dados A,B C I costuma-se utilizar a notacao f : A — B para denotar a
funcao f; ou de modo mais preciso:
fi: A — B
A — f(A).
Exemplo 2.2.1. Sejam X e Y subconjuntos del e B € Y fizo. Entao f = Xx{B}

€ uma func¢ao, chamada de funcao constante de X em Y. Note que neste caso

poderiamos ter uma ideia intuitiva geométrica:

[ g
ey

Figura 2.3: Fungao Intervalar Constante.

E utilizando a SLCIA teremos que:

f: X — Y
A — f(A)=B

onde A(\) = A+ ANA—A) e B(\) = B+ X(B— B), e daqui teremos que:
fr= (X {B})r = {(A+ A(A~ A), B+ N(B - B)) :VA€ X, B fizo ¢ A€ [0,1]}

onde f\ € a funcao restricao associada a funcao intervalar f.
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Exemplo 2.2.2. Se XC1I, f = {(X,Y) € X*: X =Y} € fungio, e chama-se de
fungao identidade em X, f = Idx, cuja ideia geométrica utilizando SLCIA é:

H={XM),Y(N) eR*: X(\) =Y(\),A € [0,1]}

Figura 2.4: Fungao Identidade Intervalar.

Exemplo 2.2.3. Se X C I, entdo f = {(X,Y) € X*:Y = X?} € funcdo, e chama-
se de funcao quadrdtica definida em X,a mesma que utilizando o SLCIA pode ser

descrita por:
H={XM),Y(N) e R?: Y(A) = (X(V)% A € [0, 1]}

E se nos fazemos uma andlise desta funcao para alguns X € 1 especificos, teremos

por ezemplo que:
o Se X =1[0,2] entio Y (X) = (X(N)? = (2\)% X € [0,1];
o Se X =[1,3] entio Y(A) = (X(A\)2 = (1+2)N)% A€ [0,1];
o Se X =[~2,—1] entio Y (\) = (X(A)? = (=2 + \)% A€ [0,1].

Isto mostra que para cada valor de X, com X\ entre [0,1] obtemos que a fun¢ao
tenha o mesmo percorrido que uma fungao real cuja regra de correspondéncia estd

determinada por f(x) = 22, fato que serd mostrado geometricamente em:
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Figura 2.5: Fungao Quadratica Intervalar.

Neste ultimo exemplo podemos dizer que X fY (X relacionado segundo f com Y')
e que Y = f(X) é aregra de correspondéncia de X com Y; é assim que toda fungao
intervalar pode ser caracterizada simplesmente pela sua regra de correspondéncia.

Sem perda de generalidade, chamaremos de funcao intervalar a toda fungao cujos
elementos da imagem sejam intervalos independentemente do dominio ou conjunto
de partida. E assim que, se trabalhamos com subconjuntos de R poderfamos dizer
que existem trés formas de obter fun¢oes intervalares, as mesmas que classificaremos

e detalharemos como segue:
e Funcao Intervalar Simples.
e Funcao Intervalar Extremal.

e Funcao Intervalar Total.
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2.2.1 Funcao Intervalar Simples

Definigao 2.2.2. Chamaremos de Fung¢ao Intervalar Simples a toda func¢ao f tal

que:
f: R — 1

v — Y= f(x)=Ag(z)
onde g :R— R, A€l e- €o operador que multiplica um escalar por um intervalo

utilizando a SLCIA.

Para este tipo de fungoes dizemos que a funcao intervalar f é gerada pela funcao

real g e além disso Dom f CRe Im f C L

Exemplo 2.2.4. seja
f:r R — I
r — Y =f(x)=[12] =z
cuja regra de correspondéncia € dada por:

Fa) = [z,22] ; x>0

2z,x2] ; x<0.

e cuja ideta geométrica estd dada por:

o
Pl R

Figura 2.6: Grafico da Fungao Intervalar Simples f(z) = [1,2] - z.



Gino Maqui 38

Exemplo 2.2.5. seja
f:r R — I
r — Y =f(z)=][1,2] 2? '
Neste caso g representa uma fungdo quadrdtica; note que a f pode ser escrita como:

f(@) = [=a?, 327

e cuja ideia geométrica é:

Figura 2.7: Fungao Quadratica Intervalar Simples f(z) = [1,2] - 2.

2.2.2 Operacoes com Funcoes Intervalares Simples

Sejam f; e fy duas fungoes intervalares simples, tal que:

fli R — 1
r — Y = filz) = A gi(2)

fo: R — 1
x — Y = fo(r) = As - go(2)
entao utilizando a SLCIA teremos:
(i@ fo)x) = (filz)) ® (faz))
= (A1 9i(2)) ® (A2 - go())
= (AL +AMA = A=1)) - gi(2)) * (A2 + M(Az — A= 2)) - g2(x)) 5 A€ [0,1]

onde x € {+, —, x,+} é um operador real.
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Exemplo 2.2.6. Sejam fi(z) = [1,2] -z e fo(x) = [—1,3] - €* entdo, utilizando a
SLCIA teremos que:

r—e* 2x+3e*| ;. x>0,
(hooo f)w) =4 o

20 —e®,x +3e*] ; x<0.

A interpretacao geométrica é:

Figura 2.8: Soma de f; e f» via SLCIA.

Lembre-se que no caso da divisao de funcoes intervalares simples, o divisor nao

pode conter o zero como elemento.

2.2.3 Classificacao de Funcoes Intervalares Simples

-

Definicao 2.2.3. Dizemos que a fung¢ao intervalar simples f : U CR — B C 1 é

sobrejetora, se para todoY € B, existem x; € U; i = 1,2, ...,n tais que Y C | f(z;)
i=1

Esta defini¢cao quer dizer que, qualquer intervalo Y € I admite uma subcobertura
finita, baseada na topologia induzida pela norma de Pompeu-Hausdorff, isto é, dado
qualquer Y € I, ele pode ser coberto por uma uniao finita de compactos, conexos
(intervalos); uma outra ideia de sobrejetividade poderia ser estabelecida quando a
funcao a ser avaliada é transformada ou expressa em termos da sua fun¢ao restricao,

1sto é:
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Definicao 2.2.4. Dizemos que a func¢ao intervalar simples f : U CR — B C 1 €
sobrejetora, se fx o é VYA € [0,1]; isto é, se dada a funcgao restri¢ao fy temos que

para todo y € Y (Y € B)existem z; € U tais que |Jfr(x;) =R
i

Em outras palavras temos: VY € B, f7'({Y}) #¢oulm f=B

Exemplo 2.2.7. Seja

f: R — I
r — Y =Ff(x)=[12] =z

Note que para x > 0 teremos que f(x) = [x,2x] e cuja fung¢ao restrigao de ni-

veis simples € fr(x) = x + Ax = yy. Daqui teremos que se © = entao

Ya
\ 1+ A
Yx Yx Yx T AYx
x) = + A = =1y e fazendo o mesmo processo para x < 0
o) =15+ M) = = e p p
teremos que f\ € sobrejetora, mostrando assim que a func¢ao intervalar simples f é

sobrejetora.

Exemplo 2.2.8. Consideremos a funcao intervalar simples

f: R — 1
r — Y =f(z)=11,5] 22

Utilizando o produto de um escalar por um intervalo teremos que f(x) = [2?, 527

e cuja fungdo restrigio conveza de niveis simples ¢ fr(x) = x* + 4\x* = yy.Desta

ultima expressao teremos que r = 0 que mostra que para algum X\ teremos

Yx
14+ )
um yx < 0 tal que nao exista um = que verifique fr(x) = y, mostrando assim que

f nao ¢é sobrejetora.

Teorema 2.2.5. Seja

f:r R — 1T
r — Y =f(x)=A g(v)
uma fungao intervalar simples; se w(A) #0, 0€ A e Im g = [a,+00),a < 0 entdo

f € sobrejetora.



Gino Maqui 41

Demonstragio. Seja A = [A, A, por hipétese A < A, agora a Im g dependera dos
valores que assume a, para isso faremos uma analise para os dois casos possiveis,
isto é:
i) Se a = 0, neste caso teriamos que Im g = [0, +0) e
fl@) = A-g(x)
= [A7 Z] ’ g(CL’)
= [A-g(x), A g(z)].

Daqui fy(z) = Ag(x) + Ag(z)(A — A); X € [0,1] daqui Im fi(z) = R e daqui
Im f=R.

ii) Se a < 0, sem perda de generalidade podemos considerar um conjunto B C R
tal que Im (g|g) = [a,0] e assim teriamos que: f(z) = A - g|g(x) e utilizando
a SLCIA teremos que:
flz) = A-glp()
= [A 4] g|p(x)
= [A-glp(2). A" glp(2)

e assim obtemos que I'm f & R para todo z € B

Note que 86 o item i) ja garante que a fungao f é sobrejetora, enquanto o item ii)

acrescentara a familia de fungoes que sejam sobrejetivas. O

Definicao 2.2.6. Dizemos que a func¢ao intervalar simples f: ACR — BC1 €

ingetora, quando:
(Vo,y € A), (x #y = f(z) # f(y))
ou seja, elementos distintos em A possuem imagens distintas em B.

Exemplo 2.2.9. Seja:

f:r R — I
r — Y =f(z)=[1,2] .
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0 mesmo que pode-se reescrever como:

2z,z] ; x<0,
fz) = 0 ; x=0,
[z,22] ; ax>0.

Se analisamos se esta funcao € injetora ou nao teremos que:

o Sejom 3,y € R, tais que f(z) = f(y), como f(z) = [20,2] ¢ f() = [26,4]
teremos que [2x,x] = [2y,y|. Utilizando a SLCIA € facil ver que isto é verdade

se, e somente se 2x =2y com A =0 ex =y com A = 1 implicando que x = y;

e Sejam x,y € RT, tais que f(x) = f(y). Temos que [z,2z] = [y,2y] e igual-

mente T =vy;

e Sex <0< y; entdo temos que suas fungoes restrigao sao fr(z) = 2x — Az =
(2—=MNz e fuly) =y + Ay = (1 + N)x.Mas elas sao diferentes, implicando que
f(x) # f(y);

o Parax=0<y ex <0=y a prova é andloga.

Definicao 2.2.7. Dizemos que uma funcao intervalar simples é bijetora se f € in-

jetora e sobrejetora.

Teorema 2.2.8. A funcao intervalar simples f : R — 1 € injetora, se, e somente

se, sua fung¢ao geradora g:R — R 0 é, e0 & A.

Demonstragao. Seja f(x) = f(y), o mesmo poder ser reescrito pela sua funcao
restrigao fy(z) = fa(y); VA € [0,1]. Logo (z + A(T — z))g(x) = (z + MT — 2))g(y),
o que implica que g(z) = g(y) desde que 0 & A e como a g é injetora, x =y O
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2.2.4 Funcao Intervalar Extremal

Uma pergunta imediata depois de ter falado sobre as fungoes intervalares simples
é: sera que toda funcao intervalar pode se escrever como produto de um intervalo
com uma funcgao real? Pois a resposta é evidente, nao, isto considerando fung¢oes
f com variavel independente real e variavel dependente intervalar; claro, isto sem
considerar séries intervalares para aproximar este tipo de fungoes; é assim que, por
exemplo, podemos estabelecer funcoes intervalares, cujos extremos possam ter como
argumentos fungoes reais, de modo que estas fungoes nao guardem relagao alguma,
tal e como serao apresentados nas seguintes defini¢oes e nos proximos exemplos.

Dizemos que f : R — I é uma funcao intervalar extremal se sua regra de cor-
respondéncia ¢ do tipo f(z) = [i(x),?(x)] com L? : R — R funcoes reais tais que
f< f para todo € Dom f. Neste caso Dom f CRe Im f C L

Exemplo 2.2.10. Consideremos a func¢ao

f: R — I
r — Y = f(z) = [sen x, /7]

cuja interpretacao geométrica €

BT ER i 3 4 i : 3 \
x| S

Figura 2.9: Fungao Intervalar Extremal f(z) = [sen x,/Z].

de onde podemos dizer que Dom f =TR{.
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Neste tltimo exemplo apresentado, podemos ver que a nossa fungao intervalar
ficou determinada por duas fungoes reais nos extremos as mesmas que nao guardam
relacao alguma, ou seja, essa funcao nao pode se escrever como produto de um
intervalo por uma funcao real.

A seguir mostraremos as operagoes que podem ser feitas com fungoes intervalares

extremais.

2.2.5 Operacoes com Funcoes Intervalares Extremais

Dadas f e g duas funcoes intervalares extremais, tais que:

f+ R — I

r o— Y = f(z) = [f(x), f(2)]
g: R — 1

v o Y =g(x) = [g(x),g(2)]

entao, as operagoes basicas entre estas fungoes f e ¢ ficarao definidas pelas

operagoes entre suas correspondentes fungoes restrigao, isto é:

(f@g)r) = (f(z) @ (g(x))

= (f(@) +A(f(2) = f(2))) * (g(z) + AMg(x) — g(2))); A€ [0,1],
onde * € {4, —, X, +} ¢ um operador real.
Isto quer dizer que, se nos queremos operar duas fungoes intervalares extremais
teremos que utilizar a mesma ideia da SLCIA, isto é, expressar as fun¢oes originais

com suas correspondentes fungoes restri¢ao, e depois minimizar e maximizar para

obter as novas fungoes extremais.

Exemplo 2.2.11. Sejam as fungoes intervalares extremais f(x) = [sen’z,3] e

g(z) = [cos? x, 1], a soma de f e g fica determinada por:

(f@g)x) = (f(x) ®(9(2)),
= (sen’z 4+ \(3 — sen’z)) + (cos®> x + (1 — cos?z)) ; A € [0,1],
= (sen’z 4 cos’x) + A3+ 1 — (sen’z + cos?z)) ; A € [0,1],
= 143\ Ae|0,1],
— 4.
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e cuja representacao geométrica €:

S
s

o

=

-

o — — —
a

Figura 2.10: Fungdo Intervalar Extremal f(z) = [sen?z, 3].

Figura 2.11: Funcio Intervalar Extremal g(x) = [cos® z, 1].

Figura 2.12:

Soma das Funcoes Intervalares Extremais f e g.

45
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Vale a pena lembrar que para este tipo de fungoes no caso da divisao o divisor

nao pode ter como elemento o zero.

2.2.6 Classificagcao das Fungoes Intervalares Extremais

Definicao 2.2.9. Dizemos que uma func¢ao intervalar extremal f : R — 1 € sobre-

jetora se Im f\ =R, para algum X\ € [0, 1].

Exemplo 2.2.12. Seja f : R — 1 definida pela sequinte regra de correspondéncia
f(x) = [z — 2,x], neste caso € simples ver que associada a esta temos a sua fungdo

restricao fa(z) = x + 2\ de onde temos que para todo X\ se verifica que Im f\ = R.

Exemplo 2.2.13. Para este exemplo consideremos a funcao intervalar extremal
f iR =T tal que f(x) =[x —2,2°%] e como queremos analisar a sua sobrejetividade,
comegamos estabelecendo a sua correspondente fungao restricio que € fi(x) = x —

2+ MNa? — 2+ 2) e desta expressao obtemos que para todo N > 0 a imagem da
8AN—1) — (1 = N)?
4\

Im fo =R, pois fo(x) = x — 2; mostrando assim que a f € sobrejetora.

funcao fr €, Im fy = | ,Fo0) e que para X = 0 teremos que

Exemplo 2.2.14. Agora consideremos a funcao intervalar extremal f : R — 1 tal
que:

23, 2% ; x<1

%, 2%] ; x>1

Daqui que a sua correspondente func¢ao restricao é:

3 2 3
4+ Nzt =2 ; x <1,
() = ,
2+ Nz? -2 ; x> 1.
E simples ver que para A =0 a funcdo restrigio é:
2, x<l1,
22 ;x>
de onde Im f\ =R mostrando assim que a func¢ao € sobrejetora.
Apresentemos agora um exemplo onde a funcao intervalar extremal nao é sobre-

jetora.
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Exemplo 2.2.15. Seja f : R — I funcao intervalar extremal tal que:

5
[cosz,sen z] ; x€ [% + 2nm, Iﬂ + 2n],
fx) =
)
[sen z,cosz] ; x€ [Zﬂ + 2n, ZW + 2nm].

Note que a funcao restricao para este exemplo é:

)
cosx + A(sen x —cosx) ; T € [% + 2nm, Zﬂ + 2nm),
az) =
om 9m
sen x4+ A(cosx —sen x) ; x € [Z + 2nm, v + 2nm).

e que nao existe A que verifique Im fy =R, disto f nao € sobrejetora.

Definicao 2.2.10. Dada uma func¢ao intervalar extremal f : R — 1, dizemos que

ela € injetora se YA € [0,1] e para todo par de pontos distintos x,y € R temos que

(@) # faly).

Exemplo 2.2.16. Seja a funcgao intervalar extremal f : R — 1 dada por: f(x) =
[z, e®]. E simples ver que se x # y teremos que fr(z) # fr(y) isto porque as fungées

envolvidas na funcao restri¢ao sao injetoras.

Definicao 2.2.11. Dizemos que uma funcgao intervalar extremal é bijetora se ela é

injetora e sobrejetora.

2.2.7 Funcao Intervalar Total

Dado o espago intervalar I chamaremos de funcdao intervalar total a fungao:

f- I — 1
A — f(A)

de onde tanto o conjunto de partida da fun¢ao assim como o conjunto de chegada da
mesma é o espaco intervalar proprio I, é simples ver que se consideramos ao conjunto
A como o conjunto de todos os intervalos degenerados, teremos que A = R C I e

daqui obteriamos os dois casos antes estudados. Nesta secao apresentaremos uma
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abordagem para encarar as fungoes intervalares totais como também encarar as
operagoes destas como também na classificacao e outras propriedades destas.

Para comegar apresentaremos alguns exemplos de fungoes intervalares totais.
Exemplo 2.2.17. As sequintes sao fungoes intervalares totais:

e [ T—T; f(X)=[2,3] X,

e g:I—1; g(X)=sen X,

o h:I—1; h(X)=X13

E claro que tanto o dominio e a imagem de uma funcgao intervalar total sao
subconjuntos de II; o interessante é como obter estes conjuntos; para isto, nos utili-
zaremos a SLCIA, isto é, utilizaremos a sua fungao restrigao associada f) e depois

analisaremos, conforme seja o caso.

Exemplo 2.2.18.

e Se a funcgdo f fosse a do exemplo anterior teriamos que Dom f =1 e a

Im [ =T pois [\(X) = (24 N)(z+ AT —z)).

-2,3
e Seja a fungao f:1—1; f(X)= [X—’]; note que meste caso a sua fun¢ao
—24+5
restri¢ao € f(X) = W—;—Ag) Temos que x+ NT —x) # 0 o que implica
que X # — L , isto €, que para todo N € [0,1] obrigatoriamente nao deve

T—x
existir X = [x,7] tal que —_i = Nisto €0 & X, assim Dom f=1—J
T—z

onde J € a classe de todos os intervalos que contém o zero.

E daqui podemos dizer também que calcular a imagem de uma func¢ao intervalar

total tem uma abordagem semelhante, isto é:

Exemplo 2.2.19. Considerando a fun¢ao intervalar total f : 1 — 1 tal que f(X) =
eX teremos que sua correspondente funcgdo restricao é: fr(X) = e2P@2) X € [0,1]
de onde Im f\ = R" e daqui € que sempre serd possivel obter um Y € I tal que
f(X) =Y, ou seja, Im f = T". Cabe esclarecer que I representa a todos os

intervalos maiores do que zero, no sentido das ordens antes definidas.
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Observacao 2.2.1. Para ter uma ideia de como calcular a imagem de um determi-

nado X dado no exemplo anterior, apresentaremos os sequintes casos:

o Quando X = [2,2] entdo teriamos que f([2,2]) = e>? e daqui sabemos que sua
correspondente funcdo restricio € fr([2,2]) = 22272 = €2 onde o minimo e
2

o mdzimo valor da f\, para X € [0,1], € €2, assim fA([2,2]) = [€?, €?];

e ¢ quando X = [1,3] teremos que f([1,3]) = '3 e daqui funcdo restricio é
A1, 3]) = et que € uma funcio real injetora e de onde o minimo f\, para
A € [0,1], € quando A = 0 e cujo valor é (e = 2,718281828), e o mdzximo

3

valor da f\, para A € [0,1] é quando A\ = 1 e cujo valor € e, e daqui que

FMIL3]) = e, €]

2.2.8 Operagoes com Funcgoes Intervalares Totais

Dadas duas fungoes intervalares totais f, g : I — I temos que as operagoes aritmé-

ticas entre elas fica definida por:

(f®g)(X) = f(X)®g(X)

e que, por sua vez, pode ser expressa pela sua correspondente funcao restricao,
(f ®g)A(X) = f1(X) x gr(X)

onde * € {4, —, x,+}.

Apresentaremos agora um exemplo de como operar fung¢oes intervalares totais.

Exemplo 2.2.20. Dadas as sequintes fungoes intervalares totais f,g : 1 — 1 tais

que f(X) =[2,3]X e g(X) =[1,5]X temos que:

e Para a soma teremos que:
(feg)X) = f(X)og(X)
= [2,3]X & [1,5]X,

e esta ultima ao ser representada pela sua correspondente fungao restrigdo, é:
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(feg(X) = fAX)+a(X)
= 2+N@+ AT -2))+ (1 +4N) (2 + M7 —2))
= 2+A+1+4N)(z+ AT —2))
= (3+5\)(z+ AT —12)),

e daqui teremos que:

(f ®9)(X) = [3,8]X.

e para a subtracdao:
(fegX) = f(X)oyX)
= [2,3]X &[1,5]X,
e sua correspondente funcao restri¢ao, €:
(fOgh(X) = MAX)—anlX)
= 2+ NE+AF—2) - 1+ (@ +AF - 1))
= 2+A-1-4\)(z+ T —-2))
= (1=3N)(z+ AT —-2)),
e daqui teremos que:

(f o 9)(X) = [-2,1]X.

e Para a multiplicacao:
(feg)(X) = f(X)ogX)
— [2,31X ©[1,5]X,
e sua correspondente funcdo restricdo, é:
(f@ (X)) = fi(X) x gr(X)
= 2+ N2+ A@ —2))(1+4N)(z + A7 - z))
= 24+ N1 +4\)(z+ AT — )2
= 24+ +4)(z+ AT —2))?,
e daqui teremos que:

(f ®9)(X) = [2,15)X7.

e Para a divisao:

(fog(X) = f(X)og(X)
= [2,3]X ©[1,5]X.

20
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e sua correspondente func¢ao restrigdo, €:

A(X)
FomE) =)

2+ N(z+ AT —2))
(21i§>\)(2+ AT —z))
= T VEN

e daqui teremos que:

(Foaen = 23]

Podemos fazer uma anéalise parecida para os outros casos de fungoes (trigono-
métricas, exponenciais, valor absoluto...), isto é, representar as fungoes pelas suas
correspondentes fungoes restrigao e depois analisar estas dependendo do caso apre-

sentado.

Conclusoes do Capitulo

Neste segundo capitulo foram apresentadas as relacoes e fungoes intervalares,
construimos detalhadamente estas, e as classificamos pela sua natureza em Simples,
Extremais ou Totais, exemplificamos cada uma destas e mostramos suas proprie-
dades. Consideramos que o estudo feito neste capitulo sera de vital importancia
para estudos futuros no calculo intervalar, pois foi estudada a forma mais geral de
fungoes intervalares, isto é, quando tanto o dominio e a imagem sao subconjuntos do
espago intervalar proprio I. Foram apresentadas também abordagens para operar
os trés tipos de fungoes intervalares, isto, utilizando a aritmética intervalar restrita

de niveis simples.



Capitulo 3

SEQUENCIAS DE NUMEROS
INTERVALARES

Neste capitulo estudaremos os limites de sequéncia de ntmeros intervalares, isso
com diferentes abordagens, assim o limite de uma sequéncia intervalar definida a
seguir, desde um ponto de vista intuitivo, sera como um ntmero intervalar do qual
os numeros intervalares X,, torna-se e permanecem arbitrariamente préximos, desde
que n seja suficientemente grande. Neste sentido consideraremos fungoes que sao

definidas sobre N onde pode-se definir uma quantidade enumerével de valores.

Definicao 3.0.12. Seja I o espaco intervalar proprio. Uma sequéncia em I é sim-
plesmente uma funcio @ de N em I. Se ¢ : N — 1 € uma sequéncia, podemos

escrever também:

(Xn)a (Xn)nEN ou (Xo,Xl,XQ,..-)

para ¢, onde X,, := @(n) € o n-ésimo termo da sequéncia ¢ = (Xo, X1, Xo, ...).

3.1 Limite de Sequéncias Intervalares: Caso Clas-
sico

Esta secao chamada de Limite de sequéncias intervalares: caso cléssico estudara

a convergéncia no sentido da convergéncia de Minkowsky. Apresentaremos alguns

o2
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resultados classicos desta teoria, adaptados no contexto intervalar, pois tem signi-
ficancia comparativa para nosso estudo. Apresentaremos também alguns exemplos
adicionais, que consideramos importantes no contexto do calculo intervalar.

Seja A,, uma sequéncia de intervalos, entao define-se:

e O limite superior como o conjunto formado por todos os elementos que per-

tencem a uma infinidade de conjuntos A,,.

o O limate inferior como o conjunto formado por todos os elementos que per-

tencem a cada um dos A,,, exceto os que pertencem a um nimero finito deles.

Proposicao 3.1.1.

e limsupA, = ﬁ EjAZ»

n—00 n=1li=n

e liminfA, = J N A
n—00 n=1li=n

Demonstracao. Ver [2], [9] O

Exemplo 3.1.1. Seja a sequéncia {A,} em 1, definida por:

0, 7] se mn épar
[—n,0] se mn ¢éimpar.

entao: limsupA, =R e liminfA, = 0.
n—00 n—oo

Exemplo 3.1.2. Em 1 definamos a sequéncia cujos primeiros elementos sio: Ay =

[0’1]7 A2 = [07%]7 A3 = [1 1]7 A4 = [07l]7 A5 = [1 l]’ AG = [l §]v A7 -

27 4 12 214
2,1], As=1[0,4], ..., entdo limsupA, = [0,1] e liminf4, = ¢.
n—0o0 n—00
Proposicao 3.1.2. liminfA, C limsupA,.
n—oo n—oo
Demonstracao. Ver [2], [9] O

Se liminfA,, = limsupA,,, com A, € I, entao utilizaremos a notagao limA,, para
n—o0 n—oo n

este conjunto, e dizemos que o limite de {A,} existe e que esse conjunto ¢ o limite

de {A,}. Algumas vezes sera denotado por A, — A quando limA4, = A.
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Exemplo 3.1.3. Definamos em I a sequéncia de niumeros intervalares dada por:
{A,,} = {[0,0], [1,1], [2,2],...}, note que nao existe o limite, pois nenhum dos

limites mem o inferior nem o superior existem.

Exemplo 3.1.4. Consideremos em 1 a sequéncia cujos elementos sao da forma:

A, = [n%l, %] , Vn > 0, note que neste caso também nao existe o limite.

Definicao 3.1.3. Dada a sequéncia A,, € 1:

e Dizemos que A, € crescente, se:

Ay C Ay, Yn=1,2,3, ...

e Dizemos que A, € decrescente, se:

Ay D Apir, Yn=1,2,3, ...

Os dois tipos de sequéncias sao chamadas de mondtonas.

Proposicao 3.1.4. Para qualquer sequéncia mondtona {A,} em I o limA,, eziste,
e € iqual a:

UA, ou NA,,
n n
dependendo se {A,} € crescente ou decrescente, respectivamente.

Nas abordagens mostradas até agora devemos tomar cuidado pois dada uma
sequéncia de nimeros intervalares {A,} ela poderia convergir para um intervalo A

mas nem sempre esse A € um nimero intervalar, como veremos no seguinte exemplo.

Exemplo 3.1.5. Seja em 1 a sequéncia {A,} tal que seus elementos estio dados

por A, = e~ note que limA,, = (0,1] € 1, como serd mostrado no[Z-31.

3.2 Limite de Sequéncias Intervalares no Espaco Mé-
trico H(I, H)

O material apresentado até o momento valida alguns resultados da teoria de con-

vergéncia no sentido Minkowsky como pode ser encontrado em [2], [9], e mesmo
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assim, provamos que alguns resultados nem sempre sao validos no contexto interva-
lar. Além dessa teoria é possivel extender a ideia de limite de sequéncias de ntumeros
reais para os limites de sequéncias de ntimeros intervalares, isto com o objetivo de
ganhar propriedades que sejam suporte para o desenvolvimento de temas como limi-
tes, derivadas e outros; para isto aproveitaremos o fato de que I munido da métrica
H é um espaco métrico, e também utilizaremos as propriedades encontradas na

secao 1.5.

Definigao 3.2.1. Dada uma sequéncia de nimeros intervalares (Ay),i = 1,2,...; A; €
I,Vi (nao necessariamente mondtona) dizemos que ela é convergente para o nimero
intervalar A, e escreve-se A = lim A,, quando para cada nimero real € > 0 dado
arbitrariamente, for possivel obter um nimero n € N tal que H(A,, A) < €, sempre
que n > ng.

Em linguagem simbdlica:
limA, =A se Ve>0,3Ing € N;Vn >ng= H(A,, A) <e.

Definicao 3.2.2. Dizemos que uma sequéncia de nimeros intervalares (A,) € limi-
tada se existe um niumero real nao negativo k tal que o valor extremo absoluto de A

seja menor ou igual do que k, que em notacao simbolica é:
A, <k; keRY, YneN.

A definicao de sequéncia limitada quer dizer que todos os termos da sequéncia A,

sempre estao contidos na bola de centro zero e raio k, isto é, A,, C B(0,k), Vn € N

Proposicao 3.2.3. Dada uma sequéncia de nimeros intervalares (Ay), temos que

as sequintes proposi¢oes sao equivalentes:
1. A sequéncia (A,) € limitada,

2. A sequéncia determinada pelos valores dos comprimentos de A,, € uma sequén-

cia real limitada, isto €, se w,(A,) = A, — A, € limitada para todo n € N;

3. Para todo A € [0,1], temos que a sequéncia (A,(N)) € limitada.
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Teorema 3.2.4 (Unicidade). Selim A, = A elim A, = B entdo A= B

Demonstracao. Suponhamos que A # B, entao:
limA, =A- se -VYe>0,3Ing € N;Vn >ny = H(A,, A) <¢/2
limA, =B se -Ve>0,3dmg € N;Vn > mog = H(A,,B) <¢/2

tomando pg = max{ng, mo} temos que: ¥n > po:
H(A,B) < HA,X,)+ H(X,,B)<€/2+¢€¢/2 =€
Daqui A = B, o que é absurdo ]
Teorema 3.2.5. Se A, nao € limitada e A fixo entio A, — A nao € limitada.
Demonstracao. Trivial. O

Teorema 3.2.6. Se lim A,, = A entdo toda subsequéncia de (A,) converge para o

limite A.

Demonstracao. Trivial. O
Definigao 3.2.7. Um elemento Ay, € destacado do tipo I se: Ap, > Ay, Vj > i
Definigao 3.2.8. Um elemento A, € destacado do tipo II se: Ap, < Ay, Vi >

Teorema 3.2.9. Toda sequéncia limitada de numeros intervalares possui uma sub-

sequéncia convergente.

Demonstracao. Para demonstrar este teorema utilizaremos a ideia de elemento des-
tacado, entao, agora analisamos os extremos da sequéncia limitada, isto é, primeiro
pegamos um dos extremos e obtemos elementos destacados que sejam do tipo I ou
tipo II, depois de obter uma sequéncia neste extremo, analisamos os outros extre-
mos desta sequéncia e selecionamos uma sequéncia, que seja do tipo I ou II, e assim
conseguimos uma sequéncia monédtona de ntmeros intervalares e como ela é limitada

ela é convergente. O
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3.3 Limite em Niveis Simples de Sequéncias Inter-
valares

Apresentamos a seguir um olhar diferente de convergéncia para sequéncias de ni-
meros intervalares; isto €, se temos que analisar a convergéncia de uma sequéncia de

nimeros intervalares podemos fazer o seguinte:

Definigao 3.3.1 (Convergéncia). Dada uma sequéncia de nimeros intervalares
(An),i=1,2,...; A; € I,Vi (nao necessariamente mondtona) dizemos que ela con-
verge em niveis simples se sua correspondente fun¢ao restri¢ao associada A,(N), X €
[0, 1] converge, isto é:

Dados A, A € T e A,(N),A(N\) € R, VYA € [0,1] suas correspondentes fungoes
restrigao, temos que A, — A se A,(\) — A(N), ,VA € 0,1]

O limite desta sequéncia intervalar (A,) é A € 1 que é denotado e determinado

por lim A, = | min A(\), max A(\)
n—00 A€(0,1] A€(0,1]

Apresentaremos abaixo alguns exemplos de convergéncia em niveis simples.
Exemplo 3.3.1. Lembremos em I da sequéncia (A,) tal que seus elementos sao
dados por A, = e %" note que associado ao expoente desta sequéncia temos a sua
fungao restri¢iao de niveis simples, isto é, se B = [0,n| entao B(A\) =0+ A(n—0) =
An, A € [0,1], n € N; entao, cada termo da sequéncia terd associado uma fung¢ao

restricio f(\) = e BX)

= e X € [0,1] o que quer dizer que A, = e 0" =
m)%'n f()\),m)(\m f()\)} = [m/\m e‘A",m)c\m e"\”} = [e‘A”,l] e daqui teremos que
limA,, = (0,1] ¢ L.

Exemplo 3.3.2. Seja B,, = [—1 — %,O} e consideremos a sequéncia A, = ePr =

e[_l_%’o], note que associado a cada termo da sequéncia temos uma fun¢ao restri¢ao
By(A)==1=24X0—(-1—12)) = =1—= 24 X(1+1) assim desta ultima expressao

teremos que limA, = [£,1] = NA,.

Proposicao 3.3.2. Se A, € uma sequéncia mondtona de intervalos entdao temos
que para cada A € [0,1] fito em A;(N), Vi = 1,2,3,...; A,(N), € uma sequéncia

mondtona de numeros reais.
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Demonstra¢do. Note que dado A, (\) temos que para A =0 e A = 1; A,(0) = a,
e A,(1) = @, sdo sequéncias de nimeros reais convergentes respectivamente, pois
se A, é uma sequéncia monétona temos dois casos. Analisando o primeiro deles
temos A, D A,4; o que quer dizer tanto a, < Qpt1 € Qg1 < Ay sao sequéncias
monoétonas de niimeros reais e elas sao limitadas, porém elas sao convergentes, agora
para A € (0,1) fixo temos que, da monotonicidade, @, — an > @1 — any1 € daqui
My —an) > MAnt1— [ ) > 0 que é uma sequéncia monétona decrescente limitada
que converge para A(@ — a), tudo isso pelo fato de que a, — a e @, — @ pois
A, = A = [a,a] e daqui temos a,A\(@n — a,) = aA(@—a). O processo é analogo se,
A, C A1 e A, é limitado. H
Teorema 3.3.3. Dada uma sequéncia intervalar A, temos que as sequintes propo-

sicoes sao equivalentes:
e (A,) € convergente;
e (A,) € convergente em niveis simples.
Demonstracao. Sabemos que:
A, > AeVe>03ng e N,Vn >ng= H(A,, A) <e.

daqui e das proposigoes 1.5.6 e 1.5.8 segue que, H(A,,A) = H(A, — A,0) = |A, —
All = max{|A, = Al A=A} < = & [A, = A] < ¢ [A,= 4] < £ & |4,(0) -
A(0)] <ee|A(1) — A(1)] < € o que significa que VA € [0, 1] temos que existe um
no € N,Vn > ng de modo que |A,(\) — A(N\)| < e. Assim,

Ve >0 VA€ [0,1] 3ng € N,Vn > ng = |A,(\) — A(N)| <e.

Portanto A,(\) — A())

3.3.1 Operacgoes Aritméticas da Convergéncia em Niveis Sim-

ples

Proposicao 3.3.4. Sejam o« € R, A,,B,, A, B €1 tal que A, — A, B, — B,

entao utilizando a SLCIA teremos os sequintes resultados:
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a) A, + B, — A+ B;

b) A, — B, — A— B;
c) A,-B, — A-B;

A A

d) 2 4

) B, B

Demonstracao. Como cada elemento da sequéncia tem associado uma funcao restri-

para todo B, e B que nao contém o zero.

¢ao, teremos que: A,(A) = an + A(@, — ay) e By(X) = b, +A(b, —b,) com A € [0, 1],

e assim:

a)

AN+ Ba(N) = ay+ M@ — a) + by + Ay — by)

A, +B,—~ A+ B

b)

oA, — B, — AB
¢) A,(\).B,(\) — A.B =
= (an+ MA@ — an))-(bn + A(by — b)) — (@ + M@ —a)).(b+ A(b — b))
= (an + AN@n — an)). [(bn + Al — bn)) = (b + A(b = b))]
— [(an + M@ — an)) — (@ + A\@—a))] .(b+ A(b— b))
= (an + M@, — a))0 — 0(b + A(b — b))

= 0
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- A, B, — AB

d) Como0¢ B,e0¢B

AN an+ MA@ — an)
Ba(A) by 4 Alby — by)
a+ \a—a)
— —
b+A(b—b)
A
= 50

St
!
wl e

Conclusoes do Capitulo

Neste terceiro capitulo foram estudadas as sequéncias de ntimeros intervalares.
Analisamos a convergéncia destas sequéncias no sentido de Minkowski e a compa-
ramos com a convergéncia da métrica de Pompeu-Hausdorff e a convergéncia em
niveis simples, mostramos as propriedades operacionais das sequéncias intervalares,
mostrando assim a simplicidade que obtém-se ao utilizar a convergéncia em niveis
simples. Neste capitulo apresentamos também, extensoes de alguns resultados das

sequéncias de niimeros reais ao contexto intervalar.



Capitulo 4

LIMITE DE FUNCOES
INTERVALARES

Até o momento estudamos sequéncias de nimeros intervalares e a pergunta imedi-
ata é saber como agir no caso dos limites de funcoes intervalares. No capitulo 2
estudamos que as fungoes intervalares podem se classificar em simples, extremais e
totais. Neste capitulo tentaremos fazer um estudo detalhado do limite destas fungoes

seguindo a classificacao antes mencionada.

4.1 Limite de Funcoes Intervalares Simples

Definicao 4.1.1. Sabemos que uma fun¢ao intervalar f : R — 1 € simples quando

existe uma fungao g : R — R tal que f(x) = A-g(z), A € 1. Dizemos que B €1 é

o limite de f(x) quando v — a (z tende para a) e é denotado por lim f(z) = B se,
Tr—a

para todo € > 0 eziste 6 > 0 tal que 0 < |v — a| < 0 implica H(f(z),B) < €.

Teorema 4.1.2. Dada uma fungao intervalar simples f : R — 1 tal que f(z) =

A-g(z), Ael, temos:

limf(z) = A-limg(x) =A-L

Tr—ra r—a

sempre que o limite de f exista e limg(z) = L.
r—a

61
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Demonstragao. Como limg(z) = L temos que Ve > 0,35 > 0 tal que 0 < [z —a| < ¢
r—a
implica |g(z) — L| < €/c onde ¢ = H(A,0) € R. Entao, dado € > 0 existe 0 < ¢ tal

que, se 0 < |z — a| < J, temos:

H(f(x),A-L) = H(A-g(x),A-L)
= H(A-(g(x), 1))
< H(A,0)H(g(z), L)
= dg(z) - L|

Assim  limf(x) = A - limg(z). O

rT—ra r—a

Como veremos a seguir, as propriedades basicas dos limites de fungoes reais ficam

estendidas para o caso das fungoes intervalares simples, isto é:

4.1.1 Propriedades das Funcoes Intervalares Simples

Teorema 4.1.3. Dadas as fungoes intervalares simples f1, fo : R — 1 tal que associ-
adas a estas existam as fungoes g1, go : R — R, satisfazendo fi(x) = A1g1(x), folz) =
Asgo(z), com A; €1 se:

limfy(x) = Ay - limgy (2) = Ay - Ly
r—a

r—a

lim fo(x) = Ay - ll_fggz(x) =Ay- g2, 0 Ay, Ly #0

Tr—a
entao utilizando a SLCIA temos as sequintes propriedades:

[ ] }cl—I}(l;(fl -+ fg)(l’) = A1 . hmgl(x) + A2 . hmgz(ac) = Al . L1 + AQ . L2

r—a T—a

[} hm(f1 — fg)(l’) = A1 . alslirzlzgl(m) — AQ . ig%gQ(m) = Al . L1 - A2 . L2

T—ra

[} hm(f1 . fg)(l’) = A1 . };%gl(x) . AQ . i%gg(w) = Al . L1 . A2 . L2

x—a
o i = S AL
.Z’—)an Ag . 11:11>I}192(x) A2 : L2

Demonstracao. Decorre imediatamente da definigao de limite. ]
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Uma abordagem diferente seria analisar o limite utilizando as fungoes restrigao
das fungbes envolvidas nos calculos, para logo assim utilizar a SLCIA se for neces-

sario, e é dessa forma que obteremos:

limfy(z) = lim(A+A\(A - 4)) - g(x)

r—a r—ra
= (A+XMA—-A4)) - limg(x)
r—a
= A-limg(z).

Disto decorre imediatamente que as propriedades do teorema anterior podem ser

abordadas utilizando a SLCIA.

Exemplo 4.1.1. Seja f(z) = [—1,3]sen z entao: lir%f(x) = lim[—1,3] - sen = =
z—

z—0
[—1,3]limsen x = [—1,3] -0 =10
z—0

tan? r — sen?
Exemplo 4.1.2. Seja f(x) = [-5,2] - ( anl ° 52en :C) entao:
— cos’x

limf(z) = lim[-52]- (tan% — 56”25”)

0 0 1 — cos?x
tan?z — sen’x
= [=5,2]-1i
[=5.2] xlg(l)( 1 — cos’x )
= [-5,2]-2=

= [-10,4].

4.2 Limite de Funcoes Intervalares Extremais

Definicao 4.2.1. Para este caso, dada uma funcao intervalar extremal f : R — I,
tal que sua regra de correspondéncia esteja determinada por f(z) = [f(z), f(z)] em
que [, [ sio fungdes reais; se ilir(l)i(x) =Le :lcli%f(x) = L com L = [L, L], dizemos
que L € I € o limite de f(x) quando x tende para a se, para todo € > 0 existir um

d >0 tal que 0 < |z —a| < & implica H(f(x),L) < €.
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Desta ultima definicao e das propriedades da H deduzimos que:

H(f(z),L) = H([f(z),f(2)][L, L])

Assim H(f(z),L) < e significa que f(z) — L e f(z) — L estdo muito proximos do
zero, e daqui poderiamos deduzir que, |f(z) — L] <c e |f(z) — L] < e. Assim:

lim f(x) = [lim f (2), lim ()] = L. T] = L.

Tr—a

4.2.1 Propriedades das Funcoes Intervalares Extremais

Teorema 4.2.2. Sejam as fungoes intervalares extremais f,g : R — 1 cujas re-
gras de correspondéncia sio f(z) = [f(z), f(z)] e g(z) = [g(x),g(z)] tais que
f,f,9,3: R = R sejam fungées. Se lim f(z) = [lim f(z), lim f(z)] = [M, M] = M
- - r—a T—a— r—a

e limg(x) = [limg(z), limg(x)] = [N, N] = N, teremos as sequintes propriedades:
T—a T—a— r—a

o lim(f+g)(z)=M+N,

T—ra

o lim(f - g)(x) = M - N,

T—ra

o lim(f - g)(x) = M- N,

Tr—a
M
. }:121 (g) () = oy sempre que 0¢N.

Partiremos para a anélise destes tipos de limites utilizando a SLCIA, para isto

consideraremos uma fungao intervalar extremal, tal que f(z) = [f (z), f(z)] e que

verifique lim f(z) = [L, L] = L. Nisto poderiamos considerar a fungao restrita da f,
Tr—a
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fa(z). Tendo desse modo:

limfy(z) = lim (f +A(f ~ f))
= limf+ \(limf — lim f)
= L+ANL-1L)

:[Lv]
- L

com isto fica provado também que o teorema anterior pode ser demonstrado utili-

zando a SLCIA, e que, de fato, é mais simples utilizar esta ferramenta.

4.3 Limite de Funcoes Intervalares Totais

As funcdes intervalares totais sdo a forma mais geral das funcoes intervalares. E
assim que o limite destas nos darao uma ideia ou conceito, também mais geral de
limite de funcoes intervalares, isto é: dada f : I — I, uma funcao intervalar total,
dizemos que L € I é o limite de f quando X tende para A, e fica denotado por
%@AﬂX) = L, se para todo € > 0 existir um § > 0 tal que 0 < H(X,A) < 0
implicara H(F(X),L) < e.

Exemplo 4.3.1. Se f(X) = [2,3]X, calcular Xliﬁn ]f(X); com efeito, note que se
—[1,2

0< H(X,[1,2]) <6 =

teremos que:

Wl M

H(F(X)v[276]) = H([273]X7[273H172])
= H([273](X7[172])>

= |[2,3][|H(X,[1,2])
< 30— 3% —e.

Dai decorre que,

lim f(X)=[2,6].

X—[1,2]
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Teorema 4.3.1 (Unicidade). Se lim f(X) = B e lim f(X) = C entio B =C.
X—A X—A

Demonstragao. Da definigdo do limite temos que: Ve >0, 36; > 0:0< H(X,A) <
5, = H(f(X),B) < g eVe >0, 30 >0:0< H(X,A) < d = H(f(X),0) < g
considerando ¢ = min{d, Jo} teremos que:

H(B,C) < H(B, f(X)) + H(f(X),C) < g + g _

e assim B=C O

4.3.1 Propriedades do Limite das Fungoes Intervalares Totais

Apresentaremos agora as propriedades mais bésicas dos limites das fungoes inter-
valares totais, sempre considerando as operagoes estabelecias pela SLCIA, como

também, uma outra forma de abordar estes limites.

Teorema 4.3.2. Dadas f,qg : I — 1 funcgoes intervalares, tais que )%imAf(X) =Be
%

)%gnAg(X) = C, entao:

1 Jim (f +g)(X) = Jim f(X) + Jim g(X) = B+C;
2. Jim (f — g)(X) = lim f(X) ~ Jimg(X) = B~ C;
9. Jim (£ g)(X) = Jim f(X) - limg(X) = B-C;

NAVINEE - ]
o (5) 00 = g — o 0#C

Demonstracao. Temos por hipoteses do teorema que: Ve > 0,36 > 0; X € [0 <
H(X,A)<§ = H(f(X),B) < g H(g(X),C) < g Entdo:
1.

H(f(X)+9(X),B+C) = H

(
= H((f(X) - B) + (9(X) = C),0)
= H((f(X)=B,0)+ (9(X) = C),0)
< H(f(X)-B,0)+ H(g9(X) - C,0)
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Solim (f+9)(X) = %ing(X) +)£iinAg(X) =B+C

X—A
2.
H(f(X)—g(X),B-C) = H(f(X)—-yg(X)-(B-C),0)
= H((f(X) = B)+ (—9(X) +C),0)
= H((f/(X) = B,0)+ (-g(X) + C),0)
< H(f(X)—=B,0)+ H(g(X) - C,0)
€ €
- 273
= ¢
- i (f — g)(X) = lim J(X) — Jim g(X) = B~ C
Os outros dois casos tem um procedimento analogo ao caso classico. [

Conclusoes do Capitulo

Neste quarto capitulo foi apresentado o limite de fung¢oes intervalares. Para isto,
utilizamos a classificacao das fungoes intervalares apresentadas no capitulo 2 e assim
analisamos seus respectivos limites. Apresentamos as propriedades operacionais dos
limites das funcoes intervalares e as exemplificamos. O estudo feito neste capitulo é
de vital importancia para estudos futuros de conceitos como a de diferenciabilidade
intervalar, ou estudos como as das equacoes diferenciais que dependerao diretamente

das propriedades das fung¢oes intervalares.



Capitulo 5

CONJUNTOS FUZZY

Neste capitulo apresentaremos alguns conceitos elementares da matematica fuzzy,
isto com o objetivo de mostrar algumas aplicagoes dos resultados obtidos nos ca-
pitulos anteriores; na primeira se¢ao apresentaremos alguns conceitos classicos que
depois serao estendidos para o contexto fuzzy na secao seguinte, muitos destes re-
sultados podem ser encontrados e extensamente detalhados em [I] e [I0]. Também
apresentaremos alguns resultados no contexto fuzzy que envolvem operagoes arit-
méticas intervalares, as mesmas que serao abordadas com a SLCIA e finalmente

apresentaremos sequencias de niimeros fuzzy.

5.1 Preliminares da Loégica e Matematica Fuzzy

Defini¢cao 5.1.1 (Universo de Discurso). Na ldgica, o universo de discurso, tam-
bém chamado dominio de discurso, ou simplesmente dominio, € o conjunto de coisas
acerca das quais se fala num determinado conteact. Dependendo do dominio de dis-

curso, uma mesma proposi¢ao poderia ser verdadeira, falsa ou estar entre verdadeira

e/ou falsa.

Exemplo 5.1.1. Por exemplo, ao dizer «todos sao amigosy», entao se estivermos
falando acerca de um pequeno grupo de pessoas, a proposi¢ao talvez seja verdadeira,

mas se estivermos falando acerca de todas as pessoas do mundo, entao ela € falsa;

'Kirwan, Christopher, The Oxford Companion to Philosophy, Oxford University Press
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outro exemplo poderia ser a proposi¢cao «ele € jovemy», onde o Universo do Discurso
€ um grupo de pessoas com idades muito dispersas. Entretanto, a palavra jovem que
aparece na proposi¢cao poderia se referir a uma pessoa muito jovem, simplesmente
Jjovem, um pouco jovem ou talvez nada jovem, dando a entender que uma proposi¢ao
dependendo do universo do discurso poderia ter distintos tipos de valores de verdade

e nem sempre so verdadeira ou falsa.

Por convencgao, o dominio de discurso é sempre um conjunto nao vazio.

Na teoria de modelos, o universo de discurso é o conjunto de entidades em que
um modelo se baseia.

Uma base de dados é um modelo de algum aspecto da realidade de uma orga-
nizacao. A esta realidade também se denomina o universo ou dominio de discurso.
Isto é, este seré o conjunto de elementos que teremos em consideragao, por exemplo
se consideramos as pessoas de uma comunidade, este universo estara formado pelas

pessoas baixas, as pessoas altas, os homens com 6culos, etc.

Definigao 5.1.2 (Variavel Linguistica). Uma variavel linguistica € em geral um tipo
de dados que tem termos linguisticos que representam conceitos de uma quantidade
mensurdvel como temperatura, ou valores abstratos como compreensao. E muito co-
mum o uso de adjetivos para nomear as varidveis linguisticas (quente, alto, etc.), isto
€, uma varidvel linguistica contém termos linguisticos associados, que representam

conceitos como frio, morna, quente, etc., referidos a varidvel temperatura.

Na teoria elementar dos conjuntos, como o nome sugere, os conjuntos fuzzy sao
relacionados com os conjuntos cléssicos. Portanto, faremos uma breve introducao
sobre conceitos basicos da teoria elementar de conjuntos. Temos que esclarecer que

nao é nosso proposito introduzir estes conceitos com uma rigorosidade forte.

Conjuntos e Sub-conjuntos

A ideia de conjunto é que ele esta formado de objetos de qualquer natureza, os quais

sdo chamados de elementos ou membros do conjunto [§].
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A notagao z € A (se 1¢ "x pertence a A") significa que z ¢ um elemento do
conjunto A. Analogamente, se escrevemos x ¢ A significa que x nao pertence a A,
ou seja o objeto x nao é um dos elementos do conjunto A.

Segundo [IT] com respeito a notagao utilizaremos as letras minasculas a, b, ¢, z, y, «, 3, ...
para indicar objetos e/ou elementos e letras maiusculas A, B,C, X, Y, AT, ... para
indicar conjuntos.

Dados os objetos a, b, ¢, ... denotaremos por {a,b,c,...} o conjunto que esta for-
mado por esses elementos.

Geralmente os conjuntos considerados na matematica classica nao sao definidos
especificando todos seus elementos. O método usual de se obter um conjunto é o
seguinte. Comegamos de um objeto basico X e consideramos uma condi¢ao , ou uma
propriedade P que se refere a um elemento genérico do conjunto X. A propriedade
P define um conjunto S, que se chama uma parte ou um subconjunto de X. Dizer
que S é formado pelos elementos © € X que gozam da propriedade P, é o mesmo

que:
S ={x € X;x goza da propriedade P}

De acordo com [12] e [16], para alguns conjuntos especificos temos uma notagao

estandar , tais como:
e ¢: denota o conjunto vazio;
e R: denota o conjunto dos ntimeros reais;
e N: denota o conjunto dos ntimeros naturais;
e [ =[0,1]: denota o intervalo unitério;
e Iy =0, 1]: denota o intervalo unitario sem o zero.

Definigao 5.1.3 (Produto Cartesiano). Dados os conjuntos X e Y, definimos o

produto cartesiano destes conjuntos como o conjunto:

X XY ={(z,y)/re XeyecY}
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para algum x € X ey €Y, onde (x,y) € o par ordenado que tem como primeira
coordenada x, e como sequnda coordenada y. De forma mais geral, para os conjuntos

X1, Xo, ..., X, 0 produto cartesiano € definido pelo conjunto:
Xy X oo x Xy ={(x1, oo xn) Vi€ {1, ...,n} 2y € X;}

onde para x1 € Xy, ..., 2, € Xp, (21, ..., x,) serd a n — upla ordenada que tem como

primeira coordenada x, e n-ésima coordenada x,,.

5.1.1 Funcao Carateristica

Uma forma alternativa de caraterizar subconjuntos de um conjunto dado é por
meio da chamada fun¢ao carateristica. Esta funcao também prové o enlace com os
conjuntos fuzzy, os quais definiremos depois.

Dado um conjunto X e um subconjunto A C X, noés podemos capturar informa-
¢ao acerca de cada elemento de A e dos puntos que nao estejam em A atribuindo a
cada tipo destes um nimero diferente.

E mais usual etiquetarmos com 0 e 1 os pontos que ndo estdo em A e para os
que estao, respectivamente.

Uma das caracteristicas importantes a considerar nesta proposta é a relacao
(isomorfismo ) que sera observada entre: a teoria de conjuntos, a logica e os sistemas
matemaéticos (reticulados e algebras booleanas).

De acordo com o conjunto 1-dimensional, os elementos de uma relacao podem

ser definidos pela func¢ao caracteristica pg, que é uma aplicagao da forma:

pr s X1 x Xo x .o x X, — {0,1}, (5.1)
indicando a pertinéncia de um elemento (1, xs,...,2,) se ur(x1, T2, ..., x,) =1, €
sua nao pertinéncia se pg(xi, xs,...,x,) = 0.

Exemplo 5.1.2. Como um exemplo de relacao discreta, consideremos a relacao
bindria:

Ry ={(z1,22) € Ay X Ag | 1 > x5}
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com A; = {6,15,30} C N e Ay = {1,2,5,10} C N. Estes pares (x1,23) do produto
cartesiano de conjuntos Ay X Ay que verificam a relagio condicional:

Ri(z1,x2) = “x1 € maior do que xs”

pertencem a relacao, e os outros sao excluidos. A relacio Ry pode ser expressa
de forma tabular, como na Tabela [5.1, tendo os wvalores da fungio caracteristica

W, (1, 22) como entrada:

x| 1 2 5 10

X
6 1 1 1 0
15 1 1 1 1
30 1 1 1 1
fir, (21, T2)

Tabela 5.1: Relagao binaria discreta R; em forma tabular.

5.1.2 Operagoes de Conjuntos e Relagoes Classicas

Considerando a defini¢ao de operacoes para conjuntos e relagoes classicas, temos que
distinguir entre operagoes para conjuntos ou relagoes de dominio compativel e as
que nao sao. Os conjuntos ou relagdes de dominio compativel sao caracterizados por
que eles sao definidos no mesmo conjunto universal ou no mesmo produto cartesiano
de conjuntos. A seguir mostraremos as mais importantes operagoes para conjuntos

ou relagoes de dominio compativel.

Definigao 5.1.4 (Inclusao). Um conjunto A estd incluido (contido) em, ou € igual a
outro conjunto B se cada elemento de A também é um elemento de B. Considerando

a X como o conjunto universal, podemos escrever em notacao simbdlica:
ACB & VreX [reA=uxe€B. (5.2)

Se A estd incluido em B, A pode ser referido como um subconjunto de B, A C B,

e B como o conjunto que contem A, B O A. Se A estd incluido em B e A nao €
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igual a B, entao podemos dizer que A € subconjunto proprio de B. e em nota¢ao

simbdlica, podemos escrever:
ACB & ACBANA+#B. (5.3)

Re-escrevendo a definicao em termos das fungoes caracteristicas pa(x) e pp(z) dos

conjuntos A e B, podemos escrever:
ACB & jpualx) <upp(r), Ve X. (5.4)

E se falamos que A € subconjunto proprio de B, em termos de suas funcoes carac-

teristicas, teriamos:
ACB <& pa(zr) <pp(x), Ve X. (5.5)

Definigao 5.1.5 (Igualdade). Dois conjuntos A e B, A, B C X, sao iguais se eles
contem exatamente os mesmos elementos. Em notacao simbdlica, podemos escrever

1sto como:

A=B & VreX[zre A& e B (5.6)
ou, equivalentemente utilizando a defini¢ao de inclusdo teriamos:
A=B &< ACBABCA (5.7)

e, em termos das fungoes caracteristicas pa(x) e pp(x) dos conjuntos A e B, pode-

mos reescrever estas definigoes como:
A=B < palx)=ug(x), Ve e X (5.8)

Definigao 5.1.6 (Complemento). O complemento A¢ do conjunto A € o conjunto
de todos os elementos do conjunto universal X que nao sao elementos de A. Em

nota¢ao simbolica podemos escrever isto como:
A={z |z eXNx ¢ A} (5.9)

Em termos da fungdo caracteristica pa(z) do conjunto A, a funcao caracteristica

fac(x) do complemento A® de A é definido como:

1 ose palo)

(5.10)

0
pac(x) =
1

0 se  pa()
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Analogamente, poderiamos definir este complemento como uma diferenca dada por:

prac(z) =1 — pa(z) (5.11)

Definigao 5.1.7 (Intersegao). A intersegcao de dois conjuntos A e B, A,B C X, ¢
um conjunto AN B que contem a cada elemento que € simultaneamente membro dos

conjuntos A e B. Em notagao simbdlica podemos escrever:
ANB={reX|zx€ A N z € B} (5.12)

Se o0s conjuntos A e B estiao dados en termos de suas fungoes caracteristicas pua(z)

e up(x), a fungao caracteristica panp(x) da interseccao AN B € definido como:

1 ose pale) = 1A () = 1,
pang(z) = (5.13)
0 outros casos.

Analogamente, poderiamos definir esta intersec¢ao por:

panp() = min{pa(), pp(w)} - (5.14)

Defini¢ao 5.1.8 (Uniao). A wuniao de dois conjuntos A e B, A,B C X, é um
conjunto AU B que contem a todos los elementos do conjunto A e do conjunto B.

Em notacao simbolica podemos escrever:
AUB={re X |z€ AV z€ B} (5.15)

Se os conjuntos A e B sao dados em termos de suas fungoes caracteristicas pa(z)

e up(z), a funcio caracteristica paup(x) da unido AU B € definida como:

1 se  palx)=1Vpug(x) =1,
paus(z) = (5.16)
0 outros casos.

Analogamente, poderiamos definir esta uniao por:

pavp(t) = mag{pa(x), us(2)} (5.17)

Definigao 5.1.9 (Diferenga). O conjunto diferenca de dois conjuntos A e B, A, B C
X, € um conjunto B\ A que contem a todos os elementos do conjunto B que nao

sejam elementos do conjunto A. Em notac¢ao simbdlica podemos escrever:

B\A={zeX|zeB N x ¢ A} (5.18)
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Esta operagao é geralmente utilizada para facilitar uma notag¢ao compacta, nao tem
que ser considerada como outra operagao bdsica de conjuntos, pois pode ser refor-

mulado em termos do complemento e da intersegcdo de conjuntos, por:
B\ A=BnA° (5.19)

Consequentemente a funcio caracteristica pp\a do conjunto diferenca B\ A pode
ser expressa em termos das fungoes caracteristicas pa(x) e pup(x) dos conjuntos A

e B respectivamente, como seque:

1 se  pa(r) =0App(r) =1,
ppa(x) = (5.20)
0 outros casos.

Analogamente, poderiamos definir esta diferencia por:

pp\a(@) = min{pac(w), np()} (5.21)

Definigao 5.1.10 (Composigao). A composi¢ao ou relagio composicio, S o R de
duas relagoes binarias R C X1 X Xy ¢ S C Xy X X3 € 0 conjunto de todos os pares
ordenados (x1,x3) € X1 X X3, para o qual existe pelo menos um elemento xy tal que

(x1,22) € R e (x9,23) € S. Em notagao simbdlica poderiamos escrever-o como:
SoR={(x1,23) | Iy € X, [(x1,22) € RA (22, 23) € S| R} (5.22)

Se as relagoes R e S estao dados em termos de suas fungoes caracteristicas pgr(xy, )
e ps(za, x3), a fungdo caracteristica pipos(x1,x3) da composi¢ao S o R € definida

como:

1 se  dzo € Xy com pr(xy,xe) = 1A pg(xe, z3) =1
NSoR($1,$3) =
0 outros casos.

(5.23)

5.2 Conjuntos Fuzzy

Como vimos na secgao anterior, podemos dizer que os predicados bindrios nao sao

outra coisa que subconjuntos e pelas definicoes mostradas temos que:
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1. Para todo subconjunto A de X existe uma tnica fungao caracteristica py de

{0,1}, onde {0,1}" denota ao conjunto das funcoes f : X — {0,1}

2. Dada uma f € {0,1}" qualquer, existe um conjunto A = {z € X | f(z) = 1},
tal que precisamente f = p4. Este conjunto é tnico; de fato, us = up se, e

somente se A = B, para todo A, B de P(X).

Consequentemente, as estruturas (P(X),U,N,¢) e ({0,1}* , min, max, 1 — id) sdo
isomorfas. Isto porque do ponto de vista da algebra nao existe diferenca entre
A C X ey € {0, 1}X. Em conclusao: o0s subconjuntos nao sao outra coisa que
fungoes.

Tratando-se de um conjunto no sentido classico, a relacao dicotéomica de perti-
néncia de um elemento e um conjunto deve estar bastante clara como um conceito
primitivo. Mais precisamente, dado um conjunto A e um elemento z, temos que x
pertence a A ou x nao pertence a A.

A nocao de conjunto fuzzy, dada por Zadeh em 1965, generaliza a ideia de con-
junto quando o conceito de pertinéncia de um elemento a um conjunto deixa de ser
um conceito primitivo como no caso classico. Por exemplo, seja A o conjunto dos

nameros inteiros positivos pequenos, isto é:
A ={z e N|z épequeno }.

Os ntimeros 2 e 20 pertencem a A? Intuitivamente poderiamos dizer que se 20 € A
entao 2 € A, e isto quer dizer que 2 teria um grau de pertinéncia maior que o grau de
pertinéncia do 20 em relagao ao conjunto A. A atribui¢ao de um grau de pertinéncia
de cada elemento a um conjunto passa entao a ser uma caracterizacao do proprio
conjunto. Para nosso exemplo, se consideramos a fungao p : N — [0, 1], dada por
pu(n) = % definindo o grau de pertinéncia de A, teriamos que 2 € A com um grau de
pertinéncia de 0,5 ¢ 20 € A com um grau de pertinéncia de 0,05, ou n com um grau
de pertinéncia de % Observemos que o atributo pequeno para x € N é subjetivo no
sentido que poderia-se ter uma infinidade de fungdes p : N — [0, 1] definindo o grau

de pertinéncia de cada elemento de A.
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Podemos ainda mais imaginar uma infinidade de conceitos que possuam a carac-
teristica que nao estejam bem definidas em suas fronteiras. Por exemplo, o conjunto,
dos homens altos, dos lagos grandes, o diagnéstico médico de um paciente, a classi-
ficacao de bactérias em quanto a sua natureza animal ou vegetal, os problemas de
uma determinada localidade, etc.

Seja X um conjunto (classico), consideraremos a definigdo apresentada por Za-

deh:

Definigao 5.2.1 (Subconjunto Fuzzy). Um subconjunto fuzzy A em X é um con-

junto de pares ordenados
A={(@ @) | € X.py(a) € [0,1]] (5.24)

onde py = X — [0,1] € uma fung¢ao chamada grau de pertinéncia de x em A,
com os graus 1 e 0 representando, respectivamente, a pertinéncia completa e a nao

pertinéncia do elemento ao conjunto fuzzy.

Exemplo 5.2.1. Seja o universo U = {1,2,3,4,5} e estabeleceremos o conjunto

fuzzy A por:

A={(1, 0);(2 0.25); (3, 0.5); (4, 0.75); (5, 1)}.

Este conjunto fuzzy poderia expressar quao grande é cada elemento de U. O grau de
subjetividade associado ao significado de grande (o tao grande) em cada individuo
reflexa-se nos valores assinados a ,u:‘(x), este mesmo conjunto A em notacao Zadeh,

poderia ser expressado por:

;1—0+0'25+ 0'5+ 0.75+1
1 2 3 4 5

Utilizando esta ultima ideia para Universos Finitos consideremos o universo
U ={x1,...,2,}, assim podemos definir o conjunto fuzzy A por:
pr()  ps(22) pi ()
A _l_ A _|_ . _l_ A

T X2 T,

A=

que em notacao de Zadeh comprimida, terfamos:

~ i ()
4= Zl ?xz')

(5.25)
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Por outro lado, se o universo do discurso X é um intervalo de niimeros reais, o
conjunto fuzzy A pode ser expressado como:

~ M;(l’z‘)
A- / L (5.26)

zeX

Observacao 5.2.1. Até agora utilizamos a notacao Z para denotar um conjunto
fuzzy, a partir deste ponto utilizaremos simplesmente A para denotar um conjunto
fuzzy so que para diferencia-lo do conjunto cldssico A, este serd acompanhado pela
palavra fuzzy; isto €, quando falemos sobre um conjunto cldssico A, diremos somente
conjunto A, sem utilizar a palavra cldssico ou a palavra crisp. Se A for um conjunto

fuzzy, utilizaremos a palavra fuzzy para diferencia-lo do conjunto cldssico.

5.2.1 Funcgoes de Pertinéncia

Uma fungao de pertinéncia é uma aplicagdo s : X — [0,1] que associada a um
conjunto fuzzy, representa a caracterizacao deste conjunto fuzzy, esta funcao em
geral é pre-fixada e poderia ser interpretar como o relaxamento no conjunto imagem
da funcao caracteristica de um conjunto. O sub indice A na funcao de pertinéncia é
usado de forma analoga & funcdo caracteristica de um subconjunto classico. E assim

que nesta secao serao mostradas as fungoes de pertinéncia mais comuns.

1. Funcao de Pertinéncia Triangular

A funcao de pertinéncia triangular é totalmente descrita por trés parametros
denotados por {a,b,c} ou (a,b,c) com a < b < ¢ onde (a,0) e (¢,0) denotam
os extremos do triangulo e (b, 1) o extremo central do triangulo. Dita funcao

de pertencia para um conjunto fuzzy A esté descrita por:

(

0 se z<a
ﬁ se a<zx<bd
pa(r) = (5.27)
% se b<x<c
0 se c<ux.
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equivalentemente poderfamos descrever esta fungao pela seguinte formula al-

pa(z) = max (min <Z:ZZ:“Z) ,o) (5.28)

ternativa:

e cujo grafico é:

Pertenencia

Figura 5.1: Funcao de Pertinéncia Triangular

2. Fungao de Pertinéncia Trapezoidal:

A funcao de pertinéncia trapezoidal esta totalmente descrita por quatro para-
metros denotados por {a,b,c,d} ou (a,b,c,d) com a < b < ¢ < d onde (a,0) e
(d,0) denotam os extremos inferiores do trapézio e (b,1) e (¢, 1) os extremos
superiores do trapézio. Dita funcao de pertencia para um conjunto fuzzy A

esta descrita por:

(0 se z<a
= se a<x<b
pa(r) =19 1 se b<zr<c (5.29)
Z:”C” se c<zx<d
0 se d<uz

\

equivalentemente poderfamos descrever esta fungao pela seguinte féormula al-

pa(x) = max (min (i:z,l,fl:i) ,0) (5.30)

ternativa:

e cujo grafico é:
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Pertenencia

Figura 5.2: Funcao de Pertinéncia Trapezoidal

3. Funcao de Pertinéncia Gaussiana:

A funcao de pertinéncia Gaussiana tem dois parametros: m que é responsével
do seu centro e o que é responsavel da sua largura, dita funcao de pertencia

para um conjunto fuzzy A esté descrita por:

(5.31)

Pertenencia
=
h
[ |
L]

Figura 5.3: Funcao de Pertinéncia Gaussiana

4. Funcao de Pertinéncia Sigmoidal
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A funcgao de pertinéncia sigmoidal é totalmente descrita por dois parametros:
m responsavel do seu grau de inclinagao, e * = ¢ o ponto de inflexao, dita
funcao de pertencia para um conjunto fuzzy A esté descrita por:

1

= e (5.32)

pra(z)

A grafica correspondente a fungao de pertinéncia Sigmoidal é:

=
T

Pertenencia

Figura 5.4: Funcao de Pertinéncia Sigmoidal

5. Fungao de Pertinéncia Gamma

A funcao de pertinéncia gamma esta totalmente descrita por dois parame-
tros: a responsavel pela coordenada do extremo inferior da grafica da fungao
e b responsavel pela coordenada do extremo superior da grafica da funcao de

pertinéncia, dita funcdo de pertencia para um conjunto fuzzy A esta descrita

por:
0 se z<a
pa(@)=4¢ =2 se a<z<b (5.33)
1 se  b<ux.

O grafico correspondente a funcao de pertinéncia Gamma é:

6. Funcao de Pertinéncia Ele

A funcao de pertinéncia ele esta totalmente descrita por dois parametros: a

responsavel pela coordenada del extremo superior da grafica da funcao de
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Pertenencia
=]
h
[ |

Figura 5.5: Funcao de Pertinéncia Gamma

T R o

pertinéncia e b responséavel pela coordenada do extremo inferior da gréafica da

fungdo de pertinéncia , dita fungao de pertencia para um conjunto fuzzy A

esta descrita por:

1 se x<a
pa(z) = —2”%3 se a<x<b
0 se b< .

Pertenencia
=]
h
[ |

Figura 5.6: Fungao de Pertinéncia Ele

(5.34)
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5.2.2 Operagoes de Conjuntos e Relaciones Fuzzy

Em concordancia com as definigbes de operacoes para conjuntos e relagoes classi-
cas, temos que distinguir entre as operagoes para conjuntos e relagoes fuzzy que
sao de dominio compativel e as que nao sao. Os conjuntos ou relacoes de dominio
compativel sao definidos sobre o mesmo conjunto universal ou sobre o mesmo pro-
duto cartesiano de conjuntos, respectivamente; conjuntos ou relagoes que nao sao
de dominio compativel estao definidos em diferentes conjuntos universais ou em di-
ferentes produtos cartesianos de conjuntos, respectivamente. A seguir mostraremos
as mais importantes operagoes para conjuntos e relagoes com dominios compativeis.
Veremos que as operagoes previamente definidas para conjuntos e relagoes cléssicas,
podem ser generalizadas por seus anélogos fuzzy por uma simple substituicao da
funcao caracteristica. Como novidade, temos uma propriedade caracteristica das
operacoes para conjuntos e relagoes fuzzy, o que indica a existéncia de diferentes

possibilidades de aplicacao de certas operacoes.

Definigao 5.2.2 (Inclusao). Como uma generalizagao da defini¢ao de inclusao clds-
sica, a inclusao de um conjunto fuzzy A em outro conjunto fuzzy B pode ser definido

em termos da sua fungao de pertinéncia pa(z) e pug(x) como:
ACB < pa(x) <ug(x), Ve e X (5.35)

Definigao 5.2.3 (Igualdade). Como uma generalizagao da definicao de igualdade
classica, a igualdade de um conjunto fuzzy A em outro conjunto fuzzy B pode ser

definido em termos da sua func¢do de pertinéncia pa(z) e pp(z) como:
A=B & ps(x) =pp(z), Ve e X (5.36)

Definigao 5.2.4 (Complementar). Complemento Fuzzy Estandar:
Dado um conjunto fuzzy A C X com funcao de pertinéncia pa(x), a fun¢ao de

pertinéncia piac(x) do complemento A¢ é definido por:

pac(x) =1 — pa(x), Vo e X (5.37)
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Esta operagao de complementacao fuzzy, foi originalmente introduzida por Zadeh e
for referida como complemento fuzzy estandar. O complemento fuzzy estandar tem
uma performance exatamente como a de complemento de um conjunto no sentido
classico quando a imagem da fungao de pertinéncia € restrito ao conjunto {0, 1}.
E assim que a forma fechada da expressio na definicio de complemento de um
conjunto fuzzy € uma extensao da definicao de complemento de conjuntos cldssicos.
O grdfico desta estaria representado por:

T+ e e e o R M i i

Figura 5.7: Fungao de pertinéncia p4(z) do conjunto A e Fungdo de pertinéncia

fac(x) do complemento fuzzy estandar A°

E evidente que o complemento fuzzy estandar nao € a unica possivel generali-
zag¢ao do complemento cldssico. De fato existe uma extensa variedade de fungoes
que resultariam ser uma generalizacao da operacao classica de complemento. Estas

fungoes serao tratadas como segue.

Complemento Fuzzy Generalizado
Como uma conveng¢ao na notagao, referimos, em general como complemento de

um conjunto fuzzy A a A°, e serd definida por uma aplica¢ao funcional ¢ da forma:
c:[0,1] — [0, 1], (5.38)
a mesma que relaciona o grau de pertinéncia:
pac () = clpa(z)] (5.39)

para cada grav de pertinéncia pa(x) do conjunto fuzzy A e para todo v € X. E evi-

dente que esta funcao c possui certas propriedades para produzir o conjunto fuzzy A€,
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propriedades que tem que ser verificadas em sua totalidade para que qualquer funcao
c:[0,1] — [0,1] possa ser o complemento de um conjunto fuzzy A. Explicitamente,
a fungao ¢ deve satisfazer os sequintes axiomas:

Azioma C1: ¢(0) =1 e c(l) =0 (Condigoes de limitagao)

Azioma C2: Para a,b € [0,1]: a < b= c(a) > c(b) (Monotonia)

Todas as fungoes ¢ que satisfazem os axiomas C1 e C2 sao a forma mais ge-
ral de complemento fuzzy. Os axiomas C1 e C2 sao geralmente referidos como a
axtomdtica de Skeleton para complementos fuzzy.

Mas, em muitos casos de significincia prdatica, consideraremos os sequintes dois
axiomas adicionais para o complemento fuzzy:

Azioma C3: ¢ € uma funcao continua. (Continuidade)

Azioma C4: clc(a)] = a; Ya € [0,1]. (Involugao)

E evidente que a classe de complementos fuzzy que adicionalmente satisfazem
os axiomas C3 e C4 formao uma subclasse da clase mais geral de complementos
fuzzy induzidos pelos axiomas de Skeleton. Presentaremos a sequir trés subclasses

de complementos fuzzy continuos e involutivos:

e Clase de Complementos de Sugeno
A classe de complementos de Sugeno € definido por:

B 11—z
DY

Csug () com A\ €] — 1,00 (5.40)

Para cada valor do parametro X\, obtemos uma funcao complemento particular
que € continua e involutiva. Para A = 0, o complemento fuzzy de Sugeno

torna-se no complemento estindar fuzzy definido por Zadeh.

e Clase de Complementos de Yager

A classe de complementos de Yager, € definido por:
Cyag(z) = (1 — )" com 1 €]0, 0] (5.41)

Aqui o complemento estandar fuzzy € obtido quando n = 1.
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e (Clase de Complementos de M.

. 1
11—z st T < %

cu(z) = VA € (0, 00) (5.42)

1-z ; 1
> SO wo gt

Note que aqui o complemento estindar obtém-se quando A = 1.

Prova: Provaremos que cp(x) € um complemento involutivo e continuo para

A>1

— C1: Note que 0 < 1%, VA > 0, entdo substituindo em (5.42) teremos

que cp(0) = 1=X-0 =1, e para x = 1 temos que 1 > 5, YA > 0,

entao teremos que cyy = % = 0 portanto cp; verifica as condig¢oes de

limitagao.
— C2: Esta parte da demostragao serd dividida em 3 partes:
1. Para r1 <19 < 1%\:
Note que como A > 0, entao % > 0 e asstm —% < 0, multiplicando esta
erpressao a r1 < Ty teremos —% -T2 —% - Tg, logo 1 — % x> 1— % - X9

e assim obtemos que c(x1) > c(x2).

.o 1 .
12. Para > <z < xy:

Como x1 < x9, entao —x1 > —x9, logo temos que 1 —x1 > 1 — x5 € como

1 11—z 1—z :
sabemos que 5. > 0, obtemos que =™ > =52 e assim c(x1) > c(x2)

1

112. Para z; < T

Sl’Q.’

> 0 e daqui temos que, —\ < —% <

Note que se A > 1, entao A > X

1
X
0, multiplicando aos extremos desta desigualdade x1 < xo teremos que

—Axr; < —%xg, somando % obtemos que % —Ar > %— %1}2 e daqui temos
que, 1 —=A\zy > 5 —Axy > § — 12, portanto temos que c(x1) > c(xs). Por
outro lado se 0 < X\ < 1 teremos que, se x1 < xy entdo —Ax; > —%xg e
desta ltima expressao temos que 1 — Axqy > % — %5132, o que quer dizer
que,c(x1) > c(xa).

De 1,11 e 111 obtemos que cy; verifica a condi¢cao de monotonia.
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— C3:Sabemos que uma funcao f = cp 2 [0,1] — [0,1] definida em [0,1] €
continua [12] em a = =5 € [0,1] quando, para todo e > 0 dado arbitra-
riamente, pode-se obter § > 0 tal que x € [0,1] e |z — a| < § impliquem
|f(z) — f(a)|] < 9; para este caso, dado que a fungao cyr esta definida por
duas fungoes lineares e como toda fung¢ao linear € continua, basta provar
que las dos fungoes se intersectam em x = 1%\ isto para garantir que ela
€ continua em dito ponto; isto é: dadas as duas fungoes lineares 1 — \x e
PT”” dizemos que elas se intersectam se 1 —\x = I*Tx para algum x € [0, 1]
assim A — N2x =1 —x e daqui A — 1 = (\? — 1)z e desta 4iltima temos

1

que 15 = x que pertence a [0,1] para todo X\ > 0; o que garante que cpy

€ continua.

— C4: Es evidente que cp(cp(a)) = a con a € [0,1].

Da verificacao destes quatro axiomas teremos que a func¢ao cy; antes definida

€ um complemento fuzzy.

Definigao 5.2.5 (Interse¢ao). Interse¢ao Fuzzy Estandar:
Dados dois conjuntos fuzzy A e B, A, B C X com fungdes de pertinéncia pa(zx) e

up(x), a fungdo de pertinéncia panp(x) da intersecao AN B € definida por

pang(x) = minlpa(x), pp(z)] Vo € X. (5.43)

A operacao de intersecao fuzzy € também referida como MIN-intersecao ou interse-
cao fuzzy estdandar e foi originalmente introduzida por Zadeh. Em similaridade com
o caso do complemento estandar fuzzy, a intersecao fuzzy estardar, atua exatamente
como a interse¢ao cldssica de conjuntos, quando € restrita ao conjunto {0,1}. E as-
sim que a intersecao fuzzy estindar € uma generalizagcao da operagao de intersegao
classica de conjuntos.

Para dois conjuntos fuzzy A e B o grdifico da interse¢ao fuzzy estandar estard
representada por:

E claro que, a intersecio fuzzy estandar ndo é a tnica possivel generaliza¢io

da sua contraparte crisp o cldssica. De fato, existem muitas classes de func¢oes na
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0 x 0 E%

Figura 5.8: Fungoes de pertinéncia pa(x) , pp(x) e funcdo de pertinéncia pang(z)

da intersecao fuzzy estandar AN B

qual cada um dos seus elementos qualifica como possiveis generalizacoes da operac¢ao
classica da intersegao. FEstas fungoes serao tratadas como seque:

Intersecgoes Fuzzy Gerais, norma triangular ou t-normas

Como uma convencao notacional, a intersecao AN B de dois conjuntos fuzzy A e

B, em geral, é definido pela aplicagao funcional i da forma:
i:[0,1] x [0,1] — [0, 1] (5.44)
a qual relaciona o grau de pertinéncia:

panp(x) = ilpa(r), pp(e)l; (5.45)

onde o argumento € formado por um par de graus de pertinéncia pa(x) e ug(x) dos
conjuntos fuzzy A e B para todo © € X. E evidente que a funcio i possui algumas
propriedades para produzir AN B, estas propriedades caracterizarao a AN B como
intersecao dos conjuntos fuzzy A e B. FExplicitamente, a funcao i deve satisfazer
0s sequintes requerimentos, os quais serao apresentados em forma axiomdtica para
todo a,b,c € [0,1]:
Axioma I1: i(a,l)

Azioma I12: i(a,b) =i(b,a) (Comutatividade).
Azioma I3: i(a,i(b,c)) =i(i(a,b),c) (Associatividade).
Azioma I4: a < b= i(a,c) <i(b,c) (Monotonicidade).

a (Condicao de Limitacao).

Todas as fungoes i que satisfacam os axiomas de I1 a I}, formam a classe mais

geral de intersecoes fuzzy. Os axiomas de I1 a 1} sao normalmente referidos como
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a Aziomdtica de Skeleton para intersecoes fuzzy e muito mais ainda referidas como
normas triangulares ou t-normas, as mesmas que jd foram extensamente estudadas.
As t-normas mais frequentes que satisfazem os axiomas I1 - 1, serao listados

como seque (todas definidas para todo a,b € [0,1]):
e MIN-interse¢ao: imin(a,b) = min(a,b).
o Produto Algébrico: i4y(a,b) = ab.
e Diferenca Limitada: ipnq(a,b) = maz(0,a +b— 1)

a se b=1
e Produto drdstico: ig(a,b) =< b se a=1
0 outros casos
O produto algebraico junto com a MIN-intersecao foram introduzidos por Zadeh,
a diferenca limitada foi proposta por Giles e o Produto drdstico por Dubois e Prade.
Para as t-normas mencionadas anteriormente podemos estabelecer uma ordem, isto

é, as 4 t-normas para todo a,b € [0, 1] ordenam-se do sequinte modo:
idrt(‘% b) S ibnd(aa b) S ialg(a7 b) S imin<a7 b) (546>

Além disso, podemos dizer que em geral, toda t-norma i € limitada pelo produto

drdstico de um lado e pela MIN-interse¢ao do outro. Assim, para todo a,b € [0,1]:
iart(a,b) <i(a,b) < ipin(a,b) (5.47)

Novamente varias classes de t-normas foram estudadas, dentre as quais enunciare-

mos a duas das mais importantes:

o (lase de Intersecgoes de Yaguer

A classe de intersecoes de Yaguer, € definido por:

iyag(a,b) =1 —min [1, [(1—a)”+ (1=b)"“]""|, com wel0,00]. (5.48)

e (lase de Interseccoes de Dubois y Prade
ab

_— 1
max|a, b, com o € [0,1]

ipu(a,b) =
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Definigao 5.2.6 (Uniao). Dados dois conjuntos fuzzy A e B, A, B C X com fungdes

de pertinéncia pa(z) e up(x), a fungao de pertinéncia paup(z) da unidgo AU B é

definida por

paus(x) = max[pa(z), pp(r)] Vo e X (5.49)

A operacao de uniao fuzzy € também referida como MAX-unidao ou unido fuzzy
estindar e foi originalmente introduzida por Zadeh. Em similitude com o caso do
complemento estandar fuzzy e da intersecao fuzzy estandar, a unigo fuzzy estardar,
actua como a uniao cldssica de conjuntos, quando € restrita ao conjunto {0,1}, é
assim que a intersec¢ao fuzzy estindar é uma generaliza¢ao da operagao de unido
classica de conjuntos.

E assim que para dois conjuntos fuzzy A e B a grdfica da unido fuzzy estandar

estaria representada por:

054 .‘ | l'. || 051
.

0 x 0 X

Figura 5.9: Fungoes de pertinéncia pa(z) , up e Fungao de pertinéncia paup(z) da

uniao fuzzy estandar AU B

E claro que, a unido fuzzy estandar nio € a unica possivel generalizacio da sua
contraparte crisp o cldssica. De fato, existem muitas classes de funcoes na qual cada
um dos seus membros qualifica como possiveis generalizacoes da operacao cldssica
da interseccao. Fstas fungoes serdo tratadas como seque:

Unioes Fuzzy Gerais, norma triangular ou t-normas
Como uma convengao notacional, a uniado AU B de dois conjuntos fuzzy A e B, em

geral, € definido pela aplicacao funcional u como seque:

w:[0,1] x [0,1] —> [0, 1] (5.50)
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a qual relaciona o grau de pertinéncia:

paus(r) = ulpa(x), pp(x)] (5.51)

onde o arqgumento estd formado por um par de graus de pertinéncia pa(x) e pg(x)
dos conjuntos fuzzy A e B para todo x € X. E evidente que a funcdo u possui
algumas propriedades para produzir AU B, estas propriedades caracterizarao a AUB
como unido dos conjuntos fuzzy A e B. FExplicitamente, a fun¢do u debe satisfazer
0s sequintes requerimentos, os quais serao apresentados em forma axiomdtica para
todo a,b,c € [0,1]:

Azioma Ul: u(a,0) = a (Condigao de Limitagao).

Azioma U2: u(a,b) = u(b,a) (Comutatividade).

Axioma U3: u(a,u(b,c)) = u(u(a,b),c) (Associatividade).

Azioma Uj: a < b= u(a,c) <u(b,c) (Monotonicidade).

Todas as fungoes u que satisfacam os axiomas de U1l a U4, formam a classe
mais geral de unioes fuzzy. Os axiomas de U1l a U4 sao normalmente referidos
como a Axiomdtica de Skeleton para intersegoes fuzzy e muito mais ainda referidas
como conormas triangulares, t-conormas ou s-normas.

As s-normas mais frequentes que satisfazem os aziomas U1 - U4, serdo listados

como seque (todas definidas para todo a,b € [0,1]):

o MAX-uni@o: upmqez(a,b) = max(a,b).

Soma Algébrica: uggy(a,b) =a+b— ab.

Soma Limitada: upna(a,b) = min(1l,a + b)

a se b=20

Uniao Drdstica: ug.(a,b) =< b se a=0

0 outros casos

A soma algébrica junto com a MAX-uniao foi introduzido por Zadeh, a soma

limitada foi proposta por Giles e o Uniao drdstica por Dubois e Prade. Para as
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s-normas dadas anteriormente podemos estabelecer uma ordem, isto €, para todo

a,b € 10,1] as 4 s-normas ordenam-se da sequinte forma:
umar(aa b) S ualg(aa b) S ubnd(aa b) S udrt(aa b) (552)

Além disso, podemos dizer que em geral, toda s-norma u € limitada pela soma drds-

tica de um lado e pela MAX-uniao do outro. Assim, para todo a,b € [0,1]:
Umaz (@, b) < u(a,b) < ug(a,b) (5.53)

Novamente varias classes de t-normas foram estudadas, dentre as quais enunciare-

mos duas das mais importantes:

e (lase de Unioes de Yaguer

A classe de unioes de Yaguer, € definido por:
Uyqq(a,b) = min [1, [ + b1, com w €]0, 0] (5.54)

o (lase de Unioes de Dubois e Prade

a+b—ab—minla,b, (1 — )]
max[(1 —a), (1 —b),a]

upup(a, b) = com « € [0,1]

5.2.3 Niveis de um Conjunto Fuzzy

Enunciaremos agora alguns elementos basicos sobre conjuntos fuzzy, utilizando o
conceito de nivel, mas antes apresentaremos alguns conceitos fundamentais para o

desenvolvimento desta.

Definigao 5.2.7. Seja pn: R™ — [0,1] e a € [0,1]. Definimos o a-nivel de p como
o conjunto:

] ={z e R": p(x) > a}, a>0.

Também definimos o Suporte [1u]° de um conjunto fuzzy u por:

supp(p) = [1]" = {z € R" : p(z) > a}

As propriedades dos a-niveis sao:



Gino Maqui 93

Proposigao 5.2.8. A familia de niveis {[pu]* : « € [0,1]} de um conjunto fuzzy u,

verifica as sequintes propriedades:
1. [u]® D [p]® 2 [u]? para todo 0 < o < B;

2. Seay, S a entao [u]* = () isto €, a aplicagao de nivel é continua a esquerda;
n=1

8. pin = po & [pn]* = [p2]®, Va € [0,1];
4. [p]* # ¢ para todo o € [0, 1] € equivalente a p(z) = 1 para algum x € X;
5. A relagao:

iy C po e pn(x) < po(z), Vo € X & [u]* C [u]", Vo € [0, 1],

¢ uma ordem parcial sobre a classe de todos os conjuntos fuzzy F(R™) sobre

R™.
Definicao 5.2.9. Dado um conjunto fuzzy p em R, dizemos que:
1. p € compacto, se [pu]* é compacto para todo o € [0, 1];
2. 1 € convero, se [u]* é convexo para todo « € [0, 1];

3. p € normal, se existe x € R tal que p(x) = 1.
€ daqui dizermos que:
e F(R) ¢ a familia de conjuntos fuzzy compactos e normais.

o F(R) é a familia de conjuntos fuzzy compactos, converos e normais, familia
que normalmente é conhecida como familia de intervalos fuzzy e cujos elemen-

tos chamaremos de nimeros fuzzy.

5.2.4 Operagoes Algébricas sobre F(R")

E claro que se u, pto € F(R"), entdo podemos ndo esperar que as operagdes algé-
bricas usuais entre fungoes sejas as adequadas sobre F(R"), dado que, por exemplo,

se somamos i1 € fio ponto a ponto, poderia acontecer que:

(11 + p2)(z) = pa () + pa(z) € [0,1]
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A solucao deste problema passa pelo chamado principio de extensao de Zadeh, o

mesmo que detalharemos a continuacao:

O Principio de Extensao de Zadeh

O principio de extensao de Zadeh para uma funcao f : X; x Xy — Y tem por
objetivo indicar como deve ser a imagem de um subconjunto fuzzy A de X por meio

de f. E de se esperar que esta imagem seja um subconjunto fuzzy de Y, isto é.

Definigao 5.2.10. (Principio de Extensdo de Zadeh) Seja f uma fungdo tal que

f: X1 xXo =Y, f pode ser estendida ao contexto fuzzy como:

~

onde:

; S () A(es) se [y) # 6
flpa, pe)(y) = (z1,22)€f " H(y)

0 se fly)=¢
para cada y €Y

Mesmo que o Principio de Extensao estenda o conceito de uma funcao aplicada
a um subconjunto classico de X, em geral, o calculo de f nao foi implementada de

modo pratico, exceto para fungdes muito simples.

Exemplo 5.2.2. Seja f : R — R definida por f(x) = ax+b com a # 0, nos poderia-
mos obter facilmente f : F(R) — F(R) definida por: f(u)(y) = p <Lb) , Y€
y—
F(R).
E dizer se f ¢ bijetora, teremos f(p)(y) = p(f~(y)).
Se retomamos a ideia das operagoes algébricas sobre F(R™) teremos que a adigdo

e a multiplicacao por escalar pode ser feita utilizando o principio de extensao de

Zadeh, isto é:

Definicao 5.2.11. Se consideramos f: R" x R" — R", f(z1,x2) = x1 + 2, entdo

ela induz uma adi¢do sobre F(R™) tal que:

(1 + p2) (@) = sup (@) A pa(2)

r1+To=x
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para todo x € R™.
Analogamente, se 6 € R\ {0} e up € F(R"), entao considerando a aplicagao
f:R* = R" f(x)=dx e utilizando o principio de extensao de Zadeh teremos que

f induz um produto por um escalar sobre F(R™) tal que:

x
(51) ) = (5)
para todo x € R™.

E claro que, destes tltimos resultados, tanto pi; 4 e como du pertencem a F(R™),

e aqui surgi a seguinte pergunta muito interessante:
Como sao os a-niveis de pq + po € dpu?

O seguinte teorema responderé esta pergunta.

Teorema 5.2.12. Sejam f : X1 x Xo — Y uma fungao continua e p um subconjunto

fuzzy de Xy x Xs, entao para todo a € [0, 1] vale:

(1™ = (1)

Este resultado indica que os a-niveis do conjunto fuzzy, obtidos pero principio
de extensao, coincidem com as imagens dos a-niveis pela funcao crisp.

S6 que até agora a proposta de obter f (1) utilizando a aritmética intervalar
standard traz um serio inconveniente, que acontece nos processos de céalculo com

intervalos, o mesmo que é conhecido como efeito de sobrestimacao ([5]).

Exemplo 5.2.3. Consideremos o nimero triangular fuzzy 1(1/2;1;3/2) onde:

e = |55

se nos queremos obter pu? — 2u, entao utilizaremos a funcao f : R — R definida por

f(x) = 2% — 2z para assim obter f(u) = p® — 2pu.

. p 11 5
E assim que se nos utilizamos a SIA teremos que: [f(u)]° = {—Z, Z_J
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Agora se fatoramos a fungao a ser estendida, isto é f(x) = z(x — 2) teremos que

a sua extensdo sera da forma f(u) = p(u — 2) e daqui utilizando a SIA obtém-se

A 9 1
0
ue =|—=,—=
ave [F) = |53
Mas se nos utilizamos a SLCIA veremos que, mesmo se fatoramos ou utilizamos
qualquer forma equivalente de nossa fungao a ser estendida, obteremos o mesmo

. p 3
resultado. E assim que para nosso exemplo teremos que [f ()]’ = {—1, _Z_J mesmo

se a fungao esteja dada por f(z) =2 — 2z ou f(x) = z(x — 2)

Observacao 5.2.2. Dada uma funcao f a ser estendida no contexto fuzzy para f
teremos que, dependendo da aritmética a ser utilizada esta mudard o resultado e/ou

terd algumas propriedades adicionais, é assim que:

STA Neste caso acontecem dois fendmenos interessantes, pois dependendo da fun-
cao a ser estendida enquanto ela dependa menos da varidvel ou vaidveis in-
dependentes na funcao a ser estendida, ela se aprorimara mais ao resultado
esperado, isto €, se consideramos a funcdo de nosso ultimo exemplo teremos
que se fi(z) = 2% — 2z, fo(x) = z(x —2) e f3(x) = (x — 1)* — 1 sdo formas
equivalentes da fungao original, mas na extensao, por exemplo, se analisamos
o nivel zero para cada caso obteremos [f1(11)]° 2 [f2(1)]° 2 [f3(10)]°. O outro
fenomeno interessante € que se nos particionamos o dominio, e fazemos a ex-
tensao para cada particao obteremos que, enquanto mais fina seja a parti¢ao

a extensao se aprorimara mais do resultado desejado.

CIA Para este caso suponhamos que a funcio a ser estendida é f : R? — R tal que
f(z,y) = zy entdo se consideramos v =y + ¢, € > 0 teremos que a extensao
se comporta como se estivéssemos utilizando a SIA, fato que implica que, ante

pequenas perturbacoes o resultado poderia mudar radicalmente.

SLCIA Até agora ela nos esta dotando uma extensao consistente, no sentido de

obter resultados desejados.

Depois desta observacao, utilizando a SLCIA teremos melhores resultados em

proposicoes como a seguinte:
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Proposicao 5.2.13. Sejam A e B numeros fuzzy com a-niveis dados, respectiva-
mente, por [A]* = [A,, Ad] e [B]* = [B,, Ba]. Entdo utilizando a SLCIA valem as

sequintes propriedades:

1. A soma entre A e B € o numero fuzzy A+ B cujos a-niveis sGo:

[A+ B]* = [A]* + [B]";
2. A diferenca entre A e B € o numero fuzzy A — B cujos a-niveis sao:
[A—B]* = [A]* = [B]%
3. A multiplicagao de § por A é o numero fuzzy 0A cujos a-niveis sao:
[DA]" = S6[A];
4. A multiplicacao de A por B € o nimero fuzzy A - B cujos a-niveis sao:

[A- B]* = [A]" - [B]%;

5. A divisao de A por B, se 0 ¢ supp(B), é o nimero fuzzy 5 cujos a-niveis

$Q0:

A" (AP
B] — [B
Demonstracao. A demonstragao segue imediatamente a partir da definicao 1.3.5,

desde que as operagoes intervalares fiquem bem definidas. ]

Se voltamos para nosso exemplo de extensao e se lembramos o teorema [5.2.12]
teremos que, considerando a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores a [f(u)]a =

f([©]*) € uma fungao intervalar total, e assim ela poderia ser descrita por:

s = (5250

= | pmin (01, s (0

A€[0,1] A€[0,1]
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2
Destas ultimas expressoes se analisamos o nivel zero veremos que:

s = 1 ([53))

_ in {fA([u]O)},Arg[%{fx([u]o)}]

| A€[0,1]

onde fu([]°) = (HO‘ Y —a))2 ) (1;“ A —a)>

3 3
_ . 2_ v 2_ v
= i 7 A= g ma A - A 4}}

-
4

Note que este ultimo é o resultado que esperavamos quando fazemos um analise
ponto a ponto.
Uma outra aplicacao imediata dos resultados dos capitulos anteriores poderia ser

a seguinte:

5.2.5 Sequéncias de Numeros Fuzzy

Nesta parte apresentaremos as sequéncias de niumeros fuzzy e analisaremos a sua

convergéncia, utilizando as técnicas apresentadas nos capitulos anteriores.

Defini¢ao 5.2.14. Uma sequéncia em Fi(R) € simplesmente uma fung¢ao ¢ de N

em Fi(R). Se ¢ : N — F(R) € uma sequéncia, podemos escrever também:
(An); (An)nEN ou (AOaAhAQa'“)
para ¢, onde A, := @(n) € o n-ésimo termo da sequéncia p = (Ap, A1, As, ...).

Este tipo de sequencias antes definidas serao chamadas de Sequencias de Numeros

Fuzzy e a continuacao analisaremos a sua convergéncia.

Definicao 5.2.15. Dizemos que uma sequéncia de nimeros fuzzy (Ap)nen € con-

vergente se sua correspondente sequéncia de a-niveis o €, isto €:

(A)nen — A € Fi(R) se ([An]®)nen — [A]* € T
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Proposicao 5.2.16. Sejam A, B,, A, B € F;(R) tal que A, — A, B, — B, entao

teremos os sequintes resultados:
a) A, + B, — A+ B;

b) A, - B, — A— B;

c) A, B, — A-B;

A A
d) B—”—)— para todo B, e B 2 0.

n B’
Demonstracao. A demonstragao destes resultados decorre imediatamente dos resul-

tados de convergéncia de ntimeros intervalares. ]

Exemplo 5.2.4. Seja (A )nen uma sequéncia de numeros fuzzy tal que sua corres-

pondente sequéncia de a-niveis € ([An]®)nen €
[A,]* = [—1 —e"+(1l+eMa,l1+e "= (14 e_")oz]
, € simples ver que ([Ap]*)neny — [—14+ a,1 — @

Exemplo 5.2.5. Seja (A, )nen uma sequéncia de nimeros fuzzy tal que sua corres-

pondente sequéncia de a-niveis € ([Ap]*)nen € [An]* = AL ao,14e " — aa]
n
1 1
ondea=1+ e — = .2 n} é simples ver que ([Ap]*)neny — [—1+ a, 1 — @]

2 2

Conclusoes do Capitulo

Este capitulo foi apresentado com o objetivo de mostrar uma aplicacao das te-
orias desenvolvidas nos capitulos anteriores, neste sentido, fazemos uma breve in-
troducao dos conceitos preliminares da matemaética fuzzy, e com estas ferramentas
definimos os conjuntos fuzzy como uma extensao natural dos conjuntos do caso
classico. Mostramos, alguns conjuntos fuzzy especificos e suas propriedades opera-
cionais utilizando o conceito de a-nivel, induzindo assim a utilizagao do principio
de extensao de Zadeh, onde é mostrada que esta extensao depende diretamente da
aritmética intervalar a ser utilizada, estes resultados sao exemplificados. Finalmente
foi introduzido o conceito de sequéncias de ntimeros fuzzy e depois é analisada a sua

convergéncia utilizando a aritmética intervalar restrita de niveis simples.



CONCLUSOES

Sabemos que a maioria dos conceitos e resultados importantes da Anélise Mate-
matica se referem, quer explicita quer indiretamente, a limites. Dai o papel principal
deste estudo. O objetivo é desenvolver futuramente outros tipos de limites mais so-
fisticados, como derivadas intervalares, integrais intervalares, sequéncias de fungoes
intervalares, etc. Nesse sentido, este estudo desenvolveu: os ntimeros e espagos de
intervalos ou espaco intervalar proprio, seguido pelas relacoes e fungoes intervalares,
dando assim sentido ao estudo das sequéncias de ntimeros fuzzy e dos limites das
fungoes intervalares. Apresentamos também os conceitos preliminares utilizando a
SLCIA, e mostramos algumas propriedades tais como, monotonicidade, injetividade,
etc. E como aplicar estas propriedades e teorias do contexto intervalar no contexto
fuzzy.

Temos a certeza de que este estudo tera um aporte significativo em estudos poste-
riores do calculo intervalar, como também em outras areas que envolvam estudos de
modelos mateméticos com incerteza, dentre estas areas podemos citar desde equa-
¢oes diferenciais intervalares, até aplicagoes em &areas que envolvam estudos com

incerteza generalizada, como a matematica fuzzy.
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