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Resumo

Interações dipolo-dipolo são forças intermoleculares que ocorrem entre moléculas pola-

res quando o momento dipolo de duas moléculas interagem entre si. Tais interações

são focos de estudos dadas sua relevância em sistemas biológicos como a estabilização

da tripla hélice do colágeno, uma proteína estrutural com papel fundamental em teci-

dos do corpo humano como pele, cartilagens e ossos. Ou mesmo quando se estuda o

connamento espacial de algumas moléculas onde se observa o momento dipolo de tais

moléculas sendo notavelmente afetado quando colocadas em connamento, tendo um

comportamento distinto para cada uma das moléculas estudadas. No presente trabalho,

estuda-se o comportamento de duas moléculas com funções no sistema biológico, sendo

elas, a molécula de CO-CO e a molécula HCl-HCl, em que ambas são tratadas para

os casos livre e em connamento dentro de cavidades esféricas que mimetizam volumes

de cavidades proteicas, variando-se o raio de connamento entre 4,9787 a 1050,00 uni-

dades atômicas (u.a.). O sistema foi estudado por meio da resolução da equação de

Schrödinger, cuja função de onda teste foi obtida com uso do formalismo da Mecânica

Quântica Supersimétrica e por m, realizado o cálculo e minimização dos autovalores

de energia do estado fundamental de ambos sistemas estudado com auxílio do método

variacional. Na interação CO-CO, a minimização dos autovalores de energia permitiu

obter um autovalor de energia estável de -8,60133×10−7 u.a. quando o sistema deixa o

connamento. Por m, para o cálculo dos autovalores de energia da interação da molé-

cula HCl-HCl, foi feita uma modicação na ordem do potencial utilizado e consequente

minimização dos autovalores de energia obtidos, mostrando um autovalor de energia de

-0,0035661 u.a. para ambos os casos. Além disso, o resultado obtido é corroborado com

os vistos na literatura, em que se encontra o autovalor de energia para esse sistema na

faixa de -0,003023 u.a.

Palavras-chave: Connamento, Interações dipolo-dipolo, Mecânica Quântica

Supersimétrica, Método variacional.



Abstract

Dipole-dipole interactions are intermolecular forces that occur between polar molecules

when the dipole moment of two molecules interacts with each other. Such interactions

are the focus of studies given their relevance in biological systems, such as the sta-

bilization of the collagen triple helix, a structural protein with a fundamental role in

human body tissues such as skin, cartilage, and bones. Even when studying the spatial

connement of certain molecules, the dipole moment of these molecules is notably af-

fected when placed in connement, exhibiting distinct behavior for each of the molecules

studied. In this work, the behavior of two molecules with functions in the biological

system is studied, namely the CO-CO molecule and the HCl-HCl molecule. Both are

treated for both free and conned cases within spherical cavities that mimic protein cav-

ity volumes, varying the connement radius between 4,9787 and 1050,00 atomic units

(a.u.). The system was studied by solving the Schr"odinger equation, with the test wave

function obtained using the formalism of Super Symmetric Quantum Mechanics. Fi-

nally, the calculation and minimization of the energy eigenvalues of the ground state of

both systems were performed using the variational method. In the CO-CO interaction,

the minimization of energy eigenvalues allowed obtaining a stable energy eigenvalue of

-8,60133×10−7 a.u. when the system leaves connement. Finally, for the calculation of

the energy eigenvalues of the HCl-HCl molecule interaction, a modication in the order

of the potential was made, resulting in a minimized energy eigenvalue of -0,0035661 a.u.

for both cases. Additionally, the obtained result is consistent with literature ndings,

where the energy eigenvalue for this system falls within the range of -0,003023 a.u..

Keywords: Connement, Dipole-dipole interactions, Supersymmetric Quan-

tum Mechanics, Variational method.
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Capítulo 1

Introdução

Interações dipolo-dipolo são interações que ocorrem entre moléculas polares, ou seja,

moléculas que têm uma distribuição assimétrica de suas densidades eletrônicas e pode

ser entendida como uma força atrativa que surge devido à atração eletrostática entre os

dipolos elétricos das moléculas (ATKINS; PAULA; FRIEDMAN, 2013).

A importância das interações dipolo-dipolo se dá desde sua função na estabilização

da tripla hélice do colágeno, uma proteína estrutural com papel fundamental em tecidos

do corpo humano como pele, cartilagens e ossos (IMPROTA; BERISIO; VITAGLIANO,

2008).

Figura 1.1: Representação da tripla hélice do colágeno.

Fonte: (BERISIO et al., 2002)
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Outra utilização dessas interações é mostrada em (CHOŁUJ; BARTKOWIAK, 2016),

em que se é estudado o connamento espacial de algumas moléculas - e do monóxido de

carbono em particular - com uso do tamanho de suas ligações químicas onde se conclui

que o momento dipolo de tais moléculas é notavelmente afetado quando colocadas em

connamento, tendo um comportamento distinto em todo o sistema para cada uma das

moléculas estudadas.

Na atualidade, as moléculas abordadas nesse trabalho, nomeadamente, a molécula de

monóxido de carbono, CO, e a molécula de ácido clorídrico, HCl-HCl, continuam sendo

de grande interesse de estudo pela comunidade cientíca. O monóxido de carbono

no estado gasoso é uma molécula incolor e altamente tóxica e nos últimos anos teve

somada à sua já conhecida atividade vasoativa, uma atuação gastroprotetora contra

danos induzidos causados por etanol (MAGIEROWSKA et al., 2015). Além disso,

há estudos demonstrando seus benefícios como agente prolático e homeostático na

recuperação de pacientes que passaram por transplante de orgãos, auxiliando ainda no

tratamento de moléstias como a malária, hipertensão e doenças inamatórias quando

administrado em baixas concentrações (MOTTERLINI; OTTERBEIN, 2010; TAKAGI;

UCHIYAMA; NAITO, 2015). Outro fato relevante é sua produção industrial para

utilização na síntese de diversos compostos, como o ácido acético, os policarbonatos, o

anidrido acético e as policetonas (GEORGE, 2000).

Tem-se ainda, que quando a molécula de CO é estudada em sistemas que mimetizam

proteínas globulares como por exemplo, a Mioglobina, seu comportamento energético

torna-se dependente da temperatura, o que torna o monóxido de carbono ou outras

moléculas também pequenas como potenciais sensores de tensão em proteínas com ca-

vidades internas hidrofóbicas, conforme demonstrado em (LEHLE et al., 2005).

O ácido clorídrico em fase de gás apresenta coloração amarelada e odor penetrante,

sendo um ácido altamente corrosivo (HANUM; BANI; WIRANI, 2017). Dentre as

aplicações do ácido clorídrico no sistema biológico, se destaca sua atividade no trato

intestinal em que o ambiente ácido causa a alteração da densidade eletrônica líquida das

proteínas e consequente aumento da repulsão eletrostática e ruptura de algumas ligações

8



de hidrogênio dada a queda brusca da acidez levando as proteínas a desnaturarem-se e

então, perderem suas funções (GONÇALVES, 2021).

Ademais, por ser um ácido altamente corrosivo, comumente faz-se sua aplicação no

desenvolvimento de novas tecnologias industriais como em (HANUM; BANI; WIRANI,

2017), em que é realizado um tratamento químico com ácido clorídrico por sua carac-

terística higroscópica, diminuindo a umidade do carvão e por conseguinte, ativando a

adsorção do chumbo em baterias.

Nesta dissertação, se pretende estudar e calcular o autovalor de energia do estado

fundamental de um sistema quântico em que ocorre uma interação dipolo-dipolo em

regimes de connamento e livre, sob ação de um potencial de força central que por de-

nição, são potenciais em que a interação depende apenas da distância r entre os corpos

direcionada ao longo da reta que conecta o centro de massa de ambos (THORNTON;

MARION, 2011).

Diferentemente da abordagem convencional vista na literatura para resolução da

equação de Schödinger (JUNIOR, 2019)(SCHIFF, 1949)(GRIFFITHS; SCHROETER,

2018), utiliza-se aqui, a fatorização fornecida pela mecânica quântica supersimétrica

com uso dos operadores bosônicos de criação e destruição (FILHO, 2009).

A mecânica quântica supersimétrica é a aplicação da supersimetria, ou seja, uma

simetria que relaciona partículas bosônicas com partículas fermiônicas com mecânica

quântica. Criada inicialmente por Witten, essa teoria foi desenvolvida para explicar

a quebra dinâmica da supersimetria (STRAPASSON, 2001). Partículas bosônicas são

partículas que têm spin igual a 1 e obedecem à estatística de Bose-Einstein, e por não

obedecerem nenhum tipo de exclusão como o princípio de exclusão de Pauling podem

formar condensados e são representados por partículas como os fótons. Partículas fermi-

ônicas são partículas que têm spin 1
2
, seguem à estatística de Fermi-Dirac e obedecem ao

princípio de exclusão de Pauling, ou seja, dois férmions não podem ocupar dois estados

idênticos, sendo representadas por partículas como elétrons, neutrôns e prótons.

Acrescenta-se ainda, o fato de tal formalismo ser utilizado na resolução de problemas

clássicos como a partícula em uma caixa unidimensional (BATAEL et al., 2017), assim

9



como problemas como o potencial de Morse generalizado (PERA et al., 2022). Este

último, disposto no apêndice C.

Por m, o trabalho está organizado como se segue. No capítulo 2 é descrita a teoria

do método variacional. No capítulo 3 é apresentado o formalismo da mecânica quântica

supersimétrica com algumas de suas características abordadas de forma detalhada. No

capítulo 4, o potencial para interações dipolo-dipolo é resolvido via mecânica quântica

supersimétrica com uso do método variacional para o cálculo dos autovalores de energia.

No capítulo 5 é mostrado os resultados obtidos além da discussão dos dados com o

intuito de compará-los com os resultados encontrados na literatura. No capítulo 6 é

apresentado alguns comentários nais e conclusões do trabalho. Por m, nos apêndices

é disponibilizada a dedução do potencial estudado além dos Scripts utilizados no cálculo

dos autovalores de energia.
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Capítulo 2

Método Variacional

Exceto para as partículas hidrogenóides, é possível obter uma solução analítica para

a equação de Schödinger, principalmente quando se estuda sistemas complexos. Desta

forma, o método variacional se apresenta como uma ferramenta importante para o

cálculo de autovalores de energia aproximados para o estado fundamental de um sistema

(BORGHI, 2018; GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

A m de compreender o método variacional, considere inicialmente uma função de

onda, Ψ , que pode ser denida em um espaço de funções:

(⃗) =
∑



(⃗) (2.1)

Em que  é denida como sendo a constante de normalização da função de onda

e (⃗) é denida como sendo a função de onda que descreve o sistema dependente da

coordenada radial.

Para impor que a probabilidade, associada à função de onda (⃗), de encontrar num

dado local dentro de um volume total, V, seja igual a 1, calcula-se a integral a seguir,

em coordenadas esféricas para a parte radial:

⟨|⟩ =
∫

*(⃗)(⃗) =

∫ ∑



*


*
(⃗)

∑



(⃗) (2.2)
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=
∑



∑



*


∫
 *

(⃗)(⃗)
2 =

∑

,

*
 =

∑



||2 = |0|2 + |1|2 + ... = 1(2.3)

Em que *


*
(⃗) é denida como sendo o complexo conjugado da função de onda

para o caso geral.

Dessa forma, m e n são índices que representam a energia discreta do sistema e 

é o delta de Kronecker:

, =





0 , para  ̸= n

1 , para  = 
(2.4)

Com o uso da equação 2.2, calcula-se o valor médio do Hamiltoniano com uso das

funções de onda:

⟨⟩ =
∫

*(⃗)(⃗)2 =

∫ ∑



*


*
(⃗)

∑



(⃗)
2 (2.5)

=
∑



*


*
(⃗)

∑



(⃗)
2 =

∑

,

*


∫
 *

(⃗)(⃗)
2 (2.6)

A relação entre o Hamiltoniano e o autovalor de energia, (⃗) = (⃗), aplicada

ao cálculo do valor médio do operador Hamiltoniano, mostrado na equação 2.6, tem-se:

⟨⟩ =
∑



∑



*


∫
 *

(⃗)(⃗)
2 =

∑



∑



*


∫
 *

(⃗)(⃗)
2

(2.7)

Com o autovalor de energia posto para fora da integral, do lado direito da equação 2.7,

tem-se:

⟨⟩ =
∑



∑




*


∫
 *

(⃗)(⃗)
2 (2.8)
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Podendo a integral do lado direito na equação 2.8 ser substituída por um delta de

Kronecker, descrito pela equação 2.4, em seguida rearranjando, com m=n, tem-se:

⟨⟩ =
∑



∑




*


∫
 *

(⃗)(⃗) =
∑



, (2.9)

⟨⟩ = 

∑



||2 (2.10)

Por denição, o menor autovalor de energia de um sistema é o autovalor do estado

fundamental. Assim sendo, com a substituição do autovalor de energia, , na equação

2.10, que representa todos os estados de energia possíveis do sistema estudado por 0,

referente ao autovalor de energia do estado fundamental, substitui-se a somatória dos

autovalores de energia por 0 e assim, o sinal de igualdade é substituído por um sinal

de desigualdade, pois o autovalor de energia do estado fundamental será sempre menor

ou igual ao encontrado. Isso posto, pela equação 2.10, tem-se:

⟨⟩ ⩾ 0

∑



||2 (2.11)

Não obstante, substituindo as equações 2.2 e 2.5 na equação 2.11 e isolando o termo

0, obtém-se a equação para a energia do estado fundamental do sistema, via método

variacional, como sendo:

0 ⩽

*
(⃗)(⃗)

2
|(⃗)|22

(2.12)

Dessa forma, a função de onda utilizada é dependente de um conjunto de parâmetros

variacionais, , e que, para a obtenção de resultados mais próximos aos observados

no sistema físico real estudado, as funções são derivadas em função dos parâmetros

variacionais, sendo escolhidos de maneira a minimizar a energia do sistema. Logo, para

a minimização, em que  é o parâmetro variacional, tem-se:

0()

0

=
1()

1

=
2()

2

= ... =
 ()



(2.13)
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Por m, se observa que a obtenção de uma função de onda teste adequada é um

dos principais objetivos desse método, podendo ser feita de diversas maneiras. Neste

trabalho, a metodologia para a obtenção se dará via Mecânica Quântica Supersimétrica.
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Capítulo 3

Fatorização Supersimétrica e sua

aplicação na solução da Equação de

Schrödinger

A equação de Schrödinger é uma das equações fundamentais da mecânica quân-

tica para o caso não relativístico (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Proposta pela

primeira vez em 1926, pelo físico austríaco Erwin Schrödinger, tem sua representação

independente do tempo, em coordenadas esféricas, para a parte radial, mostrada abaixo:

− ℏ2

2

2

2
Ψ()


+

(
 () +

ℏ2

2

( + 1)

2

)
Ψ() = Ψ() (3.1)

Dessa forma, ℏ é a constante de Planck dividida por 2, m é a massa reduzida

dos componentes da interação e  é o autovalor de energia. O segundo termo do lado

esquerdo da equação é composto do potencial original  () somado ao termo de barreira

de potencial proporcional a l(l+1)
2

, em que l é o número quântico do momento angular.

Esse termo é adicionado porque o sistema é tridimensional.

Como se nota, tal equação é descrita como uma equação diferencial de segunda

ordem. Uma abordagem interessante para resolve-la é aplicando a fatorização supersi-

métrica via operadores bosônicos.

Considerando inicialmente o Hamiltoniano para o caso do estado fundamental (l= n-1= 0),
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com n sendo o número quântico principal. Além disso, por praticidade, adotaremos ℏ

= 2m = 1, assim sendo, tem-se:

0Ψ0 =

(
− 2

2
+  ()

)
Ψ0() ≡ +− + 0 (3.2)

Sendo que 0 representa o autovalor do nível de menor energia do Hamiltoniano,

0, pois o operador +− tem autovalor de energia para o estado fundamental como

sendo igual a zero. Logo, é necessário somar 0 para obter o nível de energia do sistema

correto (FILHO, 2009).

Denindo os operadores bosônicos de construção e destruição, respectivamente, em

termos do superpotencial (BATAEL et al., 2017), tem-se:

+ =

(
− 


+ ()

)
(3.3)

− =

(



+ ()

)
(3.4)

Fazendo a fatorização do Hamiltoniano, tem-se:

0 = +− =

(
− 


+ ()

)(



+ ()

)
= (3.5)

= − 2

2
− 


 () + ()




+ 2() (3.6)

O segundo termo do lado esquerdo da equação 3.6 é resolvido via "regra da cadeia",

pois se está trabalhando com a aplicação de operadores e, portanto, haverá um termo

referente à função de onda, Ψ0, multiplicando o superpotencial, W(r). Sendo assim,

igualando a relação dada pela equação 3.2 com a relação obtida em 3.6, tem-se:

− 2

2
+  () = − 2

2
− ()




− 


 () + ()




+ 2() + 0 (3.7)
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Simplicando a equação 3.7 e reescrevendo a derivada do superpotencial em relação

a r, da seguinte forma:

− 


 () = − ′() (3.8)

Rearranjando a equação 3.7, tem-se:

 () =  2()− ′() + 0 (3.9)

A equação 3.9 é chamada de equação de Ricatti. Pode-se observar, assim, que a

fatorização permite reescrever a equação de Schrödinger como um conjunto de equações

diferenciais de primeira ordem, tornando sua resolução mais fácil (SILVA, 2014).

Além disso, como o potencial estudado não tem solução exata, procura-se um su-

perpotencial aproximado para poder encontrar a função de onda teste do estado fun-

damental. Com isso em mente, aplicando o operador destruição aplicado à função de

onda (FILHO, 2009), tem-se, então:

(



+ ()

)
Ψ0 = 0 (3.10)

Aplicando a distributiva, tem-se:




Ψ0 + ()Ψ0 = 0 (3.11)

Rearranjando a equação e integrando:




Ψ0 = − ()Ψ0 −→

∫
Ψ0

Ψ0

= −
∫

 () (3.12)

Resolvendo, tem-se a função de onda para o estado fundamental, Ψ0, dada por:

Ψ0 ∝ exp−
∫
 () (3.13)

Desta forma, nota-se uma relação entre o superpotencial e a função de onda que
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descreve o sistema em questão. Portanto, ao resolver a equação de Ricatti, torna-se

possível obter uma função de onda para o estado fundamental do sistema.

O presente trabalho aborda, ainda, casos em que a interação molecular ocorre em

sistemas de connamento. Para isso, adiciona-se dois termos ao superpotencial do caso

não connado (SILVA, 2014; SILVA, 2019). O primeiro termo, dado pela Equação 3.14,

cria uma barreira de potencial innita no potencial original quando  → , aprisionando

o sistema. Nas equações 3.14 e 3.15,  mimetiza o raio de connamento do sistema e

 mimetiza o raio de volume excluso, respectivamente.

1

 − 
(3.14)

Já o segundo termo, descrito pela Equação 3.15, limita a distância mínima entre as

moléculas interagentes do sistema.

1

 − 

(3.15)

Como o termo referente ao volume excluso é uma região inacessível, ele também é

adicionado ao caso livre (SILVA, 2019). Com isso, o superpotencial para o caso connado

( ) é denido como a soma entre o superpotencial não connado ( ) e o termo

de aprisionamento dado pela Equação 3.14, conforme apresentado na Equação 3.16:

 =  +
1

 − 
, (3.16)

Por sua vez, o superpotencial para o caso não connado é descrito como a soma

entre o superpotencial aproximado e o termo de volume excluído, conforme apresentado

na Equação 3.17:

 =  −
1

 − 

. (3.17)
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Capítulo 4

Estudo das Interações dipolo-dipolo

Interações dipolo-dipolo são forças intermoleculares que surgem devido a interação

que ocorre entre duas moléculas polares, ou seja, moléculas que tem um momento

dipolar permanente. Quando moléculas polares se aproximam, seus dipolos podem se

alinhar, fazendo com que a densidade eletrônica de uma molécula se aproximem da

densidade eletrônica de outra molécula, aumentando a atração entre elas (ATKINS;

PAULA; FRIEDMAN, 2013), como mostrado na gura 4.1.

Figura 4.1: Representação da interação dipolo-dipolo entre duas moléculas.

Fonte: Elaborado pelo autor

A energia de interação do sistema mostrado na gura 4.1 pode ser descrito pela

equação 4.1 (ISRAELACHVILI, 2011; GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Dito isso, o

potencial para a parte radial que descreve essa interação (YAMAMOTO, 2008; ISRA-
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ELACHVILI, 2011) é dado por:

 () =
−2

4

[12

3

]
(4.1)

Em que 1 e 2 representam o momento dipolo das moléculas interagentes,  repre-

senta a constante de permissividade do meio - aqui, o meio é a água - em relação ao

vácuo e r representa a distância entre os centros de massa das moléculas.

4.1 Interação dipolo-dipolo na molécula de CO-CO

O monóxido de carbono é uma molécula polar, com um dipolo elétrico permanente,

ou seja, há uma distribuição assimétrica da densidade eletrônica na molécula, com um

átomo de carbono tendo sua densidade eletrônica levemente diminuída e um átomo de

oxigênio com sua densidade eletrônica tendo um pequeno aumento (ATKINS; PAULA;

FRIEDMAN, 2013). Logo, quando duas moléculas de CO se aproximam, os dipolos

elétricos de cada molécula interagem entre si, ocorrendo uma interação conhecida como

dipolo-dipolo e pode ser descrita pelo potencial dado na equação 4.1. Com o intuito de

calcular os autovalores de energia para o estado fundamental dessa interação, considera-

se inicialmente a equação de Schrödinger mostrada na equação 4.2:

− ℏ2

2

2

2
Ψ() +

(
 () +

ℏ2

2

( + 1)

2

)
Ψ() = Ψ() (4.2)

Rearranjando, tem-se:

− 2

2
Ψ() +  ()Ψ() = Ψ() (4.3)

Em que  () = 2 ()
ℏ2 + (+1)

2
, sendo que l é o momento angular do sistema,

 () = −22
1

2
2

43
é o potencial aplicado ao sistema que descreve a interação e  é o

potencial efetivo do sistema.

Além disso, como o potencial que está sendo aplicado ao sistema é um potencial de

força central (THORNTON; MARION, 2011), utiliza-se a massa reduzida, m,
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m =
m1m2

m1 +m2
(4.4)

Em que m1 se refere à massa do carbono da primeira molécula e m2 se refere à massa

do oxigênio da segunda molécula e assim, a massa reduzida da molécula é calculada

em massa de elétron no valor de 12499,5 unidades atômicas(u.a.), referente a molécula

da interação CO-CO (MEJIA et al., 2016). Importante ressaltar que poderíamos ter a

ordem das massas das moléculas invertidas, desde que haja a interação entre o carbono

de uma e o oxigênio da outra.

Abaixo, o sistema é abordado em duas partes, a primeira referente ao caso connado

e a segunda referente ao caso livre.

4.1.1 Caso confnado da interação CO-CO

O connamento do sistema é feito considerando a simetria de cavidades esféricas com

seus raios connantes variando entre 4,9787 a 1050,00 u.a. e as cavidades connantes

mimetizando proteínas globulares tendo entre 516,94 a 4849048261,00 u.a. de volumes

internos (SONAVANE; CHAKRABARTI, 2008; MILANI et al., 2004), e mantém-se o

raio de distância mínima entre as moléculas e seus respectivos volumes.

Figura 4.2: Representação da interação dipolo-dipolo num sistema de connamento em
que os raios sofrem variação.

Fonte: Elaborado pelo autor

Além disso, como há restrições geométricas nesse caso, o potencial para a molécula
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CO-CO torna-se:

 () =





−212

43
, para min ⩽  ⩽ conf

∞ , para  < min ou  > conf

(4.5)

Em seguida, sugere-se um superpotencial para o sistema connado e com uso da

equação 2.12 é feito o cálculo do potencial aproximado:

 () =

(
 − 


− 1

 − 

+
1

 − 

)2

− 

2
− 1

( − )2
− 1

( − )2
(4.6)

e obtida a função de onda teste com uso da equação 3.13:

Ψ|−|0() ∝ exp−
∫
 () (4.7)

Em seguida, utiliza-se a função de onda teste obtida, além do operador Hamiltoniano

descrito pela equação 2.12, faz-se a integração com os limites variando do raio mínimo,

, responsável pela distância miníma entre as moléculas até o raio de connamento,

R, devido a esse caso a molécula estar em sistema de connamento, tem-se então:

0 ⩽

 


*
(⃗)


− 2

2
+ ()

3


(⃗)

2
 


|(⃗)|22

(4.8)

Por m, com uso das equações 4.8 e 2.13, é feito cálculo e minimização da energia

do sistema.

4.1.2 Caso livre da interação CO-CO

No caso livre, considera-se que as moléculas de CO estão se movendo livremente pelo

espaço, não sendo inuenciadas por restrições geométricas ou interações com outras

moléculas. Além disso, é colocado um raio de distância miníma entre as moléculas e tal
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raio, min, é responsável por um volume excluso entre os átomos da interação CO-CO,

como mostrado na equação 3.15.

Para a região  <  < ∞, a molécula está livre, logo o potencial aplicado mostrado

na equação 4.1 é o mesmo em todo o espaço e o operador hamiltoniano da interação

estudada pode ser escrito com uso da equação 4.3, como:

 = − 2

2
+  () (4.9)

Sendo o potencial efetivo também denido pela equação 4.3.

Sugerindo um superpotencial para o caso não connado descrito pela equação 3.17,

tem-se:

 =  − 


− 1

 − 

(4.10)

A m de encontrar um superpotencial aproximado para calcular uma função de onda

teste adequada ao sistema, aplica-se no superpotencial mostrado acima, a equação de

Ricatti dada na equação 3.9, logo tem-se:

 () =

(
 − 


− 1

 − 

)2

−
(


2
+

1

( − )2

)
(4.11)

Em seguida, a função de onda teste para o estado fundamental que descreve o

sistema, |−|0 , é encontrada com uso da equação 3.13 (SILVA, 2014; FILHO, 2009),

Ψ|−|0() ∝ exp−
∫
 () (4.12)

O cálculo dos autovalores de energia, é feito via método variacional dado pela equa-

ção 2.12, com uso do operador Hamiltoniano mostrado na equação 4.9 e usando a função

de onda teste obtida por meio da equação 4.12 e fazendo a integração com os limites

variando do raio mínimo, , responsável pela distância miníma entre as moléculas

até o innito, pois a molécula está livre, tem-se então:
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0 ⩽

∞


*
(⃗)


− 2

2
+ ()

3


(⃗)

2
∞


|(⃗)|22
(4.13)

Em que  = − 22
1

2
2

4
+ ( + 1), sendo l o momento angular do sistema. Como o

autovalor de energia desejado é o estado fundamental do sistema, o número quântico

principal, n, tem valor 1, e consequentemente, pela relação l=n-1, o valor do momento

angular para o estado fundamental é zero.

Por m, calcula-se o autovalor de energia do estado fundamental pela equação 4.13

e o valor obtido é minimizado com uso da equação 2.13 a m de se obter um resultado

mais próximo ao observado no sistema físico real.

4.2 Interação dipolo-dipolo na molécula de HCl-HCl

O ácido clorídrico é uma molécula polar que possui um momento dipolo permanente

devido à distribuição não uniforme da densidade de cargas elétricas em que a maior

densidade eletrônica dessa distribuição ca concentrada na extremidade da molécula

em que está o cloro e a parte positiva ca por conta do hidrogênio (ATKINS; ATKINS;

PAULA, 2014; MCQUARRIE; SIMON, 1997). O estudo desse sistema interagente será

feito de forma análoga ao caso da interação CO-CO.

4.2.1 Caso confnado da interação HCl-HCl

O connamento do sistema é feito em cavidades de simetria esférica com seus raios

connantes variando entre 4,9787 a 1050,00u.a. em que as cavidades connantes mime-

tizam proteínas globulares tendo entre 516,94 a 4849048261,00 u.a. de volumes internos

(SONAVANE; CHAKRABARTI, 2008; MILANI et al., 2004; SILVA, 2019), e mantém-

se o raio de distância mínima entre as moléculas e seus respectivos volumes.

Além disso, como há restrições geométricas nesse caso, o potencial para a molécula

HCl-HCl torna-se:
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 () =





−212

42
, para min ⩽  ⩽ conf

∞ , para  < min ou  > conf

(4.14)

Em seguida, observado o que foi feito na equação 4.14, é utilizado o superpoten-

cial para o sistema connado e com uso da equação 3.9 é feito o cálculo do potencial

aproximado:

 () =

(
 − 


− 1

 − 

+
1

 − 

)2

− 

2
− 1

( − )2
− 1

( − )2
(4.15)

e obtida a função de onda teste com uso da equação 3.13:

Ψ|−|0() ∝ exp−
∫
 () (4.16)

Então, utiliza-se a função de onda teste obtida e o operador hamiltoniano do sistema,

integra-se com os limites variando do raio mínimo, , responsável pela distância

miníma entre as moléculas até o raio de connamento, R, devido a esse caso a molécula

estar restrita, logo:

0 ⩽

 


*
(⃗)


− 2

2
+ ()

2


(⃗)

2
 


|(⃗)|22

(4.17)

Em que  = − 22
1

2
2

4
+ ( + 1), sendo l o momento angular do sistema. Como o

autovalor de energia desejado é o estado fundamental do sistema, o número quântico

principal, n, tem valor 1, consequentemente pela relação l=n-1, o valor do momento

angular para o estado fundamental é zero. Diferentemente do caso CO-CO, no caso da

interação HCl-HCl é feito um ajuste diminuindo uma ordem de grandeza da variável

radial no denominador, tornando o potencial na forma:

 () = −22
1

2
2

42
(4.18)
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Tal modicação é feita com o intuito de descrever melhor a interação abordada nessa

seção. Além disso modicações do tipo já foram realizadas em outros casos de interações

dipolo-dipolo entre moléculas como em (GARY L BERTRAND, DAVID JOHNS, JOEL

GUESS, JOEL GUESS, 2023) em que é mostrado aproximações para os casos onde

há múltiplas moléculas carregadas no sistema. Dito isto, foi decidido por realizar a

aproximação para o caso estudado, com intuito de se obter uma melhor descrição do

sistema com o observado experimentalmente e teoricamente em (VOTAVA; AHLRICHS;

GEIGER, 1983). Apesar da modicação no potencial, ele continua sendo um potencial

de força central (THORNTON; MARION, 2011)

Por m, com uso das equações 4.17 e 2.13, é feito cálculo e minimização da energia

do sistema.

4.2.2 Caso livre da interação HCl-HCl

No caso livre, introduz-se novamente um superpotencial para moldar a função de

onda teste (SILVA, 2014; SILVA, 2019). Com o método variacional, são determinados

os autovalores de energia com base na minimização de energia, com o intuito de haver

consonância com experimentos (VOTAVA; AHLRICHS; GEIGER, 1983).

 =  − 


− 1

 − 

(4.19)

Em seguida, a função de onda é obtida via integração do superpotencial, como visto

na equação 4.20

Ψ|−|0() ∝ exp−
∫
 () (4.20)

Com isso, o cálculo do autovalor de energia é feito pela equação abaixo:

0 ⩽

∞


*
(⃗)


− 2

2
+ ()

2


(⃗)

2
∞


|(⃗)|22
(4.21)
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Capítulo 5

Resultados e Discussões

Os resultados obtidos serão discutidos em duas seções distintas. Na primeira parte,

mostra-se os autovalores de energia para o estado fundamental da interação dipolo-

dipolo da molécula CO-CO tanto no caso livre quando no caso de connamento. Além de

uma comparação com a energia térmica e discussão sobre o comportamento do sistema.

Na segunda seção, de forma análoga, serão mostrados os autovalores de energia para a

interação dipolo-dipolo da molécula HCl-HCl obtidos para cada raio de connamento e

para o caso livre, além disso, também é feita uma comparação com a energia térmica.

5.1 Interação dipolo-dipolo da molécula de CO-CO

O cálculo dos autovalores de energia da interação para o caso connado foi realizado

considerando a estrutura do monóxido de carbono tendo formato linear e o raio de

volume excluso com o tamanho da distância entre as moléculas de CO. Além disso,

para o connamento foi considerada o volume de uma esfera com raio de connamento

R menos o volume de uma esfera com raio mínimo responsável pelo volume excluso,

.

Em seguida, com uso das equações 4.3, 4.8 e 2.13 referentes ao cálculo dos autovalores

de energia para a molécula de carbono no caso livre, connado e a minimização dos

valores obtidos, respectivamente, calculou-se os autovalores de energia para o estado

fundamental e os valores obtidos estão dispostos na tabela 5.1, mostrada abaixo:
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Tabela 5.1: Autovalores de energias para a interação CO-CO em unidades atômicas
calculados via método variacional para diferentes volumes. Tendo o raio de conna-
mento,  , correspondente a cada volume de cavidade e o parâmetro variacional, ,
encontrado para cada autovalor de energia.

Raio de connamento (u.a.) Volume connante (u.a.) Energia (u.a.) 
4,9787 516,94 0,0000372582 0,501823
5,2845 618,16 0,00002822 0,489504
6,3853 1090,52 0,0000118422 0,455161
7,8197 2002,9 4,47695×10−6 0,425401
9,4875 3577,21 1,45002×10−6 0,403582
11,9589 7164,11 -4,54535×10−8 0,387129
100,00 4209558,94 -8,62107×10−7 0,461892
250,00 65449846,95 -8,61249×10−7 0,469561
1050,00 4849048261,00 -8,60432×10−7 0,473224

∞ ∞ -8,60133×10−7 0,474339

Com os dados mostrados acima, se nota que conforme o volume de connamento do

sistema aumenta, o autovalor de energia começa a decair concomitante ao parâmetro

variacional, o que não é algo tão comum.

Além disso, quando o volume de connamento é calculado entre os valores de raio

variando de 9,4875 e 11,9589u.a. há uma mudança no comportamento da interação e a

molécula sofre a maior diferença nos valores de energia dentre todos os volumes e passa

a ter valor negativo.

Tem-se que devido à minimização do autovalor de energia do sistema, encontra-se

um poço de potencial que normaliza as interações ocorrentes no sistema, o que causa

a estabilização da energia nal. Como visto ainda na tabela 5.1, temos autovalores

de energia na ordem de 10−6 e 10−8 dado o fato de o programa utilizado para mini-

mização dos autovalores de energia calcular tanto valores correspondentes a mínimos

locais quanto mínimos globais dentro do sistema. Sendo assim, os valores ditos aqui

são referentes a mínimos locais e quando o sistema tende ao innito, sua estabilização

ocorre e assim, temos a normalização da energia do sistema via um autovalor de energia

representado por um mínimo global na ordem de 10−7.

Outro resultado importante ocorre quando comparados os autovalores de energia

dispostos na tabela 5.2 com o valor da energia térmica,  = 9,75501.10−4ℎ

(SILVA, 2019), em que se nota a energia térmica superior a todos os autovalores de
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energia estudados, sendo capaz de dissociar todas as interações CO-CO, corroborando

o fato de interações dipolo-dipolo serem interações fracas (ATKINS; PAULA; FRIED-

MAN, 2013).

É importante ressaltar que a energia térmica escolhida se refere a temperatura de

T=309,15K presente num corpo humano saudável (CAMARGO; FURLAN, 2011; LA-

GANÁ; FARO; ARAÚJO, 1992).

5.2 Interação dipolo-dipolo da molécula de HCl-HCl

O cálculo dos autovalores de energia da interação para o caso connado foi realizado

considerando a estrutura do ácido clorídrico tendo um momento dipolar devido à sua

assimetria na distribuição da densidade de cargas e o raio de volume excluso com o

tamanho da distância entre as moléculas de HCl com o intuito de evitar que elas in-

terajam com outros íons no meio (SILVA, 2014). Além disso, para o connamento foi

considerada o volume de uma esfera com raio de connamento R menos o volume de

uma esfera com raio mínimo responsável pelo volume excluso, .

Em seguida, com uso das equações 4.21, 4.17 e 2.13 referentes ao cálculo dos au-

tovalores de energia para a molécula de ácido clorídrico no caso livre, connado e a

minimização dos valores obtidos, respectivamente, calculou-se os autovalores de energia

para o estado fundamental e os valores obtidos estão dispostos na tabela 5.2, mostrada

abaixo:

Com os dados mostrados acima, se nota que mesmo com o volume de connamento

do sistema aumentando, o autovalor de energia se mantém estável independente da

alteração no connamento, tendo apenas uma pequena variação na ordem de 10−5 entre

seus valores.

Ainda sobre os resultados obtidos para a interação HCl-HCl, os autovalores encon-

trados são próximos dos valores experimentais encontrados na literatura (VOTAVA;

AHLRICHS; GEIGER, 1983) em que se observa um autovalor de energia experimen-

tal como sendo igual a −0,003023u.a., o que demonstra signicativa aproximação do

modelo teórico ao resultado experimental.

29



Tabela 5.2: Autovalores de energias para a interação HCl-HCl em unidades atômicas
calculados via método variacional para diferentes volumes. Tendo o raio de conna-
mento,  , correspondente a cada volume de cavidade e o parâmetro variacional, ,
encontrado para cada autovalor de energia.

Raio de connamento (u.a.) Volume connante (u.a.) Energia (u.a.) 
4,9787 516,94 -0,00358269 2,2431
5,2845 618,16 -0,00358001 2,37621
6,3853 1090,52 -0,00357167 2,65214
7,8197 2002,9 -0,00356786 2,80824
9,4875 3577,21 -0,00356647 2,8968
11,9589 7164,11 -0,00356585 2,9645
100,00 4209558,94 -0,00356598 3,11748
250,00 65449846,95 -0,00356605 3,12661
1050,00 4849048261,00 -0,00356609 3,13111

∞ ∞ -0,0035661 3,1325

Além disso, mesmo quando a molécula está saindo do connamento e entrando no

caso livre, a falta de connamento não inuencia de forma tão direta, visto ainda que,

mesmo no caso livre há a possibilidade de interação da molécula com outros íons do

meio, dada a facilidade que a molécula de HCl conseguir realizar interações de hidrogênio

(SAMANTA et al., 2014; PINE; HOWARD, 1986), o que ajuda na estabilização da

molécula.

Outro resultado importante ocorre quando comparados os autovalores de energia

dispostos na tabela 5.1 com o valor da energia térmica,  = 9,75501.10−4ℎ

(SILVA, 2019), em que assim como no caso da seção anterior, tem-se a energia térmica

superior a todos os autovalores de energia obtidos, sendo assim, capaz de dissociar todas

as interações HCl-HCl.

Ressalta-se novamente que a energia térmica escolhida se refere a temperatura de

T=309,15K presente em um corpo humano saudável (CAMARGO; FURLAN, 2011;

LAGANÁ; FARO; ARAÚJO, 1992).
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Capítulo 6

Conclusões

Com base nos resultados apresentados no presente trabalho, além de aplicações

vistas na literatura (SILVA, 2019; BATAEL et al., 2017; PERA et al., 2022), pode-

se observar que o formalismo da mecânica quântica supersimétrica se mostra como

uma ecaz ferramenta para a obtenção da função de onda teste usada na resolução da

equação de Schrödinger, possibilitando a modelagem e resolução de potenciais aplicáveis

a sistemas quânticos de interesse tecnológico seja em condições de connamento ou livre.

Além disso, o método variacional se mostrou como uma ferramenta robusta no cálculo

e minimização dos autovalores de energia obtidos para o estado fundamental.

Com os dados obtidos para o caso da interação CO-CO, verica-se que a energia

de interação ocorrente decai conforme o volume de connamento aumenta, tendo sua

maior variação para os valores de raio entre 9,4875 e 11,9589 u.a., indicando haver o

início da mudança no regime de connamento e consequente estabilização da energia

de interação molecular ao alcançar o caso livre de fato. Como tal interação é fraca, a

energia térmica do sistema é suciente para quebrar a ligação entre as moléculas em

todos os volumes de cavidades e também no caso livre. Os cálculos mostram ainda que

a estabilidade do sistema estudado é alcançada devido a ele se encontrar num poço de

potencial, o que faz sua energia tender a um valor estável.

Para o segundo caso, os autovalores de energia da do sistema interagente contendo

a molécula de HCl-HCl mostram que mesmo o volume de connamento do sistema

aumentando, ele ainda continua estável em todos os casos e não há mudança signicativa
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entre os autovalores de energia para ambos os regimes estudados, em connamento

e livre, onde a diferença de energia dos valores obtidos se dá na ordem de 10−5u.a.

demonstrando a estabilidade da molécula. Outro fato relevante a ser considerado é

que o connamento não inuencia de forma tão incisiva nos autovalores e consequente

estabilização do sistema, dado o fato de ela conseguir realizar interações de hidrogênio

com grande facilidade.

Além disso, o ajuste feito no potencial do sistema permitiu a obtenção de autovalores

de energia com notável aproximação, sendo corroborado com os observados experimen-

talmente descritos na literatura (VOTAVA; AHLRICHS; GEIGER, 1983).

Ademais, assim como no caso anterior, a energia térmica é maior que os autovalores

de energia para todos os volumes de connamento e também para o caso livre, o que a

torna capaz de dissociar as ligações ocorrentes no sistema.

Por m, seria interessante no futuro estudar a parte angular dessas interações a m

de obter uma modelagem ainda mais completo do sistema.
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Apêndice A

Script utilizado no estudo da interação

CO-CO em connamento

Abaixo é mostrado o Script desenvolvido no Software Mathematica V.12.0, para

obtenção dos autovalores de energia da interação dipolo-dipolo da molécula CO-CO

para os casos da molécula livre e connada em uma cavidade esférica.

36



37



38



Apêndice B

Script utilizado no estudo da interação

HCl-HCl em connamento

Abaixo é mostrado o Script desenvolvido no Software Mathematica V.12.0, para

obtenção dos autovalores de energia da interação dipolo-dipolo da molécula HCl-HCl

para os casos da molécula livre e connada em uma cavidade esférica.
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Apêndice C

Artigo “Solução de um potencial

exponencial via superálgebra”

Abaixo é mostrado o artigo de revisão “Solução de um potencial exponencial via

superálgebra”, que resolve analiticamente um potencial exponencial geral usando hie-

rarquia de Hamiltonianos, obtendo ao nal, por meio de uma escolha apropriada de

parâmetros, o caso especíco do Potencial de Morse.
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