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Resumo

Interacoes dipolo-dipolo sao forgas intermoleculares que ocorrem entre moléculas pola-
res quando o momento dipolo de duas moléculas interagem entre si. Tais interacoes
sao focos de estudos dadas sua relevancia em sistemas biologicos como a estabilizacao
da tripla hélice do colageno, uma proteina estrutural com papel fundamental em teci-
dos do corpo humano como pele, cartilagens e ossos. Ou mesmo quando se estuda o
confinamento espacial de algumas moléculas onde se observa o momento dipolo de tais
moléculas sendo notavelmente afetado quando colocadas em confinamento, tendo um
comportamento distinto para cada uma das moléculas estudadas. No presente trabalho,
estuda-se o comportamento de duas moléculas com func¢oes no sistema biologico, sendo
elas, a molécula de CO-CO e a molécula HCI-HCIl, em que ambas sao tratadas para
os casos livre e em confinamento dentro de cavidades esféricas que mimetizam volumes
de cavidades proteicas, variando-se o raio de confinamento entre 4,9787 a 1050,00 uni-
dades atomicas (u.a.). O sistema foi estudado por meio da resolugdo da equagao de
Schrodinger, cuja fungao de onda teste foi obtida com uso do formalismo da Mecanica
Quantica Supersimétrica e por fim, realizado o calculo e minimizacao dos autovalores
de energia do estado fundamental de ambos sistemas estudado com auxilio do método
variacional. Na interacao CO-CO, a minimizacao dos autovalores de energia permitiu
obter um autovalor de energia estével de -8,60133x10~7 u.a. quando o sistema deixa o
confinamento. Por fim, para o calculo dos autovalores de energia da interagao da molé-
cula HCI-HCI, foi feita uma modificacao na ordem do potencial utilizado e consequente
minimizagao dos autovalores de energia obtidos, mostrando um autovalor de energia de
-0,0035661 u.a. para ambos os casos. Além disso, o resultado obtido é corroborado com
os vistos na literatura, em que se encontra o autovalor de energia para esse sistema na

faixa de -0,003023 u.a.

Palavras-chave: Confinamento, Interagoes dipolo-dipolo, Mecanica Quéantica

Supersimétrica, Método variacional.



Abstract

Dipole-dipole interactions are intermolecular forces that occur between polar molecules
when the dipole moment of two molecules interacts with each other. Such interactions
are the focus of studies given their relevance in biological systems, such as the sta-
bilization of the collagen triple helix, a structural protein with a fundamental role in
human body tissues such as skin, cartilage, and bones. Even when studying the spatial
confinement of certain molecules, the dipole moment of these molecules is notably af-
fected when placed in confinement, exhibiting distinct behavior for each of the molecules
studied. In this work, the behavior of two molecules with functions in the biological
system is studied, namely the CO-CO molecule and the HCI-HCI molecule. Both are
treated for both free and confined cases within spherical cavities that mimic protein cav-
ity volumes, varying the confinement radius between 4,9787 and 1050,00 atomic units
(a.u.). The system was studied by solving the Schr"odinger equation, with the test wave
function obtained using the formalism of Super Symmetric Quantum Mechanics. Fi-
nally, the calculation and minimization of the energy eigenvalues of the ground state of
both systems were performed using the variational method. In the C'O-CO interaction,
the minimization of energy eigenvalues allowed obtaining a stable energy eigenvalue of
-8,60133x107" a.u. when the system leaves confinement. Finally, for the calculation of
the energy eigenvalues of the HCI-HCl molecule interaction, a modification in the order
of the potential was made, resulting in a minimized energy eigenvalue of -0,0035661 a.u.
for both cases. Additionally, the obtained result is consistent with literature findings,

where the energy eigenvalue for this system falls within the range of -0,003023 a.u..

Keywords: Confinement, Dipole-dipole interactions, Supersymmetric Quan-

tum Mechanics, Variational method.
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Capitulo 1

Introducao

Interacoes dipolo-dipolo sao interagoes que ocorrem entre moléculas polares, ou seja,
moléculas que tém uma distribuicao assimétrica de suas densidades eletronicas e pode
ser entendida como uma forga atrativa que surge devido & atracao eletrostatica entre os

dipolos elétricos das moléculas (ATKINS; PAULA; FRIEDMAN;, 2013).

A importancia das interagoes dipolo-dipolo se da desde sua fun¢ao na estabilizacao
da tripla hélice do coldgeno, uma proteina estrutural com papel fundamental em tecidos
do corpo humano como pele, cartilagens e ossos (IMPROTA; BERISIO; VITAGLIANO,
2008).

Figura 1.1: Representacao da tripla hélice do colageno.

Fonte: (BERISIO et al., 2002)



Outra utilizagao dessas interagoes é mostrada em (CHOLUJ; BARTKOWIAK, 2016),
em que se é estudado o confinamento espacial de algumas moléculas - e do mondxido de
carbono em particular - com uso do tamanho de suas liga¢oes quimicas onde se conclui
que o momento dipolo de tais moléculas é notavelmente afetado quando colocadas em
confinamento, tendo um comportamento distinto em todo o sistema para cada uma das

moléculas estudadas.

Na atualidade, as moléculas abordadas nesse trabalho, nomeadamente, a molécula de
monoéxido de carbono, CO, e a molécula de acido cloridrico, HCI-HCI, continuam sendo
de grande interesse de estudo pela comunidade cientifica. O monodxido de carbono
no estado gasoso ¢ uma molécula incolor e altamente toxica e nos ultimos anos teve
somada & sua ja conhecida atividade vasoativa, uma atuacao gastroprotetora contra
danos induzidos causados por etanol (MAGIEROWSKA et al., 2015). Além disso,
hé& estudos demonstrando seus beneficios como agente profilatico e homeostatico na
recuperagao de pacientes que passaram por transplante de orgaos, auxiliando ainda no
tratamento de moléstias como a maléria, hipertensao e doencas inflamatorias quando
administrado em baixas concentragoes (MOTTERLINI; OTTERBEIN, 2010; TAKAGI;
UCHIYAMA; NAITO, 2015). Outro fato relevante é sua produgao industrial para
utilizacao na sintese de diversos compostos, como o acido acético, os policarbonatos, o

anidrido acético e as policetonas (GEORGE, 2000).

Tem-se ainda, que quando a molécula de CO é estudada em sistemas que mimetizam
proteinas globulares como por exemplo, a Mioglobina, seu comportamento energético
torna-se dependente da temperatura, o que torna o monéxido de carbono ou outras
moléculas também pequenas como potenciais sensores de tensao em proteinas com ca-

vidades internas hidrofobicas, conforme demonstrado em (LEHLE et al., 2005).

O acido cloridrico em fase de gas apresenta coloragao amarelada e odor penetrante,
sendo um &cido altamente corrosivo (HANUM; BANI; WIRANI, 2017). Dentre as
aplicagoes do acido cloridrico no sistema biologico, se destaca sua atividade no trato
intestinal em que o ambiente acido causa a alteragao da densidade eletronica liquida das

proteinas e consequente aumento da repulsao eletrostatica e ruptura de algumas ligagoes



de hidrogénio dada a queda brusca da acidez levando as proteinas a desnaturarem-se e

entdo, perderem suas fun¢oes (GONCALVES, 2021).

Ademais, por ser um &cido altamente corrosivo, comumente faz-se sua aplica¢cao no
desenvolvimento de novas tecnologias industriais como em (HANUM; BANI; WIRANTI,
2017), em que é realizado um tratamento quimico com écido cloridrico por sua carac-
teristica higroscopica, diminuindo a umidade do carvao e por conseguinte, ativando a

adsorcao do chumbo em baterias.

Nesta dissertacao, se pretende estudar e calcular o autovalor de energia do estado
fundamental de um sistema quéantico em que ocorre uma interacao dipolo-dipolo em
regimes de confinamento e livre, sob agao de um potencial de forca central que por defi-
nigao, sao potenciais em que a interacao depende apenas da distancia r entre os corpos
direcionada ao longo da reta que conecta o centro de massa de ambos (THORNTON;

MARION, 2011).

Diferentemente da abordagem convencional vista na literatura para resolugao da
equagao de Schodinger (JUNIOR, 2019)(SCHIFF, 1949)(GRIFFITHS; SCHROETER,
2018), utiliza-se aqui, a fatorizagdo fornecida pela mecanica quéantica supersimétrica
com uso dos operadores bosonicos de criagao e destruigao (FILHO, 2009).

A mecénica quantica supersimétrica é a aplicagdo da supersimetria, ou seja, uma
simetria que relaciona particulas bosdnicas com particulas fermionicas com mecéanica
quantica. Criada inicialmente por Witten, essa teoria foi desenvolvida para explicar
a quebra dinamica da supersimetria (STRAPASSON, 2001). Particulas bosonicas sao
particulas que tém spin igual a 1 e obedecem a estatistica de Bose-Einstein, e por nao
obedecerem nenhum tipo de exclusao como o principio de exclusao de Pauling podem
formar condensados e sao representados por particulas como os fotons. Particulas fermi-
Onicas sao particulas que tém spin %, seguem a estatistica de Fermi-Dirac e obedecem ao
principio de exclusao de Pauling, ou seja, dois férmions nao podem ocupar dois estados

idénticos, sendo representadas por particulas como elétrons, neutréns e protons.

Acrescenta-se ainda, o fato de tal formalismo ser utilizado na resolugao de problemas

classicos como a particula em uma caixa unidimensional (BATAEL et al., 2017), assim

9



como problemas como o potencial de Morse generalizado (PERA et al., 2022). Este
iltimo, disposto no apéndice C.

Por fim, o trabalho esta organizado como se segue. No capitulo 2 é descrita a teoria
do método variacional. No capitulo 3 é apresentado o formalismo da mecanica quantica
supersimétrica com algumas de suas caracteristicas abordadas de forma detalhada. No
capitulo 4, o potencial para interacoes dipolo-dipolo é resolvido via mecéanica quantica
supersimétrica com uso do método variacional para o calculo dos autovalores de energia.
No capitulo 5 é mostrado os resultados obtidos além da discussao dos dados com o
intuito de comparé-los com os resultados encontrados na literatura. No capitulo 6 ¢é
apresentado alguns comentérios finais e conclusdes do trabalho. Por fim, nos apéndices
¢é disponibilizada a deducao do potencial estudado além dos Scripts utilizados no calculo

dos autovalores de energia.
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Capitulo 2

Método Variacional

Exceto para as particulas hidrogenoides, é possivel obter uma solucao analitica para
a equacao de Schodinger, principalmente quando se estuda sistemas complexos. Desta
forma, o método variacional se apresenta como uma ferramenta importante para o

calculo de autovalores de energia aproximados para o estado fundamental de um sistema

(BORGHI, 2018; GRIFFITHS; SCHROETER, 2018).

A fim de compreender o método variacional, considere inicialmente uma funcgao de

onda, ¥ , que pode ser definida em um espaco de funcoes:

Y(F) =Y ApUs(F) (2.1)

Em que Ag é definida como sendo a constante de normalizagao da fungdao de onda
e Ug(7) é definida como sendo a func¢ao de onda que descreve o sistema dependente da

coordenada radial.

Para impor que a probabilidade, associada a fungao de onda (), de encontrar num
dado local dentro de um volume total, V, seja igual a 1, calcula-se a integral a seguir,

em coordenadas esféricas para a parte radial:

(Yly) = /¢ (MY(PdV = /ZA* Un ()Y AU (F)dv (2.2)

11



—ZZA* / AU = S A A = 3 [Auf? = Aol + [ 442 +

m,n

Em que A* U’ () é definida como sendo o complexo conjugado da funcdo de onda
para o caso geral.
Dessa forma, m e n sao indices que representam a energia discreta do sistema e d,,,

¢é o delta de Kronecker:

0 ,para m#n
Omn = # (2.4)

1 ,para m=mn

Com o uso da equagao 2.2, calcula-se o valor médio do Hamiltoniano com uso das

fungoes de onda:

:/¢*(F)H¢(F)r2dr:/ZAfnU* F)HZA U,,(F)r2dr (2.5)

—ZA*U* HZAU er—ZA* / (P HU, (7)r2dr (2.6)

A relagao entre o Hamiltoniano e o autovalor de energia, Hi)(7) = Ev(7), aplicada

ao calculo do valor médio do operador Hamiltoniano, mostrado na equacgao 2.6, tem-se:

=YY 44, / Uz (P HU,(F)r*dr = Z Z A A / (F) E, U, (F)r*dr
(2.7)
Com o autovalor de energia posto para fora da integral, do lado direito da equagao 2.7,

tem-se:

=YY By, [ UL 25)

12
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Podendo a integral do lado direito na equacao 2.8 ser substituida por um delta de

Kronecker, descrito pela equacao 2.4, em seguida rearranjando, com m=n, tem-se:

(H) =YY E.A,A, / Un (P UW(F) =Y EnAyApbyn (2.9)

(H)=E, Y |A, (2.10)

Por defini¢ao, o menor autovalor de energia de um sistema é o autovalor do estado
fundamental. Assim sendo, com a substitui¢ao do autovalor de energia, E,,, na equagao
2.10, que representa todos os estados de energia possiveis do sistema estudado por Ej,
referente ao autovalor de energia do estado fundamental, substitui-se a somatoria dos
autovalores de energia por Fj e assim, o sinal de igualdade é substituido por um sinal
de desigualdade, pois o autovalor de energia do estado fundamental serd sempre menor

ou igual ao encontrado. Isso posto, pela equagao 2.10, tem-se:

(H) > Eo Y |A, (2.11)

Nao obstante, substituindo as equagoes 2.2 e 2.5 na equagao 2.11 e isolando o termo
Ey, obtém-se a equacao para a energia do estado fundamental do sistema, via método

variacional, como sendo:

J (P Hi(F)r2dr
[ s () Prodr

Ey < (2.12)

Dessa forma, a fungao de onda utilizada é dependente de um conjunto de parametros
variacionais, (3, e que, para a obtencao de resultados mais proximos aos observados
no sistema fisico real estudado, as func¢oes sao derivadas em funcao dos parametros
variacionais, sendo escolhidos de maneira a minimizar a energia do sistema. Logo, para

a minimizagao, em que [ é o parametro variacional, tem-se:

OEy(8) _ OE:(B) _ 0Bx(8) _ _ 9En(5) (2.13)

9B O 9P 9PN

13



Por fim, se observa que a obtencao de uma funcao de onda teste adequada é um
dos principais objetivos desse método, podendo ser feita de diversas maneiras. Neste

trabalho, a metodologia para a obtencao se dara via Mecanica Quantica Supersimétrica.
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Capitulo 3

Fatorizacao Supersimétrica e sua
aplicacao na solucao da Equacao de

Schrodinger

A equagao de Schrodinger é uma das equagoes fundamentais da mecanica quan-
tica para o caso nao relativistico (GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Proposta pela
primeira vez em 1926, pelo fisico austriaco Erwin Schrodinger, tem sua representagao

independente do tempo, em coordenadas esféricas, para a parte radial, mostrada abaixo:

C2mdr? 7 2m 72

n ) | (V(r) G 1)) W) = BU(r) (3.1)

Dessa forma, h é a constante de Planck dividida por 2w, m é a massa reduzida
dos componentes da interagao e E é o autovalor de energia. O segundo termo do lado
esquerdo da equagao é composto do potencial original V' (r) somado ao termo de barreira

. . l(1+1) ) . Agt
de potencial proporcional a ==, em que [ ¢ o niimero quantico do momento angular.

Esse termo é adicionado porque o sistema é tridimensional.

Como se nota, tal equagao é descrita como uma equagao diferencial de segunda
ordem. Uma abordagem interessante para resolve-la é aplicando a fatorizagao supersi-

métrica via operadores bosoénicos.

Considerando inicialmente o Hamiltoniano para o caso do estado fundamental (I= n-1= 0),

15



com n sendo o numero quantico principal. Além disso, por praticidade, adotaremos A

= 2m = 1, assim sendo, tem-se:

2

HO\IJQ = (—% + V(T)) \1’0(7") = A+A_ + E() (32)

Sendo que Ej representa o autovalor do nivel de menor energia do Hamiltoniano

0 )
Hy, pois o operador AT A~ tem autovalor de energia para o estado fundamental como
sendo igual a zero. Logo, é necesséario somar Ej para obter o nivel de energia do sistema

correto (FILHO, 2009).

Definindo os operadores bosodnicos de construcao e destruicao, respectivamente, em

termos do superpotencial (BATAEL et al., 2017), tem-se:

A” = (d% + W(r)) (3.4)

Fazendo a fatorizagao do Hamiltoniano, tem-se:

%_Aw1_(7%+wv0(%+wv0— (3:5)
2 d d )
=5 = W)+ W)+ W) (3.6)

O segundo termo do lado esquerdo da equacgao 3.6 é resolvido via "regra da cadeia",
pois se esta trabalhando com a aplicacao de operadores e, portanto, havera um termo
referente & fungado de onda, Wy, multiplicando o superpotencial, W(r). Sendo assim,

igualando a relacao dada pela equacao 3.2 com a relagao obtida em 3.6, tem-se:

~i+Wﬂ:mi—WW%—%Wm+Wm%+W%HEO (3.7)

16



Simplificando a equacao 3.7 e reescrevendo a derivada do superpotencial em relacao

a r, da seguinte forma:

——W(r)=-W'(r) (3.8)

Rearranjando a equagao 3.7, tem-se:

V(ry=W=3(r)—-W'(r)+ E (3.9)

A equacao 3.9 é chamada de equacao de Ricatti. Pode-se observar, assim, que a
fatorizagao permite reescrever a equagao de Schrédinger como um conjunto de equagoes
diferenciais de primeira ordem, tornando sua resolu¢ao mais facil (SILVA, 2014).

Além disso, como o potencial estudado nao tem solucao exata, procura-se um su-
perpotencial aproximado para poder encontrar a funcao de onda teste do estado fun-
damental. Com isso em mente, aplicando o operador destruicao aplicado a funcao de

onda (FILHO, 2009), tem-se, entao:

<d% + W(r)) Wy =0 (3.10)

Aplicando a distributiva, tem-se:

d
W+ W)W =0 (3.11)

Rearranjando a equacao e integrando:

d A
— U= -W(r)Wy— [ —2

= = —/W('r’)dr (3.12)

U,

Resolvendo, tem-se a fun¢ao de onda para o estado fundamental, ¥, dada por:

Ty o exp” / Wdr (3.13)

Desta forma, nota-se uma relacao entre o superpotencial e a funcao de onda que

17



descreve o sistema em questao. Portanto, ao resolver a equacao de Ricatti, torna-se
possivel obter uma fungao de onda para o estado fundamental do sistema.

O presente trabalho aborda, ainda, casos em que a interagao molecular ocorre em
sistemas de confinamento. Para isso, adiciona-se dois termos ao superpotencial do caso
nao confinado (SILVA, 2014; SILVA, 2019). O primeiro termo, dado pela Equagao 3.14,
cria uma barreira de potencial infinita no potencial original quando » — R, aprisionando
o sistema. Nas equagoes 3.14 e 3.15, R mimetiza o raio de confinamento do sistema e

T'min Mimetiza o raio de volume excluso, respectivamente.

1
R—r

(3.14)

Ja o segundo termo, descrito pela Equacao 3.15, limita a distdncia minima entre as

moléculas interagentes do sistema.

1

" — Tmin

(3.15)

Como o termo referente ao volume excluso é uma regiao inacessivel, ele também é
adicionado ao caso livre (SILVA, 2019). Com isso, o superpotencial para o caso confinado
(Weony) € definido como a soma entre o superpotencial nao confinado (W,,conr) € 0 termo

de aprisionamento dado pela Equacao 3.14, conforme apresentado na Equacao 3.16:

1

Wconf = Wnconf + R_ 1’

(3.16)

Por sua vez, o superpotencial para o caso nao confinado é descrito como a soma
entre o superpotencial aproximado e o termo de volume excluido, conforme apresentado
na Equacgao 3.17:

1
Wnconf = Waprozimado - - (317)

— T'min
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Capitulo 4

Estudo das Interacoes dipolo-dipolo

Interacoes dipolo-dipolo sao forcas intermoleculares que surgem devido a interagao
que ocorre entre duas moléculas polares, ou seja, moléculas que tem um momento
dipolar permanente. Quando moléculas polares se aproximam, seus dipolos podem se
alinhar, fazendo com que a densidade eletrénica de uma molécula se aproximem da
densidade eletronica de outra molécula, aumentando a atragao entre elas (ATKINS;

PAULA; FRIEDMAN, 2013), como mostrado na figura 4.1.

Figura 4.1: Representacao da interagao dipolo-dipolo entre duas moléculas.

Fonte: Elaborado pelo autor

A energia de interacao do sistema mostrado na figura 4.1 pode ser descrito pela
equacao 4.1 (ISRAELACHVILI, 2011; GRIFFITHS; SCHROETER, 2018). Dito isso, o

potencial para a parte radial que descreve essa interagao (YAMAMOTO, 2008; ISRA-
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ELACHVILI, 2011) é dado por:

Vi) = — [Ml/ﬂ (4.1)

4me L 13

Em que pq e puo representam o momento dipolo das moléculas interagentes, € repre-
senta a constante de permissividade do meio - aqui, o meio é a dgua - em relagao ao

vacuo e r representa a distancia entre os centros de massa das moléculas.

4.1 Interacao dipolo-dipolo na molécula de CO-CO

O monoéxido de carbono é uma molécula polar, com um dipolo elétrico permanente,
ou seja, ha uma distribuigao assimétrica da densidade eletronica na molécula, com um
atomo de carbono tendo sua densidade eletronica levemente diminuida e um atomo de
oxigénio com sua densidade eletrénica tendo um pequeno aumento (ATKINS; PAULA;
FRIEDMAN, 2013). Logo, quando duas moléculas de CO se aproximam, os dipolos
elétricos de cada molécula interagem entre si, ocorrendo uma interagao conhecida como
dipolo-dipolo e pode ser descrita pelo potencial dado na equagao 4.1. Com o intuito de
calcular os autovalores de energia para o estado fundamental dessa interacao, considera-
se inicialmente a equagao de Schrédinger mostrada na equagao 4.2:

L P i 1)> U(r) = BU(r) (4.2)

2m r

Rearranjando, tem-se:

d2
_W\IJ(T) + Vs (r)U(r) = EY(r) (4.3)
Em que Vs(r) = 2m¥(r) + l(l;”, sendo que [ é o momento angular do sistema,
V(r) = —i’; i‘f 33 ¢ o potencial aplicado ao sistema que descreve a interagao e V.5 € o

potencial efetivo do sistema.

Além disso, como o potencial que esta sendo aplicado ao sistema é um potencial de

forga central (THORNTON; MARION, 2011), utiliza-se a massa reduzida, m,
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1m2
L (4.4)
ml—+ m2

Em que m1 se refere a massa do carbono da primeira molécula e m2 se refere & massa
do oxigénio da segunda molécula e assim, a massa reduzida da molécula é calculada
em massa de elétron no valor de 12499,5 unidades atémicas(u.a.), referente a molécula
da interagao CO-CO (MEJIA et al., 2016). Importante ressaltar que poderiamos ter a
ordem das massas das moléculas invertidas, desde que haja a interagao entre o carbono
de uma e o oxigénio da outra.

Abaixo, o sistema é abordado em duas partes, a primeira referente ao caso confinado

e a segunda referente ao caso livre.

4.1.1 Caso confinado da interacao CO-CO

O confinamento do sistema é feito considerando a simetria de cavidades esféricas com
seus raios confinantes variando entre 4,9787 a 1050,00 u.a. e as cavidades confinantes
mimetizando proteinas globulares tendo entre 516,94 a 4849048261,00 u.a. de volumes

internos (SONAVANE; CHAKRABARTI, 2008; MILANT et al., 2004), e mantém-se o

raio de distancia minima entre as moléculas e seus respectivos volumes.

Figura 4.2: Representacao da interacao dipolo-dipolo num sistema de confinamento em
que os raios sofrem variagao.

Fonte: Elaborado pelo autor

Além disso, como ha restrigoes geométricas nesse caso, o potencial para a molécula
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CO-CO torna-se:

—2p1 2
Armers , para T'min < r < Tconf

V(r)= (4.5)

©.9) ,para r < Tpin  OU T > Teonf

Em seguida, sugere-se um superpotencial para o sistema confinado e com uso da

equacao 2.12 é feito o célculo do potencial aproximado:

B 1 1 \* 8 1 1
Vir)= - == - = = — 4.6
(r) (ﬁ T — Tmin * R—r 2 (r—Tmin)?  (R—71)2 (4.6)
e obtida a funcao de onda teste com uso da equagao 3.13:
\If|co,co|0 (7’) X eXp_fW(r)dr (47)

Em seguida, utiliza-se a funcao de onda teste obtida, além do operador Hamiltoniano
descrito pela equagao 2.12, faz-se a integracao com os limites variando do raio minimo,
T'min, Tesponsével pela distancia minima entre as moléculas até o raio de confinamento,

R, devido a esse caso a molécula estar em sistema de confinamento, tem-se entao:

I, 03 (=i 4 28 ) vy
L () Pr2dr

Tmin

(4.8)

Oconf X

Por fim, com uso das equagoes 4.8 e 2.13, é feito calculo e minimizacao da energia

do sistema.

4.1.2 Caso livre da interacao CO-CO

No caso livre, considera-se que as moléculas de CO estao se movendo livremente pelo
espago, nao sendo influenciadas por restricoes geométricas ou interacoes com outras

moléculas. Além disso, é colocado um raio de distdncia minima entre as moléculas e tal
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raio, Tmin, € responsavel por um volume excluso entre os atomos da interagao CO-CO,

como mostrado na equagao 3.15.

Para a regiao r,;, < r < 0o, amolécula estéa livre, logo o potencial aplicado mostrado
na equacao 4.1 é o mesmo em todo o espago e o operador hamiltoniano da interacao
estudada pode ser escrito com uso da equacao 4.3, como:

d2

H o= Vylr) (4.9)

Sendo o potencial efetivo também definido pela equagao 4.3.

Sugerindo um superpotencial para o caso nao confinado descrito pela equacao 3.17,

tem-se:

Wnconf = ﬁ - é - ; (410)

r " — T'min

A fim de encontrar um superpotencial aproximado para calcular uma funcao de onda
teste adequada ao sistema, aplica-se no superpotencial mostrado acima, a equagao de

Ricatti dada na equagao 3.9, logo tem-se:

Vi(r) = (5—5 LY— (ﬁ +;) (4.11)

; a " — Tmin ﬁ (T - Tmin>2

Em seguida, a funcao de onda teste para o estado fundamental que descreve o

sistema, 1)co—co|,, € encontrada com uso da equacao 3.13 (SILVA, 2014; FILHO, 2009),

\P|CO—CO\0(T) X eXp_fW(T)dT (4.12)

O célculo dos autovalores de energia, ¢ feito via método variacional dado pela equa-
¢ao 2.12, com uso do operador Hamiltoniano mostrado na equacgao 4.9 e usando a fungao
de onda teste obtida por meio da equacao 4.12 e fazendo a integracao com os limites
variando do raio minimo, 7,,;,, responsavel pela distdncia minima entre as moléculas

até o infinito, pois a molécula esta livre, tem-se entao:
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12, ) (= + A8 ()

s [RGI 1
Em que A\ = —% + (I + 1)r, sendo I 0 momento angular do sistema. Como o

autovalor de energia desejado é o estado fundamental do sistema, o niimero quéantico
principal, n, tem valor 1, e consequentemente, pela relagao [=n-1, o valor do momento

angular para o estado fundamental é zero.

Por fim, calcula-se o autovalor de energia do estado fundamental pela equacao 4.13
e o valor obtido é minimizado com uso da equagao 2.13 a fim de se obter um resultado

mais proximo ao observado no sistema fisico real.

4.2 Interacao dipolo-dipolo na molécula de HCI-HCI

O &cido cloridrico é uma molécula polar que possui um momento dipolo permanente
devido a distribui¢cao nao uniforme da densidade de cargas elétricas em que a maior
densidade eletronica dessa distribuigao fica concentrada na extremidade da molécula
em que esta o cloro e a parte positiva fica por conta do hidrogénio (ATKINS; ATKINS;
PAULA, 2014; MCQUARRIE; SIMON, 1997). O estudo desse sistema interagente sera

feito de forma andloga ao caso da interagao C'O-CO.

4.2.1 Caso confinado da interacao HCI-HCI

O confinamento do sistema ¢ feito em cavidades de simetria esférica com seus raios
confinantes variando entre 4,9787 a 1050,00u.a. em que as cavidades confinantes mime-
tizam proteinas globulares tendo entre 516,94 a 4849048261,00 u.a. de volumes internos
(SONAVANE; CHAKRABARTI, 2008; MILANTI et al., 2004; SILVA, 2019), e mantém-

se o raio de distancia minima entre as moléculas e seus respectivos volumes.

Além disso, como hé restricoes geométricas nesse caso, o potencial para a molécula

HCI-HCI torna-se:
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—2p01 2
Teaz s bara rmin <7 Teonf

Vir) = (4.14)

&0 ,parar < rymin  OU T > Teonf

Em seguida, observado o que foi feito na equacgao 4.14, é utilizado o superpoten-
cial para o sistema confinado e com uso da equacao 3.9 é feito o célculo do potencial

aproximado:

wm:(—g— ! —F1TY—E— S (4.15)

" — Tmin R— r? (7“ - 7nmin>2 (R - T)Q

e obtida a funcao de onda teste com uso da equagao 3.13:
U rer—ncy (r) oc exp ™ W (4.16)

Entao, utiliza-se a fun¢ao de onda teste obtida e o operador hamiltoniano do sistema,
integra-se com os limites variando do raio minimo, 7,,;,, responsavel pela distancia
minima entre as moléculas até o raio de confinamento, R, devido a esse caso a molécula

estar restrita, logo:

S 03 (= + 28 ) ws(Frdr

(4.17)

Ocon \
f % s
Em que A = 2’271::2 + (I 4+ 1), sendo ! o momento angular do sistema. Como o

autovalor de energia desejado é o estado fundamental do sistema, o niimero quéantico
principal, n, tem valor 1, consequentemente pela relacao [=n-1, o valor do momento
angular para o estado fundamental é zero. Diferentemente do caso CO-CO, no caso da
interacao HCI-HCI é feito um ajuste diminuindo uma ordem de grandeza da variavel

radial no denominador, tornando o potencial na forma:

2
Vir) = 4“1“22 (4.18)
TET
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Tal modificagao é feita com o intuito de descrever melhor a interagao abordada nessa
se¢ao. Além disso modificagoes do tipo jé foram realizadas em outros casos de interagoes
dipolo-dipolo entre moléculas como em (GARY L BERTRAND, DAVID JOHNS, JOEL
GUESS, JOEL GUESS, 2023) em que ¢ mostrado aproximagoes para os casos onde
h& multiplas moléculas carregadas no sistema. Dito isto, foi decidido por realizar a
aproximacao para o caso estudado, com intuito de se obter uma melhor descricao do
sistema com o observado experimentalmente e teoricamente em (VOTAVA; AHLRICHS;
GEIGER, 1983). Apesar da modificagao no potencial, ele continua sendo um potencial
de forga central (THORNTON; MARION, 2011)

Por fim, com uso das equacgoes 4.17 e 2.13, é feito calculo e minimizagao da energia

do sistema.

4.2.2 Caso livre da interacao HCI-HCI

No caso livre, introduz-se novamente um superpotencial para moldar a funcao de
onda teste (SILVA, 2014; SILVA, 2019). Com o método variacional, sdo determinados
os autovalores de energia com base na minimizacao de energia, com o intuito de haver

consonancia com experimentos (VOTAVA; AHLRICHS; GEIGER, 1983).

6] 1

r " — Tmin

Wnconf = 6 - (419)

Em seguida, a funcao de onda é obtida via integracao do superpotencial, como visto

na equacgao 4.20

U\ gei—mci)y (r) o eprfW(T)dr (4.20)

Com isso, o célculo do autovalor de energia é feito pela equagao abaixo:

om0 (2R v
e I Woa () Prdr

Tmin

(4.21)
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Capitulo 5

Resultados e Discussoes

Os resultados obtidos serao discutidos em duas se¢oes distintas. Na primeira parte,
mostra-se os autovalores de energia para o estado fundamental da interagao dipolo-
dipolo da molécula CO-CO tanto no caso livre quando no caso de confinamento. Além de
uma comparacao com a energia térmica e discussao sobre o comportamento do sistema.
Na segunda secao, de forma anéloga, serao mostrados os autovalores de energia para a
interagao dipolo-dipolo da molécula HCI-HCI obtidos para cada raio de confinamento e

para o caso livre, além disso, também ¢é feita uma comparagao com a energia térmica.

5.1 Interacao dipolo-dipolo da molécula de CO-CO

O calculo dos autovalores de energia da interacao para o caso confinado foi realizado
considerando a estrutura do monodxido de carbono tendo formato linear e o raio de
volume excluso com o tamanho da distancia entre as moléculas de C'O. Além disso,
para o confinamento foi considerada o volume de uma esfera com raio de confinamento
R menos o volume de uma esfera com raio minimo responsavel pelo volume excluso,
Tmin -

Em seguida, com uso das equacgoes 4.3, 4.8 e 2.13 referentes ao calculo dos autovalores
de energia para a molécula de carbono no caso livre, confinado e a minimizagao dos
valores obtidos, respectivamente, calculou-se os autovalores de energia para o estado

fundamental e os valores obtidos estao dispostos na tabela 5.1, mostrada abaixo:
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Tabela 5.1: Autovalores de energias para a interacao CO-CO em unidades atomicas
calculados via método variacional para diferentes volumes. Tendo o raio de confina-
mento, ey, correspondente a cada volume de cavidade e o parametro variacional, 3,
encontrado para cada autovalor de energia.

Raio de confinamento (u.a.) | Volume confinante (u.a.) | Energia (u.a.) g
4,9787 516,94 0,0000372582 | 0,501823
95,2845 618,16 0,00002822 0,489504
6,3853 1090,52 0,0000118422 | 0,455161
7,8197 2002,9 4,47695x107° | 0,425401
9,4875 3577,21 1,45002x107° | 0,403582
11,9589 7164,11 -4,54535%x 1078 | 0,387129
100,00 4209558,94 -8,62107x10~" | 0,461892
250,00 65449846,95 -8,61249x 107" | 0,469561
1050,00 4849048261,00 -8,60432x 1077 | 0,473224

00 00 -8,60133x 107" | 0,474339

Com os dados mostrados acima, se nota que conforme o volume de confinamento do
sistema aumenta, o autovalor de energia comega a decair concomitante ao parametro
variacional, o que nao é algo tao comum.

Além disso, quando o volume de confinamento é calculado entre os valores de raio
variando de 9,4875 e 11,9589u.a. h4 uma mudanca no comportamento da interagao e a
molécula sofre a maior diferenca nos valores de energia dentre todos os volumes e passa
a ter valor negativo.

Tem-se que devido & minimizagao do autovalor de energia do sistema, encontra-se
um pogo de potencial que normaliza as interagoes ocorrentes no sistema, o que causa
a estabilizacao da energia final. Como visto ainda na tabela 5.1, temos autovalores
de energia na ordem de 107% e 107® dado o fato de o programa utilizado para mini-
mizacao dos autovalores de energia calcular tanto valores correspondentes a minimos
locais quanto minimos globais dentro do sistema. Sendo assim, os valores ditos aqui
sao referentes a minimos locais e quando o sistema tende ao infinito, sua estabilizacao
ocorre e assim, temos a normalizagao da energia do sistema via um autovalor de energia
representado por um minimo global na ordem de 1077.

Outro resultado importante ocorre quando comparados os autovalores de energia
dispostos na tabela 5.2 com o valor da energia térmica, kgT = 9,75501.10 *hartree

(SILVA, 2019), em que se nota a energia térmica superior a todos os autovalores de
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energia estudados, sendo capaz de dissociar todas as interacoes CO-CO, corroborando
o fato de interagoes dipolo-dipolo serem interagoes fracas (ATKINS; PAULA; FRIED-
MAN, 2013).

E importante ressaltar que a energia térmica escolhida se refere a temperatura de
T=309,15K presente num corpo humano saudavel (CAMARGO; FURLAN, 2011; LA-
GANA; FARO; ARAUJO, 1992).

5.2 Interacao dipolo-dipolo da molécula de HCI-HCI

O calculo dos autovalores de energia da interacao para o caso confinado foi realizado
considerando a estrutura do acido cloridrico tendo um momento dipolar devido & sua
assimetria na distribuicao da densidade de cargas e o raio de volume excluso com o
tamanho da distancia entre as moléculas de HCl com o intuito de evitar que elas in-
terajam com outros ions no meio (SILVA, 2014). Além disso, para o confinamento foi
considerada o volume de uma esfera com raio de confinamento R menos o volume de
uma esfera com raio minimo responsavel pelo volume excluso, 7,in.

Em seguida, com uso das equagoes 4.21, 4.17 e 2.13 referentes ao célculo dos au-
tovalores de energia para a molécula de acido cloridrico no caso livre, confinado e a
minimizagao dos valores obtidos, respectivamente, calculou-se os autovalores de energia
para o estado fundamental e os valores obtidos estao dispostos na tabela 5.2, mostrada
abaixo:

Com os dados mostrados acima, se nota que mesmo com o volume de confinamento
do sistema aumentando, o autovalor de energia se mantém estavel independente da
alteracao no confinamento, tendo apenas uma pequena variacao na ordem de 1075 entre
seus valores.

Ainda sobre os resultados obtidos para a interagao HCI-HCI, os autovalores encon-
trados sao proximos dos valores experimentais encontrados na literatura (VOTAVA;
AHLRICHS; GEIGER, 1983) em que se observa um autovalor de energia experimen-
tal como sendo igual a —0,003023u.a., o que demonstra significativa aproximacao do

modelo tedrico ao resultado experimental.
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Tabela 5.2: Autovalores de energias para a interacao HCI-HC! em unidades atomicas
calculados via método variacional para diferentes volumes. Tendo o raio de confina-
mento, ey, correspondente a cada volume de cavidade e o parametro variacional, 3,

encontrado para cada autovalor de energia.

Raio de confinamento (u.a.) | Volume confinante (u.a.) | Energia (u.a.) o}
4,9787 516,94 -0,00358269 | 2,2431
02,2845 618,16 -0,00358001 | 2,37621
6,3853 1090,52 -0,00357167 | 2,65214
7,8197 2002,9 -0,00356786 | 2,80824
9,4875 3577,21 -0,00356647 | 2,8968
11,9589 7164,11 -0,00356585 2,9645
100,00 4209558,94 -0,00356598 | 3,11748
250,00 65449846,95 -0,00356605 | 3,12661
1050,00 4849048261,00 -0,00356609 | 3,13111

0 00 -0,0035661 3,1325

Além disso, mesmo quando a molécula esta saindo do confinamento e entrando no
caso livre, a falta de confinamento nao influencia de forma tao direta, visto ainda que,
mesmo no caso livre ha a possibilidade de interacao da molécula com outros ifons do
meio, dada a facilidade que a molécula de HCI conseguir realizar interagoes de hidrogénio
(SAMANTA et al., 2014; PINE; HOWARD, 1986), o que ajuda na estabilizacao da
molécula.

Outro resultado importante ocorre quando comparados os autovalores de energia
dispostos na tabela 5.1 com o valor da energia térmica, kgT = 9,75501.10 *hartree
(SILVA, 2019), em que assim como no caso da se¢ao anterior, tem-se a energia térmica
superior a todos os autovalores de energia obtidos, sendo assim, capaz de dissociar todas
as interagoes HCI-HCI.

Ressalta-se novamente que a energia térmica escolhida se refere a temperatura de
T=309,15K presente em um corpo humano saudavel (CAMARGO; FURLAN, 2011,
LAGANA; FARO; ARAUJO, 1992).
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Capitulo 6

Conclusoes

Com base nos resultados apresentados no presente trabalho, além de aplicagoes
vistas na literatura (SILVA, 2019; BATAEL et al., 2017; PERA et al., 2022), pode-
se observar que o formalismo da mecanica quantica supersimétrica se mostra como
uma eficaz ferramenta para a obtencao da funcao de onda teste usada na resolucao da
equacao de Schrodinger, possibilitando a modelagem e resolugao de potenciais aplicaveis
a sistemas quanticos de interesse tecnolégico seja em condigoes de confinamento ou livre.
Além disso, o método variacional se mostrou como uma ferramenta robusta no céalculo
e minimizacao dos autovalores de energia obtidos para o estado fundamental.

Com os dados obtidos para o caso da interacao CO-CO, verifica-se que a energia
de interacao ocorrente decai conforme o volume de confinamento aumenta, tendo sua
maior variacao para os valores de raio entre 9,4875 e 11,9589 w.a., indicando haver o
inicio da mudanca no regime de confinamento e consequente estabilizacao da energia
de interagao molecular ao alcangar o caso livre de fato. Como tal interacao é fraca, a
energia térmica do sistema é suficiente para quebrar a ligagdo entre as moléculas em
todos os volumes de cavidades e também no caso livre. Os calculos mostram ainda que
a estabilidade do sistema estudado é alcancada devido a ele se encontrar num pocgo de
potencial, o que faz sua energia tender a um valor estéavel.

Para o segundo caso, os autovalores de energia da do sistema interagente contendo
a molécula de HCI-HCI mostram que mesmo o volume de confinamento do sistema

aumentando, ele ainda continua estavel em todos os casos e nao ha mudanca significativa
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entre os autovalores de energia para ambos os regimes estudados, em confinamento
e livre, onde a diferenca de energia dos valores obtidos se d4 na ordem de 10~ 5u.a.
demonstrando a estabilidade da molécula. Outro fato relevante a ser considerado é
que o confinamento nao influencia de forma tao incisiva nos autovalores e consequente
estabilizacao do sistema, dado o fato de ela conseguir realizar interacoes de hidrogénio
com grande facilidade.

Além disso, o ajuste feito no potencial do sistema permitiu a obtencao de autovalores
de energia com notavel aproximacao, sendo corroborado com os observados experimen-
talmente descritos na literatura (VOTAVA; AHLRICHS; GEIGER, 1983).

Ademais, assim como no caso anterior, a energia térmica é maior que os autovalores
de energia para todos os volumes de confinamento e também para o caso livre, o que a
torna capaz de dissociar as ligagoes ocorrentes no sistema.

Por fim, seria interessante no futuro estudar a parte angular dessas interagoes a fim

de obter uma modelagem ainda mais completo do sistema.
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Apéndice A

Script utilizado no estudo da interacao

CO-CO em confinamento

Abaixo é mostrado o Script desenvolvido no Software Mathematica V.12.0, para
obtencao dos autovalores de energia da interagao dipolo-dipolo da molécula CO-CO

para os casos da molécula livre e confinada em uma cavidade esférica.
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In[1]:=

In[2]:=

In[3]:=

out[3)=

In4]:=

Out[4]=

In[5]

In[6]:=

Out[6

In[7]:=

In[8]:=

Out[8]=

In[9):=

In[10]

In(11]:=

out[11]=

In[12]:=

In[15]:=

out[15]=

In[16]:=

Out[16]=

In[17]:=

out[17)=

In[18]

In[19]:=

In[20]:=

Out[20)=

In[21]:=

outf21)=

Clear ["Global"]

(*massa dos atomos em unidades - fonte:http://ciaaw.orgs)
(*Onde mC é a massa do carbono e mO é a massa do oxigeniox)

mC = 21874.1

21874.1

m0 = 29165.5
29165.5

(*Massa reduzida da molécula m(u) x)
m = (mCxm0) / (mC+ mO)

12499.5

(*momento de dipolo do COx)

mdCO = 0.04799846

0.0479985

(*Permissividade do meio - agua - em unidade atomicax)
(¥6.107571 - permissividade a 296K de temperaturax)

epsilon = 6.1075

6.1075

(*Valores do momento dipolo ao quadrado dividido por epsilonx)
mdCOquadrado = (mdCO) ~2 / (epsilon)

0.000377217

(xDefinindo onstante de planck em unidade atomica, momento angular e valor de pix)

hbar = 1

1

1=0

0

pi = 3.1415
3.1415

(*raios de confinamento e distancia minimax)

(»rmin é a medida da distancia entre os atomos de C de uma molécula e O da outra -
1.21 Angstrom x 1.889726x%)

rmin = 2.28656

2.28656

rconf = Infinity

[ee]
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2 | Potencial r~3 - CO-CO.nb

2= (*definindo o superpotencial, potencial efetivo e fun¢dao de ondax)

3= (*adicionar a constante de polarizabilidade da molécula correta, COx)

1 1
npap= W o= [beta - (beta/r) + [ ] - ( )]

(rconf - r) (r - rmin)

1 beta
ouz4- beta - -
-2.28656 +r r

nesp= Vef = WA2 - D[W, r]

beta -

out[25]=

1 beta JZ 1 beta
-2.28656 +r r (

-2.28656 +r)? r?

neey= fonda = Exp[Integrate[-W, r]]

oufpel= @ Oetar+betaloglr] (5 28656 + )

ne7i= VO = (2% m/hbar”2) % (2/4 xpi) » (mdCOquadrado) » (-1/r~*3)
14.8122

out27]= —

r3

neel= (*definindo o hamiltoniano do sistemax)

neop= H = -D[D[fonda, r], r] + VO x fonda

beta beta

— DV -beta r+betaLog[r] _beta +

oul[29)= —e betar+betaLog[r] [7 beta +

2
] (-2.28656 +r) -

& r

14.8122 e betar+betalogir] (5 28656 + r) beta e Petartbetalogir]l (_ 7 28656 + 1)

.
r3 r

2

NIntegrate[fonda xH*r~2, {r, rmin, rconf}]

In[30}:= FindMinimum[{ 'y
NIntegrate[fonda * fonda*xr~2, {r, rmin, rconf}]

beta > © && beta < 199}, (beta, e.1}]

Nintegrate: The integrand

beta beta

r

o-betar+beta Loglr] [2 g~betar+beta Log[t] [~beta "
,

] —sgTPearbetaLogh [—beta + ] (-2.28656 + 1) -

gl (_2.28656 + 1) beta g Petar+betaloall (_3 28656 + )
- + (-2.28656 + 1) r°
(g =

14.8122 g betar+beta

has evaluated to non-numerical values for all sampling points in the region with boundaries {{e, 2.28656}}.

Nintegrate: The integrand e=2Pet@r+2betatodll _5 28656 + r)? % has evaluated to non-numerical values for all sampling

points in the region with boundaries {{co, 2.28656}}.

Nintegrate: The integrand e™2Petar+2betalodll _5 58656 + 1)? r? has evaluated to non-numerical values for all sampling
points in the region with boundaries {{co, 2.28656}}.

- General: Further output of Nintegrate:inumr will be suppressed during this calculation.

ouzo- {-0.0215024, {beta - 0.474339}}

niz3= Energia = -0.021502439782340392° / (2 * m)

ous- - 8.60133 x 1077



Apéndice B

Script utilizado no estudo da interacao

HCI-HCI em confinamento

Abaixo é mostrado o Script desenvolvido no Software Mathematica V.12.0, para
obtencao dos autovalores de energia da interacao dipolo-dipolo da molécula HCI-HC1

para os casos da molécula livre e confinada em uma cavidade esférica.
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In[6]:=

In[7]:=

In[8]:=

out[g]=

In[9]:=

Out[9]=

In(10]:=

In(11]:=

out[11]=

In[12]

out[12]=

In[13]:=

In[14]:=

out[14]=

In[15]:=

In[16]:=

out[16,

In(17]:=

In[18]:=

out[18]=

In(19]

out[19]=

In[20):=

In[21]:=

In[22]

out[22]=

In[23]:=

out[23]=

In[24]:=

Clear ["Global"]

(*massa dos atomos em unidades de massa de eletron - fonte: http://ciaaw.orgs)
(*xOnde mH é a massa do Hidrogénio e mCl é a massa do Clorox)

mH = 1837.1

1837.1

mCl = 64618

64618

(*Massa reduzida da molécula m(u) %)
m = (mH#%mCl) / (mH+mCl)

1786.31

(*momento de dipolo do HClx)
mdHC1 = 0.4131039

0.413104

(*Permissividade do meio - dgua - em unidade atomicax)

epsilon = 6.1073

6.1073

(*Valores do momento dipolo ao quadrado dividido por epsilonx)
mdHClquadrado = (mdHC1) ~2 / (epsilon)

0.0279428

(*Definindo onstante de planck em unidade atomica e valor de pix)
hbar = 1

1

pi = 3.1415
3.1415
(*raios de confinamento e distancia minimax)

(xrmin é a medida da distancia entre os atomos de H de uma molécula e Cl da outra -
1.28Angstrom x 1.889726+x)

rmin = 2.4188
2.4188

rconf = Infinity

(e o)

(»definindo o superpotencial, potencial efetivo e fung¢do de ondax)



2 | Potencial r~2 - HCI-HCI.nb

1 1
nsi= W = [beta - (beta/r) + [ ) - ( ]]

(rconf - r) (r - rmin)

1 beta
ouzs= beta - -
-2.4188 +r r

npe;= Vef = WA2 - D[W, r]

beta - -
-2.4188 +r r

out[26]=

1 be'ca]2 1 beta
(-2.4188 +r)? r?

ne7= fonda = Exp[Integrate[-W, r]]

out[27]= @ betar+betalog(r] (-2.4188 + 1)

nes= V@ = (2%m/ hbar~2) » (2/4 %pi) » (-mdHClquadrado) * (1/ r~2)
156.807
out[28])r — ——————

r,Z

neoy= (+#definindo o hamiltoniano do sistemax)
nzop= H = -D[D[fonda, r], r] + VO x fonda

beta beta

2
outj3o}= — 2 @ betar+betalog(r] [—beta + ] (-2.4188 +r) -

_ e-be1:a r+betalog(r] [_ beta +

r r

156.807 e Petar betaloelr] (-3 4188 +r) beta e Petaribetaloeln (-2 4188+ 1)

+

2 2

r r

NIntegrate[fonda*xH*r~2, {r, rmin, rconf}]

In31]:= FindMinimum[{ B
NIntegrate[fonda x fonda xr~2, {r, rmin, rconf}]

beta > © & beta < 100}, (beta, 0.1}]

Nintegrate: The integrand

beta beta

] — g Petar+betaloglr] [—beta + ] (-2.4188 +1) -

r

g betar+beta Loglr] [2 g~betar+betalog[r] (—beta +
r

156.807 g~Petar+betaloglr] (-2.4188 +1)  beta g betar+beta Log[r] (-2.4188 + 1)
+
r? 2

(-2.4188 + 1) r? has

evaluated to non-numerical values for all sampling points in the region with boundaries {{co, 2.4188}}.

Nintegrate: The integrand e~2Petr+2betalodll _5 4188 4+ r)? 1 has evaluated to non-numerical values for all sampling
points in the region with boundaries {{c, 2.4188}}.

2 beta r+2 beta Logr]

Nintegrate: The integrand e (-2.4188 + )2 * has evaluated to non-numerical values for all sampling

points in the region with boundaries {{c, 2.4188}}.

 General: Further output of Nintegrate:inumr will be suppressed during this calculation.

oust)= {-12.7404, {beta - 3.1325}}

in33= Energia = -12.740356846829624° / (2 xm)
ou33)= —0.0035661
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Apéndice C

Artigo “Solucao de um potencial

exponencial via superalgebra”

Abaixo é mostrado o artigo de revisao “Solucao de um potencial exponencial via

, ” o . . .
superélgebra”, que resolve analiticamente um potencial exponencial geral usando hie-
rarquia de Hamiltonianos, obtendo ao final, por meio de uma escolha apropriada de

parametros, o caso especifico do Potencial de Morse.
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Fease artign traz uma revisan do formaliamo da Meciinica Qudntica Sapersimédrica o mostra sua aplicsgio
para solucionar um potencial exponencial que, com oma esoolha apropriada de pacimetne, & identificado come
o potencial de Morse. A sologio da equagao de Schradinger para. esse potencial & encontrada via fadorizsacio o
comsbrugiios e uima hisrwrouia de Hamilbonismes, ¢ comoooweo deess Rrrmmenbas sio enconbnsdos os aulovadors:
e enerma e mis pespectivas atofimcoes, & partie do resnfado encontrado, lixamos wlores de parimetros com
inbuike de respatar os resulbacdos pans eslados ligaabos prosenles oo lberabor.

Palavras-chawe: Supersimelria, Meosinea Chaiintica, Operudores Bostniens, Podencial de Maorse.

Thiz article provides & peview of Use Supersymimeboe Quantan Mechanics ormalism and shows ila application
o solve an expeonential potential that, with an appropriate choice of parameters, is identified as the Morse
pobenlial. The solition of Uhe Schirddinger equatien fer this pobential 2 ooand via lelorizabion sl constoction of
a hierarchy of Hamillonians, with the use of these tools the energy cigemadoes and their respective cigenfunetions
are founad, Froam the obtained resolt, se Aoed parameter salues in order Lo retriess the resnlta for boand states

present in the lberatore,

Keywards: Supersymmetry, Queantiom Mechanics, Bosonie operators, Morse Potential,

1. Introducio

Demtro do atual pancrama da Mecinica (uintica, a
equacac de Schrodinger (ES) possai lugar de desta-
que [1 5], sendo wma equacio de onda usada para des-
crever a naturesa em wm aspecio ndamental (atdomico,
subatimico ¢ molecular).

Assim, determinar as sohighes da 55 ¢ hundamental
pare & comprecnsao de sistemes quinticos, Negse artigo,
& cstudado wm potencial exponencial tal gque wsando
um conjunto sdequade dos parfmetros o potencial de
Maorse & obiide. Fsse nome e oreferincia o Philip
M. Morse, que introdusin esse potencial em 19289 o
estucdo de vibraghos de meléonlas distimicas [6], Desde
entin, hi na literatura diverses trabalbos relacionados
a s bipo de potencial, tanto relatives & sua rese-
Ipzace posr dliferentes emclodos mabecilioes (Gualilioos
o mmerizos ) [T-9] ek s aplicuges em probilemees
fisciress |10, 11).

Thifizrente: o abordiapean convenciom] par melugio
da ES [12-14], wtiliz-se oomo metodolosia a hierarguia
de Hamilonkoos, gue & deserita pela Rlorbacin das
equeacies diferencials ¢ constonsae das aotolungoes por

" Enderegn e corresposdineins vitor perksfuncsp. be

Copyright by Sockod ade Prasileirn do Fladea, Dristed n Brasll

nbermidalio dos ogeradores bosbobeos |15 18], oo mos
Lrawdo ma prdocina segho.

A metodologia apresentads permite [atorizar por
meie  dos  chamados  operadores supersimétricos o
Hamiltoniano original gue desereve o gistema estudado.
A imwversao  da ordem  desses  operadores permite
idemtificar o parceiro supersimétrices. Com o use desse
formalismo, constrii-sc wma cadein de lamillonianos
ligaudees cndre si, atravis dos operadores supersimédricos,
denominads de hicrarquis de Hamiltonisnos [14, 17).
Alem disse, ¢ importantc salicotar que s abordagem
utilizada nesse trabalbe ¢ joceda cm pobenciags com
solugies annliticas,/oxatis, Pordm, nos casos om goe &
erpuegn diferencinl pora o sistema snjeito ae pedencial
nin pocke ser resolvido dessa mancira, hi o possiblidece:
de aplicar métodes aproximatives, come o miodo
wevrimcicamd [, 19, 3]

0 presaende: brabsalli esld orpaniads como se s
Ma sgin 2, apnzznba-se o Brodisneo di hieeaeoguia dee
Mamilbomimme, desaribo com alpums die soas canacle
risticas abonladas de onna detallewda. Na secao 3, o
prsleneial exponencial proposto & resolvide v hierarguia
de Hamilloninos, Na secio 4 sao apresenbalos os
resn s ¢ a resbricho dos pacimelios goe lesa ao caso
partbcikar do polencial de Morse, conhecido na llera
tura. Por im, na segio b sae apresentadas as conelisbes.
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22NN x2-2

2. Formalismno

Dhe gcondo com o formalizmo seguide, o ponto de partida
& a equacao de Schridinger,

d?
Tz
sencdo que consideramos B 2m 1 come uma
simplificacio. A solwio com o uso do fermalismo da
Mocanics Quéintics Supcrsimétrics (MOQS) sc bascia
ng [toriescio do Hamiltoniane em doks operadores de
primeirs ordem [18],

Hap(x) = ( + tram) ¥z) = Bg(=), (1)

]

H,= % tValz) = AT A+ B, (2)
ET e Eﬁl:' & o antowvalor de energia do estado fun-
damental para o Hamiltoniano em questiéo  primeino
membre da hierarquia ¢ AY ¢ A~ s o8 operadores de
primweira ordem gue aqul serac chamados de operadores
bostmicos,

d
+ — .
A e + Wiz, b ) (3]
o
i
A, = i + Wiz, b)), (1)

onde Wir, by} & um superpotencial dependente da
viwritvel o o de wm conjuntao de parimeiros by,

A ordem de aplicuggio dos operadores detenming os
IarmiHominos compan heiros supensimetrions, seodo goe
ez definicio pode levar i construgio de ums hicrarguian
b Flaumillomizunes relacionados enboe s alroes die sopeer
sdmelbrin |16, 18] D ferna, o primeino Banilbonime
e s eompsnheiro superamebrion sus dialos, negeecbis
menile, por

2

d
i, =0, B ata; = | Wlz)  (5)
L
v o
Hy =A Ay = —— + Wiz}, (6]

d_:!‘

semdo que, quando bi solucio cxsts/analitics para o
cstado indamental, Vylz) difere do potencial original
por wimie constante que cormresponde aenerpin do estado
fundmental do problema, Fo'',

Ui diferenge entre os espeebros dos oompanbeinos
supersimestricos, quuisndo nigo ba quchen de sipersimet rin,
& o empecioo de energine Pare By oo oivel i Baixo
che energin corresiponde ao primeiro eslacdo excitado
e Fy .

Conm 2 subesbitaicio das equagies (3) o (4] meegquagio
{5) enconbramos o equegio de Ricalds [21],

Wil b) - Walzb) — Vale) -~ B, (7)

Karvistn Birasileira de Endnng die Fisica, wel, 44, SHEEHFE, N

Sologis de um potencial exponencial vin superalpebe

e lorma guoe, conhecendo wm superpobencial - gue
sabisloca a egquacio (T), & poesivel enconbear o estado
Tundamental do Hamiltoniawo da equaciho {0). Assim,
pela torizacso proposta, & encontrado o menor aoto-
valor de energia para o problema estudade. Alm disso,
cotn a8 conskleragios [eitas na equaciho (6), s deling
Vilz) coms:

Vile) = W3 (a) + Wi (a). ()

Para contimaar com & constrgao da hicrarquia, vamos
constrr s pela mtorizacho de 1)

Hy_ =H,,—EP = ATA;, {9)

sendo o8 operadores bosdnicos A ¢ A, consiridos com
wm superpotencial Walz) que & dependente da varidvel
F o um novo conjunte de parfimetros b, Destarte, a
snlugio da equagao (9) também ¢ obtida pela solugio
di: nma cquacie de Hicatti que forneec L’,'_:,u].

Akm de encontrar Iy, também se contrdi seu com-
panhcire supersimétrice invertcndo 8 ordem de splicacio
s operadores bostnions,

d!‘
Mz — =5 1 Valz) = A; A7, (o}
dr*
em gque Vo(x) = W' + H";Wz.

O chemads Hamillonianos: dissa hberarguia sw cons
Lrnidos segnudnedo s mwesimos passos, o seja, dentilcando
o superpolencial pars cuda membeo, Devese fear atento
para o fato de goe conforme a hieearquia awmenta, o8
eapectios de energia dos Hamiltonianos sho deslocados.
Degsa forma, o nivel mais baixe de encrgia de om
meemnbien da hierarguia corresponde a0 primeiro cstado
ecxcitado do Hamiltoniano do anterior, Para I, e 1l
a relsgao entre o cspoctro de energia &

B = E}. (11)

Clemeralizzomlo esse ciaso para wm especbno oo noesta
dos de energla em wma beranguia de m Hamilomkanos,
Lemos |16, 18]

B =B = =B, (12)
eom =0, 1,2 3. .. representamle o oivel de energka e
me=1,2,3. .. o8 Hamiltonianos da hierargoia.

Por meio da wutilizscao dos eperadores bosdnicos ¢
possivel obiter tambsfm a autolunche para cada Hamil-
toniano constribdo. Considerando quoe, por definigao,
Af AT tem autovelor mulo [18], ¢ condigio suficiento
PRI U

At =0 (13)

D forma, & aotolingo pode ser oblida pela
e diferencial de primedss ordem, vide @ delindgo
do operador A na equacao (3). Temos entao

:,ilé,”'muﬂp[—f“"ﬂi}ﬁl. {14}
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Para oz demais Hamdlloadamos a antolungzao O estado
Nulamental & enconbrada de Torma asiloga [22], o gue
leva a

#y™ o exp [— ): W..:E] . (15)

0 estade fondamental de cada Hamiltoniano gque
compos a hierarquis corresponde a um nivel de energia
do Hamiltoniano anterior, e por oopsegquiéncia também
tem um correspondente em Iy . () mesmoe se aplica
Az antolungoes o, em potenciais exatamente on parcial-
meente sobiveis, & possivel encontrar as sutolungoes de
cstados cxcitados, vide [18], pelas relagics

R S e {16)
L]
Vo o A AL g, (an

Aplicande este formalismo em problemas de poten-
ciais exatamento ou parcialmente soliivels, comsegiimmos
eneontrar a soluche para a 55 via fatorizacho do Hamil-
tomkano, commo no caso trabalhado & seguir, por coemplo.

3. Polencial Exponencial

O polenckal de oleresss, estiadado oessa segio, 8
liailas pror

Viz) — o™ B ) oy, (1K)

sepho epee vey, 1 e oy s constanbes relachonadas com
a profwmlidaade do pogo e o oom s largura, Vamos
dEculls casos maks loediatos, e oque o = 0 F ey
sawr remds, o Lambsfm restringimos @ = 00 real. A ES a
saer pesolv bla correspaondse & expuagze (1) para o poteancial
acima. Seguimde o formalizmo da MOS mostrado na se-
o anteriorn, para fatorizar o primeiro Hamiltoniano da
hicrarquia & necesairie wm superpotencial que satisfaca
a equacho de Ricatti (7) para o potencial trabalhado.
Diessa forms, tormdos

Wi(x) - Wi'(z) + B - ae T 4 BT gy,
(19}
quiz & satisicita por
Wilx) = —yfme ™ 4 by {20}

() superpotencial acima satisfaz a equacas [19) com o
parimetro by ——[f—;+ﬁ}.ﬁcmmant.tﬁiambém
perde ser determimula considerando-a como wm paci
mpedro adbdonal e fixado o posterdors Enlrelanto, cons
esme parimelne & sempre o mesmo ao longo da hierar
quia, oplon-se por lxd-bo de nkcio, seon sobrecarmegar
a nodache, Com o, o autovalor de energia do estado
Tundamental &

o {21}

TMODE= bt bl oy 1L D500, SO 100 205 FU - R0 20
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A antolowzwe doo prinwsdeo Hamblonkane pode ser
obdida a partic da egqoacho (15):

!!-'é.”[u:} X CRp l—vlffrt - E"I“:J- 122)

A comstrogio de companbeirg supersdmetrios de 0
& el oomo e enquagin (B) ¢ Wz ¢ costroble como
wigilan maL expuacan [9). Sendo aesim, Leanoes

Wol(x) — Wy'(z) + B

= e = 4 (S

BTl T e {23)

Poades ser olmervado gue o potenscial do companlsino
anpeErsimileioo e a mesma fooma luocioosal do poten
clal original (shape froardand) |23, 24]. Desss msaneis,
o superpolencial que satiEbe o egqoacio (23) ¢ dmilar a
Wiz} [18, 23], sendo

Walz) = —ye ™ 4 by (24)
A solugio do cstado ondamental para o scpundo
Hamiltoniano de hicrarquia, de forma andlogs so pri-

mciro, & cxals pars o parametro by (& Lﬁ],mrﬂ
a emergia valemdo

Ry =y — by (21)

A funggo de omla :,lflézl][rL I GO qﬁéu[r}, @
obdida pela egquacio (15):

#i2 (2) o r::l:pl %rﬂ = I'aI]- (26)

Aplicando o ogerador .-"nll safare: 'g'.},'l-',ﬂ{u:} oblfn-se o
Doregzaee e oomda pravea o prdoebng estado exeitado de By

W) o (Wae ™ b | L2 b

-\.u"'l:_tl:}tp[ (a+bs)x ﬁe""]
e [~ e, (2n)

Para obler as procimas lingoes de omla e nivels de
enerpk para o8 eabados excitadoes & necesssino & consteg
i dog pricimoes membros da hierarquia de Hamiltoni-
ancs, como explicitado nas equacies (16) ¢ (17). Como
i mencionado, i wma invariineia na forma foecional,
sendo assim o8 superpotenciais aso peneralizados da
seEiinte mancira:

Wealz) — —ofoie ™™ 4 by {28)

Mi cquagio (28] os membros de hierwrguia sie repre-

sentados por m o — 1,28, ..
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c2(2NNx2-4

O antovalores de energla sao eserilos de acondo comn
a eguagio (12), por consequiinek a expressiao geral para

a energia do primeiro Hamiltoniano &
B =y - b2, (4)

oanle o pepresentacio dos nivels de enerpgia & dada paor
no=0,L23 _5;m= 123 estd relacionado coan
a hicrarguia. Na peneralizacho consegnimos estabelecer
o vineuls para wm espectro de energia de forma goe
m=n+l

() pariimetro b & generalizado como

e}

A funcao de onds geral pars o cstado fudamentsl dos
mermbros de hierargquia tem a sceuinte orms:

l,!il,g’":'-xcxpl—%e “’—b.nz]. (31)

Para construir o8 estados cxeitados, usamos a8 auto-
Tungies enconteadas em (31} na relacio (17), de modo
e

Wil o J‘nl’ Al (u]:- [—%c ur— b.,ﬁ])

(32)

Aszim, a sedugio peral & daada pedos aolovalons: de
energia apresenbulos me squaggio (29) ¢ pelas aotefun
i assaseiude, desorilas me equagies (1) e (G2).

4. Potencial de Morse Usual

A solucin apresentada até agui & wilida pern qualgquer
wibor o v, @, ¥ ¢ oa pora o potencinl original. A Gm
de verificer e solugio, considersmos as constantes
o= T = =20 e = 0 pera mm wsese pecrbicular
o polanecial de Morse [6]:

V() = De 295 _ apgas (43

O antowalor de encrgia do estado fondamental (- 0)
parae o prrinneire Miamilboniano de e gserebicolor & dido
Lumbem peeda egquacio (29). Todavia, agons a energia
esilart relivcionacdie com o parimebrs & de formi guoe

2
B =—(3-vD). (34)
A fangao de onds para esse cstado, scguindo a indica-
o da copuniio (), ¢ dada pela expresso:

:,l:lé,l][r:l X Bxp mr: =t {EE - ‘q-"ﬁ} . ()

[
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Sologis de um potencial exponencial vin superalpebe

O cleameads nivels de enengia s obdidos pela egqoagcio
[29), comn by, i eguacao (30), reescrilo come

I

e e = 1,328, 4.
Sendo assimg, o anlovalores: sin

Ey = —by?, {an

com =012 3. ., ¢o vincuks m=n+ 1.

De forma andloga is equactes (1) e (32), a5 autolun-
eocs pars o cstado undemental de cads Hamiltoniamno
neEle case 5o

ﬂ.{:"’ o ExXp [—?r ox b,..:l:] . (38)

e para o8 eslados exciblos Lemos
I3
q':lf:ll:'tx Ab.aAd (l::|:|:|l — e " by, }) {39}
i

Caomio esperado, o5 resultados enconbrados pars. csse
ey prarkiculr presenbes o likeradoe 6§, 25, 26 estio
e swneels oo sl agsresaenladic agui.

5. Conclusoes

Neste trabalho, foi feito wma revisioe do formslismo
da MOS aplicedo na [torizacio ¢ construgao die omae
hicrarquia de lamiltonianos. Com os resoltedes obti-
dins, encontramos & solughe pars wm tipo de poteneial
cxponencial generslizpdo. Partindo ds sologio geral,
emoomtrirnos mbdrm osslucio parm nm enso perkion lar,
atribmindn valores am: pariimedeos o, @ ey oque redrings
o caso mais persl para o potencial de Morse usoal [6],

Aomim, foi ddeptificado wma clese de polenciais qoe
correspondhEm a0 wmae generalisacae do polencial e
Muorse. Na lilerabor cwonbrumes algons rabalhos que
aborthiun e pemeralimuzio por oubros formalismos 27,
2. Entretanto, alé omde vl o conlecimende dos ko
e, b e cnconbron nenlinma discussae via Meciniea
Chefinbbea Supersimébrica do esalbado agqul apresentado.

0 frmalismo discutido pode ser wsawdo como wn
mplocdo allernativo de oblemscan da solucio da eguacio
de Schriwlinger, podewlo ser usado em outnes prolde
meas, Tambdém & possivel ampliar sua aplicaciho para
outros tipoe de problemas, como potencials parcial-
mpente soliveis on mesmo potenciaiE que exigem métodos
aproximativis.

Em cspecial, pars o potencial iratado agqui, o for-
malismo permite & construgio analitics dos opersdores
supersimélricos, Com essa solucaoe, também se pode
aplicer & metodologia para sistemes com condighes de
coplorne nao ususis o obier solughcs aprogimedas. O
ciso particulnr de potencial de Monse confinede 2] &
um exernplo.
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