
Ricardo Chicalé Lemes

Propriedades Genéricas de
Sistemas Hamiltonianos

São José do Rio Preto

2013



 



Ricardo Chicalé Lemes

Propriedades Genéricas de Sistemas Hamiltonianos

Dissertação apresentada como parte dos requisitos
para obtenção do título de Mestre em Matemática,
junto ao Programa de Pós-Graduação em Matemá-
tica, Área de Concentração - Sistemas Dinâmicos, do
Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas da
Universidade Estadual Paulista “Júlio de Mesquita
Filho”, Câmpus de São José do Rio Preto.

Orientador: Prof. Dr. Vanderlei Minori Horita

São José do Rio Preto

2013



 

 

Lemes, Ricardo Chicalé.
Propriedades genéricas de sistemas hamiltonianos / Ricardo

Chicalé Lemes. -- São José do Rio Preto, 2013
147 f. : il., fórmulas

Orientador: Vanderlei Minori Horita
Dissertação (mestrado) – Universidade Estadual  Paulista “Júlio de 

Mesquita Filho”, Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas 

1. Geometria. 2. Geometria simplética. 3. Sistemas hamiltonianos. 
I. Horita, Vanderlei Minori. II. Universidade Estadual Paulista "Júlio de 
Mesquita Filho". Instituto de Biociências, Letras e Ciências Exatas. III. 
Título.

CDU – 514.154

Ficha catalográfica elaborada pela Biblioteca do IBILCE
UNESP - Campus de São José do Rio Preto 



Ricardo Chicalé Lemes

Propriedades Genéricas de Sistemas Hamiltonianos

Dissertação apresentada como parte dos requisitos para
obtenção do título de Mestre em Matemática, junto ao
Programa de Pós-Graduação em Matemática, Área de
Concentração - Sistemas Dinâmicos, do Instituto de Bio-
ciências, Letras e Ciências Exatas da Universidade Esta-
dual Paulista “Júlio de Mesquita Filho”, Câmpus de São
José do Rio Preto.

Comissão Examinadora

Prof. Dr. Vanderlei Minori Horita
Professor Adjunto
UNESP - São José do Rio Preto
Orientador

Prof. Dr. Thiago Aparecido Catalan
Professor Adjunto
UFU - Uberlândia

Prof. Dr. Claudio Aguinaldo Buzzi
Professor Adjunto
UNESP - São José do Rio Preto

São José do Rio Preto

05 de Dezembro de 2013



À minha família,
dedido.



Agradecimentos

Com a conclusão deste trabalho, deixo meus agradecimentos:

À minha família, especialmente à minha mãe, Cleusa, pela paciência, incentivo e ajuda
nos momentos mais difíceis do processo de pesquisa, escrita e apresentação deste trabalho.

Ao Prof. Dr. Vanderlei Minori Horita pela confiança nas minhas decisões, pela paciência
e pela ajuda nos momentos mais complicados da pesquisa e produção da dissertação.

À banca examinadora, Prof. Dr.Thiago Aparecido Catalan e Prof. Dr. Claudio Agui-
naldo Buzzi, por aceitarem o convite para avaliar este trabalho.

Aos meus professores de graduação, especialmente aos professores Flavio Freitas Castilho,
Nilton Borges Pimenta, cujo incentivo me trouxeram até esta fase da minha vida acadêmica.

Aos meus amigos e companheiros de graduação e pós-graduação.

À CAPES pelo apoio financeiro.

E à todos que contribuíram direta ou indiretamente de alguma forma na conclusão deste
trabalho.



“So blind is the curiosity by which mortals are posses-
sed, that they often conduct their minds along unexplored
routes, having no reason to hope for success, but merely
being willing to risk the experiment of finding whether
the truth they seek lies there.”

(René Descartes)



Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é demonstrar o Teorema da Densidade Geral que é um re-
sultado análogo ao Teorema de Kupka-Smale para campos de vetores hamiltonianos. O
Teorema da Densidade Geral afirma que o conjuntos dos campos hamiltonianos em uma
variedade simplética M que possuem a propriedade H2-N é residual em Xk

H(M).
Começamos estabelecendo as teorias simpléticas linear e não-linear básicas e depois es-

tudamos suas conexões com os sistemas hamiltonianos, provando os principais resultados
da teoria e alguns resultados relacionados. Recebem destaque o estudo das curvas genéricas
de matrizes simpléticas, a noção de funções geradoras de difeomorfismos simpléticos e sua
aplicação na questão da estabilidade dos pontos fixos elípticos de campos hamiltonianos, a
qual é respondida parcialmente através da Forma Normal de Birkhoff.

Depois de estabelecer os resultados necessários, passamos a estudar a dinâmica hamiltoni-
ana do ponto de vista das famílias a um parâmetro de difeomorfismos simpléticos. Provamos
um resultado devido a Pugh e consideramos a questão da estabilidade estrutural de certas fa-
mílias de difeomorfismos simpléticos. Finalmente, provamos o Teorema da Densidade Geral
usando a noção de pseudotransversalidade dada no Apêndice C.

Este trabalho é baseado nas notas de aula Lectures on Hamiltonian Systems do professor
R. Clark Robinson.

Palavras-chave: geometria simplética, campos de vetores hamiltonianos, dinâmica hamil-
toniana, propriedades genéricas.



Abstract

In this work our goal is to prove the General Density Theorem which is an analogous result
for hamiltonian vector fields of the Kupka-Smale Theorem. The General Density Theorem
states that the set of hamiltonian vector fields on a symplectic manifold M that has the
property H2-N is a residual subset of Xk

H(M).
We begin by stating the basic linear and nonlinear symplectic theory and then we study

its connections with hamiltonian systems, proving some of the main theorems of the theory
and other related results. Here we give special attention to topics like generic curves of
symplectic matrices, generating functions of symplectic diffeomorphisms and their applica-
tions in the problem of the stability of eliptic fixed points of hamiltonian systems, which is
partially solved using the Birkhoff Normal Form.

After stating the necessary results, we begin to study some hamiltonian dynamics using
one-parameter families of symplectic diffeomorphisms. We prove a result stated by Pugh
and consider the problem of structural stability of a certain type of one-parameter family.
Finally we prove the General Density Theorem using the notion of pseudotransversality
given in Appendix C.

This work is based on the lecture notes Lectures on Hamiltonian Systems of professor R.
Clark Robinson.

Keywords: symplectic geometry, hamiltonian vector field, hamiltonian dynamics, generic
properties.



Lista de Símbolos

[X, Y ] Colchete de Lie dos campos vetoriais X e Y .

∆M Diagonal da variedade produto M ×M .

ev(Fp ◦K) Aplicação de Avaliação de Fp ◦K.

ev(Gp ◦K) Aplicação de Avaliação de Gp ◦K.

Γ(ker(ω)) Espaço das seções do fibrado característico ker(ω).

Γ(f, p) Conjunto dos pontos periódicos de período ≤ p de f que pertencem a
um conjunto compacto V ⊂ I ×M .

Γe Superfície de energia H−1(e) no nível e.

ι(v)ωp 1-forma induzida em TpM através da forma simplética pela relação
ι(v)ωp(u) = ω(p)(v, u).

ker(ω) Fibrado característico da 2-forma ω.

Eλ Autoespaço generalizado do autovalor λ.

U Conjunto das matrizes simpléticas que possuem um autovalor múltiplo.

X(M) Espaço dos campos de vetores definidos em M .

Xk
H(M) Espaço dos campos hamiltonianos de classe Ck definidos em M .

Xω(M) Espaço dos campos de vetores simpléticos definidos em M .

B Álgebra de Banach formada por campos vetoriais de I ×M com su-
porte compacto e cuja projeção na segunda coordenada são campos
hamiltonianos.

Dk Interseção dos conjuntos Dk(p,N) sobre os números naturais p e N .

Dk(p,N) Conjunto das famílias a um parâmetro cujos pontos periódicos de pe-
ríodo ≤ p tem a propriedade H2-N.

G Conjunto das curvas genéricas de matrizes simpléticas.

Lω Fibrado em M cujas fibras são formadas por transformações lineares
simpléticas.
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LXω Derivada de Lie da forma ω na direção do campo vetorial X.

Rk Interseção dos conjuntos Rk(p,N) sobre os números naturais p e N .

Rk(p,N) Subconjunto de Dk(p,N) cujos elementos satisfazem a condição de
transversalidade das aplicações Fj em relação ∆M e Gj em relação a
WN nos pontos periódicos de período j ≤ p.

µ Aplicação entre X(M) e Ω1(M) induzida por µp.

µp Isomorfismo entre TpM e T ∗pM dado por µ(p) = ι(v)ωp.

ω Forma simplética.

Ω(f) Conjuntos dos pontos não-errantes da família a um parâmetro f .

Ω1(M) Espaço das 1-formas diferenciais definidas em M .

Ωk(M) Espaço das k-formas diferenciais definidas em M .

Ωc(f) Conjunto dos pontos não-errantes de f cuja órbita está contida em um
subconjunto compacto.

Per(f) Conjunto dos pontos periódicos da família a um parâmetro f .

ψtH Fluxo do campo hamiltoniano XH .

ψXt Fluxo do campo vetorial X.

σ(Φ) Adjunta de uma matriz σ-simplética Φ.

Σ1 Seção de Poincaré do campo hamiltoniano XH .

Sympk(I ×M) Conjunto das famílias a um parâmetro de difeomorfismos simpléticos.

Sympk(M) Conjunto dos difeomorfismos simpléticos de classe Ck de uma variedade
simplética (M,ω).

Θ Aplicação de Poincaré do campo hamiltoniano XH .

Φ̃ Adjunta simplética da matriz simplética Φ.

C(f, p, `) Conjunto dos pontos de um compacto V ⊂ I × M que estão a uma
distância maior ou igual 2−` do conjunto Γ(f, p).

C1(I, Sp(2n)) Espaço das curvas de matrizes simpléticas de classe C1.

fp p-ésima iterada da família a um parêmtro f .

Vλ Autoespaço do autovalor λ.

W ω Complemento simplético do subespaço W .

WN Subconjunto de Lω cujas fibras são transformações lineares que não são
N -elementares.

XH Campo hamiltoniano associado à função hamiltoniana H.
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Introdução

Na Teoria de Sistemas Dinâmicos, o Teorema de Kupka-Smale afirma que a maioria dos
campos vetoriais X ∈ Xk(M), onde M é uma variedade, só possuem elementos críticos
hiperbólicos. Mais precisamente, dizemos que um campo vetorial X ∈ Xk(M) tem a propri-
edade (G3) se todo elemento crítico (singularidades e órbitas periódicas) é hiperbólico, isto
é, os autovalores λ associados aos elementos críticos são tais que <(λ) 6= 0, e as variedades
invariantes (variedades estável e instável) dos elementos críticos são transversais. Então, o
Teorema de Kupka-Smale afirma que a propriedade (G3) é uma propriedade genérica em
Xk(M) nos termos da Definição 5.1.

Nosso objetivo neste trabalho é provar um resultado análogo ao Teorema de Kupka-Smale
para sistemas hamiltonianos. O que faremos é substituir a hiperbolicidade dos elementos
críticos pela propriedade H2-N e provar o Teorema da Densidade Geral que afirma que a
propriedade H2-N é uma propriedade genérica em Xk

H(M).
No primeiro capítulo, estudamos a teoria linear básica sobre os espaços vetoriais simplé-

ticos. Começamos por definir uma forma simplética em um espaço vetorial de dimensão par
e com essa definição, estabelecemos o conceito de espaço vetorial simplético e de simplecto-
morfismo linear. A partir daí, passamos a classificar certos subespaços de um espaço vetorial
simplético, estabelecemos a noção de base simplética e provamos que todo espaço vetorial
simplético admite uma base simplética. Dado esse fato, definimos os conceitos de matriz
simplética e matriz hamiltoniana relativamente à base simplética e estudamos algumas de
suas caracterizações. Por fim, estudamos o comportamento dos autovalores de matrizes
simpléticas e seus autoespaços generalizados.

No Capítulo 2 utilizamos o estudo feito sobre os autovalores e autoespaços de matrizes
simpléticas no Capítulo 1 para dar uma forma normal para essas matrizes, que é análogo à
forma canônica de Jordan para matrizes em geral. Consideramos apenas o caso em que os
autovalores tem multiplicidade 2, o que é justificado no Capítulo 3.

O Capítulo 3 trata do estudo das curvas genéricas de matrizes simpléticas. Tomamos
o conjunto U das matrizes simpléticas que possuem um autovalor múltiplo e consideramos
o conjunto das curvas de matrizes simpléticas que intersectam U transversalmente. Pelo
Teorema da Transversalidade de Thom (Teorema C.6), o conjunto G dessa curvas é um

xiv
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subconjunto aberto e denso em C1(I, Sp(2n)) e aos elementos desse conjunto demos o nome
de curvas genéricas. O objetivo principal do capítulo é estabelecer em que condições uma
curva de matrizes simpléticas intersecta efetivamente o conjunto U e, a partir daí, estudar
a bifurcação dos autovalores das matrizes simpléticas que são a intersecção de uma curva
genérica com U . Resulta do Lema 3.6 que as curvas genéricas só podem intersectar matrizes
com autovalores de multiplicidade 2 e os Teoremas 3.9 e 3.10 dão critérios mais rigorosos
sob os quais isso acontece. Finalmente, o Teorema 3.12 classifica todas as possibilidades de
bifurcação dos autovalores de matrizes que não são 2-elementar, ou seja, que possuem pelo
menos um autovalor de multiplicidade 2, e pertencem a uma curva genérica.

No Capítulo 4 passamos a estudar a teoria simplética não-linear. Na seção 4.1, definimos
a forma diferencial simplética ω em uma variedade M de dimensão par e, em seguida,
definimos o conceito de variedade simplética. A partir disso, damos as noções básicas de
sistemas de coordenadas simpléticas locais e difeomorfismo simplético. Com essas noções,
definimos campos vetoriais simpléticos e estudamos algumas propriedades do fluxo desses
campos. Em seguida, provamos o Teorema de Darboux, que é uma generalização local
para variedades simpléticas do teorema da existência de bases simpléticas para espaços
vetoriais simpléticos, e os Teoremas 4.17 e 4.18 generalizam o Teorema de Darboux e dão
uma caracterização para subvariedades de uma variedade simplética em um sistema de
coordenadas simplético conveniente.

A seção 4.2 estuda a estrutura simplética do fibrado cotangente. Provamos nessa seção
que o fibrado cotangente de toda variedade diferenciável M é uma variedade simplética
tomando a forma simplética ω como sendo menos a diferencial da forma tautológica α

definida na seção.
Na seção 4.3 começamos o estudo de campos hamiltonianos em variedades simpléticas.

Primeiro, definimos o campo hamiltoniano XH em termos da forma simplética e depois mos-
tramos que em coordenadas simpléticas locais, o campo hamiltoniano tem a forma padrão
XH = J · ∇H. Em seguida, provamos que o fluxo de XH é um difemorfismo simplético que
é tangente às superfícies de energia de H e que em um sistema de coordenadas simpléticas
locais conveniente centrado em um ponto regular de XH o campo XH pode ser linearizado.

Na seção 4.4, construimos a aplicação de Poincaré de XH e mostramos que se um ponto
periódico p ∈ Σ ∩ γ é 0-elementar, onde Σ é uma seção de Poincaré e γ é órbita fechada
de XH , então γ pertence a uma família de órbitas fechadas de XH . Provamos também que,
quando restrita a uma superfície de energia, a aplicação de Poincaré é um difeomorfismo
simplético.

A seção 4.5 trata das funções geradoras de difeomorfismos simpléticos. Nessa seção,
colocamos uma estrutura simplética na variedade produtoM1×M2, onde (M1, ω1) e (M2, ω2)

são variedades simpléticas, e a forma simplética em M1 ×M2 é a forma Ω = π∗1ω1 − π∗2ω2.
Então, dado um difeomorfismos simplético f : M1 → M2, usando o Lema de Poincaré



xvi Sumário

construimos localmente uma função S : U ⊂ Graf(f)→ R satisfazendo a condição i∗fΛ = dS,
onde dΛ = −Ω e if é a inclusão do gráfico de f em M1 × M2. Em seguida, provamos
localmente que com essa condição sobre S e com a condição adicional de que um dos blocos
n× n do Hessiano de S tenha determinante diferente de zero, então f pode ser localmente
exprimida em termos das derivadas parciais de S. Finalmente, a Proposição 4.35 nos dá
uma recíproca particular da discussão sobre S.

Os resultados da seção 4.5 são então empregados na seção 4.6 para estudar o compor-
tamento local de um campo hamiltoniano XH que tem um ponto fixo elíptico. Primeiro,
consideramos um caso em (R2n, ω) onde há um ponto fixo elíptico para XH tomando um
função H da forma

H =
∑
J∈Zn+

aJξJ , (1)

onde J = (j1, . . . , jn), ξJ = ρj11 · . . . · ρjnn e ρj =
1

2
(x2

j + y2
j ). Nesse exemplo, constatamos

que o ponto fixo elíptico é estável segundo Lyapunov. Em seguida, consideramos o caso
em que XH tem um ponto fixo elíptico mas H é arbitrária, e mostramos que existe um
sistema de coordenadas simpléticas locais tal que H tem a forma (1) exceto por um função
O∞ : M → R que tem todas as suas derivadas parciais na origem igual zero e O∞(0) = 0.
Esse resultado é a chamada forma normal de Birkhoff. Como uma aplicação desse resultado,
a Proposição 4.40 nos dá uma forma normal para um difeomorfismo simplético g : M →M

que possui um ponto fixo elíptico elementar.
Finalmente, no Capítulo 5 estudamos alguns aspectos de dinâmica hamiltoniana e pro-

vamos o Teorema da Densidade Geral para sistemas hamiltonianos. A demonstração é feita
no contexto geral de famílias a um parâmetro de difeomorfismos simpléticos. A razão disso é
que pela Proposição 4.32, a aplicação de Poincaré quando restrita a uma superfície de energia
é um difeomorfismo simplético, então é suficiente considerar aplicações f : I ×M → I ×M
da forma f(t, q) = (t, ft(q)), onde ft : M → M é um difeomorfismo simplético para cada
t ∈ I e I é um intervalo de números reais, uma vez que, localmente, a aplicação de Poincaré
é uma aplicação da forma de f . Assim, provando a densidade no conjunto Sympk(I ×M)

das famílias a um parâmetro de difeomorfismos simpléticos, estaremos provando a densidade
em Xk(M).

Na seção 5.1, damos a definições básicas de pontos periódicos, pontos periódicos 0-
elementar (respec. N -elementar), definimos a propriedade H2-N para campos hamiltonianos
e também definimos de forma precisa o que significa uma propriedade no espaço de apli-
cações Ck(M,N) ser genérica. Em seguida, enunciamos o Teorema da Densidade Geral e
demonstramos alguns resultados relacionados. Dentre eles, a Proposição 5.6 estuda o com-
portamento de famílias que possuem 1 como um de seus autovalores e a Proposição 5.8, a
qual também é chamada de Teorema da Densidade Geral (de Pugh), e nos diz que para um
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subconjunto residual R ⊂ Symp1(I ×M) temos que o fecho do conjunto dos pontos não-
errantes de f ∈ R é igual ao fecho dos pontos periódicos de f , ou seja, é uma propriedade
genérica das famílias em Symp1(I ×M).

Na seção 5.2, damos as definições de família estruturalmente estável e P-estável e mos-
tramos que se uma família f ∈ Sympk(I ×M) tem um ponto periódico (t, q) de período p e
dfpt (q) tem 1 como um autovalor de módulo 1, então f não é P-estável.

Na seção 5.3 provamos o Teorema da Densidade Geral usando os métodos descritos no
Apêndice C sobre pseudotransversalidade. A idéia da demonstração é basicamente converter
a propriedade H2-N em termos de transversalidade e aplicar o Teorema C.13.



Capítulo 1

Álgebra linear simplética

Seja V um espaço vetorial e ω : V × V → R uma forma bilinear sobre V .

Definição 1.1. Dizemos que a forma ω : V × V → R é alternada se ω(u, v) = −ω(v, u)

para todo u, v ∈ V .

Definição 1.2. Dizemos que a forma ω : V × V → R é não-degenerada se ω(u, v) = 0

para todo v ∈ V implica u = 0.

Definição 1.3. Dizemos que a forma bilinear ω : V × V → R é uma forma simplética se
ela for alternada e não-degenerada.

Definição 1.4. Um espaço vetorial simplético é um par (V, ω), onde V é um espaço
vetorial de dimensão par e ω é uma forma simplética sobre V . Dizemos que ω é uma
estrutura simplética sobre V .

Exemplo 1.5. O exemplo padrão de espaço vetorial simplético é o espaço euclidiano R2n

com a forma bilinear

ω0 =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj,

onde dxj(z) = zj e dyj(z) = zn+j, para todo z = (z1 . . . , z2n) ∈ R2n.
Para verificar que ω0 é uma forma simplética basta mostrar que ela é não-degenerada,

pois ser alternada é uma consequência direta da definição de produto exterior de formas.
Assim, seja u =

∑2n
j=1 αjej ∈ R2n tal que ω0(u, v) = 0 para todo v ∈ R2n. Então, em

particular, temos que ω0(u, ek) = 0, para k = 1, . . . , 2n. Mas,

ω0(u, ek) =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj(u, ek) =
n∑
j=1

det

(
dxj(u) dxj(ek)

dyj(u) dyj(ek)

)

=
n∑
j=1

(αjδ(j+n)k − αj+nδjk) =

{
αk−n, se k = n+ 1, . . . , 2n

−αk+n, se k = 1, . . . , n
,

1



2 Capítulo 1. Álgebra linear simplética

onde δjk é o delta de Kronecker. Em qualquer caso, resulta que αj = 0, para j = 1, . . . , 2n.
Ou seja, u = 0 e portanto, ω0 é não-degenerada.

Veremos que, a menos de isomorfismo, este é o único exemplo de espaço vetorial simplé-
tico de dimensão 2n.

Definição 1.6. Um simplectomorfismo linear entre espaços vetoriais simpléticos (V1, ω1)

e (V2, ω2) é um isomorfismo linear Φ : V1 → V2 que satisfaz a condição

Φ∗ω2 = ω1,

onde Φ∗ω2(u, v) = ω2(Φu,Φv) é o pull-back de ω2 pela transformação Φ, com u, v ∈ V1.

Quando V1 = V2 = V e ω1 = ω2 = ω simplesmente dizemos que Φ : V → V é um
simplectomorfismo linear de V .

Os simplectomorfismos lineares de V formam um grupo de Lie denotado por Sp(V, ω) e
chamado de grupo linear simplético. No caso em que V = R2n e ω = ω0 usa-se a notação
Sp(2n) em vez de Sp(R2n, ω0).

Definição 1.7. Seja V um espaço vetorial simplético de dimensão 2n com estrutura sim-
plética ω e W ⊂ V um subespaço de V . Definimos o complemento simplético de W em
V com sendo o subespaço

W ω = {v ∈ V ; ω(u, v) = 0, ∀u ∈ W} .

Diferente do complemento ortogonal de um subespaço W em um espaço vetorial V com
uma forma bilinear simétrica, não se tem necessariamente que W ⊕W ω = V . O subespaço
W3 ⊂ R2n do Exemplo 1.10 abaixo é um subespaço tal queW ω

3 ⊂ W3 eW3 6= R2n e portanto,
W3 ⊕W ω

3 6= R2n.

Lema 1.8. Sejam (V, ω) um espaço vetorial simplético e W ⊆ V um subespaço. Então,
valem as seguintes propriedades a respeito do complemento simplético:

(1) dimW + dimW ω = dimV ;

(2) W ωω = W ;

(3) (W1 ∩W2)ω = W ω
1 +W ω

2 ;

(4) Se W1 ⊂ W2, então W ω
2 ⊂ W ω

1 .

Demonstração. (1) Considere a aplicação iω : V → V ∗ definida por iω(u)(v) = ω(u, v),
onde V ∗ é o dual de V . Temos que iω é linear e como ω é simplética, segue que iω é



3 Capítulo 1. Álgebra linear simplética

injetiva. Consequentemente, iω é sobrejetiva, uma vez que dimV = dimV ∗. Logo, iω é um
isomorfismo de V em V ∗.

Assim,
iω(W ω) = {ϕ ∈ V ∗; ϕ(v) = 0, ∀v ∈ W} = W ◦,

onde W ◦ é o aniquilador de W em V ∗. Dessa forma, temos dimW ω = dimW ◦ e como
para qualquer espaço vetorial V vale dimV = dimW + dimW ◦ (ver [38], Teorema 5.29, p.
178) resulta que dimW + dimW ω = dimV .

(2) Essa propriedade decorre da propriedade (1), visto que dimW + dimW ω = dimV

e dimW ω + dimW ωω = dimV implicam que dimW = dimW ωω. Logo, se u ∈ W , então
ω(u, v) = 0 para todo v ∈ W ω, o que implica u ∈ W ωω e portanto, W ⊂ W ωω. Como as
dimensões são iguais, resulta que W = W ωω.

(3) Se w ∈ (W1 ∩W2)ω, então ω(w, v) = 0 para todo v ∈ W1 ∩W2. Logo, w ∈ W ω
1 ou

w ∈ W ω
2 . Em qualquer caso, temos w ∈ W ω

1 +W ω
2 , o que implica (W1 ∩W2)ω ⊂ W ω

1 +W ω
2 .

Reciprocamente, se w ∈ W ω
1 + W ω

2 , então w = w1 + w2, com w1 ∈ W ω
1 e w2 ∈ W ω

2 .
Assim, dado v ∈ W1 ∩W2 temos que

ω(w, v) = ω(w1, v) + ω(w2, v) = 0,

pois ω(w1, v) = 0 e ω(w2, v) = 0. Logo, w ∈ (W1 ∩ W2)ω, o que implica W ω
1 + W ω

2 ⊂
(W1 ∩W2)ω e obtemos a igualdade.

(4) Seja u ∈ W ω
2 . Então, ω(u, v) = 0 para todo v ∈ W2 e como W1 ⊂ W2, segue que

ω(u, v) = 0 para todo v ∈ W1. Dessa forma, temos que u ∈ W ω
1 e, portanto, W ω

2 ⊂ W ω
1 .

Definição 1.9. Sejam W ⊂ V um subespaço do espaço vetorial simplético V e W ω seu
complemento simplético. Então, dizemos que W é

(i) isotrópico se W ⊂ W ω;

(ii) coisotrópico se W ω ⊂ W ;

(iii) simplético se W ∩W ω = {0};

(iv) lagrangiano se W = W ω.

Observemos que se W é isotrópico, então ω|W ≡ 0 e se W é simplético, então ω|W é não
degenerada.
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Do Lema 1.8 concluímos que se W é simplético, então W ω é simplético e W ⊕W ω = V .
Também concluímos que se W é isotrópico, então W ω é coisotrópico e que se W é lagrangi-

ano, então dimW =
1

2
dimV .

Exemplo 1.10. Seja (R2n, ω0) o espaço vetorial simplético do Exemplo 1.5 com a base
canônica {e1, . . . , e2n}. Da expressão obtida nesse exemplo, segue que

ω0(ej, ej+n) = 1 e ω0(ej, ek) = 0, se k 6= j + n, (1.1)

para j = 1 . . . , n. Uma base desse tipo é chamada de base simplética do espaço (R2n, ω0).
Essa observação nos permite destacar alguns dos subespaços caracterizados na Definição 1.9.

Os subespaços

W1 = span {e1, e2, e3} e W2 = span {en+1, en+2, en+3}

são isotrópicos pois ω0(ej, ek) = ω0(en+j, en+k) = 0, para j, k = 1, 2, 3. O subespaço

W3 = span {e4 . . . , en, en+1, . . . , e2n}

é coisotrópico, uma vez que W ω0
3 = span {en+1, en+2, en+3} ⊂ W3. O subespaço

W4 = span {e1, e2, en+1, en+2}

é simplético. De fato, considerando a restrição ω0|W4 : W4×W4 → R, basta supor que existe
u = α1e1 + α2e2 + αn+1en+1 + αn+2en+2 ∈ W4 tal que ω0(u, v) = 0 para todo v ∈ W4 e
mostrar que α1 = α2 = αn+1 = αn+2 = 0 da mesma forma que no Exemplo 1.5.

Finalmente, os subespaços W5 = span {e1, . . . , en} e W6 = span {en+1, . . . , e2n} são la-
grangianos. Para ver isso, notemos inicialmente que um subespaço lagrangiano é, ao mesmo
tempo, isotrópico e coisotrópico. Que W5 é isotrópico isso decorre das condições (1.1). Seja
u ∈ W ω0

5 ∩W⊥
5 . Então, como u ∈ W⊥

5 = W6, temos que

u =

q∑
i=1

αjieji

e os ji são da forma n+ ki, com ki ∈ {1, . . . , n}. Assim,

ω0(eki , u) = αjiω0(eki , eji) = αji .

Mas eki ∈ W5 e u ∈ W ω0
5 . Logo, αji = ω0(eki , u) = 0, o que implica u = 0. Dessa forma,

W ω0
5 ∩W⊥

5 = {0} e com isso,W ω0
5 ⊂ W5. Assim,W5 é coisotrópico e, portanto, é lagrangiano.
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Uma argumento análogo demonstra que W6 também é lagrangiano.

A proposição a seguir mostra que todo espaço vetorial simplético (V, ω) de dimensão 2n

admite uma base simplética e é isomorfo a (R2n, ω0) com a base (simplética) canônica.

Teorema 1.11. Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético de dimensão 2n. Então, existe
uma base {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} de V tal que

ω(uj, uk) = ω(vj, vk) = 0 e ω(uj, vk) = δjk,

onde δjk é o delta de Kronecker. Mais ainda, existe um isomorfismo linear Φ : R2n → V tal
que

Φ∗ω = ω0.

Demonstração. Provaremos por indução sobre n. Como ω é não degenerada, dado u1 ∈ V
não nulo, existe v1 ∈ V tal que ω(u1, v1) 6= 0. Em particular, podemos escolher v1 de forma
que ω(u1, v1) = 1. Dessa forma, o subespaço gerado por u1 e v1 é simplético e a base {u1, v1}
é simplética.

SejaW o complemento simplético do subespaço gerado por u1 e v1. Então, (W,ω) é uma
espaço simplético de dimensão 2n− 2. Pela hipótese de indução, existe uma base simplética
{u2, . . . , un, v2, . . . , vn} de W . Assim, {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} é uma base simplética de V .

Seja Φ : R2n → V dada por

Φz =
n∑
j=1

zjuj +
n∑
j=1

zn+jvj,

onde z = (z1, . . . , zn). Afirmamos que Φ é um simplectomorfismo linear entre R2n e V .
Que Φ é um isomorfismo linear isso é claro, pois Φ é linear, Φej = uj e Φej+n = vj, para
1 ≤ j ≤ n, onde {e1, . . . , e2n} é a base (simplética) canônica de R2n. Então, basta mostrar
que Φ∗ω = ω0.

Dados z = (z1, . . . , z2n) e w = (w1, . . . , w2n) em R2n, temos que

ω0(z, w) =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj(z, w) =
n∑
j=1

det

(
dxj(z) dxj(w)

dyj(z) dyj(w)

)

=
n∑
j=1

det

(
zj wj

zj+n wj+n

)
=

n∑
j=1

(zjwn+j − zn+jwj).
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Por outro lado,

ω(Φz,Φw) =
n∑
j=1

n∑
k=1

[zjwkω(uj, uk) + zjwn+kω(uj, vk) + zn+jwkω(vj, uk)

+zn+jwn+kω(vj, vk)] =
n∑
j=1

n∑
k=1

[zjwn+kδjk − zn+jwkδjk]

=
n∑
j=1

(zjwn+j − zn+jwj) .

Portanto, Φ∗ω = ω0 e Φ é um simplectomorfismo entre R2n e V .

Corolário 1.12. Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético de dimensão 2n e u1, . . . , uk,
v1, . . . , vk+q ∈ V vetores linearmente independentes tais que ω(ui, vj) = δij e ω(ui, uj) =

ω(vi, vj) = 0. Então, existem uk+1, . . . , un, vk+q+1, . . . , vn ∈ V tais que u1, . . . , un, v1, . . . , vn

é uma base simplética de V .

Demonstração. Usaremos indução em q.
Para q = 1, considere o subespaço W = span {u1, . . . , uk, v1, . . . , vk}. Então, W é um

subespaço simplético. Logo,W ω é simplético e V = W⊕W ω. Temos vk+1 ∈ W ω e aplicando
a construção do Teorema 1.11, obtemos uma base simplética uk+1, . . . , un, vk+1, . . . , vn de
W ω. Logo, {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} é uma base simplética de V .

Suponha agora que o resultado foi provado para o número natural q ≥ 1 e sejam
u1, . . . , uk, v1, . . . , vk+q+1 nas condições do corolário. Seja uk+q+1 ∈ V tal que

ω(uk+q+1, vk+q+1) = 1

e seja W = span {uk+q+1, vk+q+1}. Então, W é subespaço simplético de V e, consequen-
temente, W ω é simplético, u1, . . . , uk, v1, . . . , vk+q ∈ W ω e V = W ⊕ W ω. Pela hipótese
de indução, podemos completar os vetores u1, . . . , uk, v1, . . . , vk+q para uma base simplética
{u1, . . . , uk+q, uk+q+2, . . . , un, v1, . . . , vk+q, vk+q+2, . . . , vn} de W ω. Resulta que união dessas
bases é uma base simplética de V .

Relativamente à base simplética do Teorema 1.11, a matriz de ω é

J =

(
0 In

−In 0

)
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e dados u, v ∈ V , podemos expressar ω(u, v) na forma matricial como

ω(u, v) = uTJv.

Mas, como todo espaço vetorial simplético é simplectomorfo a (R2n, ω0), segue que a matriz
de ω0 também é J. Mais ainda, dado esse fato, podemos trabalhar apenas com (R2n, ω0)

em vez de um espaço simplético arbitrário (V, ω). É o que faremos de agora em diante e
escreveremos ω no lugar de ω0.

Um fato extremamente útil é que dada uma base simplética {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} em
(R2n, ω) e z ∈ R2n, podemos escrever z como

z =
n∑
j=1

ω(z, vj)uj −
n∑
j=1

ω(z, uj)vj, (1.2)

pois se z =
n∑
j=1

zjuj +
n∑
j=1

zj+nvj, então ω(z, uj) = −zj+n e ω(z, vj) = zj. Essa representação

das coordenadas de z através ω será útil em algumas ocasiões.
A forma simplética ω determina de modo natural uma forma de volume em R2n dada

por
Ω = ω ∧ ω ∧ . . . ∧ ω = ωn,

onde ∧ representa a operação de multiplicação exterior de formas. (Ver Definição B.2,
Apêndice B.)

Definição 1.13. Dizemos que Φ ∈ M2n(R) é simplética se ΦTJΦ = J. Uma matriz
Φ ∈M2n(R) é chamada de hamiltoniana se

ω(Φu, v) + ω(u,Φv) = 0, (1.3)

para todo u, v ∈ R2n. Indicamos o conjunto das matrizes hamiltonianas por sp(2n).
Uma transformação linear T : R2n → R2n é simplética (hamiltoniana) se a matriz de

T relativamente à base simplética de R2n for uma matriz simplética (hamiltoniana).

Seja Φ uma matriz simplética. Então, dados u, v ∈ R2n, temos

ω(u, v) = uTJv = uTΦTJΦv = (Φu)TJ(Φv) = ω(Φu,Φv) = Φ∗ω(u, v).

Assim, uma matriz Φ é simplética se, e somente se, ω(u, v) = Φ∗ω(u, v). Portanto, toda
matriz simplética é a matriz de um simplectomorfismo linear de R2n, ou seja, o conjunto das
matrizes simpléticas coincide com Sp(2n).
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Observemos que a condição (1.3) é equivalente à igualdade

ΦTJ + JΦ = 0. (1.4)

Dessa forma, fazendo os cálculos explicitamente, concluímos que o conjunto sp(2n) é exata-
mente a álgebra de Lie associada ao grupo simplético Sp(2n). A equação (1.4) nos dá uma
caracterização alternativa para matrizes hamitoniana na forma de uma equação matricial.

Exemplo 1.14. Considere a matriz

Φ =

(
B1 0

0 B2

)
,

onde

B1 =


2 0 0 0

0 3 0 0

0 0 −4 0

0 0 0 8

 e B2 =


1/2 0 0 0

0 1/3 0 0

0 0 −1/4 0

0 0 0 1/8

 .

Então, temos que ΦT = Φ e notando que B1B2 = B2B1 = I4, através de um cálculo
simples obtemos

ΦTJΦ =

(
0 B1B2

−B2B1 0

)
=

(
0 I4

−I4 0

)
= J.

Assim, Φ é uma matriz simplética. Mais ainda, do Teorema 1.1 e do fato de que toda matriz
simplética é a matriz de um simplectomorfismo linear, segue que os vetores-coluna da matriz
Φ formam uma base simplética de R8. De fato, pondo

u1 = (2, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0) u2 = (0, 3, 0, 0, 0, 0, 0, 0)

u3 = (0, 0,−4, 0, 0, 0, 0, 0) u4 = (0, 0, 0, 8, 0, 0, 0, 0)

v1 = (0, 0, 0, 0, 1/2, 0, 0, 0) v2 = (0, 0, 0, 0, 0, 1/3, 0, 0)

v3 = (0, 0, 0, 0, 0, 0,−1/4, 0) v4 = (0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1/8)

e considerando a forma simplética ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj, o conjunto {u1, . . . , u4, v1, . . . , v4}

satisfaz as condições do Teorema 1.1.
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Exemplo 1.15. Seja

Φ =

(
A B

C D

)
uma matriz emM2n(R). Usando a caracterização (1.4), podemos obter condições sobre os
blocos A, B, C e D de dimensão n× n para que Φ seja hamiltoniana. Seja

J =

(
0 In
− In 0

)
.

Então,

ΦTJ + JΦ =

(
A B

C D

)T(
0 In
− In 0

)
+

(
0 In
− In 0

)(
A B

C D

)

=

(
AT CT

BT DT

)(
0 In
− In 0

)
+

(
C D

−A −B

)

=

(
−CT AT

−DT BT

)
+

(
C D

−A −B

)
=

(
C − CT D + AT

−A−DT −B +BT

)
Pela caracterização (1.4), teremos que Φ é hamiltoniana se, e somente se, C = CT,

A = −DT e B = BT. Essas igualdades em geral são úteis pois caracterizam uma matriz
hamitoniana em função dos seus blocos n× n.

Proposição 1.16. Se Φ é uma matriz hamiltoniana, então exp(Φ) é simplética.

Demonstração. Seja Φ uma matriz hamiltoniana. Então ΦTJ+JΦ = 0 ou, equivalentemente,
ΦT = JΦJ. Queremos mostrar que exp(Φ)TJ exp(Φ) = J.

Inicialmente, temos que

exp(Φ)T =

(
∞∑
k=0

Φk

k!

)T

=
∞∑
k=0

(
Φk
)T

k!
=
∞∑
k=0

(
ΦT
)k

k!
=
∞∑
k=0

(JΦJ)k

k!
.

Agora, por um cálculo simples vemos que (JΦJ)k = (−1)k−1JΦkJ. Logo,

exp(Φ)T = −J

(
∞∑
k=0

(−1)kΦk

k!

)
J = −J exp(−Φ)J.

Finalmente, obtemos que

exp(Φ)TJ exp(Φ) = −J exp(−Φ)JJ exp(Φ) = J exp(−Φ) exp(Φ) = J.

Portanto, exp(Φ) é simplética.
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Proposição 1.17. Se Φ ∈ Sp(2n), então det Φ = 1.

Demonstração. Seja Ω = ωn a forma de volume em R2n determinada por ω. Então, pela
definição de determinante através de formas, temos que

Φ∗Ω(v1, . . . , v2n) = (det Φ)Ω(v1, . . . , v2n)

para todo v1, . . . , v2n ∈ R2n. Mas

Φ∗Ω = (Φ∗ω) ∧ . . . ∧ (Φ∗ω) = ω ∧ . . . ∧ ω = Ω,

pois Φ é simplética. Logo, det Φ = 1.

Assim, Sp(2n) é um subgrupo do grupo linear especial SL(2n) formado pelas matrizes
2n× 2n que tem determinante 1.

Definição 1.18. Dada uma matriz simplética Φ ∈ Sp(2n), definimos a adjunta simplética
de Φ, denotada por Φ̃, como sendo a matriz que satisfaz a igualdade ω(Φu, v) = ω(u, Φ̃v)

para todo u, v ∈ R2n.

Vemos que a igualdade ω(Φu, v) = ω(u, Φ̃v) é equivalente a ΦTJ = JΦ̃. Assim, obtemos
uma definição alternativa para a adjunta simplética de Φ que, pela igualdade anterior, é
dada por Φ̃ = −JΦTJ.

Lema 1.19. Seja Φ ∈M2n(R). Então,

(a) Φ é simplética se, e somente se, Φ̃ = Φ−1;

(b) Φ é hamiltoniana se, e somente se, Φ̃ = −Φ.

Demonstração. (a) Seja Φ uma matriz simplética. Então, Φ é a matriz de um isomorfismo
(simplético) e vale a igualdade ω(Φu,Φv)−ω(u, v) = 0. Assim, se Φv = w, então v = Φ−1w.
Logo,

0 = ω(Φu,w)− ω(u,Φ−1w) = ω(u, Φ̃w)− ω(u,Φ−1w) = ω(u, (Φ̃− Φ−1)w),

para todo u,w ∈ R2n. Como ω é não-degenerada, segue que (Φ̃ − Φ−1)w = 0, para todo
y ∈ R2n. Portanto, Φ̃ = Φ−1.

Reciprocamente, se Φ̃ = Φ−1, então, dados u, v ∈ R2n quaisquer, temos

ω(Φu,Φv) = ω(u, Φ̃Φv) = ω(u,Φ−1Φv) = ω(u, v)
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e assim, Φ é simplética.

(b) Seja Φ hamiltoniana. Então, temos que ω(Φu, v) = −ω(u,Φv), para todo u, v ∈ R2n.
Subtraindo essa equação de ω(Φu, v) = ω(u, Φ̃v), obtemos

0 = ω(u, (Φ̃ + Φ)v).

Assim, temos que (Φ̃ + Φ)v = 0, para todo v ∈ R2n, pois ω é não-degenerada. Portanto,
Φ̃ = −Φ.

Reciprocamente, se Φ̃ = −Φ, então, dados u, v ∈ R2n quaisquer, temos que

ω(Φu, v) + ω(u,Φv) = ω(u, Φ̃v) + ω(u,Φv) = ω(u,−Φv) + ω(u,Φv) = 0.

Logo, Φ é hamiltoniana.

Definição 1.20. Seja Φ ∈ M2n(R). Diremos que a matriz Φ é σ-simplética se Φ̃ = Φ−1

ou Φ̃ = −Φ.

Ou seja, uma matriz é σ-simplética se ela for simplética ou hamiltoniana. Nesse caso,
vamos definir a matriz

σ(Φ) =

{
Φ−1, se Φ é simplética;

−Φ, se Φ é hamiltoniana

e teremos que Φ é σ-simplética se, e somente se, Φ̃ = σ(Φ), a verificação desse fato sendo
imediata.

Seja Φ uma matriz com autovalor λ. Então, indicaremos com σ(λ) o autovalor de σ(Φ)

correspondente ao autovalor λ. Se Φ for simplética, então σ(λ) = λ−1. Da mesma forma, se
Φ for hamiltoniana, temos que σ(λ) = −λ. Isso pode ser visto por uma simples manipulação
algébrica, juntamente com o fato de que det(Φ− λI2n) = 0.

Quando Φ for σ-simplética, usaremos a notação λ̃ para indicar o autovalor σ(λ) de
σ(Φ) = Φ̃.

Lema 1.21. Se Φ ∈ Sp(2n) e p(x) = det(Φ− xI) é o polinômio característico de Φ, então
vale a identidade

p(x) = x2np

(
1

x

)
.

Demonstração. Em primeiro lugar, observemos que detJ = (−1)n+1 e portanto, detJ−1 =
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(−1)n+1. Assim, temos

det(Φ− xI) = detJ−1 · det
[
J(Φ− xI)J−1

]
· detJ = det(JΦJ−1 − xI)

= det
[(

Φ−1
)T − xI

]
= det(Φ−1 − xI) = det

[
(−x)Φ−1

(
−x−1I + Φ

)]
= x2n det(Φ− x−1I) = x2np

(
1

x

)
.

E assim, o resultado segue.

Proposição 1.22. Se λ 6= 0 é um autovalor de Φ ∈ Sp(2n), então
1

λ
, λ̄ e

1

λ̄
também são

autovalores de Φ com a mesma multiplicidade de λ. Em particular, se ±1 é autovalor de Φ,
então a multiplicidade de ±1 é um número par.

Demonstração. Como λ é um autovalor de Φ segue que p(λ) = 0, onde p(x) é polinômio
característico de Φ. Pelo Lema 1.21, segue que

0 = p(λ) = λ2np

(
1

λ

)

e como λ 6= 0, resulta que p
(

1

λ

)
= 0, ou seja,

1

λ
também é autovalor de Φ.

Sendo p(x) um polinômio com coeficientes reais, segue que se λ é uma raíz de p(x), então
λ̄ também uma raíz de p(x). Assim, λ̄ é um autovalor de Φ e pelo mesmo argumento acima,

temos que
1

λ̄
também é um autovalor de Φ.

Figura 1.1: Autovalores de uma matriz
simplética associados ao autovalor λ, com
|λ| > 1.

Figura 1.2: Autovalores de uma matriz
simplética associados ao autovalor λ, com
|λ| = 1.
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Proposição 1.23. Se λ é um autovalor de Φ ∈ sp(2n), então −λ e −λ̄ também são auto-
valores de Φ com a mesma multiplicidade de λ. Em particular, se 0 é um autovalor de Φ,
então a multiplicidade de 0 é um número par.

Demonstração. Como Φ ∈ sp(2n), vale ΦTJ + JΦ = 0. Assim, se p(x) é o polinômio
característico de Φ, temos

p(x) = det(Φ− xI) = det(JΦJ−1 − xI) = det(−ΦTJJ−1 − xI) = det(−ΦT − xI)

= det(−Φ− xI) = det(Φ− (−x)I) = p(−x).

Dessa forma, se λ é um autovalor de Φ, então 0 = p(λ) = p(−λ) e portanto, −λ é um
autovalor de Φ. Como p(x) é um polinômio com coeficientes reais, segue que −λ̄ também é
um autovalor de Φ.

As Proposições 1.22 e 1.23 nos dizem que se uma matriz Φ é σ-simplética e λ é um
autovalor de Φ, então λ, σ(λ) e σ(λ) também são autovalores de Φ. Vemos assim que, em
geral, os autovalores de uma matriz σ-simplética vêm em grupos do tipo

{
λ, λ, σ(λ), σ(λ)

}
.

Definição 1.24. Seja Φ uma matriz simplética. Chamamos de autovalores principais de
Φ os n autovalores λ1, . . . , λn de Φ tais que

(i) |λj| > 1 ou

(ii) |λj| = 1 e =(λj) ≥ 0,

onde =(λj) é a parte imaginária de λj.

Definição 1.25. Uma matriz simplética Φ é chamada N-elementar (N > 0) se os auto-
valores principais λ1, . . . , λn de Φ satisfazem a seguinte condição: se λα1

1 λ
α2
2 . . . λαnn = 1 com

αj ∈ Z e
n∑
j=1

|αj| ≤ N , então αj = 0 para todo j.

Diremos que Φ é elementar se a condição anterior vale para todo N > 0.

Quando uma matriz simplética Φ é N -elementar diremos também que seus autovalores
principais λ1, . . . , λn são não-ressonantes de ordem N . Se Φ é elementar, diremos apenas
que os autovalores principais são não-ressonantes.

Exemplo 1.26. Uma matriz simplética Φ que é 1-elementar não pode possuir 1 como um
de seus autovalores. De fato, sejam λ1, . . . , λn os autovalores principais de Φ. Suponha que

λα1
1 · . . . · λαnn = 1 e

n∑
j=1

|αn| ≤ 1, para os números inteiros α1, . . . , αn. Se αj 6= 0 para algum
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j, então necessariamente temos αj = ±1 e os outros números αk, com k 6= j, são todos nulos
pela restrição da soma anterior. Resulta que λ±1

j = 1 e portanto, λj = 1.
Isso prova que matrizes simpléticas 1-elementares não possuem 1 como autovalor. Em

contrapartida, matrizes simpléticas que não são 1-elementar necessáriamente possuem 1

como autovalor.
Outro caso particular interessante é o caso das matrizes 2-elementares. Uma matriz Φ

que é 2-elementar não possui um autovalor múltiplo. De fato, seja Φ uma matriz simplética

com autovalores principais λ1, . . . , λn. Suponha que λα1
1 · . . . · λαnn = 1 e

n∑
j=1

|αn| ≤ 2. Se Φ

não é 2-elementar, então existe αj 6= 0 para algum j. Aqui temos três casos distintos:

(a) αj = ±1 e αk = 0, para k 6= j.

Nesse caso, Φ possui 1 como autovalor e que, por sua vez, é um autovalor múltiplo de Φ

pela Proposição 1.22.

(b) αj = ±2 e, necessariamente, αk = 0, para k 6= j.

Nesse caso, resulta que λ±2
j = 1 e portanto, λj = 1 ou λj = −1. Ambos os autovalores

são múltiplos.

(c) αj = −1 e αi = 1, para algum i e algum j.

O caso αj = 1 e αi = 1 não é válido, pois se assim fosse teríamos λj · λi = 1 e portanto,
λj = λ−1

i , o que é um absurdo em vista da Definição 1.24.
Assim, se αj = −1 e αi = 1 temos que λ−1

j · λi = 1 e portanto, λj = λi. Ou seja, λj é
um autovalor múltiplo de Φ.

Esses três casos mostram que matrizes simpléticas que não são 2-elementar possuem um
autovalor múltiplo. Resulta, portanto, que matrizes simpléticas 2-elementares não possuem
autovalores múltiplos.

Nos Capítulos 2 e 3 faremos um pequeno estudo sobre o comportamento das matrizes
simpléticas que não são 2-elementar.

Definição 1.27. Seja λ um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) com multiplicidade k ≥ 1. Definimos
o autoespaço de λ como sendo o conjunto Vλ = ker(Φ − λI), se λ é um número real ou
Vλ = ker(Φ2 − 2<(λ)Φ + |λ|2I), se =(λ) 6= 0.

Definição 1.28. Sejam λ um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) com multiplicidade k ≥ 1. Considere
os conjuntos V j

λ = ker(Φ− λI)j, se λ é um número real ou V j
λ = ker(Φ2− 2<(λ)Φ + |λ|2I)j,
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se =(λ) 6= 0. Definimos o autoespaço generalizado de λ como sendo o conjunto

Eλ =
⋃
j

V j
λ ,

onde essa é uma união finita.

Os vetores do autoespaço e do autoespaço generalizado são chamados, respectivamente,
de autovetores e autovetores generalizados de Φ.

Lema 1.29. Sejam λ = a + bi um autovalor de Φ ∈ Sp(2n), com b 6= 0, e u um vetor do
autoespaço de λ. Então, existe outro vetor v do autoespaço de λ tal que Φu = au + bv e
Φv = −bu+ av.

Demonstração. Seja v =
1

b
(Φu− au). Então, Φu = au+ bv.

Como u é autovetor de Φ associado a λ, segue que

[
Φ2 − 2aΦ + (a2 + b2)I

]
u = 0⇒

Φ2u− 2aΦu+ a2u+ b2u = 0⇒ (Φ− aI)2u+ b2u = 0⇒

(Φ− aI)(bv) + b2u = 0⇒ bΦv − abv + b2u = 0⇒

Φv = −bu+ av.

Considere uma matriz Φ ∈ M2n(R) com autovalores λ e µ. Quando ω(u, v) = 0 para
todo u ∈ Vλ e v ∈ Vµ, indicaremos essa fato com a notação ω(Vλ, Vµ) = 0, por simplicidade.

Lema 1.30. Sejam Φ ∈ Sp(2n) e λ e µ autovalores de Φ tais que λ 6= µ̃. Então, ω(Vλ, Vµ) =

0.

Demonstração. Provaremos o resultado no caso complexo, ou seja, em (C2n, ω) com a forma
simplética ω : C2n × C2n → C. No caso real, basta tomar a complexificação do espaço, pois
pela Proposição A.3 do Apêndice A, temos que Vλ ⊆ V C

λ e se provarmos que ωC(V C
λ , V

C
µ ) = 0,

então teremos ω(Vλ, Vµ) = 0.
Como Φ ∈ Sp(2n), segue ela preserva a forma simplética, ou seja,

ω(Φu,Φv) = ω(u, v).

Por outro lado, como Φu = λu e Φv = µv, segue que

ω(Φu,Φv) = (λµ)ω(u, v).
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Assim, temos ω(u, v) = (λµ)ω(u, v) e, como λ 6= µ̃, resulta que λµ 6= 1 e portanto, ω(u, v) =

0.

Lema 1.31. Seja Φ uma matriz σ-simplética com autovalor λ. Então, V j
λ = V j

λ̃
.

Demonstração. Faremos por indução sobre j. Novamente, a demonstração será feita para
o caso complexo, onde o caso real se reduz a este por complexificação, assim como no
Lema 1.30.

No caso em que j = 1, temos V 1
λ = Vλ e V 1

λ̃
= Vλ̃. Assim, dados u ∈ Vλ, temos que

Φu = λu e assim, Φ̃u = λ̃u pois Φ̃ = −Φ ou Φ−1. Logo, u ∈ Vλ̃ e portanto, V 1
λ ⊆ V 1

λ̃
.

Seja agora, u ∈ V 1
λ̃
e com o fato de que σ(σ(Φ)) = Φ, obtemos a inclusão oposta V 1

λ̃
⊆ V 1

λ

e concluímos que V 1
λ = V 1

λ̃
.

Suponhamos a igualdade válida para o número natural j. Então, dado u ∈ V j+1
λ temos

que (Φ − λI)j+1u = (Φ − λI)j(Φ − λI)u = 0. Assim, por hipótese de indução, temos que
(Φ− λI)u ∈ V j

λ̃
. Logo,

0 = (Φ̃− λ̃I)j(Φ− λI)u = (Φ− λI)(Φ̃− λ̃I)ju.

A comutatividade acima resulta do fato de que

(Φ̃− λ̃I)(Φ− λI) = Φ̃Φ− λ̃Φ− λΦ̃ + λ̃λI

e Φ̃Φ = ΦΦ̃, esta última sendo de verificação imediata em virtude do Lema 1.19.
Portanto, resulta que (Φ̃− λ̃I)ju ∈ Vλ = Vλ̃. Logo,

0 = (Φ̃− λ̃I)(Φ̃− λ̃I)ju = (Φ̃− λ̃I)j+1u.

Portanto, u ∈ V j+1

λ̃
e V j+1

λ ⊆ V j+1

λ̃
.

Usando um argumento completamente análogo, mostramos que V j+1

λ̃
⊆ V j+1

λ , e portanto
vale a igualdade.

A próxima proposição mostra que a forma simplética ω é não degenerada no autoespaço
generalizado associado aos autovalores unitários de uma matriz simplética.

Proposição 1.32. Sejam λ e µ autovalores de Φ ∈ Sp(2n) e Eλ e Eµ os seus respectivos
autoespaços generalizados, com µ 6= λ̃. Nessas condições, ω(Eλ, Eµ) = 0.

Demonstração. Como Eλ =
⋃
j

V j
λ e Eµ =

⋃
j

V j
µ , com V j

λ ⊆ V j+1
λ e V j

µ ⊆ V j+1
µ , é suficiente

mostrar que ω(V j
λ , V

j
µ ) = 0. Faremos isso por indução em j. Assim como nos Lemas 1.30

e 1.31, a demonstração será feita no caso complexo.
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O caso j = 1 é verdadeiro pelo Lema 1.30. Supondo o resultado válido para o número
natural j, sejam u ∈ V j+1

λ e v ∈ V j
µ . Então, temos (Φ − λI)j+1u = 0 e (Φ − µI)jv = 0.

Assim,

0 = ω(u, (Φ− µI)jv) = ω(u, (Φ− λ̃I + [λ̃− µ]I))jv)

=

j∑
i=0

(
j

i

)
(λ̃− µ)j−iω(u, (Φ− λ̃I)iv)

=

j∑
i=0

(
j

i

)
(λ̃− µ)j−iω((Φ̃− λ̃I)iu, v)

(1.5)

pois ˜
(Φ− λ̃I) = Φ̃− λ̃I e ÃB = B̃Ã, para quaisquer duas matrizes A,B ∈M2n(R).

Pelo Lema 1.21, u ∈ V j+1
λ implica u ∈ V j+1

λ̃
. Logo,

0 = (Φ̃− λ̃I)j+1u = (Φ̃− λ̃I)j+1−i(Φ̃− λ̃I)iu.

Assim, (Φ̃ − λ̃I)iu ∈ V j+1−i
λ̃

⊆ V j

λ̃
= V j

λ , para i = 1, . . . , j. Pela hipótese de indução,
segue que ω((Φ̃ − λ̃I)iu, v) = 0, para i = 1 . . . , j, pois v ∈ V j

µ . Portanto, em (1.5), resulta
que (λ̃ − µ)jω(u, v) = 0 e como µ 6= λ̃, obtemos que ω(u, v) = 0. Com isso provamos que
ω(V j+1

λ , V j
µ ) = 0.

Tomando agora, u ∈ V j+1
λ , v ∈ V j+1

µ e repetindo o mesmo argumento acima trocando os
papéis de u e v, resulta que ω(V j+1

λ , V j+1
µ ) = 0, utilizando o que acabamos de provar.

Portanto, como Eλ = V k
λ e Eµ = V k

µ para algum k, o resultado está demonstrado.

Corolário 1.33. Seja λ um autovalor de Φ ∈ Sp(2n). Então, a forma simplética ω é não-

degenerada no subespaço gerado pela união dos autoespaços generalizados de λ e
1

λ
. Em

particular, se |λ| = 1, então ω é não-degenerada no autoespaço generalizado de λ.

Demonstração. Seja λ 6= 1, considere os autoespaços generalizados E(λ) e E(1/λ) e sejam
e1, . . . , ek e f1, . . . , fk, respectivamente, bases desses subespaços. Resulta que e1, . . . , ek,
f1 . . . , fk é uma base de W = span {E(λ) ∪ E(1/λ)}.

Dado w ∈ W , temos que w = αu+ βv, onde u ∈ E(λ) e v ∈ E(1/λ). Suponha agora que
α, β 6= 0 e ω(w, z) = 0, para todo z ∈ W . Então, em particular, temos que

ω(w, ej) = ω(w, fj) = 0.

Logo, obtemos que αω(u, ej) + βω(v, ej) = 0 e αω(u, fj) + βω(v, fj) = 0.
Pela Proposição 1.32, resulta que ω(u, ej) = 0 e ω(v, fj) = 0. Logo, ω(u, fj) = 0 e

ω(v, ej) = 0. Finalmente, pela expressão (1.2), obtemos que w = 0, ou seja, ω é não-
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degenerada em W . Portanto, W é um subespaço simplético.

Corolário 1.34. Seja λ um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) e Eλ ⊆ R2n o seu autoespaço gene-
ralizado, com |λ| = 1 e λ 6= ±1. Se ω(u,Φu) = 0 para u ∈ Eλ não-nulo, então ω(v,Φv) é
positivo ou negativo para v ∈ Eλ.

Assim, ω( · ,Φ · ) é positiva definida, negativa definida ou assume os dois sinais no
autoespaço E associado ao autovalor λ.

Demonstração. Seja u ∈ Eλ tal que ω(u,Φu) = 0. Então, como ω|Eλ é não-degenerada e
Φ2u − u 6= 0, existe v ∈ Eλ tal que ω(Φv,Φ2u − u) 6= 0. Dado k uma constante arbitrária,
temos

ω(v + ku,Φ(v + ku)) = ω(v,Φv) + kω(v,Φu) + kω(u,Φv) + k2ω(u,Φu)

= ω(v,Φv) + k
(
ω(Φv,Φ2u)− ω(Φv, u)

)
= ω(v,Φv) + kω(Φv,Φ2u− u)

Escolhendo k de forma conveniente, podemos fazer com que ω(v + ku,Φ(v + ku)) seja
positivo ou negativo.

Considerando as três possibilidades apresentadas no Corolário 1.34 para o sinal de
ω( · ,Φ · ) no autoespaço generalizado Eλ, damos a seguinte definição:

Definição 1.35. Sejam Φ ∈ Sp(2n), λ um autovalor de Φ e Eλ ⊆ R2n o autoespaço genera-
lizado associado a λ. Dizemos que λ é do tipo

(i) positivo se ω(v,Φv) ≥ 0 para todo vetor não-nulo v ∈ Eλ;

(ii) negativo se ω(v,Φv) ≤ 0 para todo vetor não-nulo v ∈ Eλ;

(iii) misto se ω(u,Φu) ≥ 0 e ω(v,Φv) < 0 com u, v ∈ Eλ.

As rotações Rθ de ângulo θ (positivo ou negativo) em R2 tem sempre os mesmos auto-
valores, a saber, λ1 = eiθ e λ2 = e−iθ. No entanto, se ω é uma forma não-degenerada em
R2, então ela induz uma orientação para essas rotações no seguinte sentido: se ω(u, v) = 1,
Rθu = (cos θ)u+(sen θ)v e Rθv = −(sen θ)u+(cos θ)v, então, ω(u,Rθu) = ω(v,Rθv) = sen θ,
que distingue os casos de rotações no sentido positivo e negativo.

Provaremos agora que se λ é um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) do tipo positivo ou do tipo
negativo, então o autoespaço e o autoespaço generalizado de λ coincidem. Para isso, preci-
samos dos lemas seguintes.

Lema 1.36. Seja Φ ∈ Sp(2n) com autovalor λ do tipo positivo (negativo) tal que |λ| = 1 e
λ 6= ±1. Então, ω|Vλ é não-degenerada.



19 Capítulo 1. Álgebra linear simplética

Demonstração. Seja λ = a+ bi um autovalor do tipo positivo de Φ tal que |λ| = 1 e b 6= 0.
Ou seja, temos que ω(w,Φw) > 0 para todo w 6= 0 em Eλ. Como Vλ ⊆ Eλ, temos, em
particular, que ω(w,Φw) > 0 para todo w 6= 0 em Vλ.

Seja u 6= 0 em Vλ. Pelo Lema 1.31, existe v ∈ Vλ tal que Φu = au+ bv e Φv = bu− av.
Então, temos

0 < ω(u,Φu) = aω(u, u) + bω(u, v) = bω(u, v),

donde ω(u, v) 6= 0.
Assim, mostramos que para todo u 6= 0 em Vλ existe v ∈ Vλ tal que ω(u, v) 6= 0. Em

particular, temos que ω é não-degenerada em Vλ.
Um argumento análogo mostra o caso em que λ é do tipo negativo.

Lema 1.37. Sejam Φ ∈ Sp(2n) e V ⊂ R2n um subespaço invariante por Φ tal que ω|V é
não-degenerada. Nessas condições, V ω é invariante por Φ.

Demonstração. Suponha que V ω não é invariante por Φ. Então, existe u ∈ V ω tal que
Φu = v + w, com v ∈ V e w ∈ V ω. Seja w′ ∈ V tal que ω(w,Φw′) 6= 0. Então,

0 = ω(u,w′) = ω(Φu,Φw′) = ω(v + w,Φw′) = ω(w,Φw′) 6= 0;

um absurdo.

Proposição 1.38. Seja λ um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) do tipo positivo ou do tipo nega-
tivo, com |λ| = 1 e λ 6= ±1. Nessas condições, o autoespaço e o autoespaço generalizado
associados a λ coincidem.

Demonstração. Seja λ = a + bi. Pelo Corolário 1.33 e pelo Lema 1.36, ω|Vλ e ω|Eλ são
não-degeneradas. Do Lema 1.37, segue que V ω

λ ∩Eλ é invariante por Φ e assim, Φ|V ωλ ∩Eλ deve
ter um autovetor u associado a λ. Mas como todo autovetor das restrições de Φ estão em
Vλ, resulta que u = 0. Logo, V ω

λ ∩ Eλ = {0} e assim, Eλ ⊆ Vλ. Como a inclusão oposta é
sempre verdadeira, resulta que Eλ = Vλ.



Capítulo 2

Formas normais de matrizes simpléticas

Usando os resultados sobre autovalores de matrizes simpléticas obtidos no capítulo anterior,
exibiremos explícitamente a forma normal ou canônica de uma matriz com autovalores de
multiplicidade até no máximo 2.

Dada uma transformação linear simplética Φ em (R2n, ω), a Proposição 1.32 e o Corolá-
rio 1.33 garantem a existência de uma base simplética B = {v1, . . . , v2n} de modo que cada
vj pertença a um autoespaço generalizado de Φ. Como ω é não-degenerada no subespaço V
gerado pela união dos autoespaços generalizados de λ e λ−1, é suficiente estudar o caso da
forma normal para a restrição Φ|V .

Proposição 2.1. Seja λ = a + bi um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) tal que |λ| = 1 e seus
autoespaço V e autoespaço generalizado E coincidem. Então, existe uma base simplética de
V de λ de modo que a matriz de Φ|E nessa base é

aIj 0 −bIj 0

0 aIk 0 bIk

bIj 0 aIj 0

0 −bIk 0 aIk

 ,

onde Ik e Ik são, respectivamente, as matrizes identidade j×j e k×k e λ tem multiplicidade
q = j + k.

Demonstração. Podemos supor que b > 0 tomando λ ou λ−1 = λ̄.
Suponha que ω(u,Φu) > 0 para algum vetor u ∈ V . Pelo Lema 1.4, existe v ∈ V tal que

Φu = au+ bv e Φv = −bu+ av. Dessa forma, temos que

ω(u,Φu) = aω(u, u) + bω(u, v) = bω(u, v)

e, portanto, ω(u, v) 6= 0. Podemos tomar ω(u, v) = 1, por multiplicação por escalar e
reordenação de u e v.

20
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Sejam u1 = u e uq = v e considere o subespaço span {u1, uq} gerado por u1 e uq. Te-
mos que ω é não-degenerada nesse subespaço o qual é invariante por Φ. Pelo Lema 1.37,
span {u1, uq}ω é invariante por Φ e tem dimensão dois a menos que a dimensão de V . Prosse-
guindo por indução, encontramos vetores u1, . . . , uj, uq, . . . , uj+q tais que Φui = aui + bui+q,
Φui+q = −bui + aui+q e ω(ui, ui+q) = 1.

Seja V1 = span {u1, . . . , uj, uq, . . . , uj+q} o espaço gerado pelos vetores u1, . . . , uj,
uq, . . . , uj+q. Pela construção anterior, dado w ∈ V ω

1 , temos que ω(w,Φw) ≤ 0. Tomando
u′ ∈ V ω

1 de forma ω(u′,Φu′) < 0, pelo Lema 1.29, existe v′ ∈ V tal que Φu′ = au′ + bv′ e
Φv′ = −bu′ + av′. Assim, temos que ω(u′,Φu′) = bω(u′, v′) < 0 e portanto, ω(u′, v′) 6= 0.
Assim, segue que v′ ∈ V ω

1 e, como antes, podemos fazer ω(u′, v′) = 1.
Tomamos agora uj+1 = v′ e u(j+1)+q = u′. Dessa forma, ω será não-degenerada no su-

bespaço span
{
uj+1, u(j+1)+q

}
. Procedendo como na primeira construção, obtemos elementos

uj+1 . . . , uq, u(j+1)+q, . . . , u2q tais que Φui+q = aui+q + bui, Φui = −bui+q + aui, com
j + 1 ≤ i ≤ q, que completam a base de V .

Corolário 2.2. Sejam Φ : R2n → R2n uma transformação linear e λ = a+ bi um autovalor
de Φ com multiplicidade 2, |λ| = 1, do tipo misto e que seus autoespaço e autoespaço genera-
lizado coincidem. Nessas condições, existe uma base simplética {v1, v2, v3, v4} do autoespaço
de λ tal que ω(v1, v3) = 1, ω(v2, v4) = 1 e a matriz de Φ relativamente a essa base é

a −b 0 0

b a 0 0

0 0 a −b
0 0 b a

 .

Demonstração. Seja {u1, u2, u3, u4} a base de Φ dada pela Proposição 2.1, com j = k = 1.
Então, temos que Φu1 = au1 + bu3, Φu3 = −bu1 +au3, Φu2 = −bu4 +au2 e Φu4 = au4 + bu2.

Tomando v1 = u1 + u2, v2 = u3 − u4, v3 =
1

2
(u3 + u4) e v4 =

1

2
(u2 − u1), temos que

Φv1 = Φu1 + Φu2 = a(u1 + u2) + b(u3 − u4) = av1 + bv2,

Φv2 = Φu3 − Φu4 = a(u3 − u4)− b(u1 + u2) = −bv1 + av2,

Φv3 =
1

2
(Φu3 + Φu4) =

a

2
(u3 + u4) +

b

2
(u2 − u1) = av2 + bv4

e
Φv4 =

1

2
(Φu2 − Φu1) =

a

2
(u2 − u1)− b

2
(u3 + u4) = −bv3 + av4.

Isso mostra que a matriz Φ na base {v1, v2, v3, v4} é a matriz acima.
Que {v1, v2, v3, v4} é simplética é imediato, uma vez que ω(v1, v3) = ω(v2, v4) = 1 e
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ω(v1, v2) = ω(v3, v4) = 0.

Proposição 2.3. Sejam Φ : R2n → R2n uma transformação linear e λ = a±bi um autovalor
de Φ com multiplicidade 2, |λ| = 1, do tipo misto onde os seus autoespaço e autoespaço
generalizado não coincidem. Nessas condições, existe uma base simplética {v1, v2, v3, v4} tal
que a matriz de Φ nessa base é (

A µA

0 A

)
,

onde

A =

(
a −b
b a

)
e µ = ±1.

Demonstração. Considere dois autovetores u e v tais que Φu = au + bv e Φv = −bu + av.
Se ω(u, v) 6= 0, então o complementar simplético span {u, v}ω do subespaço span {u, v}
gerado por u e v seria invariante por Φ e, como consequência, o autoespaço e ou autoespaço
generalizado de λ coincidem pela Proposição 1.38. Portanto, temos que ω(u, v) = 0.

Tomando u1 = u e u2 = v, sejam u3 e u4 vetores que completam a base simplética. A
matriz de Φ na base {u1, u2, u3, u4} é

a −b α1 β1

b a α2 β2

0 0 α3 β3

0 0 α4 β4

 ,

onde Φu3 =
4∑
j=1

αjuj e Φu4 =
4∑
j=1

βjuj.

Como {
aα3 + bα4 = ω(Φu1,Φu3) = ω(u1, u3) = 1

−bα3 + aα4 = ω(Φu2,Φu3) = ω(u2, u3) = 0

e {
aβ3 + bβ4 = ω(Φu1,Φu4) = ω(u1, u4) = 0

−bβ3 + aβ4 = ω(Φu2,Φu4) = ω(u2, u4) = 1
,

resolvendo os dois sistemas obtemos que α3 = a, α4 = b, β3 = −b e β4 = a. Assim, a matriz
de Φ é 

a −b α1 β1

b a α2 β2

0 0 a −b
0 0 b a


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Sejam v1 = u1, v2 = u2, v3 = u3 + γ1u1 + γ2u2 e v4 = u4 + γ3u1 + γ4u2. Para que
{v1, v2, v3, v4} seja uma base simplética, devemos ter ω(v3, v4) = γ2 − γ3 = 0, ou seja,
γ2 = γ3.

Assim,

Φv3 = Φu3 + γ1Φu1 + γ2Φu2

= α1u1 + α2u2 + au3 + bu4 + γ1(au1 + bu2) + γ2(−bu1 + au2)

= (α1 + aγ1 − bγ2)u1 + (α2 + bγ1 + aγ2)u2 + au3 + bu4

= (α1 − bγ2 − bγ3)u1 + (α2 + bγ1 − bγ4)u2 + a(u3 + γ1u1 + γ2u2) + b(u4 + γ3u1 + γ4u2)

= (α1 − 2bγ2)u1 + (α2 + bγ1 − bγ4)u2 + av3 + bv4

= z1v1 + z2v2 + av3 + bv4

e
Φv4 = Φu4 + γ3Φu1 + γ4Φu2

= β1u1 + β2u2 − bu3 + au4 + γ3(au1 + bu2) + γ4(−bu1 + au2)

= (β1 + aγ3 − bγ4)u1 + (β2 + bγ3 + aγ4)u2 − bu3 + au4

= (β1 + bγ1 − bγ4)u1 + (β2 + bγ3 + bγ2)u2 − b(u3 + γ1u1 + γ2u2) + a(u4 + γ3u1 + γ4u2)

= (β1 + bγ1 − bγ4)u1 + (β2 + 2bγ2)u2 +−bv3 + av4

= z3v1 + z4v2 − bv3 + av4,

onde z1 = α1 − 2bγ2, z2 = α2 + bγ1 − bγ2, z3 = β1 + bγ1 − bγ4 e z4 = β2 + 2bγ3.
Escolhendo γ1, γ2, γ3 e γ4 de modo que z4 = z1 e z3 = −z2, teremos que a matriz de Φ

na base {v1, v2, v3, v4} é da forma 
a −b z1 −z2

b a z2 z1

0 0 a −b
0 0 b a

 .

Como Φ é simplética, temos que 0 = ω(v3, v4) = ω(Φv3,Φv4) = 2az2 − 2bz1, donde
z1

z2

=
a

b
,

e portanto, z1 = µa e z2 = µb, com µ 6= 0.
Tomando a base simplética {|µ|v1, |µ|v2, |µ|−1v2, |µ|−1v4}, podemos escolher µ = ±1 e
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assim, obter a matriz de Φ na forma (
A µA

0 A

)
,

com

A =

(
a −b
b a

)
e µ = ±1, como queríamos.

Proposição 2.4. Seja λ = ±1 um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) de multiplicidade 2. Então,
existe uma base simplética na qual a matriz de Φ é da forma(

λ k

0 λ

)
,

onde k = 1, k = 0 ou k = −1.

Demonstração. Sejam, respectivamente, V e E o autoespaço e o autoespaço generalizado
de λ. Como λ = ±1 é um autovalor real de multiplicidade 2, temos que dim E ≤ 2 e ω é
não-degenerada em E pelo Corolário 1.3. Assim, dim E = 2 e ω é uma forma simplética em
E .

Temos, então, dois casos:

1◦ Caso: V = E .
Seja {u, v} é uma base simplética de E . Então, {u, v} também é uma base de V , com

Φu = λu e Φv = λv. Assim, a matriz de Φ relativamente a essa base é da forma(
λ 0

0 λ

)
.

2◦ Caso: V 6= E .
Como V é um subespaço próprio de E segue que dimV = 1, pois V 6= {0}. Logo, dado

u ∈ V não nulo, {u} é uma base de V e Φu = λu.
Seja v ∈ E − V tal que ω(u, v) = 1. Então, (Φ − λI)v 6= 0 e {u, v} é linearmente

independente, constituindo uma base para E .
Tomemos w = (Φ− λI)v. Como v ∈ E , temos que

0 = (Φ− λI)2v = (Φ− λI)w.
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Assim, w ∈ V e portanto, w = ku para algum k 6= 0. Logo, Φv = ku + λv e a matriz Φ na
base {u, v} é da forma (

λ k

0 λ

)
.

Tomando a base {|k|u, |k|−1v}, podemos fazer k = ±1.
Isso completa a demonstração.

Proposição 2.5. Seja λ um autovalor de Φ ∈ Sp(2n) tal que |λ| 6= 1. Então, dada qualquer

base do autoespaço generalizado de λ, existe uma base do autoespaço de
1

λ
tal que a reunião

dessas duas bases é uma base simplética. Em termos dessa base, a matriz de Φ é da forma(
A1 0

0 A2

)
,

onde A−1
2 = AT

1 . Em particular, podemos tomar A1 na forma de Jordan.

Demonstração. Seja {u1, . . . , un} uma base do autoespaço de generalizado Eλ de λ. Como
|λ| 6= 1, segue da Proposição 1.3 que Eλ é isotrópico, ou seja, ω(uj, uk) = 0 quaisquer que
sejam j, k = 1, . . . , n.

Pelo Corolário 1.33, ω é não-degenerada no subespaço gerado pela união Eλ∪E 1
λ
, onde E 1

λ

é o autoespaço generalizado de
1

λ
, o qual também é isotrópico pela Proposição 1.32. Existem,

então, vetores un+1, . . . , u2n ∈ E 1
λ
que completam uma base do subespaço span

{
Eλ ∪ E 1

λ

}
gerado por Eλ ∪ E 1

λ
, tais que ω(uj, un+j) 6= 0, para j = 1, . . . , n. Em particular, podemos

fazer ω(uj, un+j) = 1 por multiplicação por escalar. Isto nos dá uma base simplética para
span

{
Eλ ∪ E 1

λ

}
.

Como Φ é invariante no autoespaço generalizado, temos que sua matriz nessa base é da
forma (

A1 0

0 A2

)
.

Agora, como Φ ∈ Sp(2n) temos que ΦTJΦ = J, donde obtemos que AT
1A2 = I e portanto,

A−1
2 = AT

1 .



Capítulo 3

Bifurcação de autovalores de curvas
genéricas

Neste capítulo, estudaremos as propriedades genéricas de caminhos de classe C1 em Sp(2n)

definidos no intervalo I = [−1, 1], ou seja, estamos interessados nas propriedades genéricas
do conjunto C1(I, Sp(2n)) de tais caminhos.

Sejam U = {Φ ∈ Sp(2n); Φ tem um autovalor múltiplo} e V = V1 ∪ V2, onde

V1 = {Φ ∈ Sp(2n); Φ tem um autovalor de multiplicidade ≥ 3}

e

V2 =

{
Φ ∈ Sp(2n);

Φ tem dois autovalores λ1 e λ2 de multiplicidade 2

tais que λ1 6= λ2, |λ1|, |λ2| ≥ 1 e Imλ1, Imλ2 ≥ 0

}

Lema 3.1. O conjunto D = {Φ ∈ Sp(2n); Φ tem autovalores distintos} é aberto e denso
em Sp(2n) na topologia induzida de R2n.

Demonstração. A demonstração é feita da mesma forma que em [11], p. 100, para mostrar
que o conjunto das matrizes que tem autovalores distintos é denso em Mn(R). No nosso
caso porém, usamos as formas normais em vez da forma canônica de Jordan.

Considere a identificaçãoM2n(R) ' R4n2 , onde tomaremos em R4n2 a norma do máximo,
e seja Sp(2n) ⊆ R4n2 com a topologia induzida.

Seja A ⊆ R4n2 um aberto; então A = A ∩ Sp(2n) é aberto em Sp(2n). Tomando
Φ ∈ A, se Φ tem autovalores distintos, então A ∩ D 6= ∅. Se, por outro lado, Φ possui um
autovalor múltiplo λ, então Φ pode assumir umas formas normais do Capítulo 2. Faremos a
demonstração apenas no caso em que λ = a+bi é um autovalor do tipo positivo (ou negativo),
tem multiplicidade 2, |λ| = 1 e os autoespaço e autoespaço generalizado coincidem. Os
demais casos são análogos a este.

26
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Pela Proposição 2.1, existe uma base simplética segundo a qual Φ é da forma

a 0 0 −b 0 0

0 a 0 0 −b 0

0 0 A1 0 0 A2

b 0 0 a 0 0

0 b 0 0 a 0

0 0 A2 0 0 B2


.

Seja 0 < ε < 1 tal que a bola aberta B(Φ; ε) esteja contida em A e tomemos c ∈ R de
modo que ele tenha o mesmo sinal de a e 0 < |a− c| < ε

4
. Considere a matriz

Ψ =



a 0 0 − b

ac+ b2
0 0

0 c 0 0 − b

ac+ b2
0

0 0 A1 0 0 A2

b 0 0
c

ac+ b2
0 0

0 b 0 0
a

ac+ b2
0

0 0 A2 0 0 B2


.

Fazendo os cálculos explicitamente, vemos que ΨTJΨ = J, ou seja, Ψ é uma matriz simplé-
tica. Mais ainda, Ψ não possui nenhum autovalor múltiplo. Logo, Ψ ∈ D.

Como Sp(2n) está com a topologia induzida de R4n2 com a norma do máximo, a distância
entre Ψ e Φ é

d(Ψ,Φ) = max

{
|a− c|,

∣∣∣∣a− c

ac+ b2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣c− a

ac+ b2

∣∣∣∣ , ∣∣∣∣b− b

ac+ b2

∣∣∣∣} .
Temos que −1 ≤ a ≤ 1, −1 ≤ b ≤ 1, 0 < ac <

5

4
e

ac+ b2 > a
(
a− ε

4

)
+ b2 = a2 + b2 − aε

4
> 1− 1

4
=

3

4
,

pois aε < 1. Logo,∣∣∣∣a− c

ac+ b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ a

a2 + b2
− c

ac+ b2

∣∣∣∣ ≤ b2

|ac+ b2|
|a− c| ≤ |a− c| < ε;

∣∣∣∣b− b

ac+ b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ b

a2 + b2
− b

ac+ b2

∣∣∣∣ ≤ |ab||c− a| < ε;
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∣∣∣∣c− a

ac+ b2

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣ c

a2 + b2
− a

ac+ b2

∣∣∣∣ =
|c− a|
ac+ b2

∣∣a(c+ a) + b2
∣∣ < ε.

Logo, d(Ψ,Φ) < ε, ou seja, Ψ ∈ B(Φ, ε) e portanto, Ψ ∈ B(Φ, ε) ∩ Sp(2n) ⊆ A. Assim,
A ∩D 6= ∅.

Portanto, vemos que em qualquer caso, A ∩D 6= ∅ e assim, D é denso em Sp(2n).
Resta mostrar que D é aberto. Para isso, seja D ⊆ M2n(R) o conjunto das matrizes

que só possui autovalores distintos. Pelo Teorema da seção 5.6, p. 100, de [11], D é aberto
e denso em M2n(R). Agora, observando que D = D ∩ Sp(2n), resulta que D é aberto em
Sp(2n).

Pelo Lema 3.1 temos que U = Sp(2n) − D e portanto, U é fechado e tem interior vazio
em Sp(2n).

Definição 3.2. Dizemos que um subconjunto S ⊂ Rn é semi-algébrico se ele é a união
finita de subconjuntos da forma

{x ∈ Rn; fi(x) = 0, i = 1, . . . , p} e {x ∈ Rn; gj(x) < 0, j = 1, . . . , q} ,

onde fi e gj são polinômios em x = (x1, . . . , xn). Diremos que S é algébrico se ele é a
reunião finita de apenas subconjuntos do primeiro tipo acima.

Em [39], Whitney provou que todo conjunto algébrico (variedade algébrica real) S ⊂ Rn

pode ser escrito como união finita de subvariedades de Rn. Robbin estendeu esse resultado
em [2] para conjuntos semi-algébricos:

Lema 3.3 (Teorema de Whitney). Todo conjunto semi-algébrico S ⊂ Rn é escrito como
união finita

S =
m⋃
j=1

Sj,

onde S1, . . . , Sm ⊂ Rn são subvariedades diferenciáveis de dimensão crescente.

Demonstração. Ver [39] e [2], Apêndice B, p. 133.

Usando a Forma Canônica de Jordan, obtemos que U e V são semi-algébricos. Pelo
Teorema de Whitney (Lema 3.3), temos que

U =
m⋃
i=1

Zi e V =
k⋃
j=1

Wj,
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onde os Zi e Wj são subvariedades de Sp(2n).
Como U é fechado, pelo item (b) do Teorema C.6 temos que o conjunto

G =
{
A ∈ C1(I, Sp(2n)); A>∩ U

}
=
{
A ∈ C1(I, Sp(2n)); A>∩ Zi, i = 1, . . . ,m

}
é aberto e denso em C1(I, Sp(2n)), onde A>∩ U significa que a curva genérica A é transversal
a U .

Definição 3.4. Chamamos de curvas genéricas de matrizes simpléticas ou simples-
mente curvas genéricas aos elementos do conjunto G definido acima.

Nosso objetivo nesse capítulo é descrever o que ocorre quando A ∈ G e A(0) ∈ U . O
próximo lema é o primeiro resultado nessa direção.

Lema 3.5. Seja A ∈ G uma curva genérica. Se A(0) ∈ U , então A(0) ∈ U − V.

Demonstração. Seja A ∈ G , com A(0) ∈ U . Vimos que U ⊂ Sp(2n) é fechado e tem interior
vazio. Logo, os Zi tem codimensão maior ou igual a 1 em Sp(2n).

O mesmo argumento usado na demonstração do Lema 3.1 pode ser usado para mostrar
que o conjunto

U0 = {Φ ∈ Sp(2n); Φ tem um único autovalor λ de multiplicidade 2}

é denso em U , com a topologia induzida de R4n2 munido da norma do máximo.
Pela definição de U0, vê-se imediatamente que V ⊆ U − U0 e portanto, V tem interior

vazio em U . Dessa forma, segue que os Wj tem codimensão maior ou igual a 1 em U e
consequentemente, codimensão maior ou igual a 2 em Sp(2n).

Portanto, vemos que nenhum dos Wj satisfaz a condição de transversalidade

dA(t)(R) + TA(t)Wj = TA(t) Sp(2n)

qualquer que seja t ∈ I, uma vez que dimA(I) = 1. Logo, A não pode intersectar (de forma
genérica) nenhum Wj, e assim A(0) /∈ V .

Lema 3.6. Seja A(t) uma curva de matrizes, diferenciável em t = 0, tal que A(0) possua
um autovalor λ de multiplicidade r, com r autovetores linearmente independentes. Nessas
condições, para todo ε > 0 suficientemente pequeno, existem constantes µ1, . . . , µr tais que
A(ε) tem r autovalores da forma λ+ εµj + o(ε), j = 1 . . . , r.

Demonstração. Ver [6].
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Lema 3.7. Seja A(t) uma curva de matrizes simpléticas com um autovalor λ(t) do tipo
misto de multiplicidade exatamente igual a 2, |λ(t)| 6= 1, =(λ(t)) 6= 0 e os seus autoespaço
e autoespaço generalizado não coincidem. Se B : R2 − {0} → U é tal que

B(x, y) =

(
D(x, y) 0

0 [D(x, y)T]−1

)
,

onde D : R2 →M4(R) é dada por

D(x, y) =


x −y x −y
y x y x

0 0 x −y
0 0 y x

 ,

então existe uma curva C(t) emM4(R) tal que C(t)A(t)C(t)−1 = B(<(λ(t)),=(λ(t)), C(t)).

Demonstração. Seja Pt =
1

2πi

ˆ
γ

(z I−A(t))−1dz.

Se γ é uma curva fechada simples tal que λ(t) é o único autovalor de A(t) que está no
interior de γ e os outros autovalores estão em R2 − D, onde D = int(γ) ∪ γ, então pelo
Teorema da Decomposição (ver Decomposition Theorem em [32], p. 421), segue que Pt é
uma projeção no autoespaço generalizado de λ(t).

Pelas Proposições 2.3 e 2.5 existe uma base simplética {u1, . . . , u4, v1, . . . , v4}, onde
u1, . . . , u4 formam uma base do autoespaço generalizado de λ(0) = a+ bi de A(0) e

A(0) =

(
A1 0

0 A2

)
,

com A2 = (AT
1 )−1 e

A1 =


a −b a −b
b a b a

0 0 a −b
0 0 b a


é o bloco associado a λ(0). Temos que A(0) = B(<(λ(0)),=(λ(0))).

Suponha que u3, u4 ∈ Eλ(0) − Vλ(0). Então, tomando v = u3 − iu4, v(t) = Ptv e u(t) =
1

λ(0)
(A(t)− λ(t))v(t), segue por verificação direta usando a construção da base de Eλ(0) na

Proposição 2.3 que u(0) = u1 − iu2 6= 0. Por continuidade, temos que u(t) 6= 0, para t
suficientemente pequeno.

Sejam u1(t) = <(u(t)), u2(t) = −=(u(t)), u3(t) = <(v(t)) e u4 = −=(v(t)). Como
os u1(0), . . . , u4(0) fazem parte de uma base simplética e variam diferenciavelmente, pela
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Proposição 2.5 podemos completar os vetores u1(t), . . . , u4(t) para uma base simplética
{u1(t), . . . , u4(t), v1(t), . . . , v4(t)}, onde os vetores v1(t), . . . , v4(t) pertecem ao autoespaço
generalizado de λ(t)−1.

Finalmente, seja C(t) a matriz de mudança de base de {u1(t), . . . , u4(t), v1(t), . . . , v4(t)}
para {u1, . . . , u4, v1, . . . , v4}. Então,

C(t)A(t)C(t)−1 = B(<(λ(t)),=(λ(t)), C(t)),

e C(0) = I.

Observação 3.8. O Lema 3.7 é bem mais geral do que aparenta. De fato, o lema é válido
para outros tipos de autovalores do tipo misto de matrizes simpléticas cujas formas normais
são dadas no Capítulo 2. A idéia é modificar convenientemente a matriz D(x, y). A prova
em cada caso é exatamente a mesma dada acima.

Teorema 3.9. Seja Φ ∈ U com autovalor múltiplo λ tal que (i) o autoespaço Vλ e o auto-
espaço generalizado Eλ de λ coincidem ou (ii) |λ| 6= 1 e Imλ 6= 0. Nessas condições, não
existe A ∈ G tal que A(0) = Φ, ou seja, Φ não é a imagem de nenhuma curva genérica
A ∈ G .

Demonstração. Do Lema 3.5, segue que basta considerar o caso em que Φ ∈ U − V . Pelos
Corolário 1.34, Definição 1.35 e Proposição 1.38 temos os seguintes casos:

(a) λ é autovalor do tipo positivo ou do tipo negativo de multiplicidade 2;

(b) λ é autovalor do tipo misto de multiplicidade 2 e seus autoespaço e autoespaço
generalizado coincidem;

(c) λ é uma autovalor real múltiplo e seus autoespaço e autoespaço generalizado coinci-
dem;

(d) λ é autovalor múltiplo, com |λ| 6= 1 e Imλ 6= 0.

Caso (a): Seja Φ ∈ U − V com um autovalor positivo λ = a + bi de multiplicidade
2. É suficiente mostrar que a codimensão de TΦU em TΦ Sp(2n) é 2. Para isso, vamos
construir um subespaço X ⊂ TΦ Sp(2n) de dimensão 2 que não é tangente a U , ou seja, que
X ∩ TΦU = ∅.

Pelas Proposições 1.38 e 2.1, existe uma base simplética {u1, . . . , u2n} tal que a matriz
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de Φ nessa base é da forma 
a I2 0 −b I2 0

0 A1 0 A2

b I2 0 a I2 0

0 B1 0 B2

 ,

onde I2 é a matriz identidade 2 × 2 e A1, B1, A2, B2 são os blocos matriciais cujas colunas
de Φ associadas a esses blocos correspondem aos outros autovalores. Como |λ| = 1, segue
que λ = eiu para algum u ∈ [0, 2π). Assim, temos que a = cosu e b = senu.

Sejam a(t) = cos(u + t) e b(t) = sen(u + t) e considere a curva de matrizes
B : J →M2n(R) dada por

B(t) =



a(t) 0 0 −b(t) 0 0

0 a(−t) 0 0 −b(−t) 0

0 0 A1 0 0 A2

b(t) 0 0 a(t) 0 0

0 b(−t) 0 0 a(−t) 0

0 0 B1 0 0 B2


.

Calculando explicitamente, vemos que B(t)TJB(t) = J, para todo t ∈ J , ou seja, B(t) é
uma curva definida em Sp(2n).

Temos B(0) = Φ, mas B(t) /∈ U para t 6= 0 suficientemente pequeno. De fato, para
t 6= 0 pequeno, temos que a(t) 6= a(−t) e b(t) 6= b(−t), ou seja, B(t) passa a ter autovalores
distintos.

Consideremos agora a aplicação C : [0, 2π)→M2n(R) dada por

C(v) =

(
R(v) 0

0 R(v)

)
,

onde

R(v) =

 cos(v/2) − sen(v/2) 0

sen(v/2) cos(v/2) 0

0 0 I

 .

A aplicação C(v) é simplética para todo v ∈ [0, 2π). Para ver isso, observemos inicial-
mente que os blocos R(v) da matriz C(v) são rotações de ângulo v/2 no plano em algum
subespaço de dimensão 2 em Rn. Assim, como R(v)T = R(v)−1 = R(−v), vemos facilmente
que C(v)TJC(v) = J.

Consideremos agora a aplicação Ψ : J × [0, 2π) ⊂ R2 → Sp(2n) dada por

Ψ(t, v) = C(v)B(t)C(−v).
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Como C(−v) = C(v)−1 para todo v ∈ [0, 2π), segue que Ψ(t, v) é simplesmente a matriz
B(t) depois da mudança de base dada por C(v). Mas ainda, Ψ é uma aplicação de classe
C1.

Assim, faz sentido calcular a derivada parcial de Ψ em relação a t. Calculando a derivada
em t = 0, obtemos

∂Ψ

∂t
(0, v) = C(v)B′(0)C(−v) = A1 cos v + A2 sen v,

onde

A1 =



−b 0 0 −a 0 0

0 b 0 0 a 0

0 0 0 0 0 0

a 0 0 −b 0 0

0 −a 0 0 b 0

0 0 0 0 0 0


e A2 =



0 −b 0 0 −a 0

−b 0 0 −a 0 0

0 0 0 0 0 0

0 −a 0 0 −b 0

−a 0 0 −b 0 0

0 0 0 0 0 0


É imediato que {A1, A2} ⊂ TΦ Sp(2n) é L.I. e definindo o conjunto

X = {A1t cos v + A2t sen v; v ∈ [0, 2π) e t ∈ R} ,

temos que X é um subespaço vetorial de dimensão 2 de TΦ Sp(2n). De fato, as funções
(t, v) 7→ t cos v e (t, v) 7→ t sen v são sobrejetoras e o sistema de equações{

t cos v = αt1 cos v1 + βt2 cos v2

t sen v = αt1 sen v1 + βt2 sen v2

nas variáveis t e v tem solução dada por

t = α2t21 + β2t22 + 2αβ cos(v1 − v2)

e
v = arctg

(
αt1 sen v1 + βt2 sen v2

αt1 cos v1 + βt2 cos v2

)
, se t 6= 0

para todo α, β, t1, t2 ∈ R e v1, v2 ∈ [0, 2π). Com isso, garantimos que a soma e a multiplicação
por escalar de elementos de X ainda estão em X. Logo, como 0 ∈ X, a afirmação segue.

A conjugação por C(v) não altera a forma de B(t), isto é, se B′(0) /∈ TΦU , então

A1t cos v + A2t sen v = t
∂Ψ

∂t
(0, v) /∈ TΦU para todo (t, v) ∈ R × [0, 2π). Assim, assuma

que B′(0) ∈ TΦU . Então, existe uma curva de matrizes D : I → U tal que D(0) = Φ e
D′(0) = B′(0).
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Os números complexos b + ai, −b + ai, b − ai e −b − ai são autovalores de B′(0) e o
autoespaço generalizado do autovalor λ = a+bi de D(0) = Φ coincide com o seu autoespaço.
Segue do Lema 3.3 que, em particular, os números complexos (a + bi) + ε(−b + ai) + o(ε),
(a + bi) + ε(b − ai) + o(ε) e seus complexos conjugados são autovalores de D(ε), para ε
suficientemente pequeno. Os outros autovalores de D(ε) devem ser distintos. É imediato
que os autovalores de D(t) não podem continuar múltiplos, ou seja, D(t) não pode pertencer
a U .

Mostramos assim, que não existe uma curva de matrizes D(t) contida em U tal que
D(0) = Φ e D′(0) = B′(0). Assim, B′(0) /∈ TΦU e, portanto, X ∩ TΦU = ∅. Dessa forma,
concluímos que TΦU tem codimensão 2 em TΦ Sp(2n).

Caso (b): Seja Φ ∈ U − V com autovalor do tipo misto λ = a + bi e de multiplicidade 2.
Pelo Corolário 2.1, existe uma base simplética tal que a matriz de Φ nessa base é da forma

a −b 0

b a 0

0 0 A1 0 0 A2

0 a −b 0

0 b a 0

B1 0 0 B2


Defina B : J ⊂ R− {0} → Sp(2n) por

B(t) =



at −bt 0

bt at 0

0 0 A1 0 0 A2

0 a/t −b/t 0

0 b/t a/t 0

B1 0 0 B2


Temos B(1) = Φ.

Seja K : [0, 2π)→ Sp(2n) dada por

K(v) =

(
E(v) −F (v)

F (v) E(v)

)
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onde

E(v) =

 cos(v/2) 0 0

0 cos(v/2) 0

0 0 I

 e F (v) =

 sen(v/2) 0 0

0 sen(v/2) 0

0 0 0

 .

Considere a aplicação Ψ : J × [0, 2π) → Sp(2n) dada por Ψ(t, v) = K(v)−1B(t)K(v).
Então, Ψ é de classe C1 e

∂Ψ

∂t
(1, v) = K(v)−1B′(1)K(v) = B1 cos v +B2 sen v,

onde

B1 =



a −b 0

b a 0

0 0 0

−a b 0

−b −a 0

0 0 0


e B2 =



−a b 0

−b −a 0

0 0 0

−a b 0

−b −a 0

0 0 0


É imediato que {B1, B2} é L.I.. Assim, definindo o conjunto

X = {B1t cos v +B2t sen v; v ∈ [0, 2π) e t ∈ R} ,

segue que X é um subespaço vetorial de dimensão 2 em TΦ Sp(2n), como foi mostrado no
Caso (a). Finalmente, pelo mesmo argumento utilizado no Caso (a), temos que X∩TΦU = ∅
e portanto, TΦU tem codimensão 2 em TΦ Sp(2n).

Caso (c): Seja Φ ∈ U −V com autovalor real λ. Temos duas possibilidades para λ: λ = ±1

ou λ 6= ±1.
Se λ = ±1, então o autoespaço generalizado de λ tem dimensão 2 e pela Proposição 2.3

existe uma base simplética tal que a matriz de Φ é da forma
λ 0 0 0

0 A1 0 A2

0 0 λ 0

0 B1 0 B2

 .
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Defina B : J ⊂ R− {0} → Sp(2n) por

B(t) =


λt 0 0 0

0 A1 0 A2

0 0 λ/t 0

0 B1 0 B2

 .

Temos B(1) = Φ. Consideremos a aplicação K : [0, 2π)→ Sp(2n) dada por

K(v) =

(
E(v) −F (v)

F (v) E(v)

)
,

onde

E(v) =

(
cos v 0

0 I

)
e F (v) =

(
sen v 0

0 I

)
.

Definindo a função Ψ : J × [0, 2π)→ Sp(2n) por Ψ(t, v) = K(v)−1B(t)K(v), o resultado
segue como no Caso (b).

Seja λ 6= ±1. Então, como o autoespaço e o autoespaço generalizado coincidem, segue
das Proposições 2.4 e 2.5 que existe uma base simplética tal que a matriz de Φ nessa base é
da forma 

Jλ 0 0 0

0 A1 0 A2

0 0 Hλ 0

0 B1 0 B2

 ,

onde

Jλ =

(
λ 0

0 λ

)
,

e Hλ é tal que H−1
λ = JT

λ , ou seja,

Hλ =

(
1/λ 0

0 1/λ

)
.
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Defina a curva de matrizes B : J ⊂ R→ Sp(2n) por

B(t) =



λ cos t 0 0 −λ−1 sen t 0 0

0 λ cos(−t) 0 0 −λ−1 sen(−t) 0

0 0 A1 0 0 A2

λ sen t 0 0 λ−1 cos t 0 0

0 λ sen(−t) 0 0 λ−1 cos(−t) 0

0 0 B1 0 0 B2


.

Temos B(0) = Φ. Considerando a aplicação C : [0, 2π)→ Sp(2n) do Caso (a),

C(v) =

(
R(v) 0

0 R(v)

)
,

definimos Ψ : J × [0, 2π)→ Sp(2n) dada por Ψ(t, v) = C(v)−1B(t)C(v). Assim, o resultado
segue de forma análoga ao Caso (a).

Caso (d): Seja Φ ∈ U − V com autovalor múltiplo λ = a + bi, |λ| 6= 1 e =(λ) 6= 0. Temos
duas possibilidades para λ: (1) Eλ = Vλ ou (2) Eλ 6= Vλ.

No caso (1), pelos Corolário 2.2 e Proposição 2.5 existe uma base simplética na qual a
matriz de Φ é da forma 

J 0 0 0

0 A1 0 A2

0 0 H 0

0 B1 0 B2

 ,

onde

J =


a −b 0 0

b a 0 0

0 0 a −b
0 0 b a


e H−1 = JT. Calculando explicitamente a matriz H, vemos que

H =


ka −kb 0 0

kb ka 0 0

0 0 ka −kb
0 0 kb ka

 ,

onde k =
1

|λ|2
. Tomando Dλ =

(
a −b
b a

)
, definamos a curva de matrizes B : J ⊂
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R− {0} → Sp(2n) por

B(t) =



tDλ 0 0 0 0 0

0 t−1Dλ 0 0 0 0

0 0 A1 0 0 A2

0 0 0 tkDλ 0 0

0 0 0 0 t−1kDλ 0

0 0 B1 0 0 B2


Temos que B(1) = Φ. Consideremos a aplicação K : [0, 2π)→ Sp(2n) dada por

K(v) =



E(v) 0 0 −F (v) 0 0

0 E(v) 0 0 −F (v) 0

0 0 I 0 0 0

F (v) 0 0 E(v) 0 0

0 F (v) 0 0 E(v) 0

0 0 0 0 0 I


,

onde

E(v) =

(
cos v 0

0 cos v

)
e F (v) =

(
sen v 0

0 sen v

)
.

Definimos, como nos casos anteriores, a aplicação Ψ : J × [0, 2π) → Sp(2n) dada por
Ψ(t, v) = K(v)−1B(t)K(v), o resultado segue de modo análogo ao Caso (b).

Consideremos agora o caso (2), onde Eλ 6= Vλ. As idéias principais da demonstração no
caso geral são obtidas do caso particular em que n = 4, isto é, em R8. Faremos, portanto,
a demonstração somente nesse caso.

Pelas Proposições 2.3 e 2.5, existe uma base simplética segundo a qual a matriz de Φ é
da forma (

A1 0

0 A2

)
,

com A−1
2 = AT

1 e

A1 =


a −b a −b
b a b a

0 0 a −b
0 0 b a

 .



39 Capítulo 3. Bifurcação de autovalores de curvas genéricas

Defina A : R2 →M4(R) por

A(x, y) =


x −y x −y
y x y x

0 0 x −y
0 0 y x


e considere a aplicação B : W ⊆ R2 − {0} → U ⊂ Sp(8) dada por

B(x, y) =

(
A(x, y) 0

0
[
A(x, y)T

]−1

)
,

onde W é uma vizinhança do autovalor λ = (a, b).
Seja F : W × Sp(8)→ U ⊂ Sp(8) a aplicação dada por

F (x, y, C) = C−1B(x, y)C.

Claramente, F é de classe C1. Calculando a derivada de F no ponto (x, y, I), obtemos

dF (x, y, I) · (u, v,H) = −HB(x, y) + dB(x, y) · (u, v) +B(x, y)H

= dB(x, y) · (u, v) + [B(x, y), H],

onde (u, v) ∈ T(x,y)W = R2, H ∈ TI Sp(8) = sp(8) e [B(x, y), H] é o colchete de Lie de
B(x, y) e H.

O kernel de dF (x, y, I) é formado, portanto, pelos elementos (u, v,H) tais que

dB(x, y) · (u, v) = [H,B(x, y)]. (3.1)

Note que o primeiro membro de (3.1) não depende de H. Tomando u = v = 0, obtemos
[H,B(x, y)] = 0 e, portanto, o subespaço

SB(x,y) =
{

(0, 0, H) ∈ R2 × sp(8); [H,B(x, y)] = 0
}

é um subespaço do kernel de dF (x, y, I). O subespaço SB(x,y) tem dimensão 4 e as matrizes
H são da forma 

D E

0 D

−DT 0

−ET −DT

 , (3.2)

onde D e E são matrizes 2× 2 que pertecem ao subespaço gerado por I e J. Ou seja, D e
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E são produtos de rotações e expansões no plano. Para ver isso, seja

Z =

(
x −y
y x

)

o bloco 2 × 2 não-nulo de A(x, y). Se M =

(
α1 α2

β1 β2

)
é uma matriz que comuta com Z,

então verificamos por cálculo direto que α1 = β2 e β1 = −α2, ou seja,

M = α1

(
1 0

0 1

)
+ α2

(
0 1

−1 0

)
= α1 I+α2J, (3.3)

com α1, α2 ∈ R.
Como |λ| 6= 1, podemos diminuir W de modo que nenhum elemento de W tenha norma

1. Nesse caso, usando a caracterização de matrizes hamiltonianas obtida no Exemplo 1.15,
verificamos por cálculo direto que se

H =

(
H11 H12

H21 H22

)

é uma matriz que comuta com B(x, y), então H é da forma (3.2), onde D e E são matrizes
da forma (3.3). Assim, SB(x,y) tem dimensão 4 quando (x, y) ∈ W .

No ponto (x, y, C), a derivada de F é

dF (x, y, C) · (u, v,H) = −C−1HC−1B(x, y)C + C−1dB(x, y) · (u, v)C + C−1B(x, y)H

= −C−1H(C−1B(x, y)C) + C−1dB(x, y) · (u, v)C + (C−1B(x, y)C)C−1H

e portanto, vemos que dF (x, y, C) é simplesmente a conjugação de dF (x, y, I) por C. Logo,
ker(dF (x, y, I)) e ker(dF (x, y, C)) têm mesma dimensão.

Seja k = dim(Sp(8)) = dim(sp(8)). Então, pelo Teorema do Núcleo e da Imagem
aplicado a dF (x, y, I), temos

k + 2 = dim(ker(dF (x, y, I))) + dim(Im(dF (x, y, I))) ≥ 4 + dim(Im(dF (x, y, I))).

Portanto, dim(Im(dF (x, y, I))) ≤ k − 2 e assim, codim(Im(dF (x, y, I))) ≥ 2.
Finalmente, provaremos que F é sobrejetora em uma vizinhança de Φ em U . Sejam

A(t) um curva diferenciável em U tal que A(0) = Φ e γ : I → W uma curva fechada
simples em torno do autovalor λ = (a, b), e portanto, em torno do autovalor λ(t) de A(t),
para t suficientemente pequeno. Se pt(z) é o polinômio característico de A(t), então, dimi-
nuindo W se necessário, temos que λ(t) é a única raíz de pt(z) em W . Logo, escrenvendo



41 Capítulo 3. Bifurcação de autovalores de curvas genéricas

pt(z) = (z − λ(t))2ht(z), onde ht não possui raizes em W , temos

p′t(z)

pt(z)
=

2

z − λ(t)
+
h′t(z)

ht(z)
.

Como ht(z) 6= 0 para todo z ∈ W , segue que
h′t
ht

é homotópico a uma constante em W .

Aplicando a fórmula integral de Cauchy (ver [29], p. 193), obtemos

1

2πi

ˆ
γ

zp′t(z)

pt(z)
dz =

1

2πi

ˆ
γ

(
2z

z − λ(t)
+
zh′t(z)

ht(z)

)
dz =

1

2πi

ˆ
γ

2z

z − λ(t)
dz = 2λ(t),

para todo z ∈ W − γ(I). A segunda igualdade na equação acima vem do fato de que
h′t
ht

é homotópica a uma constante α; nesse caso, temos que
ˆ
γ

zh′t(z)

ht(z)
dz =

ˆ
γ

αzdz = 0, pois

αzdz é uma forma exata.
Resulta que λ(t) é um autovalor de A(t) com multiplicidade 2 e que varia diferencia-

velmente em t, uma vez que pt varia diferenciavelmente com t. Pelo Lema 3.7, existe uma
curva diferenciável C(t) tal que C(t)A(t)C(t)−1 = B(<(λ(t)),=(λ(t))). Assim,

A(t) = C(t)−1B(<(λ(t)),=(λ(t)))C(t) = F (<(λ(t)),=(λ(t)), C(t)).

Logo, toda curva de matrizes A(t) em U tal que A(0) = Φ é a imagem de F por alguma
curva D(t) = (a(t), b(t), C(t)), onde λ(t) = a(t) + ib(t) é um autovalor múltiplo de A(t).
Como U é reunião de subvariedades de Sp(8), segue que uma vizinhança de Φ em U pode
ser escrita como a união de todas as curvas A(t) em U ligando Φ a uma outra matriz Ψ

da vizinhança de Φ. Isso mostra que F é sobrejetora em vizinhança de Φ em U e como a
imagem de dF (a, b, I) tem codimensão maior ou igual 2, segue que TΦU tem codimensão
maior ou igual a 2.

Teorema 3.10. Seja Φ ∈ U −V com autovalor múltiplo λ tal que (i) |λ| = 1 ou Imλ = 0 e
(ii) Vλ 6= Eλ, onde Vλ e Eλ são, respectivamente, o autoespaço e o autoespaço generalizado
de λ. Nessas condições, existe A ∈ G tal que A(0) = Φ.

Demonstração. Pelos Corolário 1.34, Definição 1.35 e Proposição 1.38 temos os casos:

(a) λ é autovalor do tipo misto e seus autoespaço e autoespaço generalizado não coinci-
dem;

(b) λ é autovalor real múltiplo e seus autoespaço e autoespaço generalizado não coinci-
dem;
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Caso (a): Suponha que Φ ∈ U − V tenha um autovalor do tipo misto, com multiplicidade
2 e que seus autoespaço e autoespaço generalizado não coincidem. É suficiente provar no
caso em 2n = 4, isto é, basta considerar o espaço todo como autoespaço generalizado de Φ,
uma vez que a forma dos blocos remanescentes no caso geral não importam.

Pela Proposição 2.3, existe uma base simplética tal que Φ é da forma
a −b µa −µb
b a µb µa

0 0 a −b
0 0 b a

 ,

onde µ = ±1 e b 6= 0. Defina a curva diferenciável B : R→ U passando por Φ como sendo

B(t) =


a(t) −b(t) µa(t) −µb(t)
b(t) a(t) µb(t) µa(t)

0 0 a(t) −b(t)
0 0 b(t) a(t)

 ,

onde a(t) = cos(t0 + t), b(t) = sen(t0 + t), a(0) = a e b(0) = b. Seja G : R× Sp(4)→ U por
G(t, C) = C−1B(t)C. Pela definição de G, segue ela é analítica. Usando mesmo argumento
do Caso (d) do Teorema 3.9 para mostrar que F era sobrejetora numa vizinhança de Φ em
U , podemos mostrar que G também é sobrejetora numa vizinhança de Φ em U .

Calculando a derivada de G em (t, I), obtemos

dG(t, I) · (s,H) = B(t)H −HB(t) + sB′(t) = [B(t), H] + sB′(t).

Por cálculo direto, verifica-se que dim(ker(dG(t, I))) = 2 e é gerado pelas matrizes(
J2 0

0 J2

)
e

(
0 I2

0 0

)
.

Então, se k = dim(Sp(4)), aplicando o Teorema do Núcleo e da Imagem a dG(t, I), temos

k + 1 = dim(Im(dG(t, I))) + dim(ker(dG(t, I))) = dim(Im(dG(t, I))) + 2

e assim, dim(Im(dG(t, I))) = k−1. Logo, a codimensão de Im(dG(t, I)) em Sp(4) é 1 e deve
existir, portanto, uma curva genérica A ∈ G tal que A(0) = Φ.

Caso (b): Por simplicidade, faremos a demonstração apenas no caso em que 2n = 2, uma
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vez que ω é não-degenerada no autoespaço generalizado de λ.
Temos duas possibilidades: λ = ±1 ou λ 6= ±1.
Se λ = ±1, então pela Proposição 2.4 existe uma base simplética tal que

Φ =

(
λ k

0 λ

)
,

onde k = ±1, pois o autoespaço e o autoespaço generalizado de λ não coincidem. Seja
B : R→ U dada por

B(t) =

(
λt k

0 λ/t

)
(3.4)

e defina F : R× Sp(4)→ U por F (t, C) = C−1B(t)C. Pelo mesmo argumento do Caso (d)
do Teorema 3.9 resulta que F é sobrejetora em uma vizinhança de Φ em U . Calculando a
derivada de F no ponto (t, I) obtemos

dF (t, I) · (s,H) = [B(t), H] + sB′(t).

Por cálculo direto, verifica-se que o kernel de dF (t, I) tem dimensão 2 e é formado por
elementos da forma (0, H) tais que H é combinação linear das matrizes

A =

(
1 −1

0 0

)
e B =

(
0 1

0 1

)
.

Resulta como no Caso (a) acima que codim(dF (0, I)) = codim(TΦU) = 1 em sp(2) e
portanto, deve existir uma curva genérica A ∈ G tal que A(0) = Φ.

Lema 3.11. Seja A ∈ G tal que A(0) ∈ U . Então, em qualquer vizinhança de A(0) em
Sp(2n) exisitem matrizes B1 ∈ Sp(2n) − U com o mesmo número de autovalores de valor
absoluto igual 1 e o mesmo número de autovalores reais e matrizes B2 ∈ Sp(2n)−U com um
número inferior de autovalores de valor absoluto igual 1 e um número inferior de autovalores
reais.

Demonstração. Como A(0) ∈ U , temos que A(0) satifaz uma das duas condições do Teo-
rema 3.10.

Caso (a): Para A(0) nas condições do Caso (a) do Teorema 3.10, existe uma base simplética
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tal que A(0) é da forma 
a −b ka −kb
b a kb ka

0 0 −a b

0 0 b a

 .

Considere a matriz

B(ε) =


aε −bε ka −kb
bε aε kb ka

0 0 −a/ε b/ε

0 0 b/ε a/ε


que varia com ε. Os autovalores de de B(ε) são os números complexos λ1(ε) = ε(a + bi),
λ2(ε) = ε(a− bi), λ3(ε) = ε−1(a+ bi) e λ4(ε) = ε−1(a− bi). Logo, B(ε) ∈ Sp(2n)−U e seus
autovalores tem valor absoluto diferente de 1 para ε próximo de 1. Isso nos dá a matriz B2

do Lema.
Para achar B1, sejam a = cos t0, b = cos t0 e considere a matriz

C =


0 −t0 k 0

t0 0 0 k

0 0 0 −t0
0 0 t0 0

 .

Então, C é hamiltoniana pela caracterização dada no Exemplo 1.15 e A(0) = exp(C). Seja

C(ε) =


0 −t0 k 0

t0 0 0 k

−ε 0 0 −t0
0 −ε t0 0

 .

Os autovalores de C(f) são os números ±
√
−t20 − kε± 2t0

√
kε, que são distintos para ε 6= 0.

Assim, exp(C(ε)) ∈ Sp(2n) − U . Além disso, se ε for suficientemente pequeno e tem o
mesmo sinal de k, teremos que C(ε) está próximo de C e os autovalores de C(ε) são todos
números imaginários puros. Logo, todos os autovalores de exp(C(ε)) tem valor absoluto
igual a 1 e portanto, tem o mesmo número de autovalores de valor absoluto 1 que exp(C) =

A(0). Assim, tomamos as matrizes B1 do Lema como sendo as matrizes exp(C(ε)), para ε
suficientemente pequeno.

Caso (b): Para A(0) nas condições do Caso (b) do Teorema 3.9, temos dois subcasos.
O primeiro, é quando o autovalor múltiplo λ de A(0) é ±1. Nesse caso, existe uma base
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simplética que coloca A(0) na forma (
1 k

0 1

)
,

onde k = ±1.
Considere as matrizes

C =

(
0 k

0 0

)
e D =

(
0 −k
0 0

)
.

Então, A(0) = exp(C), se λ = 1 ou A(0) = − exp(D), se λ = −1.
Agora, sejam

C(ε) =

(
0 k

ε 0

)
e D(ε) =

(
0 −k
ε 0

)
.

Os autovalores dessas matrizes são, respectivamente, ±
√
kε para C e ±

√
−kε para D.

Se λ = 1, tomando ε suficientemente pequeno e com sinal contrário ao de k, teremos
que C(ε) está próximo de C e os autovalores de C(ε) são todos números imaginários puros.
Nesse caso, todos os autovalores de exp(C(ε)) são números complexos e assim tem menos
autovalores reais que A(0). Logo tomamos exp(C(ε)), para kε < 0 e ε suficientemente
pequeno, como sendo as matrizes B2 do Lema.

Para obter as matrizes B1, tomamos ε de forma que kε > 0. Nesse caso, os autovalores de
C(ε), e portanto os de exp(C(ε)), são todos números reais. Assim, exp(C(ε)), para kε > 0,
tem o mesmo número de autovalores reais que A(0).

Se λ = −1, tomando ε suficientemente pequeno e com o mesmo sinal de k, teremos que
D(ε) terá somente autovalores imaginários puros. Se tomarmos ε suficientemente pequeno
e com sinal contrário ao de k, teremos que os autovalores de D(ε) são todos números reais.
O resultado segue como no caso λ = 1.

Finalmente, o segundo subcaso se dá quando λ 6= ±1. Nesse caso, existe uma base
simplética tal que A(0) é da forma

λ k 0 0

0 λ 0 0

0 0 λ−1 −k/λ2

0 0 0 λ−1

 .
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Se λ > 0, existe u ∈ R tal que λ = eu. Considere a matriz

C =


u k/eu 0 0

0 u 0 0

0 0 −u 0

0 0 −k/eu −u

 .

Então, A(0) = exp(C). Seja

C(ε) =


u k/eu 0 0

ε u 0 0

0 0 −u −ε
0 0 −k/eu −u

 .

Os autovalores de C(ε) são os números ±
(
±ueu +

√
(kε)eu

)
e−u, que são números com-

plexos ou reais conforme kε < 0 ou kε > 0, respectivamente. O resultado segue como no
caso anterior.

O próximo teorema mostra como variam os autovalores de A(ε), para ε > 0 suficiente-
mente penqueno, onde A(t) é uma curva genérica de matrizes simpléticas tal que A(0) ∈ U .

Teorema 3.12. Seja A ∈ G tal que A(0) ∈ U . Então, existe δ > 0 e autovalores λ(ε) e
µ(ε) de A(ε) tais que ocorre um dos três casos abaixo:

1. (i) λ(0) = µ(0)−1;

(ii) |λ(ε)| = |µ(ε)| = 1 e λ(ε) 6= µ(ε)−1, para −δ ≤ ε < 0;

(iii) λ(ε) = µ(ε)−1 e |λ(ε)| > 1, para 0 < ε ≤ δ.

2. (i) λ(0) = 1 ou λ(0) = −1;

(ii) |λ(ε)| = 1 e λ(ε) 6= ±1, para −δ ≤ ε < 0;

(iii) λ(ε) 6= ±1 é um número real, para 0 < ε ≤ δ.

3. (a) λ(0) = µ(0)−1;

(b) =(λ(ε)) = =(µ(ε)) = 0 e λ(ε) 6= µ(ε)−1, para −δ < ε < 0;

(c) λ(ε) = µ(ε)−1 e =(λ(ε)) > 0, para 0 < ε ≤ δ.

Demonstração. Seja N uma vizinhança convexa de A(0) tal que N −U tenha duas compo-
nentes conexas N1 e N2. Isso possível, pois codimSp(2n)(U) = 1.

Afirmamos que os dois tipos de matrizes descritas no Lema 3.11 estão em componen-
tes conexas distintas. De fato, sejam D(t) um caminho em N que vai do conjunto do
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primeiro tipo de matrizes U1 do Lema 3.11 e vai para o conjunto do segundo tipo U2 e
t0 = sup {t ∈ R; D(t) é do primeiro tipo}. Provaremos que D(t0) ∈ U .

Suponha por absurdo que D(t0) /∈ U . Então, D(t) ∈ U1 ou D(t) ∈ U2 pois não há
outra possibilidade bifurcação além dessas. Além disso, U1 e U2 são componentes conexas de
Sp(2n)−U . SeD(t0) ∈ U1, então, por continuidade, deve existir ε > 0 tal queD(t0+ε) ∈ U1.
Por outro lado, temos que D(t0 + ε) ∈ U2, o que implica U1 ∩ U2 6= ∅; um absurdo em vista
do Lema 3.11. Assumindo D(t0) ∈ U2, chegamos a uma contradição de forma análoga a
anterior.

Logo, D(t0) /∈ U1 ∪ U2 = Sp(2n)− U e portanto, D(t0) ∈ U .
Assim, temos que U1 ∩ (N − U) = N1 e U2 ∩ (N − U) = N2 ou U1 ∩ (N − U) = N2 e

U2 ∩ (N − U) = N1. Assuma a primeira possibilidade.
Seja A(t) como no Teorema e tome δ > 0 tal que A(ε) ∈ N , para −δ ≤ ε ≤ δ e

A(ε) /∈ U , se ε 6= 0. Observando as condições em cada um dos casos no Teorema, vemos
que se −δ ≤ ε < 0, então A(ε) ∈ N1, e se 0 < ε ≤ δ, temos A(ε) ∈ N2. Logo, temos que
{A(ε); −δ ≤ ε < 0} ⊂ N1 e {A(ε); 0 < ε ≤ δ} ⊂ N2.



Capítulo 4

Teoria simplética não-linear

Neste capítulo, começaremos a estudar a teoria simplética não-linear, isto é, passaremos
agora a transferir, com as devidas adaptações, os resultados obtidos no Capítulo 1 para
contexto de variedades diferenciáveis. As noções e resultados estudados aqui serão usados
no Capítulo 5 para estudar as propriedades genéricas dos sistemas Hamiltionianos.

São pré-requisitos para este capítulo as noções de variedade diferenciável, campos veto-
riais e formas diferenciais em variedades. Assim, é recomendável recorrer ao Apêndice B e
às referências indicadas no mesmo para obter as definições e resultados básicos sobre esses
conceitos.

4.1 Variedades simpléticas e o Teorema de Darboux

Sejam M2n uma variedade de dimensão 2n e ω : M → Λ2(T ∗M) uma forma diferencial de
grau 2 em M .

Definição 4.1. Dizemos que ω é uma forma simplética em M se ω é fechada e
ω(p) : TpM × TpM → R é uma forma simplética no espaço tangente TpM , para todo
p ∈M .

Definição 4.2. Uma variedade simplética é um par (M,ω) tal que M é uma variedade
de dimensão 2n e ω é uma forma simplética em M .

No Capítulo 1, vimos que se (V, ω) é um espaço vetorial simplético, então Ω = ωn define
uma forma de volume em V . Dessa forma, segue que em cada espaço tangente de uma
variedade simplética podemos definir uma forma de volume Ω e portanto, segue que toda
variedade simplética é orientável.

48
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Exemplo 4.3. O exemplo mais simples de variedade simplética é o espaço euclidiano R2n

com a forma simplética padrão

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Consideremos uma variedade simplética M de dimensão 2n com forma simplética ω e
(U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) um sistema de coordenadas locais centrado em p ∈ M , isto é,
U ⊆M é um aberto contendo p e a aplicação ϕ : U → R2n dada por

ϕ(q) = (x1(q), . . . , xn(q), y1(q), . . . , yn(q))

é um difeomorfismo sobre sua imagem.

Definição 4.4. Um sistema de coordenadas simplético em M é um sistema de coor-
denadas locais (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) tal que nesse sistema a forma ω é escrita como

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Resulta de definição acima que o conjunto{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

,
∂

∂y1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂yn

∣∣∣∣
p

}

é uma base simplética de TpM , para todo p ∈ U .

Definição 4.5. Um difeomorfismo simplético f : M1 →M2 entre as variedades simplé-
ticas (M,ω1) e (M2, ω2) é um difeomorfismo que satisfaz a condição

f ∗ω2 = ω1,

onde f ∗ω2 é o pull-back de ω2 por f . Dizemos nesse caso, que as variedades M1 e M2 são
simplectomorfas.

Assim, um difeomorfismo simplético f é um difeomorfismo que preserva a estrutura
simplética das variedades. Estaremos interessados no caso especial em que M1 = M2 e
ω1 = ω2, ou seja, f ∗ω = ω.

Denotaremos por Symp(M) o conjunto de todos os difeomorfismos simpléticos de M .
O conjunto Symp(M) é um subgrupo de Lie do grupo dos difeomorfismos Diff(M) com a
operação de composição de aplicações.
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Exemplo 4.6. Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) variedades simpléticas e (U1;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

um sistema de coordenadas em M1. Se f : M1 →M2 é um difeomorfismo simplético, então
f induz um sistema de coordenadas simpléticas locais (U2, ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn) em M2. De
fato, tomando U2 = f(U1) defina ξj = xj ◦ f−1 e ηj = yj ◦ f−1, para j = 1, . . . , n. Então,
pela definição de difeomorfismo simplético, temos que

ω2 = (f−1)∗ω1 =
n∑
j=1

d(xj ◦ f−1) ∧ d(yj ◦ f−1) =
n∑
j=1

dξj ∧ dηj.

Logo, (U2; ξ1 . . . , ξn, η1, . . . , ηn) é um sistema de coordenadas simpléticas locais em M2,
o qual chamaremos de sistema de coordenadas induzido pelo difeomorfismo simplético f .
Observemos que nesse sistema de coordenadas a representação de f é dada por

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn).

Seja p ∈M e considere a aplicação linear µp : TpM → T ∗pM definida por

µp(v) = ι(v)ωp,

onde ι(v)ωp : TpM → R é o funcional linear dado por ι(v)ωp(u) = ωp(v, u). Como ωp

bilinear e não-degenerada, segue que µp é um isomorfismo para todo p ∈ M . Isso nos
dá uma correspondência biunívoca entre campos de vetores e 1-formas em M através da
aplicação linear induzida µ : X(M)→ Ω1(M) dada por

µ(X) = ι(X)ω : M → T ∗M, (4.1)

que associa cada ponto p ∈ M ao funcional linear µ(X)(p) = µp(X(p)) ∈ T ∗pM . Com isso,
damos a seguinte definição:

Definição 4.7. Dizemos que um campo vetorial X ∈ X(M), definido em uma variedade
simplética (M,ω), é um campo vetorial simplético se a forma ι(X)ω é fechada. O
conjunto dos campos vetoriais simpléticos em M será denotado por Xω(M).

A proposição a seguir nos diz que se M é uma variedade fechada, isto é, compacta e sem
bordo, então Xω(M) é a álgebra de Lie do grupo Symp(M).

Proposição 4.8. Seja (M,ω) uma variedade simplética fechada. Suponha que (ψt)t∈R seja
uma família de difeomorfismos de M que é gerado por uma família de campos vetoriais
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Xt ∈ X(M), t ∈ R, através das relações
d

dt
ψt = Xt ◦ ψt

ψ0 = id

.

Então, ψt ∈ Symp(M) para todo t se, e somente se, Xt ∈ Xω(M), para todo t ∈ R. Mais
ainda, se X, Y ∈ Xω(M), então [X, Y ] ∈ Xω(M) e

ι([X, Y ])ω = dH,

onde H = ω(Y,X).

Demonstração. Notemos inicialmente que

d

dt
ψ∗tω =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

ψ∗t+sω =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ψ∗t (ψ
∗
sω).

Como o pull-back ψ∗t é uma aplicação ψ∗ : R×Ω2(M)→ Ω2(M), aplicando a regra da cadeia
para derivadas parciais, temos

d

dt
ψ∗tω =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

ψ∗(t, ψ∗(s, ω)) = ∂1ψ
∗(t, ω)) · d

ds

∣∣∣∣
s=0

t+ ∂2ψ
∗(t, ω) · d

ds

∣∣∣∣
s=0

ψ∗(s, ω)

= ∂2ψ
∗(t, ω) · d

ds

∣∣∣∣
s=0

ψ∗sω

Notemos que ψ é linear na segunda variável e portanto, segue que ∂2ψ
∗
t = ψ∗t . Além

disso,
d

ds

∣∣∣∣
s=0

ψ∗sω = LXtω. Logo,

d

dt
ψ∗tω = ψ∗t (LXtω) (4.2)

Combinando a equação (4.2) com fórmula de Cartan,

LXtω = ι(Xt)dω + d(ι(Xt)ω),

e com o fato de ω ser fechada, obtemos que

d

dt
ψ∗tω = ψ∗t d(ι(Xt)ω) (4.3)

Agora, se ψt ∈ Symp(M) para todo t ∈ R, então ψ∗tω = ω para todo t ∈ R. Logo,

0 =
d

dt
ψ∗tω = ψ∗t d(ι(Xt)ω),
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para todo t ∈ R. Assim, d(ι(Xt)ω) = ψ∗0d(ι(Xt)ω) = 0, donde ι(Xt)ω é fechada e portanto,
Xt ∈ Xω(M), para todo t ∈ R. Reciprocamente, se Xt ∈ Xω(M), então a forma ι(Xt)ω é
fechada. Assim, da equação (4.3), resulta que

d

dt
ψ∗tω = 0,

para todo t ∈ R. Logo, ψ∗tω é constante e como ψ∗0ω = ω, segue que ψ∗tω = ω, para todo
t ∈ R. Portanto, ψt ∈ Symp(M), para todo t ∈ R.

Para provar a segunda afirmação, observemos que a aplicação µ : X(M) → Ω1(M) é
linear e portanto,

ι([X, Y ])ω = µ([X, Y ]) = µ

(
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ψXt )∗Y

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

µ
(
(ψXt )∗Y

)
=

d

dt

∣∣∣∣
t=0

ι
(
(ψXt )∗Y

)
ω.

Observemos agora que o pull-back (ψXt )∗ : Ω1(M) → Ω1(M) é um isomorfismo, para
todo t ∈ R, cujo inverso é

[(
ψXt
)∗]−1

=
(
ψX−t
)∗. Assim, dados p ∈M e v ∈ TpM , temos que

(
ψX−t
)∗
ι((ψXt )∗Y )ωp(v) = ι((ψXt )∗Y )ωψX−t(p)(dψ

X
−t(p)v)

= ωψX−t(p)((ψ
X
t )∗Y (ψX−t(p)), dψ

X
−t(p)v) = ωψX−t(p)(dψ

X
−t(p)Y (p), dψX−t(p)v)

= (ψX−t)
∗ωp(Y (p), v) = ω(Y (p), v) = ι(Y )ωp(v).

Logo, resulta que ι((ψXt )∗Y )ω = (ψXt )∗ι(Y )ω. Portanto,

ι([X, Y ])ω =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

ι((ψXt )∗Y )ω =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ψXt )∗ι(Y )ω = LXι(Y )ω.

Usando a fórmula de Cartan e o fato de que Y ∈ Xω(M), isto é, ι(Y )ω é fechada, obtemos
que

ι([X, Y ])ω = d(ι(X)ι(Y )ω) = dω(Y,X).

Assim, ι([X, Y ])ω é uma forma exata e portanto, [X, Y ] ∈ Xω(M) pois toda forma exata
é fechada.

Provaremos agora um resultado importante sobre a teoria local de variedades simpléticas:
o Teorema de Darboux. Esse teorema nos diz que variedades simpléticas não possuem
invariantes locais, isto é, localmente todas elas são simplectomorfas ao espaço simplético
padrão (R2n, ω0). Para tanto, utilizaremos um argumento apresentado por Moser em [26],
p. 292. Antes disso, damos seguinte definição:
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Definição 4.9. Seja M uma variedade de dimensão n. Uma isotopia ψ : R ×M → M

entre dois difeomorfismos ψ0, ψ1 ∈ Diff(M) é uma homotopia formada por difeomorfismos
de M tais ψ(0, p) = ψ0(p) e ψ(1, p) = ψ1(p), para todo p ∈ M . Nesse caso, dizemos que ψ0

e ψ1 são isotópicos.

Usaremos também a notação ψt para indicar uma isotopia e fica subentendido que se
trata de uma aplicação ψ : R ×M → M , onde ψ(t, p) = ψt(p), para todo t ∈ R e todo
p ∈M .

Dada uma isotopia ψt entre um difeomorfismo ψ1 : M →M e a identidade id : M →M ,
podemos associar de modo natural um campo vetorial dependente do tempo Xt tal que ψt
seja o fluxo de Xt. De fato, colocando para cada p ∈M ,

Xt(p) =
d

ds

∣∣∣∣
s=t

ψs(ψ
−1
t (p)),

obtemos um campo vetorial Xt : M → TM de classe C∞, para cada t ∈ R. Notemos que a

igualdade acima é equivalente a
d

dt
ψt = Xt ◦ψt. Para ver isso, basta observar que, sendo ψt

um difeomorfismo e pondo q = ψ−1
t (p), teremos que

Xt(ψt(q)) =
d

dt
ψt(q),

para todo q ∈M . Isso mostra que a isotopia ψt é o fluxo do campo Xt.
A recíproca da argumentação anterior nem sempre é verdadeira, isto é, nem sempre

podemos garantir que um campo Xt dependente do tempo determina uma isotopia ψt entre
a identidade e um difeomorfismo de M . Para garantir isso, devemos garantir que o fluxo
dependente do tempo Ψt,t0 de Xt esteja definido em um domínio DXt tal que [0, 1]× [0, 1]×
M ⊆ DXt . Se este for o caso, então para t0 = 0, temos que ψt = Ψt,0 é uma isotopia entre
a identidade e um difeomorfismo ψ1 = Ψ1,0 ∈ Diff(M). Quando M é compacta o fluxo Ψt,t0

está definido para todo t, t0 ∈ R e portanto, sempre podemos recuperar a isotopia ψt nesse
caso.

A próxima proposição ilustra o argumento de Moser, o qual afirma que as formas simplé-
ticas de uma variedade que estão na mesma classe de cohomologia e na mesma componente
conexa do conjunto {ω ∈ Ω2(M); ω é simplética e [ω] = c, com c ∈ H2(M)} são simplecto-
morfas, onde H2(M) é o grupo de cohomologia de de Rham de ordem 2.

Proposição 4.10. Seja M uma variedade compacta de dimensão 2n e ωt uma família C∞

de formas simpléticas tais que [ωt] = [ω0], para 0 ≤ t ≤ 1. Então, existe uma isotopia
ψt ∈ Diff(M) tal que ψ∗tωt = ω0, para 0 ≤ t ≤ 1.

Demonstração. Vamos assumir que exista uma tal isotopia ψt satisfazendo as condições do
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proposição e, mais ainda, que ψt seja o fluxo de algum campo vetorialX ∈ X(M). Assumindo
isso, nosso único trabalho agora é encontrar o campo X que satisfaça essas condições.

Observemos que a condição [ωt] = [ω0] equivale a[
d

dt
ωt

]
=

d

dt
[ωt] = 0. (4.4)

Isso significa que
d

dt
ωt é exata e portanto, existe uma 1-forma σt tal que

d

dt
ωt = dσt,

para 0 ≤ t ≤ 1.
Agora, derivando ω0 = ψ∗tωt em relação a t, levando em consideração que ψ∗t é uma

aplicação ψ∗ : R× Ω2(M)→ Ω2(M), temos

0 =
d

dt
ψ∗tωt = ∂1ψ

∗
tωt ·

d

dt
(t) + ∂2ψ

∗
tωt ·

d

dt
ωt = ψ∗tLXωt + ψ∗t dσt

= ψ∗t (ι(X)dωt + d(ι(X)ωt) + dσt) = ψ∗t d(ι(X)ωt + σt).

Logo, ι(X)ωt+σt é uma forma fechada. Assim, obtemos o campoX resolvendo a equação

ι(X)ωt + σt = β (4.5)

para alguma 1-forma fechada β : M → T ∗M de classe C∞. É suficiente resolver a equa-
ção (4.5) quando β = 0, ou seja, queremos obter X tal que

ι(X)ωt + σt = 0. (4.6)

Assumindo que X(p) 6= 0 para todo p ∈M , a equação (4.6) pode ser resolvida pontualmente
através da família C∞ de isomorfismos µtp : TpM → T ∗pM associados a ωt, dada por

µtp(v) = ι(v)(ωt)p, ∀v ∈ TpM.

Assim, obtemos
X(p) = −(µtp)

−1σt(p), ∀p ∈M. (4.7)

O campo X é de classe C∞, pois σt ∈ C∞ e a aplicação (t, p) 7→ µtp também é de classe
C∞.

Notemos que X, da maneira como foi construído, é em geral um campo dependente do
tempo e comoM é compacta, existe um fluxo dependente do tempo Ψt,t0 de X definido para
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todo t, t0 ∈ R. Fixando t0 = 0, obtemos uma isotopia ψt = Ψt,0 satisfazendo ψ∗tωt = ω0.

Corolário 4.11. Se ω0 e ω1 são formas simpléticas em uma variedade compacta M tais que
[ω0] = [ω1] e ωt = tω0 + (1 − t)ω1 é simplética para 0 ≤ t ≤ 1, então existe uma isotopia
ψ : M × R→M tal que ψ∗tωt = ω0, para 0 ≤ t ≤ 1.

Demonstração. Como [ω0] = [ω1], temos que

[ωt] = t[ω0] + (1− t)[ω1] = [ω0].

Aplicando a Proposição 4.10, obtemos o resultado.

Proposição 4.12. Sejam M uma variedade de dimensão n, S ⊂ M uma subvariedade de
M , U ⊆ M uma vizinhança tubular de S e i : S ↪→ U a inclusão. Se ω ∈ Ωk(U) é uma
k-forma fechada tal que i∗ω = 0, então existe σ ∈ Ωk−1(U) tal que ω = dσ. Mais ainda,
podemos tomar σ de modo que σp = 0, para todo p ∈ S.

Demonstração. Façamos a identificação natural de S com a seção zero S0 ⊂ NS do fibrado
normal e seja U0 ⊂ NS a vizinhança convexa de S em NS, a qual é simplesmente a imagem
inversa por U do difeomorfismo descrito no teorema da vizinhança tubular. Temos duas
aplicações naturais: a projeção π0 : U0 → S e a inclusão i0 : S ↪→ U0, para todo t.

Para cada 0 ≤ t ≤ 1, defina ψt : U0 → U0 dada por

ψt(p, v) = (p, tv).

Como U0 é convexo, ψt está bem definida. Temos que ψ1 = idU0 , ψ0 = i0 ◦ π0 e ψt fixa S,
isto é, ψt ◦ i0 = i0. A família (ψt)0≤t≤1 é uma homotopia entre a idU0 e i0 ◦ π0.

Seja Q : Ωk(U0) → Ωk−1(U0) um operador homotópico entre idU0 e i0 ◦ π0, isto é, um
operador satisfazendo a igualdade

idU0 −(i0 ◦ π0)∗ = dQ+Qd,

onde d é a diferencial exterior. Como dω = 0 e i∗ω = 0, obtemos que dQω = ω e portanto,
basta tomar σ = Qω. Tomemos o operador homotópico como sendo

Qω =

ˆ 1

0

ψ∗t ι(Xt)ω dt, (4.8)

onde Xt, no ponto q = ψt(p), é o vetor tangente à curva ψs(p) em s = t.
Como observamos, ψt|S = idS, para todo t. Logo, ψt(p) = p é a curva constante, para

todo p ∈ S. Isso implica que Xt = 0 em S, e portanto, σ|S = Qω|S ≡ 0.
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Resta provar que (4.8) define, de fato, um operador homotópico entre idU0 e i0 ◦π0. Mas,

Qdω + dQω =

ˆ 1

0

ψ∗t ι(Xt)dω dt+ d

ˆ 1

0

ψ∗t ι(Xt)ω dt

=

ˆ 1

0

(ψ∗t ι(Xt)dω + ψ∗t d(ι(Xt)ω))dt

=

ˆ 1

0

ψ∗t (ι(Xt)dω + d(ι(Xt)ω))dt

=

ˆ 1

0

ψ∗tLXtω dt =

ˆ 1

0

d

dt
ψ∗tω dt

= ψ∗1ω − ψ∗0ω.

Portanto, Q é um operador homotópico entre idU0 e i0 ◦ π0.

Teorema 4.13 (Teorema Local de Moser). Seja M uma variedade de dimensão 2n, N ⊆M

uma subvariedade, i : N ↪→M a aplicação de inclusão e ω0 e ω1 formas simpléticas em M .
Se ω0(p) = ω1(p) para todo p ∈ N , então existem vizinhanças U0 e U1 de N em M e um
difeomorfismo ϕ : U0 → U1 tal que o diagrama

U0
ϕ

// U1

N
i

``

i

>>

é comutativo e ϕ∗ω1 = ω0.

Demonstração. Seja U0 ⊆M uma vizinhança tubular de N . A forma ω1 − ω0 é fechada em
U0 e (ω1 − ω0)p ≡ 0, para todo p ∈ N . Pela Proposição 4.12 existe uma 1-forma σ em U0

tal que ω1 − ω0 = dσ e σp = 0, para todo p ∈ N . Em particular, temos [ω0] = [ω1].
Seja ωt = tω1 + (1 − t)ω0 = ω1 + tdσ uma família C∞ de formas fechadas em U0.

Diminuindo U0 se necessário, podemos fazer com que ωt seja simplética para todo t ∈ [0, 1].
Seja

Xt(p) = −(µtp)
−1σ,

o campo vetorial dependente do tempo obtido na demonstração da Proposição 4.10. A partir
dele obtemos uma família ψ : J ×U0 → U0 de difeomorfismos de U0 tal que ψ∗tωt = ω0, para
todo t ∈ J ∩ [0, 1]. Diminuindo U0 novamente, podemos fazer com que [0, 1] ⊂ J .

Como Xt(p) = 0 em N , temos que ψt|N = idN . Tomando ϕ = ψ1 e U1 = ψ1(U0), obtemos
ϕ ◦ i = i e ϕ∗ω1 = ω0, como queríamos.

Do teorema local de Moser resulta o teorema de Darboux:
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Teorema 4.14 (Teorema de Darboux). Sejam (M,ω) uma variedade simplética e p ∈M um
ponto. Então, existe uma sistema de coordenadas simpléticas locais (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

centrado em p tal que em U a forma ω é escrita como

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Demonstração. Seja p ∈ U e

{
∂

∂u1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂un

∣∣∣∣
p

,
∂

∂v1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂vn

∣∣∣∣
p

}
uma base simplética

de TpM tal que

ωp =
n∑
j=1

(duj ∧ dvj)p. (4.9)

Considere um sistema de coordenadas locais (U ′, u1, . . . , un, v1, . . . , vn) centrado em p

com a forma simplética

ω1 =
n∑
j=1

duj ∧ dvj

definida em U ′.
Temos que ω e ω1 são iguais em N = {p} por (4.9) e pelo Teorema de Local de Moser,

existe um difeomorfismo ϕ : U → U ′ tal que ϕ∗ω1 = ω. Agora, como

ϕ∗ω1 =
n∑
j=1

d(uj ◦ ϕ) ∧ d(vj ◦ ϕ),

só precisamos definir novas coordenadas xj = vj ◦ ϕ e yj = vj ◦ ϕ de modo que obtemos

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj

no sistema (U, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn).

Definição 4.15. Sejam M uma variedade diferenciável de dimensão n, ω ∈ Ω2(M) uma
2-forma em M e TM o seu fibrado tangente. Definimos o subfibrado característico de ω
como sendo o conjunto

ker(ω) = {(p, v) ∈ TM ; ν(p, v) = 0 ∈ T ∗M} ,

onde ν : TM → T ∗M é a aplicação dada por ν(p, v) = µp(v). Dizemos que um campo
vetorial X ∈ X(M) = Γ(TM) é um campo característico de ω se X ∈ Γ(ker(ω)), isto é,
se µ(X) = 0.
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Lema 4.16. Seja M uma variedade de dimensão n. Se ω ∈ Ω2(M) é fechada, então ker(ω)

é integrável.

Demonstração. Em vista do Teorema de Frobenius é suficiente provar que ker(ω) é uma
distribuição involutiva, isto é, que Γ(ker(ω)) é uma subálgebra de Lie de Γ(TM) = X(M).
Como Γ(ker(ω)) ⊆ X(M) é um subespaço vetorial, resta provar que dados X, Y ∈ Γ(ker(ω)),
temos [X, Y ] ∈ Γ(ker(ω)).

Notemos inicialmente, que se X é um campo característico de ω e ψXt é o seu fluxo, então
(ψXt )∗ω = ω, para todo t. De fato, temos que

d

dt
(ψXt )∗ω = (ψXt )∗LXω = (ψXt )∗(ι(X)dω + dι(X)ω) = 0,

pois dω = 0 e ι(X)ω = 0. Logo, (ψXt )∗ω = (ψX0 )∗ω = ω, para todo t.
Agora, sejam X, Y ∈ Γ(ker(ω)). Usando o fato anterior, provamos na demonstração da

Proposição 4.8 que
µ([X, Y ]) = LXι(Y )ω = LXµ(Y ).

Como Y é um campo característico, segue que µ(Y ) = 0 e assim, µ([X, Y ]) = 0. Logo,
[X, Y ] ∈ Γ(ker(ω)) e portanto, Γ(ker(ω)) é uma subálgebra de Lie de X(M).

Teorema 4.17. Sejam N q+2k uma variedade de dimensão 2k + q e ω ∈ Ω2(N) uma forma
fechada de posto constante 2k, isto é, a dimensão da imagem de µp : TpN → T ∗pN inde-
pende de p e é igual a 2k. Então, dado p ∈ N , existe um sistema de coordenadas locais
(U ;x1, . . . , xk, y1, . . . , yk+q) de N centrado em p tal que em U a forma ω é escrita como

ω =
k∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Demonstração. Dado p ∈ N , sejam E ⊂ TpN um subespaço de dimensão 2k tal que ω|E
tem posto máximo e V uma subvariedade local de N tal que TpV = E. Seja iV : V ↪→ N

a inclusão. Pelo Teorema de Darboux, existem coordenadas locais u1 . . . , uk, v1, . . . , vk em
V ′ ⊂ V tal que

i∗V ω =
k∑
j=1

duj ∧ dvj.

Seja ker(ω) o fibrado característico de ω. Pelo Lema 4.16, ker(ω) é integrável e existe,
portanto, uma subvariedade W ⊂ N de dimensão q tal que TmW = ker(ωm), para todo
m ∈ W .
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Resulta do Teorema do Núcleo e da Imagem aplicado à µm que

TmV ⊕ TmW = TmN,

para m ∈ V ∩W , isto é, V e W são transversais.
Sejam vk+1, . . . , vk+q coordenadas locais em W ′ ⊆ W . Então, u1, . . . , uk, v1, . . . , vk+q são

coordenadas locais em V ×W e, portanto, em N através da inclusão iV×W : V ×W ↪→ N .
Os elementos de V × W no sistema vk+1, . . . , vk+q são da forma p = (p1, p2), onde p1 =

(u1(p), . . . , uk(p), v1(p), . . . , vk(p)) ∈ V e p2 = (vk+1(p), . . . , vk+q(p)) ∈ W .
Considere X ∈ Γ(ker(ω)) um campo vetorial tal que X(m) /∈ TmV , para todo m ∈ V ,

ψXt o seu fluxo e seja p = (p1, 0) ∈ V ⊂ V ×W um ponto no sistema de coordenadas anterior.
Note que é possível obter esse campo, uma vez que V e W são transversais. Então, existe
uma função s : U ⊂ W × V → R, definida em uma vizinhança de p, tal que ψXs(m)(m) ∈ V .
De fato, ψXt (m) ∈ V é equivalente a resolver locamente em t a equação

π2(ψt(m)) = 0,

onde π2 : V ×W → W é a projeção na segunda coordenada. Assim,

d

dt
π2(ψXt (p)) = dπ2(ψXt (p)) ·X(p) 6= 0,

pois X(p) /∈ TpV , e aplicando o Teorema da Função Implícita obtemos a função s.
Seja ϕ : U → V dada por ϕ(m) = ψXs(m)(m). Na demonstração do Lema 4.1, vimos que

se X ∈ Γ(ker(ω)), então ω é constante ao longo fluxo de X, ou seja, (ψXt )∗ω = ω, para todo
t. Assim,

ω = ϕ∗(i∗V ω) =
k∑
j=1

d(uj ◦ ϕ) ∧ d(vj ◦ ϕ).

Defina em U novas coordenadas xj = uj◦ϕ e yj = vj◦ϕ, para j = 1, . . . , k, e yr = vr, para
r = k+1, . . . , k+q. Com isso, obtemos um sistema de coordenadas (U, x1, . . . , xk, y1 . . . , yk+q)

tal que

ω =
k∑
j=1

dxj ∧ dyj.

Teorema 4.18. Sejam (M,ω) uma variedade simplética de dimensão 2n e Sq+2k ⊆M uma
subvariedade tal que ω|S tem posto constante 2k. Então, dado p ∈ S, existe um sistema de
coordenadas simpléticas (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) centrado em p tais que

S ∩ U = {m ∈M ; xi(m) = 0, yj(m) = 0, i = k + 1, . . . , n e j = k + q + 1, . . . , n} .
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Demonstração. Se ω|S tem posto constante 2k, então pelo Teorema 4.17, dado p ∈ S, existe
um sistema de coordenadas locais w1, . . . , wk, z1, . . . , zk+q numa vizinhança de p em S tal
que

ω|S =
k∑
j=1

dwj ∧ dzj.

Sejam TSM a restrição do fibrado TM à subvariedade S e X1, . . . , Xk, Y1 . . . , Yk+q ∈

Γ(TSM) tais que Xj =
∂

∂wj
e Yj =

∂

∂zj
e considere a separação natural

TSM = TS ⊕NS,

onde ⊕ indica a soma de Whitney dos fibrados vetoriais TS e NS. Temos que X1, . . . , Xk,

Y1, . . . , Yk+q ∈ Γ(TS). Usando o Corolário 1.12 obtemos localmente seções Xk+1, . . . , Xn,

Yk+q+1, . . . , Yn ∈ Γ(TVM), onde V é uma vizinhança de p em S, tais que X1(m), . . . , Xn(m),

Y1(m), . . . , Yn(m) é uma base simplética de TmM , para cada m ∈ V .
Pela construção acima, resulta que Xk+1, . . . , Xm, Yk+q+1, . . . , Yn é uma base de seções

de NV S = NV . Ponha em NS um sistema de coordenadas local

(NV ;w1, . . . , wk, z1, . . . , zk+q, αk+1, . . . , αn, αn+k+q+1, . . . , α2n),

tal que se (p, v) ∈ NV , então p = (w1(p), . . . , wk(p), z1(p), . . . , zk+q(p)) e

v = αk+1(v)Xk+1(p) + . . . , αn(v)Xn(p) + αn+k+q+1(v)Yk+q+1(p) + . . .+ α2n(v)Yn(p)

são as representações de p e v nesse sistema. Em particular, temos que
∂

∂αi
= Xi, para

i = k + 1, . . . , n e
∂

∂αj
= Yj, para j = k + q + 1, . . . , n.

Pela Teorema da Vizinhança Tubular (Teorema B.7), existe uma vizinhança convexa
Z0 ⊆ NV da seção zero deNV , uma vizinhança Z ⊂M de S e um difeomorfismo ϕ : Z0 → Z

tal que ϕ|S = idS e ϕ◦i0 = i, onde i0 : S ↪→ NV e i : S ↪→M são, respectivamente, a identifi-
cação de S com a seção zero de NV e a inclusão natural emM . Seja (U ; ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn)

o sistema de coordenadas locais em M induzido por ϕ, onde
ξj = wj ◦ ϕ−1, para j = 1 . . . , k

ηj = zj ◦ ϕ−1, para j = 1, . . . , k + q

ξi = αi ◦ ϕ−1, para i = k + 1, . . . , n

ηi = αn+i ◦ ϕ−1, para i = k + q + 1, . . . , n

. (4.10)

Como ϕ|S = idS, resulta de (4.10) que o sistema de coordenadas locais ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn

é uma extensão do sistema de coordenadas locais de S e os campos vetoriais Xk+1, . . . , Xn,



61 Capítulo 4. Teoria simplética não-linear

Yk+q+1, . . . , Yn são ϕ-relacionados com os campos
∂

∂ξk+1

, . . . ,
∂

∂ξn
,

∂

∂ηk+q+1

, . . . ,
∂

∂ηn
, respec-

tivamente.
Seja ζ : U → R2n o difeomorfismo dado por

ζ(p) = (ξ1(p), . . . , ξn(p), η1(p), . . . , ηn(p))

e considere a forma

ω1 =
n∑
j=1

dξj ∧ dηj.

Pela construção, temos que

ω|S =
k∑
j=1

dwj ∧ dzj =
k∑
j=1

dξj ∧ dηj = ω1|S,

pois ϕ|S = idS. Logo, segue do Teorema Local de Moser (Teorema 4.13) que existem
vizinhanças V1, V2 ⊆ M de S ∩ U e um difeomorfismo ψ : V1 → V2 tal que ψ∗ω1 = ω e
ψ|S∩U = idS∩U . Em coordenadas, isso é equivalente a afirmar que

ω = ψ∗

(
n∑
j=1

dξj ∧ dηj

)
=

n∑
j=1

d(ξj ◦ ψ) ∧ d(ηj ◦ ψ). (4.11)

Finalmente, defina coordenadas locais ζ ◦ ψ : V1 ⊂M → R2n dada por

(ζ ◦ ψ)(p) = (x1(p), . . . , xn(p), y1(p), . . . , yn(p)).

Nesse sistema de coordenadas, temos que ω é escrita como

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj

em virtude de (4.11), ou seja, é um sistema de coordenadas simpléticas locais. Além disso, se
p ∈ S ∩U , então, como ψ|S∩U = idS∩U , resulta de (4.10) que xi(p) = 0, para i = k+ 1, . . . , n

e yj(p) = 0, para j = k + q + 1, . . . , n e portanto,

S ∩ U = {m ∈M ; xi(m) = 0, yj(m) = 0, i = k + 1, . . . , n e j = k + q + 1, . . . , n} .
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4.2 Estrutura simplética do fibrado cotangente

Mostremos agora que, dada uma variedade diferenciável arbitráriaM de dimensão n, sempre
podemos obter uma 1-forma α : T ∗M → T ∗(T ∗M) tal que a 2-forma ω = −dα é uma forma
simplética em T ∗M , ou seja, sempre podemos colocar uma estrutura de variedade simplética
em T ∗M .

Sejam M uma variedade de dimensão n, U ⊆M um aberto e (U ;x1, . . . , xn) um sistema
de coordenadas locais em M . Então, dado p ∈ U , as diferenciais (dx1)p, . . . , (dxn)p formam
uma base do espaço cotangente T ∗pM . Assim, se ϕ ∈ T ∗pM , então

ϕ =
n∑
j=1

yj(dxj)p, (4.12)

onde os yj são as coordenadas do funcional ϕ na base {(dx1)p, . . . , (dxn)p}. Isso induz um
sistema de coordenadas locais (T ∗U, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) em T ∗M .

Dada a projeção natural π : T ∗M → M do fibrado cotangente, sua diferencial em cada
ponto (p, ϕ) é uma transformação linear dπ(p,ϕ) : T(p,ϕ)(T

∗M)→ TpM tal que

dπ(p,ϕ) ·
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

=
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

e dπ(p,ϕ) ·
∂

∂yi

∣∣∣∣
ϕ

= 0, (4.13)

onde

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

,
∂

∂y1

∣∣∣∣
ϕ

, . . . ,
∂

∂yn

∣∣∣∣
ϕ

}
é a base de T (T ∗M) no sistema de coordena-

das locais (T ∗U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) induzido por (U ;x1, . . . , xn).

Definição 4.19. Definimos a forma tautológica em T ∗M como sendo a 1-forma α :

T ∗M → T ∗(T ∗M) dada por

α(p,ϕ)(v) = ((dπ(p,ϕ))
∗ϕ)(v),

para todo v ∈ T(p,ϕ)(T
∗M).

Em coordenadas locais, temos que ϕ é dado por (4.12) e

v =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

+
n∑
j=1

vn+j
∂

∂yj

∣∣∣∣
ϕ

.

Assim, usando as igualdades (4.13), temos

α(p,ϕ)(v) = ((dπ(p,ϕ))
∗ϕ)(v) = ϕ(dπ(p,ϕ) · v)

= ϕ

(
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
=

n∑
j=1

yj(dxj)p(v
′),
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onde v′ =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

∈ TpM . Ou seja, em coordenadas locais, a forma tautológica é

simplesmente a 1-forma

α =
n∑
j=1

yjdxj, (4.14)

ou seja, é a própria forma ϕ quando calculada no ponto em (p, ϕ).

Definição 4.20. Sejam M uma variedade dimensão n, T ∗M seu fibrado cotangente e
α : T ∗M → T ∗(T ∗M) sua forma tautológica. Definimos a forma canônica em T ∗M

como sendo a forma diferencial de grau 2, ω = −dα.

Por (4.14) segue que, em coordenadas locais, a forma canônica é dada por

ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj,

a qual é uma forma simplética em T ∗M .
O fibrado cotangente T ∗M é um dos exemplos mais importantes de variedades simplé-

ticas. De fato, o fibrado cotangente é o espaço de fase dos sistemas hamiltonianos, cujos
elementos são da forma (p, q) onde p é a posição e q é momento de uma partícula que se
movimenta sobre uma variedade.

4.3 Campos hamiltonianos em variedades

Em Mecânica Clássica, as equação de Hamilton do movimento formam um sistema de equa-
ção diferenciais de primeira ordem da forma

ẋ =
∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

(4.15)

O sistema (4.15) pode ser escrito na forma vetorial

ż = XH(z),

onde z = (x, y) e XH = J · ∇H é um campo vetorial associado à função H. Vamos agora
definir essas noções no contexto de variedades diferenciáveis e mostrar que em coordenadas
locais, o campo hamiltoniano é o mesmo da equação (4.15).

Sejam (M,ω) uma variedade simplética de dimensão 2n e H : M → R uma função de
classe Ck+1 cuja diferencial exterior dH : M → T ∗M é uma 1-forma de classe Ck em M .
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Através de dH, definimos o campo vetorial XH : M → TM associado à função H pela
relação:

dH · v = ω(XH , v). (4.16)

Definição 4.21. O campo XH definido acima é chamado de campo hamiltoniano associ-
ado à função H : M → R, a qual é chamada de função hamiltoniana ou função energia.
O conjunto de todos os campos hamiltonianos de M será denotado por XH(M).

Essa definição do campo hamiltoniano independe de sistemas de coordenadas. Mostremos
agora que dado um sistema de coordenadas simpléticas locais (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), a
condição (4.16) determina o campo XH da equação (4.15).

Proposição 4.22. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, H : M → R uma função de
classe Ck+1 e XH o seu campo hamiltoniano associado. Dado um sistema de coordenadas
simpléticas locais (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn), o campo hamiltoniano tem a seguinte represen-
tação nesse sistema:

XH =
n∑
j=1

∂H

∂yj

∂

∂xj
−

n∑
j=1

∂H

∂xj

∂

∂yj
.

Ou, equivalentemente, XH = J · ∇H.

Demonstração. Em coordenadas locais, dados p ∈ U e v ∈ TpM , temos que

v =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

+
n∑
j=1

vj+n
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

.

Assim, a diferencial de H em p avaliada no vetor v é dada por

dHp · v =
n∑
j=1

vj
∂H

∂xj
(p) +

n∑
j=1

vj+n
∂H

∂yj
(p).

Seja XH =
n∑
j=1

Xj
H

∂

∂xj
+

n∑
j=1

Xj+n
H

∂

∂yj
. Então,

ω(XH(p), v) =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj(XH(p), v) = −
n∑
j=1

Xj+n
H (p)vj +

n∑
j=1

Xj
H(p)vj+n,

onde a última igualdade resulta do fato de que dxj∧dyj(XH(p), v) = Xj
H(p)vj+n−Xj+n

H (p)vj.

Como a relação (4.16) é válida para todo v, tomando em particular v =
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

e v =

∂

∂yj

∣∣∣∣
p

, obteremos, respectivamente, que Xj+n
H (p) = −∂H

∂xj
(p) e Xj

H(p) =
∂H

∂yj
(p). Como isso

vale para todo p ∈ U , segue que Xj+n
H = −∂H

∂xj
e Xj

H =
∂H

∂yj
, concluindo a demonstração.
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Sejam (M,ω) uma variedade simplética fechada e H : M → R uma função hamiltoniana.
O campo hamiltoniano XH associado a H gera um grupo a um parâmetro de difeomorfismos
ψtH : M →M satisfazendo as condições

d

dt
ψtH = XH ◦ ψtH

ψ0
H = id

. (4.17)

Definição 4.23. O grupo a um parâmetro ψtH ∈ Diff(M) gerado por XH satisfazendo (4.17)
é o fluxo hamiltoniano associado à função H.

Definição 4.24. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, H : M → R uma função energia
com campo hamiltoniano associado XH e e = H(p), para algum p ∈ M . Uma superfície
de energia no nível e é o conjunto de nível Γe = H−1(e) da função H.

Provaremos agora que a função energia H e a forma simplética ω de uma variedade M
são preservadas pelo fluxo hamiltoniano.

Proposição 4.25. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, H : M → R uma função ha-
miltoniana e XH seu campo hamiltoniano associado.

(i) O fluxo hamiltoniano ψtH : DXH → M é um difeomorfismo simplético que preserva H,
isto é, temos (H ◦ ψtH)(p) = H(p), para todo (t, p) ∈ DXH ;

(ii) Para todo difeomorfismo simplético ψ ∈ Symp(M) vale XH◦ψ = ψ∗XH ;

Demonstração. (i) Por (4.16), XH é um campo simplético e a Proposição 4.8 garante, nesse
caso, que ψtH é um difeomorfismo simplético. Para mostrar que ψtH preserva H, basta

mostrar que
d

dt
(H ◦ ψtH)(p) = 0, para todo p ∈M . Mas, por (4.16), temos

d

dt
(H ◦ ψtH)(p) = dH(p) ·XH(p) = ω(XH(p), XH(p)) = 0

e o resultado segue.

(ii) Para mostrar essa afirmação usaremos o fato de que µ definida por (4.1) é isomorfismo
para cada p ∈M . Assim,

µ(XH◦ψ) = d(H ◦ ψ) = ψ∗dH = ψ∗µ(XH) = µ(ψ∗XH).

A última igualdade é obtida ponto a ponto usando o fato de que ψ é um difeomorfismo
simplético:

(ψ∗µ(XH))p · v = ωψ(p)(XH(ψ(p)), dψ(p) · v)
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= ωψ−1(ψ(p))(dψ
−1(ψ(p)) ·XH(ψ(p)), dψ−1(ψ(p)) · dψ(p) · v) =

= ωp(ψ
∗XH(p), v) = µp(ψ

∗XH) · v,

para todo p ∈M e v ∈ TpM . Assim, ψ∗µ(XH) = µ(ψ∗XH).
Para cada p ∈M , µp é um isomorfismo linear e portanto, de µ(XH◦ψ) = µ(ψ∗XH) resulta

XH◦ψ(p) = ψ∗XH(p), para todo p ∈M . Logo, XH◦ψ = ψ∗XH .

Proposição 4.26. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, H : M → R uma função hamil-
toniana, XH ∈ XH(M) o campo hamiltoniano associado e p ∈M tal que XH(p) 6= 0. Então,
existe um sistema de coordenadas simpléticas locais (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) em torno de p

tal que H = y1 +H(p) e XH =
∂

∂x1

.

Demonstração. Ver Teorema 5.4 em [35].

4.4 Aplicação de Poincaré de um campo hamiltoniano

Sejam (M,ω) uma variedade simplética, XH ∈ XH(M) com fluxo hamiltoniano ψtH : DXH →
M , e γ : I → M uma órbita fechada de XH pertecente à supefície de energia Γ0 = H−1(0),
com período T ∈ R, ou seja,

γ(t+ T ) = γ(t) = ψtH(γ(0)) e (H ◦ γ)(t) = 0, ∀t ∈ I.

Suponha que 0 seja um valor regular de H, de modo que Γ0 seja uma subvariedade de M .
Vamos mostrar que uma órbita fechada γ de um campo hamiltoniano XH , sob certas condi-
ções gerais, pertence a uma família a um parâmetro de órbitas fechadas de XH . Para tanto,
construiremos uma aplicação que “detecta órbitas fechadas” a partir do fluxo hamiltoniano.

Seja XH ∈ XH(M) com função hamiltoniana H : M → R. Pela Proposição 4.26, existe
uma sistema de coordenadas simpléticas locais (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) tais que H = y1 e

XH =
∂

∂x1

. Seja γ : I →M uma órbita fechada de XH e considere o conjunto

Σ = {(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ U ; x1 = 0} = π−1
1 (0),

onde π1 : U → R é a projeção na primeira coordenada. O conjunto Σ é uma subvari-
edade de codimensão 1 em U e transversal a γ. De fato, dado p ∈ Σ ∩ γ, temos que{

∂

∂x2

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

,
∂

∂y1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂yn

∣∣∣∣
p

}
é uma base de TpΣ e

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

}
é uma base de Tpγ.

Logo,
TpU = TpΣ⊕ Tpγ,
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e portanto, Σ e γ são transversais.
Afirmamos que, dado p0 = γ(t0), existe uma vizinhança U0 ⊆ U de p0 e uma aplicação

τ : Σ ∩ U0 → R tal que
τ(p0) = T e ψ

τ(p)
H (p) ∈ Σ

para todo p ∈ Σ ∩ U0. Para provar isso, precisamos resolver a equação π1(ψtH(p)) = 0 em
t = τ(p). Mas, em p0, temos

d

dt
π1(ψtH(p0)) = dπ1 ◦

d

dt
ψtH(p0) = (dπ1 ◦XH ◦ ψtH)(p0)

= ωp0((Xπ1 ◦ ψtH)(p0), (XH ◦ ψtH)(p0))

= ωp0

(
∂

∂y1

∣∣∣∣
p0

,
∂

∂x1

∣∣∣∣
p0

)
= −1 6= 0,

onde Xπ1 =
∂

∂y1

foi obtido através da Proposição 4.3. Logo, pelo Teorema da Função

Implícita, existe uma vizinhança U0 ⊆ U de p0 tal que t = τ(p) é diferenciável e ψτ(p)
H (p) ∈ Σ,

para todo p ∈ Σ ∩ U0.

Definição 4.27. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, XH ∈ XH(M), com fluxo hamil-
toniano ψtH : DH → M , e γ : I → M uma órbita fechada de XH . Definimos a aplicação
(da seção) de Poincaré da órbita γ como sendo a aplicação local Θ : Σ ∩ U0 → Σ dada
por Θ(p) = ψ

τ(p)
H (p). O conjunto Σ1 = Σ ∩ U0 é chamado de seção de Poincaré de γ.

Pela construção acima, segue que Θ é uma aplicação diferenciável com a propriedade de
que seus pontos fixos correspondem a órbitas fechadas γ do campo hamiltoniano. Isso é visto
fácilmente observando que se q ∈ Σ ∩ U0 é um ponto fixo de Θ, então q = Θ(q) = ψ

τ(q)
H (q).

Assim, se γ : I →M é uma curva integral com γ(0) = q, então

γ(t) = ψtH(γ(0)) = ψtH(q) = ψtH(ψ
τ(q)
H (q)) = ψ

t+τ(q)
H (q) = ψ

t+τ(q)
H (γ(0)) = γ(t+ τ(q)).

Logo, γ é uma órbita fechada com período τ(q).

Considere o conjunto Σ da construção anterior. Localmente, existe um campo vetorial Y :

Σ ∩ U → TΣ tal que ω(XH , Y ) = 1. Nas coordenadas simpléticas acima, Y é simplesmente

o campo
∂

∂y1

. Defina a aplicação π : TΣ→ TΣ dada por

π(p, v) = v − Y (p)ω(XH(p), v). (4.18)

Afirmamos que π é uma projeção sobre o fibrado tangente das superfícies de energia de H.
Para ver isso, notemos inicialmente que espaço tangente no ponto p ∈ Σ∩U de uma superfície
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de energia H−1(e) é simplesmente o núcleo da diferencial dH(p). Assim, é suficiente mostrar
que, para cada p ∈ Σ ∩ U , temos dH(p) · π(p, v) = 0. De fato,

dH(p) · π(p, v) = dH(p) · (v − Y (p)ω(XH(p), v))

= dH(p) · v − (dH(p) · v)dH(p) · Y (p)

= dH(p) · v − ω(XH(p), Y (p))dH(p) · v = 0.

Logo, π(p, v) ∈ TpH−1(e) e portanto, π é uma projeção em TH−1(e).

Teorema 4.28 (Família a um parâmetro de órbitas fechadas). Sejam (M,ω) uma variedade
simplética, XH ∈ XH(M), γ uma órbita fechada de XH , π : TΣ → TΣ a projeção definida
acima e p0 ∈ Σ∩γ, com e = H(p0) sendo um valor regular de H. Tomando Σ′ = Σ∩H−1(e),
se a aplicação π ◦ dΘ(p0)− π : Tp0Σ→ Tp0Σ

′ é sobrejetora, então γ pertence a uma família
a um parâmetro de órbitas fechadas que são pontos fixos de Θ.

Demonstração. Seja (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) um sistema de coordenadas locais em torno

de p0 em M tal que H = y1 e XH =
∂

∂x1

e considere o difeomorfismo ϕ : U → ϕ(U) dado

por ϕ(p) = (x1(p), . . . , xn(p), y1(p), . . . , yn(p)).

Como XH(p0) 6= 0, temos que dH(p0) 6= 0 e portanto, Γe = H−1(e) é uma subvariedade
regular de M . Seja ainda Σ = {p ∈ U ; x1(p) = 0}. O conjunto Σ é uma subvariedade
de codimensão 1 em U . Então, Σ′ = Σ ∩ Γe = {p ∈ U ; x1(p) = 0 e y1(p) = e} é uma
subvariedade de codimensão 2 em U cujo espaço tangente TpΣ′ é gerado pelos vetores{

∂

∂x2

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

,
∂

∂y2

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂yn

∣∣∣∣
p

}
.

Pela definição de Σ, temos que ϕ(Σ) = Σ, ou seja, Σ é invariante por ϕ. Suponhamos
por simplicidade que e = 0.

Sejam α : Σ→ R2n−2 definida por

α(p) = (x2(p), . . . , xn(p), y2(p), . . . , yn(p)),

i : R2n−2 ↪→ R2n a inclusão e consideremos a aplicação β = ϕ−1 ◦ i ◦ α : Σ→ Σ. Temos que
(ϕ−1 ◦ i ◦ α)(p) ∈ Σ′, para todo p ∈ Σ, e ϕ|Σ′ = i ◦ α|Σ′ . Logo,

d(ϕ−1 ◦ i ◦ α)(p) = dϕ−1(i ◦ α(p)) · d(i ◦ α)(p) : TpΣ→ TpΣ
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é uma projeção em TpΣ
′. Defina π# : TΣ→ TΣ por

π#(p, v) = d(ϕ−1 ◦ i ◦ α)(p) · v.

Provaremos que π# coincide com a projeção π definida em (4.18). De fato, no sistema de

coordenadas acima, dado v =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

+
n∑
j=1

vj+n
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

∈ TpΣ, verificamos diretamente

que

ϕ∗π(p, v) =
n∑
j=2

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

+
n∑
j=2

vj+n
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

= d(i ◦ α)(p) · v.

Mas ϕ∗π(p, v) = dϕ(p)·π(p, v). Dado w =
n∑
j=2

wj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

+
n∑
j=2

wj+n
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

∈ TpΣ′, observemos

que

dϕ(p) · w =
n∑
j=2

wjdxj(p) ·
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

+
n∑
j=2

wj+ndyj(p) ·
∂

∂yj

∣∣∣∣
p

= dϕ(β(p)) · w.

Logo, como π(p, v) ∈ TpΣ′, temos

π(p, v) = [dϕ(β(p))]−1d(i ◦ α)(p) · v = dϕ−1(ϕ(β(p))) · d(i ◦ α)(p) · v

= dϕ−1(i ◦ α(p)) · d(i ◦ α)(p) · v = π#(p, v).

Agora, seja ψ : Σ→ Σ′ dada por ψ(p) = (β ◦Θ)(p)− β(p). Então, temos que ψ(p0) = 0

e dψ(p0) = π# ◦ dΘ(p0) − π# que é sobrejetora, por hipótese. Segue do teorema da função
implícita que existe uma curva unidimensional Γ que é levada por ψ em 0. Assim, para
p ∈ Γ, temos β ◦Θ(p) = β(p).

Finalmente, pelo item (i) da Proposição 4.25 temos que H ◦Θ(p) = H(p). Pelas expres-
sões de β e H resulta que Θ(p) = p, para todo p ∈ Γ. Isso nos dá uma família {γu}u∈Γ de
órbitas fechadas parametrizada por Γ que são pontos fixos de Θ e é tal que γ ∈ {γu}u∈Γ.

Em vista do Teorema 4.28 damos a seguinte definição:

Definição 4.29. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, XH ∈ XH(M), γ uma órbita
fechada de XH e Θ a aplicação de Poincaré de γ. A órbita γ é chamada de 0-elementar se
a aplicação π ◦ dΘ(p)− π : TpΣ→ TpΣ

′ do Teorema 4.28 é sobrejetora.

O proximo exemplo mostra uma interessante relação entre os autovalores de dΘ(p) e
órbitas 0-elementares.
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Exemplo 4.30. Quando 1 não é autovalor de dΘ(p)|TpΣ′ : TpΣ
′ → TpΣ, a órbita γ é

necessáriamente 0-elementar.
Para ver isso, notemos inicialmente que se 1 não é autovalor de dΘ(p)|TpΣ′ , então

dΘ(p)|TpΣ′ · v − v 6= 0,

para todo v 6= 0 em TpΣ
′. Logo, ker(dΘ(p)|TpΣ′ − idTpΣ′) = {0}, ou seja, aplicação linear

dΘ(p)|TpΣ′ − idTpΣ′ : TpΣ
′ → TpΣ

é injetiva. Agora, como

dΘ(p) · v = dψ
τ(p)
H (p) · v + (dτ(p) · v)XH(p),

para todo v ∈ TpΣ. Da equação (4.16), temos que XH(p) ∈ TpΣ
′. Pela parte (i) da

Proposição 4.25 segue que se v ∈ TpΣ′, então dψτ(p)
H (p)·v ∈ TpΣ′. Assim, dΘ(p)|TpΣ′ ·v ∈ TpΣ′

e portanto, dΘ(p)|TpΣ′ − idTpΣ′ é um isomorfismo de TpΣ′. Isso implica, em particular, que
a imagem de dΘ(p)− idTpΣ : TpΣ→ TpΣ contém o subespaço TpΣ′.

Finalmente, como π : TΣ→ TΣ′ é sobrejetora, segue que π◦(dΘ(p)− id) = π◦dΘ(p)−π
é sobrejetora e, portanto, γ é 0-elementar.

Proposição 4.31. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, XH ∈ XH(M) e π : TΣ→ TΣ

a projeção definida acima. Tomando Σ′ = Σ ∩ H−1(e), onde e = H(p), se a aplicação
π ◦ dΘ(p)−π : TpΣ→ TpΣ

′ é sobrejetora, então o conjunto unidimensional Γ formado pelos
pontos fixos de Θ é parametrizado ou por H ou pelo período τ(p) da órbita fechada em p ∈ Γ.

Demonstração. Na demonstração do Teorema 4.28, o conjunto Γ é parametrizado por H.
Isso pode ser visto facilmente observando que ψ é localmente uma aplicação da forma

ψ(x2, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (ψ2, . . . , ψn, ψn+2, . . . , ψ2n).

Como dψ(p0) é sobrejetora e ψ(p0) = 0, o Teorema da Função Implícita garante a existência
de uma aplicação ξ : J → Σ′ dada por ξ(y1) = (ξ2(y1), . . . , ξn(y1), ξn+2(y1), . . . , ξ2n(y1)),
definida no intervalo J ⊂ R, tal que

ψ(ξ2(y1), . . . , ξn(y1), y1, ξn+2(y1), . . . , ξ2n(y1)) = 0.

Então, Γ = {(ξ2(y1), . . . , ξn(y1), y1, ξn+2(y1), . . . , ξ2n(y1))}y1∈J e como y1 = H obtemos o
resultado.

Se Γ não é parametrizado por H, então Γ é tangente à superfície de energia H−1(e),
onde e = H(p) e p ∈ Γ. Como Γ ⊂ Σ, dado p ∈ Γ, existe um vetor u2 ∈ TpΣ

′ tal que
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dΘ(p) · u2 = u2. De fato, seja u2 ∈ TpΓ ∩ TpΣ′, o qual existe pela condição de tangencia.
Para esse vetor u2 temos que

dΘ(p) · u2 = dΘ(p)|TpΓ · u2 = d(Θ|Γ)(p) · u2 = u2,

pois Θ|Γ = idΓ.
Agora, como dΘ(p) · u2 = dψ

τ(p)
H (p) · u2 + aXH(ψ

τ(p)
H (p)), onde a = dτ(p) · u2, obtemos

que
dψ

τ(p)
H (p) · u2 = u2 − aXH(p),

pois ψτ(p)
H (p) = Θ(p) = p.

Observemos que dτ(p)|TpΓ = d(τ |Γ)(p). Logo, se provarmos que a 6= 0, teremos que
d(τ |Γ)(p) é um isomorfismo e o Teorema da Função Inversa garante a existência de uma
inversa ξ : J → Γ, onde J ⊂ R é uma vizinhança de τ(p), o que prova a afirmação da
proposição.

Seja u1 = XH(p) e v1 ∈ TpM tal que ω(u1, v1) = 1 e ω(u2, v1) = 0. Completemos esses
vetores para obter uma base simplética {u1, . . . , un, v1, . . . , vn} de TpM usando o Corolá-

rio 1.12. Dado w =
n∑
j=1

wjuj +
n∑
j=1

wj+nvj ∈ TpM , temos que

dψ
τ(p)
H (p) · w =

n∑
j=1

wjdψ
τ(p)
H (p) · uj +

n∑
j=1

wj+ndψ
τ(p)
H (p) · vj. (4.19)

Por outro lado, temos que

dψ
τ(p)
H (p) · uj =

n∑
i=1

αjiui +
n∑
i=1

αji+nvi,

dψ
τ(p)
H (p) · vj =

n∑
i=1

βji ui +
n∑
i=1

βji+nvi.

(4.20)

Assim, substituindo essa duas expressões em (4.19), obtemos

dψ
τ(p)
H (p) · w =

n∑
i=1

µiui +
n∑
i=1

µi+nvi, (4.21)

onde µi =
n∑
j=1

(wjα
j
i + wj+nβ

j
i ) e µi+n =

n∑
j=1

(wjα
j
i+n + wj+nβ

j
i+n).

Consideremos o coeficiente µ2+n. Para obtê-lo precisamos calcular os valores de αj2+n e
βj2+n. De (4.20) e (1.2), obtemos que
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αj2+n = −ω(dψ
τ(p)
H (p) · uj, u2) = −ω(dψ

τ(p)
H (p) · uj, dψτ(p)

H (p) · u2 + aXH(p))

= −ω(dψ
τ(p)
H (p) · uj, dψτ(p)

H (p) · u2) + aω(XH(p), dψ
τ(p)
H (p) · uj)

= −ω(uj, u2) + aω(XH(p), dΘ(p) · uj)− aω(XH(p), (dτ(p) · uj)XH(p))

= a · dH(p) · dΘ(p) · uj = a · d(H ◦Θ)(p) · uj
= a · dH(p) · uj = aω(XH(p), uj) = 0,

onde, na penúltima linha, as igualdades são válidas pois Θ(p) = p e o fluxo hamiltoniano
preserva H pelo item (i) da Proposição 4.25. Da mesma forma, temos

βj2+n = −ω(dψ
τ(p)
H (p) · vj, u2) = −ω(dψ

τ(p)
H (p) · vj, dψτ(p)

H (p) · u2 + aXH(p))

= −ω(dψ
τ(p)
H (p) · vj, dψτ(p)

H (p) · u2) + aω(XH(p), dψ
τ(p)
H (p) · vj)

= −ω(vj, u2) + aω(XH(p), dΘ(p) · u2)− aω(XH(p), (dτ(p) · vj)XH(p))

= δ2j + a · dH(p) · dΘ(p) · vj = δ2j + a · d(H ◦Θ)(p) · vj
= δ2j + a · dH(p) · vj = δ2j + aω(XH(p), vj) = δ2j + aδ1j,

onde δij é o delta de Kronecker. Logo, µ2+n = wn+2 + awn+1 e portanto,

dψ
τ(p)
H (p) · w = (wn+1 + awn+2)v2 + [...],

onde [...] representa os outros termos de dψτ(p)
H (p).

Finalmente, seja w′ =
n∑
j=2

wjuj +
n∑
j=1

wj+nvj ∈ TpΣ. Como

dΘ(p) · w = dψ
τ(p)
H (p) · w + (dτ(p) · w)XH(p),

segue de (4.18) que
(π ◦ dΘ(p)− π)w′ = awn+1v2 + [...],

onde [...] representa os outros termos de (π ◦ dΘ(p) − π)w′. Por hipótese, π ◦ dΘ(p) − π é
sobrejetora, mas isso só é verdade se a 6= 0.

O próximo resultado mostra que quando restringimos Θ : Σ1 → Σ a uma superfície de
energia Γe de H, a aplicação de Poincaré se torna um difeomorfismo que preserva a forma
simplética restrita a Σ1 ∩ Γe.

Proposição 4.32. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, XH ∈ XH(M), γ uma órbita
fechada de XH , Θ : Σ1 → Σ a aplicação de Poincaré de γ, p ∈ Σ ∩ γ, e = H(p) e
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Σ′ = Σ1 ∩ H−1(e). Nessas condições, a restrição Θ|Σ′ é um difeomorfismo simplético, isto
é, preserva a forma ω|Σ′.

Demonstração. Como o fluxo deXH é simplético, dados p ∈ Σ′ e v1, v2 ∈ TpΣ′ ⊂ TpH
−1(H(p))

temos que
ωp(v1, v2) = ω

ψ
τ(p)
H (p)

(dψ
τ(p)
H (p) · v1, dψ

τ(p)
H (p) · v2).

Por outro lado,
dψ

τ(p)
H · vj = dΘ(p) · vj − ajXH(Θ(p)),

onde aj = dτ(p) · vj, com j = 1, 2. Assim,

ωp(v1, v2) = ωΘ(p)(dΘ(p) · v1 − a1XH(Θ(p)), dΘ(p) · v2 − a2XH(Θ(p)))

= ωΘ(p)(dΘ(p) · v1, dΘ(p) · v2)− a2ωΘ(p)(dΘ(p) · v1, XH(Θ(p)))

− a1ωΘ(p)(XH(Θ(p)), dΘ(p) · v2) + a1a2ωΘ(p)(XH(Θ(p), XH(Θ(p))

= (Θ∗ω)p(v1, v2) + a2 · dH(Θ(p)) · dΘ(p) · v1 − a1 · dH(Θ(p)) · dΘ(p) · v2

= (Θ∗ω)p(v1, v2)− a2 · d(H ◦Θ)(p) · v1 + a1 · d(H ◦Θ)(p) · v2

= (Θ∗ω)p(v1, v2)− a2 · dH(p) · v1 + a1 · dH(p) · v2

= (Θ∗ω)p(v1, v2),

pois, v1, v2 ∈ TpH−1(H(p)).
Como isso vale para todo p ∈ Σ′, obtemos que ω|Σ′ = Θ∗ω|Σ′ e portanto, Θ|Σ′ é um

difeomorfismo simplético.

4.5 Funções geradoras

Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) duas variedades simpléticas e f : M1 → M2 um difeomorfismo
simplético. Então, por definição, temos que f ∗ω2 = ω1. Nosso objetivo nessa seção é
reformular o conceito de difeomorfismo simplético de modo a introduzir a noção de função
geradora, a qual será importante na próxima seção. Para isso, consideremos a seguinte
proposição:

Proposição 4.33. Sejam (M1, ω1) e (M2, ω2) duas variedades simpléticas e considere as
projeções π1 : M1 ×M2 → M1 e π : M1 ×M2 → M2. Defina uma 2-forma Ω em M1 ×M2

pondo
Ω = π∗1ω1 − π∗2ω2.

Então:

(i) Ω é uma forma simplética em M1 ×M2;
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(ii) uma aplicação f : M1 →M2 é simplética se, e somente se, i∗fΩ = 0, onde if : Graf(f)→
M1 ×M2 é a inclusão e Graf(f) é o gráfico de f .

Demonstração. (i) Temos que Ω é fechada pois dΩ = π∗1dω1 − π∗2dω2 = 0.
Sejam (p1, p2) ∈ M1 × M2 e (u1, u2), (v1, v2) ∈ T(p1,p2)(M1 × M2) = Tp1M1 × Tp2M2.

Suponha que Ω((u1, u2), (v1, v2)) = 0, para todo (v1, v2) ∈ Tp1M1 × Tp2M2. Então, temos
que

0 = Ω(p1, p2)((u1, u2), (v1, 0)) = ω1(p1)(u1, v1), ∀ v1 ∈ Tp1M1

e
0 = Ω(p1, p2)((u1, u2), (0, v2)) = ω2(p2)(u2, v2), ∀ v2 ∈ Tp2M2.

Logo, u1 = u2 = 0, pois ω1 e ω2 são não-degeneradas, e portanto, Ω é não-degenerada.

(ii) Seja p 7→ (p, f(p)) o difeomorfismo de M1 em Graf(f) induzido por f . Assim, temos
que

T(p,f(p)) Graf(f) = {(v, df(p) · v); v ∈ TpM1} .

Logo, por definição, obtemos

(i∗fΩ)(p, f(p))((v1, df(p) · v1), (v2, df(p) · v2)) = ω1(p)(v1, v2)− ω2(f(p))(df(p) · v1, df(p) · v2)

= (ω1 − f ∗ω2)(p)(v1, v2) = 0,

pois f ∗ω2 = ω1.

Pelo Lema de Poincaré existe uma 1-forma Λ emM1×M2 tal que, localmente, Ω = −dΛ.
Podemos fazer uma escolha de Λ aplicando o Lema de Poincaré a ω1 e ω2 para obter 1-formas
λ1 e λ2, respectivamente, tais que ω1 = −dλ1 e ω2 = −dλ2. Então, tomamos Λ = π∗1λ1−π∗2λ2.
Assim, se f é um difeomorfismo simplético, temos que

di∗fΛ = i∗fdΛ = −i∗fΩ = 0.

E portanto, f é um difeomorfismo simplético se, e somente se, i∗fΛ é fechada. Pelo Lema
de Poincaré, isso é equivalente à existência de uma função S : U ⊂ Graf(f) → R tal que,
localmente, i∗fΛ = dS, onde U é aberto Graf(f).

Definição 4.34. Uma aplicação S satisfazendo as condições acima é chamada de função
geradora do difeomorfismo simplético f .

É claro que a função S depende da escolha de Λ. Além disso, como podemos colocar
um sistema de coordenadas locais em Graf(f) de várias formas, dependendo dos sistemas
coordenadas em M1 e M2, temos que S pode ser uma função definida em vários tipos
variáveis. Vejamos o que acontece em um sistema de coordenadas locais.



75 Capítulo 4. Teoria simplética não-linear

Sejam (U1, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) e (f(U1), ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn) sistemas de coordenadas
locais em (M1, ω1) e (M2, ω2), respectivamente, onde emM2 estamos considerando o sistema
de coordenadas induzido por f . Então, temos que a representação de f nesses sistemas de
coordenadas é

f(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = (ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn),

com ω1 =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj e ω2 =
n∑
j=1

dξj ∧ dηj.

Sejam λ1 =
n∑
j=1

yjdxj e λ2 = −
n∑
j=1

ξjdηj e consideremos S como sendo uma função em

x = (x1, . . . , xn) e η = (η1, . . . , ηn).
Pela expressão de Λ temos que i∗fΛ = dS se traduz por

n∑
j=1

yjdxj +
n∑
j=1

ξjdηj =
n∑
j=1

∂S

∂xj
dxj +

n∑
j=1

∂S

∂ηj
dηj.

Portanto, temos as igualdades 
yj =

∂S

∂xj
(x, η)

ξj =
∂S

∂ηj
(x, η)

. (4.22)

Pelo Teorema da Função Implícita, se

det

[
∂2S

∂ηi∂xj
(x0, η0)

]
n×n
6= 0,

em algum ponto (x0, η0) ∈ Graf(f), podemos resolver locamente a primeira equação de (4.22)
para obter η em função de x e y. Depois, substituindo η na segunda equação, obtemos ξ em
função de x e y. Isso nos dá o difeomorfismo f em termos da sua função geradora.

O seguinte caso particular é importante para nós.

Proposição 4.35. Sejam (M,ω) uma variedade simplética, (U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) um
sistema de coordenadas locais em torno de p ∈ M tal que xj(p) = yj(p) = 0, para j =

1, . . . , n, e G : R2n → R uma função nas variáveis x1, . . . , xn, η1, . . . , ηn tal que G(0) = 0,
dG(0) = 0 e d2G(0) = 0. Se f : M →M é dada localmente por

f(p) = (ξ1(p), . . . , ξn(p), η1(p), . . . , ηn(p)),

com
yj = ηj +

∂G

∂xj
(x, η) e ξj = xj +

∂G

∂ηj
(x, η), (4.23)
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onde x = (x1, . . . , xn) e η = (η1, . . . , ηn), então f é difeomorfismo simplético local.

Demonstração. Pela discussão acima, tomemos

∂S

∂xj
(x, η) = ηj +

∂G

∂xj
(x, η) e

∂S

∂ηj
(x, η) = xj +

∂G

∂ηj
(x, η).

Então,
∂2S

∂ηi∂xj
(0, 0) = δij +

∂2G

∂ηi∂xj
(0, 0) = δij.

Logo, temos que

det

[
∂2S

∂ηi∂xj
(0, 0)

]
= 1 6= 0

e pelo Teorema da Função Implícita, existe uma aplicação α : V ⊂ U → Rn tal que
η = α(x, y). Assim, obtemos ξ e η em função de x e y através das relações

ξj = xj +
∂G

∂ηj
(x, α(x, y)) e ηj = yj −

∂G

∂xj
(x, α(x, y)).

Dessas relações e das hipóteses sobre G resulta que df(0) = id. Como isso vale para
todo p ∈ M com o referido sistema de coordenadas, segue f é um difeomorfismo local pelo
Teorema de Aplicação Inversa.

Sejam (f(U), ξ1, . . . , ξn, η1, . . . , ηn) o sistema de coordenadas induzido por f e

ω′ =
n∑
j=1

dξj ∧ dηj

a forma simplética nesse sistema. Então, ω = f ∗ω′ pelo Exemplo 4.6 e portanto, para que
f seja simplética, basta provar que ω′ = ω.

Das equações (4.23) temos que

dyj = dηj +
n∑
i=1

∂2G

∂xi∂xj
dxi +

n∑
i=1

∂2G

∂ηi∂xj
dηi (4.24)

e

dξj = dxj +
n∑
i=1

∂2G

∂xi∂ηj
dxi +

n∑
i=1

∂2G

∂ηi∂ηj
dηi. (4.25)

Multiplicando à esquerda por dxj na equação (4.24), obtemos

dxj ∧ dyj = dxj ∧ dηj +
n∑
i=1

∂2G

∂xi∂xj
dxj ∧ dxi +

n∑
i=1

∂2G

∂ηi∂xj
dxj ∧ dηi.
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Somando em j, temos

n∑
j=1

dxj ∧ dyj =
n∑
j=1

dxj ∧ dηj +
∑
i<j

(
∂2G

∂xi∂xj
− ∂2G

∂xj∂xi

)
dxi ∧ dxj +

∑
i,j

∂2G

∂ηi∂xj
dxj ∧ dηi

=
n∑
j=1

dxj ∧ dηj +
∑
i,j

∂2G

∂ηi∂xj
dxj ∧ dηi.

Da mesma forma, multiplicando à direita por dηj na equação (4.25), obtemos

dξj ∧ dηj = dxj ∧ dηj +
n∑
i=1

∂2G

∂xi∂ηj
dxi ∧ dηj +

n∑
i=1

∂2G

∂ηi∂ηj
dηi ∧ dηj.

Somando em j, temos

n∑
j=1

dξj ∧ dηj =
n∑
j=1

dxj ∧ dηj +
∑
i,j

∂2G

∂xi∂ηj
dxi ∧ dηj +

∑
i<j

(
∂2G

∂ηi∂ηj
− ∂2G

∂ηj∂ηi

)
dηi ∧ dηj

=
n∑
j=1

dxj ∧ dηj +
∑
i,j

∂2G

∂xi∂ηj
dxi ∧ dηj.

Logo, ω =
n∑
j=1

dxj ∧ dyj =
n∑
j=1

dξj ∧ dηj = ω′ e portanto, temos que f ∗ω = ω ou seja, f

é simplética.

Das equações (4.23) obtemos que ξj = xj +
∂G

∂yj
(x, y) + [...] e ηj = yj −

∂G

∂xj
(x, y) + [...],

onde [...] representa os outros termos da igualdade. Dessa forma, o difeomorfismo f pode
ser representado localmente como

f(x, y) = id +XG(x, y) + [...]. (4.26)

4.6 Estabilidade na vizinhança de um ponto fixo elíptico

Nessa seção estudaremos o comportamento do fluxo hamiltoniano na vizinhança de um ponto
fixo (crítico) elíptico. Veremos um caso especial em que há estabilidade e depois motraremos
que o comportamento geral na vizinhança desses pontos é o mesmo que o do caso especial
através da Forma Normal de Birkhoff.

Definição 4.36. Seja X ∈ X(Rn) um campo vetorial em Rn, com ponto de equilíbrio (ou
ponto fixo) p0 ∈ Rn. Dizemos que p0 é um ponto fixo elíptico se todos os autovalores de
dX(p0) são números imaginários puros.
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No exemplo a seguir, vamos construir um campo hamiltonianoXH ∈ XH(R2n), com a ori-
gem sendo um ponto fixo elíptico, e vamos estudar o comportamento do fluxo hamiltoniano
perto desse ponto.

Exemplo 4.37. Considere o espaço simplético padrão (R2n, ω) e defina as funções ρj :

R2n → R por

ρj(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) =
1

2
(x2

j + y2
j ).

Seja J = (j1, . . . , jn) ∈ Zn+ uma n-upla de números inteiros positivos e considere a função
ξJ : R2n → R dada por

ξJ = ρj11 · ρ
j2
2 · . . . · ρjnn .

Tomaremos a função hamiltoniana H : R2n → R como sendo a série de potências em ρj,

H =
∑
J∈Zn+

aJξJ . (4.27)

Calculando as derivadas parciais de H, obtemos

∂H

∂xj
= xj

∂H

∂ρj
e

∂H

∂yj
= yj

∂H

∂ρj
.

Assim, pela Proposição 4.22, temos que o campo hamiltoniano associado a H é

XH =
n∑
j=1

yj
∂H

∂ρj

∂

∂xj
−

n∑
j=1

xj
∂H

∂ρj

∂

∂yj
. (4.28)

Concluímos que 0 ∈ Rn é um ponto fixo de XH , visto que, pela expressão acima, temos
XH(0) = 0. Calculando o jacobiano de XH em 0, obtemos uma matriz da forma

dXH(0) =



α1 . . . 0

0
. . . 0

0 . . . αn

−α1 . . . 0

0
. . . 0

0 . . . −αn


,

onde αj = a(0,...,1,...,0) =
∂H

∂ρj
(0). Essa matriz possui 2n autovalores da forma ±iα1, . . . ,±iαn

e assim, 0 ∈ R2n é um ponto fixo elíptico de XH .
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Seja ψtH = (ψt1 . . . , ψ
t
2n) o fluxo hamiltoniano. Observemos que

d

dt
(ρj ◦ ψtH) = dρj(ψ

t
H) ◦XH(ψtH) = ψtjdxj(XH(ψtH)) + ψtj+ndyj(XH(ψtH))

= ψtjψ
t
j+n

∂H

∂ρj
− ψtj+nψtj

∂H

∂ρj
= 0.

Isso prova que o fluxo preserva as funções ρj, ou seja, temos que

(ψtj)
2 + (ψtj+n)2 = 2ρj, (4.29)

para j = 1, . . . , n. As equações (4.29) nos dizem, em particular, que dado p0 numa vizinhança
da origem, a curva integral ψtH(p0) ∈ TnR = S1

r1
× . . .×S1

rn para todo t, onde R = (r1, . . . , rn),
rj =

√
2ρj(p0) e S1

rj
é a circunferência de centro na origem e raio rj no plano xjyj. Com

isso, concluímos que o ponto fixo elíptico 0 é estável segundo Lyapunov.

Mostraremos agora que o exemplo acima é uma forma normal para o fluxo hamiltoniano
perto de um ponto fixo elíptico, isto é, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais
tais que a função hamiltoniana tem a forma da equação (4.27). Para tanto, precisamos do
seguinte resultado preliminar:

Proposição 4.38. Sejam q : R2n × R2n → R uma forma quadrática positiva definida e
Q : R2n → R a função dada por Q(z) = q(z, z) . Então, existem um isomorfismo linear
ϕ : R2n → R2n e números 0 < λn ≤ λn−1 ≤ . . . ≤ λ1 tais que

(Q ◦ ϕ)(z) =
n∑
j=1

λj
2

(x2
j + y2

j ),

onde z = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) ∈ R2n. Os números ±iλ1, . . . ,±iλn são os autovalores do
campo hamiltoniano linear XQ gerado pela função Q.

Demonstração. Ver [12], Teorema 8, p. 35.

Agora provaremos o resultado principal da seção:

Teorema 4.39 (Forma normal de Birkhoff). Sejam (M,ω) uma variedade simplética, XH ∈
XH(M) um campo hamiltoniano de classe C∞ com um ponto fixo elíptico p0 ∈M tal que os
autovalores de dXH(p0) são linearmente independentes sobre os inteiros. Então, existe um
sistemas de coordenadas simpléticas locais (U ;x1 . . . , xn, y1, . . . , yn) tais que

H = H(0) +
∑
J∈Zn+

aJξJ +O∞, (4.30)
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onde ξJ = ρj11 · . . . · ρjnn , com ρj =
1

2
(x2

j + y2
j ), aJ ∈ R e O∞ tem todas as suas derivadas

parciais na origem iguais a zero. A série H pode não convergir, mas ainda é uma função
de classe C∞ definida localmente no sistema de coordenadas.

Demonstração. Como estamos usando apenas as derivadas de H na origem, é suficiente
trabalhar com série de potências formais, isto é, séries que podem divergir. A razão disso é
que pelo Teorema da Extensão de Whitney (Ver [13], Teorema 2.3.6, p. 48) toda série de
potências formal é a série de Taylor de alguma função de classe C∞.

Seja
H = H2 + . . .+Hm + . . .

a representação de H em série de potências, onde os Hj são polinômios homogeneos de grau
j. Suponhamos ter encontrado um sistema de coordenadas locais (U ;w1, . . . , wm, z1, . . . , zn)

tal que H está na forma desejada até o termo m− 1 e

H2(z, w) =
n∑
j=1

λj
2

(w2
j + z2

j )

pela Proposição 4.38.
Consideremos uma função geradora P que é um polinômio de grau m e a correspondente

mudança de coordenadas

wj = xj +
∂P

∂yj
(x, y) + [...] e zj = yj −

∂P

∂xj
(x, y) + [...].

Temos

H2(w, z) =
n∑
j=1

λj
2

[(
xj +

∂P

∂yj
+ [...]

)2

+

(
yj −

∂P

∂xj
+ [...]

)2
]

=

= H2(x, y) +
n∑
j=1

λj

(
xj

∂

∂yj
− yj

∂

∂xj

)
P + [...].

Sejam Vm o espaço vetorial dos polinômios homogêneos de grau m e D : Vm → Vm dado por

D(P ) =
n∑
j=1

λj

(
xj

∂

∂yj
− yj

∂

∂xj

)
P.

Então,
H(w, z) = H2(x, y) + . . .+Hm−1(x, y) + (Hm(x, y) +D(P )) + [...].
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O operador D é linear e pelo Lema 4 em [12], p. 44, segue que ker(D)⊕ Im(D) = Vm e

ker(D) = span

{
ρj11 · ρ

j2
2 · . . . · ρjnn ;

n∑
k=1

ki =
m

2

}
,

se m é par ou ker(D) = {0} se m é ímpar.
Agora, sejam H

ker(D)
m e H Im(D)

m as projeções de Hm em ker(D) e Im(D), respectivamente.
Então, colocamos H na forma normal até a ordem m escolhendo um polinômio P que é
solução da equação H Im(D)

m +D(P ) = 0.
Repetindo esse processo para cada m ∈ N obtemos a expressão (4.30).

Finalmente, o seguinte resultado, também devido a Birkhoff, caracteriza uma forma
normal para um difeomorfismo simplético com um ponto fixo elíptico elementar numa vizi-
nhança do mesmo.

Teorema 4.40 (Birkhoff). Sejam (M,ω) uma variedade simplética e ψ : M → M um
difeomorfismo simplético com um ponto fixo elíptico elementar p0 ∈ M , isto é, os au-
tovalores de dψ(p0) são imáginários puros de módulo 1 e são multiplicativamente inde-
pendentes sobre os inteiros. Então, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais
(U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) em torno de p0 tal que ψ = (ψ1, . . . , ψ2n) com

ψj(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = xj cosL− yj senL+O∞

ψj+n(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = xj sinL+ yj cosL+O∞,
(4.31)

onde

L =
2n∑
j=1

aj
2

(x2
j + y2

j ) +O∞

e O∞ tem todas as suas derivadas parciais na origem iguais a zero.

A idéia da demonstração é considerar a aplicação ψ como um difeomorfismo formal.
Nesse caso, ψ é a aplicação de tempo um de algum campo vetorial. Como ψ é simplética
resulta que é localmente a aplicação de tempo um de um campo hamiltoniano XH . Então,
colocando XH na forma normal usando o Teorema 4.39, obtemos a expressão desejada para
ψ através da aplicação exponencial.



Capítulo 5

Teorema da densidade geral para
sistemas hamiltonianos

Dada uma variedade M de classe Ck, dizemos que um campo X ∈ Xk(M) tem a pro-
priedade (G2) se todo elemento crítico (singularidades e órbitas periódicas) de X é hi-
perbólico. Diremos que X tem a propriedade (G3) se ele tiver a propriedade (G2) e
se p ∈ W s(γ1) ∩W u(γ2), então W s(γ1) e W u(γ2) são transversais em p, onde γ1 e γ2 são
elementos críticos de X e W s(γ1) e W u(γ2) são, respectivamente, as variedades estável de
γ1 e instável de γ2.

O Teorema de Kupka-Smale afirma que o subconjunto dos campos de vetoriaisX ∈ X(M)

que tem a propriedade (G3) é residual em X(M) com a topologia Ck de Whitney. Um
resultado similar afirma que o subconjunto do conjunto DiffkV (M) dos difeomorfismos de
classe Ck de M que preservam volume e cujos pontos periódicos são todos hiperbólicos é
residual em DiffkV (M), também com a topologia Ck de Whitney. Isso também vale para
campos vetoriais que preservam volume. Já no caso de campos hamiltonianos isso não é
verdade. (Veja [30] e [33] para mais detalhes.)

Nosso objetivo neste capítulo é provar um resultado análogo ao Teorema de Kupka-Smale
para campos hamiltonianos. Nesse caso, a hiperbolicidade das órbitas desses campos será
substituida por outra propriedade que depende dos autovalores principais de uma família a
um parâmetro de difeomorfismos simpléticos.

5.1 Genericidade de sistemas hamiltonianos

Sejam M e N variedades de classe C∞ e Ck(M,N) o conjunto das aplicações de classe Ck

de M em N com a topologia Ck de Whitney. Uma propriedade P (f) em Ck(M,N) é uma
proposição lógica que toma valores f ∈ Ck(M,N).

82
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Definição 5.1. Dizemos que uma propriedade P (f) em Ck(M,N) é genérica se o subcon-
junto

G k =
{
f ∈ Ck(M,N); P (f)

}
contém um subconjunto residual de Ck(M,N). Dizemos também que P (f) é Ck gené-
rica em C∞(M,N) se G = {f ∈ C∞(M,N); P (f)} é a intersecção de C∞(M,N) com um
subespaço de Ck(M,N) que contém um subconjunto residual.

Como Ck(M,N) com a topologia Ck de Whitney é um espaço de Baire, segue que G k na
definição acima é, na verdade, denso em Ck(M,N). Intuitivamente, isso significa que quase
todas as aplicações em Ck(M,N) posssuem a propriedade P (f) ou então que a propriedade
P (f) é “comum” em Ck(M,N).

Pela Proposição 4.32, a aplicação de Poincaré na vizinhança de uma órbita fechada é
uma aplicação de uma variedade Σ2n−1 de dimensão ímpar em si mesma que quando restrita
a uma superfície de energia Σ2n−2

e = Γe ∩ Σ é uma difeomorfismo simplético local. Assim,
pela construção da aplicação de Poincaré do campo hamiltoniano na Seção 4.4, temos que
os detalhes sobre o comportamento numa vizinhança de uma órbita fechada se resumem a
estudar o comportamento de aplicações f : I ×M → I ×M da forma

f(t, p) = (t, ft(p)), (5.1)

onde I = [−1, 1] e um intervalo fechado, M é uma variedade simplética e ft : M → M é
um difeomorfismo simplético de classe Ck. As aplicações f da forma (5.1) são chamadas
de famílias a um parâmetro de difeomorfismos simpléticos e o conjunto de tais
famílias será denotado por Sympk(I ×M). Como a aplicação de Poincaré de todo campo
hamiltoniano é localmente uma aplicação da forma (5.1), segue que os resultados sobre a
genericidade que enunciarmos para Sympk(I ×M) também são válidos para XH(M).

Definição 5.2. Seja f ∈ Sympk(I×M). Dizemos que um ponto (t, q) ∈ I×M é periódico
e tem período p ∈ N se fp(t, q) = (t, q), onde fp = f ◦ f ◦ . . . ◦ f (p vezes). O período p é
primo se fm(t, q) 6= (t, q), para 0 < m < p.

Definição 5.3. Sejam N > 0, f ∈ Sympk(I ×M) e π : I ×M →M a projeção natural.

(a) Um ponto periódico (t, q) de período primo p de f é 0-elementar se a transformação
linear d(π ◦ fp)(t, q)− dπ(t, q) : T(t,q)(I ×M)→ TqM é sobrejetora.

(b) Um ponto periódico (t, q) de período primo p de f é N-elementar se a matriz da
transformação linear dft(q) : TqM → TqM é N -elementar.

Pelo Teorema 4.28, se (t, q) é periódico com período primo p e é 0-elementar, então existe
uma família γ = {(t(s), q(s)); s ∈ R} em I ×M formada por pontos de período primo p de
f .
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Sejam

Lω = {(q, A); q ∈M e A : TqM → TqM é uma transformação linear simplética}

e WN = {(q, A) ∈ Lω; A não é N -elementar}. Temos que Lω é um fibrado de classe C∞

sobre M com projeção natural pr : Lω → M e cujas fibras são grupos de Lie difeomorfos
a Sp(2n). Assim, Lω é uma variedade de classe C∞. Além disso, cada fibra de WN é um
conjunto semi-algébrico que têm interior vazio nas fibras de Lω pelo Lema 3.1. Logo, pelo
Teorema de Whitney (Lema 3.3) segue que WN é localmente união de subvariedades de Lω.

Seja ξ : R→ Lω a aplicação definida por

ξ(s) = (q(s), df pt(s)(q(s))),

onde γ(s) = (t(s), q(s)) é a família de pontos periódicos de período primo p cuja existência
discutimos acima.

Definição 5.4. Dizemos que f ∈ Sympk(I × M) tem a propriedade H2-N no ponto
periódico (t, q) de período primo p, se

(i) o ponto (t, q) é 0-elementar;

(ii) a aplicação ξ : R → Lω definida acima é transversal a WN . (Ou seja, é transversal a
cada subvariedade que compõe WN .)

A definição acima nos diz que parq que f tenha a propriedade H2-N não é necessário que
(t, q) seja N -elementar mas em uma vizinhança do mesmo exista no máximo um número
finito de pontos periódicos N -elementares.

Consideremos os conjuntos

Dk(p,N) =

{
f ∈ Sympk(I ×M);

f tem a propriedade H2-N em todos os
pontos periódicos de período primo ≤ p

}

e Dk =
⋂

p,N∈N

Dk(p,N).

Teorema 5.5 (Teorema da Densidade Geral). Seja Sympk(I ×M) o espaço topológico das
famílias a um parâmetro de difeomorfismos simpléticos com a topologia Ck de Whitney, com
2 ≤ k ≤ ∞. Então, os conjuntos Dk(p,N) e Dk são residuais (e portanto, densos) em
Sympk(I ×M).

Este é o resultado central do capítulo pois mostra que conjunto dos campos hamiltonianos
que tem a propriedade H2-N é denso em XH(M). Faremos a demonstração na Seção 5.3.
Agora, enunciaremos outros resultados relacionados à genericidade de campos hamiltonianos.
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Se um ponto periódico (t, q) de período primo p de f não é 2-elementar, então dfpt (q) tem
um autovalor múltiplo. A análise feita no capítulo 3 mostra o comportamento da família
de matrizes simpléticas dfpt(s)(q(s)), onde γ = {(t(s), q(s)); s ∈ R} é uma família de pontos
periódicos numa vizinhança de uma ponto periódico que não é 2-elementar. Se (t, q) não for
1-elementar, então 1 é autovalor de dfpt (q). A próxima proposição exibe o comportamento
numa vizinhança de um ponto periódico que não é 1-elementar.

Proposição 5.6. Suponha que f ∈ D2(p, 1) tenha um ponto periódico (t, q) de período p que
não é 1-elementar. Seja γ = {(t(s), q(s)); s ∈ R} a família de pontos periódicos de período
p numa vizinhança de (t, q), com t(0) = t. Então, temos que t′(0) = 0 e t′′(0) 6= 0. Além
disso, para todo k ≥ p existe uma vizinhança U(k) ⊂ I ×M tal que os únicos pontos de
período ≤ k são os pontos do conjunto γ ∩ U(k).

Demonstração. Provaremos a primeira parte da demonstração. Para a demonstração da
segunda parte, ver a Proposição 6.2 em [35].

Se γ é uma família de pontos periódicos de período p de f , então ela é uma família de
pontos fixos de fp. Temos que dfp(γ(0)) · γ′(0) = γ′(0). Isso vem do fato de que fp restrito
ao conjunto γ é a identidade.

Seja A(s) a restrição de dfpt(s)(q(s)) ao espaço tangente Tγ(s)M . Temos que A(s) leva
vetores de Tγ(s)M em vetores de Tfp(γ(s))M = Tγ(s)M , uma vez que fp(γ(s)) = γ(s).

Considere S como sendo o conjunto das matrizes simpléticas que tem um autovalor igual
a 1. Temos que S é uma subvariedade de Sp(2n). Isso pode ser provado facilmente usando
o polinomio característico das matrizes em S. Resulta que A(0) ∈ S e A(s) é transversal a
S, pois f tem a propriedade H2-1.

Suponha por absurdo que t′′(0) = 0. Isso é equivalente a afirmar que γ′′(0) ∈ Tγ(0)M .
Seja π : R ⊕ Tγ(t)M → Tγ(t)M a projeção na segunda componente. Então, por hipótese,
temos que π(γ′(0)) = γ(0) e π(γ′′(0)) = γ′′(0). Como (dfpt(s)(q(s))− I) · γ′(s) = 0, para todo
s, obtemos que

0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[
(dfpt(s)(q(s))− I) · γ(s)

]
=

d

ds

∣∣∣∣
s=0

[
dfpt(s)(q(s))

]
· γ′(0) + (dfpt(0)(q(0))− I) · γ′′(0).

Observemos que
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[
dfpt(s)(q(s))

]
· γ′(0) =

d

ds

∣∣∣∣
s=0

A(s) · π(γ′(0)) e

(dfpt(0)(q(0))− I) · γ′′(0) = (A(0)− I) · d
ds

∣∣∣∣
s=0

π(γ′(s)).

Assim,

0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

A(s) · π(γ′(0)) + (A(0)− I) · d
ds

∣∣∣∣
s=0

π(γ′(s)) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[(A(s)− I) · π(γ′(s))]
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e (A(0)− I) · π(γ′(0)) = 0.
Seja u1(s) = π(γ′(s)). Completemos u1(s) para uma base simplética u1(s), . . . , un(s),

v1(s), . . . , vn(s) que é diferenciável em s e seja C(s) o mudança de base, onde

B(s) = C(s)A(s)C(s)−1 (5.2)

é a matriz A(s) na nova base. Seja C(s)u1(s) = e1 o vetor da primeira componente. Te-
mos B(0)e1 = C(0)A(0)u1(0) = C(0)u1(0) = e1. Então, por (5.2) e pelo fato de que
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[(A(s)− I) · π(γ′(s))] = 0, temos

0 =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[
C(s)−1B(s)C(s)u1(s)− C(s)−1C(s)u1(s)

]
=

d

ds

∣∣∣∣
s=0

[
C(s)−1

]
· (B(0)C(0)u1(0)− C(0)u1(0)) + C(0)−1 · d

ds

∣∣∣∣
s=0

[B(s)e1 − e1]

=
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[
C(s)−1

]
· (B(0)e1 − e1) + C(0)−1 · d

ds

∣∣∣∣
s=0

[B(s)e1]

= C(0)−1 · d
ds

∣∣∣∣
s=0

[B(s)e1] .

Logo,
d

ds

∣∣∣∣
s=0

[B(s)e1] = 0. (5.3)

Seja D =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

B(0)−1B(s) e defina

F (s) = B(0) exp(sD).

Como D ∈ TI Sp(2n) = sp(2n), segue que F (s) é simplética para todo s, pela Proposi-
ção 1.16. Resulta de (5.3) que Pe1 = 0 e portanto, F (s)e1 = B(0)e1 = e1, para todo s.
Assim, temos que F (s) ∈ S. Além disso, temos

d

ds

∣∣∣∣
s=0

[B(s)− F (s)] =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

B(s)−B(0)P = 0.

Logo, F (s) é tangente a B(s) em s = 0.
Seja H(s) = C(s)−1F (s)C(s). Então, H(0) = C(0)−1B(0)C(0) = A(0) e H(s)u1(s) =

u1(s). Logo, H(s) ∈ S. Agora, observemos que

d

ds

∣∣∣∣
s=0

[A(s)−H(s)] =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

C(s)−1 [B(s)− F (s)]C(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

C(s)−1(B(0)−F (0))C(0)
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+C(0)−1 d

ds

∣∣∣∣
s=0

[B(s− F (s)]C(0) + C(0)−1(B(0)− F (0))
d

ds

∣∣∣∣
s=0

C(s) = 0.

Portanto, temos que A(s) é tangente a H(s) em s = 0 e como H(s) é tangente a S, segue
que A(s) é tangente a S em s = 0. Mas isso contradiz hipótese de transversalidade de A(s)

em S. Com isso completamos a primeira parte da demonstração.

Em [25], Meyer analisou o caso geral da bifurcação dos pontos periódicos em pontos
periódicos que não são N -elementares quando dimM = 2. Nesse caso, os pontos periódicos
só possuem um autovalor principal, o qual é necessariamente uma raíz N -ésima da unidade.

Suponhamos que um ponto periódico (t, q) ∈ I×M que não é N -elementar tenha período
p, onde dimM = 2. Então, existem duas famílias de pontos com período Np que birfurcam
a partir de (t, q): uma família é formada por pontos periódicos hiperbólicos e a outra é
formada por pontos periódicos elípticos. (Ver Proposições 1.16, 1.17 e 1.18 em [25].)

Definição 5.7. Seja f ∈ Sympk(I×M). Um ponto (t, q) ∈ I×M é chamado não-errante
se para toda vizinhança U ⊂ I ×M de (t, q) existe um número inteiro positivo m tal que
fm(U) ∩ U 6= ∅

Considere os conjuntos

Ωc(f) =

{
(t, q) ∈ I ×M ;

(t, q) é não-errante e sua órbita está contida em
um subconjunto compacto de I ×M

}
e

Per(f) = {(t, q) ∈ I ×M ; (t, q) é um ponto periódico de f}

e denotemos por Per(f) e Ωc(f) o fecho dos respectivos conjuntos.

Proposição 5.8 (Pugh). Seja Symp1(I×M) com a topologia C1 de Whitney. Então, existe
um subconjunto residual R ⊂ Symp1(I×M) tal que para toda f ∈ R temos Per(f) = Ωc(f).

Demonstração. A idéia da demonstração é tomar um corbertura I ×M =
⋃
j∈N

Vj por com-

pactos V1 ⊆ V2 ⊆ . . . ⊂ I ×M e considerar a aplicação Fj : Symp1(I ×M) → 2Vj definida
por

Fj(f) = lim inf
{

Per(fn) ∩ Vj; fn → f
}

=
{

(t, q) ∈ Vj; ∀fn ∃(tn, qn) ∈ Per(fn) tal que (tn, qn)→ (t, q) quando fn → f
}
.

A aplicação Fj é semicontínua inferiormente, uma vez que ela é definida a partir do limite
inferior. Resulta da Proposição 26 em [33], p. 601, que Fj é contínua em um subconjunto
residual Rj ⊂ Symp1(I ×M). Logo, R =

⋂
j∈N

Rj é residual em Symp1(I ×M).
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Agora, seja f ∈ R e suponha por absurdo que Ωc(f) − Per(f) 6= ∅. Dado (t, q) ∈
Ωc(f) − Per(f), temos que (t, q) ∈ int(Vj), para algum j. Pelo Lema do Fechamento de
Pugh (Teorema 4, [33], p. 569), em toda vizinhança Ui de f existe uma gi ∈ Ui tal que
(t, q) ∈ Per(gi). Logo, (t, q) ∈ Fj(gi).

Assim, obtemos uma sequência de famílias gi ∈ Symp1(I ×M) convergindo para f tal
que (t, q) ∈ Fj(gi), para todo i. Pela continuidade de Fj em f , segue (t, q) ∈ Fj(f) ⊆ Per(f).
Uma contradição. Portanto, deve ser Ωc(f) = Per(f).

Para os detalhes da demonstração, ver [33].

5.2 Estabilidade estrutural e P-estabilidade

Definição 5.9. Sejam f, g ∈ Sympk(I ×M). Dizemos que f e g são topologicamente
conjugadas se existe um homeomorfismo h : I×M → I×M tal que g ◦h = h◦f . Diremos
que f e g são P-conjugadas se existe um homeomorfismo hP : Per(f) → Per(g) tal que
g ◦ hP = hP ◦ f |Per(f).

Definição 5.10. Dizemos que f ∈ Sympk(I ×M) é estruturalmente estável se existe
uma vizinhança U ⊂ Sympk(I ×M) de f tal que toda g ∈ U é topologicamente conjugada
a f .

Definição 5.11. Dizemos que f ∈ Sympk(I ×M) é P-estável se existe uma vizinhança
⊂ Sympk(I ×M) de f tal que toda g ∈ U é P-conjugada a f .

Resulta das definições acima que estabilidade estrutural implica P-estabilidade. O pró-
ximo teorema mostra que famílias de difeomorfismos simpléticos que possuem um ponto
periódico com um autovalor de módulo 1 não são P-estáveis.

No que se segue, uma variedade central local de um elemento crítico γ de f ∈
Sympk(I×M) é uma variedade C invariante por f cujo espaço tangente T(t,q)C em (t, q) ∈ γ
é a soma dos autoespaços dos autovalores de (t, q) que tem módulo 1 mais o espaço T(t,q)γ. A
existência de variedades centrais locais (e outros tipos de variedades invariantes) é garantida
pelo Teorema 7.2.2, p. 526, de [1].

Teorema 5.12. Suponha que f ∈ Sympk(I ×M), para 1 ≤ k ≤ ∞, seja uma família com
um ponto periódico (t, q) de período p tal que dfpt (q) tenha um autovalor de módulo 1. Nessas
condições, f não é P-estável.

Demonstração. Provaremos no caso em que k < ∞. Suponha que f é P-estável e seja
W uma vizinhança de f em Sympk(I × M) tal que f é P-conjugada com toda g ∈ W .
Tomemos g ∈ W∩D∞ de modo que (t, q) seja um ponto periódico com autovalores λ1 . . . , λm,
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λ1, . . . , λm de módulo 1. Como g ∈ D∞, temos que g tem uma quantidade enumerável de
pontos periódicos.

Seja P ⊂ TqM o subespaço gerado pela união dos autoespaços de λ1, . . . , λm. Então a
dimensão de P é 2m e ω|P é não-degenerada pelo Corolário 1.33. Existe, portanto, uma
variedade central local C invariante por gt e cujo espaço tangente em (t, q) é P . Logo, C tem
dimensão 2m e ω|C é não-degenerada numa vizinhança V de q em C. Pelo Teorema 4.18
existe um sistema de coordenadas locais (U ;u1, . . . , un, v1, . . . , vn) tal que

U ∩ C = {q ∈M ; ui(q) = 0, vj(q) = 0, i = m+ 1, . . . , n e j = m+ 1, . . . , n} .

Pelo Teorema 4.40, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais tais (U ;x1, . . . , xn,

y1, . . . , yn) tais que ui = xi, para i = m+ 1, . . . , n, vj = yj, para j = m+ 1, . . . , n, e para s
suficientemente próximo de t,

gj(s, x) = hj(s, x) +Ok,

onde hj(s, x) é um polinômio em ρi = x2
i + y2

i , i = 1, . . . ,m e Ok é de classe C∞ e tem
suas primeiras r derivadas parciais iguais a zero no pontos (s, 0). Podemos assumir que o
determinante formado pelos coeficientes dos termos quadráticos de h(s, · ) é diferente de
zero através de uma perturbação de g. Pelo Exemplo 4.37, a origem é preenchida com toros
formados por pontos periódicos de ht.

Seja hj(s, x) = gj(s, x) para os índices restantes e considere a aplicação h : I×M → I×M
dada por

h(s, x) = (h1(s, x), . . . , h2n(s, x)).

Para s suficientemente próximo de t, todas as derivadas parciais de h e g avaliadas em (s, 0)

são iguais. Considere uma bump function ψ : I ×M → R, tal que ψ|V ≡ 1 , onde V é uma
vizinhança de (t, 0). Defina ψλ(s, x) = ψ(s, x/λ) e seja

hλ(s, x) = (1− ψλ(s, x))h(s, x) + ψλ(s, x)g(s, x).

Temos que hλ converge para g na topologia Ck de Whitney, quando λ → 1. Assim,
para λ suficientemente próximo de 1, temos que hλ ∈ W . Mas hλ tem uma vizinhança
de (t, 0) preenchida com toros formados por pontos periódicos. Logo, não pode existir um
homeomorfismo entre Per(hλ) e Per(g). Portanto, g e hλ não são P-conjugadas e assim, f
não pode ser P-conjugada a ambas hλ e g. Uma contradição.



90 Capítulo 5. Teorema da densidade geral para sistemas hamiltonianos

5.3 Demonstração do Teorema da Densidade Geral

Nessa seção provaremos o Teorema da Densidade Geral enunciado na Seção 5.1. O que
faremos é traduzir a propriedade H2-N em termos de transversalidade de um certo tipo de
aplicação e usar perturbações para mostrar que, de fato, essas aplicações são pseudotransver-
sais (ver Definição C.8) a certas variedades que definiremos na ocasião. Então, aplicaremos o
Teorema de Transversalidade do Apêndice C (Teorema C.3) para obter o resultado principal.

Fixemos N ≥ 1. Defina Fj : Sympk(I ×M)→ C2(I ×M ;M ×M) por

Fj(f)(t, q) = (q, f jt (q)).

Seja ∆M = {(q, q); q ∈M} ⊂M×M a diagonal. Então, Fj(f)(t, q) ∈ ∆M se, e somente
se, (t, q) é um ponto de período j. Mais ainda, temos o seguinte resultado:

Proposição 5.13. Fj(f) é transversal a ∆M em (t, q) se, e somente se, (t, q) é um ponto
periódico 0-elementar.

Demonstração. De fato, se Fj(f) é transversal a ∆M em (t, q), então

dFj(f)(t, q) · T(t,q)(I ×M) + T(q,q)∆M = T(q,q)(M ×M). (5.4)

Mas T(q,q)∆M
∼= ∆TqM e T(q,q)(M × M) ∼= TqM × TqM . Assim, dado qualquer (w, z) ∈

T(q,q)(M ×M), existem (s, v) ∈ T(t,q)(I ×M) e (−u,−u) ∈ T(q,q)∆M tais que

dFj(f)(t, q) · (s, v)− (u, u) = (w, z).

Isso é o mesmo que afirmar que o sistema{
v − u = w

df jt (q) · v − u = z

sempre tem solução. Tomando em particular w = 0, temos que, para todo z ∈ TqM , existe
v ∈ TqM tal que (df jt (q)− idTqM) · v = z, ou seja, a aplicação df jt (q)− idTqM : TqM → TqM

é sobrejetora. Mas df jt (t, q) = π ◦ df j(t, q) e idTqM = π ◦ idT(t,q)(I×M), onde

f j(t, q) = (t, f jt (q))

e π : T(t,q)(I×M)→ TqM é projeção natural. Assim, temos que π◦df j(t, q)−π é sobrejetora
e portanto, (t, q) é um ponto periódico 0-elementar.

Para provarmos a recíproca, notemos que um elemento w ∈ dFj(f)(t, q) · T(t,q)(I ×M) +
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T(q,q)∆M é escrito na forma

w = (v, d(f jt ) · (s, v))− (u, u) = (v − u, π ◦ df j(t, q) · (s, v)− π(s, u)),

para (s, u), (s, v) ∈ T(t,q)(I × M). Sejam h : M → ∆M o difeomorfismo h(q) = (q, q),
α : R×TqM → R×∆TqM o isomorfismo α(s, v) = (s, dh(q) ·v) e g : R×TqM×TqM → TqM

a aplicação dada por

g(s, (u, v)) = π ◦ df j(t, q) · (s, v)− π(s, u).

Então, temos que
g|R×∆TqM

(R×∆TqM) ⊂ g(R× TqM × TqM)

e g|R×∆TqM
◦ α = π ◦ df j(t, q) − π. Por hipótese, π ◦ df j(t, q) − π é sobrejetora e portanto,

g|R×∆TqM
(R × ∆TqM) = TqM . Assim, temos que g(R × TqM × TqM) = TqM e como a

aplicação (u, v) 7→ v − u de TqM × TqM em TqM é sobrejetora, obtemos que

dFj(f)(t, q) · T(t,q)(I ×M) + T(q,q)∆M = T(q,q)(M ×M) ∼= TqM × TqM.

Logo, Fj(f) é transversal a ∆M em (t, q).

Assim, se (t, q) é um ponto periódico 0-elementar, temos que Fj(f)−1(∆M) é uma subva-
riedade regular de I ×M cuja codimensão é igual a codimensão de ∆M em M ×M . Logo,
Fj(f)−1(∆M) tem dimensão 1.

Defina Gj : Sympk(I ×M)→ C1(I ×M ; Lω) por

Gj(f)(t, q) = (Fj(f)(t, q), df jt (q)),

onde Lω = M ×M × Sp(2n).
Sejam ∆Lω = ∆M × Sp(2n) e BN = {Φ ∈ Sp(2n); Φ não é N -elementar} e WN =

∆M × BN . Então, WN é fechado em Lω, pois ∆M é fechado e BN é o complementar do
conjunto das matrizes N -elementares, que é aberto e denso em Sp(2n). Isso é apenas uma
generalização do Lema 3.1. Mais ainda, como BN e ∆M são semi-algébricos e o produto
cartesiano de conjuntos semi-algébricos é um conjunto semi-algébrico, segue queWN é semi-
algébrico. Pelo Teorema de Whitney, existem subvariedades fechadasWN

1 , . . . ,W
N
kN
⊂ E tais

que
WN = WN

1 ∪ . . . ∪WN
kN
.

Da discussão acima, resulta que WN tem codimensão maior ou igual a 1 em ∆Lω e
portanto, codimensão maior ou igual a 2n + 1 em Lω, uma vez que a codimensão de ∆Lω
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em Lω é 2n. Logo, WN
λ tem codimensão maior ou igual a 2n+ 1 em Lω, para λ = 1 . . . , kN .

Se Fj(f) é transversal a ∆M e Gj(f) é transversal às subvariedadesWN
λ , então a aplicação

π3◦Gj(f) : Fj(f)−1(∆M)→ Sp(2n) é transversal a BN , onde π3 : Lω → Sp(2n) é a projeção
na terceira coordenada. Essa última afirmação é simplesmente a condição (ii) da propriedade
H2-N.

Um ponto periódico 0-elementar (t, q) de período primo p possuindo um autovalor λ que
é uma raíz i-ésima da unidade é tal que dfpit (q) possui 1 como um de seus autovalores. De
fato, se λ é um autovalor de dfpt (q) que é uma raíz i-ésima da unidade e v ∈ TqM é um
autovetor, então

dfpit (q) · v = dfpt (q) ◦ . . . ◦ dfpt (q)︸ ︷︷ ︸
i vezes

·v = λiv = v.

Mas nesse caso, Fpi(f) não é transversal a ∆M pela Proposição 5.13 e não podemos aplicar
os teoremas de transversalidade do Apêndice C. Assim, vamos definir conjuntos Rk(p,N) ⊂
Dk(p,N) pondo

Rk(p,N) =

f ∈ Sympk(I ×M);

se (t, q) é um ponto de período j ≤ p de f ,
então Fj(f) >∩ ∆M e Gj(f) >∩ WN

λ em (t, q),
para λ = 1, . . . , kN .

 .

Fazendo isso estaremos excluindo os casos anteriores onde os autovalores são raízes da uni-
dade. Porém, se mostrarmos que o conjunto Rk(p,N) é residual, então o conjunto Dk(p,N)

também será residual, visto que ele contém o Rk(p,N) e Sympk(I ×M) com a topologia
Ck de Whitney é um espaço de Baire.

Seja V uma subvariedade compacta com bordo de I ×M e considere o conjunto

Rk(p,N, V ) =

f ∈ Sympk(I ×M);

se (t, q) ∈ V é um ponto de período j ≤ p

de f , então Fj(f) >∩ ∆M e Gj(f) >∩ WN
λ

em (t, q), para λ = 1, . . . , kN . Mais ainda, se
(t, q) ∈ ∂V , então ∂Fj(f)>∩∆M em (t, q).

 ,

onde ∂Fj(f) = Fj(f)|∂V . Nosso objetivo é provar que o novo conjunto Rk(p,N, V ) é residual
(e portanto, denso) em Symp(I ×M). Então, o Teorema da Densidade Geral resulta dessa

versão local quando tomamos uma cobertura I ×M =
∞⋃
j=1

Vj por compactos V1 ⊆ V2 ⊆ . . ..

Nesse caso, teremos que

Rk(p,N) =
∞⋂
j=1

Rk(p,N, Vj).

Logo, Rk(p,N) é residual em Sympk(I ×M). Pelo mesmo motivo, Rk =
⋂

p,N∈N

Rk(p,N) é
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residual em Sympk(I ×M).
Comecemos a prova fixando N e V e denotando por R(p) o conjunto Rk(p,N, V ). Con-

sidere a distância d em I ×M proveniente de alguma métrica riemanniana e indiquemos
também por d a distância

d(q,K) = inf {d(q,m); m ∈ K} , (5.5)

para K ∈ 2I×Mc , entre pontos e subconjuntos compactos de I ×M induzida pela distância
entre pontos de I ×M . Seja dH a métrica de Hausdorff em 2I×Mc . (Ver Definição C.14,
Apêndice C.)

Dados f ∈ Sympk(I ×M) e p ∈ Z+, sejam

Γ(f, p) = {(t, q) ∈ V ; (t, q) é um ponto de período ≤ p de f}

e
C(f, p, `) =

{
(t, q) ∈ V ; d((t, q); Γ(f, p)) ≥ 2−`

}
.

Proposição 5.14. A aplicação ζ : Sympk(I × M) → 2I×Mc dada por ζ(f) = Γ(f, p) é
contínua nos pontos de R(p).

Demonstração. De fato, dado f ∈ R(p), temos que Fj(f)|V >∩ ∆M e ∂Fj(f) >∩ ∆M pela
definição de R(p). Logo, pelo Teorema C.16, a aplicação αj : Sympk(I ×M)→ 2I×Mc dada
por αj(x) = Fj(x)−1(∆M)∩V é contínua em f , para todo j ≤ p. Afirmamos que a aplicação
α : Sympk(I ×M)→ 2I×Mc dada por

α(x) =
⋃
j≤p

αj(x)

é contínua em f ∈ R(p). Para ver isso, basta notar que como cada αj é contínua em f ,
tomando ε > 0, existem vizinhanças Uj(f) de f em Sympk(I ×M) tais que

dH(αj(f), αj(g)) < ε (5.6)

para toda g ∈ Uj(f).
Seja U(f) =

⋂
j≤p

Uj(f). Dado g ∈ U(f), pela definição da métrica de Hausdorff (Defini-

ção C.14) temos que

dH(α(f), α(g)) = max

{
sup

(t1,q1)∈α(f)

d((t1, q1);α(g)), sup
(t2,q2)∈α(g)

d((t2, q2);α(f))

}
.
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Como α(f) e α(g) são compactos, existem (t1, q1) ∈ α(f) e (t2, q2) ∈ α(g) tais que

dH(α(f), α(g)) = max
{
d((t1, q1);α(g)), d((t2, q2);α(f))

}
.

Mas d((t1, q1);α(g)) = min
j≤p

d((t1, q1);αj(g)) e d((t2, q2);α(f)) = min
i≤p

d((t2, q2);αi(f)). Por-
tanto,

dH(α(f), α(g)) = max

{
min
j≤p

d((t1, q1);αj(g)),min
i≤p

d((t2, q2);αi(f))

}
.

Agora, observemos que se (t1, q1) ∈ α(f), então (t1, q1) ∈ αm(f), para algum m ≤ p.
Assim, por (5.6) temos que

min
j≤p

d((t1, q1);αj(g)) ≤ d((t1, q1);αm(g)) ≤ dH(αm(f), αm(g)) < ε.

Pelo mesmo argumento, concluimos que min
i≤p

d((t2, q2);αi(f)) < ε. Portanto,

dH(α(f), α(g)) < ε

e com isso, α é contínua em f .
Finalmente, a definição de αj nos diz que

αj(x) = {(t, q) ∈ V ; (t, q) é um ponto de período j de x} .

Dessa forma, temos que α(x) = ζ(x), para todo x ∈ Sympk(I ×M), e o resultado segue.

Sejam U1 ⊂ I ×M um subconjunto compacto, U2 um vizinhança compacta de U1 em
I × M e Xk(I × M) o conjunto dos campos vetoriais de classe Ck em I × M . A cada
X ∈ Xk(I × M) associamos de modo natural um campo vetorial dependente do tempo
Xt ∈ Xk(M) pondo

Xt(p) = (π ◦X)(t, q),

para cada (t, q) ∈ I ×M , onde π : R× TqM → TqM é a projeção na segunda componente.
Considere o conjunto

B =

X ∈ Xk(I ×M);

X(t, q) = 0, para (t, q) ∈ (I × M) − U2, e
Xt ∈ Xk

H(M), isto é, Xt(q) ∈ TqH−1(H(q)),
para todo (t, q) ∈ I ×M .

 .

Pela definição de B, temos que se X ∈ B, então

X(t, q) = (0, Xt(q)),
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para todo (t, q) ∈ I ×M . Além disso, como todo X ∈ B tem suporte compacto, resulta
que B é um espaço de Banach com a topologia induzida pela topologia Ck de Whitney em
Xk(I ×M). A topologia induzida em B é a topologia da convergência uniforme nas partes
compactas a qual também é induzida pela norma da convergência uniforme.

Seja Xk
ω(I × M) a álgebra de Lie de Sympk(I × M). Então, B ⊂ Xk

ω(I × M). De
fato, dado X ∈ B, temos que exp(X)(t, q) = (t, ft(q)), onde ft = ψXtt,1 é a aplicação de
tempo um do campo hamiltoniano Xt e portanto, é um difeomorfismo simplético. Logo,
exp(X) ∈ Sympk(I ×M) e assim, X ∈ Xk

ω(I ×M).
Consideremos a aplicação ϕ1 : B → Sympk(I ×M) dada por

ϕ1(X) = ψX1 .

Então, ϕ1 leva campos vetoriais de B nas aplicações de tempo um dos seus respectivos
fluxos. Pela Proposição 4.8, Xk

ω(I ×M) é a álgebra de Lie de Sympk(I ×M) e portanto,
ϕ1 é simplesmente a aplicação exponencial exp : Xk

ω(I ×M) → Sympk(I ×M) restrita ao
conjunto B. Logo, ϕ1 é de classe Ck.

Seja f ∈ R(p − 1) tal que f não possua pontos de período m ≤ p − 1 em U1. Defina a
aplicação K : B → Sympk(I ×M) por

K(X) = ϕ1(X) ◦ f.

Então, as aplicações Fp ◦K : B → C2(I ×M ;M ×M) e Gp ◦K : B → C1(I ×M ; Lω) são
representações de classe C2 e classe C1, respectivamente. De fato, as aplicações de avaliação
ev(Fp ◦K) : B × (I ×M)→M ×M e ev(Gp ◦K) : B × (I ×M)→ Lω dadas por

ev(Fp ◦K)(X, (t, q)) = (Fp ◦K)(X)(t, q) e ev(Gp ◦K)(X, (t, q)) = (Gp ◦K)(X)(t, q)

são de classe C2 e classe C1, respectivamente, pois K é de classe Ck e Fp e Gp são, respec-
tivamente, de classe C2 e classe C1.

Lema 5.15. A aplicação ev(Fp ◦K) é transversal a ∆M numa vizinhança de {0} × U1.

Demonstração. Como a condição de transversalidade é uma condição aberta pelo Teorema
da Extensão (Ver [8], Extension Theorem, p. 72), basta provarmos que ev(Fp ◦K) é trans-
versal a {0} × U1.

Suponha que Fp(f)(t, q) ∈ ∆M e tome um sistema de coordenadas simpléticas locais
(U ;x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) em M em torno de q. Seja ψ : I ×M → R uma bump function tal
que supp(ψ) ⊆ U e ψ|V ≡ 1, onde V ⊂ U é uma pequena vizinhança de (t, q) em U . Sejam
também k um número real e L : R × R2n → R uma aplicação L(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn)

independente de t e linear nas outras variáveis.
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Seja kψL : I ×M → R a aplicação dada por

kψL(t, q) = kψ(t, q)L(t, x1(q), . . . , xn(q), y1(q), . . . , yn(q))

e considere o campo hamiltoniano XkψL associado à função kψL. Em coordenadas, XkψL é
da forma

XkψL =
n∑
j=1

k
∂(ψL)

∂yj

∂

∂xj
−

n∑
j=1

k
∂(ψL)

∂xj

∂

∂xj
= kXψL.

Agora, seja X̃kψL ∈ Xk(I ×M) dado por

X̃kψL(t, q) = (0, XkψL(q)).

Temos que X̃kψL ∈ B. Além disso, como K(X̃kψL) = ϕ1(X̃kψL) ◦ f e ϕ1 é a restrição da
aplicação exponencial exp : Xk(I ×M)→ Sympk(I ×M) ao espaço B, obtemos

d

dk

∣∣∣∣
k=0

K(X̃kψL) =
d

dk

∣∣∣∣
k=0

ϕ1(X̃kψL) ◦ f =
d

dX

∣∣∣∣
X=0

exp(X) ◦ d

dk

∣∣∣∣
k=0

X̃kψL ◦ f

= X̃ψL ◦ f = (0, XψL ◦ ft),

pois
d

dX

∣∣∣∣
X=0

exp(X) = idB e X̃kψL = kX̃ψL no sistema de coordenadas. Logo,

d

dk

∣∣∣∣
k=0

(Fp ◦K)(X̃kψL)(t, q) = ∂fFp(f)(t, q) ◦ d

dk

∣∣∣∣
k=0

K(X̃kψL)(t, q),

onde ∂fFp(f)(t, q) é a derivada parcial de Fp em relação a f .
Fazendo L assumir as aplicações lineares

Lj(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = xj e Lj+n(t, x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) = yj,

temos que os vetores XL1(t, q), . . . , XL2n(t, q) formam um base de TqM . Logo, temos que
d ev(Fp ◦K)(0, (t, q)) · T(0,(t,q))(B × (I ×M)) ⊇ {0} × TqM e assim,

d ev(Fp ◦K)(0, (t, q)) · T(0,(t,q))(B × (I ×M)) + T(q,q)∆M = T(q,q)(M ×M) ∼= TqM × TqM.

Portanto, ev(Fp ◦K) é transversal a ∆M .

Lema 5.16. A aplicação ev(Gp ◦K) é transversal a cada WN
λ numa vizinhança de {0}×U1.

Demonstração. Suponha que Gp(f)(t, q) ∈ WN
λ . Defina o campo vetorial X̃kψL como no

Lema 5.15, onde agora L é função quadrática homogênea em x1, . . . , xn, y1, . . . , yn. Como
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antes, temos que XkψL = kXψL em coordenadas locais. Assim,

dXkψL = k



0 0 . . . 0 0 . . . 0

0
∂2L

∂x1∂y1

. . .
∂2L

∂xn∂y1

∂2L

∂y1∂y1

. . .
∂2L

∂yn∂y1
...

... . . . ...
... . . . ...

0
∂2L

∂x1∂yn
. . .

∂2L

∂xn∂yn

∂2L

∂y1∂yn
. . .

∂2L

∂yn∂yn

0 − ∂2L

∂x1∂x1

. . . − ∂2L

∂xn∂x1

− ∂2L

∂y1∂x1

. . . − ∂2L

∂yn∂x1
...

... . . . ...
... . . . ...

0 − ∂2L

∂x1∂xn
. . . − ∂2L

∂xn∂xn
− ∂2L

∂y1∂xn
. . . − ∂2L

∂yn∂xn



.

A submatriz 2n×2n formada pela derivadas parciais de segunda ordem de L é hamiltoni-
ana pela caracterização feita no Exemplo 1.15. Mais ainda, fazendo L variar no conjunto das
funções quadráticas homogêneas, a submatriz varia no conjunto das matrizes hamiltonianas.

Agora,

d(K(X̃kψL))(t, q) = dϕ1(X)(f(t, q)) ◦ df(t, q) = exp(dX̃kψL(f(t, q))) ◦ df(t, q).

Tomando a derivada da expressão acima em relação k quando k = 0, obtemos

d

dk

∣∣∣∣
k=0

d(K(X̃kψL))(t, q) =
d

dk

∣∣∣∣
k=0

exp(dX̃kψL(f(t, q))) ◦ df(t, q) =

=
d

dY

∣∣∣∣
Y=0

exp(Y ) ◦ dX̃ψL ◦ df(t, q) = dX̃ψL ◦ df(t, q).

Fazendo L assumir as formas quadráticas Lij = xixj, Li(j+n) = xiyj, L(i+n)j = yixj e
L(i+n)(j+n) = yiyj, temos que dX̃L percorre uma base de sp(2n).

Notando que ev(Gp ◦K)(0, (t, q)) = ((t, q), I), temos que

d ev(Gp ◦K)(0, (t, q)) · T(0,(t,q))(B × (I ×M)) ⊃ {0} × sp(2n).

Finalmente, do Lema 5.15 segue que

d ev(Gp ◦K)(0, (t, q)) · T(0,(t,q))(B × (I ×M)) + T((q,q),I)W
N
λ = T((q,q),I)E.

Portanto, ev(Gp ◦K) é transversal a WN
λ .

A próxima proposição nos dá um critério local para a densidade de subconjuntos em
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Sympk(I ×M).

Proposição 5.17. Seja f ∈ R(p− 1), U1 ⊂ I ×M um subconjunto compacto tal que f não
tenha pontos de período m ≤ p − 1 em U1 e V ⊂ I ×M uma subvariedade compacta com
bordo. Então, se R(p − 1) é residual em Sympk(I ×M), existe uma vizinhança U(f) ⊂
Sympk(I ×M) de f tal que o conjunto

R(f) =

g ∈ U(f);

Fp(g) >∩ ∆M , ∂Fp(g) >∩ ∆M e
Gp(g) >∩ WN

λ , para λ = 1, . . . , kN , nos
pontos de U1.


é residual em U(f).

Demonstração. Considere as aplicações de avaliação ev(Fp ◦K) e ev(Gp ◦K).
Pelos Lemas 5.15 e 5.16, ev(Fp ◦K) é transversal a ∆M e ev(Gp ◦K) é transversal a cada

WN
λ , numa vizinhança de {0} × U1. Tomando D = R(p− 1) na Definição C.8, resulta que

Fp ◦K é C2 pseudotransversal a ∆M e Gp ◦K é C1 pseudotransversal às subvariedades WN
λ .

Pelo Teorema C.13, o conjunto

Z =

X ∈ B;

(Fp ◦ K)(X) >∩ ∆M , ∂(Fp ◦ K)(X) >∩ ∆M e
∂(Gp ◦ K)(X) >∩ WN

λ , para λ = 1, . . . , kN ,
nos pontos de U1.


é aberto e denso em uma vizinhança de 0 em B. Como exp : Xk

ω(I ×M)→ Sympk(I ×M)

é um difeomorfismo numa vizinhança de 0 ∈ Xk
ω(I ×M), existe uma vizinhança U(f) ⊂

Sympk(I × M) de f tal que K(Z) ∩ U(f) é residual em U(f). Finalmente, temos que
K(Z) ∩ U(f) ⊂ R(f) e portanto, R(f) é residual em U(f).

Provaremos agora o resultado principal e que completa a demonstração do Teorema da
Densidade Geral:

Proposição 5.18. O conjunto R(p) é residual em Sympk(I ×M), para todo p ∈ N.

Demonstração. Faremos a demonstração por indução em p.
No caso p = 1, aplicaremos a Proposição 5.17 substituindo o conjunto R(p − 1) e a

hipótese de residualidade sobre ele pelo conjunto Sympk(I ×M). Nesse caso, a condição de
residualidade é satisfeita trivialmente e não é difícil verificar que a Proposição 5.17 contínua
válida com essas alterações. Assim, para cada f ∈ Sympk(I ×M) temos que o conjunto

R1(f) =

g ∈ U(f);

F1(g) >∩ ∆M , ∂F1(g) >∩ ∆M e
G1(g) >∩ WN

λ , para λ = 1, . . . , kN , nos
pontos de V .


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é residual em U(f), onde U(f) é uma vizinhança de f em Sympk(I×M). Mas, pela definição
de R1(f), é fácil ver que

R(1) =
⋃

f∈Sympk(I×M)

R1(f)

e como Sympk(I×M) é residual em si mesmo, segue que R(1) é residual em Sympk(I×M).
Suponha que o resultado foi provado para o número natural p− 1 e R(p− 1) é residual.

Dado f ∈ R(p−1), pela Proposição 5.14 existe uma vizinhança U(f) de f em Sympk(I×M)

tal que d(Γ(f, p− 1); Γ(g, p− 1)) ≤ 2−(`+1), para toda g ∈ U(f). Seja

R(f, p, `) =

g ∈ U(f);

Fp(g) >∩ ∆M , ∂Fp(g) >∩ ∆M e
Gp(g) >∩ WN

λ , para λ = 1, . . . , kN , nos
pontos de C(f, p− 1, `).

 .

Pelo item (a) do Teorema C.13 e pela Proposição 5.17, R(f, p, `) é aberto e denso em U(f).
Sejam

R(p, `) =
⋃

f∈R(p−1)

R(f, p, `)

e

R∗(p) =

( ⋂
`∈Z+

R(p, `)

)
∩R(p− 1).

Pela hipótese de indução, R(p− 1) é residual e portanto, R(p, `) é aberto e denso e R∗(p) é
residual em Sympk(I ×M).

Agora, sejam g ∈ U(f) e (t, q) ∈ C(g, p− 1, j). Então,

2−` ≤ d((t, q); Γ(g, p− 1)) ≤ d((t, q); Γ(f, p− 1)) + d(Γ(f, p− 1); Γ(g, p− 1))

≤ d((t, q); Γ(p, f)) + 2−(`+1).

Logo, d((t, q); Γ(f, p− 1)) ≥ 2−(`+1) e assim, (t, q) ∈ C(f, p− 1, `+ 1). Portanto, temos que
C(g, p− 1, `) ⊂ C(f, p− 1, `+ 1). Logo, R(p, `+ 1) ⊂ R(p, `), onde

R(p, `) =

g ∈ Sympk(I ×M);

Fp(g) >∩ ∆M , ∂Fp(g) >∩ ∆M e
Gp(g) >∩ WN

λ , para λ = 1, . . . , kN , nos
pontos de C(g, p− 1, `).

 .

Resulta que

R∗(p) =

( ⋂
`∈Z+

R(p, `+ 1)

)
∩R(p− 1) ⊆

( ⋂
`∈Z+

R(p, `)

)
∩R(p− 1) = R(p).
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Assim R(p) contém a interseção de dois conjuntos residuais, e portanto, é residual em
Sympk(I ×M).



Apêndice A

Complexificação de espaços vetoriais

No que se segue, uma aplicação f : V → V do espaço vetorial V é R-linear se ela é linear em
relação à multiplicação por escalar de números reais em V . Nos mesmos termos, diremos que
a aplicação f é C-linear se ela for linear em relação à multiplicação por escalar de números
complexos em V .

Definição A.1. Seja V um espaço vetorial complexo. Uma forma real em V é um subes-
paço V0 ⊂ V tal que

V = V0 ⊕ iV0.

Definição A.2. Seja V um espaço vetorial real de dimensão finita. A complexificação de
V é um par (V C, ψ), onde V C é um espaço vetorial complexo e ψ : V → V C é uma aplicação
R-linear injetiva na qual a imagem V0 = ψ(V ) é uma forma real em V C.

Dada uma complexificação (V C, ψ) de um espaço vetorial V , a multiplicação por um
número complexo fica, então, definida da seguinte maneira:

(a+ bi) · (u+ iv) = (au− bv) + i(bu+ av),

onde a+ bi ∈ C e u+ iv ∈ V C, com a, b ∈ R e u, v ∈ V0 = ψ(V ).
Um dos principais resultados sobre complexificação de espaços vetoriais é a proposição

seguinte da qual resulta um corolário que nos diz que, a menos de isomorfismo, existe uma
única complexificação de um espaço vetorial V .

Proposição A.3. Seja V um espaço vetorial real, (V C, ψ) uma complexificação de V e W
um espaço vetorial complexo. Então, dada uma aplicação R-linear f : V → W existe uma
única aplicação C-linear f̃ : V C → W tal que o diagrama a seguir é comutativo:

101
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V C

f̃

!!

V

ψ

OO

f
//W

Em particular, se f é injetora, então f̃ é um isomorfismo sobre sua imagem.

Demonstração. Como (V C, ψ) é uma complexificação de V , temos que ψ é um isomorfismo
linear sobre sua imagem e V C = V0 ⊕ iV0, onde V0 = ψ(V ). Assim, definiremos a aplicação
f̃ da seguinte maneira: para todo u+ iv ∈ V0 ⊕ iV0 = V C, colocamos

f̃(u+ iv) = f(ψ−1(u)) + if(ψ−1(v)).

Notemos que f̃ está bem definida. Para ver isso, sejam u1 + iv1 = u2 + iv2. Então,
u1 = u2, v1 = v2 e

f̃(u1 + v1) = f(ψ−1(u1)) + if(ψ−1(v1)) = f(ψ−1(u2)) + if(ψ−1(v2)) = f̃(u2 + iv2).

Além disso, f̃ é C-linear. De fato, dados u1 + iv1, u2 + iv2 ∈ V C temos

f̃((u1 + iv1) + (u2 + iv2)) = f̃((u1 + u2) + i(v1 + v2))

= f(ψ−1(u1 + u2)) + if(ψ−1(v1 + v2))

= f(ψ−1(u1) + ψ−1(u2)) + if(ψ−1(v1) + ψ−1(v2))

= f(ψ−1(u1)) + f(ψ−1(u2)) + if(ψ−1(v1)) + if(ψ−1(v2))

= [f(ψ−1(u1)) + if(ψ−1(v1))] + [f(ψ−1(u2)) + if(ψ−1(v2))]

= f̃(u1 + iv1) + f̃(u2 + iv2)

Sejam a+ bi ∈ C e u+ iv ∈ V C. Então, temos que

f̃((a+ bi)(u+ iv)) = f̃((au− bv) + i(bu+ av))

= f(ψ−1(au− bv)) + if(ψ−1(bu+ av))

= f(aψ−1(u)− bψ−1(v)) + if(bψ−1(u) + aψ−1(v))

= af(ψ−1(u))− bf(ψ−1(v)) + bif(ψ−1(u)) + aif(ψ−1(v))

= af(ψ−1(u)) + bi2f(ψ−1(v)) + bif(ψ−1(u)) + aif(ψ−1(v))

= a[f(ψ−1(u)) + if(ψ−1(v))] + bi[f(ψ−1(u)) + if(ψ−1(v))]

= af̃(u+ iv) + bif̃(u+ iv)

= (a+ bi)f̃(u+ iv),
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onde todas as passagem se justificam pelo fato de f e ψ−1 : V0 → V serem R-lineares.
Portanto, f̃ é C-linear.

Dado u ∈ V , temos

f̃(ψ(u)) = f̃(ψ(u) + i0) = f̃(ψ(u) + iψ(0))

= f(ψ−1(ψ(u))) + if(ψ−1(ψ(0))) = f(u) + if(0) = f(u).

Isso mostra que o diagrama é comutativo.
Finalmente, para mostrar a unicidade, seja g : V C → W uma aplicação satisfazendo as

condições da proposição. Então, g é C-linear e para todo u ∈ V temos que

(g ◦ ψ)(u) = f(u) = (f̃ ◦ ψ)(u),

ou seja, (g− f̃)(ψ(u)) = 0 para todo u ∈ V . Como ψ é um isomorfismo sobre V0, segue que
(g− f̃)(v) = 0 para todo v ∈ V0. Mas, V C = V0⊕ iV0. Logo, como g− f̃ é C-linear, obtemos

(g − f̃)(u+ iv) = (g − f̃)(u) + i(g − f̃)(v) = 0,

para todo u+ iv ∈ V C = V0 ⊕ iV0. Portanto, g − f̃ = 0 e assim, g = f̃ .

Corolário A.4. Sejam (V C
1 , ψ1) e (V C

2 , ψ2) complexificações de um espaço vetorial V . En-
tão, existe um único isomorfismo C-linear φ : V C

1 → V C
2 tal que o seguinte diagrama é

comutativo:
V C

1

φ
// V C

2

V
ψ1

``

ψ2

>>

Demonstração. Pela proposição anterior, existe uma única aplicação C-linear φ : V C
1 → V C

2

tal que o diagrama acima é comutativo. Mais ainda, como ψ2 é injetora, segue que φ é um
isomorfismo sobre sua imagem. Mas, sendo ψ1(V ) = V1, temos que

φ(V C
1 ) = φ(V1 ⊕ iV1) = ψ2(ψ−1

1 (V1))⊕ iψ2(ψ−1
1 (V1)) = ψ2(V )⊕ iψ2(V ) = V C

2 .

Logo, φ é um isomorfismo entre V C
1 e V C

2 .

Pelo Corolário A.1, segue existe apenas uma complexificação, a menos de isomorfismo,
de um espaço vetorial V . Assim, consideremos o espaço vetorial complexo V C = V ⊕ iV e
aplicação de inclusão i : V → V C. Então, o par (V C, i) é uma complexificação de V chamada
de complexificação canônica de V .
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A partir de agora, quando nos referirmos a uma complexificação de V estaremos nos
referindo à complexificação canônica.

Exemplo A.5. Seja V = R2n. Então, a complexificação de R2n é o espaço

(
R2n
)C

= R2n ⊕ iR2n = C2n,

das 2n-uplas de números complexos.

Definição A.6. Seja V um espaço vetorial, V C a complexificação de V e Φ : V → V um
transformação linear de V . Definimos a complexificação de Φ com sendo a transformação
linear ΦC : V C → V C definida por

ΦC(u+ iv) = Φ(u) + iΦ(v),

onde u+ iv ∈ V C.
Da mesma forma, se ω : V × V → R é forma bilinear em V , então a complexificação

de ω é definida com sendo a forma bilinear ωC : V C × V C → C dada por

ωC(u1 + iv1, u2 + iv2) = [ω(u1, u2)− ω(v1, v2)] + i [ω(u1, v2) + ω(v1, u2)] ,

onde u1 + iv1, u2 + iv2 ∈ V C.

A proposição seguinte mostra que a maioria das características relevantes de transfor-
mações lineares e formas bilineares são preservadas sob a operação de complexificação.

Proposição A.7. Sejam V um espaço vetorial, Φ,Ψ : V → V transformações lineares,
ω : V × V → R um forma bilinear sobre V e V C sua complexificação. Nessas condições,
temos

(i) (Φ ◦Ψ)C = ΦC ◦ΨC;

(ii) se ω é simétrica, então ωC é simétrica;

(iii) se ω é alternada, então ωC é alternada;

(iv) se (V, ω) é um espaço vetorial simplético, então (V C, ωC) também é um espaço vetorial
simplético;

(v) se Φ : (V, ω)→ (V, ω) é simplética, então ΦC : (V C, ωC)→ (V C, ωC) também é simplética.

Demonstração. Os item (i), (ii) e (iii) decorrem diretamente da Definição A.3.

(iv) Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético. Então, ω é alternada e não-degenerada.
Pelo item (iii), segue que ωC é alternada. Resta provar que ωC é não-degenerada.
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Sejam {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} uma base simplética de V e u + iv ∈ V C tal que
ωC(u+iv, u1 +iv1) = 0, para todo u1 +iv1 ∈ V C. Então, tomando em particular, ej, fj ∈ V C,
obtemos da Definição A.3 que

0 = ωC(u+ iv, ej) = ω(u, ej) + iω(v, ej) = −uj+n − ivj+n,

0 = ωC(u+ iv, fj) = ω(u, fj) + iω(v, fj) = uj + ivj,

para todo j = 1, . . . , n, onde os uj e vj são as coordenadas de u e v, respectivamente, na base
simplética. Assim, obtemos que uk = vk = 0 para todo k = 1, . . . , 2n, ou seja, u + iv = 0.
Logo, ωC é não-degenerada e portanto, é uma forma simplética em V C.

(v) Seja (V, ω) um espaço simplético e Φ : V → V uma transformação linear simplética,
ou seja, vale ω(Φu,Φv) = ω(u, v) para todo u, v ∈ V . Dados, u1 + iv1, u2 + iv2 ∈ V C, temos

ωC(ΦC(u1 + iv1),ΦC(u2 + iv2)) = ωC(Φu1 + iΦv1,Φu2 + iΦv2)

= ω(Φu1,Φu2)− ω(Φv1,Φv2) + i [ω(Φu1,Φv2) + ω(Φv1,Φu2)]

= ω(u1, u2)− ω(v1, v2) + i [ω(u1, v2) + ω(v1, u2)]

= ωC(u1 + iv1, u2 + iv2),

e portanto, ΦC : V C → V C é uma transformação linear simplética.

Consideremos agora uma transformação linear Φ : V → V com autovalor complexo λ e Vλ
o seu autoespaço real. Indiquemos com V C

λ ⊆ V C o autoespaço complexo de λ. Mostraremos
agora que V C

λ = Vλ ⊕ iVλ, isto é, V C
λ é , de fato, a complexificação do subespaço Vλ.

Proposição A.8. Sejam Φ : V → V uma transformação linear com autovalor complexo
λ = a + bi, com b 6= 0, e Vλ o seu autoespaço real. Se V C

λ é o autoespaço complexo de λ,
então V C

λ = Vλ ⊕ iVλ, isto é, V C
λ é a complexificação de Vλ.



Apêndice B

Noções da teoria de variedades

Faremos nesse apêndice um resumo dos principais conceitos e resultados sobre a teoria de
variedades diferenciáveis que precisaremos para estabelecer a teoria de variedades simpléti-
cas. Para uma exposição mais detalhada sobre os assuntos tratados aqui, ver [1], [18], [19]
e [5].

B.1 Fibrados em uma variedade

Comecemos com uma variedade diferenciável Mn de dimensão n e um sistema de coordena-
das locais (x1, . . . , xn) centrado em p ∈ M . O espaço vetorial tangente a M no ponto p
é o conjunto TpM de todas as derivações v : C∞(M)→ R no ponto p, da forma

v(f) =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

f,

onde C∞(M) é o conjunto de todas as funções f : M → R de classe C∞. Lembremos que
uma derivação em p, Dp : C∞(M) → R, é um funcional linear que satisfaz a condição
adicional de que Dp(fg) = Dp(f)g(p) + f(p)Dp(g) quaisquer que sejam f, g ∈ C∞(M). O

conjunto

{
∂

∂x1

∣∣∣∣
p

, . . . ,
∂

∂xn

∣∣∣∣
p

}
é uma base de TpM .

Dado o espaço vetorial tangente TpM à variedade M no ponto p, definimos o espaço
vetorial cotangente T ∗pM como sendo o dual do espaço tangente TpM :

T ∗pM = (TpM)∗.

O fibrado tangente da variedade M é conjunto TM formado pela união disjunta dos
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espaços tangentes em todos os pontos de M :

TM =
∐
p∈M

TpM.

Embora os elementos de TM sejam vetores da forma v =
n∑
j=1

vj
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

, normalmente os

indicamos por pares ordenados (p, v), onde p ∈M e v ∈ TpM . Essa notação permite definir
de forma natural uma projeção π : TM →M , que associa cada vetor de TpM ao ponto base
p ∈M do espaço tangente, isto é, π(p, v) = p.

Dado um sistema de coordenadas locais (x1, . . . , xn) centrado em p, é possível mostrar
que este induz em TM um sistema de coordenadas (x1, . . . , xn, v1, . . . , vn) em TM , dando
ao mesmo uma estrutura de variedade diferenciável de dimensão 2n. (Ver [18], Proposição
3.18, p. 66.)

Da mesma forma, definimos o fibrado cotangente da variedade M como sendo o con-
junto T ∗M formado pela união disjunta dos espaços cotangentes T ∗pM em todos os pontos
de M :

T ∗M =
∐
p∈M

T ∗pM.

Os elementos de T ∗M são os pares ordenados (p, ϕ), onde p ∈ M e ϕ ∈ T ∗pM . O fibrado
cotangente também admite uma projeção natural π∗ : T ∗M → M dada por π∗(p, ϕ) = p.
Um elemento de T ∗M também é chamado de tensor covariante de ordem 1.

Seja p ∈M e consideremos a operação ⊗ de produto tensorial definida por

(ϕ1 ⊗ ϕ2)(v1, v2) = ϕ1(v1)ϕ2(v2), ∀v1, v2 ∈ TpM,

onde ϕ1, ϕ2 ∈ T ∗pM . Os elementos ϕ1 ⊗ ϕ2 geram um espaço vetorial, denotado por
T ∗pM ⊗ T ∗pM ou T 2(T ∗pM), e chamado de produto tensorial de ordem 2 sobre M . Os
elementos de T 2(T ∗pM) são chamados de tensores covariantes de ordem 2. Dada a base
dual {dx1, . . . , dxn} de T ∗pM , o conjunto {dxi ⊗ dxj}1≤i,j≤n é uma base de T 2(T ∗pM).

O fibrado tensorial de ordem 2 sobre M é definido como sendo o conjunto T 2(T ∗M)

formado pela união disjunta dos produtos tensoriais de ordem 2 em todos os pontos de M :

T 2(T ∗M) =
∐
p∈M

T 2(T ∗pM).

Em T 2(T ∗M) também definimos a projeção π∗∗ : T 2(T ∗M) → M dada por π∗∗(p, ω) = p,
onde (p, ω) ∈ T 2(T ∗M), com ω ∈ T 2(T ∗pM).
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Observemos que em todos fibrados definidos na variedade M todos têm em comum uma
projeção natural π e o fato de que a imagem inversa π−1(p) da projeção natural por um
ponto de M é um espaço vetorial. Em geral, temos a seguinte definição:

Definição B.1. Seja M um espaço topológico. Um fibrado vetorial real de ordem k

sobre M é um espaço topológico E com uma aplicação sobrejetora π : E →M satasfazendo
as seguintes condições:

(i) Para todo p ∈M , a fibra Ep = π−1(p) é um espaço vetorial real de dimensão k;

(ii) Para todo p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊆ M de p e um homeomorfismo
Ψ : π−1(U)→ U × Rk (chamado de trivialização local de E sobre U) tal que:

• πU ◦Ψ = π, onde πU : U × Rk → U é a projeção na primeira coordenada;
• Para cada p ∈ U , a restrição de Ψ|Ep é um isomorfismo linear entre Ep e {p}×Rk ' Rk.

O espaço E é chamado de espaço total do fibrado vetorial, M é chamado de base e π
é a projeção. Em geral, denota-se o fibrado vetorial pela notação de função π : E →M ou
simplesmente por E →M .

Se M é uma variedade diferenciável, então diremos que o fibrado π : E →M é de classe
C∞ se π e a trivialização local Ψ são aplicações de classe C∞. Consideraremos apenas este
caso.

Um subfibrado de E é um subespaço topológico F ⊆ E tal que existe uma projeção
natural de F em M dada pela restrição πF = π|F : F → M da projeção de E e o conjunto
π−1
F (p) = F ∩ π−1(q) é um subespaço vetorial de π−1(p), para todo p ∈M .
Uma seção de E é uma aplicação diferenciável σ : M → E tal que π ◦ σ = idM . Isso

significa que, dado p ∈ M , σ(p) é um elemento do espaço vetorial π−1(p). O conjunto das
seções de E será denotado por Γ(E).

Dado um fibrado vetorial π : E →M , existe uma inclusão natural i : M ↪→ E dada por
i(p) = (p, 0). O conjunto E0 = i(M) é chamado de seção zero do fibrado vetorial E.

B.2 Campos vetoriais

Um campo vetorial de classe Ck em M é uma seção Ck do fibrado tangente, ou seja, é
uma aplicação de classe Ck, X : M → TM , que associa a cada q ∈M um vetor X(q) ∈ TqM
e que satisfaz a condição π ◦X = idM , onde π é a projeção do fibrado tangente. Dado um
sistema de coordenadas locais (U ;x1, . . . , xn), um campo vetorial X é uma aplicação da
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forma

X(p) =
n∑
i=1

Xi(p)
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

,

para todo p ∈M . Isso define funções Xi : U ⊆M → R de classe Ck chamadas de funções-
coordenada do campo vetorial X na carta local (U ;x1, . . . , xn).

O conjunto de todos os campos vetoriaisX : M → TM é um espaço vetorial sobre R e um
módulo sobre o anel C∞(M) das funções de classe C∞ emM , o qual denotaremos por X(M).

Sejam Mm, Nn duas variedades, f : M → N uma função diferenciável e X : M →
TM um campo vetorial em M . Se existir um campo vetorial Y : N → TN tal que
Yf(p) = df(p)(Xp) para todo p ∈ M , dizemos que os campos X e Y estão relacionados
pela função f ou que são f-relacionados. Quando f é um difeomorfismo, o campo Y

existe e é único.
Sejam (x1 . . . , xn) um sistema de coordenadas locais, f ∈ C∞(M) e X : M → TM um

campo vetorial de classe C∞ em M . Então, a ação de X sobre f nos dá uma nova função
Xf ∈ C∞(M) definida por

Xf(p) =
n∑
i=1

Xi(p)
∂f

∂xi
(p) = df(p) ·X(p),

para todo p ∈ M . Dessa forma, o campo X pode ser visto como uma aplicação de C∞(M)

em C∞(M), a qual satisfaz a condição

X(fg) = (Xf)g + f(Xg)

para todo f, g ∈ C∞(M). Ou seja, X é uma derivação global1 em C∞(M).

Dados dois campos vetoriais X, Y : M → TM , obtemos um aplicação XY : M → TM

através da igualdade XY f = X(Y f), para toda f ∈ C∞(M). Em geral, XY não é um
campo vetorial deM , mas podemos obter um novo campo vetorial a partir de X e Y , o qual
denotamos por [X, Y ], através da expressão

[X, Y ] = XY − Y X.

Esse novo campo vetorial é chamado de colchete de Lie dos campos X e Y .
O colchete de Lie entre dois campos vetoriais X, Y ∈ X(M) mede a comutatividade entre

X e Y . É claro que, se X e Y comutam, então [X, Y ] = 0. Nesse caso, XY : M → TM

determina um campo vetorial em M .
1Diferente de uma derivação em um ponto p, que associa uma função f ∈ C∞(M) a um número real.
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Sejam M,N variedades diferenciáveis, ψ : M → N um difeomorfismo, X ∈ X(M) e
Y ∈ X(N). Definimos o pull-back de Y pelo difeomorfismo ψ como sendo o campo vetorial
ψ∗Y : M → TM dado por

ψ∗Y (p) = dψ−1(ψ(p)) · Y (ψ(p)), ∀p ∈M (B.1)

Da mesma forma, definimos o push-forward de X pelo difeomorfismo ψ como sendo o
campo vetorial ψ∗X : N → TN dado por

ψ∗X(p) = dψ(ψ−1(p)) ·X(ψ−1(p)), ∀p ∈ N (B.2)

B.2.1 Curvas integrais e fluxo

Associado a todo campo vetorial X ∈ X(M) em uma variedade M , estão os conceitos de
curva integral e fluxo, os quais definiremos agora.

Um caminho γ : R → M é uma curva integral de X no ponto p0 ∈ M se satisfaz as
condições {

γ̇(t) = X(γ(t)), ∀t ∈ R
γ(0) = p0

(B.3)

Dado um sistema de coordenadas locais (U ;x1, . . . , xn) centrado em p0, sejam

γ(t) = (γ1(t), . . . , γn(t)) e X =
n∑
j=1

Xj
∂

∂xj
nesse sistema. Então, localmente a equação

(B.3) se traduz por um sistema de equações diferenciais de primeira ordem
γ̇1 = X1(γ1, . . . , γn)

...
γ̇n = Xn(γ1, . . . , γn)

(B.4)

Assim, as curvas integrais são locamente obtidas como soluções de uma EDO de primeira
ordem, as quais sempre existem pois X é de classe C∞.

Geometricamente, as curvas integrais descrevem a evolução de uma partícula na vari-
edade M , a princípio fixada no ponto p0 em t = 0, com o passar do tempo pela ação do
campo X. Podemos então pensar no comportamento da variedade M inteira na presença
de X, isto é, como a variedade M “flui” no tempo pela ação de X. Isso nos dá a idéia de
fluxo de campos vetoriais.

SejaX ∈ X(M) um campo vetorial emM . O fluxo deX é uma aplicação ψ : R×M →M
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tal que ψ(t, p) = ψt(p) e que satisfaz as relações
d

dt
ψt = X ◦ ψt

ψ0 = id

. (B.5)

Em geral, o fluxo não é definido em todo R ×M . Isso é visto em coordenadas locais
aplicando o Teorema Fundamental das Equações Diferenciais Ordinárias Autônomas (ver
[18], p. 664).

Definimos o domínio do fluxo DX de um campo vetorial X ∈ X(M) como sendo um
subconjunto de R×M que serve de domínio para o fluxo ψX de X e tem a propriedade de
que para, todo p ∈M , o conjunto

D(p) = {t ∈ R; (t, p) ∈ D}

é um intervalo aberto contendo 0 e é domínio para a curva integral γ : D(p) →M satisfazendo
a condição inicial γ(0) = p.

B.2.2 Derivadas de Lie

Estenderemos agora o conceito de derivada direcional para funções definidas em variedades
e campos vetoriais. Sabemos do Cálculo Avançado que, dada uma função f : Rn → R ou um
campo vetorial Y : Rn → Rn, a derivada direcional em p ∈ Rn na direção do vetor v ∈ Rn é
definida como sendo o limite

∂f

∂v
(p) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

f(p+ tv) = lim
t→0

f(p+ tv)− f(p)

t
(B.6)

e
∂Y

∂v
(p) =

d

dt

∣∣∣∣
t=0

Y (p+ tv) = lim
t→0

Y (p+ tv)− Y (p)

t
. (B.7)

Essas expressões fazem sentido devido a estrutura de espaço vetorial em Rn e a identifi-
cação natural TpRn ' Rn, para todo p ∈ Rn. O mesmo não é verdade para uma variedade
diferenciável M qualquer. Isso pode ser visto facilmente, uma vez que em geral, uma va-
riedade não tem uma estrutura de espaço vetorial e portanto, a expressão p + tv não faz
sentido. Além disso, na escolha de um vetor v para a direção devemos levar em conta em
qual espaço tangente este vetor está. De fato, não temos liberdade para dizer “a derivada
direcional de f ou de Y no ponto p e na direção de v”, pois v pode não pertencer ao espaço
tangente à variedade no ponto p.

Para resolver esse problema, usamos um campo vetorial X ∈ X(M) no lugar do vetor
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v. Considerando o fluxo de ψXt : DX → M de X, definimos a derivada de Lie de f no
ponto p e na direção de X como sendo número

(LXf)(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ψXt )∗f(p). (B.8)

Resolvendo essa derivada em t, obtemos que (LXf)(p) = Xf(p). Portanto, temos que

LXf = Xf. (B.9)

Da mesma forma, definimos a derivada de Lie de Y no ponto p na direção de X
como sendo o vetor

(LXY )(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ψXt )∗Y (p). (B.10)

B.2.3 Relação entre derivada e colchete de Lie

Nessa seção provaremos que localmente, a derivada de Lie de um campo vetorial Y na direção
de um campo X em uma variedade M é igual ao colchete de Lie [X, Y ].

Comecemos com uma variedade M e dois campos de vetores X, Y ∈ X(M) cujos fluxos
são, respectivamente, ψXt e ψYt . Dado um sistema de coordenadas locais (U ;x1, . . . , xn)

escrevemos ψXt = (ψXt1 , . . . , ψ
X
tn), ψYt = (ψYt1, . . . , ψ

Y
tn), X =

n∑
i=1

Xi
∂

∂xi
e Y =

n∑
i=1

Yi
∂

∂xi
nesse

sistema.
Seja f ∈ C∞(M) uma função qualquer de classe C∞. Então,

[X, Y ]f = (XY − Y X)f = X(Y f)− Y (Xf) = X

(
n∑
i=1

Yi
∂f

∂xi

)
− Y

(
n∑
i=1

Xi
∂f

∂xi

)

=
n∑
j=1

n∑
i=1

(
Xj

∂Yi
∂xj

∂f

∂xi
+XjYi

∂2f

∂xj∂xi

)
−

n∑
j=1

n∑
i=1

(
Yj
∂Xi

∂xj

∂f

∂xi
+ YjXi

∂2f

∂xj∂xi

)

=
n∑
j=1

n∑
i=1

(
Xj

∂Yi
∂xj

∂f

∂xi
− Yj

∂Xi

∂xj

∂f

∂xi

)
=

n∑
i=1

(
n∑
j=1

Xj
∂Yi
∂xj
− Yj

∂Xi

∂xj

)
∂

∂xi
f.

Como a última igualdade vale para toda f ∈ C∞(M), segue que

[X, Y ] =
n∑
i=1

(
n∑
j=1

Xj
∂Yi
∂xj
− Yj

∂Xi

∂xj

)
∂

∂xi
, (B.11)

em todos os pontos de U .
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Agora, provaremos nossa afirmação mostrando que a derivada de Lie

LXY =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ψXt )∗Y

é igual a (B.9). Lembremos que

(ψXt )∗Y (p) = dψX−t(ψ
X
t (p)) · Y (ψXt (p)).

Mas,

dψX−t(ψ
X
t (p)) =


∂ψX−t1
∂x1

(ψXt (p)) . . .
∂ψX−t1
∂xn

(ψXt (p))

... . . . ...
∂ψX−tn
∂x1

(ψXt (p)) . . .
∂ψX−tn
∂xn

(ψXt (p))

 .

Escrevendo Y (ψXt (p)) como vetor-coluna

Y (ψXt (p)) =


Y1(ψXt (p))

...
Yn(ψXt (p))


obtemos

dψX−t(ψ
X
t (p)) · Y (ψXt (p)) =



n∑
i=1

Yi(ψ
X
t (p))

∂ψX−t1
∂xi

(ψXt (p))

...
n∑
i=1

Yi(ψ
X
t (p))

∂ψX−tn
∂xi

(ψXt (p))


=

n∑
j=1

(
n∑
i=1

Yi(ψ
X
t (p))

∂ψX−tj
∂xi

(ψXt (p))

)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

.

Assim,

(LXY )(p) =
d

dt

∣∣∣∣
t=0

dψX−t(ψ
X
t (p)) · Y (ψXt (p))

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

n∑
j=1

(
n∑
i=1

Yi(ψ
X
t (p))

∂ψX−tj
∂xi

(ψXt (p))

)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

=
n∑
j=1

[
n∑
i=1

d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
Yi(ψ

X
t (p))

∂ψX−tj
∂xi

(ψXt (p))

)]
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

.
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Notemos que
∂ψX0j
∂xi

=
∂xj
∂xi

= δij e que
d

dt

∂

∂xi
ψXt =

∂

∂xi

d

dt
ψXt , uma vez que o fluxo é uma

aplicação ψ : DX ⊆ R ×M → M de classe C∞ tal que ψX0 = id. Portanto, aplicando as
regras do produto e da cadeia na expressão acima, obtemos

(LXY )(p) =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

dYi(p) ·X(p) · ∂xj
∂xi
−

n∑
i=1

Yi(p)
∂Xj

∂xi
(p)

)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

=
n∑
j=1

(
n∑
i=1

dYi(p) ·X(p) · δij −
n∑
i=1

Yi(p)
∂Xj

∂xi
(p)

)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

=
n∑
j=1

(
dYj(p) ·X(p)−

n∑
i=1

Yi(p)
∂Xj

∂xi
(p)

)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

Agora, notando que dYj(p) =
n∑
i=1

∂Yj
∂xi

(p)dxi, temos que

dYj(p) ·X(p) =
n∑
i=1

∂Yj
∂xi

(p)Xi(p).

Portanto,

(LXY )(p) =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

Xi(p)
∂Yj
∂xi

(p)−
n∑
i=1

Yi(p)
∂Xj

∂xi
(p)

)
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

= [X, Y ](p),

por (B.9). Como isso vale para todo p ∈ U , segue que LXY = [X, Y ].

B.3 Formas diferenciais

Uma forma diferencial de grau 1 ou 1-forma em M é uma seção do fibrado cotangente
T ∗M , ou seja, é uma aplicação ω : M → T ∗M que associa a cada q ∈M um funcional linear
ω(q) : TqM → R. Em coordenadas locais (x1, . . . , xn), ω é expressa na forma

ω =
n∑
i=1

aidxi,

onde os ai : M → R funções diferenciáveis definidas na variedade M .
A forma ω será de classe Ck se as funções coordenadas ai forem de classe Ck em qualquer

sistema de coordenadas. Trataremos apenas das formas de classe C∞. O conjunto das formas
de classe C∞ e grau 1 é um espaço vetorial, o qual denotaremos por Ω1(M).

Uma forma diferencial de grau 2 ou 2-forma em M é uma seção do subfibrado
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Λ2(T ∗M), ou seja, é uma aplicação ω : M → T 2(T ∗M) tal que ω(q) é uma forma alternada
de grau 2 e π∗∗ ◦ ω = idM . Em coordenadas locais (x1, . . . , xn), a forma ω é dada por

ω =
∑
i<j

aijdxi ∧ dxj,

onde ∧ é o produto exterior de formas.
O conjunto das formas de classe C∞ e grau 2 é um espaço vetorial o qual denotaremos

por Ω(Λ2(T ∗M)) ou simplesmente Ω2(M), quando não houver confusão.
Em geral, tem-se as formas diferenciais de classe C∞ e grau k (k ≥ 1) ou k-formas emM

que são seções C∞ dos subfibrados Λk(T ∗M) de T k(T ∗M). Elas formam um espaço vetorial
denotado por Ωk(M). As formas diferenciais de classe C∞ e grau 0 são as funções de classe
C∞ definidas em M . A expressão de uma forma ω ∈ Ωk(M) em um sistema de coordenadas
locais (U ;x1, . . . , xn) é

ω =
∑
I

aIdxI ,

onde I = {i1 < . . . < ik} ⊂ {1, . . . , n}, dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik e aI : M → R são funções de
classe C∞.

Dadas duas formas diferenciais α ∈ Ωk(M) e β ∈ Ωm(M) vamos definir um produto
entre essas formas de modo a obter uma forma diferencial em Ωk+m(M). Para isso, sejam

α =
∑
I

αIdxI e β =
∑
J

βJdxJ

as representações em coordenadas locais de α e β, respectivamente. Então, damos a seguinte
definição:

Definição B.2. Definimos o produto exterior de formas em Ωk(M) por formas em Ωm(M)

como sendo a aplicação bilinear anti-simétrica ∧ : Ωk(M)× Ωm(M)→ Ωk+m(M) dada, em
coordenadas locais, por

α ∧ β =
∑
I,J

αIβJdxI ∧ dxJ .

SejamMn eNm variedades diferenciáveis e f : M → N uma aplicação diferenciável. Para
cada número natural k ≤ min {m,n}, associamos um homomorfismo linear f ∗ : Ωk(N) →
Ωk(M) tal que

(f ∗ω)p(v1, . . . , vk) = ωf(p)(df(p) · v1, . . . , df(p) · vk),

para todo p ∈ M e toda k-forma ω ∈ Ωk(N). A aplicação f ∗ assim definida é chamada de
pull-back da forma ω pela aplicação f .

Proposição B.3. Seja f : M → N uma aplicação de classe Ck entre duas variedades M e
N . Então, o pull-back f ∗ : Ωk(N)→ Ωk(M) satisfaz as seguintes propriedades:
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(a) f ∗ é linear sobre R;

(b) f ∗(ω1 ∧ ω2) = (f ∗ω1) ∧ (f ∗ω2), para quaisquer ω1, ω2 ∈ Ωk(N);

(c) Em um sistema de coordenadas locais (U ; y1, . . . , yn) em N , temos que

f ∗

(∑
J

aJdxj1 ∧ . . . ∧ dxjk

)
=
∑
J

(aJ ◦ f)d(xj1 ◦ f) ∧ . . . ∧ d(xjk ◦ f),

onde J = {j1 < . . . < jk}.

Definição B.4. A diferencial exterior é a única aplicação linear d : Ωk(M)→ Ωk+1(M)

com as seguintes propriedades:

(i) d ◦ d = 0;

(ii) dadas ω ∈ Ωk(M) e η ∈ Ωl(M), temos que

d(ω ∧ η) = dω ∧ η + (−1)kω ∧ dη.

(iii) dadas f : M → N de classe Ck, entre duas variedades M e N , e ω ∈ Ωk(N), temos que

f ∗dω = d(f ∗ω).

(iv) se f ∈ Ω0(M) = C∞(M), então df é a diferencial de f , a qual é dada por

df(X) = Xf

para qualquer campo vetorial X ∈ X(M).

Dado um sistema de coordenadas locais (U ;x1, . . . , xn), uma forma de grau k é expressa
nesse sistema

ω =
∑
I

aIdxI

nesse sistema, onde I = {i1 < . . . < ik} ⊂ {1, . . . , n} e dxI = dxi1 ∧ . . . ∧ dxik , a diferencial
exterior de ω é dada por

dω =
∑
I

daI ∧ dxI ,

onde daI é a diferencial da função aI : M → R e portanto, uma forma de grau 1.

Definição B.5. Uma forma diferencial ω ∈ Ωk(M) é dita fechada se dω = 0. Diremos que
ω é exata se existe uma forma β ∈ Ωk−1(M) tal que ω = dβ.
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Sejam Zk(M) e Bk(M), respectivamente, o conjunto das formas fechadas e exatas de grau
k em M . Ambos Bk(M) e Zk(M) são subespaços vetoriais de Ωk(M) e Bk(M) ⊂ Zk(M).

Definição B.6. Defina o grupo de cohomologia de De Rham de ordem k de M com
sendo espaço vetorial quociente

Hk(M) :=
Zk(M)

Bk(M)
.

Os elementos de Hk(M) são as classes de equivalência [ω] com a propriedade de que se
ω0 ∈ [ω], então

ω − ω0 = dµ0,

para alguma (k − 1)-forma µ0. Ou seja, a diferença ω − ω0 é um forma exata. É claro que
se 0 ∈ [ω], então toda forma ω0 ∈ [ω] é exata.

B.4 Subvariedades e vizinhança tubular

B.4.1 Variedades riemannianas

Seja M uma variedade diferenciável de dimensão n. Uma métrica riemanniana em M é
uma aplicação g : M → T 2(T ∗M) de classe C∞ que associa a cada ponto p ∈M um produto
interno gp em TpM .

Uma variedade riemanniana é uma par (M, g), onde g é uma métrica riemanniana
em M .

Dado um sistema de coordenadas locais (U ;x1, . . . , xn), a métrica g é escrita em geral
como o tensor de ordem 2

gp =
n∑

i,j=1

gij(p)dxi ⊗ dxj, (B.12)

onde (gij(p)) é uma matriz simétrica e positiva definida relativamente à base de TpM induzida
pelo sistema de coordenadas (U ;x1 . . . , xn).

Um fato importante é que toda variedade diferenciável (de classe C∞) M admite uma
métrica riemanniana. A demonstração desse fato pode ser encontrada em [14], p. 15, e [18],
p. 329. Como sabemos do espaço euclidiano, um produto interno dá origem a uma noção de
norma que, por sua vez, permite medir distâncias, ângulos, áreas, etc, nesse espaço. Assim,
o fato de que toda variedade diferenciável admite uma métrica riemanniana nos diz que
podemos fazer medições dessa natureza em qualquer variedade.

Consideremos uma métrica riemanniana g em M . Definimos a norma de um vetor
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v ∈ TpM , relativamente à métrica g, da maneira usual como sendo o número

|v| =
√
gp(v, v). (B.13)

Essa noção nos permite medir o comprimento de curvas na variedade M .
Seja γ : [a, b] ⊂ R → M é uma curva de classe C∞ em M . Definimos o comprimento

de γ relativamente à metrica g como sendo o número

L(γ) =

ˆ b

a

|γ̇(t)|dt

e por (B.11) temos que

L(γ) =

ˆ b

a

√
gγ(t)(γ̇(t), γ̇(t)) dt. (B.14)

Podemos exprimir (B.12) em coordenadas locais. Tomando a métrica g no sistema
(U ;x1, . . . , xn), a qual é representada por (B.10), temos que

L(γ) =

ˆ b

a

(
n∑

i,j=1

gij(γ(t))γ̇i(t)γ̇j(t)

)1/2

dt

Dados dois pontos p, q ∈ M , podemos ligá-los por uma curva γ : [a, b] → M , onde
γ(a) = p e γ(b) = q. Pela fórmula (B.12) podemos medir o comprimento da curva γ que
liga esses dois pontos. Sejam C([a, b],M) o conjunto de todos o caminhos diferenciáveis por
partes em M e Cp,q = {γ ∈ C([a, b],M); γ(a) = p e γ(b) = q} o conjunto dos caminhos que
ligam p e q. Então, definimos a distância entre p e q relativamente à métrica g como
sendo o número

dg(p, q) = inf
γ∈Cp,q

L(γ) (B.15)

Temos que dg define uma distância na variedade M e, mais ainda, a topologia induzida
por dg é a mesma topologia de M induzida pelo seu atlas maximal. Não provaremos isso
aqui. Notemos, no entanto, que em Rn a distância dg coincide com a distância usual. De
fato, a curva que tem o menor comprimento ligando os pontos p e q em Rn é o segmento de
reta [p, q] = {tp+ (1− t)q; 0 ≤ t ≤ 1}. Pondo γ(t) = tp+ (1− t)q, temos que γ̇(t) = p− q
e portanto

dg(p, q) = inf
γ∈Cp,q

L(γ) =

ˆ 1

0

|p− q|dt = |p− q|.

Uma curva γ que minimiza a distância entre dois pontos p e q em uma variedade M é
chamada de geodésica.
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B.4.2 Vizinhança tubular

Dadas uma variedade riemanniana (M, g) de dimensão n e S ⊆ M uma subvariedade de
dimensão k < n, definimos o espaço normal a X no ponto p ∈ X como sendo o espaço
vetorial quociente

NpS = TpM/TpS.

Dessa forma, o fibrado normal de S é o conjunto NS dado pela união disjunta dos espaços
normais em todos os pontos de S:

NS =
∐
p∈S

NpS.

O conjunto NS tem uma estrutura natural de fibrado vetorial de ordem n− k sobre S.
Dizemos que uma vizinhança U0 da seção zero de NS é convexa quando a interseção

U0 ∩NpS for convexa, para todo p ∈ S.
Seja i0 : S → NS a inclusão que identifica S com a seção zero do fibrado normal.

Teorema B.7 (Vizinhança Tubular). Sejam M uma variedade de dimensão n, S ⊂M uma
subvariedade de M de NS o seu fibrado normal. Então, existe uma vizinhança convexa U0

de S em NS, uma vizinhança U de S em M e um difeomorfismo ϕ : U0 → U tal que o
diagrama

U0
ϕ

// U

S
i0

__

i

??

é comutativo. O aberto U = ϕ(U0) é chamado de vizinhança tubular de S em M .



Apêndice C

Teoremas de transversalidade

Nesse apêndice, enunciaremos os teoremas de transversalidade usados no texto, principal-
mente no Capítulo 5, para a demonstração do Teorema da Densidade Geral. Para tanto,
necessitamos de algumas definições sobre diferenciabilidade em variedades em espaços de
Banach. Os detalhes e demonstrações dos resultados e noções aqui tratados podem ser
encontrados em [2].

Definição C.1. Sejam E e F espaços de Banach, U ⊂ E um aberto e f : U → F uma
aplicação. Dizemos que f é diferenciável (segundo Fréchet) em p ∈ U se existe uma
única transformação linear limitada Tp : E→ F tal que

lim
||h||E→0

||f(p+ h)− f(p)− Tp · h||F
||h||E

= 0.

Nesse caso, escrevemos Tp = df(p) e dizemos que df(p) é a derivada de Fréchet de f no
ponto p. Diremos que f é diferenciável se ela for diferenciável em todo ponto p ∈ U .

Considerando a derivada de f como uma aplicação df : U → L(E,F), onde L(E,F) é o
espaço das aplicações lineares limitadas de E em F, podemos questionar se df é contínua ou
mesmo diferenciável. Se df é contínua, dizemos que f é de classe C1; se df é diferenciável,
então sua derivada d(df) = d2f é uma aplicação de U em L(E, L(E,F)) ∼= L2(E,F) e nesse
caso, dizemos que f duas vezes diferenciável e que d2f é a derivada de ordem 2 de f . Mais
geralmente, temos a seguinte definição:

Definição C.2. Dizemos que uma aplicação f : U ⊂ E → F é k vezes diferenciável,
para 1 ≤ k < ∞, se existe a derivada dkf : U → Lk(E,F), onde Lk(E,F) é o espaço das
aplicações k-lineares T : E → F. Se dkf é contínua, então diremos que f é de classe Ck.
Diremos que f é de classe C∞ se f é classe Ck, para todo k ∈ N.

Definição C.3. Seja E um espaço de Banach. Uma variedade de Banach de classe Ck

é um espaço topológico Hausdorff M com um atlas maximal A = {(Uα, ϕα)}α∈L tal que

120
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(i) ϕα : Uα → ϕ(Uα) é bijetora, para todo α ∈ L;

(ii) ϕα(Uα) é aberto em E, para todo α ∈ L e

(iii) as aplicações de transição ϕα ◦ϕ−1
β : ϕβ(Uα ∩Uβ)→ ϕα(Uα ∩Uβ) são de classe Ck, para

quaisquer α, β ∈ L.

Definição C.4. Sejam M e N variedades de Banach e f : M→ N uma aplicação. Diremos
que f é diferenciável em p ∈M se, dadas cartas locais (Uα, ϕα) contendo p emM e (Vβ, ψβ)

contendo f(p) em N, a aplicação ψβ ◦ f ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα)→ ψβ(Vβ) é diferenciável.

Observemos nas definições acima que quando E e F tem dimensão finita as noções
de derivada de Fréchet e variedade de Banach se reduzem às noções usuais de derivada e
variedade diferenciável.

Definição C.5. Sejam M e N variedades de Banach, onde N tem dimensão finita, V ⊂ N
uma subvariedade e p ∈ M. Dizemos que uma aplicação diferenciável f : M → N é
transversal a V no ponto p se f(p) /∈ V ou f(p) ∈ V e

df(p) · TpM + Tf(p)V = Tf(p)N.

Diremos que f é transversal a V , e escreveremos f >∩ V , se ela for transversal a V em todos
os pontos de M.

Quando f é transversal a V resulta da Forma Local das Submersões que f−1(V ) é uma
subvariedade de M cuja codimensão é igual à codimensão de V em N .

O primeiro teorema de transversalidade que enunciaremos é o chamado Teorema de
Transversalidade de Thom, o qual afirma que transversalidade é uma propriedade genérica,
isto é, uma propriedade que vale para quase todas as aplicações.

Teorema C.6 (Teorema de Transversalidade de Thom). Sejam M, N variedades diferen-
ciáveis e S ⊂ N uma subvariedade. Considere o conjunto

T r(M,N;S) = {f ∈ Cr(M,N); f >∩ S}

de todas as aplicações f : M → N de classe Cr (1 ≤ r ≤ ∞) que são transversais a S.
Então,

(a) T r(M,N;S) é denso em Cr(M,N);

(b) Se S é fechado em N, então T r(M,N;S) é aberto e denso em Cr(M,N).

Para os próximos teoremas de transversalidade precisaremos de algumas definições adi-
cionais.
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Sejam A um espaço topológico e F : A → Cr(M,N) uma aplicação no conjunto das
funções de classe Cr de M em N, onde M é uma variedade de Banach e N é uma variedade
de dimensão finita. Defina a aplicação de avaliação ev(F ) : A×M→ N por

ev(F )(α, p) = F (α)(p),

onde F (α) ∈ Cr(M,N), e considere a aplicação TF : A → Cr−1(TM, TN) dada por
TF (α)(p, v) = d(F (α))(p) · v.

Definição C.7. Dizemos que F é uma pseudo-representação de classe C1 se a aplicação
ev(TF ) : A × TM → TN é contínua. Se A for uma variedade de Banach, então diremos
que F é representação de classe Cr se ev(F ) : A×M→ N é de classe Cr.

De acordo com [33], definiremos uma noção de tranversalidade utilizando a aplicação de
avaliação definida acima.

Definição C.8. Sejam F : A → Cr(M,N) uma pseudo-representação de classe C1, K ⊂M
um subconjunto não-vazio e V ⊂ N uma subvariedade. Dizemos que F é Cr pseudotrans-
versal a V nos pontos de K se existe um subconjunto denso D ⊂ A tal que para cada
α ∈ D existe um aberto Bα ⊂ E, onde E é um espaço de Banach separável, uma aplicação
contínua ψα : Bα → A e β ∈ Bα tais que

(i) ψα(β) = α e

(ii) a aplicação de avaliação ev(F ◦ ψα) : Bα ×M → N é da classe Cr e é transversal a V
nos pontos de {β} ×K.

Definição C.9. Seja A um espaço topológico. Um subconjunto R ⊂ A é dito residual
se existir uma família enumerável (Rα)α∈J de subconjuntos abertos e densos em A tal que⋂
α∈J

Rα ⊆ R. O espaço A é um espaço de Baire se todo suconjunto residual é denso em A.

Pelo Teorema da Categoria de Baire (ver [28], p. 296), se A é uma variedade de Banach,
então A é um espaço de Baire.

Definição C.10. Sejam E e F espaços de Banach e A ∈ L(E,F) uma transformação linear.
Dizemos que A é um operador de Fredholm se satisfaz as seguintes condições:

(i) ker(A), Im(A) e
F

Im(A)
são subespaços fechados;

(ii) ker(A) tem dimensão finita;

(iii) Im(A) tem codimensão finita.

Nesse caso, definimos o índice de A como sendo o número

indA = dim(ker(A))− codim(Im(A)).
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Definição C.11. Sejam M e N variedades de Banach de classe Ck e f : M → N uma
aplicação de classe Ck. Dizemos que f é uma aplicação de Fredholm se, e somente se,
df(p) : TpM→ Tf(p)N é um operador de Fredholm, para todo p ∈M.

O próximo teorema é uma generalização do Teorema de Sard para variedades de Banach
em dimensão infinita.

Teorema C.12 (Sard-Smale). Sejam M e N variedades de Banach de classe Ck, onde
M é Lindelöf, e f : M → N uma aplicação de Fredholm de classe Ck. Suponha que
k > max

{
0, inddf(p)

}
, para todo p ∈M. Então, o conjunto Rf dos valores regulares de f é

residual em N.

Teorema C.13 (Teorema de Transversalidade). Sejam A, M e N variedades de Banach,
onde M tem dimensão finita, A e M satisfazem o segundo axioma de enumerabilidade,
F : A → Cr(M,N) uma representação de classe Cr e K ⊂M e V ⊂ N subconjuntos não-
vazios. Suponha que r ≥ max {1, dimM− codimV + 1} e que F é Cr-pseudotransversal a
V nos pontos de K e considere o subconjunto

R = {α ∈ A; F (α) é transversal a V em K} .

Então,

(a) se K é compacto e V é fechado, R é aberto em A;

(b) se K = M , o subconjunto R é residual (e portanto, denso) em A.

Demonstração. Para o item (a), ver [2], p. 47, Teorema 18.2.
No item (b), a idéia da demonstração é observar que como F é Cr-pseudotransversal

a V , temos que ev(F ) é transversal a V e portanto, B = ev(F )−1(V ) é uma subvariedade
de A ×M de classe Ck. Agora, seja π : A ×M → A a projeção na primeira coordenada
e considere a restrição ρ = π|B : B → A. Temos que ρ é uma aplicação de Fredholm de
classe Ck e como A e M são Lindelöf, temos que A×M é Lindelöf e portanto, B é Lindelöf.
Assim, segue do Teorema de Sard-Smale que o conjunto Rρ dos valores regulares de ρ é
residual em A.

Pelos Lemas 19.4 e 19.5 em [2] segue que R = Rρ e portanto, R é residual em A.
Para os detalhes da demonstração, ver [2], p. 48.

Sejam M uma variedade de Banach de dimensão finita, isto é, uma variedade diferen-
ciável, g : M → T 2(T ∗M) uma métrica riemanniana e d : M ×M → R a distância em M
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induzida por g. Dado p ∈ M e A ⊂ M um subconjunto não-vazio, a distâcia de p até A é
definida como sendo o número

d(p,A) = inf
q∈A

d(p, q).

Quando A é compacto e p /∈ A, é um fato conhecido em topologia que existe q0 ∈ A

tal que d(p,A) = d(p, q0). Assim, se p /∈ A, então d(p,A) é um número positivo não-nulo,
diferente do que acontece em geral quando A é um subconjunto qualquer. Definiremos agora
distância de Hausdorff entre subconjuntos compactos de M.

Denote por 2M
c o conjunto de todos os subconjuntos compactos e não-vazios de M.

Definição C.14. A distância de Hausdorff entre dois subconjuntos A,B ∈ 2M
c é definida

como sendo o número

dH(A,B) = max

{
sup
p∈B

d(p,A), sup
q∈A

d(q, B)

}
.

Com essa distância definida em 2M
c temos o seguinte resultado.

Proposição C.15. O conjunto 2M
c com a métrica de Hausdorff definida acima é um espaço

métrico. Mais ainda, se o espaço métrico (M, d) é completo, então (2M
c , dH) é completo.

Assim, é possível falar em continuidade de aplicações cujo contradomínio é 2M
c com essa

métrica.
Enunciaremos agora um resultado sobre a estabilidade de interseções trasversais na in-

fluência de perturbações.

Teorema C.16 (da Continuidade em 2M
c ). Seja A um espaço topológico, M e N variedades

de Banach de dimensão finita, V ⊂ N uma subvariedade fechada, K ⊂M uma subvariedade
compacta com bordo, F : A → C1(M,N) uma pseudorepresentação e α ∈ A tal que F (α) :

int(K)→ N e ∂F (α) : ∂K → N são transversais a V . Então, a aplicação ζ : A → 2M
c dada

por
ζ(x) = F (x)−1(V ) ∩K,

é contínua em α.
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