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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é demonstrar o Teorema da Densidade Geral que é um re-
sultado analogo ao Teorema de Kupka-Smale para campos de vetores hamiltonianos. O
Teorema da Densidade Geral afirma que o conjuntos dos campos hamiltonianos em uma
variedade simplética M que possuem a propriedade H2-N é residual em X% (M).

Comecamos estabelecendo as teorias simpléticas linear e nao-linear basicas e depois es-
tudamos suas conexoes com os sistemas hamiltonianos, provando os principais resultados
da teoria e alguns resultados relacionados. Recebem destaque o estudo das curvas genéricas
de matrizes simpléticas, a nocao de func¢oes geradoras de difeomorfismos simpléticos e sua
aplicacao na questao da estabilidade dos pontos fixos elipticos de campos hamiltonianos, a
qual é respondida parcialmente através da Forma Normal de Birkhoff.

Depois de estabelecer os resultados necessarios, passamos a estudar a dindmica hamiltoni-
ana do ponto de vista das familias a um parametro de difeomorfismos simpléticos. Provamos
um resultado devido a Pugh e consideramos a questao da estabilidade estrutural de certas fa-
milias de difeomorfismos simpléticos. Finalmente, provamos o Teorema da Densidade Geral
usando a nocao de pseudotransversalidade dada no Apéndice C.

Este trabalho é baseado nas notas de aula Lectures on Hamiltonian Systems do professor
R. Clark Robinson.

Palavras-chave: geometria simplética, campos de vetores hamiltonianos, dinamica hamil-

toniana, propriedades genéricas.



Abstract

In this work our goal is to prove the General Density Theorem which is an analogous result
for hamiltonian vector fields of the Kupka-Smale Theorem. The General Density Theorem
states that the set of hamiltonian vector fields on a symplectic manifold M that has the
property H2-N is a residual subset of X% (M).

We begin by stating the basic linear and nonlinear symplectic theory and then we study
its connections with hamiltonian systems, proving some of the main theorems of the theory
and other related results. Here we give special attention to topics like generic curves of
symplectic matrices, generating functions of symplectic diffeomorphisms and their applica-
tions in the problem of the stability of eliptic fixed points of hamiltonian systems, which is
partially solved using the Birkhoff Normal Form.

After stating the necessary results, we begin to study some hamiltonian dynamics using
one-parameter families of symplectic diffeomorphisms. We prove a result stated by Pugh
and consider the problem of structural stability of a certain type of one-parameter family.
Finally we prove the General Density Theorem using the notion of pseudotransversality
given in Appendix C.

This work is based on the lecture notes Lectures on Hamiltonian Systems of professor R.
Clark Robinson.

Keywords: symplectic geometry, hamiltonian vector field, hamiltonian dynamics, generic

properties.
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Introducao

Na Teoria de Sistemas Dindmicos, o Teorema de Kupka-Smale afirma que a maioria dos
campos vetoriais X € X¥(M), onde M ¢ uma variedade, s6 possuem elementos criticos
hiperbolicos. Mais precisamente, dizemos que um campo vetorial X € X*(M) tem a propri-
edade (G3) se todo elemento critico (singularidades e érbitas periddicas) é hiperbolico, isto
é, os autovalores A associados aos elementos criticos s@o tais que R(\) # 0, e as variedades
invariantes (variedades estével e instavel) dos elementos criticos sdo transversais. Entao, o
Teorema de Kupka-Smale afirma que a propriedade (G3) é uma propriedade genérica em
X*(M) nos termos da Defini¢ao 5.1.

Nosso objetivo neste trabalho é provar um resultado analogo ao Teorema de Kupka-Smale
para sistemas hamiltonianos. O que faremos é substituir a hiperbolicidade dos elementos
criticos pela propriedade H2-N e provar o Teorema da Densidade Geral que afirma que a
propriedade H2-N é uma propriedade genérica em X% (M).

No primeiro capitulo, estudamos a teoria linear basica sobre os espacos vetoriais simplé-
ticos. Comecamos por definir uma forma simplética em um espago vetorial de dimensao par
e com essa definicao, estabelecemos o conceito de espaco vetorial simplético e de simplecto-
morfismo linear. A partir dai, passamos a classificar certos subespagos de um espago vetorial
simplético, estabelecemos a nogao de base simplética e provamos que todo espaco vetorial
simplético admite uma base simplética. Dado esse fato, definimos os conceitos de matriz
simplética e matriz hamiltoniana relativamente a base simplética e estudamos algumas de
suas caracterizacoes. Por fim, estudamos o comportamento dos autovalores de matrizes
simpléticas e seus autoespagos generalizados.

No Capitulo 2 utilizamos o estudo feito sobre os autovalores e autoespacos de matrizes
simpléticas no Capitulo 1 para dar uma forma normal para essas matrizes, que é analogo a
forma canoénica de Jordan para matrizes em geral. Consideramos apenas o caso em que 0S
autovalores tem multiplicidade 2, o que é justificado no Capitulo 3.

O Capitulo 3 trata do estudo das curvas genéricas de matrizes simpléticas. Tomamos
o conjunto U das matrizes simpléticas que possuem um autovalor miltiplo e consideramos
o conjunto das curvas de matrizes simpléticas que intersectam U transversalmente. Pelo

Teorema da Transversalidade de Thom (Teorema C.6), o conjunto ¢ dessa curvas é um

Xiv
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subconjunto aberto e denso em C'(I,Sp(2n)) e aos elementos desse conjunto demos o nome
de curvas genéricas. O objetivo principal do capitulo é estabelecer em que condi¢oes uma
curva de matrizes simpléticas intersecta efetivamente o conjunto U e, a partir dai, estudar
a bifurcacao dos autovalores das matrizes simpléticas que sao a intersecgao de uma curva
genérica com U. Resulta do Lema 3.6 que as curvas genéricas s6 podem intersectar matrizes
com autovalores de multiplicidade 2 e os Teoremas 3.9 e 3.10 dao critérios mais rigorosos
sob os quais isso acontece. Finalmente, o Teorema 3.12 classifica todas as possibilidades de
bifurcacao dos autovalores de matrizes que nao sao 2-elementar, ou seja, que possuem pelo
menos um autovalor de multiplicidade 2, e pertencem a uma curva genérica.

No Capitulo 4 passamos a estudar a teoria simplética nao-linear. Na secao 4.1, definimos
a forma diferencial simplética w em uma variedade M de dimensao par e, em seguida,
definimos o conceito de variedade simplética. A partir disso, damos as noc¢oes béasicas de
sistemas de coordenadas simpléticas locais e difeomorfismo simplético. Com essas nogoes,
definimos campos vetoriais simpléticos e estudamos algumas propriedades do fluxo desses
campos. Em seguida, provamos o Teorema de Darboux, que é uma generalizagao local
para variedades simpléticas do teorema da existéncia de bases simpléticas para espagos
vetoriais simpléticos, e os Teoremas 4.17 e 4.18 generalizam o Teorema de Darboux e dao
uma caracterizagao para subvariedades de uma variedade simplética em um sistema de
coordenadas simplético conveniente.

A secao 4.2 estuda a estrutura simplética do fibrado cotangente. Provamos nessa segao
que o fibrado cotangente de toda variedade diferencidvel M é uma variedade simplética
tomando a forma simplética w como sendo menos a diferencial da forma tautologica «
definida na segao.

Na secao 4.3 comegamos o estudo de campos hamiltonianos em variedades simpléticas.
Primeiro, definimos o campo hamiltoniano Xy em termos da forma simplética e depois mos-
tramos que em coordenadas simpléticas locais, o campo hamiltoniano tem a forma padrao
Xy =J-VH. Em seguida, provamos que o fluxo de Xy é um difemorfismo simplético que
é tangente as superficies de energia de H e que em um sistema de coordenadas simpléticas
locais conveniente centrado em um ponto regular de Xy o campo Xy pode ser linearizado.

Na secao 4.4, construimos a aplicacao de Poincaré de Xy e mostramos que se um ponto
periddico p € X N~ é O-elementar, onde > é uma se¢ao de Poincaré e vy é orbita fechada
de Xy, entao v pertence a uma familia de 6rbitas fechadas de Xp. Provamos também que,
quando restrita a uma superficie de energia, a aplicacao de Poincaré é um difeomorfismo
simplético.

A segao 4.5 trata das fungoes geradoras de difeomorfismos simpléticos. Nessa secao,
colocamos uma estrutura simplética na variedade produto M x My, onde (M7, w) e (M, ws)
sao variedades simpléticas, e a forma simplética em M; X M, é a forma 2 = mjw; — Tws.

Entao, dado um difeomorfismos simplético f : M; — My, usando o Lema de Poincaré
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construimos localmente uma fungao S : U C Graf(f) — R satisfazendo a condigao ipA = dS,
onde dA = —Q e iy é a inclusao do grafico de f em M; x M,. Em seguida, provamos
localmente que com essa condicao sobre S e com a condigao adicional de que um dos blocos
n X n do Hessiano de S tenha determinante diferente de zero, entao f pode ser localmente
exprimida em termos das derivadas parciais de S. Finalmente, a Proposicao 4.35 nos da
uma reciproca particular da discussao sobre S.

Os resultados da segao 4.5 sao entao empregados na secao 4.6 para estudar o compor-
tamento local de um campo hamiltoniano Xy que tem um ponto fixo eliptico. Primeiro,
consideramos um caso em (R?*", w) onde ha um ponto fixo eliptico para Xz tomando um

funcao H da forma

H:Zajfj, (1)

onde J = (j1,...,4n), &7 =pit ... pln e p; = %(x? + 7). Nesse exemplo, constatamos
que o ponto fixo eliptico é estavel segundo Lyapunov. Em seguida, consideramos o caso
em que Xy tem um ponto fixo eliptico mas H é arbitraria, e mostramos que existe um
sistema de coordenadas simpléticas locais tal que H tem a forma (1) exceto por um fungao
O : M — R que tem todas as suas derivadas parciais na origem igual zero e O, (0) = 0.
Esse resultado é a chamada forma normal de Birkhoff. Como uma aplicagao desse resultado,
a Proposi¢ao 4.40 nos da uma forma normal para um difeomorfismo simplético g : M — M
que possui um ponto fixo eliptico elementar.

Finalmente, no Capitulo 5 estudamos alguns aspectos de dindmica hamiltoniana e pro-
vamos o Teorema da Densidade Geral para sistemas hamiltonianos. A demonstragao é feita
no contexto geral de familias a um parametro de difeomorfismos simpléticos. A razao disso é
que pela Proposicao 4.32, a aplicagao de Poincaré quando restrita a uma superficie de energia
é um difeomorfismo simplético, entao é suficiente considerar aplicagoes f: I x M — I x M
da forma f(t,q) = (t, fi(q)), onde f; : M — M & um difeomorfismo simplético para cada
t € I e I ¢ um intervalo de nimeros reais, uma vez que, localmente, a aplicacao de Poincaré
é uma aplicacdo da forma de f. Assim, provando a densidade no conjunto Symp*(I x M)
das familias a um parametro de difeomorfismos simpléticos, estaremos provando a densidade
em X*(M).

Na secao 5.1, damos a defini¢coes bésicas de pontos peridédicos, pontos periddicos 0-
elementar (respec. N-elementar), definimos a propriedade H2-N para campos hamiltonianos
e também definimos de forma precisa o que significa uma propriedade no espaco de apli-
cagoes CF(M, N) ser genérica. Em seguida, enunciamos o Teorema da Densidade Geral e
demonstramos alguns resultados relacionados. Dentre eles, a Proposi¢ao 5.6 estuda o com-
portamento de familias que possuem 1 como um de seus autovalores e a Proposicao 5.8, a

qual também é chamada de Teorema da Densidade Geral (de Pugh), e nos diz que para um
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subconjunto residual Z C Symp' (I x M ) temos que o fecho do conjunto dos pontos nao-
errantes de f € Z é igual ao fecho dos pontos periédicos de f, ou seja, é uma propriedade
genérica das familias em Symp'(I x M).

Na secao 5.2, damos as defini¢oes de familia estruturalmente estavel e P-estavel e mos-
tramos que se uma familia f € Symp”(I x M) tem um ponto periddico (¢, q) de periodo p e
dff(q) tem 1 como um autovalor de modulo 1, entao f nao é P-estavel.

Na secao 5.3 provamos o Teorema da Densidade Geral usando os métodos descritos no
Apéndice C sobre pseudotransversalidade. A idéia da demonstracao é basicamente converter

a propriedade H2-N em termos de transversalidade e aplicar o Teorema C.13.



Capitulo 1
Algebra linear simplética

Seja V' um espago vetorial e w : V' x V — R uma forma bilinear sobre V.

Defini¢ao 1.1. Dizemos que a forma w : V x V' — R é alternada se w(u,v) = —w(v,u)

para todo u,v € V.

Definigao 1.2. Dizemos que a forma w : V x V — R é nao-degenerada se w(u,v) = 0

para todo v € V implica u = 0.

Definicao 1.3. Dizemos que a forma bilinear w : V' x V' — R é uma forma simplética se

ela for alternada e nao-degenerada.

Definigao 1.4. Um espago vetorial simplético é um par (V,w), onde V é um espago
vetorial de dimensao par e w é uma forma simplética sobre V. Dizemos que w é uma

estrutura simplética sobre V.

Exemplo 1.5. O exemplo padrao de espaco vetorial simplético é o espaco euclidiano R?"

Wy = Zd$] N dyj,
j=1

onde dx;(z) = z; e dy;(z) = zn4;, para todo z = (21 ..., 22,) € R*™.

com a forma bilinear

Para verificar que wy é uma forma simplética basta mostrar que ela é nao-degenerada,

pois ser alternada é uma consequéncia direta da definicao de produto exterior de formas.

Assim, seja u = 2321 aje; € R tal que wo(u,v) = 0 para todo v € R*. Entao, em

particular, temos que wo(u,ex) =0, para k = 1,...,2n. Mas,
dxi(u) dxj(ex)
wo(u, ex) dx; A dy;(u, ex) det J J
le T Z yi(w)  dy;(er)
i Qp_n, S¢ k=n+1,...,2n
= (0Gampk — Qjandi) = { ;
— —Qpan, S€¢ k=1,....n

1



2 Capitulo 1. Algebra linear simplética

onde d;;, ¢ o delta de Kronecker. Em qualquer caso, resulta que o; = 0, para j = 1,...,2n.
Ou seja, u = 0 e portanto, wy é nao-degenerada.
Veremos que, a menos de isomorfismo, este é o tinico exemplo de espago vetorial simplé-

tico de dimensao 2n.

Definigao 1.6. Um simplectomorfismo linear entre espagos vetoriais simpléticos (V7, w)

e (Va,wy) € um isomorfismo linear ® : V; — V5 que satisfaz a condigao
q)*(,UQ = W1,

onde ®*wq(u,v) = we(Pu, Pv) é o pull-back de wy pela transformagao ¢, com u,v € V;.

Quando Vi = Vo = V e w; = wy = w simplesmente dizemos que & : V — V é um
simplectomorfismo linear de V.

Os simplectomorfismos lineares de V' formam um grupo de Lie denotado por Sp(V,w) e
chamado de grupo linear simplético. No caso em que V = R?" e w = w usa-se a notacao
Sp(2n) em vez de Sp(R*", wy).

Definicao 1.7. Seja V um espaco vetorial simplético de dimensao 2n com estrutura sim-
plética w e W C V um subespaco de V. Definimos o complemento simplético de W em

V' com sendo o subespago

We={veV; wlu,v)=0, YueW}.

Diferente do complemento ortogonal de um subespaco W em um espacgo vetorial V' com
uma forma bilinear simétrica, nao se tem necessariamente que W & W« = V. O subespago
W5 C R?*" do Exemplo 1.10 abaixo ¢ um subespago tal que W§ C W3 e W3 # R?*" ¢ portanto,
Wy & W # R,

Lema 1.8. Sejam (V,w) um espago vetorial simplético e W C V' um subespago. Entao,

valem as sequintes propriedades a respeito do complemento simplético:
(1) dim W + dim W* = dim V';

(2) Wee =W,

(8) (Wi N Wa)® = Wy + Wg’;

(4) Se Wy C Wy, entao WY C W§.

Demonstracao. (1) Considere a aplicagao i, : V' — V* definida por i,(u)(v) = w(u,v),

onde V* é o dual de V. Temos que i, é linear e como w é simplética, segue que i, é



3 Capitulo 1. Algebra linear simplética

injetiva. Consequentemente, i, é sobrejetiva, uma vez que dim V' = dim V*. Logo, 7, é um
isomorfismo de V em V*.
Assim,
(W) ={p e V" pv)=0, Yo e W} =W°,

onde W° é o aniquilador de W em V*. Dessa forma, temos dim W% = dim W° e como
para qualquer espaco vetorial V' vale dim V' = dim W + dim W* (ver (38|, Teorema 5.29, p.
178) resulta que dim W + dim W* = dim V..

(2) Essa propriedade decorre da propriedade (1), visto que dim W + dim W* = dim V'
e dim WY 4+ dim W% = dim V' implicam que dim W = dim W*““. Logo, se u € W, entao
w(u,v) = 0 para todo v € W%, o que implica u € W** e portanto, W C W**. Como as

dimensoes sao iguais, resulta que W = W,

(3) Se w € (W7 NWs)“, entao w(w,v) = 0 para todo v € W, N Ws,. Logo, w € W ou
w € W¥. Em qualquer caso, temos w € W}’ + W§’. o que implica (W, NWy)« C W + WY,

Reciprocamente, se w € Wy + WY, entao w = wy + we, com wy; € Wy e wy € Wy
Assim, dado v € W; N W, temos que

w(w,v) = w(wy,v) + w(wy,v) =0,

pois w(wy,v) = 0 e w(wq,v) = 0. Logo, w € (W) N Ws)¥, o que implica Wy + Wy C
(W1 NW5)¥ e obtemos a igualdade.

(4) Seja u € W. Entao, w(u,v) = 0 para todo v € Wy e como Wy C Ws, segue que
w(u,v) = 0 para todo v € Wj. Dessa forma, temos que u € W} e, portanto, Wy’ C Wi, [

Definicao 1.9. Sejam W C V um subespago do espago vetorial simplético V' e W« seu

complemento simplético. Entao, dizemos que W ¢é

(i) isotropico se W C W¥;

(ii) coisotrépico se W« C W,

(iii) simplético se W N W = {0};
(

iv) lagrangiano se W = W¥.

Observemos que se W é isotropico, entao w|y = 0 e se W é simplético, entao w|y é ndo

degenerada.
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Do Lema 1.8 concluimos que se W é simplético, entao W é simpléticoe W @ W« = V.
Também concluimos que se W ¢ isotropico, entao W« é coisotropico e que se W ¢é lagrangi-

ano, entao dim W = 5 dim V.

Exemplo 1.10. Seja (R?" wy) o espago vetorial simplético do Exemplo 1.5 com a base

candnica {ej, ..., e, }. Da expressao obtida nesse exemplo, segue que
wolej,ejin) =1 e wolej,ex) =0, se k#j+n, (1.1)
para j = 1...,n. Uma base desse tipo ¢ chamada de base simplética do espago (R*", wy).

Essa observacao nos permite destacar alguns dos subespacos caracterizados na Defini¢ao 1.9.

Os subespagos
Wy =span{ey,es,e3} e Wy =span{e,i1,€ni2,€nis}
sdo isotropicos pois wo(e;, ex) = wo(entj, entr) = 0, para j, k = 1,2,3. O subespaco
W3 =span{ey ... ,€n, €011, €2}
é coisotropico, uma vez que W5° = span{e, 1, €pi2, €ni3} C Wi, O subespago
Wy = span{ey, 2, €ny1, €nia}

¢ simplético. De fato, considerando a restrigao wo|w, : Wy x Wy — R, basta supor que existe
u = €1 + ey + pi1€ni1 + Qpioenie € Wy tal que wo(u,v) = 0 para todo v € Wy e
mostrar que a; = g = @11 = ayye = 0 da mesma forma que no Exemplo 1.5.

Finalmente, os subespagos W5 = span{ey,...,e,} e Wg = span{e,1,...,€e,} sao la-
grangianos. Para ver isso, notemos inicialmente que um subespago lagrangiano é, ao mesmo
tempo, isotropico e coisotropico. Que Wi é isotropico isso decorre das condigoes (1.1). Seja
u € WE° N W Entao, como u € Wit = Wy, temos que

q
U= E :ajieji
=1

e os j; sao da forma n + k;, com k; € {1,...,n}. Assim,
w0<€k¢7 U) = ajiwo(eki7 eji) = Q.

Mas ey, € W5 e u € W;*. Logo, aj, = wy(ey,,u) = 0, o que implica u = 0. Dessa forma,

WeonWs = {0} e com isso, Wi C Ws. Assim, Wj é coisotropico e, portanto, ¢ lagrangiano.
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Uma argumento analogo demonstra que Wy também é lagrangiano.

A proposigao a seguir mostra que todo espago vetorial simplético (V,w) de dimensao 2n

admite uma base simplética e ¢ isomorfo a (R?",w;) com a base (simplética) canonica.

Teorema 1.11. Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimensdo 2n. Entao, erxiste

uma base {uy, ..., Up,v1,...,0,} de V tal que
w(uy, up) = wvj,ve) =0 e w(uy,vr) = dj,

onde §;1, € o delta de Kronecker. Mais ainda, existe um isomorfismo linear ® : R*" — V tal
que

*
d*w = wy.

Demonstra¢ao. Provaremos por indugao sobre n. Como w é nao degenerada, dado u; € V
nao nulo, existe v; € V' tal que w(uy,v1) # 0. Em particular, podemos escolher v; de forma
que w(uy,v1) = 1. Dessa forma, o subespago gerado por u; e vy é simplético e a base {uy,v;}
é simplética.

Seja W o complemento simplético do subespago gerado por uy e v;. Entao, (W, w) é uma
espago simplético de dimensao 2n — 2. Pela hipotese de indugao, existe uma base simplética
{ug, ..., up,v9,...,v,} de W. Assim, {uy,...,u,,v1,...,v,} € uma base simplética de V.

Seja @ : R*® — V dada por

n n
bz = E ZiUj + g Zn+jUj,
i=1 i=1

onde z = (21,...,2,). Afirmamos que ® é um simplectomorfismo linear entre R** e V.
Que ® ¢ um isomorfismo linear isso ¢ claro, pois ® ¢ linear, ®e; = u; e ®e;y,, = vj;, para
1 <j<mn,onde {e,...,es} ¢a base (simplética) candnica de R**. Entao, basta mostrar
que P*w = wyp.

Dados 2z = (21,..., 22,) € w = (wy, ..., ws,) em R?*" temos que

wo (2, Zda:] A dy;(z,w) Zdet ( da; (2) dxj(wi )

= dyi(z) dyj(w

n n
25 w;
ZEdﬁ< ’ '7>=§(%%ﬂ—%ﬂ%)
j=1

Zj+n  Wijtn j=1
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Por outro lado,

n

W(@z, Pw) = > Y [z (g, ur) + 2wnsxw (g, V6) + Znsjwrw(vy, )
j=1 k=1

3

n n
2 Wk (05, 06)] = Y 0 (2 WnkOik — Zng w00
j=1 k=1
n

=D (2Wnrj = Zasgwy) -

Jj=1

Portanto, ®*w = wy e ® é um simplectomorfismo entre R** e V.

m
Corolario 1.12. Seja (V,w) um espago vetorial simplético de dimensdo 2n e uy, ..., u,
V1, ...,Uktq € V wvetores linearmente independentes tais que w(u;,vj) = 6;; e w(u;,uj) =
w(vi,v;) = 0. Entdo, existem g1, ..., Up, Vktgil,---Un € V tais que Uy, ..., Uy, U1, ..., 0,
€ uma base simplética de V.
Demonstra¢ao. Usaremos indugao em q.
Para ¢ = 1, considere o subespago W = span {uy,...,ux,v1,...,v;}. Entdo, W é um

subespagco simplético. Logo, W* é simpléticoe V =W WY, Temos v € W* e aplicando
a construcao do Teorema 1.11, obtemos uma base simplética ugi1, ..., Un, Vki1,--., U, de
W<, Logo, {u1,...,Upy,v1,...,0,} € uma base simplética de V.

Suponha agora que o resultado foi provado para o ntmero natural ¢ > 1 e sejam

UL, ...y Uk, V1, - . ., Uppq+1 Das condicoes do corolario. Seja upiq41 € V tal que

W( Ukt gt15 V1) = 1

e seja W = span {uj4q+1, Vk+q+1}. Entao, W & subespago simplético de V' e, consequen-
temente, W¢ ¢é simplético, uy,...,uk,V1,...,V4q € W*¥ e V. = W @& W¥. Pela hipotese
de indu¢ao, podemos completar os vetores ui, ..., ux, V1, ..., Uktq Para uma base simplética
{Ur, oo Uk gy Ukg 2y -+ s Uny ULy« + y Ukbgs Vgt 2s - - -, Un b de W@, Resulta que unido dessas
bases é uma base simplética de V.

m

Relativamente & base simplética do Teorema 1.11, a matriz de w é

J:
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e dados u,v € V', podemos expressar w(u,v) na forma matricial como
w(u,v) = urJv.

Mas, como todo espago vetorial simplético ¢ simplectomorfo a (R?", wy), segue que a matriz
de wy também ¢ J. Mais ainda, dado esse fato, podemos trabalhar apenas com (R*", wy)
em vez de um espaco simplético arbitrario (V,w). E o que faremos de agora em diante e
escreveremos w no lugar de wy.

Um fato extremamente util é que dada uma base simplética {uq,...,u,,v1,...,v,} em

(R* w) e z € R*™ podemos escrever z como

n

z= Zw(z, vj)uj — Zw(z, u;)vj, (1.2)

Jj=1

n n
pois se z = g Ziuj+ E Zj4nVj, entdo w(z, u;) = —2j4n € w(2,v;) = z;. Essa representacao
=1 i=1
das coordenadas de z através w sera 1til em algumas ocasioes.

A forma simplética w determina de modo natural uma forma de volume em R?" dada
por
D=wAwWA...Nw=Ww",

onde A representa a operagao de multiplicacao exterior de formas. (Ver Defini¢ao B.2,
Apéndice B.)

Definigao 1.13. Dizemos que ® € My,(R) ¢é simplética se PTJP = J. Uma matriz
® € My, (R) é chamada de hamiltoniana se

w(Pu,v) + w(u, Pv) = 0, (1.3)

para todo u,v € R?". Indicamos o conjunto das matrizes hamiltonianas por sp(2n).
Uma transformagao linear 7' : R*" — R?" ¢ simplética (hamiltoniana) se a matriz de

T relativamente a base simplética de R?*" for uma matriz simplética (hamiltoniana).

Seja ® uma matriz simplética. Entao, dados u,v € R?", temos
w(u,v) = urJv = uTdTJ0v = (Pu)*J(Pv) = w(Pu, Pv) = P*w(u,v).

Assim, uma matriz ® é simplética se, e somente se, w(u,v) = ®*w(u,v). Portanto, toda
matriz simplética ¢ a matriz de um simplectomorfismo linear de R?", ou seja, o conjunto das

matrizes simpléticas coincide com Sp(2n).
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Observemos que a condicao (1.3) é equivalente & igualdade
®TJ +Jd =0. (1.4)

Dessa forma, fazendo os calculos explicitamente, concluimos que o conjunto sp(2n) é exata-
mente a algebra de Lie associada ao grupo simplético Sp(2n). A equagao (1.4) nos da uma

caracterizagao alternativa para matrizes hamitoniana na forma de uma equagao matricial.

Exemplo 1.14. Considere a matriz

onde
2 0 0 0 1/2 0 0 0
0 3 0 0 0 1/3 0 0
Bl = € BQ = /
0 0 —4 0 0 0 —1/4 0
0 0 0 8 0 0 0 1/8

Entao, temos que ®T = ® e notando que BBy = ByB; = I, através de um calculo

TP — 0 B, B, _ 0 I _ 3
—By By 0 -1, 0

Assim, ® é uma matriz simplética. Mais ainda, do Teorema 1.1 e do fato de que toda matriz

simples obtemos

simplética é a matriz de um simplectomorfismo linear, segue que os vetores-coluna da matriz

® formam uma base simplética de R®. De fato, pondo

u; = (2,0,0,0,0,0,0,0) us = (0,3,0,0,0,0,0,0)
ug = (0,0,—4,0,0,0,0,0) uy = (0,0,0,8,0,0,0,0)
v; = (0,0,0,0,1/2,0,0,0) ve = (0,0,0,0,0,1/3,0,0)
v3 = (0,0,0,0,0,0,—1/4,0) vy = (0,0,0,0,0,0,0,1/8)
e considerando a forma simplética w = dej A dy;, o conjunto {uy,..., us,v1,..., 04}
j=1

satisfaz as condi¢oes do Teorema 1.1.
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Exemplo 1.15. Seja

(22)

uma matriz em Mo, (R). Usando a caracterizagao (1.4), podemos obter condiges sobre os

blocos A, B, C e D de dimensao n x n para que ® seja hamiltoniana. Seja

5 0 I,
-1, 0 /)
T
A B I I A B
PTI +Jb = 0 L + 0 L
C D 1, 0 ~1, 0 C D
AT OT 0o I, C D
= T T _ + _ _
BT D I, 0 A —-B

[ —CT AT . ¢ DY\ [ C-C" D+AT
~\ —pT BT A -BJ)] \ —A—DT —_B4+RBT

Pela caracterizagdao (1.4), teremos que ® é hamiltoniana se, e somente se, C = C7,

Entao,

A= —D% e B = BT. Essas igualdades em geral sao tteis pois caracterizam uma matriz

hamitoniana em funcao dos seus blocos n x n.
Proposigao 1.16. Se ® ¢ uma matriz hamiltoniana, entao exp(®) € simplética.

Demonstracao. Seja ® uma matriz hamiltoniana. Entao ®TJ+J® = 0 ou, equivalentemente,
®T = JOJ. Queremos mostrar que exp(®)TJ exp(®) = J.

Inicialmente, temos que

T T k
o~ O (@) (@)~ @ed)
T _ ) _ _
>p(®) —<Zk!> =2 Tl
Agora, por um calculo simples vemos que (J®J)* = (—1)*"1J®*J. Logo,

exp(®)' = —J (Z %) J=—Jexp(—P)J.

k=0

Finalmente, obtemos que
exp(®)T T exp(®) = —J exp(—®)J T exp(®) = Jexp(—®) exp(®) = J.

Portanto, exp(®) é simplética.
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Proposicao 1.17. Se ® € Sp(2n), entdo det ® = 1.

Demonstracao. Seja 0 = w" a forma de volume em R?" determinada por w. Entao, pela

definicao de determinante através de formas, temos que
O*Q(vy, ..., v9,) = (det P)Q(vy, ..., Vo)
para todo vy, ..., vy, € R?". Mas
Q= (P'WA...AN(PW) =wA ... A\w =,

pois ® & simplética. Logo, det & = 1.
m

Assim, Sp(2n) é um subgrupo do grupo linear especial SL(2n) formado pelas matrizes

2n x 2n que tem determinante 1.

Definig¢ao 1.18. Dada uma matriz simplética ® € Sp(2n), definimos a adjunta simplética
de @, denotada por @, como sendo a matriz que satisfaz a igualdade w(®u,v) = w(u, dv)

para todo u,v € R?".

Vemos que a igualdade w(®u,v) = w(u, EDU) & equivalente a ®TJ = J®. Assim, obtemos
uma definicao alternativa para a adjunta simplética de ® que, pela igualdade anterior, é
dada por ® = —J®TJ.

Lema 1.19. Seja ® € M, (R). Entao,
(a) ® € simplética se, e somente se, d=01;

(b) ® ¢ hamiltoniana se, e somente se, ® = —P.

Demonstragao. (a) Seja ® uma matriz simplética. Entao, ® é a matriz de um isomorfismo
(simplético) e vale a igualdade w(®u, Pv) —w(u,v) = 0. Assim, se Pv = w, entao v = d~lw.

Logo,
0 = w(Pu, w) — w(u, ®'w) = wlu, dw) — wlu, @ 'w) = wlu, (& — d Hw),

para todo u,w € R?". Como w ¢é ndo-degenerada, segue que (® — ® 1w = 0, para todo
y € R?". Portanto, o=

Reciprocamente, se ® = ®~ ! entao, dados u,v € R?*" quaisquer, temos

w(Pu, Pv) = wlu, PPv) = wlu, ®'dv) = w(u, v)
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e assim, ® é simplética.

(b) Seja ® hamiltoniana. Entao, temos que w(®u,v) = —w(u, Pv), para todo u,v € R?*".

Subtraindo essa equacao de w(Pu, v) = w(u, Pv), obtemos
0= w(u, (P + ).

Assim, temos que (EIVD + ®)v = 0, para todo v € R?", pois w ¢ nao-degenerada. Portanto,

o =—-9o.

Reciprocamente, se P = —®, entao, dados u,v € R*" quaisquer, temos que
w(Pu, v) + wlu, Pv) = wlu, Pv) + w(u, Pv) = w(u, —Pv) + w(u, Pv) = 0.

Logo, ® é hamiltoniana.
O

Defini¢ao 1.20. Seja & € My, (R). Diremos que a matriz ¢ é o-simplética se o =d!
oud = —.

Ou seja, uma matriz é o-simplética se ela for simplética ou hamiltoniana. Nesse caso,

vamos definir a matriz

(®) b1 se ® ¢ simplética;
g =
—®, se ® é hamiltoniana

e teremos que ® é o-simplética se, e somente se, & = o(P), a verificagdo desse fato sendo
imediata.

Seja & uma matriz com autovalor A\. Entao, indicaremos com o(\) o autovalor de o(®)
correspondente ao autovalor A. Se @ for simplética, entao o(\) = A~!. Da mesma forma, se
® for hamiltoniana, temos que o(A) = —\. Isso pode ser visto por uma simples manipulagao
algébrica, juntamente com o fato de que det(® — Aly,) = 0.

Quando ¢ for o-simplética, usaremos a notagao A para indicar o autovalor o(\) de

o(®) = P.

Lema 1.21. Se ® € Sp(2n) e p(z) = det(® — xI) € o polindmio caracteristico de @, entao

plx) = z"p (i) :

Demonstragao. Em primeiro lugar, observemos que detJ = (—1)"*! e portanto, det J =

vale a identidade
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(—1)"*1. Assim, temos
det(® — 2I) = det I~ - det [J(® — zI)I '] - det J = det(JDI ™" — 2])
= det [((ID_I)T - x]] = det(®~" — zI) = det [(—2)®~" (=27 + )]

X

1
=2 det(® — 27 '1) = 2*"p ( ) :

E assim, o resultado segue.
O

- .1 1 .
Proposicao 1.22. Se A\ # 0 é um autovalor de & € Sp(2n), entao Y A e = também sao
autovalores de ® com a mesma multiplicidade de X. Em particular, se £1 € autovalor de @,

entao a multiplicidade de +1 € um nimero par.

Demonstra¢ao. Como A é um autovalor de ® segue que p(A) = 0, onde p(x) é polindémio

caracteristico de ®. Pelo Lema 1.21, segue que

0=p(A) = \*"p (%)

1 1
e como \ # 0, resulta que p Y= 0, ou seja, X também é autovalor de .

Sendo p(z) um polindémio com coeficientes reais, segue que se A é uma raiz de p(x), entao

A também uma raiz de p(x). Assim, A é um autovalor de ® e pelo mesmo argumento acima,

temos que 3 também é um autovalor de .

O
Figura 1.1: Autovalores de uma matriz Figura 1.2: Autovalores de uma matriz
simplética associados ao autovalor A, com simplética associados ao autovalor A, com

Al > 1. A= 1.
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Proposicao 1.23. Se A € um autovalor de ® € sp(2n), entdo —\ e —\ também sio auto-
valores de ® com a mesma multiplicidade de . Em particular, se 0 € um autovalor de P,

entao a multiplicidade de O € um niamero par.

Demonstragdo. Como ® € sp(2n), vale ®*J + J® = 0. Assim, se p(z) é o polinémio

caracteristico de @, temos

p(z) = det(® — 2) = det(JOI ' — 1) = det(—®TIT " — 2I) = det(—®" — z1)
=det(—P — xl) = det(® — (—x)I) = p(—x).

Dessa forma, se A\ é um autovalor de @, entdo 0 = p(A) = p(—A\) e portanto, —\ é um
autovalor de ®. Como p(z) é um polindmio com coeficientes reais, segue que —\ também &

um autovalor de ®.
]

As Proposigoes 1.22 e 1.23 nos dizem que se uma matriz ® é o-simplética e A é um
autovalor de ®, entdao ), o(\) e o()\) também sdo autovalores de ®. Vemos assim que, em

geral, os autovalores de uma matriz o-simplética vém em grupos do tipo {J, A, o(N), U(X)}.

Definicao 1.24. Seja ® uma matriz simplética. Chamamos de autovalores principais de

® os n autovalores Aq,..., A\, de ® tais que
(i) |A;] > 1 ou
(i) [\ =1e () 20,

onde ¥(;) é a parte imaginaria de ;.

Definicao 1.25. Uma matriz simplética ® ¢ chamada N-elementar (N > 0) se os auto-
valores principais Aq, ..., A, de @ satisfazem a seguinte condigao: se AJ*A3*... A% =1 com
n
a; €EZe Z laj| < N, entdo a; = 0 para todo j.
j=1
Diremos que ¢ ¢é elementar se a condi¢ao anterior vale para todo N > 0.
Quando uma matriz simplética ® é N-elementar diremos também que seus autovalores
principais Ay, ..., A, sao nao-ressonantes de ordem N. Se ® ¢ elementar, diremos apenas

que os autovalores principais sao nao-ressonantes.
Exemplo 1.26. Uma matriz simplética & que é 1-elementar nao pode possuir 1 como um
de seus autovalores. De fato, sejam Aq,..., A\, os autovalores principais de ®. Suponha que

n
aq on . . .
At =1e E |ay| < 1, para os nimeros inteiros aq, ..., a,. Se o; # 0 para algum
Jj=1
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J, entao necessariamente temos «; = %1 e os outros nimeros oy, com k # j, sao todos nulos
pela restricao da soma anterior. Resulta que Ajﬂ = 1 e portanto, \; = 1.

Isso prova que matrizes simpléticas 1-elementares nao possuem 1 como autovalor. Em
contrapartida, matrizes simpléticas que nao sao l-elementar necessariamente possuem 1
como autovalor.

Outro caso particular interessante é o caso das matrizes 2-elementares. Uma matriz ®
que é 2-elementar nao possui um autovalor miltiplo. De fato, seja ® uma matriz simplética

n
com autovalores principais Aq,...,A,. Suponha que A\{*-...-Ad» =1e Z la,| < 2. Se @

j=1
nao ¢ 2-elementar, entdo existe a; # 0 para algum j. Aqui temos trés casos distintos:

(a) a; =+l e oy, =0, para k # j.

Nesse caso, ® possui 1 como autovalor e que, por sua vez, é um autovalor multiplo de ¢

pela Proposicao 1.22.

(b) a; = £2 e, necessariamente, oy, = 0, para k # j.

Nesse caso, resulta que )\jﬂ =1 e portanto, \; = 1 ou \; = —1. Ambos os autovalores

sao miltiplos.

(c) oj = —1 e a; = 1, para algum ¢ e algum j.

O caso a; = 1 e oy; = 1 nao ¢é vélido, pois se assim fosse terfamos A; - \; = 1 e portanto,
Aj = A1, 0 que é um absurdo em vista da Defini¢ao 1.24.
Assim, se @ = —1 e o; = 1 temos que )\j_l - A; = 1 e portanto, A\; = A;. Ou scja, Aj ¢

um autovalor multiplo de ®.

Esses trés casos mostram que matrizes simpléticas que nao sao 2-elementar possuem um
autovalor miltiplo. Resulta, portanto, que matrizes simpléticas 2-elementares nao possuem

autovalores multiplos.

Nos Capitulos 2 e 3 faremos um pequeno estudo sobre o comportamento das matrizes

simpléticas que nao sao 2-elementar.

Definigao 1.27. Seja A um autovalor de & € Sp(2n) com multiplicidade k£ > 1. Definimos

o autoespago de A como sendo o conjunto V) = ker(® — AI), se A\ é um nimero real ou
Vi = ker(®% — 2R(N\)® + |A?]), se S(N) # 0.

Definigao 1.28. Sejam A um autovalor de ® € Sp(2n) com multiplicidade £ > 1. Considere
os conjuntos Vi = ker(® — AI)7, se A ¢ um namero real ou V' = ker(®2 — 2R(\)® + |\|21)7,
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se J(A) # 0. Definimos o autoespago generalizado de A como sendo o conjunto
&=Jv,
J

onde essa ¢ uma uniao finita.

Os vetores do autoespaco e do autoespaco generalizado sao chamados, respectivamente,

de autovetores e autovetores generalizados de .

Lema 1.29. Sejam A = a + bi um autovalor de ® € Sp(2n), com b # 0, e u um vetor do
autoespaco de A. Entao, existe outro vetor v do autoespaco de A tal que Pu = au + bv e
Qv = —bu + av.

1
Demonstracao. Seja v = 5(@’& — au). Entdo, du = au + bv.

Como u é autovetor de ® associado a \, segue que
[@% — 2a® + (a® + b*) [ u=0=

O*u — 2aPu + dPu+Vu=0= (® —al)’u+b’u=0=
(® — al)(bv) + b*u = 0 = b®v — abv + b*u = 0 =
dv = —bu + av.
O

Considere uma matriz ® € My, (R) com autovalores A e u. Quando w(u,v) = 0 para

todo u € V) e v € V,,, indicaremos essa fato com a notagao w(Vy,V,) = 0, por simplicidade.

Lema 1.30. Sejam ® € Sp(2n) e A e o autovalores de @ tais que X # 1. Entao, w(Vy,V),) =
0.

Demonstragao. Provaremos o resultado no caso complexo, ou seja, em (C?",w) com a forma
simplética w : C** x C?* — C. No caso real, basta tomar a complexificacao do espaco, pois
pela Proposicao A.3 do Apéndice A, temos que V, C VA(C € Se provarmos que wC(V)\C, Vf) =0,
entdo teremos w(V),V,) = 0.

Como ® € Sp(2n), segue ela preserva a forma simplética, ou seja,
w(Pu, Pv) = w(u,v).
Por outro lado, como ®u = A\u e Pv = uv, segue que

w(Pu, Pv) = (A\p)w(u,v).
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Assim, temos w(u, v) = (Ap)w(u,v) e, como X # [, resulta que A # 1 e portanto, w(u,v) =
0. ]

Lema 1.31. Seja ® wma matriz o-simplética com autovalor \. Entdo, Vi = VXJ

Demonstragao. Faremos por inducao sobre j. Novamente, a demonstracao sera feita para
o caso complexo, onde o caso real se reduz a este por complexificacao, assim como no
Lema 1.30.

No caso em que j = 1, temos V! = V} e VXI = V5. Assim, dados u € V), temos que
du = Au e assim, Pu = Au pois ¢ = —P ou ®~'. Logo, u € V; e portanto, V| C VX1

Seja agora, u € Vxl e com o fato de que o(o(®)) = @, obtemos a inclusao oposta VXl cv
e concluimos que Vj! = Vxl.

Suponhamos a igualdade valida para o nimero natural j. Entao, dado u € ij 1 temos
que (& — M)y = (& — AI)/(® — AM)u = 0. Assim, por hipotese de indugao, temos que
(P —A)u € V:\j . Logo,

0= (=) (®—A)u=(®— )P — \)u.
A comutatividade acima resulta do fato de que
(® = A)(® — M) = DD — AD — A + AN]

e P = @5, esta tltima sendo de verificagao imediata em virtude do Lema 1.19.
Portanto, resulta que (EI; — Xf)ju € Vi = V5. Logo,

0=(®—N)(®— N )u=(d— ) u

Portanto, u € ij—&-l e V;H C VXjH.
Usando um argumento completamente analogo, mostramos que ij 1 - VAj +1, e portanto

vale a igualdade.
O

A préxima proposicao mostra que a forma simplética w é nao degenerada no autoespaco

generalizado associado aos autovalores unitarios de uma matriz simplética.

Proposicao 1.32. Sejam A e p autovalores de & € Sp(2n) e €\ e &, o0s seus respectivos

autoespacos generalizados, com p # X. Nessas condigoes, w(&Ex,E,) = 0.

Demonstragdo. Como &y = UV/\j e, = UVuj’ com V§ C V{*' e Vi C Vi*!, ¢ suficiente
J J
mostrar que w(V7, V“j ) = 0. Faremos isso por indugdo em j. Assim como nos Lemas 1.30

e 1.31, a demonstracao seré feita no caso complexo.



17 Capitulo 1. Algebra linear simplética

O caso j = 1 é verdadeiro pelo Lema 1.30. Supondo o resultado valido para o ntmero
natural j, sejam u € Vi e v € VJ. Entdo, temos (& — A)*u = 0e (¢ — pul)v = 0.

Assim,

o
I

wlu, (® — pI)v) = w(u, (® — X + [X — p@]1))v)

(z) N — (i, (@ — M) (1.5)

=3 @ (= 1)~ w((® — A1), v)

—_——

pois (¢ — X[) —d-—NeAB= BA, para quaisquer duas matrizes A, B € Mo, (R).
Pelo Lema 1.21, u € V/\j+1 implica u € ij+1. Logo,

0= (0 — M) = (=X (D— X)'u.

Assim, (&3 — XI)ZU € ijﬂ_i C ij = VAj, para ¢ = 1,...,7. Pela hipotese de indugao,
segue que w((® — A)'u,v) = 0, para i = 1...,j, pois v € V. Portanto, em (1.5), resulta
que (A — p)w(u,v) =0 e como p # A, obtemos que w(u,v) = 0. Com isso provamos que
w(ViT Vi) =0.

Tomando agora, u € V)f tove V/j“ e repetindo o mesmo argumento acima trocando os
papéis de u e v, resulta que w(Vi + Vlf“) = 0, utilizando o que acabamos de provar.

Portanto, como £, = V¥ e &, = Vlf para algum k£, o resultado estd demonstrado.

m

Corolario 1.33. Seja A um autovalor de ® € Sp(2n). Entao, a forma simplética w é nao-

1
degenerada no subespago gerado pela uniao dos autoespacos generalizados de A e —. Em

particular, se |\| =1, entdo w € nao-degenerada no autoespaco generalizado de .

Demonstragao. Seja A\ # 1, considere os autoespagos generalizados £(A\) e £(1/)) e sejam
€1,...,¢er € f1,..., fr, respectivamente, bases desses subespacos. Resulta que eq,..., ey,
fi-.., fr ¢ uma base de W = span {E(\) UE(1/N)}.

Dado w € W, temos que w = au+ Pv, onde u € E(N) e v € £(1/A). Suponha agora que

a,f #0ew(w,z) =0, para todo z € W. Entao, em particular, temos que
w(w, ej) = w(w, f]) =0.
Logo, obtemos que aw(u, e;) + fw(v,e;) =0 e aw(u, f;) + Bw(v, f;) = 0.

Pela Proposicao 1.32, resulta que w(u,e;) = 0 e w(v, f;) = 0. Logo, w(u, f;) = 0 e

w(v,e;) = 0. Finalmente, pela expressao (1.2), obtemos que w = 0, ou seja, w é nao-
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degenerada em W. Portanto, W é um subespaco simplético. O

Corolario 1.34. Seja A um autovalor de ® € Sp(2n) e £, C R?" o seu autoespaco gene-
ralizado, com |A| =1 e X # +1. Se w(u,Pu) = 0 para u € E\ nao-nulo, entio w(v, Pv) é
positivo ou negativo para v € Ey.

Assim, w( - ,® - ) € positiva definida, negativa definida ou assume os dois sinais no

autoespago £ associado ao autovalor \.

Demonstracao. Seja u € £, tal que w(u, Pu) = 0. Entdo, como w|g, é ndo-degenerada e
D%y — u # 0, existe v € &, tal que w(Pv, P?u — u) # 0. Dado k uma constante arbitraria,

temos

w(v + ku, ®(v + ku)) = w(v, v) + kw(v, ®u) + kw(u, Pv) + k*w(u, du)
w(v, ®v) + k (w(Pv, P*u) — w(Pv, u))

w(v, ®v) + kw(dv, ®?u — )

Escolhendo k de forma conveniente, podemos fazer com que w(v + ku, ®(v + ku)) seja
positivo ou negativo.
0

Considerando as trés possibilidades apresentadas no Corolario 1.34 para o sinal de

w( - ,® - ) no autoespago generalizado &, damos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.35. Sejam ® € Sp(2n), A um autovalor de ® e £, C R?" o autoespago genera-

lizado associado a A. Dizemos que A é do tipo
(i) positivo se w(v, Pv) > 0 para todo vetor nao-nulo v € &y;
(ii) negativo se w(v, Pv) < 0 para todo vetor ndo-nulo v € &y;

(iii) misto se w(u, Pu) > 0 e w(v,Pv) < 0 com u,v € &,.

As rotagoes Ry de angulo 6 (positivo ou negativo) em R? tem sempre os mesmos auto-
valores, a saber, \; = € e Ay = e7*. No entanto, se w ¢ uma forma nao-degenerada em
R?, entdo ela induz uma orientagao para essas rotagoes no seguinte sentido: se w(u,v) = 1,
Ryu = (cos 0)u+(senf)v e Ryv = —(sen 0)u+(cos #)v, entao, w(u, Ryu) = w(v, Ryv) = send,
que distingue os casos de rotagoes no sentido positivo e negativo.

Provaremos agora que se A é um autovalor de ® € Sp(2n) do tipo positivo ou do tipo
negativo, entao o autoespaco e o autoespago generalizado de A coincidem. Para isso, preci-

samos dos lemas seguintes.

Lema 1.36. Seja ® € Sp(2n) com autovalor \ do tipo positivo (negativo) tal que [N\ =1 e

A # £1. Entao, w|y, € nao-degenerada.
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Demonstragao. Seja A = a + bi um autovalor do tipo positivo de ® tal que |\ =1 e b # 0.
Ou seja, temos que w(w,Pw) > 0 para todo w # 0 em &,. Como V) C €&, temos, em
particular, que w(w, dw) > 0 para todo w # 0 em V).
Seja u # 0 em V). Pelo Lema 1.31, existe v € V) tal que ®u = au + bv e v = bu — av.
Entao, temos
0 < w(u, Pu) = aw(u, u) + bw(u,v) = bw(u,v),

donde w(u,v) # 0.
Assim, mostramos que para todo u # 0 em V) existe v € V) tal que w(u,v) # 0. Em
particular, temos que w é nao-degenerada em V).

Um argumento analogo mostra o caso em que A é do tipo negativo. O]

Lema 1.37. Sejam ® € Sp(2n) e V C R®™ um subespago invariante por ® tal que wly €

nao-degenerada. Nessas condi¢oes, V¥ € invariante por ®.

Demonstrag¢ao. Suponha que V* nao é invariante por ®. Entao, existe u € V¥ tal que
du=v+w,comveVeweV Sejaw €V tal que w(w, dw’) # 0. Entao,

0=w(u,w) =w(@u,dw') = w + w, duw') = w(w, Pw'’) # 0;

um absurdo. ]

Proposicao 1.38. Seja A\ um autovalor de ® € Sp(2n) do tipo positivo ou do tipo nega-
tivo, com |A\] =1 e A\ # £1. Nessas condigoes, o autoespago e o autoespago generalizado

associados a A coincidem.

Demonstracao. Seja A = a + bi. Pelo Corolario 1.33 e pelo Lema 1.36, wl|y, e w|g, sao
nao-degeneradas. Do Lema 1.37, segue que VN &, ¢ invariante por ® e assim, ®|V;mg>\ deve
ter um autovetor u associado a A\. Mas como todo autovetor das restricoes de ® estao em
Vi, resulta que u = 0. Logo, V¥ N &, = {0} e assim, £, C V). Como a inclusdo oposta é
sempre verdadeira, resulta que £, = V).

]



Capitulo 2
Formas normais de matrizes simpléticas

Usando os resultados sobre autovalores de matrizes simpléticas obtidos no capitulo anterior,
exibiremos explicitamente a forma normal ou canénica de uma matriz com autovalores de
multiplicidade até no méaximo 2.

Dada uma transformagao linear simplética ® em (R?",w), a Proposigao 1.32 e o Corola-
rio 1.33 garantem a existéncia de uma base simplética B = {vy, ..., vs,} de modo que cada
v; pertenca a um autoespaco generalizado de . Como w é nao-degenerada no subespaco V'
gerado pela unidao dos autoespacos generalizados de A e A\™1, é suficiente estudar o caso da

forma normal para a restri¢ao @[y .

Proposigao 2.1. Seja A = a + bi um autovalor de ® € Sp(2n) tal que |A\| = 1 e seus
autoespaco V' e autoespago generalizado € coincidem. Entao, existe uma base simplética de

V de X de modo que a matriz de ®|s nessa base é

al; 0 —bI; 0O
0 alg 0 bl
bl; 0 al; O
0 —bl 0 aly

)

onde Iy, e Iy, sao, respectivamente, as matrizes identidade j X j e kxk e A tem multiplicidade
q=7+k.

Demonstragdo. Podemos supor que b > 0 tomando A ou A\~! = .
Suponha que w(u, Pu) > 0 para algum vetor v € V. Pelo Lema 1.4, existe v € V tal que

du = au + bv e Pv = —bu + av. Dessa forma, temos que
w(u, Pu) = aw(u, u) + bw(u,v) = bw(u,v)

e, portanto, w(u,v) # 0. Podemos tomar w(u,v) = 1, por multiplicagdo por escalar e

reordenacao de u e v.

20
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Sejam u; = u e u, = v e considere o subespago span{us,u,} gerado por u; e u,. Te-
mos que w ¢ nao-degenerada nesse subespaco o qual ¢ invariante por ®. Pelo Lema 1.37,
span {uy, u,}* é invariante por ® e tem dimensao dois a menos que a dimensao de V. Prosse-
guindo por inducao, encontramos vetores uy, ..., u;, Uy, . . . , Uj1q tais que Pu; = au; + b,
Dujpg = —bu; + atiyg € w(ug, Uiyg) = 1.

Seja Vi = span{us,...,u;, Uy, ..., Ujrq} O espaco gerado pelos vetores ui,...,u;,
Ug, ..., Uj+q. Pela construcao anterior, dado w € Vi¥, temos que w(w, ®w) < 0. Tomando
uw € V¥ de forma w(u', Pu’) < 0, pelo Lema 1.29, existe v/ € V' tal que ®u' = au’ + bv' e
OV = —bu' 4+ av’. Assim, temos que w(u', Pu’) = bw(u',v") < 0 e portanto, w(u',v") # 0.
Assim, segue que v' € V{¥ e, como antes, podemos fazer w(u’,v') = 1.

Tomamos agora ujy; = v’ € U(j41)+9 = . Dessa forma, w serd nao-degenerada no su-
bespaco span {ujH, u(j+1)+q}. Procedendo como na primeira construcao, obtemos elementos
Ujg1 - oy Ugy U(jt1)4qs - - - Uzq talS que Puiy, = auipq + bu;, Pu; = —buiy, + au;, com
j+1 <1< q, que completam a base de V.

m

Coroléario 2.2. Sejam ® : R?™ — R?" uma transformacao linear e X = a + bi um autovalor
de & com multiplicidade 2, |\| = 1, do tipo misto e que seus autoespaco e autoespago genera-
lizado coincidem. Nessas condigoes, existe uma base simplética {vy, vy, v3,v4} do autoespaco

de X tal que w(vy,v3) =1, w(ve,v4) = 1 € a matriz de ® relativamente a essa base é

—b

—b

a

o O o L
RO O

Demonstracao. Seja {uy, us, ug,us} a base de & dada pela Proposigao 2.1, com j = k = 1.
Entao, temos que Pu; = auy + bus, Puz = —buy + aus, Puy = —buy + aus € Puy = auy + buo.

1 1
Tomando vy = uy + U, V3 = Uz — Uy, V3 = §(u3 +uy) e vy = §(u2 — uy), temos que

bv; = Puy + Puy = alug + uz) + bluz — uy) = avy + by,

Dy = Duz — Puy = a(uz — ug) — b(ug + uz) = —buy + avy,

1 a b
by = §(<I>u3 + duy) = §(u3 +uy) + §(u2 —u1) = avy + buy

1 a b
q)U4 = 5(@@62 — <I>u1) = §(U2 — Ul) - §(U3 + U4) = —bU3 + avy.
Isso mostra que a matriz ® na base {vy, v, v3,v4} € a matriz acima.

Que {v1,v9,v3,v4} € simplética é imediato, uma vez que w(vy,v3) = w(ve,vy) = 1 e
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w(vy,v9) = w(vz,vy) = 0. O

Proposigao 2.3. Sejam @ : R*"® — R** uma transformacao linear e X = a=4bi um autovalor
de ® com multiplicidade 2, |N| = 1, do tipo misto onde os seus autoespago e autoespago

generalizado nao coincidem. Nessas condigoes, existe uma base simplética {vy, v, v3,v4} tal

A uA
0 A}’

que a matriz de ® nessa base €

onde
a —b
A —
b a
e p==*l1.
Demonstragao. Considere dois autovetores u e v tais que ®u = au + bv e v = —bu + av.

Se w(u,v) # 0, entdo o complementar simplético span {u,v}* do subespago span{u,v}

gerado por u e v seria invariante por ® e, como consequéncia, o autoespago e ou autoespago

generalizado de \ coincidem pela Proposi¢ao 1.38. Portanto, temos que w(u,v) = 0.
Tomando u; = u e uy = v, sejam ug e uy vetores que completam a base simplética. A

matriz de ® na base {uy, ug, us, us} €

b o 51
%) 52
as B3 7

Qy 54

S O o R

4 4
onde Pug = E au; e Puy = E Biu;.
J=1 J=1

Como
aag + bay = w(Puy, Pug) = w(ug, uz) =1
—bag + acy = w(DPug, Puz) = w(ug,uz) =0
e
aBs + by = w(Puy, Puy) = w(uy,ug) =0
—bBs + afy = w(Puy, Puy) = wlug,ug) =1
resolvendo os dois sistemas obtemos que a3z = a, ay = b, 3 = —b e 5, = a. Assim, a matriz
de @ é
a —=b ar B
b a ay B
0 0 a -0

0 0 b a
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Sejam vy = uy, Vg = Ug, V3 = U3z + ViU + YU € vy = ug + Y3u; + Yaus. Para que

{v1,v9,v3,v4} seja uma base simplética, devemos ter w(vs,vy) = 72 — 73 = 0, ou seja,
Yo = 73-
Assim,

vz = Pug + 11 Puy + Y Pus
= aquy + Uy + aus + buy + 1 (auy + bug) + Yo (—buy + aus)
= (o1 + ay1 — byg)ug + (g + byy + avye)ug + aus + buy
= (a1 — bya — byz)ur + (a2 + by1 — bya)uz + a(us + y1ur + y2uz) + b(ug + y3u1 + Yaus)
= (o — 2b72)uy + (a2 + byy — bys)ug + avs + buy

= z1V1 + 2909 + avs + buy

Py = Puy + 13Pu; + 14Pus
= frur + Pauz — bug + aug + y3(aus + buz) + v4(—bus + aus)
= (b1 + ays — byg)ur + (B2 + bys + avya)us — bus + auy
= (B1 + b1 — bya)us + (B2 + bys + byz)us — buz + y1us + youz) + a(us + y3u1 + Yausz)
= (B + by1 — byg)us + (B2 + 2bya)ug + —bus + avy
= 2301 + 24V — buz + avy,

onde 21 = a1 — 202, 22 = ag +by1 — b2, 23 = 1 +by1 — bys e 24 = P2 + 2b73.
Escolhendo 71, ¥2, 73 € 74 de modo que z4 = 21 e 23 = —25, teremos que a matriz de ¢

na base {v1, v, v3,v4} é da forma

a —b z1 —2z
b a 2z 21
0 0 a =0
0O 0 b a

2
Como ® é simplética, temos que 0 = w(vs, v4) = w(Pvg, Pvy) = 202y — 2bz1, donde - =
)

o e

e portanto, z; = pa e zo = ub, com p # 0.

Tomando a base simplética {|u|vi, |p|ve, ||~ va, || 14}, podemos escolher p = +1 e
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assim, obter a matriz de ¢ na forma

com

e 1 = £1, como queriamos.
O]

Proposicao 2.4. Seja A = +1 um autovalor de ® € Sp(2n) de multiplicidade 2. FEntao,

existe uma base simplética na qual a matriz de ® € da forma
Ak
0 A/’

Demonstragcao. Sejam, respectivamente, V' e £ o autoespaco e o autoespaco generalizado

onde k=1, k=0 ouk=—1.

de A. Como A = +1 é um autovalor real de multiplicidade 2, temos que dim€ < 2 e w ¢
nao-degenerada em &£ pelo Corolario 1.3. Assim, dim & = 2 e w é uma forma simplética em

£.

Temos, entao, dois casos:

1° Caso: V = €.
Seja {u,v} é uma base simplética de £. Entao, {u,v} também ¢é uma base de V, com

du = \u e dv = \v. Assim, a matriz de ® relativamente a essa base é da forma
A0
0]
2° Caso: V # €.

Como V' & um subespago proprio de € segue que dim V' = 1, pois V' # {0}. Logo, dado
u € V nao nulo, {u} é uma base de V' e du = Au.

Seja v € € —V tal que w(u,v) = 1. Entao, (& — M)v # 0 e {u,v} ¢é linearmente
independente, constituindo uma base para £.

Tomemos w = (& — Al)v. Como v € &, temos que

0= (0 — )% = (& — Al)w.
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Assim, w € V' e portanto, w = ku para algum k # 0. Logo, ®v = ku + Av e a matriz ® na

(03)

Tomando a base {|k|u, |k|~*v}, podemos fazer k = 1.

base {u,v} é da forma

Isso completa a demonstracao.
O

Proposicao 2.5. Seja A\ um autovalor de ® € Sp(2n) tal que |A| # 1. Entdo, dada qualquer

base do autoespaco generalizado de X\, existe uma base do autoespaco de X tal que a reuniao

dessas duas bases € uma base simplética. Em termos dessa base, a matriz de ® € da forma

A 0
0 A, |’

onde A" = AT. Em particular, podemos tomar Ay na forma de Jordan.

Demonstragao. Seja {uq,...,u,} uma base do autoespago de generalizado &£, de A. Como
|A| # 1, segue da Proposigao 1.3 que &, ¢é isotropico, ou seja, w(u;, ux) = 0 quaisquer que
sejam j, k=1,...,n.

Pelo Corolario 1.33, w é nao-degenerada no subespaco gerado pela uniao £,UE 1, onde £ 1
1
é 0 autoespaco generalizado de % o qual também é isotropico pela Proposicao 1.32. Existem,

entao, vetores U, 1,...,Us, € & 1 que completam uma base do subespago span {5,\ ué& 1 }
gerado por &, U 5%, tais que w(u;, untj) # 0, para j = 1,...,n. Em particular, podemos
fazer w(u;, un4+;) = 1 por multiplicac@o por escalar. Isto nos da uma base simplética para
span {& U 5%}.

Como P é invariante no autoespaco generalizado, temos que sua matriz nessa base é da

A 0
0 A, |

Agora, como ® € Sp(2n) temos que ®TJ® = J, donde obtemos que AT Ay = I e portanto,
Ayt = AT

forma

]



Capitulo 3

Bifurcacao de autovalores de curvas

genéricas

Neste capitulo, estudaremos as propriedades genéricas de caminhos de classe C' em Sp(2n)
definidos no intervalo I = [—1, 1], ou seja, estamos interessados nas propriedades genéricas
do conjunto C*(I,Sp(2n)) de tais caminhos.

Sejam U = {® € Sp(2n); P tem um autovalor miltiplo} e V =V, U Va, onde

Vi ={® € Sp(2n); ® tem um autovalor de multiplicidade > 3}

® tem dois autovalores A\ e Ay de multiplicidade 2 }

Vo=q®€Sp(2n);
tais que A1 # Ao, |A1],[A2] > 1 e Im A, Im Ay >0

Lema 3.1. O conjunto D = {® € Sp(2n); ® tem autovalores distintos} € aberto e denso
em Sp(2n) na topologia induzida de R*".

Demonstra¢ao. A demonstragao é feita da mesma forma que em [11], p. 100, para mostrar
que o conjunto das matrizes que tem autovalores distintos é denso em M, (R). No nosso
caso porém, usamos as formas normais em vez da forma canoénica de Jordan.

Considere a identificacdo Mo, (R) ~ R*”, onde tomaremos em R*” a norma do maximo,
e seja Sp(2n) C R*” com a topologia induzida.

Seja A C R*’ um aberto; entio A = A N Sp(2n) é aberto em Sp(2n). Tomando
® € A, se ® tem autovalores distintos, entdao A ND # (). Se, por outro lado, ® possui um
autovalor miltiplo A, entao ® pode assumir umas formas normais do Capitulo 2. Faremos a
demonstragao apenas no caso em que A = a-+bi é um autovalor do tipo positivo (ou negativo),
tem multiplicidade 2, |A\| = 1 e os autoespago e autoespaco generalizado coincidem. Os

demais casos sao analogos a este.

26
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Pela Proposigao 2.1, existe uma base simplética segundo a qual ¢ é da forma

a 0O 0 =b 0 O
0Oa 0 0 —=b 0
00 A4 0 0 A
b0 0 a 0 O
0b 0 0 a

00 A 0 0 B

Seja 0 < € < 1 tal que a bola aberta B(®;¢) esteja contida em A e tomemos ¢ € R de

. € . .
modo que ele tenha o mesmo sinal de a e 0 < |a — ¢| < 7 Considere a matriz

b
a 0 — 0
ac + b? )
0 0 0 —
¢ ac + b2
U — 0 0 A 0 0 Ay
b 0 ¢ 0
ac + b? 4
0 b 0
ac + b2
0 0 A, 0 0 By

Fazendo os calculos explicitamente, vemos que ¥TJW¥ = J, ou seja, ¥ é uma matriz simplé-
tica. Mais ainda, ¥ nao possui nenhum autovalor multiplo. Logo, ¥ € D.

Como Sp(2n) esta com a topologia induzida de R*** com a norma do méximo, a distancia
entre U e ® é

c a b
d(U, d) = — — _ S
(7, ®) max{]a cl |a ac+ b2 |’ ac + b? " ac+b2}
5
Temosque—lgagl,—1§b§1,0<ac<ze
€ ae 1 3
B> (——) Pt — L 122
ac + ala 1 + a” 4+ 1 1 1
pois as < 1. Logo,
‘ C o e <o <
a— = — a—c a—c| <eg;
ac + b? a?+ v ac+0?| 7~ |ac+ b?| - ’
b b b
b— = — < labllc — al < €
’ ac + b2 a?+b2  ac+b%|— lablle —af <&
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c a lc — al a(
_ — a
a?+b* ac+b?| ac+b?

‘ B c+a)+ b’ <e.

ac + b?

Logo, d(V,®) < ¢, ou seja, ¥ € B(P,¢) e portanto, ¥ € B(P,e) N Sp(2n) C A. Assim,
AND #0.

Portanto, vemos que em qualquer caso, AN D # () e assim, D é denso em Sp(2n).

Resta mostrar que D é aberto. Para isso, seja D C My, (R) o conjunto das matrizes
que s6 possui autovalores distintos. Pelo Teorema da se¢ao 5.6, p. 100, de [11], D é aberto
e denso em My, (R). Agora, observando que D = D N Sp(2n), resulta que D é aberto em
Sp(2n).

]

Pelo Lema 3.1 temos que U = Sp(2n) — D e portanto, U é fechado e tem interior vazio

em Sp(2n).

Definigao 3.2. Dizemos que um subconjunto S C R" é semi-algébrico se ele é a uniao

finita de subconjuntos da forma
{reR"; fi(x)=0,i=1,...,p} e {xeR%gix)<0,5j=1,...,q},

onde f; e g; sao polinémios em = = (z1,...,2,). Diremos que S é algébrico se ele ¢ a

reuniao finita de apenas subconjuntos do primeiro tipo acima.

Em [39], Whitney provou que todo conjunto algébrico (variedade algébrica real) S C R™
pode ser escrito como uniao finita de subvariedades de R"™. Robbin estendeu esse resultado

em [2]| para conjuntos semi-algébricos:

Lema 3.3 (Teorema de Whitney). Todo conjunto semi-algébrico S C R™ é escrito como

unido finita
m
s=Usi
=1
onde Sy,...,S, CR" sao subvariedades diferencidveis de dimensao crescente.

Demonstragao. Ver [39] e [2], Apéndice B, p. 133. ]

Usando a Forma Canoénica de Jordan, obtemos que U e V sao semi-algébricos. Pelo

Teorema de Whitney (Lema 3.3), temos que
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onde os Z; e W; sao subvariedades de Sp(2n).

Como U é fechado, pelo item (b) do Teorema C.6 temos que o conjunto
¢ ={AeC'(I,Sp(2n)); AMU} ={A e C'(I,Sp(2n)); AMZ;, i=1,...,m}

& aberto e denso em C'(I,Sp(2n)), onde A MU significa que a curva genérica A é transversal
ald.

Definicao 3.4. Chamamos de curvas genéricas de matrizes simpléticas ou simples-

mente curvas genéricas aos elementos do conjunto ¢ definido acima.

Nosso objetivo nesse capitulo é descrever o que ocorre quando A € 4 e A(0) € U. O

proximo lema é o primeiro resultado nessa direcao.
Lema 3.5. Seja A € 4 uma curva genérica. Se A(0) € U, entao A(0) e — V.

Demonstragao. Seja A € 4, com A(0) € U. Vimos que U C Sp(2n) é fechado e tem interior
vazio. Logo, os Z; tem codimensao maior ou igual a 1 em Sp(2n).
O mesmo argumento usado na demonstracao do Lema 3.1 pode ser usado para mostrar

que o conjunto
Uy ={P € Sp(2n); ¢ tem um tnico autovalor A de multiplicidade 2}

¢ denso em U, com a topologia induzida de R*”* munido da norma do méaximo.

Pela definicao de Uy, vé-se imediatamente que V C U — Uy e portanto, V tem interior
vazio em U. Dessa forma, segue que os W, tem codimensao maior ou igual a 1 em U e
consequentemente, codimensao maior ou igual a 2 em Sp(2n).

Portanto, vemos que nenhum dos W; satisfaz a condigao de transversalidade
dA(t) (R) + TA(t)Wj = TA(t) Sp(2n)

qualquer que seja t € I, uma vez que dim A(I) = 1. Logo, A nao pode intersectar (de forma
genérica) nenhum W;, e assim A(0) ¢ V.
m

Lema 3.6. Seja A(t) uma curva de matrizes, diferencidvel em t = 0, tal que A(0) possua
um autovalor \ de multiplicidade r, com r autovetores linearmente independentes. Nessas
condicoes, para todo € > 0 suficientemente pequeno, existem constantes pii, ..., f, tais que

A(e) tem r autovalores da forma X +ep; +o(e), j=1...,r.

Demonstragao. Ver [6]. O
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Lema 3.7. Seja A(t) uma curva de matrizes simpléticas com um autovalor \(t) do tipo
misto de multiplicidade exatamente igual a 2, |A(t)| # 1, S(A(t)) # 0 e os seus autoespago

e autoespago generalizado nao coincidem. Se B : R* — {0} — U € tal que

[ D(z,y) 0
B““"”‘( 0 [D(x,ym—l)’

onde D : R* — M,(R) ¢ dada por

r -y xr -y
Y y

D.y) =1 | ey |
0 Yy T

entao existe uma curva C(t) em My(R) tal que C(t)A(t)C(t)~' = B(R(A(1)), S(\(t)), C(1)).

1
Demonstragao. Seja P, = — /(zI —A(t)) .
27 J,

Se v é uma curva fechada simples tal que A(t) é o tnico autovalor de A(t) que esta no
interior de v e os outros autovalores estdo em R? — D, onde D = int(7y) U v, entdo pelo
Teorema da Decomposigao (ver Decomposition Theorem em [32], p. 421), segue que P; é

uma proje¢ao no autoespago generalizado de A(t).

Pelas Proposigoes 2.3 e 2.5 existe uma base simplética {uq,...,uq,v1,...,04}, onde
uq,...,us formam uma base do autoespaco generalizado de A(0) = a + bi de A(0) e
A 0
Aoy=|{ "' :
0 A,
com Ay = (AT) e
a —b a —b
A, = b a b a
0 0 a —b
0 0 b a

¢ o bloco associado a A(0). Temos que A(0) = B(R(A(0)), I(A(0))).

Suponha que us, us € Ex) — Vi) Entao, tomando v = ug — ius, v(t) = P e u(t) =
ﬁ(A(t) — A(t))v(t), segue por verificacao direta usando a construcdo da base de &) na
Proposi¢ao 2.3 que u(0) = u; — iug # 0. Por continuidade, temos que u(t) # 0, para t
suficientemente pequeno.

Sejam wuy(t) = R(u(t)), uz(t) = = (u(t)), usz(t) = Rv(t)) e uy = —F(v(t)). Como

os u1(0),...,u4(0) fazem parte de uma base simplética e variam diferenciavelmente, pela
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Proposi¢ao 2.5 podemos completar os vetores u(t),...,us(t) para uma base simplética
{ug(t), ..., uq(t),vi(t),...,v4(t)}, onde os vetores vi(t),...,v4(t) pertecem ao autoespago
generalizado de A(t)~'.

Finalmente, seja C'(t) a matriz de mudanga de base de {uy(t), ..., us(t),v1(t),...,v4(t)}

para {uj,...,us,vq,...,0s}. Entao,

e C(0)=1
[

Observagao 3.8. O Lema 3.7 é bem mais geral do que aparenta. De fato, o lema é vélido
para outros tipos de autovalores do tipo misto de matrizes simpléticas cujas formas normais
sao dadas no Capitulo 2. A idéia é modificar convenientemente a matriz D(z,y). A prova

em cada caso é exatamente a mesma dada acima.

Teorema 3.9. Seja ® € U com autovalor maltiplo X tal que (i) o autoespago Vy e o auto-
espago generalizado €, de \ coincidem ou (ii) |A| # 1 e Im A # 0. Nessas condigdes, nao

existe A € 4 tal que A(0) = @, ou seja, ¢ nao € a imagem de nenhuma curva genérica

AcY9.

Demonstrag¢ao. Do Lema 3.5, segue que basta considerar o caso em que & € U — V. Pelos

Corolario 1.34, Defini¢ao 1.35 e Proposicao 1.38 temos os seguintes casos:
(a) A é autovalor do tipo positivo ou do tipo negativo de multiplicidade 2;

(b) A é autovalor do tipo misto de multiplicidade 2 e seus autoespago e autoespago

generalizado coincidem;

(c) A é uma autovalor real multiplo e seus autoespago e autoespago generalizado coinci-

dem;

(d) A é autovalor multiplo, com |A] # 1 e Im A # 0.

Caso (a): Seja ® € U — V com um autovalor positivo A = a + bi de multiplicidade
2. E suficiente mostrar que a codimensdo de Tpld em Ty Sp(2n) é 2. Para isso, vamos
construir um subespago X C Tg Sp(2n) de dimensao 2 que nao ¢ tangente a U, ou seja, que
X NTeU = 0.

Pelas Proposigoes 1.38 e 2.1, existe uma base simplética {uy, ..., us,} tal que a matriz
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de ® nessa base é da forma
a Ig 0 —b IQ 0

0 A 0 A
bI, 0 aly O
0 By 0 By

onde Iy é a matriz identidade 2 x 2 e Ay, By, Ay, By sao os blocos matriciais cujas colunas
de ® associadas a esses blocos correspondem aos outros autovalores. Como || = 1, segue
que A = €™ para algum u € [0,27). Assim, temos que a = cosu e b = sen u.

Sejam a(t) = cos(u + t) e b(t) = sen(u + t) e considere a curva de matrizes

B:J — Ms,(R) dada por

at)y 0 0 —bt) 0 0
0 a(—t) 0 0 —b(—t) 0
B(t) = 0 Ay 0 0 Ay
b(t) 0 at) 0 0
0 b—t) 0 0 a(—t) O
0 0 B 0 0 By

Calculando explicitamente, vemos que B(t)*JB(t) = J, para todo t € J, ou seja, B(t) ¢
uma curva definida em Sp(2n).

Temos B(0) = ®, mas B(t) ¢ U para t # 0 suficientemente pequeno. De fato, para
t # 0 pequeno, temos que a(t) # a(—t) e b(t) # b(—t), ou seja, B(t) passa a ter autovalores
distintos.

Consideremos agora a aplicagao C' : [0,27) — Mo, (R) dada por

[ R(v) O
C(U) - ( 0 R(U) ) )

cos(v/2) —sen(v/2) 0
R(v) = | sen(v/2) cos(v/2) 0
0 0 I

onde

A aplicacao C(v) é simplética para todo v € [0,27). Para ver isso, observemos inicial-
mente que os blocos R(v) da matriz C'(v) sao rotagoes de angulo v/2 no plano em algum
subespaco de dimensao 2 em R™. Assim, como R(v)T = R(v)™! = R(—v), vemos facilmente
que C'(v)TIC(v) = J.

Consideremos agora a aplicagao ¥ : J x [0,27) C R?* — Sp(2n) dada por

U(t,0) = C(v) B(t)C(—v).
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Como C(—v) = C(v)™! para todo v € [0,27), segue que ¥(¢,v) ¢ simplesmente a matriz
B(t) depois da mudanga de base dada por C(v). Mas ainda, ¥ é uma aplicagao de classe
CL.

Assim, faz sentido calcular a derivada parcial de W em relacao a t. Calculando a derivada

em t = 0, obtemos

E(O’ v) = C(v)B'(0)C(—v) = Aj cosv + Assen v,
onde
—b 0 0 —a 0 0 0O b0 0 —a O
0O o 0 0 a O -b 0 0 —a 0 O
0O 0 0 0 00 0 0O 0 0 0
Al = € Ag =
a 0 0 —=b 0 O —a 0 0 -0 O
0 —a 0 0 b O —a 0 0 =b 0 0
0O 0 0 0 00 O 0 0 0 0 0

E imediato que {A;, Ay} C Ty Sp(2n) é L.1. e definindo o conjunto
X ={Ajtcosv+ Astsenv; v € [0,27) e t € R},

temos que X é um subespago vetorial de dimensao 2 de Tg Sp(2n). De fato, as fungoes

(t,v) — tcosv e (t,v) — tsenwv sdo sobrejetoras e o sistema de equagoes

{ tcosv = aty cos vy + Pty cos vy

tsenv = atysenv; + [ty sen vy

nas variaveis t e v tem solucao dada por

t = o’} + B*t5 + 2a8 cos(vy — va)

aty sen vy + [ta sen vy

U:arctg( >,set7£0

atq cos vy + Pty cos vy

para todo a, (3, t1,ts € Re vy, vy € [0,27). Com isso, garantimos que a soma e a multiplicagao
por escalar de elementos de X ainda estao em X. Logo, como 0 € X, a afirmacao segue.

A conjugagdo por C(v) nao altera a forma de B(t), isto ¢, se B'(0) ¢ TsU, entdo
Ajtcosv + Agtsenv = t%—\f(O,v) ¢ ToU para todo (t,v) € R x [0,27). Assim, assuma
que B'(0) € TeU. Entdo, existe uma curva de matrizes D : [ — U tal que D(0) = ® e
D'(0) = B'(0).
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Os ntimeros complexos b + ai, —b + ai, b — ai e —b — ai sao autovalores de B’(0) e o
autoespago generalizado do autovalor A = a+bi de D(0) = ® coincide com o seu autoespago.
Segue do Lema 3.3 que, em particular, os nimeros complexos (a + bi) + £(—b + ai) + o(e),
(a + bi) + (b — ai) + o(e) e seus complexos conjugados sao autovalores de D(e), para e
suficientemente pequeno. Os outros autovalores de D(e) devem ser distintos. E imediato
que os autovalores de D(t) ndo podem continuar multiplos, ou seja, D(t) ndo pode pertencer
all.

Mostramos assim, que nao existe uma curva de matrizes D(t) contida em U tal que
D(0) = ® e D'(0) = B'(0). Assim, B'(0) ¢ ToU e, portanto, X N Teld = (). Dessa forma,

concluimos que Tl tem codimensao 2 em Tg Sp(2n).

Caso (b): Seja ® € U — V com autovalor do tipo misto A = a + bi e de multiplicidade 2.

Pelo Corolario 2.1, existe uma base simplética tal que a matriz de ® nessa base é da forma

a —b 0
b a 0
0 0 A 0 0 A
0 a —b 0
0O b a 0
B, 0 0 By
Defina B : J C R— {0} — Sp(2n) por
at —bt 0O
bt at 0
A A
B(#) 0 0 1 0 0 2
0 a/t =0/t 0O
0 b/t a/t O
B, 0 0 B

Temos B(1) = &.

Seja K : [0,27) — Sp(2n) dada por
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onde
cos(v/2) 0 0 sen(v/2) 0 0
E(v) = 0 cos(v/2) 0 e F(v)= 0 sen(v/2) 0
0 0 I 0 0 0

Considere a aplicagao ¥ : J x [0,27) — Sp(2n) dada por ¥(t,v) = K(v)"'B(t)K (v).

Entao, ¥ é de classe C* e

ov
E(l,v) = K(v)'B'(1)K(v) = By cosv + Bysenw,
onde
a —b 0 —a b 0
b a b —a 0
0 0 0 0o 0 0
B, = e B,=
—a b 0 —a b
b —a —b —a 0
0 0 0 0 0

E imediato que {Bj, By} é L.I.. Assim, definindo o conjunto
X ={Bitcosv+ Botsenv; v € [0,2m) et € R},

segue que X é um subespago vetorial de dimensao 2 em Ty Sp(2n), como foi mostrado no
Caso (a). Finalmente, pelo mesmo argumento utilizado no Caso (a), temos que X NTold = ()

e portanto, Teld tem codimensao 2 em Ty Sp(2n).

Caso (c): Seja ® € U —V com autovalor real A\. Temos duas possibilidades para A\: A = +1
ou A # +1.
Se A = +1, entao o autoespago generalizado de A\ tem dimensao 2 e pela Proposicao 2.3

existe uma base simplética tal que a matriz de ® é da forma

A0 0 O
0 A 0 A,
0 0 X 0
0 By 0 By
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Defina B : J C R — {0} — Sp(2n) por

X 0O 0 0
0 A 0 A
B(t): 1 2
0 0 Mt 0
0 B, 0 B,

Temos B(1) = ®. Consideremos a aplicagao K : [0,27) — Sp(2n) dada por

Ko — [ E®) —F0)
F@) E@) )

E@):(COSU 2) e F@):(%gv 2)

Definindo a fungao W : J x [0,27) — Sp(2n) por ¥(t,v) = K(v)"'B(t)K(v), o resultado

segue como no Caso (b).

onde

Seja A # +1. Entao, como o autoespaco e o autoespago generalizado coincidem, segue

das Proposigoes 2.4 e 2.5 que existe uma base simplética tal que a matriz de ¢ nessa base é

da forma
0 0 0
0 Ay 0 A,
0 0 H, 0 [’
0 By 0 By
onde

A0
Iy = ,
’ (0 /\>
eH,\étalqueHA_lzJ;F,ouseja,

HA=<1/A 0 )
0 1/X
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Defina a curva de matrizes B : J C R — Sp(2n) por

Acost 0 0 —Xlsent 0 0
0  Acos(—t) 0 0 —A7tsen(—t) 0
B(t) = . 0 0 Ay _10 0 As
sent 0 0 A cost 0 0
0  Asen(—t) 0 0 AL cos(—t)
0 0 By 0 0 B,

Temos B(0) = ®. Considerando a aplicagao C' : [0,27) — Sp(2n) do Caso (a),

definimos ¥ : J x [0,27) — Sp(2n) dada por ¥(t,v) = C(v)"'B(t)C(v). Assim, o resultado

segue de forma analoga ao Caso (a).

Caso (d): Seja & € U —V com autovalor multiplo A = a + bi, |A| # 1 e S(N) # 0. Temos
duas possibilidades para A: (1) £, = V) ou (2) &\ # V.
No caso (1), pelos Corolario 2.2 e Proposigao 2.5 existe uma base simplética na qual a

matriz de ® é da forma

J 0 0 0
0 A 0 A,
0o 0 H 0 |’
0 By 0 B
onde
a —b 0
b 0
J =
0 a —b
0 b a

e H=' = JT. Calculando explicitamente a matriz H, vemos que

ka —kb 0 0
- kb ka 0 0 |
0 0 ka —kb

0 0 kb ka

—b
onde £k = —. Tomando D, = < Z ), definamos a curva de matrizes B : J C
a
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R — {0} — Sp(2n) por

tD,y 0 0 0 0 0

0 t'Dy 0 0 0 0

B(t) = 0 0 A0 0 A,
0 0 0 tkD, 0 0

0 0 0 0 t'%kDy 0

0 0 B, 0 0 By

Temos que B(1) = ®. Consideremos a aplicagao K : [0,27) — Sp(2n) dada por

Ew) 0 0 —F@) 0 0
0 E 0 0 —F(v) 0
K(v) = 0 0 I 0 0 0 ’
Fw) 0 0 E®) 0 0
0 F() 0 0 E(w) 0
0 0 O 0 0 I

onde

0 0
B(v) = COs v . Flv) = senv '
0 CcoS v 0 sen v

Definimos, como nos casos anteriores, a aplicagao ¥ : J x [0,27) — Sp(2n) dada por
U(t,v) = K(v)"*B(t)K(v), o resultado segue de modo analogo ao Caso (b).

Consideremos agora o caso (2), onde £, # V). As idéias principais da demonstrac¢ao no
caso geral sao obtidas do caso particular em que n = 4, isto é, em R®. Faremos, portanto,
a demonstracao somente nesse caso.

Pelas Proposicoes 2.3 e 2.5, existe uma base simplética segundo a qual a matriz de ¢ é

A 0
0 A, |’

—b

da forma

com A, = AT e

oS O o R
S Q@ o R
S
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Defina A : R? — My(R) por

Az,y) =

o ow g
K] e R
8

e considere a aplicagao B : W C R? — {0} — U C Sp(8) dada por

[ Alz,y) 0
B(ZE,?J) = ( 0 [A(x,y)T}fl ) )

onde W é uma vizinhanca do autovalor A = (a, b).
Seja F': W x Sp(8) — U C Sp(8) a aplicagao dada por

F(z,y,0) = C7'B(z,y)C.
Claramente, F' ¢ de classe C'. Calculando a derivada de F' no ponto (z,y,I), obtemos

dF(z,y,I) - (u,v,H) = —HB(x,y) + dB(x,y) - (u,v) + B(x,y)H
= dB(:L’,y) : (u>v) + [B(l’,y),H],

onde (u,v) € T yW = R?* H € T1Sp(8) = sp(8) e [B(z,y), H] é o colchete de Lie de
B(z,y) e H.

O kernel de dF(x,y,I) é formado, portanto, pelos elementos (u, v, H) tais que

Note que o primeiro membro de (3.1) nao depende de H. Tomando v = v = 0, obtemos

[H, B(x,y)] = 0 e, portanto, o subespago
SB(x,y) = {(0707 H) € R2 X Sp(8>a [H7 B(I7y)] = 0}

¢ um subespaco do kernel de dF'(z,y,I). O subespago Sp(,,) tem dimensao 4 e as matrizes

H sao da forma

D FE

0 D
_pr 0 , (3.2)
—ET DT

onde D e E sao matrizes 2 X 2 que pertecem ao subespago gerado por I e J. Ou seja, D e
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E sao produtos de rotagoes e expansoes no plano. Para ver isso, seja

(57

o«
o bloco 2 x 2 nao-nulo de A(z,y). Se M = ( ﬁl ﬁQ ) ¢ uma matriz que comuta com Z,
1 P2
entao verificamos por calculo direto que oy = B2 e 51 = —aw, ou seja,

10 0 1
M=« + « =aq I +asd, 3.3
1(01) 2(—1 o) s 33

Como |A| # 1, podemos diminuir W de modo que nenhum elemento de W tenha norma

com aq,as € R.

1. Nesse caso, usando a caracterizagao de matrizes hamiltonianas obtida no Exemplo 1.15,

verificamos por calculo direto que se

Hy, H
I — 1 Hip
Hy Hy
¢ uma matriz que comuta com B(z,y), entdao H é da forma (3.2), onde D e E sao matrizes

da forma (3.3). Assim, Sp(s,) tem dimensao 4 quando (z,y) € W.
No ponto (z,y,C), a derivada de F é

dF(z,y,C) - (u,v,H) = —C ' HC ' B(x,y)C + C~'dB(z,y) - (u,v)C + C ' B(z,y)H

=—-C'H(C'B(z,y)C) + C'dB(z,y) - (u,v)C + (C'B(z,y)C)C'H

e portanto, vemos que dF'(z,y,C) é simplesmente a conjugacao de dF'(z,y,I) por C. Logo,
ker(dF(z,y,I)) e ker(dF(z,y,C)) tém mesma dimensao.

Seja k = dim(Sp(8)) = dim(sp(8)). Entao, pelo Teorema do Nucleo e da Imagem
aplicado a dF'(x,y,I), temos

k+ 2 = dim(ker(dF(z,y,1))) + dim(Im(dF(x,y,1))) > 4 4+ dim(Im(dF(z, y,I))).

Portanto, dim(Im(dF'(z,y,1))) < k — 2 e assim, codim(Im(dF(x,y,1))) > 2.

Finalmente, provaremos que F' é sobrejetora em uma vizinhanga de ® em U. Sejam
A(t) um curva diferenciavel em U tal que A(0) = ® e v : I — W uma curva fechada
simples em torno do autovalor A = (a,b), e portanto, em torno do autovalor A(t) de A(t),
para ¢ suficientemente pequeno. Se py(z) é o polindmio caracteristico de A(t), entao, dimi-

nuindo W se necessério, temos que A(t) é a unica raiz de p;(z) em W. Logo, escrenvendo
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pi(2) = (2 — A(t))*h(2), onde h; nao possui raizes em W, temos

piz) 2 hi(z)
() 2O )

/
Como hy(z) # 0 para todo z € W, segue que h—t ¢ homotopico a uma constante em W.

t
Aplicando a férmula integral de Cauchy (ver [29], p. 193), obtemos

1 2pi (%) 1 2z zhy(z) 1 / 2z
— dz = — dz = — | ———=dz=2\(t
2mi )., pi(2) T om L \z = A(t) * he(2) T om 52— At) : ®);

/

para todo z € W — 4(I). A segunda igualdade na equacdo acima vem do fato de que —

t
/

) . , zhi(z) B .
¢ homotodpica a uma constante «; nesse caso, temos que mdz = azdz = 0, pois
v T\Z o
azdz é uma forma exata.
Resulta que A(t) é um autovalor de A(t) com multiplicidade 2 e que varia diferencia-

velmente em ¢, uma vez que p; varia diferenciavelmente com ¢. Pelo Lema 3.7, existe uma

curva diferenciavel C(t) tal que C'(t)A(t)C(t)~! = BR(A(t)), S(A(t))). Assim,
A(t) = C(t) ' BR(A)), S(A(1)))C(t) = F(R(A(1)), S(A(1), C(1)).

Logo, toda curva de matrizes A(t) em U tal que A(0) = ® é a imagem de F' por alguma
curva D(t) = (a(t),b(t),C(t)), onde A(t) = a(t) + ib(t) é um autovalor multiplo de A(t).
Como U é reunido de subvariedades de Sp(8), segue que uma vizinhanca de ® em U pode
ser escrita como a unido de todas as curvas A(t) em U ligando ® a uma outra matriz ¥
da vizinhanca de ®. Isso mostra que F' é sobrejetora em vizinhanca de & em U e como a
imagem de dF(a,b,I) tem codimensdo maior ou igual 2, segue que Tl tem codimensao

maior ou igual a 2.

]

Teorema 3.10. Seja ® € U —V com autovalor maltiplo A tal que (1) |A] =1 ouImA =0 e

(i) Vi # &y, onde V) e &, sao, respectivamente, o autoespago e o autoespago generalizado
de \. Nessas condicoes, existe A € 4 tal que A(0) = .

Demonstracao. Pelos Corolario 1.34, Definicao 1.35 e Proposicao 1.38 temos os casos:

(a) A é autovalor do tipo misto e seus autoespago e autoespago generalizado nao coinci-

dem,;

(b) A & autovalor real multiplo e seus autoespago e autoespago generalizado nao coinci-

dem;
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Caso (a): Suponha que ® € U — V tenha um autovalor do tipo misto, com multiplicidade
2 e que seus autoespaco e autoespaco generalizado nao coincidem. E suficiente provar no
caso em 2n = 4, isto é, basta considerar o espaco todo como autoespaco generalizado de &,
uma vez que a forma dos blocos remanescentes no caso geral nao importam.

Pela Proposigao 2.3, existe uma base simplética tal que ¢ ¢ da forma

a —b pa —pb
b a wpb pa
0 0 a b |’
0 0 b a

onde pt = 1 e b # 0. Defina a curva diferenciavel B : R — U passando por & como sendo

alt) —b(t) palt) —ub(t)
B | PO e ) pal) |

0 0 alt) —b)

0 0 bB)  a@)

onde a(t) = cos(ty + 1), b(t) = sen(ty +t), a(0) = a e b(0) = b. Seja G : R x Sp(4) — U por
G(t,C) = C7'B(t)C. Pela definigao de G, segue ela ¢ analitica. Usando mesmo argumento
do Caso (d) do Teorema 3.9 para mostrar que F' era sobrejetora numa vizinhanga de ¢ em
U, podemos mostrar que G também é sobrejetora numa vizinhanga de ® em .

Calculando a derivada de G em (¢,I), obtemos
dG(t,1)- (s,H) = B(t)H — HB(t) + sB'(t) = [B(t), H] + sB'(t).
Por célculo direto, verifica-se que dim(ker(dG(t,1))) = 2 e é gerado pelas matrizes
(Vo) - (00)
0 Jy 00/
Entéao, se k = dim(Sp(4)), aplicando o Teorema do Nicleo e da Imagem a dG(t,I), temos
k+ 1= dim(Im(dG(t,1))) + dim(ker(dG(t,1))) = dim(Im(dG(t,1))) + 2

e assim, dim(Im(dG(t,1))) = k— 1. Logo, a codimensao de Im(dG(¢,I)) em Sp(4) é 1 e deve

existir, portanto, uma curva genérica A € ¢4 tal que A(0) = P.

Caso (b): Por simplicidade, faremos a demonstragao apenas no caso em que 2n = 2, uma
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vez que w é nao-degenerada no autoespaco generalizado de .
Temos duas possibilidades: A = +1 ou A # £1.

Se A = £1, entao pela Proposi¢ao 2.4 existe uma base simplética tal que

Ak
o = ,
0 A
onde k = =£1, pois o autoespago e o autoespaco generalizado de A nao coincidem. Seja

B : R — U dada por
Atk
B(t) = (3.4)
0 At

e defina F': R x Sp(4) — U por F(t,C) = C7'B(t)C. Pelo mesmo argumento do Caso (d)
do Teorema 3.9 resulta que F' é sobrejetora em uma vizinhanga de ® em Y. Calculando a

derivada de F' no ponto (¢,I) obtemos
dF(t,1)- (s, H) = [B(t), H] + sB'(t).

Por célculo direto, verifica-se que o kernel de dF'(¢,I) tem dimensao 2 e é formado por

elementos da forma (0, H) tais que H ¢ combinagdo linear das matrizes

(0) )

Resulta como no Caso (a) acima que codim(dF(0,I)) = codim(Told) = 1 em sp(2) e
portanto, deve existir uma curva genérica A € ¢4 tal que A(0) = .

]

Lema 3.11. Seja A € ¢ tal que A(0) € U. Entao, em qualquer vizinhanga de A(0) em
Sp(2n) exisitem matrizes By € Sp(2n) —U com o mesmo nimero de autovalores de valor
absoluto igual 1 e o mesmo nimero de autovalores reais e matrizes By € Sp(2n) —U com um
numero inferior de autovalores de valor absoluto igual 1 e um nimero inferior de autovalores

reqls.

Demonstracao. Como A(0) € U, temos que A(0) satifaz uma das duas condigoes do Teo-

rema 3.10.

Caso (a): Para A(0) nas condigbes do Caso (a) do Teorema 3.10, existe uma base simplética
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tal que A(0) é da forma

a —b ka —kb
b a kb ka
0 0 —a b
0 O b a

Considere a matriz

as —be ka —kb
be ae kb ka
0 0 —a/e bfe
0 0 ble aje

B(e) =

que varia com €. Os autovalores de de B(g) sdo os ntimeros complexos \i(¢) = &(a + bi),
Ao(g) = e(a—bi), A\3(e) = e H(a+bi) e \sy(e) = e (a— bi). Logo, B(e) € Sp(2n) —U e seus
autovalores tem valor absoluto diferente de 1 para ¢ proximo de 1. Isso nos da a matriz By
do Lema.

Para achar By, sejam a = costy, b = costy e considere a matriz

0 -ty k 0
te 0 0 k
c=1"
0 0 —to
0 0 to 0

Entao, C' ¢ hamiltoniana pela caracteriza¢ao dada no Exemplo 1.15 e A(0) = exp(C). Seja

0 —ty k 0
t 0 0 k
Cler=|
—& 0 O —to
0 —& t(] 0

Os autovalores de C'(f) sao os nimeros i\/—tg — ke + 2toVke, que sio distintos para ¢ # 0.
Assim, exp(C(e)) € Sp(2n) — U. Além disso, se ¢ for suficientemente pequeno e tem o
mesmo sinal de k, teremos que C(g) esta proximo de C' e os autovalores de C'(g) sao todos
nameros imaginarios puros. Logo, todos os autovalores de exp(C(e)) tem valor absoluto
igual a 1 e portanto, tem o mesmo numero de autovalores de valor absoluto 1 que exp(C') =
A(0). Assim, tomamos as matrizes B; do Lema como sendo as matrizes exp(C(¢)), para €

suficientemente pequeno.

Caso (b): Para A(0) nas condigbes do Caso (b) do Teorema 3.9, temos dois subcasos.

O primeiro, é quando o autovalor multiplo A de A(0) é +1. Nesse caso, existe uma base
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simplética que coloca A(0) na forma
onde k = +1.

1 k
0 1)’
Counsidere as matrizes

(1) - (1)

Entao, A(0) = exp(C), se A =1 ou A(0) = —exp(D), se A = —1.

Agora, sejam
0 k 0 —k
a-(28) o meo-(2 )

Os autovalores dessas matrizes sao, respectivamente, +£v/ ke para C' e -/ —ke para D.

Se A = 1, tomando ¢ suficientemente pequeno e com sinal contrario ao de k, teremos
que C(g) esta proximo de C e os autovalores de C'(g) sao todos nimeros imaginarios puros.
Nesse caso, todos os autovalores de exp(C'(g)) sdo nimeros complexos e assim tem menos
autovalores reais que A(0). Logo tomamos exp(C(e)), para ke < 0 e e suficientemente
pequeno, como sendo as matrizes By do Lema.

Para obter as matrizes By, tomamos ¢ de forma que ke > 0. Nesse caso, os autovalores de
C'(e), e portanto os de exp(C'(¢)), sdo todos nimeros reais. Assim, exp(C/(¢)), para ke > 0,

tem o mesmo numero de autovalores reais que A(0).

Se A = —1, tomando ¢ suficientemente pequeno e com o mesmo sinal de k, teremos que
D(e) tera somente autovalores imaginarios puros. Se tomarmos ¢ suficientemente pequeno
e com sinal contrario ao de k, teremos que os autovalores de D(g) sao todos ntimeros reais.

O resultado segue como no caso A = 1.

Finalmente, o segundo subcaso se dd quando A # 4+1. Nesse caso, existe uma base

simplética tal que A(0) é da forma

oS O O >

oS O >
(@]
(e]
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Se A > 0, existe u € R tal que A = e*. Considere a matriz

u k/e* 0 0

O 0 u 0
0 0 —u
0 0 —k/e* —u
Entao, A(0) = exp(C). Seja
u kj/e* 0 0
€ 0
Ce) =
©) 0 0 —u =€
0 0 —k/e* —u

Os autovalores de C'(¢) s@o os nimeros =+ (:l:ue“ + (ke)e“) e~ ", que sdo nimeros com-
plexos ou reais conforme ke < 0 ou ke > 0, respectivamente. O resultado segue como no

caso anterior. O

O proximo teorema mostra como variam os autovalores de A(e), para e > 0 suficiente-

mente penqueno, onde A(t) é uma curva genérica de matrizes simpléticas tal que A(0) € U.

Teorema 3.12. Seja A € & tal que A(0) € U. Entao, existe 0 > 0 e autovalores \(e) e
p(e) de A(e) tais que ocorre um dos trés casos abaizo:
L (i) M0) = p(0);
(it) |ME)| = [u(e)] =1 e Me) # u(e) ™", para =0 < e <0;
(iii) () = p(e)™t e|\(e)| > 1, para 0 < e < 4.
2. (i) M0) =1 ou \0) = —1;
(i) (M) =1 e Ae) # £1, para —§ < e <0;
(111) A(e) # £1 € um nimero real, para 0 < e <.
3. (a) M0) = p(0)~";
(b) S(ME)) = S(a()) = 0 € A(2) # u(e)™, para =3 < & < 0;
(c) M) =p(e)™ e S(A(g)) >0, para 0 < & < 4.

Demonstragao. Seja N uma vizinhanca convexa de A(0) tal que N — U tenha duas compo-
nentes conexas Ny e Ny. Isso possivel, pois codimgpa,) (U) = 1.
Afirmamos que os dois tipos de matrizes descritas no Lema 3.11 estdao em componen-

tes conexas distintas. De fato, sejam D(¢) um caminho em N que vai do conjunto do
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primeiro tipo de matrizes U; do Lema 3.11 e vai para o conjunto do segundo tipo Us e
to =sup {t € R; D(t) é do primeiro tipo}. Provaremos que D(ty) € U.

Suponha por absurdo que D(ty) ¢ U. Entdo, D(t) € U; ou D(t) € U, pois nao ha
outra possibilidade bifurcacao além dessas. Além disso, U; e Us sao componentes conexas de
Sp(2n)—U. Se D(ty) € Uy, entéo, por continuidade, deve existir e > 0 tal que D(tp+¢) € U;.
Por outro lado, temos que D(ty + ¢) € Us, o que implica Uy N Uy # (); um absurdo em vista
do Lema 3.11. Assumindo D(ty) € Us, chegamos a uma contradigdo de forma analoga a
anterior.

Logo, D(ty) ¢ Uy U U, = Sp(2n) — U e portanto, D(ty) € U.

Assim, temos que Uy N (N —U) = Ny e UyN(N —U) = NyouUy N(N—-U) = Ny e
UyN (N —U) = N;. Assuma a primeira possibilidade.

Seja A(t) como no Teorema e tome 6 > 0 tal que A(e) € N, para —§ < ¢ < J e
A(e) ¢ U, se € # 0. Observando as condigoes em cada um dos casos no Teorema, vemos
que se —0 < € < 0, entdo A(e) € Nj, ese 0 < e <6, temos A(e) € N,. Logo, temos que
{A(g); =6 <e<0}C Nye{A(e); 0<e<d} C Ns.

O



Capitulo 4
Teoria simplética nao-linear

Neste capitulo, comecaremos a estudar a teoria simplética nao-linear, isto é, passaremos
agora a transferir, com as devidas adaptacoes, os resultados obtidos no Capitulo 1 para
contexto de variedades diferenciaveis. As nocgoes e resultados estudados aqui serao usados
no Capitulo 5 para estudar as propriedades genéricas dos sistemas Hamiltionianos.

Sao pré-requisitos para este capitulo as noc¢oes de variedade diferenciavel, campos veto-
riais e formas diferenciais em variedades. Assim, é recomendével recorrer ao Apéndice B e
as referéncias indicadas no mesmo para obter as defini¢oes e resultados béasicos sobre esses

conceitos.

4.1 Variedades simpléticas e o Teorema de Darboux

Sejam M?" uma variedade de dimensdo 2n e w : M — A?(T*M) uma forma diferencial de

grau 2 em M.

Definicao 4.1. Dizemos que w é uma forma simplética em M se w é fechada e
w(p) : T,M x T,M — R é uma forma simplética no espaco tangente 7,M, para todo
pe M.

Definigao 4.2. Uma variedade simplética ¢ um par (M, w) tal que M é uma variedade

de dimensao 2n e w é uma forma simplética em M.

No Capitulo 1, vimos que se (V,w) é um espago vetorial simplético, entao 2 = w™ define
uma forma de volume em V. Dessa forma, segue que em cada espago tangente de uma
variedade simplética podemos definir uma forma de volume () e portanto, segue que toda

variedade simplética é orientavel.

48
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Exemplo 4.3. O exemplo mais simples de variedade simplética é o espaco euclidiano R?”

com a forma simplética padrao

W= Xn:dxj A dy;.

i=1
Consideremos uma variedade simplética M de dimensao 2n com forma simplética w e

(U;z1,... &0, Y1, -, Yn) um sistema de coordenadas locais centrado em p € M, isto é,

U C M & um aberto contendo p e a aplicacido ¢ : U — R?" dada por

©(q) = (21(q); - -, 2n(q); y1(a), - - -, Yn(q))

¢ um difeomorfismo sobre sua imagem.

Definicao 4.4. Um sistema de coordenadas simplético em M é um sistema de coor-

denadas locais (U;x1,...,Zn, Y1, ..., Ys) tal que nesse sistema a forma w é escrita como

w= idasj A dy;.

Jj=1

Resulta de definigao acima que o conjunto

9
8x1

¢ uma base simplética de T, M, para todo p € U.

0

p,...,axn

9
p, Oy

9
p? ) 8yn

y

Definicao 4.5. Um difeomorfismo simplético f : M; — M, entre as variedades simplé-

ticas (M, w;) e (Ma,ws) é um difeomorfismo que satisfaz a condi¢ao
[rws = wr,

onde f*wsy é o pull-back de ws por f. Dizemos nesse caso, que as variedades M; e My sao

simplectomorfas.

Assim, um difeomorfismo simplético f é um difeomorfismo que preserva a estrutura
simplética das variedades. Estaremos interessados no caso especial em que M; = M, e
wi = wsy, Ou seja, ffw = w.

Denotaremos por Symp(M) o conjunto de todos os difeomorfismos simpléticos de M.
O conjunto Symp(M) é um subgrupo de Lie do grupo dos difeomorfismos Diff (M) com a

operacao de composigao de aplicagoes.
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Exemplo 4.6. Sejam (M, w;) e (M, ws) variedades simpléticas e (U1; @1, ..., Zn, Y1y -+ - Yn)
um sistema de coordenadas em M;. Se f: M; — M, é um difeomorfismo simplético, entao
f induz um sistema de coordenadas simpléticas locais (Us, &1, ..., &y sy - - -y M) €m Mo, De
fato, tomando Uy = f(U;) defina & = xj0 f~' en; = y;j 0 f7!, para j = 1,...,n. Entao,

pela defini¢ao de difeomorfismo simplético, temos que
wp = (f7wr =) dlayo [T Adlyso f7H) =) dg; Adny.
j=1 j=1

Logo, (Us; &1 ..., M1, -+, Mp) € um sistema de coordenadas simpléticas locais em M,
o qual chamaremos de sistema de coordenadas induzido pelo difeomorfismo simplético f.

Observemos que nesse sistema de coordenadas a representacao de f é dada por

f(xlv"'axnaylw"vyn) = (617"'7€n7771a"'777n)'

Seja p € M e considere a aplicagao linear p, : T,M — Ty M definida por

tp(v) = t(v)wp,

onde t(v)w, : T,M — R & o funcional linear dado por t(v)w,(u) = wy(v,u). Como w,
bilinear e nao-degenerada, segue que p, ¢ um isomorfismo para todo p € M. Isso nos
d4 uma correspondéncia biunivoca entre campos de vetores e 1-formas em M através da

aplicagao linear induzida p : X(M) — Q'(M) dada por
wX)=u(X)w: M — T*M, (4.1)

que associa cada ponto p € M ao funcional linear 1(X)(p) = p,(X(p)) € T, M. Com isso,

damos a seguinte defini¢ao:

Definigao 4.7. Dizemos que um campo vetorial X € X(M), definido em uma variedade
simplética (M,w), é um campo vetorial simplético se a forma ((X)w é fechada. O

conjunto dos campos vetoriais simpléticos em M sera denotado por X, (M).

A proposigao a seguir nos diz que se M é uma variedade fechada, isto é, compacta e sem

bordo, entao X, (M) é a algebra de Lie do grupo Symp(M).

Proposicao 4.8. Seja (M,w) uma variedade simplética fechada. Suponha que (V;)ier seja

uma familia de difeomorfismos de M que é gerado por uma familia de campos vetoriais
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X; € X(M), t € R, através das relagoes
d
awt = Xy oy

Yo = id

Entao, ¢, € Symp(M) para todo t se, e somente se, X; € X,(M), para todo t € R. Mais
ainda, se X,Y € X,(M), entao [X,Y] € X,(M) e

([X,Y))w = dH,
onde H =w(Y, X).

Demonstracao. Notemos inicialmente que

a4
ds

d * * * *
Ewtw = . Yy w = ds Y vy (Yiw).

Como o pull-back ¥} é uma aplicagao ¥* : R x Q*(M) — Q*(M), aplicando a regra da cadeia
para derivadas parciais, temos

d

d d
Ed}:w = % ¢*(t7¢*(57w)) = 81w*(t7w)) ’ %

t + " (t,w) - dis V¥ (s,w)
s=0

s=0 s=0

d
= 62w*(t, UJ) . %

5w
=0

S=

Notemos que 9 é linear na segunda variavel e portanto, segue que O = 9. Além

Yiw = ZLx,w. Logo,
s=0

disso,

ds
—d fw =V (Lx.w 4.2
dtl/}t 1/’t( Xt ) ( . )

Combinando a equagao (4.2) com férmula de Cartan,
Lxw = 1(Xy)dw + d(o(X¢)w),

e com o fato de w ser fechada, obtemos que

d * g%
St = (X)) (13)

Agora, se 1)y € Symp(M) para todo ¢t € R, entao ¢jw = w para todo t € R. Logo,

d Xk
0= awtw =y d(u(Xy)w),
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para todo t € R. Assim, d(¢(X;)w) = ¢¥§d(v(X)w) = 0, donde ¢(X;)w é fechada e portanto,
X, € X,(M), para todo t € R. Reciprocamente, se X; € X, (M), entao a forma ¢(X;)w é

fechada. Assim, da equacao (4.3), resulta que

d .
Ewtw = 07

para todo t € R. Logo, ¢;w é constante e como Yjw = w, segue que Y;w = w, para todo
t € R. Portanto, 1, € Symp(M ), para todo t € R.
Para provar a segunda afirmagdo, observemos que a aplicagao u : X(M) — QY (M) é

linear e portanto,

d

(wtx)*y) =7 !

p(@Y) = L (@) e

A Yo = (XY = ( il

t=0 t=0

Observemos agora que o pull-back (¢;%)* : QY(M) — QY(M) é um isomorfismo, para
todo t € R, cujo inverso é [(wtx)*]_l = (zﬂi(t)*. Assim, dados p € M e v € T,M, temos que

(¥25)" (@F) Y Jwp(v) = ()Y Jwyax, g (A%, (p)0)

= wyx, ) (V7)Y (02, (p), A2, (p)v) = wyx ) (2, (p)Y (p), 2, (p)0)
= (V) w,(Y(p),v) = w(Y(p),v) = t(Y)w,(v).
Logo, resulta que ¢((¥X)*Y)w = (¢{*)*t(Y)w. Portanto,

d ‘ d "
(XY= 4 = 2| @ = Zaw.
t=0 t=0
Usando a formula de Cartan e o fato de que Y € X, (M), isto ¢, ¢(Y)w ¢é fechada, obtemos
que
([ X, Y)w = d(e(X)(Y)w) = dw(Y, X).

Assim, ¢([X,Y])w é uma forma exata e portanto, [X,Y] € X,(M) pois toda forma exata
¢ fechada.
O]

Provaremos agora um resultado importante sobre a teoria local de variedades simpléticas:
o Teorema de Darboux. Esse teorema nos diz que variedades simpléticas nao possuem
invariantes locais, isto é, localmente todas elas sao simplectomorfas ao espaco simplético
padrao (R*",wy). Para tanto, utilizaremos um argumento apresentado por Moser em [26],

p. 292. Antes disso, damos seguinte definigao:
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Definigao 4.9. Seja M uma variedade de dimensao n. Uma isotopia ¢ : R x M — M
entre dois difeomorfismos g, 1) € Diff(M) é uma homotopia formada por difeomorfismos
de M tais ¥(0,p) = ¥o(p) e ¥(1,p) = ¢1(p), para todo p € M. Nesse caso, dizemos que 1

e 11 sao isotopicos.

Usaremos também a notagao 1; para indicar uma isotopia e fica subentendido que se
trata de uma aplicagdao ¢ : R x M — M, onde 9(t,p) = ¥(p), para todo t € R e todo
p e M.

Dada uma isotopia v; entre um difeomorfismo ¢, : M — M e a identidade id : M — M,
podemos associar de modo natural um campo vetorial dependente do tempo X; tal que v

seja o fluxo de X;. De fato, colocando para cada p € M,

d

Xilp) = -1 ®s(1h; ' (p)),

S=

obtemos um campo vetorial X; : M — T'M de classe C*°, para cada t € R. Notemos que a
d
igualdade acima é equivalente a E% = X, o). Para ver isso, basta observar que, sendo 1/,

um difeomorfismo e pondo ¢ = ¢, *(p), teremos que

Xu(wnla)) = enla),

para todo g € M. Isso mostra que a isotopia 1; é o fluxo do campo Xj.

A reciproca da argumentagao anterior nem sempre é verdadeira, isto é, nem sempre
podemos garantir que um campo X; dependente do tempo determina uma isotopia 1, entre
a identidade e um difeomorfismo de M. Para garantir isso, devemos garantir que o fluxo
dependente do tempo ¥, de X; esteja definido em um dominio D, tal que [0, 1] x [0, 1] x
M C ®x,. Se este for o caso, entao para ty = 0, temos que 9y = ¥, é uma isotopia entre
a identidade e um difeomorfismo ¢, = ¥, ; € Diff(M). Quando M ¢é compacta o fluxo W, 4,
esta definido para todo t,ty € R e portanto, sempre podemos recuperar a isotopia 1, nesse
caso.

A proxima proposicao ilustra o argumento de Moser, o qual afirma que as formas simplé-
ticas de uma variedade que estao na mesma classe de cohomologia e na mesma componente
conexa do conjunto {w € Q*(M); w ¢é simplética e [w] = ¢, com ¢ € H*(M)} sdo simplecto-

morfas, onde H?(M) é o grupo de cohomologia de de Rham de ordem 2.

Proposicao 4.10. Seja M uma variedade compacta de dimensao 2n e wy uma familia C'*
de formas simpléticas tais que [w] = |wo], para 0 < t < 1. Entao, existe uma isotopia
Yy € Diff (M) tal que 1w, = wy, para 0 <t < 1.

Demonstra¢ao. Vamos assumir que exista uma tal isotopia 1; satisfazendo as condig¢oes do
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proposicao e, mais ainda, que v, seja o fluxo de algum campo vetorial X € X(M). Assumindo
isso, nosso unico trabalho agora é encontrar o campo X que satisfaca essas condigoes.

Observemos que a condicao [w;] = [wo] equivale a
d d
] = e =0 4

Isso significa que Ewt é exata e portanto, existe uma 1-forma o; tal que

iwt = doy,

dt

para 0 <t < 1.
Agora, derivando wy = ;w; em relacao a ¢, levando em consideragao que v} é uma
aplicagao * : R x Q*(M) — Q*(M), temos

0= Ewtwt = 31%% : %(t) =+ athwt : Ewt = zbt-iﬂ)(wz‘, + 2ﬁtdat

=} (L(X)dw; + d(e(X)wy) + doy) = id(o(X)w: + 0v).

Logo, ¢(X)w;+0; é uma forma fechada. Assim, obtemos o campo X resolvendo a equacao
U(X)we+ 0t =0 (4.5)

para alguma 1-forma fechada 5 : M — T*M de classe C®. E suficiente resolver a equa-

¢ao (4.5) quando 3 = 0, ou seja, queremos obter X tal que
L(X)(.Ut + oy = 0. (46)

Assumindo que X (p) # 0 para todo p € M, a equagao (4.6) pode ser resolvida pontualmente

através da familia C*° de isomorfismos ,uf, : T,M — Ty M associados a wy, dada por
11,(v) = t(v)(wy)p, Yo € T,M.

Assim, obtemos
X(p) = —(uy) " 'ou(p), ¥pe M. (4.7)

O campo X é de classe C*°, pois 0, € C* e a aplicagao (t,p) — /L; também é de classe
.
Notemos que X, da maneira como foi construido, é em geral um campo dependente do

tempo e como M é compacta, existe um fluxo dependente do tempo ¥;,;, de X definido para
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todo ¢,y € R. Fixando ¢y, = 0, obtemos uma isotopia v, = ¥, o satistazendo 9} w; = wy.
n

Corolario 4.11. Se wg e wy sao formas simpléticas em uma variedade compacta M tais que
[wo] = [w1] e wy = twy + (1 — t)wy € simplética para 0 < t < 1, entdo existe uma isotopia
Y : M xR —= M tal que Yfwy = wp, para 0 <t < 1.

Demonstragao. Como [wy] = [w], temos que
[we] = tlwo] + (1 = t)[wr] = [wo].
Aplicando a Proposicao 4.10, obtemos o resultado. O

Proposicao 4.12. Sejam M uma variedade de dimensao n, S C M uma subvariedade de
M, U C M uma vizinhanga tubular de S e i : S < U a inclusio. Se w € Q*(U) é uma
k-forma fechada tal que i*w = 0, entdo existe o € Q*Y(U) tal que w = do. Mais ainda,

podemos tomar o de modo que o, =0, para todo p € S.

Demonstra¢ao. Fagamos a identificagao natural de S com a segao zero Sy C NS do fibrado
normal e seja Uy C NS a vizinhanca convexa de S em NS, a qual é simplesmente a imagem
inversa por U do difeomorfismo descrito no teorema da vizinhanca tubular. Temos duas
aplicagoes naturais: a projecao m : Uy — S e a inclusao g : S — Uy, para todo t.

Para cada 0 <t < 1, defina ¢, : Uy — Uy dada por

U (p,v) = (p, tv).

Como Uy é convexo, 1, estd bem definida. Temos que ¢y = idy,, Yo = 79 0 T € Y, fixa S,
isto é, ¥y 0ig = ip. A familia (¢;)o<t<1 € uma homotopia entre a idy, e iy o 7.
Seja Q : QF(Uy) — Q¥ 1(Uy) um operador homotépico entre idy, e ig o mp, isto ¢, um

operador satisfazendo a igualdade
idy, —(io 0 m)" = dQ + Qd,

onde d é a diferencial exterior. Como dw = 0 e i*w = 0, obtemos que dQw = w e portanto,

basta tomar 0 = Qw. Tomemos o operador homotopico como sendo

Qu = /01 (X )w dt, (4.8)

onde Xy, no ponto ¢ = 14(p), é o vetor tangente a curva ¢s(p) em s = t.
Como observamos, ¥y|s = idg, para todo t. Logo, ¥,(p) = p é a curva constante, para

todo p € S. Isso implica que X; = 0 em S, e portanto, o|s = Qwl|s = 0.
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Resta provar que (4.8) define, de fato, um operador homotoépico entre idy, e igom. Mas,
1 1
Qdw + dQw = / Wi Xy)dw dt + d/ i Xy)w dit
0 0
1
= [t + w6
0

:/0 UF ((Xp)dw + d(u(Xy)w))dt

1 1 d
= / Uy Lx,w dt = / —iw dt
0 ' o dt
= Yjw — Pow.
Portanto, () ¢ um operador homotopico entre idy, e ig o 7.
n

Teorema 4.13 (Teorema Local de Moser). Seja M uma variedade de dimensao 2n, N C M
uma subvariedade, 1 : N — M a aplicagao de inclusao e wy e wy formas simpléticas em M.
Se wy(p) = wi(p) para todo p € N, entao existem vizinhangas Uy e Uy de N em M e um
difeomorfismo ¢ : Uy — U tal que o diagrama

Up——— 1

RN

€ comutativo e Y w; = wy.

Demonstracao. Seja Uy C M uma vizinhanga tubular de N. A forma w; — wy é fechada em
Up e (w1 —wp)p, =0, para todo p € N. Pela Proposicao 4.12 existe uma 1-forma o em Uy
tal que w; —wp = do e 0, = 0, para todo p € N. Em particular, temos [wo] = [w1].

Seja wy = twy + (1 — t)wy = w;y + tdo uma familia C* de formas fechadas em Uj.
Diminuindo Uj se necessério, podemos fazer com que w; seja simplética para todo ¢ € [0, 1].
Seja

Xi(p) = —(,) "o,

o campo vetorial dependente do tempo obtido na demonstracao da Proposicao 4.10. A partir
dele obtemos uma familia 1 : J x Uy — U, de difeomorfismos de Uy tal que jw; = wy, para
todo t € J N [0,1]. Diminuindo Uy novamente, podemos fazer com que [0,1] C J.

Como X;(p) = 0 em N, temos que 1|y = idy. Tomando ¢ = ¢ e Uy = 1 (Up), obtemos

Yol =1¢€ P'w = wy, como queriamos. [

Do teorema local de Moser resulta o teorema de Darboux:
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Teorema 4.14 (Teorema de Darboux). Sejam (M,w) uma variedade simplética ep € M um
ponto. Entao, existe uma sistema de coordenadas simpléticas locais (U; 1, ..., Tp,Y1y- -+ Yn)

centrado em p tal que em U a forma w € escrita como

w = idxj A dy;.

j=1
0 0 0 0
Demonstracao. Sejape Ue s —| ..., —| , —| ,..., — uma base simplética
ouy » ou,, » ovy » ov,, »

de T, M tal que

Wy = Z(duj A dvj)p. (4.9)
j=1

Considere um sistema de coordenadas locais (U’ uy, ..., u,,v1,...,v,) centrado em p

com a forma simplética

n
w1 = Z de VAN de
j=1

definida em U’.
Temos que w e wy sao iguais em N = {p} por (4.9) e pelo Teorema de Local de Moser,

existe um difeomorfismo ¢ : U — U’ tal que p*w; = w. Agora, como
prwr =Y d(ujop) Ad(vj o),
j=1
sO precisamos definir novas coordenadas x; = v; o ¢ e y; = v; 0 ¢ de modo que obtemos
w = Z dx; N\ dy;

j=1

no sistema (U, T1,...,Tn, Y1, -, Yn)-

]

Definigao 4.15. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensao n, w € Q*(M) uma
2-forma em M e T'M o seu fibrado tangente. Definimos o subfibrado caracteristico de w

como sendo o conjunto
ker(w) = {(p,v) € TM; v(p,v) =0€ T*M},

onde v : TM — T*M ¢é a aplicagdo dada por v(p,v) = p,(v). Dizemos que um campo
vetorial X € X(M) = I'(TM) é um campo caracteristico de w se X € I'(ker(w)), isto é,
se pu(X) = 0.
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Lema 4.16. Seja M uma variedade de dimensio n. Se w € Q%(M) € fechada, entdo ker(w)

€ integravel.

Demonstra¢ao. Em vista do Teorema de Frobenius é suficiente provar que ker(w) é uma
distribuigao involutiva, isto é, que I'(ker(w)) é uma subalgebra de Lie de ['(T'M) = X(M).
Como I'(ker(w)) € X(M) é um subespago vetorial, resta provar que dados X, Y € I'(ker(w)),
temos [X, Y] € I'(ker(w)).

Notemos inicialmente, que se X é um campo caracteristico de w e ¥;* é o seu fluxo, entao

(1)*w = w, para todo t. De fato, temos que
d i} . .
E(%X) w= () Lxw = () (((X)dw + d(X)w) = 0,

pois dw = 0 e +(X)w = 0. Logo, (¢;*)*w = (¢ )*w = w, para todo t.
Agora, sejam X,Y € I'(ker(w)). Usando o fato anterior, provamos na demonstracao da
Proposicao 4.8 que
n([X,Y]) = ZLxu(Y)w = Lxu(Y).

Como Y é um campo caracteristico, segue que p(Y) = 0 e assim, p([X,Y]) = 0. Logo,
[X,Y] € T'(ker(w)) e portanto, I'(ker(w)) é uma subalgebra de Lie de X(M).
[l

Teorema 4.17. Sejam N7?* uma variedade de dimensao 2k + q e w € Q*(N) uma forma
fechada de posto constante 2k, isto €, a dimensao da imagem de p, : T,N — T N inde-
pende de p e € igual a 2k. Entao, dado p € N, existe um sistema de coordenadas locais

(Ui, Ty Yas - - -, Yktq) de N centrado em p tal que em U a forma w € escrita como

k
W= dej A dy;.

j=1

Demonstragao. Dado p € N, sejam E C T,N um subespago de dimensdo 2k tal que w|g
tem posto maximo e V' uma subvariedade local de N tal que T,V = E. Seja iy : V — N
a inclusao. Pelo Teorema de Darboux, existem coordenadas locais uy ..., ug,vq,..., v, em
V' C V tal que .
iyw = Z du; A dvj.
j=1
Seja ker(w) o fibrado caracteristico de w. Pelo Lema 4.16, ker(w) ¢é integravel e existe,

portanto, uma subvariedade W C N de dimensao ¢ tal que T,,WW = ker(w,,), para todo
m e W.
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Resulta do Teorema do Nicleo e da Imagem aplicado & p,, que
T,V & T, W =T,N,

param € V NW isto é V e W sao transversais.

Sejam Vg1, . . ., Ugtq coordenadas locais em W' C W. Entao, uq, ..., ug, vy, ..., Vktq S80
coordenadas locais em V x W e, portanto, em N através da inclusao iyww : V X W — N.
Os elementos de V' x W no sistema w41, ..., V544 s@o da forma p = (p1,ps), onde p; =
(ur(p), .- ue(p),v1(p)s .-, ve(p)) €V e pa = (Vk1(D), - - -, Vkrq(p)) € W

Considere X € I'(ker(w)) um campo vetorial tal que X(m) ¢ T,,V, para todo m € V,
¥ o seu fluxo e seja p = (p;,0) € V . C V x W um ponto no sistema de coordenadas anterior.
Note que é possivel obter esse campo, uma vez que V e W sao transversais. Entao, existe
uma funcao s : U C W x V — R, definida em uma vizinhanca de p, tal que wﬁm) (m) e V.

De fato, ¥;X(m) € V é equivalente a resolver locamente em ¢ a equagio

™ (Yi(m)) =0,

onde my : V x W — W é a projegao na segunda coordenada. Assim,

%WQW (p)) = dma(4h* (p)) - X(p) # 0,

pois X (p) ¢ T,V e aplicando o Teorema da Fungao Implicita obtemos a fungao s.

Seja ¢ : U — V dada por p(m) = ﬁm) (m). Na demonstra¢do do Lema 4.1, vimos que

se X € I'(ker(w)), entdo w ¢é constante ao longo fluxo de X, ou seja, (7% )*w = w, para todo

t. Assim,
k
w=@*(iyw) =D d(u; o) Ad(v; 0 p).
j=1
Defina em U novas coordenadas z; = ujop ey; = vjop,paraj=1,...,k, ey, = v,, para
r=k+1,...,k+q. Com isso, obtemos um sistema de coordenadas (U, 1, ..., Tk, Y1 - - -, Yk+q)
tal que

k
W= Zdacj A dyj.

Jj=1

]

Teorema 4.18. Sejam (M, w) uma variedade simplética de dimensao 2n e ST72* C M uma
subvariedade tal que w|g tem posto constante 2k. Entao, dado p € S, existe um sistema de

coordenadas simpléticas (U;xq,...,Tn,Y1,-..,Yn) centrado em p tais que

SNU={meM; z;(m)=0, y;(m) =0, i=k+1,....n e j=k+q+1,...,n}.
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Demonstrag¢ao. Se w|g tem posto constante 2k, entao pelo Teorema 4.17, dado p € S, existe
um sistema de coordenadas locais wy, ..., wg, 21, . . ., Zx+q DUmMa vizinhanca de p em S tal

que

k
wlg = Zdwj A dz;.

j=1
Sejam T'sM a restricao do fibrado T'M a subvariedade S e Xy,..., X, Yi ..., Yy, €
0 0
['(TsM) tais que X; = — e Y; = — e considere a separagao natural
@U}j 8zj

TsM =TS @ NS,

onde @ indica a soma de Whitney dos fibrados vetoriais T'S e N.S. Temos que X7, ..., Xy,
Yi,..., Y, € T(TS). Usando o Corolario 1.12 obtemos localmente se¢oes Xii1,. .., Xy,
Yitgt1,--., Yy € I(Ty M), onde V é uma vizinhanga de p em S, tais que X;(m),. .., X,(m),
Yi(m),...,Y,(m) é uma base simplética de T,,, M, para cada m € V.

Pela construgao acima, resulta que Xpi1,..., X, Yitgt1, ..., Y, ¢ uma base de secoes

de NyS = NV. Ponha em NS um sistema de coordenadas local
(NV5wy, oo Wiy 215 -y Zhrgs Oktls - -« s Oy ot gtds - - -5 Q2
tal que se (p,v) € NV, entao p = (wi(p), ..., ws(p), z21(p), - - ., 2k+q(p)) €

U= Q1 (V) X1 () + - (V) Xn(p) + Antrgi1 (V) Yirg1 (P) + - - -+ 20 (v) Yo (p)

sao as representacoes de p e v nesse sistema. Em particular, temos que = X, para

9 i
1=k+1,...,ne 8_:Yj’ para j =k+q+1,...,n.
Q;
Pela Teorema da Vizinhanga Tubular (Teorema B.7), existe uma vizinhanca convexa
Zy € NV dasecao zero de NV, uma vizinhanga Z C M de S e um difeomorfismo ¢ : Zy — Z
tal que p|s = idg e poig = i,onde iy : S — NV ei: S — M sao, respectivamente, a identifi-
cagao de S com a se¢ao zero de NV e a inclusdo natural em M. Seja (U; &1, ..., & M1y -5 Mn)

o sistema de coordenadas locais em M induzido por ¢, onde

& =wjopt, para j=1...,k

n;=zj0p ", para j=1,...,k+q

) _ (4.10)
& =aq0p7 ) para t=k+1,...,n
ni:anﬁ-iowia parai:k+Q+17"'an
Como ¢|g = idg, resulta de (4.10) que o sistema de coordenadas locais &1, ..., &, M1y - -+ M

é uma extensao do sistema de coordenadas locais de S e os campos vetoriais Xi.1,..., X,,
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Y, Y, sa lacionados com os campos 0 0 respec

,..., Y, sao p-relacionados c _— ., =, ey , -
ot 7 D06 g O
tivamente.

Seja ¢ : U — R?" o difeomorfismo dado por

€<p) = (51(]9), s 7§n(p)77]1(p)7 B ﬂ?n(P))
e considere a forma .
w1 = dej VAN d?’]]
j=1
Pela construgao, temos que
k k
w|5 == Zdwj VAN de == ngj A dn] = W1|S,
j=1 j=1

pois ¢|s = idg. Logo, segue do Teorema Local de Moser (Teorema 4.13) que existem

vizinhangas Vi,V € M de SN U e um difeomorfismo ¢ : V; — V5 tal que v*w; = w e

Y|snv = idsny. Em coordenadas, isso é equivalente a afirmar que

w =" (Z dg; N d77j> =Y d(& o) Ad(n; o). (4.11)
J=1 j=1
Finalmente, defina coordenadas locais ( o) : V; € M — R?*" dada por

(Co)(p) = (z1(p), -, 2a(P), v1 (D) - - -, Yn(D))-

Nesse sistema de coordenadas, temos que w é escrita como
n
W= E dx; N dy;
j=1

em virtude de (4.11), ou seja, é um sistema de coordenadas simpléticas locais. Além disso, se
p € SNU, entao, como ¢|gny = idsny, resulta de (4.10) que z;(p) =0, parai =k+1,...,n
e y;(p) =0, para j =k+q+1,...,n e portanto,

SNU={meM; z;(m)=0, yj(m)=0, i=k+1,....n e j=k+qg+1,...,n}.
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4.2 Estrutura simplética do fibrado cotangente

Mostremos agora que, dada uma variedade diferenciavel arbitraria M de dimensao n, sempre
podemos obter uma 1-forma o : T*M — T*(T*M) tal que a 2-forma w = —da é uma forma
simplética em T™ M, ou seja, sempre podemos colocar uma estrutura de variedade simplética
em 1" M.

Sejam M uma variedade de dimensao n, U C M um aberto e (U; x4, ..., x,) um sistema
de coordenadas locais em M. Entao, dado p € U, as diferenciais (dx1)p, ..., (dz,), formam

uma base do espago cotangente Ty M. Assim, se ¢ € Ty M, entao

o= Z y;(d;)p, (4.12)

onde os y; sao as coordenadas do funcional ¢ na base {(dx1),, ..., (dz,),}. Isso induz um
sistema de coordenadas locais (T*U, x1, ..., Tn, Y1, .-, Yn) em T*M.
Dada a projecao natural 7 : T*M — M do fibrado cotangente, sua diferencial em cada

ponto (p, ) ¢ uma transformacao linear dm, .y : T(p,o) (T M) — T, M tal que

0 0 0

dﬂ'(p’(p) | = [§ dﬂ'(p’(p) T = O, (413)
823,’ » 833'2 » ayz ©
0 0 0 0
onde { —| ,...,—| ,—| ,..., — é a base de T'(T* M) no sistema de coordena-
Ox1], Oxn |, Oy o OYn o

das locais (T*U; 1, ..., Zn, Y1, - - -, Yn) induzido por (U;xy, ..., 2,).

Definicao 4.19. Definimos a forma tautolégica em 7T*M como sendo a 1-forma « :
T*M — T*(T*M) dada por

Upp) (V) = ((dT(p0)) ) (v),

para todo v € T, (T*M).

Em coordenadas locais, temos que ¢ é dado por (4.12) e

- 0 - 0
U:Z’Uja—xj +Zvn+]’a—yj
7=1 p J=1

)

Assim, usando as igualdades (4.13), temos

Up.p) (V) = ((dT () @) (V) = p(dT(p ) - V)

= (Z; v; 8%] p) = Z;yj(d%’)p(vl)a
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n
, 0

onde v' = E vV o
ox;

j=1 Jlp

simplesmente a 1-forma

€ T,M. Ou seja, em coordenadas locais, a forma tautologica é

a = Zyjdxj, (4.14)
j=1

ou seja, € a propria forma ¢ quando calculada no ponto em (p, ).

Definicao 4.20. Sejam M uma variedade dimensao n, T*M seu fibrado cotangente e
a : T*M — T*(T*M) sua forma tautologica. Definimos a forma candnica em 7*M

como sendo a forma diferencial de grau 2, w = —da.

Por (4.14) segue que, em coordenadas locais, a forma canonica ¢ dada por

W= Zn:d:z:j A dyj,

Jj=1

a qual é uma forma simplética em T M.

O fibrado cotangente T*M é um dos exemplos mais importantes de variedades simplé-
ticas. De fato, o fibrado cotangente é o espago de fase dos sistemas hamiltonianos, cujos
elementos sao da forma (p,q) onde p é a posigdo e ¢ é momento de uma particula que se

movimenta sobre uma variedade.

4.3 Campos hamiltonianos em variedades

Em Mecéanica Classica, as equagao de Hamilton do movimento formam um sistema de equa-

¢ao diferenciais de primeira ordem da forma

. OH
Ty
(4.15)
. OH
YT o

O sistema (4.15) pode ser escrito na forma vetorial
z = XH(Z),

onde z = (z,y) e Xy = J - VH é um campo vetorial associado a fungdo H. Vamos agora
definir essas nog¢oes no contexto de variedades diferenciaveis e mostrar que em coordenadas
locais, o campo hamiltoniano é o mesmo da equagao (4.15).

Sejam (M, w) uma variedade simplética de dimensao 2n e H : M — R uma fungao de

classe C**! cuja diferencial exterior dH : M — T*M é uma 1-forma de classe C* em M.
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Através de dH, definimos o campo vetorial Xy : M — TM associado a funcao H pela
relacao:
dH - v = w(Xg,v). (4.16)

Definicao 4.21. O campo Xy definido acima é chamado de campo hamiltoniano associ-
ado a funcao H : M — R, a qual é chamada de fungao hamiltoniana ou fungao energia.

O conjunto de todos os campos hamiltonianos de M sera denotado por Xy (M).

Essa definicao do campo hamiltoniano independe de sistemas de coordenadas. Mostremos
agora que dado um sistema de coordenadas simpléticas locais (U1, ..., Zn, Y1, .-, Yn), &

condigao (4.16) determina o campo Xy da equagao (4.15).

Proposicao 4.22. Sejam (M,w) uma variedade simplética, H : M — R uma fungao de
classe C*1 e Xy o seu campo hamiltoniano associado. Dado um sistema de coordenadas
simpléticas locais (U;xy, ..., Tn Y1, - -, Yn), 0 campo hamiltoniano tem a sequinte represen-

tacao nesse sistema:

Ou, equivalentemente, Xy = J-VH.

Demonstra¢ao. Em coordenadas locais, dados p € U e v € T, M, temos que

U—ZUJ —i—ZUJJrn—

T

Assim, a diferencial de H em p avaliada no vetor v é dada por

- - OH
H,-v— § 3 i
dH, - v = vj 89@ (p) + 2. Vjin 9, (p)

Seja Xy = ZX —|— ZijLnay Entao,
j=1

n

w(Xp(p) Zd% Ny (Xu(p),v) = = > X5 (0)o; + Y X5 (0)vj4n,

Jj=1 J=1 J=1

onde a tltima igualdade resulta do fato de que da; Ady; (X (p), v) = X2 (p)vjn— X5 (p)v;.

Como a relagao (4.16) é valida para todo v, tomando em particular v = 7. ev =
SL’j »

oH
dy;

; 0
——| , obteremos, respectivamente, que X7, "(p) = —87( p) e X, (p) =

(9yj P
itn 0H j H ) .
vale para todo p € U, segue que Xy~ = . e Xy = R concluindo a demonstragao.
L Yj

—(p). Como isso
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]

Sejam (M, w) uma variedade simplética fechada e H : M — R uma fungao hamiltoniana.
O campo hamiltoniano Xy associado a H gera um grupo a um parametro de difeomorfismos

Yt o M — M satisfazendo as condigoes

d
E?ﬂ% = Xy oy
(4.17)
gf = id
Definigao 4.23. O grupo a um parametro ¢}, € Diff (M) gerado por Xy satisfazendo (4.17)

¢ o fluxo hamiltoniano associado a funcao H.

Definigao 4.24. Sejam (M, w) uma variedade simplética, H : M — R uma fungao energia
com campo hamiltoniano associado Xy e e = H(p), para algum p € M. Uma superficie

de energia no nivel e ¢ o conjunto de nivel I', = H(e) da fungao H.

Provaremos agora que a funcao energia H e a forma simplética w de uma variedade M
sao preservadas pelo fluxo hamiltoniano.
Proposicao 4.25. Sejam (M,w) uma variedade simplética, H : M — R uma fun¢do ha-
multoniana e Xy seu campo hamiltoniano associado.

(i) O fluro hamiltoniano V% : Dx, — M é um difeomorfismo simplético que preserva H,
isto €, temos (H o ¢t,)(p) = H(p), para todo (t,p) € Dx,,;

(it) Para todo difeomorfismo simplético 1 € Symp(M) vale Xpop = V* Xy ;

Demonstragao. (i) Por (4.16), Xz é um campo simplético e a Proposigao 4.8 garante, nesse

caso, que ¥4 é um difeomorfismo simplético. Para mostrar que %, preserva H, basta

d
E(H ot )(p) = 0, para todo p € M. Mas, por (4.16), temos

mostrar que
S (H o 0iy)(p) = dH(p) - Xu(p) = w(Xu(p), Xru(p)) = 0

e o resultado segue.

(ii) Para mostrar essa afirmagao usaremos o fato de que p definida por (4.1) é isomorfismo

para cada p € M. Assim,

#(Xhoy) = d(H 0 ¢p) = p*dH = " (Xpy) = p(¢* Xn).

A dltima igualdade é obtida ponto a ponto usando o fato de que @ é um difeomorfismo
simplético:

W (X))p - 0 = o) (Xu (D (p)), d(p) - v)
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= Wy ([ ((p) - X (¥(p), dv ™ (¥ (p)) - dip(p) - v) =
= (0" X (p),0) = iy Xr) -,

para todo p € M e v € T,M. Assim, V*u(Xg) = p(v* Xg).
Para cada p € M, p, é¢ um isomorfismo linear e portanto, de pu(Xgoy) = 1(¢*Xp) resulta
Xtoy(p) = ¥* Xu(p), para todo p € M. Logo, Xpop = ¢* Xp. O

Proposicao 4.26. Sejam (M,w) uma variedade simplética, H : M — R uma fungao hamil-
toniana, Xy € Xy (M) o campo hamiltoniano associado e p € M tal que Xy (p) # 0. Entao,

existe um sistema de coordenadas simpléticas locais (U;x1, ..., Tn, Y1, .-, Yn) €m torno de p
0
tal que H =y, + H(p) e Xg = —.
81‘1
Demonstracao. Ver Teorema 5.4 em [35]. O

4.4 Aplicacao de Poincaré de um campo hamiltoniano

Sejam (M, w) uma variedade simplética, Xy € Xy (M) com fluxo hamiltoniano 1, : Dy, —
M, e~ :I— M uma orbita fechada de Xy pertecente a supeficie de energia I'y = H~1(0),

com periodo T € R, ou seja,

Vt+T) =) =vp(1(0)) e (Hon)(t)=0, Vtel.

Suponha que 0 seja um valor regular de H, de modo que 'y seja uma subvariedade de M.
Vamos mostrar que uma o6rbita fechada v de um campo hamiltoniano Xy, sob certas condi-
¢oOes gerais, pertence a uma familia a um parametro de érbitas fechadas de Xy. Para tanto,

construiremos uma aplicacao que “detecta orbitas fechadas” a partir do fluxo hamiltoniano.

Seja Xy € Xy(M) com funcdo hamiltoniana H : M — R. Pela Proposicao 4.26, existe

uma sistema de coordenadas simpléticas locais (U;x1, ..., Tn,Y1,--.,Yn) tais que H = y; e

Xy =——. Seja~v: I — M uma orbita fechada de Xy e considere o conjunto

8x1

Y={(z1,. T, Y1, Yn) €EU; a1 :O}:m—l(O),

onde m; : U — R é a projegao na primeira coordenada. O conjunto ¥ é uma subvari-
edade de codimensao 1 em U e transversal a 7. De fato, dado p € ¥ N ~, temos que

9 o] 9 9
(%gp"”’@a:np’ayl 7 Oy,
Logo,

} ¢ uma base de 7,2 e {%

} ¢ uma base de T}y.

g
p p p

T,U =T,5 & Ty,
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e portanto, > e 7y sao transversais.
Afirmamos que, dado py = 7(to), existe uma vizinhanga Uy C U de py e uma aplicagao
7:2XNUy— R tal que
T(po) =T e L(p)(p) eX

para todo p € ¥ N Uy. Para provar isso, precisamos resolver a equagao (¢ (p)) = 0 em

t =7(p). Mas, em p, temos

d d
%Wl(w%(po)) =dm o %w%(m) = (dmy o Xp oY) (po)

= Wyo (Xmy 0 ¥3) (P0), (X1 © ¥3) (o))

0 0
= wpo a s a =-1 7& 07
O Po g Po
onde X, = —— foi obtido através da Proposi¢cao 4.3. Logo, pelo Teorema da Fungao

Iy
Implicita, existe uma vizinhanga Uy C U de py tal que t = 7(p) é diferenciavel e 1/1;(19 ) (p) € %,

para todo p € X N Uj.

Definigao 4.27. Sejam (M, w) uma variedade simplética, Xy € Xy (M), com fluxo hamil-
toniano ¢t : Oy — M, e v : I — M uma oOrbita fechada de Xy. Definimos a aplicagao
(da segao) de Poincaré da orbita v como sendo a aplicacao local © : ¥ N Uy — ¥ dada
por O(p) = @D;{(p) (p). O conjunto ¥; = X N Uy é chamado de se¢ao de Poincaré de ~.

Pela construcao acima, segue que © é uma aplicagao diferencidvel com a propriedade de
que seus pontos fixos correspondem a orbitas fechadas v do campo hamiltoniano. Isso é visto
facilmente observando que se ¢ € ¥ N Uy é um ponto fixo de ©, entdo g = O(q) = %Tq(q)(q).

Assim, se v : I — M é uma curva integral com v(0) = ¢, entao

() = ¥ (1(0) = Ul (g) = ¥y (R () = ¥ ™V (@) = ¥V (4(0)) = A (t + 7(q)).

Logo, v é uma orbita fechada com periodo 7(q).

Considere o conjunto X da construgao anterior. Localmente, existe um campo vetorial Y :

YNU — TY tal que w(Xpy,Y) = 1. Nas coordenadas simpléticas acima, Y é simplesmente

0 campo e Defina a aplicacao 7 : TY — T dada por
Y1

(p,v) =v =Y (p)w(Xu(p),v). (4.18)

Afirmamos que 7 é uma projecao sobre o fibrado tangente das superficies de energia de H.

Para ver isso, notemos inicialmente que espago tangente no ponto p € ¥NU de uma superficie
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de energia H~!(e) ¢ simplesmente o ntcleo da diferencial dH (p). Assim, é suficiente mostrar

que, para cada p € ¥ N U, temos dH (p) - m(p,v) = 0. De fato,

dH(p) - m(p,v) = dH(p) - (v = Y (p)w(Xu(p),v))

= dH(p) - v — (dH(p) - v)dH (p) - Y (p)
= dH(p) v —w(Xu(p),Y(p))dH(p) - v =0.
Logo, 7(p,v) € T,H (e) e portanto, m é uma projegao em TH *(e).

Teorema 4.28 (Familia a um parametro de 6rbitas fechadas). Sejam (M,w) uma variedade
simplética, Xy € Xg(M), v uma drbita fechada de Xy, m: T — T a projecao definida
acima e py € XN, com e = H(py) sendo um valor reqular de H. Tomando X' = XN H1(e),
se a aplica¢io mo dO(py) — m : T3 — T, X" € sobrejetora, entao v pertence a uma familia

a um parametro de orbitas fechadas que sao pontos fixos de ©.

Demonstragao. Seja (U;xy,...,%n, Y1, ..,Y,) um sistema de coordenadas locais em torno

de pg em M tal que H =y, e Xy = Fr e considere o difeomorfismo ¢ : U — ¢(U) dado
sl

por ¢(p) = (x1(p), -, 2n(p) t2(P), -, Ya(P))-

Como Xy (po) # 0, temos que dH (py) # 0 e portanto, I'. = H~'(e) ¢ uma subvariedade
regular de M. Seja ainda X = {p € U; x,(p) =0}. O conjunto ¥ é uma subvariedade
de codimensao 1 em U. Entdo, ¥ = ¥ NI, = {peU; z1(p) =0e y1(p) =€} & uma

subvariedade de codimensao 2 em U cujo espago tangente 7, é gerado pelos vetores

£z )

Pela defini¢ao de X, temos que ¢(3) = X, ou seja, % é invariante por . Suponhamos

0

,8;(;”

9
p7 ys

9
p? ? ayn

)
p

por simplicidade que e = 0.
Sejam o : ¥ — R?"~2 definida por

a(p) = (z2(p), - -, Ta(p), Y2(p), - - -, Yn(p)),

i : R?™2 <5 R?" a inclusao e consideremos a aplicacdo 8 = ¢ loioa: X — X. Temos que

(p~loioa)(p) €Y, para todo p € 3, e ¢|sy =i 0 als. Logo,

(¢~  oioa)(p) =dp ' (ioa(p)) d(ioa)(p) : T,E — T,%
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¢ uma projecao em 7,>'. Defina my : TS — T3 por

m4(p,v) = d(p™ ' oioa)(p) - v.

Provaremos que 74 coincide com a proje(;éo T deﬁnida em (4.18). De fato, no sistema de

—|— Zv]+n —

coordenadas acima, dado v = E ’Uj
7=1

Zw

€ T,%, verificamos diretamente

que

+Zv]+n ' =d(ioa)(p) - v.

Mas @, m(p,v) = dp(p)-m(p,v). Dadow = Zw]

que

€ T,%', observemos

- 0
p)-w= ]Z;wjdxj(p) . 8_%

Logo, como 7(p,v) € 1,3, temos
m(p,v) = [dp(B(p))] " d(i 0 a)(p) - v = dp~ (p(B(p))) - d(i 0 a)(p) - v

= dp™!(ioa(p)) - d(ioa)(p) - v =my(p,v).

Agora, seja ¢ : ¥ — 3’ dada por ¢(p) = (80 O)(p) — B(p). Entao, temos que ¢ (py) =0
e dip(po) = my 0 dO(py) — Ty que € sobrejetora, por hipotese. Segue do teorema da funcao
implicita que existe uma curva unidimensional I' que é levada por ¥ em 0. Assim, para
p €T, temos 0 O(p) = B(p).

Finalmente, pelo item (i) da Proposicao 4.25 temos que H o ©(p) = H(p). Pelas expres-
soes de 3 e H resulta que ©(p) = p, para todo p € I'. Isso nos da uma familia {v,},. de
Orbitas fechadas parametrizada por I' que sdo pontos fixos de O e é tal que v € {v,}

uel™”

O
Em vista do Teorema 4.28 damos a seguinte definigao:

Definigao 4.29. Sejam (M,w) uma variedade simplética, Xy € Xgx(M), v uma orbita
fechada de Xy e © a aplicagao de Poincaré de 7. A érbita v é chamada de 0-elementar se

a aplicacao m o dO(p) — 7 : T,X — T,,¥' do Teorema 4.28 é sobrejetora.

O proximo exemplo mostra uma interessante relacdo entre os autovalores de dO(p) e

Orbitas 0-elementares.
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Exemplo 4.30. Quando 1 ndo é autovalor de dO(p)|r,> : T,X — 1,3, a orbita v é
necessariamente 0-elementar.

Para ver isso, notemos inicialmente que se 1 nao é autovalor de dO(p)|r,s, entao
4O(p) sy v — v £ 0,
para todo v # 0 em 7,%'. Logo, ker(dO(p)|r,s> —idg,s) = {0}, ou seja, aplicacao linear
dO(p)|r,s —idrys : T,X — T,%
é injetiva. Agora, como
dO(p) v = dy” (p) - v + (d7(p) - v) X (p).

para todo v € T,X. Da equacgao (4.16), temos que Xpy(p) € T,X'. Pela parte (i) da
Proposicao 4.25 segue que se v € 1,3, entao dv,b;(p) (p)-v € T,X'. Assim, dO(p)|r,s-v € T,
e portanto, dO(p)|r,sy — idg,sy € um isomorfismo de 7,%'. Isso implica, em particular, que
a imagem de dO(p) — idy,s : 7,3 — T,¥ contém o subespago 7,%".

Finalmente, como 7 : TS — T3 é sobrejetora, segue que mo(dO(p) —id) = modO(p) —7

¢é sobrejetora e, portanto, v é 0-elementar.

Proposicao 4.31. Sejam (M,w) uma variedade simplética, Xy € Xg(M) enw : TS — TS
a projecao definida acima. Tomando ¥ = ¥ N H '(e), onde e = H(p), se a aplicagdo
modO(p) — 7 : T, — T, € sobrejetora, entao o conjunto unidimensional I' formado pelos

pontos fixos de © é parametrizado ou por H ou pelo periodo 7(p) da drbita fechada emp € T.

Demonstrag¢ao. Na demonstracao do Teorema 4.28, o conjunto I' é parametrizado por H.

Isso pode ser visto facilmente observando que v é localmente uma aplicacao da forma

w(x%"wxnayla"'vyn) = (1/}27‘"7wn7wn+27"'7¢2n>‘

Como dip(pg) é sobrejetora e ¥ (py) = 0, o Teorema da Fun¢ao Implicita garante a existéncia

de uma aplicagao & : J — ¥/ dada por £(y1) = (&(v1),- -+, & (1), Enaa(¥n), - -+, Eanl(yn)),
definida no intervalo J C R, tal que

w(fé(yl)? ce 7€n(y1)v Y1, §n+2(y1)7 e 7€2n(y1)) =0.

Entéo? r = {(£Q(yl>7 e 7€n<y1)7y17£n+2(y1)7‘ c 7€2n(y1))}ylej € como y; = H obtemos o
resultado.

Se T nao ¢ parametrizado por H, entdao I' é tangente a superficie de energia H !(e),

onde e = H(p) ep € I'. Como I' C ¥, dado p € I, existe um vetor uy € T, tal que
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dO(p) - uy = use. De fato, seja uy € T,I' N T,X’, o qual existe pela condigdo de tangencia.

Para esse vetor u, temos que
dO(p) - up = d@<P)|T,,F up = d(O|r)(p) - us = uo,

pois O|r = idr.
Agora, como dO(p) - uy = dpiP (p) - uy + aXy (WP (p)), onde a = dr(p) - ua, obtemos
que

Ay (p) - us = us — aXp(p),

pois ¥ (p) = O(p) = p.

Observemos que d7(p)|r,r = d(7|r)(p). Logo, se provarmos que a # 0, teremos que
d(T|r)(p) é um isomorfismo e o Teorema da Funcdo Inversa garante a existéncia de uma
inversa £ : J — I', onde J C R é uma vizinhanga de 7(p), o que prova a afirmagao da
proposicao.

Seja u; = Xp(p) e v € T,M tal que w(uy,vy) =1 e w(ug,v;) = 0. Completemos esses
vetores para obter uma base simplética {ui,...,up,v1,...,v,} de T,M usando o Corolé-

rio 1.12. Dado w = Z wju; + Z wjnv; € T,M, temos que
j=1 j=1

dpiP (p) - w = Zw]de Cuj 4 Zwﬁnd% (p) - v;. (4.19)

Por outro lado, temos que

d¢T(p) Z a u; + Z OéH_nUZ,

(4.20)
di( Zﬁjuz - Zﬁmvz.
Assim, substituindo essa duas expressoes em (4.19), obtemos
AP (p) - w = Z pit; + Z itnVis (4.21)
i=1 i=1
onde p; = Y (w;cd + wjinf) € pipn = (wiod,, +winfly,).
=1 =1

Consideremos o coeficiente fig,,. Para obté-lo precisamos calcular os valores de 4n €
B3 De (4.20) e (1.2), obtemos que
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a%;n = —w(dy" (p) - g, uz) = —(doy” (p) - uy, AUy (p) - us + a X (p))
—w(dy T@ (p) -y, " (p) - u2) + aw(Xe(p), dv " (p) - ;)
—w(uj, uz) + aw(Xpu(p), dO(p) - u;) — aw(Xp(p), (d7(p) - u;) Xu(p))
=a-dH(p) -dO(p) -u; =a-d(H o ©O)(p) - u,
=a-dH(p) - u; = aw(Xu(p),u;) =0,

onde, na penultima linha, as igualdades sdo validas pois ©(p) = p e o fluxo hamiltoniano

preserva H pelo item (i) da Proposicao 4.25. Da mesma forma, temos

B§+n = —w(dyi? (p) - vy, un) = —w(dvy” (p) - vy, dv” (p) - uz + aXg (p))
—w(d? (p) - vy, dp? (p) - uz) + aw( Xy (p), dyv” (p) - v;)
= —w(vj, u2) + aw(Xg(p),dO(p) - uz) — aw(Xg(p), (dr(p) - v;) Xu(p))
= dy; +a-dH(p) - dO(p) - v; = dy; +a - d(H o ©O)(p) - v;
=0g; +a-dH(p) - v; = 025 + aw(Xpu(p),v;) = 625 + ady;,

onde ¢;; ¢ o delta de Kronecker. Logo, fio+, = Wyt2 + aw,41 € portanto,
AP (p) - w = (Wt + Qwnio)vs + [],

onde [...] representa os outros termos de AP (p).

Finalmente, seja w' = Z w;u; + ij+n'Uj e T,2. Como
=2 j=1

dO(p) - w = dyp? (p) - w + (dr(p) - w) X (p),

segue de (4.18) que
(m0dO(p) — m)w' = aw,1v9 + [..],

onde [...] representa os outros termos de (m o dO(p) — m)w’. Por hipotese, m o dO(p) — 7 é
sobrejetora, mas isso s6 ¢ verdade se a # 0.

]

O préximo resultado mostra que quando restringimos © : ¥; — Y a uma superficie de
energia ', de H, a aplicagao de Poincaré se torna um difeomorfismo que preserva a forma

simplética restrita a > N T,.

Proposicao 4.32. Sejam (M,w) uma variedade simplética, Xy € Xy(M), v uma orbita
fechada de Xy, © : 1 — X a aplicagao de Poincaré de v, p € XNy, e = H(p) e
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¥ =3, N H (). Nessas condigoes, a restri¢io O|s, é um difeomorfismo simplético, isto

é, preserva a forma wlsy.

Demonstragio. Como o fluxo de Xy é simplético, dadosp € ¥/ e vy, v € T, C T,H *(H(p))
temos que
wp(v1,v2) = Wz (05" (p) - o1, g (p) - va).

Por outro lado,

onde a; = d7(p) - v;, com j = 1,2. Assim,

wp(v1,V2) = wep) (dO(p) - v1 — a1 Xu(O(p)), dO(p) - v2 — a2 Xk (O(p)))
= we(p) (dO(p) - v1,dO(p) - v2) — aswep) (AO(p) - v1, Xu(O(p)))
— a1We(p) XH( ( )), d@(p) . UQ) + alagw@(p)(XH(@(p), XH(@(]?))

(
= (©"w),(v1,v2) +as - dH(O(p)) - dO(p) - vy — a1 - dH(O(p)) - dO(p) - v2
= (O"w),(v1,v2) — ag - (H 00O)(p)-vi+ay-d(HoO)(p)- vy
= (O"w)p(v1,v2) — az - dH(p) - vi + ar - dH(p) - v2
= (©"w)p(v1, v2),
pois, vy, vy € T,H ' (H(p)).
Como isso vale para todo p € ¥/, obtemos que w|sy = ©*w|y e portanto, Oy é um
difeomorfismo simplético. 0

4.5 Funcgoes geradoras

Sejam (M, w;) e (M, ws) duas variedades simpléticas e f : M; — My um difeomorfismo
simplético. Entao, por definicao, temos que f*ws = w;. Nosso objetivo nessa secao é
reformular o conceito de difeomorfismo simplético de modo a introduzir a nogao de funcao
geradora, a qual serd importante na proxima secao. Para isso, consideremos a seguinte

proposicgao:

Proposicao 4.33. Sejam (M, w;) e (Ma,ws) duas variedades simpléticas e considere as
projegoes w1 : My X My — My e w: My X My — Msy. Defina uma 2-forma 0 em My x M,
pondo

Q= wal — 7'[';&12.
Entao:

(i) Q € uma forma simplética em My X My;
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(ii) uma aplicagio f : My — My € simplética se, e somente se, i;Q2 = 0, onde iy : Graf(f) —
My x My € a inclusao e Graf(f) € o grdfico de f.
Demonstragao. (i) Temos que € é fechada pois dS2 = 7jdw; — mhdws = 0.

Sejam (pl,pg) € M; x My e (Ul,UQ),(Ul,U2> S T(phpz)(Ml X Mg) = Tlel X TPQMQ.
Suponha que Q((uy, u2), (v1,v2)) = 0, para todo (vi,vs) € T),, My x T,,,M>. Entdo, temos

que
0 = Q(p1,p2) (w1, u2), (v1,0)) = wi(p1)(u1,v1), Vv €Ty M

0 = Q(p1,p2) (w1, u2), (0,v2)) = wa(pa)(ug, va), V ve € Tp, M.

Logo, u; = us = 0, pois w; e wo sao nao-degeneradas, e portanto, {2 é nao-degenerada.

(i) Seja p — (p, f(p)) o difeomorfismo de M; em Graf(f) induzido por f. Assim, temos
que

T,y Graf(f) = {(v,df (p) - v); v € T,M}.

Logo, por defini¢ao, obtemos

(@) (p, () (01, df (p) - v1), (v2, df (p) - v2)) = wi(p)(v1,v2) — o (P))(Af (P) - 01, df (p) - v2)

= (w1 — ffwa)(p)(v1,v2) =0,
pois ffwy = wy. 0

Pelo Lema de Poincaré existe uma 1-forma A em M; x Ms tal que, localmente, Q2 = —dA.
Podemos fazer uma escolha de A aplicando o Lema de Poincaré a w; e wy para obter 1-formas
A1 e g, respectivamente, tais que w; = —dA\; e wy = —dAy. Entao, tomamos A = i A\ —7m5 \o.

Assim, se f é um difeomorfismo simplético, temos que
diz A =ijdN = =32 = 0.

E portanto, f ¢ um difeomorfismo simplético se, e somente se, i}A ¢ fechada. Pelo Lema
de Poincaré, isso é equivalente a existéncia de uma fungao S : U C Graf(f) — R tal que,
localmente, i3A = dS, onde U ¢é aberto Graf(f).

Definicao 4.34. Uma aplicacao S satisfazendo as condigoes acima é chamada de fungao

geradora do difeomorfismo simplético f.

E claro que a funcdo S depende da escolha de A. Além disso, como podemos colocar
um sistema de coordenadas locais em Graf(f) de varias formas, dependendo dos sistemas
coordenadas em M; e M, temos que S pode ser uma funcao definida em varios tipos

variaveis. Vejamos o que acontece em um sistema de coordenadas locais.
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Sejam (U1, 21, .., Tny Y1y -5 Yn) € (f(U1), &1, &ny M,y - - -, M) Sistemas de coordenadas
locais em (M, w;) e (Ma,ws), respectivamente, onde em M, estamos considerando o sistema
de coordenadas induzido por f. Entao, temos que a representacao de f nesses sistemas de

coordenadas é

f(a:b'"axnuyl?"wyn): (517-~-;€n77717---777n);

com w; = dej Ndy; e wy = Zd@- A dn;.

j=1

Sejam \; = Z yjdx; e Ay = Z &;dn; e consideremos S como sendo uma fun¢ao em
Jj=1
r=(x1,...,x )en—(m,...,nn).

Pela expressao de A temos que i;A = dS se traduz por

08 N
Zyjda:j +Z£]d17] = dxj+za—d77j.
— Ox; = 9N
Portanto, temos as igualdades
08
Yj %(% n)
J
(4.22)
08
& a—nj(% n)
Pelo Teorema da Funcao Implicita, se
0%S
det
€ [anzaxj (xOJ 770):| e 7£ 07

em algum ponto (zg,19) € Graf(f), podemos resolver locamente a primeira equagao de (4.22)
para obter 1 em funcao de x e y. Depois, substituindo 7 na segunda equacao, obtemos & em
funcao de x e y. Isso nos da o difeomorfismo f em termos da sua funcao geradora.

O seguinte caso particular é importante para nos.

Proposicao 4.35. Sejam (M,w) uma variedade simplética, (U;xq,...,Tn,Y1,...,Yp) um
sistema de coordenadas locais em torno de p € M tal que z;(p) = y;(p) = 0, para j =
1,...,n, e G: R* — R uma fungdo nas varidveis Ty, ..., Tn, M, - -, tal que G(0) = 0
dG(0) =0 e d*G(0) =0. Se f: M — M ¢é dada localmente por

f(p) = (&), &®),m@), ., mp)),

com

oG oG
Yj 277j+a—xj($777) e & =$j+a—nj($77l)a (4.23)
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onde x = (x1,...,2,) en=(N1,...,M), entao f € difeomorfismo simplético local.

Demonstracao. Pela discussao acima, tomemos

95 emy =+ Lz o L om) =y + 2 ()

a!lfj ) 77 - 77] axj ’ 7] 877] 77 J 6’17] ) 77 .
Entao,

9%S 0*G
0 (0,0) =6;j + ——— oz, (0,0) = ;5.
Logo, temos que
9%S
=1
det {877,-8% (0, 0)] # 0

e pelo Teorema da Funcao Implicita, existe uma aplicacao a : V C U — R"™ tal que
n = a(z,y). Assim, obtemos £ e n em fungao de x e y através das relagoes
oG oG
5] I] + 877] (C(],Oé(.]?,y)) n] y] axj (.Z‘,Of(l',y))
Dessas relagoes e das hipoteses sobre G resulta que df(0) = id. Como isso vale para
todo p € M com o referido sistema de coordenadas, segue f é um difeomorfismo local pelo
Teorema de Aplicagao Inversa.

Sejam (f(U), &1y, &ny M1, ---,1n) O sistema de coordenadas induzido por f e
n
W'=Y dg; A dn
j=1
a forma simplética nesse sistema. Entao, w = f*w’ pelo Exemplo 4.6 e portanto, para que

f seja simplética, basta provar que w' = w.

Das equagoes (4.23) temos que

dy; dnj+2888 ’+Za (4.24)

— du; + Z axl 817] dz; + Z 0771 (4.25)

Multiplicando & esquerda por dz; na equagao (4.24), obtemos

2 n 2

~ 9’G 0°G
de’j A dyj = d.’Bj A\ d77j + Z de] A d.’BZ + Z dej A dnl-.
i=1 v i=1 v
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Somando em 7, temos

= 0°G G
Z dx; N\ dy; = Z dx; A dn; + Z (&BZ@:B] axj&vi) dx; \dxj + Z n, da:] A dn;

—dej/\dnj—l—za aG dx; A dn;.

7j=1

Da mesma forma, multiplicando a direita por dn; na equacao (4.25), obtemos

2

" 9%G " 9%G
d&j A dn] = dl’j AN d’ﬂ] + Z axandl'z N d?’]J + Z anandﬁ, VAN d?’]j
i=1 b i=1 PN

Somando em j, temos

"G G
Zd@ A dn; = dej A dn; + Z o a ———dw; N+ ) (8771877] 8nj8m> dn; A dn;

1<j

—de]/\dnj—kza g dx; N dnj.

7j=1

Logo, w = Zd:vj Ndy; = dej A dn; = W' e portanto, temos que f*w = w ou seja, f

j=1
é simplética.

]
oG oG
Das equagoes (4.23) obtemos que & = z; + a—(:c, y)+[.]en =y — a—(aﬁ,y) + [,
Yj Ly
onde [...] representa os outros termos da igualdade. Dessa forma, o difeomorfismo f pode
ser representado localmente como
flz,y) =id+Xg(x,y) + [...]. (4.26)

4.6 Estabilidade na vizinhanca de um ponto fixo eliptico

Nessa secao estudaremos o comportamento do fluxo hamiltoniano na vizinhanca de um ponto
fixo (critico) eliptico. Veremos um caso especial em que ha estabilidade e depois motraremos
que o comportamento geral na vizinhanca desses pontos é o mesmo que o do caso especial

através da Forma Normal de Birkhoff.

Definigao 4.36. Seja X € X(R™) um campo vetorial em R", com ponto de equilibrio (ou
ponto fixo) py € R™. Dizemos que py é um ponto fixo eliptico se todos os autovalores de

dX (po) sdo nimeros imaginarios puros.
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No exemplo a seguir, vamos construir um campo hamiltoniano Xy € Xy (R?"), com a ori-
gem sendo um ponto fixo eliptico, e vamos estudar o comportamento do fluxo hamiltoniano

perto desse ponto.

Exemplo 4.37. Considere o espago simplético padrao (R, w) e defina as fungoes p; :

R?" — R por
1

Pi(T1, o Ty Y1y Yn) = §(x§ + y?)
Seja J = (j1,...,Jn) € Z} uma n-upla de nimeros inteiros positivos e considere a funcao
&7 : R?™ — R dada por
=0yl

Tomaremos a fungao hamiltoniana H : R*" — R como sendo a série de poténcias em p;,

H=>as. (4.27)

Jewr

Calculando as derivadas parciais de H, obtemos

OH oOH oOH 0H

— =T, e — —.
Oz, T Op; 0y, Yi Opj

Assim, pela Proposicao 4.22, temos que o campo hamiltoniano associado a H é

“. 9H 0 ", 9H 0
Xp=S y—r - 2"~ 4.28
H Z J ] ; Japjayj ( )

Concluimos que 0 € R™ é um ponto fixo de Xy, visto que, pela expressao acima, temos

Xy (0) = 0. Calculando o jacobiano de Xy em 0, obtemos uma matriz da forma

[0 0
0
0 ... a,
dXH(O) = o O )
- ...
o . 0
0 ... —a,
OH
onde a; = ao...1...00 = =—(0). Essa matriz possui 2n autovalores da forma +iay, ..., tia,
J ( FEXETE SRRRT) ) ap
j

e assim, 0 € R*" é um ponto fixo eliptico de Xp.
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Seja 1t = (i ..., 9k,) o fluxo hamiltoniano. Observemos que

d
E(Py’ o Pyy) = dp; () o Xu(Wy) = Wida;(Xu(vy)) + 05y dy;(Xu (V)

O, OH
j+napj j+n japj'_

Isso prova que o fluxo preserva as funcoes p;, ou seja, temos que

= )ty 0.

(¥5)" + (¥jn)* = 205, (4.29)
paraj = 1,...,n. Asequagoes (4.29) nos dizem, em particular, que dado pp numa vizinhanga
da origem, a curva integral ¢}, (po) € T} = S}, x...x S} paratodot, onde R = (r1,...,7,),

— 1 4 : A . . .
r; = \/2pj(po) e Sy, € a circunferéncia de centro na origem e raio r; no plano z;y;. Com

isso, concluimos que o ponto fixo eliptico 0 é estavel segundo Lyapunov.

Mostraremos agora que o exemplo acima é uma forma normal para o fluxo hamiltoniano
perto de um ponto fixo eliptico, isto é, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais
tais que a fungao hamiltoniana tem a forma da equagao (4.27). Para tanto, precisamos do

seguinte resultado preliminar:

Proposicao 4.38. Sejam ¢ : R*™ x R*® — R wuma forma quadrdtica positiva definida e
Q : R*™ — R a func¢io dada por Q(z) = q(z,2) . Entao, existem um isomorfismo linear
0 R¥™ — R?™ ¢ nimeros 0 < A\, < Ay < ... < )\ tais que

(Qop)(2) =D T (f +15),
j=1
onde z = (T1,...,Tn, Y1, .-, Yn) € R*™. Os mimeros i)y, ..., +i\, sio os autovalores do

campo hamiltoniano linear X¢g gerado pela funcao Q.
Demonstragao. Ver [12], Teorema 8, p. 35. O
Agora provaremos o resultado principal da secao:

Teorema 4.39 (Forma normal de Birkhoff). Sejam (M, w) uma variedade simplética, Xy €
Xy (M) um campo hamiltoniano de classe C™ com um ponto fixo eliptico po € M tal que os
autovalores de dXy(po) sao linearmente independentes sobre os inteiros. Entao, existe um

sistemas de coordenadas simpléticas locais (U1 ..., Tn, Y1, ..., Yn) tais que

H=H0)+ Y a6+ Ox, (4.30)

JELY
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1
5(%2 + yJQ-), ay € R e Oy tem todas as suas derivadas

parciais na origem iguais a zero. A série H pode nao convergir, mas ainda € uma fun¢ao

onde £5 = pj' - ...~ pin, com p; =

de classe C'™ definida localmente no sistema de coordenadas.

Demonstra¢ao. Como estamos usando apenas as derivadas de H na origem, é suficiente
trabalhar com série de poténcias formais, isto é, séries que podem divergir. A razao disso é
que pelo Teorema da Extensao de Whitney (Ver [13]|, Teorema 2.3.6, p. 48) toda série de
poténcias formal é a série de Taylor de alguma fungao de classe C*°.
Seja
H=Hy+...+H,+...

a representagao de H em série de poténcias, onde os H; sao polindmios homogeneos de grau
j. Suponhamos ter encontrado um sistema de coordenadas locais (U;wy, ..., Wy, 21, - - -, 2Zn)

tal que H esta na forma desejada até o termom — 1 e

Hy(z,w) = Z ?](wf +23)
j=1
pela Proposicao 4.38.
Consideremos uma fung¢ao geradora P que é um polinémio de grau m e a correspondente

mudanca de coordenadas

Temos

(w, 2) 2:% (xj SZ+[.])2+(% §£+[ ])2]:

- 0 0
= Hy(z,y) + Y N (%@ - ng) P+[.].
j=1 J

J

Sejam V,,, o espacgo vetorial dos polinémios homogéneos de grau m e D : V,,, — V,,, dado por

a 0 0
P) = ;AJ‘ (%8—% —yja—xj) P

Entao,
H(w,z) = Ho(z,y) + ...+ Hy1(z,y) + (Hp(z,y) + D(P)) + [...].
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O operador D é linear e pelo Lema 4 em [12], p. 44, segue que ker(D) & Im(D) =V, e

. . . n m
ker(D):Span{pilp%Q nn? Zkh:E}’
k=1

se m é par ou ker(D) = {0} se m é impar.

Agora, sejam HErP) o imD) g projegoes de H,, em ker(D) e Im(D), respectivamente.
Entao, colocamos H na forma normal até a ordem m escolhendo um polinéomio P que é
solucio da equacio HimP) D(P) =0.

Repetindo esse processo para cada m € N obtemos a expressao (4.30).

O

Finalmente, o seguinte resultado, também devido a Birkhoff, caracteriza uma forma
normal para um difeomorfismo simplético com um ponto fixo eliptico elementar numa vizi-

nhanca do mesmo.

Teorema 4.40 (Birkhoff). Sejam (M,w) uma variedade simplética e ¢ : M — M um
difeomorfismo simplético com um ponto fixo eliptico elementar py € M, isto €, 0s au-
tovalores de di)(py) sao imdgindrios puros de mddulo 1 e sao multiplicativamente inde-
pendentes sobre os inteiros. Entao, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais

(Us 1,y Ty Y1y -+ Yn) em torno de py tal que 1 = (y, ... 1a,) com

Yi(x1, . T, Yy Yn) = 5c08 L —yjsen L+ Oy
(4.31)
Yign(T1, .o Ty Y1, oo Un) = xj8in L+ y; cos L + O,

onde

a/.
(% +y7) + O

e O tem todas as suas derivadas parciais na origem iguais a zero.

A idéia da demonstracao é considerar a aplicacao ¥ como um difeomorfismo formal.
Nesse caso, ¥ é a aplicacao de tempo um de algum campo vetorial. Como 1) é simplética
resulta que é localmente a aplicacao de tempo um de um campo hamiltoniano Xy. Entao,
colocando Xy na forma normal usando o Teorema 4.39, obtemos a expressao desejada para

1 através da aplicacao exponencial.



Capitulo 5

Teorema da densidade geral para

sistemas hamiltonianos

Dada uma variedade M de classe C*, dizemos que um campo X € X¥(M) tem a pro-
priedade (G2) se todo elemento critico (singularidades e orbitas periodicas) de X é hi-
perbolico. Diremos que X tem a propriedade (G3) se ele tiver a propriedade (G2) e
se p € W3(y1) N W (), entao W*(y1) e W"(r,) s@o transversais em p, onde 7y, e 72 sdo
elementos criticos de X e W#(y;) e W¥(vy2) sao, respectivamente, as variedades estével de
v1 e instavel de ;.

O Teorema de Kupka-Smale afirma que o subconjunto dos campos de vetoriais X € X(M)
que tem a propriedade (G3) é residual em X(M) com a topologia C* de Whitney. Um
resultado similar afirma que o subconjunto do conjunto Difff,(M) dos difeomorfismos de
classe C* de M que preservam volume e cujos pontos periddicos sao todos hiperbélicos é
residual em Diff@(M ), também com a topologia C* de Whitney. Isso também vale para
campos vetoriais que preservam volume. J& no caso de campos hamiltonianos isso nao é
verdade. (Veja [30] e [33] para mais detalhes.)

Nosso objetivo neste capitulo é provar um resultado anélogo ao Teorema de Kupka-Smale
para campos hamiltonianos. Nesse caso, a hiperbolicidade das érbitas desses campos sera
substituida por outra propriedade que depende dos autovalores principais de uma familia a

um parametro de difeomorfismos simpléticos.

5.1 Genericidade de sistemas hamiltonianos

Sejam M e N variedades de classe C* e C*(M, N) o conjunto das aplicagoes de classe C*
de M em N com a topologia C* de Whitney. Uma propriedade P(f) em C*(M, N) é uma
proposicao logica que toma valores f € C¥(M, N).

82
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Definigao 5.1. Dizemos que uma propriedade P(f) em C*(M, N) é genérica se o subcon-

junto

g* = {f € C*(M,N); P(f)}

contém um subconjunto residual de C*(M, N). Dizemos também que P(f) é C* gené-
rica em C®(M,N)se 9 ={f € C®°(M,N); P(f)} ¢ a intersecgdo de C*°(M,N) com um

subespaco de C*(M, N') que contém um subconjunto residual.

Como C*(M, N) com a topologia C* de Whitney é um espaco de Baire, segue que ¢* na
defini¢ao acima é, na verdade, denso em C*(M, N). Intuitivamente, isso significa que quase
todas as aplicacoes em C*(M, N) posssuem a propriedade P(f) ou entdo que a propriedade
P(f) é “comum” em C*(M, N).

Pela Proposicao 4.32, a aplicacao de Poincaré na vizinhanca de uma o6rbita fechada é
uma aplicacdo de uma variedade ¥?"~! de dimensao fmpar em si mesma que quando restrita
a uma superficie de energia 3?2 = ', N ¥ ¢ uma difeomorfismo simplético local. Assim,
pela construcao da aplicacao de Poincaré do campo hamiltoniano na Se¢ao 4.4, temos que
os detalhes sobre o comportamento numa vizinhanca de uma 6rbita fechada se resumem a

estudar o comportamento de aplicagoes f: I x M — I x M da forma

[t p) = (@, fulp), (5.1)

onde I = [—1,1] e um intervalo fechado, M é uma variedade simplética e f, : M — M é
um difeomorfismo simplético de classe C*. As aplicacoes f da forma (5.1) sao chamadas
de familias a um parametro de difeomorfismos simpléticos e o conjunto de tais
familias sera denotado por Symp”*(I x M). Como a aplicacdo de Poincaré de todo campo
hamiltoniano é localmente uma aplicagdo da forma (5.1), segue que os resultados sobre a

genericidade que enunciarmos para Symp®(I x M) também sao validos para Xz (M).
Definigao 5.2. Seja f € Symp”(I x M). Dizemos que um ponto (t,q) € I x M é periédico
e tem periodo p € N se fP(t,q) = (t,q), onde fP = fo fo...of (p vezes). O periodo p é
primo se f"(t,q) # (t,q), para 0 < m < p.

Definigao 5.3. Sejam N > 0, f € Symp*(I x M) e w: I x M — M a projecio natural.

(a) Um ponto periddico (¢, q) de periodo primo p de f é O0-elementar se a transformacao
linear d(m o fP)(t,q) — dm(t,q) : Ti.o(I x M) — T, M é sobrejetora.

(b) Um ponto periodico (¢,q) de periodo primo p de f é N-elementar se a matriz da
transformagao linear df,(q) : T,M — T,M & N-elementar.

Pelo Teorema 4.28, se (¢, q) é peridédico com periodo primo p e é O-elementar, entao existe

uma familia v = {(¢(s), ¢(s)); s € R} em I x M formada por pontos de periodo primo p de
f.
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Sejam
Z,=1(¢,A); ge M e A: T,M — T,M ¢é uma transformagao linear simplética}

e WN ={(q,A) € Z,; Anao é N-elementar}. Temos que .%, ¢ um fibrado de classe C™
sobre M com projecao natural pr : .Z, — M e cujas fibras sao grupos de Lie difeomorfos
a Sp(2n). Assim, %, é uma variedade de classe C°°. Além disso, cada fibra de W% é um
conjunto semi-algébrico que tém interior vazio nas fibras de £, pelo Lema 3.1. Logo, pelo
Teorema de Whitney (Lema 3.3) segue que W ¢ localmente uniao de subvariedades de .%,.

Seja £ : R — %, a aplicacao definida por

§(s) = (als), dfy(a(s))),

onde (s) = (t(s),q(s)) € a familia de pontos periddicos de periodo primo p cuja existéncia

discutimos acima.

Definigao 5.4. Dizemos que f € Symp"(I x M) tem a propriedade H2-N no ponto

periodico (t, q) de periodo primo p, se
(i) o ponto (t,q) é 0-clementar;

(i) a aplicacdo & : R — %, definida acima ¢ transversal a W¥. (Ou seja, ¢ transversal a

cada subvariedade que compoe W)

A definigao acima nos diz que parq que f tenha a propriedade H2-N nao é necessario que
(t,q) seja N-elementar mas em uma vizinhanga do mesmo exista no maximo um nimero
finito de pontos periédicos N-elementares.

Consideremos os conjuntos

tem a propriedade H2-N em todos os
2*(p,N) = {f € Symp*(I x M); / prop }

pontos periddicos de periodo primo < p

e "= () 2. N).

p,NeN
Teorema 5.5 (Teorema da Densidade Geral). Seja Symp®(I x M) o espago topoldgico das
familias a um pardmetro de difeomorfismos simpléticos com a topologia C* de Whitney, com

2 < k < co. Entdo, os conjuntos 2%(p, N) e D% sio residuais (e portanto, densos) em
Symp® (I x M).

Este € o resultado central do capitulo pois mostra que conjunto dos campos hamiltonianos
que tem a propriedade H2-N é denso em Xy (M). Faremos a demonstragdo na Secao 5.3.

Agora, enunciaremos outros resultados relacionados & genericidade de campos hamiltonianos.
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Se um ponto periodico (¢, q) de perfiodo primo p de f nao é 2-elementar, entao dff (q) tem
um autovalor multiplo. A analise feita no capitulo 3 mostra o comportamento da familia
de matrizes simpléticas dff(s)(q(s)), onde v = {(t(s),q(s)); s € R} é uma familia de pontos
periodicos numa vizinhanga de uma ponto periddico que nao é 2-elementar. Se (¢, ¢) nédo for
I-elementar, entdo 1 é autovalor de dff(q). A proxima proposi¢ao exibe o comportamento

numa vizinhanga de um ponto periédico que nao é 1-elementar.

Proposigao 5.6. Suponha que f € 22(p,1) tenha um ponto periddico (t,q) de periodo p que
nao € l-elementar. Seja v = {(t(s),q(s)); s € R} a familia de pontos periddicos de periodo
p numa vizinhanga de (t,q), com t(0) = t. Entdo, temos que t'(0) = 0 e t"(0) # 0. Além
disso, para todo k > p existe uma vizinhanga U(k) C I x M tal que os unicos pontos de

periodo < k sao os pontos do conjunto v N U (k).

Demonstrag¢ao. Provaremos a primeira parte da demonstracao. Para a demonstracao da
segunda parte, ver a Proposi¢ao 6.2 em [35].

Se v é¢ uma familia de pontos peridédicos de periodo p de f, entao ela é uma familia de
pontos fixos de fP. Temos que dfP(v(0)) - 7'(0) = ~/(0). Isso vem do fato de que f? restrito
ao conjunto v ¢ a identidade.

Seja A(s) a restrigao de dfﬁs)(q(s)) ao espaco tangente T, M. Temos que A(s) leva
vetores de T',s)M em vetores de Tp(y(s))M = Ty M, uma vez que fP(y(s)) = y(s).

Considere S como sendo o conjunto das matrizes simpléticas que tem um autovalor igual
a 1. Temos que S é uma subvariedade de Sp(2n). Isso pode ser provado facilmente usando
o polinomio caracteristico das matrizes em S. Resulta que A(0) € S e A(s) ¢ transversal a
S, pois f tem a propriedade H2-1.

Suponha por absurdo que t”(0) = 0. Isso é equivalente a afirmar que 7"(0) € T M.
Seja m : R® TyyM — T, M a projecao na segunda componente. Entao, por hipétese,
temos que 7(7/(0)) = v(0) e w(+"(0)) = +"(0). Como (dff(s)(q(s)) —1I)-+/(s) =0, para todo
s, obtemos que

0= [ 0) -0 2] = T [dfffatsn] (0 + @ a0) -1 - (0)
Observemos que | [aff(ate)] -7/(0) = 3| A()-7((0) e
(@ (a(0) =1+ (0) = (A©) ~D)- T|  7(3/(5)
Assim,
0= G5 AW m0O) + (A0 D Z w1 (A D)7
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e (A(0) =T) - 7('(0)) = 0.
Seja ui(s) = m(7/(s)). Completemos u;(s) para uma base simplética ui(s),. .., u,(s),
v1(8), ..., vn(s) que é diferenciavel em s e seja C(s) o mudanca de base, onde
B(s) = C(s)A(s)C(s)™* (5.2)

¢ a matriz A(s) na nova base. Seja C(s)u;(s) = e; o vetor da primeira componente. Te-
mos B(0)e; = C(0)A(0)us(0) = C(0)us(0) = e;. Entao, por (5.2) e pelo fato de que

d%’ [(A(s) = I) - m(+/(s))] = 0, temos

0= d% . [C(s)'B(s)C(s)ur(s) — C(s) " C(s)us(s)]

— % B [C(S)*l} - (B(0)C(0)uy (0) — C(0)u1(0)) + C(0)~* - dis . B(s)er — e1]

d ) L d
= T _ [C(S) } . (B(O)el — 61) + C’(O) . - B [B(S)el]
o)t 4 B
Logo, ]
as|_ [Be)al=0. (5.3)

Seja D = (% B(0)"!'B(s) e defina

F(s) = B(0) exp(sD).

Como D € TySp(2n) = sp(2n), segue que F(s) é simplética para todo s, pela Proposi-
¢ao 1.16. Resulta de (5.3) que Pe; = 0 e portanto, F(s)e; = B(0)e; = ey, para todo s.

Assim, temos que F'(s) € S. Além disso, temos

Logo, F(s) é tangente a B(s) em s = 0.
Seja H(s) = C(s)"'F(s)C(s). Entao, H(0) = C(0)"'B(0)C(0) = A(0) e H(s)u;(s) =
uq(s). Logo, H(s) € S. Agora, observemos que
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[B(s — F(s)] C(0) + C(0)"'(B(0) — F(0)) 2

+C(0)"F — —
5=0 ds s=0

C(s) = 0.

s (s)
Portanto, temos que A(s) ¢ tangente a H(s) em s = 0 e como H(s) ¢ tangente a S, segue

que A(s) é tangente a S em s = 0. Mas isso contradiz hipotese de transversalidade de A(s)

em S. Com isso completamos a primeira parte da demonstragao. O

Em [25], Meyer analisou o caso geral da bifurcagdo dos pontos peri6dicos em pontos
periodicos que nao sao N-elementares quando dim M = 2. Nesse caso, os pontos peridédicos
s6 possuem um autovalor principal, o qual é necessariamente uma raiz N-ésima da unidade.

Suponhamos que um ponto periddico (¢, q) € I X M que nao é N-elementar tenha periodo
p, onde dim M = 2. Entao, existem duas familias de pontos com periodo Np que birfurcam
a partir de (t,q): uma familia é formada por pontos periddicos hiperbodlicos e a outra é

formada por pontos periodicos elipticos. (Ver Proposigoes 1.16, 1.17 e 1.18 em [25].)

Definigao 5.7. Seja f € Symp*(I x M). Um ponto (¢,q) € I x M é chamado nao-errante
se para toda vizinhanga U C I x M de (t,q) existe um ntmero inteiro positivo m tal que

™ U)YNU #0

Considere os conjuntos

Qu(f) = {(t,q> € 1 x M

(t,q) é ndo-errante e sua orbita estd contida em }

um subconjunto compacto de I x M

Per(f) ={(t,q) € I x M; (t,q) é um ponto periddico de f}

e denotemos por Per(f) e Q.(f) o fecho dos respectivos conjuntos.

Proposicao 5.8 (Pugh). Seja Symp' (I x M) com a topologia C* de Whitney. Entdo, existe
um subconjunto residual Z C Symp' (I x M) tal que para toda f € % temos Per(f) = Q.(f).

Demonstracao. A idéia da demonstracao é tomar um corbertura I x M = U V; por com-
jEN

pactos V1 C V5, C ... C I x M e considerar a aplicagao Fj : Symp' (I x M) — 2" definida

por

F;(f) = liminf {Per(fn) NV fo— f}

= {(t, q) € Vj; Vfn Itn, qn) € Per(fy) tal que (t,,¢,) — (£,q) quando f, — f} :

A aplicacao F}j é semicontinua inferiormente, uma vez que ela ¢ definida a partir do limite
inferior. Resulta da Proposi¢do 26 em [33], p. 601, que F} é continua em um subconjunto

residual %Z; C Symp'(I x M). Logo, Z = ﬂ X; é residual em Symp' (I x M).
jeN



88 Capitulo 5. Teorema da densidade geral para sistemas hamiltonianos

Agora, seja f € Z e suponha por absurdo que Q.(f) — Per(f) # (. Dado (t,q) €
Qc(f) — Per(f), temos que (¢,q) € int(V;), para algum j. Pelo Lema do Fechamento de

Pugh (Teorema 4, (33|, p. 569), em toda vizinhanga U; de f existe uma g; € U; tal que

(t,q) € Per(g;). Logo, (t,q) € Fj(g;)-

Assim, obtemos uma sequéncia de familias g; € Symp' (I x M) convergindo para f tal
que (t,q) € F;(g;), para todo i. Pela continuidade de F; em f, segue (¢,q) € F;(f) C Per(f).
Uma contradigdo. Portanto, deve ser Q.(f) = Per(f).

Para os detalhes da demonstragao, ver [33].

5.2 Estabilidade estrutural e P-estabilidade

Definigdo 5.9. Sejam f,g € Symp®(I x M). Dizemos que f e g sio topologicamente
conjugadas se existe um homeomorfismo h : I x M — I x M tal que goh = ho f. Diremos
que f e g sdo P-conjugadas se existe um homeomorfismo hp : Per(f) — Per(g) tal que

gohp=nhpo f|Per(f)~

Definigao 5.10. Dizemos que f € Symp”(I x M) é estruturalmente estavel se existe

uma vizinhanca U C Symp®(I x M) de f tal que toda g € U é topologicamente conjugada

a f.

Definigdo 5.11. Dizemos que f € Symp”(I x M) é P-estavel se existe uma vizinhanca
C Symp®(I x M) de f tal que toda g € U é P-conjugada a f.

Resulta das definicoes acima que estabilidade estrutural implica P-estabilidade. O pro-
ximo teorema mostra que familias de difeomorfismos simpléticos que possuem um ponto
peridédico com um autovalor de médulo 1 nao sao P-estaveis.

No que se segue, uma variedade central local de um elemento critico v de f €
Sympk(I x M) é uma variedade C' invariante por f cujo espago tangente T C em (t,q) € v
¢ a soma dos autoespagos dos autovalores de (¢, ¢) que tem médulo 1 mais o espago T(; 7. A
existéncia de variedades centrais locais (e outros tipos de variedades invariantes) é garantida
pelo Teorema 7.2.2, p. 526, de [1].

Teorema 5.12. Suponha que f € Sympk(I X M), para 1 < k < oo, seja uma familia com
um ponto periddico (t,q) de periodo p tal que dff(q) tenha um autovalor de médulo 1. Nessas

condigoes, f nao € P-estavel.

Demonstragcao. Provaremos no caso em que k < oo. Suponha que f é P-estével e seja
W uma vizinhanca de f em Symp"(I x M) tal que f é P-conjugada com toda g € W.

Tomemos g € WNZ* de modo que (¢, q) seja um ponto periddico com autovalores Ay ..., A,
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A, .-, Am de moédulo 1. Como g € 2, temos que ¢ tem uma quantidade enumeravel de
pontos periddicos.

Seja P C T,M o subespaco gerado pela uniao dos autoespacos de Aq,...,\,,. Entao a
dimensao de P é 2m e w|p é ndo-degenerada pelo Corolario 1.33. Existe, portanto, uma
variedade central local C' invariante por g; e cujo espago tangente em (¢, q) é P. Logo, C' tem
dimensao 2m e w|¢ é nao-degenerada numa vizinhanga V' de ¢ em C. Pelo Teorema 4.18

existe um sistema de coordenadas locais (U;uq, ..., uy,,vq,...,v,) tal que
UNnC={qeM; uw(q) =0, vi(¢) =0, i=m+1,...,nej=m+1,...,n}.

Pelo Teorema 4.40, existe um sistema de coordenadas simpléticas locais tais (U; x1, . . . , Ty,
Y1, ..., Yy) tais que u; = x;, parai =m+1,...,n, v; =y;, para j =m+1,...,n, e para s

suficientemente préximo de ¢,
gi(s,x) = hj(s,z) + O,

onde h;(s,z) ¢ um polindémio em p; = 22 +y2, i = 1,...,m e Oy é de classe C™ e tem
suas primeiras r derivadas parciais iguais a zero no pontos (s,0). Podemos assumir que o
determinante formado pelos coeficientes dos termos quadraticos de h(s, - ) é diferente de
zero através de uma perturbagao de g. Pelo Exemplo 4.37, a origem ¢ preenchida com toros
formados por pontos peridédicos de h;.

Seja hj(s,x) = g;(s, z) para os indices restantes e considere a aplicacao h : I x M — I x M
dada por

h(s,z) = (hi(s,x),..., hon(s,)).

Para s suficientemente proximo de t, todas as derivadas parciais de h e g avaliadas em (s, 0)
sao iguais. Considere uma bump function ¢ : I x M — R, tal que ¥|y =1, onde V' é uma
vizinhanca de (¢,0). Defina ¥, (s, z) = (s, z/\) e seja

h)\(S,ZL') = (1 - %(57%))}1(37%) + ¢)\(3>x)9(57x)'

Temos que hy converge para g na topologia C* de Whitney, quando A — 1. Assim,
para A suficientemente proximo de 1, temos que hy € W. Mas h, tem uma vizinhanca
de (t,0) preenchida com toros formados por pontos periddicos. Logo, ndo pode existir um
homeomorfismo entre Per(hy) e Per(g). Portanto, g e hy nao sdo P-conjugadas e assim, f

nao pode ser P-conjugada a ambas h) e g. Uma contradicao.
O
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5.3 Demonstracao do Teorema da Densidade Geral

Nessa se¢ao provaremos o Teorema da Densidade Geral enunciado na Segao 5.1. O que

faremos é traduzir a propriedade H2-N em termos de transversalidade de um certo tipo de

aplicagao e usar perturbacoes para mostrar que, de fato, essas aplicagoes sao pseudotransver-

sais (ver Defini¢ao C.8) a certas variedades que definiremos na ocasiao. Entao, aplicaremos o

Teorema de Transversalidade do Apéndice C (Teorema C.3) para obter o resultado principal.
Fixemos N > 1. Defina F; : Symp* (I x M) — C?(I x M; M x M) por

Fi(H)(t,q) = (g, f1(2)).

Seja Ay = {(q,q); ¢ € M} C M x M adiagonal. Entao, F;(f)(t,q) € Ay se, e somente

se, (t,q) ¢ um ponto de periodo j. Mais ainda, temos o seguinte resultado:

Proposigao 5.13. Fj(f) € transversal a Ay em (t,q) se, e somente se, (t,q) € um ponto

periodico 0-elementar.
Demonstragao. De fato, se F;(f) ¢ transversal a Ay, em (t, ¢), entao
dFj(f)(]f, q) . T(t7q)(f X M) + T(Q#I)AM = T(qu)<M X M) (54)

Mas TiqAn = Arp e Tigq(M x M) = T,M x T;M. Assim, dado qualquer (w,z) €
Tig.q) (M x M), existem (s,v) € Tiy.q(I x M) e (—u, —u) € T(go A tais que

dF;(f)(t,q) - (s,0) = (u,u) = (w, 2).

Isso é o mesmo que afirmar que o sistema

v—u=w
dff (q) v —u==z
sempre tem solugao. Tomando em particular w = 0, temos que, para todo z € T, M, existe

v € T,M tal que (df? (q) — idz,ar) - v = z, ou seja, a aplicacao df (q) — idg,a : TyM — T, M
¢ sobrejetora. Mas dff (t,q) =modfi(t,q) e idr,;r = moidr,  (rxm), onde

Fit,q) =t £ (q))

e : Tiq(Ix M) — T,M é projecao natural. Assim, temos que wodf’(t, q) —m é sobrejetora
e portanto, (t,¢) ¢ um ponto perioédico 0-elementar.

Para provarmos a reciproca, notemos que um elemento w € dF;(f)(t,q) - Ty (L X M) +
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Tq.90An € escrito na forma

w = (U>d(ftj> ) (S,U)) - (uau) = (U —Uu,mo dfj(t7Q> ) (S?U> - 7T<S>u))a

para (s,u),(s,v) € Tyl x M). Sejam h : M — Ay o difeomorfismo h(q) = (q,q),
a: RxTyM — R x Arg, s o isomorfismo a(s,v) = (s,dh(q)-v) e g : RxT,M xT,M — T, M

a aplicacao dada por

g(s, (u,v)) = o df’(t,q) - (s,v) — 7(s,u).

Entao, temos que
9lrx A,y (R X Aqar) C g(R x TyM x T,M)

€ glrRxag, 0 =70 dfi(t,q) — w. Por hipotese, m o df’(t,q) — 7 é sobrejetora e portanto,
Ilrxar, (R X Arn) = TyM. Assim, temos que g(R x Ty,M x TyM) = T,M e como a
aplicagao (u,v) — v —u de T,M x T,M em T,M ¢& sobrejetora, obtemos que

dF;(f)(t,q) - Tty (I x M) + TigAm = Tigq(M x M) =Ty M x T, M.

Logo, Fj(f) é transversal a Ay, em (¢, q).
[

Assim, se (¢, q) ¢ um ponto periodico 0-elementar, temos que F;(f)~'(Ajs) é uma subva-
riedade regular de I x M cuja codimensao é igual a codimensao de Ay, em M x M. Logo,
Fi(f)"*(Apr) tem dimensao 1.

Defina Gj : Symp”*(I x M) — CY(I x M;.%,) por

G(N)(t.a) = (F;(f)(t, 0). df (a)).

onde .Z, = M x M x Sp(2n).

Sejam Ag, = Ay x Sp(2n) e BY = {® € Sp(2n); ® ndo ¢ N-clementar} e WV =
Ay x BY. Entao, WY é fechado em .Z,, pois Ay é fechado e BY ¢ o complementar do
conjunto das matrizes N-elementares, que é aberto e denso em Sp(2n). Isso é apenas uma
generalizacao do Lema 3.1. Mais ainda, como BY e A,; sao semi-algébricos e o produto
cartesiano de conjuntos semi-algébricos é um conjunto semi-algébrico, segue que W é semi-
algébrico. Pelo Teorema de Whitney, existem subvariedades fechadas W, . .., I/V,QfV C FE tais
que

wh=wlu...uwl.

Da discussao acima, resulta que W¥ tem codimensdo maior ou igual a 1 em Ag e

portanto, codimensao maior ou igual a 2n + 1 em .Z,, uma vez que a codimensao de Ay,
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em %, é 2n. Logo, W} tem codimensao maior ou igual a 2n+1 em %, para A = 1... ky.

Se F;(f) é transversal a Ay; e G;(f) é transversal as subvariedades WY, entdo a aplicagao
m30G;(f) : Fj(f)7'(An) — Sp(2n) é transversal a BY | onde 73 : £, — Sp(2n) é a projegao
na terceira coordenada. Essa tltima afirmacao é simplesmente a condicao (ii) da propriedade
H2-N.

Um ponto periodico 0-elementar (¢, q) de periodo primo p possuindo um autovalor A que
¢ uma raiz i-ésima da unidade é tal que dff Z(q) possui 1 como um de seus autovalores. De
fato, se A ¢ um autovalor de dff(q) que é uma raiz i-ésima da unidade e v € T,M ¢é um

autovetor, entao

dff'(q)-v=dff(q)o...odff(q) v =Nv =0

7

g

1 vezes
Mas nesse caso, Fj,;(f) ndo é transversal a Ay, pela Proposigao 5.13 e ndo podemos aplicar
os teoremas de transversalidade do Apéndice C. Assim, vamos definir conjuntos Z*(p, N) C
P*(p, N) pondo

se (t,q) é um ponto de periodo j < p de f,
H*(p,N) = ¢ f € Symp*(I x M); entéo Fi(f) M Ay e G5(f) MW em (t,q),
para A=1,... ky.

Fazendo isso estaremos excluindo os casos anteriores onde os autovalores sao raizes da uni-
dade. Porém, se mostrarmos que o conjunto %Z*(p, N) é residual, entdo o conjunto 2*(p, N)
também sera residual, visto que ele contém o %Z*(p, N) e Symp*(I x M) com a topologia
C* de Whitney é um espaco de Baire.

Seja V' uma subvariedade compacta com bordo de I x M e considere o conjunto

se (t,q) € V é um ponto de periodo j < p
de f, entdao F;(f) M Ay e G;(f) m WY
em (t,q), para A = 1,..., ky. Mais ainda, se

(t,q) € OV, entao OF;(f) M Ay em (2, q).

%’k(p, N,V)=X fe Sympk(I x M);

onde OF;(f) = F;(f)|av. Nosso objetivo é provar que o novo conjunto Z*(p, N, V') é residual
(e portanto, denso) em Symp(/ x M). Entao, o Teorema da Densidade Geral resulta dessa
versao local quando tomamos uma cobertura I x M = U V; por compactos V3 C V5, C ...

J=1
Nesse caso, teremos que

X" (p,N) = ﬁ%k(p, N, V;).

j=1

Logo, %*(p, N) é residual em Symp"*(/ x M). Pelo mesmo motivo, %% = ﬂ H*(p,N) &

p,NeEN
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residual em Symp* (1 x M).
Comecemos a prova fixando N e V e denotando por Z(p) o conjunto Z*(p, N, V). Con-
sidere a distancia d em I x M proveniente de alguma métrica riemanniana e indiquemos

também por d a distancia
d(g, K) = inf {d(g, m); m € K}, (5.5)

para K € 2I*M entre pontos e subconjuntos compactos de I x M induzida pela distancia
entre pontos de I x M. Seja dg a métrica de Hausdorff em 2/*M . (Ver Definigao C.14,
Apéndice C.)

Dados f € Symp*(I x M) e p € Z*, sejam

L(f,p) ={(t,q) € V; (t,q) é um ponto de periodo < p de f}
C(f.p,0) ={(t,q) € V; d((t,q);T(f,p)) >27"}.

Proposicao 5.14. A aplicagio ¢ : Symp™(I x M) — 2™ dada por ((f) = T'(f,p) ¢

continua nos pontos de Z(p).

Demonstracao. De fato, dado f € Z(p), temos que Fj(f)|y M Ay e OF;(f) M Ap pela
definicdo de R(p). Logo, pelo Teorema C.16, a aplicagdo a; : Symp*(I x M) — 21X dada
por a;j(z) = Fj(z) ' (Ay)NV é continua em f, para todo j < p. Afirmamos que a aplicagao
o : Symp® (I x M) — 2I*M dada por

afa) = | aj@)

¢ continua em f € R(p). Para ver isso, basta notar que como cada «; é continua em f,

tomando & > 0, existem vizinhancas U;(f) de f em Symp*(I x M) tais que

du(;(f), o;(g)) <e (5.6)

para toda g € U;(f).
Seja U(f) = ﬂ U;(f). Dado g € U(f), pela defini¢ao da métrica de Hausdorff (Defini-

Ji<p

¢ao C.14) temos que

dH(a(f),a(g))ZmaX{ sup d((t1,q1); a(g)),  sup d((tz,qz);a(f))}-

(t1,91)€a(f) (t2,92)€(g)
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Como a(f) e a(g) sdo compactos, existem (t1,q,) € a(f) e (t2,q,) € a(g) tais que
du(a(f),a(g)) = max {d((t,q,); a(9)), d((F2,T2); () } -

Mas d((t1,7,); (g)) = I}g}{ld((%luql);aj(g» e d((t2,32); (f)) = rggd((fa,ﬁg);ai(f))- Por-
tanto,

J<p

(o). 00) = max {mind( (. ,)s0,0) min B )50 9) |

Agora, observemos que se (t1,q,) € a(f), entdao (f1,q;) € an(f), para algum m < p.

Assim, por (5.6) temos que

mind((t1,,); @;(9)) < d((t1,91); am(9)) < du(om(f), m(g)) <&

Pelo mesmo argumento, concluimos que min d((t2,7s); ai(f)) < . Portanto,
>p

du(a(f),alg)) <e

e com isso, « é continua em f.

Finalmente, a definicao de o; nos diz que
aj(z) ={(t,q) € V; (t,q) é um ponto de periodo j de x}.

Dessa forma, temos que a(z) = ¢(z), para todo z € Symp”(I x M), e o resultado segue.
[

Sejam U; C I x M um subconjunto compacto, Us um vizinhanga compacta de U; em
I x M e X*(I x M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C* em I x M. A cada
X € XK(I x M) associamos de modo natural um campo vetorial dependente do tempo
X; € Xk(M) pondo
Xi(p) = (mo X)(t,q),

para cada (t,q) € I x M, onde 7 : R x T, M — T, M ¢é a projegao na segunda componente.

Considere o conjunto

X(t,q) = 0, para (t,q) € (I x M) — U,, e
B =L XX xM); X, € Xk(M),isto é, X,(q) € T,H*(H(q)),
para todo (t,q) € I x M.

Pela definicao de 4, temos que se X € A, entao

X(t,q) = (0, X:(q)),
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para todo (t,q) € I x M. Além disso, como todo X € % tem suporte compacto, resulta
que % é um espaco de Banach com a topologia induzida pela topologia C* de Whitney em
X*(I x M). A topologia induzida em % ¢ a topologia da convergéncia uniforme nas partes
compactas a qual também ¢é induzida pela norma da convergéncia uniforme.

Seja Xk(I x M) a algebra de Lie de Symp®(I x M). Entdo,  C XF(I x M). De
fato, dado X € 4, temos que exp(X)(t,q) = (¢, fi(q)), onde f, = wt)ff ¢ a aplicacao de
tempo um do campo hamiltoniano X; e portanto, é um difeomorfismo simplético. Logo,
exp(X) € Symp*(I x M) e assim, X € X*(I x M).

Consideremos a aplicacio o, : & — Symp”(I x M) dada por

1(X) :1/){(-

Entao, ¢; leva campos vetoriais de Z nas aplicagdoes de tempo um dos seus respectivos
fluxos. Pela Proposicio 4.8, X*(I x M) é a &lgebra de Lie de Symp”(I x M) e portanto,
¢ é simplesmente a aplicagdo exponencial exp : X (I x M) — Symp"*(I x M) restrita ao
conjunto 4. Logo, ¢, é de classe C*.

Seja f € Z(p — 1) tal que f ndo possua pontos de periodo m < p — 1 em U;. Defina a
aplicacio K : % — Symp”(I x M) por

K(X) = pi(X) o f.

Entéo, as aplicagoes F,o K : B — C*(I x M; M x M) e G,o K : B — CY(I x M;.%,) sao
representacoes de classe C? e classe C*, respectivamente. De fato, as aplicacoes de avaliacao
evV(FpoK): Bx(IxM)—MxMeev(G,oK): B x (I xM)— £, dadas por

eV(FP © K)(Xv (t7q)) = (Fp ° K)(X)(t7Q) € eV<Gp o K)(X7 (t7Q>> = (Gp © K)(X)(tuQ)

sao de classe C? e classe C, respectivamente, pois K ¢ de classe C* e F, e G, sao, respec-

tivamente, de classe C? e classe C!.
Lema 5.15. A aplicagio ev(F, o K) € transversal a Ay numa vizinhanga de {0} x Uy .

Demonstra¢ao. Como a condig¢ao de transversalidade é uma condi¢ao aberta pelo Teorema
da Extensao (Ver [8], Extension Theorem, p. 72), basta provarmos que ev(F), o K) é trans-
versal a {0} x Uj.

Suponha que F,(f)(t,q) € Ay e tome um sistema de coordenadas simpléticas locais
(Usz1,.. . ny Y1, -+, Yn) em M em torno de g. Seja ¢ : I x M — R uma bump function tal
que supp(v)) CU e ¢|y =1, onde V C U é uma pequena vizinhanca de (¢,¢) em U. Sejam
também k um namero real e L : R x R* — R uma aplicacao L(t,Z1,...,Tn, Y1, -, Yn)

independente de t e linear nas outras variaveis.
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Seja kL : I x M — R a aplicacao dada por

kU L(t, q) = ky(t, ) L(t, z1(q), - - -, 2n(9), ¥1(q), - - -, Yn(q))

e considere o campo hamiltoniano Xy, associado a funcao k¢ L. Em coordenadas, Xj,z €

da forma

owL) 0
Xpwr = k =kX
hpl Z 63/] 8% Z Ox; 830] i
7=1 7j=1
Agora, seja )?kwL € X*(I x M) dado por
Xipr(t.q) = (0, Xryr(q))-

Temos que )?ksz € %A. Além disso, como K()?WL) = gpl()?kwL) o f ey é a restricao da
aplicacdo exponencial exp : X*(I x M) — Symp”*(I x M) ao espaco %4, obtemos

d ~ d ~ d d ~
2 K(Xpyr) = = X - o X)o 2| X
ak|_. (Xryz) = - . P1(Xupr) o f = - - exp(X) o — K0 f
= )N(sz of=(0,Xyro0f),
pois e exp(X) =idy e )?W,L = k:)zu no sistema de coordenadas. Logo,
X=0

K(Xppr)(t,q),

| (B o K)(Xipn)(t.q) = 055 (f)(t.q) 0 %

k=0

onde 07 F,(f)(t,q) é a derivada parcial de F}, em relacao a f.

Fazendo L assumir as aplicacoes lineares

Lj(tvxla'"7$n7y1a"'7yn):xj € Lj-‘rn(tvxlv"'7$n7y17"'ayn>:yj7

temos que os vetores Xy, (t,q),...,Xr,,(t,q) formam um base de T,M. Logo, temos que
dev(F,o K)(0,(t,q)) - To,tq) (% x (I x M)) 2 {0} x T,M e assim,

deV(Fp o K)(O, (t, q)) . T(07(t7q))(¢@ X (I X M)) + T(q,q)AM = T(q7q)(M X M) = TqM X TqM.
Portanto, ev(F, o K) é transversal a Ay.
O

Lema 5.16. A aplicacio ev(G,o K) € transversal a cada WY numa vizinhanca de {0} x U;.

Demonstragio. Suponha que G,(f)(t,q) € Wi. Defina o campo vetorial XWL como no

Lema 5.15, onde agora L é funcao quadratica homogénea em x1,...,2Z,,y1,...,%,. Como
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antes, temos que Xy, = kX, em coordenadas locais. Assim,

0 0 - 0 0 . 0
0 0°L 0L 0°L 0L
Or10yr  0x,0y1  Oyidyr  OynOnn
0 0L 0L 0L 0L
dXpyr =k 0x10y,, 02,0y OOy  OYnOyn
, _PL L 2L oL
0r10r7 0x,0x, Oy 0xy Oy, 011
0 — 0L B 0L _ 0L B 0L
ox10z, =~ 0x,0z, oy 0x,  Oy,Ow,

A submatriz 2n x 2n formada pela derivadas parciais de segunda ordem de L é hamiltoni-
ana pela caracterizagao feita no Exemplo 1.15. Mais ainda, fazendo L variar no conjunto das
fungoes quadréticas homogéneas, a submatriz varia no conjunto das matrizes hamiltonianas.

Agora,

(K (Xpr))(t,q) = dpr (X)(f(t:9)) 0 df (F,q) = exp(dXpur (f(£,9))) 0 df (2, q).

Tomando a derivada da expressao acima em relacao k£ quando k£ = 0, obtemos

d ~ d ~
TR d(K(XkT/)L))(ta Q) = 77 eXp(kaqu(f(t, Q))) o df(ta Q) =
dk k=0 dk k=0
d ~ ~
= — exp(Y) o d Xy o df (t,q) = dXyr o df(t,q).
aY|y_,
Fazendo L assumir as formas quadréticas L;; = ;%j, Lijyn) = Ti¥j, L(ign); = YiTj €

L(i4n)(j+n) = Yiy;, temos que dxX 1, percorre uma base de sp(2n).
Notando que ev(G, o K)(0, (¢,q)) = ((t,q),I), temos que

dev(Gpo K)(0,(t,q)) - Tio,t,q)(# x (I x M)) D {0} x sp(2n).
Finalmente, do Lema 5.15 segue que
dev(Gyo K)(0,(t,q)) - Tio(ta)(# x (I x M)) + Ty nW5' = Tiq9n E-

Portanto, ev(G, o K) é transversal a W}".
O

A préxima proposicao nos da um critério local para a densidade de subconjuntos em
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Symp® (I x M).

Proposicao 5.17. Seja f € Z(p—1), Uy C I x M um subconjunto compacto tal que f nao
tenha pontos de periodo m < p—1em Uy eV C I x M uma subvariedade compacta com
bordo. Entio, se Z(p — 1) € residual em Symp*(I x M), existe uma vizinhanca U(f) C
Symp”*(I x M) de f tal que o conjunto

F,(g9) M Ay, 0F,(g9) M Ay e
Z(f)=49€U(f); Gyl9) MWL, para X = 1,... ky, nos
pontos de Uy.

é residual em U(f).

Demonstracao. Considere as aplicagdes de avaliacdo ev(F), o K) e ev(G) o K).

Pelos Lemas 5.15 e 5.16, ev(F, 0 K) é transversal a Ay e ev(G, o0 K) é transversal a cada
W, numa vizinhanca de {0} x U;. Tomando D = Z(p — 1) na Definigao C.8, resulta que
F,o0 K ¢ C? pseudotransversal a Ay e G,0 K ¢ C! pseudotransversal as subvariedades WY,

Pelo Teorema C.13, o conjunto

(Fpo K)(X) M Ay, O(F,0 K)(X) M Ay e
Z=0XeAB 0G0 K)(X) M WY, para A = 1,...,ky,

nos pontos de Uj.

é aberto e denso em uma vizinhanca de 0 em 2. Como exp : X5 (I x M) — Symp*(I x M)
¢ um difeomorfismo numa vizinhanca de 0 € X*(I x M), existe uma vizinhanca U(f) C
Symp®(I x M) de f tal que K(Z) N U(f) é residual em U(f). Finalmente, temos que
K(Z)NU(f) C Z(f) e portanto, Z(f) ¢é residual em U(f).

[

Provaremos agora o resultado principal e que completa a demonstracao do Teorema da
Densidade Geral:

Proposigao 5.18. O conjunto Z(p) € residual em Symp”(I x M), para todo p € N.

Demonstragao. Faremos a demonstragao por indugao em p.

No caso p = 1, aplicaremos a Proposigao 5.17 substituindo o conjunto Z(p — 1) e a
hipotese de residualidade sobre ele pelo conjunto Symp* (I x M). Nesse caso, a condigao de
residualidade é satisfeita trivialmente e nao ¢é dificil verificar que a Proposi¢ao 5.17 continua

valida com essas alteracoes. Assim, para cada f € Symp*(/ x M) temos que o conjunto

Fi(g) M Ay, 0Fi(g) M Ay e
(f) =9 €Uf); Gi(g) M WY, para A = 1,... ky, nos
pontos de V.
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é residual em U(f), onde U(f) é uma vizinhanga de f em Symp* (1 x M). Mas, pela definicio
de %, (f), é facil ver que
Z(1) = U Z(f)
feSymp* (IxM)

e como Symp” (I x M) é residual em si mesmo, segue que Z(1) é residual em Symp* (1 x M).

Suponha que o resultado foi provado para o ntumero natural p — 1 e Z(p — 1) é residual.
Dado f € %Z(p—1), pela Proposicio 5.14 existe uma vizinhanga U(f) de f em Symp® (I x M)
tal que d(T'(f,p —1);T(g,p — 1)) < 27“*V para toda g € U(f). Seja

F,(g9) M Ay, 0F,(g) M Ay e
R(f.p,0) =< geU(f); Gy(g) M WY, para A = 1,..., ky, nos
pontos de C(f,p— 1,7).

Pelo item (a) do Teorema C.13 e pela Proposicao 5.17, R(f,p,{) é aberto e denso em U(f).

Sejam
Rip,0)= |J R(p0)
fe%(p—1)
(§]

R*(p) = (ﬂ R(zﬂ)) N&(p—1).

ezt
Pela hipotese de indugao, Z(p — 1) é residual e portanto, R(p, ¢) é aberto e denso e R*(p) é
residual em Symp® (1 x M).
Agora, sejam g € U(f) e (t,q) € C(g,p — 1,7). Entao,

27 < d((t,q);T(g,p — 1)) < d((t,q);T(f,p— 1)) +d(T(f,p —1);T(g,p — 1))

< d((t,q);T(p, f)) + 27,

Logo, d((t,q);T(f,p—1)) > 2=V ¢ assim, (t,q) € C(f,p—1,£+ 1). Portanto, temos que
C(g,p—1,4) Cc C(f,p—1,£+1). Logo, R(p, ¢+ 1) C Z(p, (), onde

Fy(9) M An, OF,(g) M Ay e
Z(p, ) = { g € Symp*(I x M); G,(g) M WY, para A = 1,...,ky, nos
pontos de C(g,p — 1, /).

Resulta que

R'(p) = (ﬂ R(p, { + 1)) NZp-—1) < (ﬂ %n@) NZp—1)=%(p).

(eZ+ ezt
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Assim Z(p) contém a intersegdo de dois conjuntos residuais, e portanto, é residual em
Symp® (I x M).
]



Apéndice A
Complexificacao de espacos vetoriais

No que se segue, uma aplicacao f : V — V do espago vetorial V' é R-linear se ela é linear em
relacao a multiplicagao por escalar de nimeros reais em V. Nos mesmos termos, diremos que
a aplicacao f é C-linear se ela for linear em relacao a multiplicagao por escalar de ntimeros

complexos em V.

Definicao A.1. Seja V um espaco vetorial complexo. Uma forma real em V é um subes-
paco Vy C V tal que
V=V, ®1).

Definigao A.2. Seja V um espago vetorial real de dimensao finita. A complexificagao de
V éum par (VC,4), onde V€ é um espaco vetorial complexo e ¢ : V — V' é uma aplicacio

R-linear injetiva na qual a imagem Vy = 9 (V') é uma forma real em VC.

Dada uma complexificacdao (V®, ) de um espaco vetorial V, a multiplicagdo por um

numero complexo fica, entao, definida da seguinte maneira:
(a+bi) - (u+ 1) = (au — bv) + i(bu + av),

onde a+bi € Ceu+iveVC comabeReuveV,=1(V).
Um dos principais resultados sobre complexificagao de espagos vetoriais é a proposicao
seguinte da qual resulta um corolario que nos diz que, a menos de isomorfismo, existe uma

tinica complexificacao de um espaco vetorial V.

Proposigao A.3. Seja V um espago vetorial real, (VE, ) uma complezificacio de V e W
um espaco vetorial complexo. Entdo, dada uma aplicagao R-linear f 'V — W existe uma

unica aplicagao C-linear ]7: VE = W tal que o diagrama a sequir é comutativo:

101
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Em particular, se f € injetora, entao f € um isomorfismo sobre sua imagem.

Demonstragao. Como (VC, 1)) é uma complexificagdo de V, temos que ¢ é um isomorfismo
linear sobre sua imagem e VC =V @iV, onde Vy = (V). Assim, definiremos a aplicacao

fvda seguinte maneira: para todo u +iv € V) @iV, = VC, colocamos

Flutiv) = f(07'(w) + if (0 (0).
Notemos que f estd bem definida. Para ver isso, sejam wuy + iv; = ug + ive. Entao,
U] = Uz, V1 = Vg €

Flug +v1) = @ w)) +if (7 (1)) = F (u2)) +if (™ () = Fluz + ivs).

Além disso, fé C-linear. De fato, dados u; + ivy, us + ivy € VC temos

F((ug 4 iv1) + (ug + 1v2)) = f((ug + uz) +i(vy + vg))
= f(™H wr +ug)) +if (07 (v1 + va))
= f7 (wn) + 97 (ua)) +if (07 (v1) + 97 (v2))
= f( 7 (w)) + f( 7 (ug)) +if (¥ (v ))+Zf( )

(0™ (wn) +if (7 (wa))] + [F (07 (u2) +if (7 (v2))]
]?(ul +iU1) + fv(UQ —|—i02)

Sejam a + bi € C e u + iv € VC. Entdo, temos que

F(a+bi)(u+iv))

f((au — bv) +i(bu + av))

(Y au — b)) +if (v~ (bu + av))

(ay™ () — by~ (v)) + i f (b~ (u) + ayp ™ (v))
FHw) = bf (0~ (w)) + bif (v~ (w) + aif (v~ (v))
= af(¥7 () + bi* fF(Y ™ (0) + bif (W7 (w)) + aif (¥ (v))
= alf(y™ (W) +if (Y7 ()] + bilf (¥ (W) +if (¥ (v))]
—af(u+w)+bzf(u—|—w)

:(a+bz)f(u+w),

([
S
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onde todas as passagem se justificam pelo fato de f e ¥~! : Vy — V serem R-lineares.
Portanto, fé C-linear.
Dado u € V, temos

F@(u) = f($(u) +10) = f(¥(u) +i(0))
= FWT (W (w) +if (7 (1(0))) = f(u) +if(0) = f(u).

Isso mostra que o diagrama é comutativo.
Finalmente, para mostrar a unicidade, seja g : V¢ — W uma aplicacio satisfazendo as

condicoes da proposi¢ao. Entao, g é C-linear e para todo u € V' temos que

(g0 0)(w) = f(u) = (f o v)(u),
ou seja, (g — f)(¥(u)) = 0 para todo u € V. Como 1 ¢ um isomorfismo sobre Vy, segue que
(9— f) (v) = 0 para todo v € V. Mas, VC =V, ®1iV,. Logo, como g — f & C-linear, obtemos

(9 = fu+iv) = (g = f)(u) +ilg — f)(v) =0,

para todo u + iv € V¢ =V, @ iV),. Portanto, g — f: 0 e assim, g = f.
O

Corolario A.4. Sejam (V£ 1) e (VF,4by) complexificacoes de um espago vetorial V. En-

tao, existe um tnico isomorfismo C-linear ¢ : V& — V' tal que o sequinte diagrama é

N

Demonstragdo. Pela proposicao anterior, existe uma tnica aplicacao C-linear ¢ : V,¥ — V,£

comutativo:

tal que o diagrama acima ¢ comutativo. Mais ainda, como 5 ¢ injetora, segue que ¢ é um

isomorfismo sobre sua imagem. Mas, sendo ¥;(V') = V), temos que

P(VE) = o(V1 ® V1) = o (W7 (V1)) @ o (007 (V1)) = o (V) @ inho (V) = V5",

Logo, ¢ é um isomorfismo entre V;© e V. O

Pelo Coroléario A.1, segue existe apenas uma complexificacao, a menos de isomorfismo,
de um espaco vetorial V. Assim, consideremos o espaco vetorial complexo VC =V @iV e
aplicacdo de inclusao i : V — VC. Entao, o par (VC,i) ¢ uma complexificacao de V chamada

de complexificagcao canénica de V.
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A partir de agora, quando nos referirmos a uma complexificagdo de V' estaremos nos

referindo a complexificagao canonica.

Exemplo A.5. Seja V = R?". Entao, a complexificacdo de R?" ¢ o espaco
(RZn)C — R @ R> = (CQn’

das 2n-uplas de niimeros complexos.

Definicao A.6. Seja V um espaco vetorial, V¢ a complexificacio de Ve ® : V — V um
transformacao linear de V. Definimos a complexificagao de ¢ com sendo a transformagao
linear ®C : V¢ — VC definida por

OC(u + iv) = ®(u) + i®(v),

onde u + iv € VC.
Da mesma forma, se w : V x V — R é forma bilinear em V', entao a complexificagcao

de w é definida com sendo a forma bilinear w® : V€ x V€ — C dada por
W (uy + dvy, ug + ivs) = [w(uy, ug) — w(vy, va)] + i [wlug, ve) + w(vr, ug)],

onde uy + vy, ug + ivy € VC,

A proposicao seguinte mostra que a maioria das caracteristicas relevantes de transfor-

macoes lineares e formas bilineares sao preservadas sob a operagao de complexificacao.

Proposicao A.7. Sejam V um espaco vetorial, ®,V : V — V transformacoes lineares,
w:V xV = R um forma bilinear sobre V e VC sua complexificacio. Nessas condicdes,

temos

i) (®oW)¢ =oCo Ut

ii) se w € simétrica, entio w®

(

( € simétrica;
(iii) se w € alternada, entio W € alternada;
(i

v) se (V,w) é um espago vetorial simplético, entdo (VC, w®) também é um espaco vetorial

simplético;
(v) se®: (V,w) = (V,w) € simplética, entio € : (VE,w) — (VE, W) também é simplética.

Demonstracao. Os item (i), (ii) e (iii) decorrem diretamente da Definicao A.3.

(iv) Seja (V,w) um espago vetorial simplético. Entao, w é alternada e nao-degenerada.

C

Pelo item (iii), segue que w® ¢ alternada. Resta provar que w® é nao-degenerada.
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Sejam {ey,...,en, f1,..., fn} uma base simplética de V e u + iv € VC tal que
wC(u+iv, u; +iv) = 0, para todo u; +iv; € VE. Entdo, tomando em particular, ej, fj € VE,

obtemos da Definicao A.3 que
0 =w (u+iv,e;) = w(u,ej) +iw(v,e;) = —Ujrn — Vjin,

0 = w(u + v, fi) = w(u, fj) +iw(v, fj) = u; + vy,

para todo j = 1,...,n, onde os u; e v; sao as coordenadas de u e v, respectivamente, na base
simplética. Assim, obtemos que u = vy = 0 para todo k = 1,...,2n, ou seja, u + iv = 0.
Logo, w® é nao-degenerada e portanto, é uma forma simplética em VC.

(v) Seja (V,w) um espago simplético e & : V' — V uma transformacao linear simplética,

ou seja, vale w(®u, Pv) = w(u,v) para todo u,v € V. Dados, u; + vy, up + ive € VC, temos

WEDC (uy + ivy), P (uy 4 ivy)) = WE(Puy + iDvy, Puy + iDvy)
= w(Puy, Pus) — w(Dvy, Pug) + i [w(Puy, Pvg) + w(Duy, Duy)]
= w(uy,us) — w(vy,va) + i [w(ug, v2) + w(vy, us)]

= wc(ul + ivy, ug + ivy),

e portanto, ®¢ : V€ — VC & uma transformacao linear simplética.
O

Consideremos agora uma transformacao linear ® : V' — V' com autovalor complexo A e V),
o seu autoespago real. Indiquemos com V& C VE o autoespaco complexo de . Mostraremos

agora que Vi© = V) @iV, isto &, V\C ¢, de fato, a complexificagao do subespago V5.

Proposicao A.8. Sejam ® : V — V wuma transformacgao linear com autovalor complero
A =a+bi, comb#0, eV o seu autoespago real. Se V.IC € o autoespago complexo de N,

entio V& = Vi @iV, isto é, V¥ € a complexificagao de V.



Apéndice B
Nocoes da teoria de variedades

Faremos nesse apéndice um resumo dos principais conceitos e resultados sobre a teoria de
variedades diferencidveis que precisaremos para estabelecer a teoria de variedades simpléti-
cas. Para uma exposigao mais detalhada sobre os assuntos tratados aqui, ver [1], [18], [19]
e [5].

B.1 Fibrados em uma variedade

Comecemos com uma variedade diferenciavel M™ de dimensao n e um sistema de coordena-
das locais (z1,...,x,) centrado em p € M. O espago vetorial tangente a M no ponto p

¢ o conjunto 7,M de todas as derivacoes v : C*°(M) — R no ponto p, da forma

n

(=3, ai

J=1

f7

p

onde C°(M) é o conjunto de todas as fungoes f : M — R de classe C*°. Lembremos que
uma derivagao em p, D, : C*°(M) — R, é um funcional linear que satisfaz a condigao
adicional de que D,(fg) = D,(f)g(p) + f(p)D,(g) quaisquer que sejam f,g € C*(M). O
conjunto {i e i

8271 p’ ’ 8% »

Dado o espacgo vetorial tangente T,M & variedade M no ponto p, definimos o espacgo

¢ uma base de T),M.

vetorial cotangente 77 M como sendo o dual do espago tangente T}, M:
oM = (T,M)".

O fibrado tangente da variedade M é conjunto T'M formado pela uniao disjunta dos

106
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espagos tangentes em todos os pontos de M:

™ = [[ .M.

peEM

n

Embora os elementos de T'M sejam vetores da forma v = E Vi 5| » normalmente os
or;
— J
j=1 p

indicamos por pares ordenados (p,v), onde p € M e v € T,M. Essa notagio permite definir

de forma natural uma projecao m : T'M — M, que associa cada vetor de T,,M ao ponto base
p € M do espago tangente, isto é, m(p,v) = p.

Dado um sistema de coordenadas locais (x1,...,z,) centrado em p, é possivel mostrar
que este induz em T'M um sistema de coordenadas (z1,..., Ty, v1,...,0,) em T M, dando
ao mesmo uma estrutura de variedade diferenciavel de dimensao 2n. (Ver [18|, Proposi¢ao
3.18, p. 66.)

Da mesma forma, definimos o fibrado cotangente da variedade M como sendo o con-
junto T*M formado pela uniao disjunta dos espagos cotangentes 7y M em todos os pontos
de M:

M =[] 1;M
peM
Os elementos de T*M sao os pares ordenados (p, ), onde p € M e ¢ € TyM. O fibrado
cotangente também admite uma proje¢ao natural 7 : T*M — M dada por 7*(p, ») = p.

Um elemento de T*M também é chamado de tensor covariante de ordem 1.
Seja p € M e consideremos a operacao ® de produto tensorial definida por

(01 ® p2)(v1,v2) = p1(v1)pa(v2), Vi, va € T,M,

onde p1,ppo € TyM. Os elementos ¢; ® pp geram um espago vetorial, denotado por
oM & Ty M ou TQ(T;M), e chamado de produto tensorial de ordem 2 sobre M. Os
elementos de T%(T,y M) sdo chamados de tensores covariantes de ordem 2. Dada a base
dual {dy,...,dv,} de Ty M, o conjunto {dz; ® dz;},_, .., ¢ uma base de T*(T;M).

O fibrado tensorial de ordem 2 sobre M ¢ definido como sendo o conjunto T?(T* M)

formado pela uniao disjunta dos produtos tensoriais de ordem 2 em todos os pontos de M:

(T M) = [[ T*(T; M).

peEM

Em T?(T*M) também definimos a projecao 7** : T*(T*M) — M dada por m*(p,w) = p,
onde (p,w) € T*(T*M), com w € T*(TM).
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Observemos que em todos fibrados definidos na variedade M todos tém em comum uma
projegao natural 7 e o fato de que a imagem inversa 7 '(p) da projegao natural por um

ponto de M é um espago vetorial. Em geral, temos a seguinte definicao:

Definicao B.1. Seja M um espago topologico. Um fibrado vetorial real de ordem &
sobre M é um espaco topologico F com uma aplicagao sobrejetora m : E — M satasfazendo

as seguintes condigoes:
(i) Para todo p € M, a fibra E, = 7'(p) ¢ um espago vetorial real de dimensao k;

(ii) Para todo p € M, existe uma vizinhanca U C M de p e um homeomorfismo
U7 (U) - U x R* (chamado de trivializagao local de E sobre U) tal que:

e myoW =, onde my : U x R¥ — U é a projecao na primeira coordenada;

e Para cada p € U, arestri¢io de U|g, ¢ um isomorfismo linear entre E, e {p} x R¥ ~ RF.

O espago F é chamado de espacgo total do fibrado vetorial, M é chamado de base e 7
é a projecao. Em geral, denota-se o fibrado vetorial pela notacao de funcao 7 : £ — M ou
simplesmente por £ — M.

Se M é uma variedade diferenciavel, entao diremos que o fibrado 7 : E — M é de classe
C™ se 7 e a trivializacao local ¥ sao aplicagoes de classe C*°. Consideraremos apenas este
caso.

Um subfibrado de E é um subespago topolégico F' C E tal que existe uma projecao
natural de F' em M dada pela restri¢ao mp = 7|p : F' — M da projegao de E e o conjunto
7' (p) = FN7'(¢q) é um subespaco vetorial de 7!(p), para todo p € M.

Uma segao de F é uma aplicagao diferenciavel o : M — FE tal que w o o = idy;. Isso
significa que, dado p € M, o(p) é um elemento do espaco vetorial 771(p). O conjunto das
segoes de E sera denotado por I'(E).

Dado um fibrado vetorial 7 : ' — M, existe uma inclusao natural i : M — E dada por

i(p) = (p,0). O conjunto Ey = i(M) é chamado de se¢ao zero do fibrado vetorial E.

B.2 Campos vetoriais

Um campo vetorial de classe C* em M ¢ uma secao C* do fibrado tangente, ou seja, é
uma aplicagdo de classe C*, X : M — T'M, que associa a cada ¢ € M um vetor X (q) € T,M
e que satisfaz a condicao m o X = id,,, onde 7 é a projecao do fibrado tangente. Dado um

sistema de coordenadas locais (U;xy,...,x,), um campo vetorial X é uma aplicacdo da
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forma

X(p) = Yo Xi) o

p
para todo p € M. Isso define funcdes X; : U C M — R de classe C* chamadas de fungoes-
coordenada do campo vetorial X na carta local (U;xy, ..., z,).

O conjunto de todos os campos vetoriais X : M — T'M é um espago vetorial sobre R e um

modulo sobre o anel C*°(M ) das fungoes de classe C* em M, o qual denotaremos por X(M).

Sejam M™, N™ duas variedades, f : M — N uma funcao diferenciavel e X : M —
TM um campo vetorial em M. Se existir um campo vetorial ¥ : N — TN tal que
Yip = df(p)(X,) para todo p € M, dizemos que os campos X e Y estao relacionados
pela funcao f ou que sao f-relacionados. Quando f é um difeomorfismo, o campo Y
existe e € tnico.

Sejam (z7 ...,x,) um sistema de coordenadas locais, f € C*(M) e X : M — TM um
campo vetorial de classe C*° em M. Entao, a acao de X sobre f nos d4 uma nova fungao
X f e C®(M) definida por

Xfp) = ZXi(p)g—i(p) = df (p) - X(p),

=1

para todo p € M. Dessa forma, o campo X pode ser visto como uma aplica¢ao de C'°(M)

em C*(M), a qual satisfaz a condicao

X(fg) = (Xflg+ f(Xg)

para todo f,g € C*(M). Ou seja, X ¢ uma derivagao global®' em C*°(M).

Dados dois campos vetoriais X,Y : M — T'M, obtemos um aplicacao XY : M — T'M
através da igualdade XY f = X(Y f), para toda f € C>®(M). Em geral, XY nao é um
campo vetorial de M, mas podemos obter um novo campo vetorial a partir de X e Y, o qual

denotamos por [X, Y], através da expressao
X,Y]= XY - YX.

Esse novo campo vetorial ¢ chamado de colchete de Lie dos campos X e Y.
O colchete de Lie entre dois campos vetoriais X, Y € X(M) mede a comutatividade entre
X eY. E claro que, se X e Y comutam, entdo [X,Y] = 0. Nesse caso, XY : M — TM

determina um campo vetorial em M.

'Diferente de uma derivagdo em um ponto p, que associa uma funcio f € C*°(M) a um ntimero real.
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Sejam M, N variedades diferenciaveis, ) : M — N um difeomorfismo, X € X(M) e
Y € X(N). Definimos o pull-back de Y pelo difeomorfismo ) como sendo o campo vetorial
V*Y : M — TM dado por

VY (p) = dyH (W(p)) - Y (¢(p), Vpe M (B.1)

Da mesma forma, definimos o push-forward de X pelo difeomorfismo ¢ como sendo o

campo vetorial ¥, X : N — TN dado por
X (p) = dp(W (p) - X7 (p), YpEN (B.2)

B.2.1 Curvas integrais e fluxo

Associado a todo campo vetorial X € X(M) em uma variedade M, estdo os conceitos de
curva integral e fluxo, os quais definiremos agora.

Um caminho v : R — M ¢é uma curva integral de X no ponto py € M se satisfaz as

condicgoes
§(t) = X(4(1)), e e R -
7(0) = po
Dado um sistema de coordenadas locais (U;zy,...,x,) centrado em ppy, sejam

a 0

v(t) = (m(t),...,m({) e X = g Xja— nesse sistema. Entdo, localmente a equagao
I’,
=1 !

(B.3) se traduz por um sistema de equagoes diferenciais de primeira ordem

Y= Xl(’Yl, cen »%)
: (B.4)

;)/n = Xn(ﬂyla ce 77n)

Assim, as curvas integrais sao locamente obtidas como solugbes de uma EDO de primeira
ordem, as quais sempre existem pois X é de classe C*.

Geometricamente, as curvas integrais descrevem a evolugao de uma particula na vari-
edade M, a principio fixada no ponto py em ¢t = 0, com o passar do tempo pela acao do
campo X. Podemos entao pensar no comportamento da variedade M inteira na presenca
de X, isto é, como a variedade M “flui” no tempo pela acao de X. Isso nos dé a idéia de
fluxo de campos vetoriais.

Seja X € X(M) um campo vetorial em M. O fluxo de X é uma aplicagao ¢ : RxM — M
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tal que ¥ (t,p) = ¥y (p) e que satisfaz as relagoes

d
%wthowt
(B.5)

Yo = id

Em geral, o fluxo nao é definido em todo R x M. Isso é visto em coordenadas locais
aplicando o Teorema Fundamental das Equacoes Diferenciais Ordinéarias Auténomas (ver
[18], p. 664).

Definimos o dominio do fluxo ©x de um campo vetorial X € X(M) como sendo um
subconjunto de R x M que serve de dominio para o fluxo ¥ x de X e tem a propriedade de

que para, todo p € M, o conjunto
oW = {t € R;(t,p) € D}

¢ um intervalo aberto contendo 0 e é dominio para a curva integral v : ) — M satisfazendo

a condigao inicial y(0) = p.

B.2.2 Derivadas de Lie

Estenderemos agora o conceito de derivada direcional para fungoes definidas em variedades
e campos vetoriais. Sabemos do Calculo Avangado que, dada uma fun¢ao f : R — R ou um
campo vetorial Y : R" — R", a derivada direcional em p € R™ na diregao do vetor v € R" é

definida como sendo o limite

af , . . flp+tv)— f(p)

%(P) = d|, flp+tv) = lim : (B.6)
(]

oY d . Y(p+tv)—Y(p)

W) =g Yo sl D

Essas expressoes fazem sentido devido a estrutura de espago vetorial em R” e a identifi-
cagao natural T,R" ~ R", para todo p € R". O mesmo nao ¢ verdade para uma variedade
diferenciavel M qualquer. Isso pode ser visto facilmente, uma vez que em geral, uma va-
riedade nao tem uma estrutura de espago vetorial e portanto, a expressao p + tv nao faz
sentido. Além disso, na escolha de um vetor v para a direcdo devemos levar em conta em
qual espaco tangente este vetor esta. De fato, nao temos liberdade para dizer “a derivada
direcional de f ou de Y no ponto p e na direcao de v”, pois v pode nao pertencer ao espago
tangente a variedade no ponto p.

Para resolver esse problema, usamos um campo vetorial X € X(M) no lugar do vetor
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v. Considerando o fluxo de ¥;X : Dx — M de X, definimos a derivada de Lie de f no

ponto p e na direcao de X como sendo ntimero

d

(L) = | 07 (B3

Resolvendo essa derivada em t, obtemos que (Zx f)(p) = X f(p). Portanto, temos que
Zxf=Xf. (B.9)

Da mesma forma, definimos a derivada de Lie de Y no ponto p na diregao de X

como sendo o vetor

B0 = Y0 (B.10)

B.2.3 Relacao entre derivada e colchete de Lie

Nessa sec¢ao provaremos que localmente, a derivada de Lie de um campo vetorial Y na direcao
de um campo X em uma variedade M ¢ igual ao colchete de Lie [X,Y].
Comecemos com uma variedade M e dois campos de vetores X,Y € X(M) cujos fluxos

sdo, respectivamente, ¥;X e Y. Dado um sistema de coordenadas locais (U xl, Ceey Ty)

escrevemos ;X = (Y, ... %), Y = (W, .. w)), X = ZX@:U eY = ZY— nesse
v =1

sistema.

Seja f € C*(M) uma fungao qualquer de classe C*°. Entao,

of = of

= X, X Y. X
Z i=1 ( j(?:cj 0, T 28:@8@) Z ( 837] Oz; M " Ox;01;

7j=1 =1

e 0Y; of aX of " (< OY; 0X;\ 0
= X Xjmt =Y .
: ( aax] or; axj ox; ) — (Z j axj) &xif

X, Y)f = (XY = YX)f = X(Y ) = V(Xf) = X ( '

Como a ultima igualdade vale para toda f € C*°(M), segue que

X, Z (Z 5~ Vg ) . (B.11)

em todos os pontos de U.
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Agora, provaremos nossa afirmacao mostrando que a derivada de Lie

d

G = gy| WY

¢ igual a (B.9). Lembremos que

(W)Y (p) = dv2,(¥7 () - Y (47" ().
Mas,

Xy

v,
TR - )

v, (v (p)) =

o, o,
) - R )

Escrevendo Y (1% (p)) como vetor-coluna

Y1 (¥ ()
varen=|
Y. (7))
obtemos ) ;
> v o) e o)
WX W () - Y (0 () = -
ZY o2 )
=Z(ZW§< D2 >>) =
Assim,
YI0) = G| W)Y ()
-al > (ZEW( ) ;”m (v >>> o
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(91/)@ ox; _s 0 d
= = d;; e que — =

v on  vcd dta = Oz, dt

aplicacao ¥ : ®x C R x M — M de classe C’°° tal que wo = id. Portanto, aplicando as

Notemos que

—1X, uma vez que o fluxo ¢ uma

regras do produto e da cadeia na expressao acima, obtemos
(9&: - 0
Yi(p et} Yi(p —
(ZxY) Z (Zd Z 891:1 ) o |,
N - dY;i(p) : Z Yi(p 9
B ; i 83:1 oxj |,

_ <dyj(p).x(p) —ZE(p)%i?(M) a%

=1

" JY;
O,

i=1

dY; Z axz

Agora, notando que dYj(p) = . (p)dx;, temos que

Portanto,

(LY (ZX S ;w n% <p>> %—

Jj=1

por (B.9). Como isso vale para todo p € U, segue que ZxY = [X,Y].

B.3 Formas diferenciais

Uma forma diferencial de grau 1 ou 1-forma em M ¢é uma segao do fibrado cotangente
T*M, ou seja, € uma aplicacao w : M — T* M que associa a cada ¢ € M um funcional linear

w(q) : T,M — R. Em coordenadas locais (x1,...,x,), w ¢ expressa na forma

n

w = Z a;dx;,
i=1
onde os a; : M — R fungoes diferenciaveis definidas na variedade M.
A forma w sera de classe C* se as funcoes coordenadas a; forem de classe C* em qualquer
sistema de coordenadas. Trataremos apenas das formas de classe C*°. O conjunto das formas
de classe O e grau 1 ¢ um espago vetorial, o qual denotaremos por Q!(M).

Uma forma diferencial de grau 2 ou 2-forma em M é uma se¢ao do subfibrado



115 Apéndice B. Nocoes da teoria de variedades

A?(T*M), ou seja, é uma aplicacao w : M — T?(T*M) tal que w(q) é uma forma alternada

de grau 2 e 7* ow = idy;. Em coordenadas locais (x1,...,z,), a forma w é dada por

W = Z aijdxi VAN dl’j,

1<j

onde A é o produto exterior de formas.

O conjunto das formas de classe C'*° e grau 2 é um espaco vetorial o qual denotaremos
por Q(A?(T*M)) ou simplesmente Q%(M), quando niao houver confusao.

Em geral, tem-se as formas diferenciais de classe C* e grau k (k > 1) ou k-formas em M
que sdo se¢oes C° dos subfibrados A¥(T*M) de T*(T*M). Elas formam um espaco vetorial
denotado por QF(M). As formas diferenciais de classe C™ e grau 0 sdo as fungdes de classe

C* definidas em M. A expressao de uma forma w € Q¥(M) em um sistema de coordenadas

w = E ardzy,

I

locais (U;xy,...,2,) é

onde I = {i; <...<ix} C{l,...,n}, dey =dx;y N...Ndx;, e ar : M — R s@o fungoes de
classe C*.
Dadas duas formas diferenciais a € Q¥(M) e 8 € Q™(M) vamos definir um produto

entre essas formas de modo a obter uma forma diferencial em Q*"™(M). Para isso, sejam

a:Zalde e ﬂ:Zﬁ]de
I J

as representacoes em coordenadas locais de v e 3, respectivamente. Entao, damos a seguinte

defini¢ao:

Definigao B.2. Definimos o produto exterior de formas em Q*(M) por formas em Q™ (M)
como sendo a aplicagao bilinear anti-simétrica A : QF(M) x Q™(M) — Q¥ ™(M) dada, em
coordenadas locais, por
alAfp= Za;ﬁdel/\de.
1,7

Sejam M"™ e N™ variedades diferenciaveis e f : M — N uma aplicagao diferenciavel. Para
cada nimero natural k¥ < min {m,n}, associamos um homomorfismo linear f* : Q¥(N) —
QF(M) tal que

(frw)p(vr, - vk) = Wi (df (p) - 01, -, df (p) - vi),

para todo p € M e toda k-forma w € QF(N). A aplicacao f* assim definida é chamada de
pull-back da forma w pela aplicagao f.

Proposicao B.3. Seja f : M — N uma aplicacdo de classe C* entre duas variedades M e
N. Entdo, o pull-back f* : Q¥(N) — QF(M) satisfaz as sequintes propriedades:
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(a) f* € linear sobre R;
(b) f*(wi Aws) = (f*wi) A (f*ws), para quaisquer wi,ws; € QF(N);

(¢) Em um sistema de coordenadas locais (U;yy,...,y,) em N, temos que

I (Z ajdr;, N\...N\ dmjk> = Z(aJ o f)d(zj, 0o f)N...Nd(z;, o f),

J J

onde J = {j1 < ...<Ji}

Definigao B.4. A diferencial exterior ¢ a tnica aplicagao linear d : QF(M) — QFFL(M)

com as seguintes propriedades:
(ii) dadas w € Q¥(M) e n € QY(M), temos que

dwAn) =dwAn+ (—1)Fw Adn.
(iii) dadas f: M — N de classe C*, entre duas variedades M e N, e w € Q*(N), temos que
frdw = d(f*w).
(iv) se f € QU(M) = C*(M), entao df ¢ a diferencial de f, a qual ¢ dada por
df(X) = X f

para qualquer campo vetorial X € X(M).

Dado um sistema de coordenadas locais (U; xy, ..., x,), uma forma de grau k é expressa
nesse sistema
w= Z ardry
I
nesse sistema, onde [ = {i; < ... <ix} C{1,...,n} edx; =dx; A... Ndz;,, a diferencial

exterior de w ¢ dada por

dw =" da; \day,
1

onde da; é a diferencial da fungao a; : M — R e portanto, uma forma de grau 1.

Definigao B.5. Uma forma diferencial w € QF(M) ¢é dita fechada se dw = 0. Diremos que

w é exata se existe uma forma 8 € Q*1(M) tal que w = dp.
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Sejam Zy (M) e Br(M), respectivamente, o conjunto das formas fechadas e exatas de grau
k em M. Ambos By(M) e Z,(M) sao subespacos vetoriais de Q¥(M) e By(M) C Zy(M).

Definicao B.6. Defina o grupo de cohomologia de De Rham de ordem &k de M com

sendo espaco vetorial quociente

N = 5o

Os elementos de Hy(M) sao as classes de equivaléncia [w] com a propriedade de que se
wp € [w], entao

w — wo = dftg,

para alguma (k — 1)-forma p9. Ou seja, a diferenca w — wy ¢ um forma exata. E claro que

se 0 € [w], entdo toda forma wy € [w] é exata.

B.4 Subvariedades e vizinhanca tubular

B.4.1 Variedades riemannianas

Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Uma métrica riemanniana em M é
uma aplicacao g : M — T*(T*M) de classe C™ que associa a cada ponto p € M um produto
interno g, em T, M.

Uma variedade riemanniana é uma par (M, g), onde g é uma métrica riemanniana
em M.

Dado um sistema de coordenadas locais (U;xy,...,x,), a métrica g é escrita em geral
como o tensor de ordem 2 .
9= gij(p)dr; ® du;, (B.12)
ij=1

onde (g;;(p)) € uma matriz simétrica e positiva definida relativamente a base de 7}, M induzida
pelo sistema de coordenadas (U;xy ..., z,).

Um fato importante é que toda variedade diferenciavel (de classe C*) M admite uma
métrica riemanniana. A demonstragao desse fato pode ser encontrada em [14], p. 15, e [18],
p. 329. Como sabemos do espaco euclidiano, um produto interno da origem a uma nocao de
norma que, por sua vez, permite medir distancias, angulos, areas, etc, nesse espaco. Assim,
o fato de que toda variedade diferenciavel admite uma meétrica riemanniana nos diz que

podemos fazer medigoes dessa natureza em qualquer variedade.

Consideremos uma métrica riemanniana g em M. Definimos a norma de um vetor
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v € T, M, relativamente a métrica g, da maneira usual como sendo o nimero
[v] = 1/ gp(v,0). (B.13)

Essa noc¢ao nos permite medir o comprimento de curvas na variedade M.
Seja v : [a,b] C R — M & uma curva de classe C* em M. Definimos o comprimento

de v relativamente a metrica g como sendo o ntmero

b
szfwmw

e por (B.11) temos que

L) = [ Va6 d. (B.14)

Podemos exprimir (B.12) em coordenadas locais. Tomando a métrica g no sistema

(U;z4,...,x,), a qual é representada por (B.10), temos que

s / 1/2
L(v) = / (Zw;-(v(ﬂ)%(ﬂ%(ﬂ) dt

ij=1

Dados dois pontos p,q € M, podemos liga-los por uma curva v : [a,b] — M, onde
v(a) = p e v(b) = q. Pela formula (B.12) podemos medir o comprimento da curva v que
liga esses dois pontos. Sejam C([a,b], M) o conjunto de todos o caminhos diferenciéveis por
partes em M e 6,, = {7 € C([a,b], M); v(a) =p e v(b) = ¢} o conjunto dos caminhos que
ligam p e ¢q. Entao, definimos a distancia entre p e ¢ relativamente & métrica g como

sendo o nimero

dy(p,q) = inf L(v) (B.15)

YE€Gp,q
Temos que d, define uma distancia na variedade M e, mais ainda, a topologia induzida
por dy ¢ a mesma topologia de M induzida pelo seu atlas maximal. Nao provaremos isso
aqui. Notemos, no entanto, que em R" a distancia d, coincide com a distancia usual. De
fato, a curva que tem o menor comprimento ligando os pontos p e ¢ em R" é o segmento de
reta [p,ql = {tp+ (1 —t)q; 0 <t < 1}. Pondo v(t) = tp+ (1 — t)q, temos que ¥(t) =p — q
e portanto

1
dg(p,q) = inf L(V):/ lp —q|dt = |p—q|.
0

VEGp.q
Uma curva v que minimiza a distancia entre dois pontos p e ¢ em uma variedade M é

chamada de geodésica.
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B.4.2 Vizinhanca tubular

Dadas uma variedade riemanniana (M, g) de dimensao n e S C M uma subvariedade de
dimensao k < n, definimos o espago normal a X no ponto p € X como sendo o espaco
vetorial quociente

N,S = T,M/T,S.

Dessa forma, o fibrado normal de S é o conjunto NS dado pela uniao disjunta dos espagos

normais em todos os pontos de S:

NS =[] NS
peS
O conjunto NS tem uma estrutura natural de fibrado vetorial de ordem n — k sobre S.
Dizemos que uma vizinhanga Uy da secao zero de NS é convexa quando a intersecao
Up N N,S for convexa, para todo p € S.

Seja ig : S — NS a inclusao que identifica S com a se¢ao zero do fibrado normal.

Teorema B.7 (Vizinhanga Tubular). Sejam M uma variedade de dimensao n, S C M uma
subvariedade de M de NS o seu fibrado normal. Entao, existe uma vizinhanga convexa U
de S em NS, uma vizinhan¢ca U de S em M e um difeomorfismo ¢ : Uy — U tal que o
diagrama

UO\—/U

é comutativo. O aberto U = p(Uy) € chamado de vizinhanga tubular de S em M.



Apéndice C
Teoremas de transversalidade

Nesse apéndice, enunciaremos os teoremas de transversalidade usados no texto, principal-
mente no Capitulo 5, para a demonstragao do Teorema da Densidade Geral. Para tanto,
necessitamos de algumas defini¢oes sobre diferenciabilidade em variedades em espacos de
Banach. Os detalhes e demonstracoes dos resultados e nocoes aqui tratados podem ser

encontrados em [2].

Definicao C.1. Sejam E e F espacgos de Banach, U C E um aberto e f : U — F uma
aplicagao. Dizemos que f é diferenciavel (segundo Fréchet) em p € U se existe uma

tnica transformagao linear limitada 7}, : E — F tal que

lim I[f(p+h)— f(p) =T, hllp

= 0.
||h||z—0 ||h||e

Nesse caso, escrevemos T, = df (p) e dizemos que df (p) ¢ a derivada de Fréchet de f no

ponto p. Diremos que f é diferenciavel se ela for diferenciavel em todo ponto p € U.

Considerando a derivada de f como uma aplicagao df : U — L(E,F), onde L(E,F) ¢ o
espaco das aplicagoes lineares limitadas de E em F, podemos questionar se df é continua ou
mesmo diferenciavel. Se df é continua, dizemos que f é de classe C'; se df ¢é diferenciavel,
entdao sua derivada d(df) = d*f ¢ uma aplicacao de U em L(E, L(E,F)) = L*(E, F) e nesse
caso, dizemos que f duas vezes diferenciavel e que d?f é a derivada de ordem 2 de f. Mais

geralmente, temos a seguinte definigao:

Definicao C.2. Dizemos que uma aplicacao f : U C E — F é k vezes diferenciavel,
para 1 < k < oo, se existe a derivada d*f : U — L*(E,F), onde L*(E,F) & o espaco das
aplicacoes k-lineares T : E — F. Se d*f ¢ continua, entdao diremos que f ¢ de classe C*.

Diremos que f é de classe C™ se f ¢ classe C*, para todo k € N.

Defini¢ao C.3. Seja E um espaco de Banach. Uma variedade de Banach de classe C*

¢ um espago topologico Hausdorff M com um atlas maximal &7 = {(U,, pa)},c; tal que

a€Ll
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(1) Yo : Uy — ¢(U,) € bijetora, para todo o € L;
(i) pa(Uy) € aberto em E, para todo a € L e

(iii) as aplicagoes de transigao ¢, o (pgl 0s(Ua NUg) — pa(Uy, NUg) sdo de classe C*, para
quaisquer «, 3 € L.

Definicao C.4. Sejam M e N variedades de Banach e f : M — N uma aplicagao. Diremos
que f ¢ diferenciavel em p € M se, dadas cartas locais (U, ¢n) contendo p em M e (V3,13)
contendo f(p) em N, a aplicagao ¢z o f oot : 0o (Us) — 5(Vs) € diferenciavel.

Observemos nas definicoes acima que quando E e F tem dimensao finita as nocgoes
de derivada de Fréchet e variedade de Banach se reduzem as nocgoes usuais de derivada e

variedade diferenciavel.

Definicao C.5. Sejam M e N variedades de Banach, onde N tem dimensao finita, V' C N
uma subvariedade e p € M. Dizemos que uma aplicacao diferencidvel f : M — N ¢é

transversal a V' no ponto pse f(p) ¢ V ou f(p) € Ve
df (p) - T,M + Ty V = Ty N.
Diremos que f é transversal a V', e escreveremos f MV, se ela for transversal a V' em todos

os pontos de M.

Quando f é transversal a V resulta da Forma Local das Submersoes que f~1(V) ¢ uma
subvariedade de M cuja codimensao ¢ igual a codimensao de V' em N.

O primeiro teorema de transversalidade que enunciaremos é o chamado Teorema de
Transversalidade de Thom, o qual afirma que transversalidade é uma propriedade genérica,

isto ¢, uma propriedade que vale para quase todas as aplicagoes.

Teorema C.6 (Teorema de Transversalidade de Thom). Sejam M, N wvariedades diferen-

cidveis e S C N uma subvariedade. Considere o conjunto
T"(M,N; §) = {f € C"(M,N); [ S}

de todas as aplicagdoes f : M — N de classe C" (1 < r < 00) que sao transversais a S.

Entao,
(a) T"(M,N;S) € denso em C"(M,N);
(b) Se S € fechado em N, entao T"(M,N; S) € aberto e denso em C"(M,N).

Para os proximos teoremas de transversalidade precisaremos de algumas definigoes adi-

cionais.
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Sejam A um espago topologico e F' : A — C"(M,N) uma aplica¢do no conjunto das
funcgoes de classe C" de M em N, onde M é uma variedade de Banach e N é uma variedade

de dimensao finita. Defina a aplicagao de avaliagao ev(F') : A x M — N por

ev(F)(a,p) = F(a)(p),

onde F(a) € C"(M,N), e considere a aplicagio TF : A — C™'(TM,TN) dada por
TF(a)(p,v) = d(F(a))(p) - v.
Definicao C.7. Dizemos que F' é uma pseudo-representacao de classe C! se a aplicacao

ev(TF) : AxTM — TN ¢ continua. Se A for uma variedade de Banach, entdo diremos
que F' é representagao de classe C" se ev(F) : A x M — N é de classe C".

De acordo com [33], definiremos uma nogao de tranversalidade utilizando a aplicac¢ao de

avaliagao definida acima.

Definigao C.8. Sejam F : A — C"(M, N) uma pseudo-representacio de classe C', K C¢ M
um subconjunto nao-vazio e V- C N uma subvariedade. Dizemos que F' é C" pseudotrans-
versal a V nos pontos de K se existe um subconjunto denso D C A tal que para cada
a € D existe um aberto B, C E, onde E ¢ um espago de Banach separavel, uma aplicacao
continua ¢, : B, = A e [ € B, tais que

(i) a(B) = e

(i) a aplicagao de avaliagao ev(F o 1),) : B, X M — N é da classe C" e é transversal a V
nos pontos de {4} x K.

Definigao C.9. Seja A um espago topologico. Um subconjunto R C A é dito residual
se existir uma familia enumerével (R,)qcs de subconjuntos abertos e densos em A tal que

ﬂ R, € R. O espago A é um espago de Baire se todo suconjunto residual é denso em A.
acJ

Pelo Teorema da Categoria de Baire (ver [28], p. 296), se A ¢ uma variedade de Banach,

entao A é um espaco de Baire.

Definigao C.10. Sejam E e F espagos de Banach e A € L(E, F) uma transformagao linear.

Dizemos que A é um operador de Fredholm se satisfaz as seguintes condigoes:

(i) ker(A), Im(A) e sao subespacos fechados;

F
Im(A)
(ii) ker(A) tem dimensao finita,;
(iii) Im(A) tem codimensao finita.

Nesse caso, definimos o indice de A como sendo o nimero

ind4 = dim(ker(A)) — codim(Im(A)).
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Definigao C.11. Sejam M e N variedades de Banach de classe C* e f : M — N uma

aplicacdo de classe C*. Dizemos que f é uma aplicacao de Fredholm se, ¢ somente se,
df(p) : T,M — Ty, IN € um operador de Fredholm, para todo p € M.

O proximo teorema é uma generalizacao do Teorema de Sard para variedades de Banach

em dimensao infinita.

Teorema C.12 (Sard-Smale). Sejam M e N wvariedades de Banach de classe C*, onde
M ¢ Lindeléf, e f : M — N uma aplicacio de Fredholm de classe C*. Suponha que
k > max {O, inddf(p)}, para todo p € M. Entao, o conjunto % dos valores requlares de f é

restdual em N.

Teorema C.13 (Teorema de Transversalidade). Sejam A, M e N wariedades de Banach,
onde M tem dimensdo finita, A e M satisfazem o segundo azioma de enumerabilidade,
F: A— C"(M,N) uma representacao de classe C" e K C M e V' C N subconjuntos nao-
vazios. Suponha que r > max {1,dimM — codim V + 1} e que F' é C"-pseudotransversal a

V' nos pontos de K e considere o subconjunto
R ={aec A, F(a) é transversal a V em K} .

Entao,
(a) se K € compacto e V' é fechado, R € aberto em A;

(b) se K = M, o subconjunto R € residual (e portanto, denso) em A.

Demonstragao. Para o item (a), ver [2|, p. 47, Teorema 18.2.

No item (b), a idéia da demonstra¢do é observar que como F é C"-pseudotransversal
a V, temos que ev(F) é transversal a V e portanto, B = ev(F)~1(V) ¢ uma subvariedade
de A x M de classe C*. Agora, seja 7 : A x M — A a projecao na primeira coordenada
e considere a restricao p = w|g : B — A. Temos que p é uma aplicagdo de Fredholm de
classe C* e como A e M sao Lindeldf, temos que A x M é Lindeldf e portanto, B é Lindelof.
Assim, segue do Teorema de Sard-Smale que o conjunto #, dos valores regulares de p ¢é
residual em A.

Pelos Lemas 19.4 e 19.5 em [2] segue que R = &%, e portanto, R é residual em A.

Para os detalhes da demonstragao, ver [2], p. 48.

]

Sejam M uma variedade de Banach de dimensao finita, isto é, uma variedade diferen-

cidvel, g : M — T?(T*M) uma métrica riemanniana e d : M x M — R a distancia em M
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induzida por g. Dado p € M e A C M um subconjunto nao-vazio, a distacia de p até A é

definida como sendo o numero

d(p, A) = inf d(p, q).

geA
Quando A é compacto e p ¢ A, é um fato conhecido em topologia que existe ¢y € A
tal que d(p, A) = d(p,qo). Assim, se p ¢ A, entao d(p, A) é um nimero positivo nao-nulo,
diferente do que acontece em geral quando A é um subconjunto qualquer. Definiremos agora
distancia de Hausdorff entre subconjuntos compactos de M.

Denote por 2M o conjunto de todos os subconjuntos compactos e nao-vazios de M.

Definigao C.14. A distancia de Hausdorff entre dois subconjuntos 4, B € 2M ¢ definida

como sendo o nimero

dy1(A, B) = max {sup d(p, A), supd(q, B)} .

peEB qeA
Com essa distancia definida em 2M temos o seguinte resultado.

Proposigao C.15. O conjunto 2M com a métrica de Hausdor{f definida acima é um espago

métrico. Mais ainda, se o espago métrico (M, d) é completo, entao (2M,dy) ¢ completo.

Assim, ¢ possivel falar em continuidade de aplicagdes cujo contradominio é 2M com essa
métrica.
Enunciaremos agora um resultado sobre a estabilidade de intersecoes trasversais na in-

fluéncia de perturbagoes.

Teorema C.16 (da Continuidade em 2M). Seja A um espago topoldgico, M e N wvariedades
de Banach de dimensao finita, V C N uma subvariedade fechada, K C M uma subvariedade
compacta com bordo, F : A — C*(M,N) uma pseudorepresentacio e o € A tal que F(a) :
int(K) = N e dF (a) : 0K — N sdo transversais a V. Entdo, a aplicagio ¢ : A — 2M dada

por

€ continua em o.
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difeomorfismo simplético

estruturalmente estavel, 88

P-estéavel, 88

base simplética, 4 ) ) )
p difeomorfismos simpléticos

campo vetorial topologicamente conjugados, 88
de classe C*, 108 P-conjugados, 88
caracteristico, 57 diferencial exterior, 116
fluxo, 110 distancia de Hausdorff, 124

fungoes-coordenada, 109 dominio do fluxo, 111

hamiltoni 64
amiltoniano, espago de Baire, 122
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campos vetoriais f-relacionados, 109

colchete de Lie, 109

complemento simplético, 2

cotangente, 106
normal, 119
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conjunto formula de Cartan, 51
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familia a um parametro de difeomorfismos matriz

simpléticos, 83
fibrado
vetorial de ordem £, 108
cotangente, 107
normal, 119
tangente, 106
tensorial de ordem 2, 107
fibrado vetorial
base, 108
espago total, 108
projecao, 108
fluxo hamiltoniano, 65
forma
alternada, 1
candnica, 63
diferencial simplética, 48
nao-degenerada, 1
simplética, 1
tautologica, 62
forma diferencial
de grau k, 115
exata, 116
fechada, 116
forma normal, 20
Forma normal de Birkhoff, 79
forma real, 101
funcao
geradora, 74

hamiltoniana ou energia, 64

grupo de cohomologia de De Rham, 117

grupo linear simplético, 2
isotopia, 53

métrica riemanniana , 117
comprimento de um caminho, 118

norma de um vetor, 117

N-elementar, 13
o-simplética, 11
elementar, 13

hamiltoniana, 7

simplética, 7
operador de Fredholm, 122

periodo , 83
primo, 83
ponto
nao-errante, 87
ponto fixo eliptico, 77
ponto periodico , 83
ponto periédico
N-elementar, 83
0-elementar, 83
propriedade
C* genérica, 83
genérica, 83
H2-N, 84
pseudo-representacao de classe C!, 122
pull-back
de um campo vetorial, 110
de uma forma diferencial, 115

push-forward, 110
representacao de classe C*, 122

secao de um fibrado vetorial, 108
simplectomorfismo linear, 2
sistema de coordenadas simplético , 49
induzido por um difeomorfismo, 50
subespaco
coisotrépico, 3
isotropico, 3
lagrangiano, 3
simplético, 3

subfibrado caracteristico, 57
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subfibrado de um fibrado vetorial, 108

superficie de energia, 65

Teorema
Local de Moser, 56
da Densidade Geral, 84
da familia a um parametro de orbitas fe-
chadas, 68
da vizinhanga tubular, 119
de Birkhoff, 81
de Darboux, 57
de Sard-Smale, 123
de Transversalidade de Thom, 121
de Whitney, 28
transformacao linear
hamiltoniana, 7

simplética, 7

variedade
de Banach, 120
riemanniana, 117
simplética, 48

vizinhanga convexa, 119
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