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Resumo

Recentemente, You­Li You, Mostafa Kaveh, Allen Tannenbaum e Wenyuan

Xu estudaram o comportamento da difusão anisotrópica no modelo de Malik &
Perona. Estes autores mostram que o processo de difusão pode ser bem posto ou

mal posto dependendo do mínimo global de um funcional energia. Neste trabalho,

analisamos o comportamento da difusão anisotrópica para processamento de ima­

gens e fazemos uma aplicação desses estudos a uma equação diferencial parcial

de quarta ordem apresentada por You & Kaveh. Apresentamos também algumas

formas alternativas para o coeficiente de difusão desta equação diferencial parcial,

visando melhorar os resultados. Além disso, mostramos alguns resultados obtidos

quando utilizamos outros diferentes tipos de coeficientes de difusão.

Palavras­chave: Equações Diferenciais Parciais, Difusão Anisotrópica, Elimi­

nação de ruídos, Reconstrução de Imagens, Segmentação.
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Abstract

Recently, You­Li You, Mostafa Kaveh, Allen Tannenbaum e Wenyuan

Xu studied the behavior of anisotropic diffusion model of Malik & Perona. These

authors demonstrated that the anisotropic diffusion is well posed when there ex­
ists a unique global minimum for the energy functional and is ill posed when the

energy functional has a infinite number of global minima. In this work we ana­

lyzed the behavior of anisotropic diffusion for image processing and we make an

application of these studies in a fourth order partial differential equation proposed

by You & Kaveh. We also presented some alternative forms for the diffusion co­

efficients in this partial differential equations and some results using other types

of diffusion coefficients seeking to improve the results.

Keywords: Partial Differential Equation, Anisotropic Diffusion, Noise Removal,

Image Restoration, Segmentation.
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Introdução

O uso de equações diferenciais parciais (E.D.P.) em processamento de

imagens, tem crescido significativamente nos últimos anos. A idéia é modificar

uma dada imagem com uma equação diferencial parcial e obter os resultados

esperados como solução desta equação.

Quando nos referimos ao termo imagem, ou imagem monocromática,

estamos falando de uma função u(r,y,2z) no caso tridimensional ou u(r,y), no

caso bidimensional, onde rx, y e z referem­se às coordenadas espaciais do nível de

cinza. Neste trabalho consideramos apenas o caso bidimensional.

Figura I.1: Convenção empregada para a representação de uma imagem digital,

mostrando o elemento (x,y) como um dos seus representantes.
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Introdução

Uma imagem digital do tipo u(r,y) é toda aquela que resulta da dis­

cretização em coordenadas espaciais e em intensidade luminosa. Pode­se consi­

derar uma imagem digital como uma matriz de pontos, denominados elementos

da imagem, “pirels” ou pels (abreviações comuns de picture elements).

Embora as dimensões de uma imagem digital variem de acordo com

a aplicação, torna­se mais conveniente representá­la sob a forma de uma ma­

triz quadrada contendo elementos graduados em escala de cinza, com dimensões

escalonadas em potências de 2, por exemplo, imagens 256 x 256 pixeis, e 128

níveis de tonalidades de cinza. Neste trabalho, utilizamos em geral, imagens de

dimensões 256 x 256, com 256 níveis de tonalidades de cinza, onde a cor preta é

representada pelo valor O (zero) e a cor branca por 255.

Figura 1.2: Matriz 2 x 2 mostrando algumas representações de tons de cinza.

Podemos dividir os métodos de processamento de imagens digitais em

quatro grandes áreas:

Y” melhoria da definição;

restauração;

codificação;

reconhecimento automático de padrões.

2
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Introdução

ooA melhoria da definição diz respeito à identificação mais precisa dos

objetos que compõem uma imagem, em relação à visão humana.

A restauração tem por objetivo reduzir, ou mesmo eliminar os efeitos

degradantes que afetam o conteúdo informativo da imagem. Degradações típicas

que ocorrem na prática incluem o borramento e o ruído. AÀ restauração de imagens

é o objetivo deste trabalho.

A codificação de uma imagem, tem por objetivo representá­la através

do menor número de pontos possível, preservando seu conteúdo informativo e

conferindo inteligibilidade aceitável para uma dada aplicação. Desta forma, pode­

se utilizar a codificação para reduzir a banda passante no canal de comunicação

quando a imagem é transmitida, o que implica também em menores espaços de

armazenamento para uso futuro.

O reconhecimento automático de padrões consiste na identificação das

representações simbólicas dos objetos que compõem a imagem. Dentre inúmeras

aplicações, pode­se destacar a visão computacional e a robótica.

Uma das primeiras aplicações envolvendo técnicas de processamento de

imagens, tinha como objetivo melhorar a qualidade das fotos transmitidas através

do cabeamento submarino entre Londres e Nova York. Às fotos eram codificadas

antes de serem transmitidas, e posteriormente reconstruídas no receptor.

Desde meados da década de 60 do século passado, a área de processa­

mento de imagens vem experimentando um vigoroso crescimento em aplicações

diversas, como por exemplo, tomógrafos, aparelhos de ultrassom, “scanners”, fo­

tografias digitais, radares e às diversas aplicações no programa aeroespacial.

Outras áreas, como a astronomia, biologia, medicina nuclear, nanociência

nanotecnologia, defesa e indústria, utilizam­se das técnicas de processamento de

imagens como ferramentas indispensáveis para a melhoria de interpretação ou

diagnóstico.

Os geradores de imagens dessas áreas possuem em comum limitações

técnicas e ambientais que causam interferências indesejadas nas imagens, as quais
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Introdução

são denominadas ruídos. O termo ruído pode ser entendido como alterações

indevidas nas escalas de tonalidades de cores que formam as imagens. Assim, por

exemplo, quando um satélite fotografa uma superfície e envia os dados para um

receptor na terra, há geração de ruídos não só por turbulências na atmosfera ou

campos magnéticos, como também pela transmissão de dados via rádio.

A quantidade de ruído em uma imagem é medida pelo SNR (Signal

Noise to Ratio) que é dado pela seguinte expressão:
Variância da Imagem

SNR = Variância do Ruído

SNR=0dB SNR==—12dB

Figura 1.3 Exemplo de Imagem com Ruído.

Ainda no contexto de ruído, podemos obter um ruído denominado Gaus­

siano, que tem como propriedade característica média igual a zero, ou seja, a

soma das variações nos valores das tonalidades que forma o ruído é zero.

4
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Introdução

Nas últimas duas décadas, iniciou­se o desenvolvimento de teorias cujo

objetivo era obter uma análise estrutural da imagem de um ponto de vista com­

putacional, utilizando­se como ferramenta fundamentos essencialmente matemáti­

Cos.

Matematicamente, podemos considerar uma imagem como sendo uma

função limitada u : O CC Rº — R, n = 2, para imagens bidimensionais, ou

n = 3, para imagens tridimensionais. Para n = 2 o domíno S) é em geral um

retângulo. Neste trabalho, consideramos apenas imagens bidimensionais, sendo

u(x, y) a representação da imagem original. O objetivo é reconstruir, está imagem,

a partir de uma imagem inicial I(r,y), onde, I(x,y) = u(íx,y) + r(x,y), r(x,y)
representando o ruído.

Dessa forma, alguns pesquisadores começaram a desenvolver modelos

com a finalidade de retirar, ou pelo menos, minimizar o nível de ruído contido em

uma imagem digitalizada. A idéia básica desses processos era desenvolver filtros

que purificassem as imagens, e que ao mesmo tempo mantivessem suas carac­

terísticas principais, tais como texturas e preservação de bordas ou contornos.

As texturas são regiões da imagens onde as diferenças de tonalidades são

muito sutís, de forma a dificultar a detecção de contornos.

Os contornos ou bordas da imagem podem ser entendidos como sendo

as regiões onde as tonalidades de cinza mudam bruscamente, fazendo uma de­

marcação visual que caracteriza as formas distintas da imagem. Matematica­

mente, entendemos os contornos da imagem como sendo as regiões onde |Vu|
assume valores grandes.

Assim, se segmentarmos uma imagem, ou seja, se extrairmos apenas seu

contorno, obtemos uma moldura que permite a identificação da figura, como um

molde. Podemos ver esse fato na figura 1.4 a seguir,
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Introdução

Figura 1.4: Imagem e sua segmentação.

A medida que evoluímos no tempo, causamos mudanças na imagem ini­

cial T que deve “teoricamente” convergir para a imagem original u. O conceito

matemático fundamental que descreve mudanças instantâneas relativamente ao

tempo é a derivada.

As equações que contém funções e suas derivadas são chamadas equações

diferenciais parciais (E. D. P.), as quais são encontradas em muitas áreas da

ciência. Estas equações constituem uma ferramenta muito importante na matemá­

tica, pois são usadas para modelar diversos problemas do cotidiano. O problema

do processamento digital de imagens envolve a solução de equações diferenciais

parciais, e têm despertado grande interesse na atualidade.

Diversos modelos matemáticos foram desenvolvidos baseados em E.D.P.'s

para eliminação de ruído e segmentação de imagens. Um dos primeiros modelos

utilizados foi o proposto por Malik & Perona [20], dado por,

= = div (9(%,9,t)Vu), (1)

sendo g o coeficiente de difusão que deve agir mais intensamente nas regiões com

poucas mudanças de intensidade (regiões homogêneas) e preservar os contornos.

Outros modelos conhecidos, baseados em E.D.P.'s, para o processamento

digital de imagens, são os de Alvarez, Lions, Morel e Coll [1]; Chen, Vemuri e

6
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Introdução

Wang [8]; e de Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [2], por exemplo, mostrados
posteriormente neste trabalho.

Em 2000, Yu­Li You & M. Kaveh [25], propuseram a utilização de uma

equação diferencial parcial de quarta ordem como uma nova ferramenta para

remoção de ruídos e preservação de contornos da imagem. AÀ partir do seguinte

funcional,

E(u) = " FUV2U)dzdy, 2)

sendo, Vº o operador Laplaciano, SN) a região onde a imagem está definida e f
uma função crescente satisfazendo, f(.) > O, ou seja, f'(.) > O. A função f está
associada ao coeficiente de difusão:

Ssc(s) = fe) (3)
Ss

Utilizando a equação de Euler­Lagrange no funcional E(u) You & Kaveh
propuseram para eliminar ruídos a seguinte equação diferencial de quarta ordem:

2ae mv [ova = Ve feiva)ve
sendo a imagem com ruído a condição inicial.

Os resultados obtidos com a utilização desta equação diferencial foram

bastante satisfatórios, para imagens com baixos níveis de ruído.

Neste trabalho, propomos formas alternativas para a escolha de argu­

mentos para o coeficiente de difusão resultando em novas equações diferenciais

parciais apresentadas a seguir, baseadas na equação diferencial proposta por You

& Kaveh. Estas equações diferenciais parciais são dadas por:
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Introdução

E = —V? |e(tvie, * ui) ves ; (6)

ou seja, primeiramente, na equação (5), substituímos a norma do operador lapla­

ciano aplicado a função intensidade de imagem, utilizado por You & Kaveh, |[Vºul,
pela norma do gradiente da função intensidade de imagem, |Vul.

Alternativamente, substituímos |Vºu|, pela norma do produto de con­

volução G, * u, obtendo dessa forma a expressão (6), sendo G, uma função
Gaussiana, com o representando o desvio padrão da imagem inicial com ruído.

A idéia principal, na equação (5), é uma suavização seletiva, ou seja,

através do coeficiente de difusão c(|Vu|), temos um processo de suavização mais

intenso em regiões homogêneas e menos intenso em regiões com grandes mudanças

de intensidade, ou seja, contornos.

Na equação (6), estamos avaliando o valor de |Vul, através do cálculo do

produto de convolução.

Além de implementar e analisar os resultados obtidos a partir dessa

E.D.P. de quarta ordem, que numericamente utiliza o coeficiente de difusão dado

pPOT,

1

c(s) = TIRO (7)

sendo k uma constante que está ligada a quantidade de detalhes que desejamos

preservar na imagem, implementamos e analisamos os resultados obtidos, com

a utilização de outros cinco coeficientes de difusão, nas expressões (4), (5) e (6)

consideradas. Estes coeficientes de difusão são mostrados a seguir e discutidos e

analisados no final do capítulo 1:
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Introdução

p­1ATI, Ss < T
p(s+e)P!

Ss
, s>T

1 T+e))"!
TOTO

1 pl1, Pp(s+or"
Ss Ss

, s>T

A origem e função das constantes k, T, p e e também serão mostrados

no final do capítulo 1.

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento da difusão anisotró­

pica para processamento de imagens e a aplicação deste estudo a uma equação

diferencial parcial de quarta ordem proposta por You & Kaveh. Além disso,

implementamos e analisamos de forma comparativa as E.D.P.'s de quarta ordem

(4), (5) e (6), utilizadas para remoção de ruídos de imagens digitais, e também

os resultados obtidos quando utilizamos outros tipos de coeficientes de difusão

aplicados as três E.D.P.'s de quarta ordem consideradas.

Este trabalho, está organizado da seguinte forma:

No capítulo 1, introduzimos alguns conceitos referentes ao comporta­

mento da difusão anisotrópica no processamento de imagens, onde, mostramos

que a difusão anisotrópica é um processo de energia dissipativo e que existe uma

relação entre o funcional energia E(u) e a difusão anisotrópica. Além disso, neste

capítulo, mostramos condições para a existência de pontos estacionários no fun­

cional E(u), e através dessas condições podemos identificar se o coeficiente de

9
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Introdução

difusão é bem ou mal posto. Ao final deste capítulo, mostramos alguns exemplos

e respectivos resultados obtidos por estes coeficientes, quando implementamos a

equação de difusão anisotrópica proposta por Malik & Perona [20].
No capítulo 2, mostramos como You & Kaveh, obtiveram a equação

diferencial parcial de quarta ordem para restauração de imagens e propomos al­

ternativamente a utilização das expressões (5) e (6), para o processamento digital

de imagens.

No capítulo 3, apresentamos os métodos numéricos e os processos de

discretização utilizados para o desenvolvimento dos programas computacionais

utilizados para a obtenção dos resultados.

No capítulo 4, mostramos os resultados experimentais obtidos com a im­

plementação numérica das E.D.P.'s (4), (5) e (6), e também os resultados obtidos

com a utilização dos outros coeficientes de difusão mostrados anteriormente. Para

analisarmos de forma comparativa os resultados, usamos cinco imagens teste e

também fizemos alguns gráficos para melhor analisarmos os resultados obtidos

com o uso de cada alternativa para o coeficiente de difusão.

Finalmente, no capítulo 5, tecemos algumas conclusões baseadas nos re­

sultados obtidos por cada uma das três E.D.P.'s consideradas e também pelos

resultados obtidos com a utilização dos outros coeficientes de difusão mostrados

no final do capítulo 1. Encerramos o trabalho, fazendo algumas perspectivas e

projetos futuros baseadas nas E.D.P.'s aqui apresentadas.
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Capítulo 1

Análise do Comportamento da

Difusao Anisotrópica em

Processamento de Imagens

Neste capítulo, mostramos a análise feita por You & Kaveh a respeito

do comportamento da difusão anisotrópica do modelo de Malik & Perona [20].
O objetivo é demonstrar que a difusão anisotrópica é bem posta, quando existe

um único mínimo global no funcional energia E(u), e que é mal posta, quando o
funcional energia possui um número infinito de mínimos globais. Para fazer isto,

You & Kaveh expressaram a equação de difusão anisotrópica a partir de um certo

problema de otimização para desta forma, analisar seu comportamento baseados

na forma de sua superfície de energia.

Primeiramente, mostramos alguns conceitos básicos referentes a difusão

anisotrópica no modelo de Malik & Perona. Também será mostrado, que a difusão

anisotrópica é processo de energia dissipativo e então, mostramos que existe uma

relação entre o funcional energia E(u) e a difusão anisotrópica. Na sequência,

esta relação será utilizada para analisarmos o comportamento da difusão.
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1.1 Conceitos Preliminares

No final do capítulo, mostramos alguns exemplos de coeficientes de di­

fusão anisotrópica bem postos e outros mal postos, além dos resultados práticos

obtidos através destes coeficientes.

1.1. Conceitos Preliminares

Definição 1.1 (Derivada Parcial [10]). Seja u uma função, u: Nº — R, onde
QN CR”. A derivada parcial de u, em relação, à variável x, que é a primeira

variável, poderá ser denotada por,

Ou
—, ur ou Ou.
Ox

De maneira análoga, as derivadas parciais de segunda ordem em relação,

às variáveis r e/ou y, poderão ser denotadas por:

du Pu

Definição 1.2 (Equação Diferencial Parcial [10]). Uma equação diferen­
cial parcial, é uma equação que envolve uma função incógnita de duas ou mais

variáveis e suas derivadas. Logo, uma equação diferencial parcial de nº variáveis

independentes, x1,...,XTn, é uma equação na forma:

(1.1)F(mcsen ou du du Pu Pu ) =0Ox [Or Oro CôrLoo C Brnitao
Definição 1.3 (Operador Gradiente [10]). Definimos o operador gradiente,
denotado por V em R"”, da seguinte forma:

ou ou

Definição 1.4 (Ordem de uma E.D.P. [10]). À ordem de uma equação dife­
rencial parcial é dada pela mais alta ordem da derivada que ocorre na equação.
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1.1 Conceitos Preliminares

Definição 1.5 (Operador Laplaciano [10]). Utilizamos a seguinte notação,
para o cálculo do Laplaciano de uma função u,

Pu Pu
ToOx?Vu +...+ (1.3)== E

Definição 1.6 (Operador Divergente [2]). Utilizamos a seguinte notação para
o cálculo do divergente de uma função u:

div(u) = uz + uv.

Definição 1.7 (Ponto Estacionário [26]). Uma imagem u E I(N), que denota
o espaço imagem que é definido como sendo o conjunto de funções u suavizadas

por partes em £) com descontinuidades somente nos contornos, é um ponto esta­

cionário do funcional energia E(u), se

dE(u;h) = O, para h pequeno, h E I(9),

ou equivalentemente, se

VE(u)=O, (1.5)

sendo dE(u;h), a variação de Gâáteaur, de u na direção h. A definição da

variação de Gáteaur, e sua utilização serão mostradas na próxima seção.

O leitor mais interessado pode encontrar mais detalhes a respeito da

variação de Gâteaux em [23]. Um outro conceito importante para o desenvolvi­
mento deste capítulo, é o conceito de convexidade.

Definição 1.8 (Conjunto Convexo [23]). Seja V, um subconjunto de um
espaço vetorial U, V CU. Então, V é convexo se para todo u E V,

u= An +(1­AM)WEYV,

para todo uz, uz E V e para todo À E [0,1].

13
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1.1 Conceitos Preliminares

Definição 1.9 (Funcional Convexo [26]). Seja F(u) : VC U — R um

funcional real definido no subconjunto convexo V. Então, dizemos que F(u) é
convexo em V, se

F(Nu + (1— A)uz) < AF(u) + (1 A)F(U2), (1.7)

para todo u,u2 E V e A E(0,1). Se a igualdade é válida apenas para o caso em

que ui = uo, então F(u) é dita ser estritamente convexa.

Definição 1.10 (Função Periódica [13]). Uma função f : RR é periódica
de período T, se f(x +T) = f(x) para todo x real.

A difusão anisotrópica foi proposta primeiramente por Malik & Perona

[20], como uma ferramenta para descrição de imagens multiescalas, segmentação,

detecção de contornos de imagens. A idéia básica da difusão anisotrópica é obter

a partir de uma imagem inicial ug(x,y), definida em um domínio convexo 9) E

Rx IR, uma família de imagens suavizadas u(r,y,t) obtidas a partir da solução

da seguinte equação diferencial parcial [20]:

o = div(e(Ivul) Vu),
com condição inicial dada por:

ulx,y, 0) = uo(z, y).

O coeficiente de difusão c(.) é uma função não­negativa cujo argumento

é o módulo do gradiente local da imagem dado por: |Vu| = /ul +uZ. O coe­
ficiente de difusão desejável deve ser de tal forma que (1.8) difunda mais em áreas

homogêneas e menos em volta das regiões com grandes mudanças de intensidade

(contornos). Pequenas variações na intensidade da imagem devem ser considera­

das ruídos e não texturas, as quais também serão suavizadas e os contornos,

desta forma, preservados. Dois coeficientes de difusão foram sugeridos por Malik
& Perona:
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1.1 Conceitos Preliminares

1

e(s) = TrTE (1.10)

sendo k uma constante escolhida de acordo com uma aplicação em particular.

You & Kaveh [26] mostraram que a difusão anisotrópica com coeficientes
de difusão dados por (1.9) e (1.10) são mal postos no sentido de que imagens

limitadas numa região 5) também tendem a divergir durante o processo de difusão.

Na implementação prática no computador, o processo de difusão pode divergir

dependendo do esquema de diferenças, do tamanho da malha utilizado [18].

Diversos argumentos sobre o fato da difusão anisotrópica ser mal posta

são baseadas no trabalho de Hollig et al [15], onde é estabelecido que a difusão
anisotrópica uni­dimensional (1­D) é bem posta se, e somente se,

f(s)>O,

sendo f(s) a função fluxo, definida da seguinte forma:

f(s)=sc(s). (1.12)

Obviamente, o comportamento da difusão anisotrópica bi­dimensional

(2­D) é bem mais complexo que sua versão uni­dimensional. Através da análise

da difusão anisotrópica 2­D, feita em [20] podemos desenvolver coeficientes de
difusão mais eficientes. Alguns destes coeficientes, serão apresentados ao final

deste capítulo.

O mal comportamento da difusão anisotrópica, pode ser reduzido através

da introdução de um operador suavização no argumento do coeficiente de difusão

c(s). Alvarez, L., Lions, P. L., Morel, J.M. e Coll, T., em [1], consideraram por
exemplo,
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1.1 Conceitos Preliminares

o = div [e(IVG(s) * ul) Val, (1.13)

sendo G(s) * u a convolução da imagem no tempo t, com núcleo Gaussiano de

escala s, que é dado a priori.

A propriedade seletiva da variável s é fundamental para o sucesso da

difusão anisotrópica no sentido que o processo de difusão pode ser mal posto,

para pequenos valores de s, enquanto que a imagem pode ser “suavizada” para

grandes valores de s. Uma possível solução para evitarmos a geração de manchas

causada pela preservação do ruído, é utilizarmos inicialmente grandes valores

para s para removermos o ruído e logo em seguida reduzir o valor de s para que a

imagem reconstruída não seja “suavizada” além do necessário [28]. A questão de

selecionarmos um valor ótimo para s, ainda é um problema em aberto. À carga

computacional envolvida na convolução G(s)*u é um problema, pois, é necessário,

que a cada instante de tempo, implementemos diretamente, ou calculemos uma

difusão anisotrópica em separado. No capítulo 3, mostramos uma maneira de

implementarmos numericamente o produto de convolução G(s) * u.

O produto de convolução é utilizado para se encontrar a distribuição da

soma de duas ou mais variáveis calculada por integração e pode ser definido como:

Definição 1.11 (Tório [16]). Seja, f, 9 € SCrer(21), o espaço das funções
seccionalmente periódicas de período 21, a convolução de f eg é a função f*g:

Rº — R definida por

1

Fr9)(a)= 7 faltam.
A definição de função seccionalmente contínua é dada a seguir:
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1.2 A Difusão como um Processo de Energia Dissipativo

Definição 1.12 (Função Seccionalmente Contínua [13]). Uma função f :
[la,b] — Ré seccionalmente contínua se existir uma partição 7 = ft = a <
11 <... <x, = b) de [a,b| tal que f seja contínua em cada subintervalo aberto
(tj­1,Xj) e as possíveis descontinuidades devem ocorrer necessariamente em pon­

tos de mn são todas de primeira espécie ou seja, os limites a esquerda e a direita
existem mas são diferentes.

Uma função seccionalmente periódica, é uma função seccionalmente contínua,

mas, que se repete em um certo período 7' da reta.

Na seção a seguir, demonstramos que a difusão anisotrópica é um pro­

cesso de energia dissipativo e seu comportamento depende da forma de sua su­

perfície de energia, que é a superfície formada pelos valores dos “pixels” da im­

agem em cada ponto (x,y).

1.2 A Difusão como um Processo de Energia

Dissipativo

Considere, o seguinte funcional energia definido no espaço das imagens suavizadas,

isto é, imagens na qual Vu é finito em 9), da seguinte forma [26]:

E(u) = " SUVuNa,
sendo f(|Vul) > O uma função crescente de |Vul, quando,

FUVU) > O. (1.16)

Também precisamos definir que f'(|Vu|) = O para o caso [Vu| = 0. De­
vido a não­negatividade de f(|Vul), o funcional energia é limitado inferiormente,

Ou seja,
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1.2 A Difusão como um Processo de Energia Dissipativo

Sendo |Vu| > O e f(|Vu]) uma função crescente de |V u|, o mínimo global
de E(u) ocorre quando,

uír,y) = constante, paratodo (x,y)ES. (1.18)

Assim, este mínimo global inclui um número infinito de imagens cons­

tantes, todas com o mesmo valor do funcional E(u). Observe, então, que este

funcional energia é uma medida da suavidade da imagem (inicialmente com ruído)

e desta forma, esta minimização é equivalente a suavização da imagem, ou seja,

remoção de ruído.

You & Kaveh [26], minimizaram E(u) considerando a primeira variação
de Gâteaux de E(u) em u na direção h, a qual é definida da seguinte forma:

Definição 1.13 (Variação de Gâteaux [23]). Seja N: Dy CU — V um ope­

rador entre dois espaços vetoriais normados U e V. Seja Dy um subespaço de

U, e seje uh E Dy. Como Dy é um espaço vetorial, temos que u + Ah E Dn,

para qualquer À E IR e, consequentemente, N(u+ Ah) E V. Caso o limite,

dN(u;h) = pm ZA NA )
exista, então AN(u;h) E V é a chamada Variação de Gáteaur de N em u na

(1.19)

direção h.

Observação: "A variação de Gâteaux é uma generalização do conceito de

derivada direcional. Além disso, a definição dada acima, coincide com a derivada

ordinária

O

Em nosso caso, temos então,

E(u+ 2h) — E(u)
o À

|dE(u;h) = lim
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1.2 A Difusão como um Processo de Energia Dissipativo

Dessa forma, precisamos identificar as condições, sobre as quais:

dE(u;h)=0, para À pequeno. (1.21)

Considere então o conjunto Ng = f(x,y) : |Vu(t,y)| = 0, (t,y) EN) e,

vamos calcular a variação de Gâteaux aplicada ao funcional dado pela expressão,

(1.15), dado por:

E(u) = " fÚVuU)aA. (1.22)

Dessa forma, utilizando a observação dada anteriormente, temos,

dE(u;h) = E+3h) = > |Í f(Iv(u + amI) aa
= [xs (Itu + an) do (1.23)

Vamos calcular a derivada parcial separadamente. Assim, utilizando a derivação

composta, temos,

> (fu + ah) = Ss(Iveram) TS (verao) — (20
Agora, note que, [Vu] = /u2+u? e assim,

[V(u+2h)| = 0 +Ah)2 + (u+Ah)2.

(u+ 2h)? =u2+2Nuzh, + Ah?

(u+ 2h)? =u2+2Xu,h,+Xºh?

temos então que,
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1.2 A Difusão como um Processo de Energia Dissipativo

[V(u+ah)| = NES + 2Xuzha + A2h2 + u2 + 2Xu,h, + M2h2.
Portanto,

1 2Juzhz + Qu hy, + 2Ah2 + 22Ah3IV( +4h)| == :

2 /U2z + 2Auzh, + AºhZ + uz + 2âu,h, + Aºhz
Fazendo­se À = O, obtemos,

uzhz +uh,y Vu
UE + uz — vul

sendo (.) a representação do produto escalar.

Iv (o +3h)|= Vh,

Assim, a variação de Gâteaux do funcional E(u), é dada por,

dE(u;h) = "Niur+ VAO. (1.29)

sendo NQ — No o conjunto os elementos de O não nulos. Como desejamos que

F'(IVuU|) = O, quando |Vu| = O, podemos escrever,

dE(u;h)= S(0) [(vn+La fúUlvuur­ VRhd9. (1.30)

Agora, vamos escrever a integral (1.30), como uma única integral sobre

a região 0). Para isto, escolhemos h de forma que,

(1.31)| IVRIZ0, — (zy)EM|IVh|=0, caso contrário,

temos que, o segundo termo de (1.30) é nulo, mas o primeiro termo não. Em

geral para dE(u;h) = O, devemos ter,

f(0)=0.

20
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1.2 A Difusão como um Processo de Energia Dissipativo

Se denotarmos O = [0,0]” e definirmos

Vu —

a = 0,
| Vu vu=0

podemos então escrever o primeiro termo de (1.30), da seguinte forma,

Iva) TE"SUVUD ETA: do (1.34)

Então os dois termos de (1.30) podem ser agrupados em uma única integral sobre

NON, e assim, obtemos:

dE(u;h) = /,FIV) VA . do. (1.35)

Agora, utilizamos o Teorema de Green para obtermos a seguinte ex­

pressão,

Vu ,dE(u;h) = — f ao ,(Vu)= hds + Pa? Veio,É Tt hdoN, (1.36)
sendo 99 a fronteira da imagem de domínio N) e 7 é o vetor ortonormal a 90.

Se considerarmos condições de fronteiras simétricas para a imagem, temos:

Vul(r,y): T=0 para (x,y)EedôMa. (1.37)

Dessa forma, o segundo termo da expressão (1.36) desaparece e a variação de

Gâteaux pode ser expressa da seguinte forma:

dE(u;h) = (VE(u),h),

sendo, (­,­), o produto interno definido por:

= /, fíz,9)9(z, y)dO
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1.2 A Difusão como um Processo de Energia Dissipativo

VE(u) = div [Pavan | ; (1.40)

como sendo o gradiente de E(u) no ponto u.

Dessa forma, You & Kaveh, minimizaram o funcional E(u), movendo­se

na direção negativa do gradiente, através da seguinte equação diferencial parcial

parabólica:

Ou
: ,

VuEra —VE(u) = div É (Vera : (1.41)

Obviamente, a expressão (1.41) é a mesma expressão da difusão anisotrópica

(1.8) se considerarmos o coeficiente de difusão da forma:

De fato, a expressão, (1.42) é um coeficiente de difusão, pois, esta ex­

pressão é não negativa, devido a expressão (1.16). Podemos observar que a função

fluxo utilizada para o caso uni­dimensional da difusão (veja (1.12)) é dada por:

d(s) =sc(s)=/f'(s). (1.43)

Como o funcional energia é limitado inferiormente, (1.17), You & Kaveh

em [26] provaram a estabilidade do sistema dada por (1.41) mostrando que o
sistema dissipa energia com o tempo. À derivada temporal do funcional energia

FE u(t)] do sistema é dada por,

——— = lim

que é a variação de Gâteaux (1.20) de E(u) na direção h = —V E(u).
Conseqiientemente, por (1.38), temos:

dE[u(t))
dh = (VE(), ­VE(0))

= (VE(u), VE(U)) <O,

22



1.3 Imagens Suavizadas por Partes

o que nos mostra que a difusão anisotrópica é realmente um processo que dissipa

energia com o tempo. Portanto, a difusão anisotrópica é um processo que visa

minimizar o funcional E(u) e chega a ser interrompida em pontos estacionários,

ou seja, em pontos onde, VE(u) = O.

Sendo o funcional energia uma medida da quantidade de suavização da

imagem, o processo de energia dissipativa da difusão anisotrópica (1.41) nos dá
uma continuidade de imagens com graus crescentes de suavização. Assim, o

comportamento da difusão anisotrópica é obviamente dependente da forma da

superfície de energia. Se o mínimo global dado por (1.18) é o único mínimo da

superfície de energia, o processo de difusão irá convergir para este único mínimo

global. Desta forma, podemos considerar a difusão anisotrópica bem posta.

Por outro lado, posteriormente mostraremos que sob certas condições, o

funcional energia terá um número infinito de mínimos globais, que são densos no

espaço imagem e assim, temos uma difusão anisotrópica mal posta.

O argumento que o mínimo global dado por (1.18) é único, é fundamental

para o uso da difusão anisotrópica como uma ferramenta para filtros de espaço

de escala. Se existe um mínimo local numa superfície de energia, o processo de

difusão pode ser interrompido em uma dessas superfícies e, então, a suavização

da imagem (remoção de ruído) pode ficar em um nível maior que o do mínimo

global. Assim, a suavização não será suficiente para a remoção de ruído.

1.3 Imagens Suavizadas por Partes

A derivação acima, foi baseada em um funcional energia E(u), definido

no espaço das imagens suavizadas. Entretanto, a maioria das imagens que esta­

mos considerando, contém uma grande quantidade de mudanças de intensidade,

ou seja, contornos. Neste caso, You & Kaveh em [26], modelaram a imagem uti­
lizando uma suavização por partes. Estes autores fizeram, uma extensão dos
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1.3 Imagens Suavizadas por Partes

resultados mostrados anteriormente para este tipo de suavização.

Seja 1(N)) a denotação do espaço imagem, definido como o conjunto das

funções suavizadas por partes na região 9), com descontinuidades somente nos

contornos da imagem. A principal dificuldade em estender a definição de E(u)

para este espaço imagem, é que o valor do gradiente |Vul tende ao infinito nos

contornos, ou seja, nas regiões com grandes mudanças de intensidade. Se a in­

tegral (1.15) é entendida no sentido usual, estes saltos nos contornos, não irão

contribuir para o valor do funcional energia. Um tratamento específico deste fato,

esta sendo feito envolvendo a integral de Lebesgue­Stieltjes. Aqui, You & Kaveh

utilizaram a função delta de Dirac [12], definida da seguinte forma:

Definição 1.14. À função impulso unitário, ou função delta de Dirac é definida

como tendo as seguintes propriedades:

óte)=12 O se DÃO, f s(n)dr =1. (1.46)e

+oo, se r=O0,

Uma imagem u(r,y) E I(0) pode ser escrita como,

u(r,y) = w(x,y) + s(1,y) (1.47)

sendo w(r,y) a parte suavizada de u(r,y) e s(x,y) representa o “salto” no con­

torno, que chamamos de “step images” e definimos da seguinte forma [26]:

Definição 1.15 (“Step Images” [26]). Seja S um subconjunto de N). A função
definida por:

xs(1,4) = Lt Ens (1.48)
O, caso contrário,

é conhecida como função característica de S. Uma “step image” é uma com­

binação linear de um número finito de funções características. Especificamente,

sejam 92;, à = 1,2,..., n, partições de £), então, a “step image” será dada por:
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1.3 Imagens Suavizadas por Partes

s(x,y) =D sixa(x,y) (1.49)

sendo, s;, é = 1,2,...n, constantes e não necessariamente iguais a partição adja­

cente 9);. Por exemplo, considere a seguinte “step image”:

Ss, ToOST<T)

S(T,Y) = s, n<T<X2,)

3, TA<STST3

sendo s1 É S2 € 82 É S3.

Assim, por (1.49), podemos reescrever a integral (1.15) como a soma de
duas integrais:

sendo E(w) a integral usual com o integrando suavizado e E(s) é a integral que
tem a “step image” como seu integrando.

Supondo que s(r,y) consiste de um salto no contorno ao longo de uma

curva | (não necessariamente conexa ou fechada), com um salto J(r,y), podemos
fazer uma aproximação deste salto através de um contorno inclinado vír,y; À),

com um comprimento A, ilustrado na figura 1.1 a seguir.

Salto no contorno (“Step Edge”)

/ Aproximação do salto no contorno (“Slope Edge”)

Figura 1.1: Interpretação da integral pela função impulso nos contornos da imagem.

Desta forma, You & Kaveh [26], calcularam o valor do gradiente nesta
inclinação através da seguinte expressão:
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1.3 Imagens Suavizadas por Partes

[Vela a)| = PEL (1.52)

Esta, é uma função impulso, pois, quando, À — O, temos, [Vu(x,y; A)| —
oO E sua área tende para,

Ale») = |J(z,y)|.
Integrando E(v) na direção ortogonal a [| e depois ao longo de [, temos,

)= fai [Pa dl. (1.53)

Como v(x,y; À) — s(r,y) quando À — O, temos:

E(s)= lim fai [PazOdie [im f [a]as

1
Lda =

0, f(0o) < oo;

f'(co)/flJ(z,9)|dl, f(co)= co.
Observe que f'(0o0) = O, sempre que f(0o) < co. Logo, a expressão

(1.54)

(1.54), pode ser simplificada para a seguinte forma:

E(s) = f(co) fJe, y)(dl, (1.55)

que é a integral de linha no contorno. Desta forma, You & Kaveh, generalizaram

os resultados apresentados em [1].

Com esta definição prévia da extensão do funcional energia E(u), pode
mos mostrar que as expressões dE(u; h), (1.35) e VE(u) (1.40) são válidas, exceto

quando todas as derivadas envolvidas são generalizadas. Portanto a relação entre
a difusão anisotrópica e o funcional energia, pode ser utilizada para fazermos uma

análise do comportamento da difusão anisotrópica.

Como vimos anteriormente, existe uma forte relação entre a difusão

anisotrópica e o funcional energia E(u). Vamos então, identificar condições para
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1.4 A Difusão Anisotrópica Mal Posta

existência de pontos estacionários no funcional E(u) (definição (1.7)) e, também,

analisar a natureza destes pontos. Assim, temos condições suficientes para iden­

tificar se uma difusão anisotrópica é bem ou mal posta.

1.4 A Difusão Anisotrópica Mal Posta

Nesta seção, mostraremos que sob certas condições, o funcional ener­

gia E(u) têm um número infinito de mínimos globais que são densos no espaço

imagem.

Considere a “step image” mostrada anteriormente, (1.49), e denote

n= |) on,
i=1,2,...,n

sendo 39; a fronteira de N,. Então o gradiente da imagem (1.49) pode ser obtido

da seguinte forma:

o, (1y)EN
|Vuíz,y)| =

a.O, caso contrário.

Por exemplo, no caso da expressão, (1.50), dada por,

Ss, ToST<T)

s(1,y) 829, TIÉTI<X)

S3, TA<T<ST3

com s1 É s2 € 582 É sa, temos

|Vu(r,y)| = (s2 — s1)ó(x — 11) + (53 s2)ó(x — x2)

sendo ó(r) a função impulso de Dirac.
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1.4 A Difusão Anisotrópica Mal Posta

Teorema 1.1 (You & Kaveh [26]). Cada uma das “step images” dadas por
(1.49), densas no espaço imagem I(S)), é um ponto estacionário de E(u), definição

(1.7) se, e somente se,

f(0o) =0. (1.58)

Demonstração. Como as “step images” são densas no espaço imagem I(9), cada

sinal contínuo pode ser aproximado por uma sequência de sinais menores (“step

signals”), ou seja, para cada sinal contínuo u, existe uma sequência desses sinais

menores, (sn), n=1,2,..., tais que:

lim s, =u.
NAO

(<=) Sendo,

Vu
< ! —0< lim |! (Vu

Vu
— F 1 —= vim (IVul) [va

= f'(0o)=O,

'
Vu

f VU) =
Pelas expressões, (1.32), dada por,

O, para

segue que:
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1.4 A Difusão Anisotrópica Mal Posta

SUVuubreA = O, para (t,y)EN­O. (1.62)

Combinando­se as expressões (1.61) e (1.62), obtemos,

S'Uvuur E1º para (r,y)EQO.
Logo, pela expressão (1.41), dada por,

Ou
ot

temos, VE(u) = 0. Y

= vet=do [r1ve)E],
(=) Considere a variação de Gáteaux (1.35) de E(u), em uma “step image” s,
na direção h = s, ou seja,

dE(u;h)= f favour Vhdo.

Vs=(s,s) e |Vs|= /si+s,

Vs 1 1aNs VE Ns ((Sz)sy) ­ (Sz,5,y)) = Was =|Vsl,
sendo (.) a representação do produto escalar.

Dessa forma,

dE(s;9) = | PUVsDIV Ido.

FUVsDIVS| =0 = f'(co)|Vs|

quando |Vs| = O, a expressão (1.64), pode ser escrita da seguinte forma:

aE(s;s) = | S(oo)IVsIdo,
29
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14 A Difusão Anisotrópica Mal Posta

que, comparada com a expressão (1.55) nos dá:

dE(s;s) = f(co) [1J(z,y)|dl. (1.66)
!

Para a “step image” (1.49) a integral na última equação é não nula, então

dE(s; s) = O somente se f'(00) = O, completando a demonstração. ví

O teorema a seguir, ilustra a origem dos pontos estacionários.

Teorema 1.2 (You & Kaveh [26]). Se a função f(.), de uma difusão anisotrópica,

satisfaz f'(00) = O, então:

(i) cada uma das “step images” que são densas no espaço imagem, é um

mínimo global de E(u);

(ii) o funcional E(u) é descontínuo para toda imagem suavizada, exceto para a
imagem constante (1.18).

Demonstração:

(1) Para uma “step image” s, o valor de w na expressão (1.47), (u(x,y) = w(r,y)+
s(xr,y)) é uma imagem constante. A expressão, (1.55), nos diz que

E(s) = f'(co) /f(x, y)|d.
Logo, por (1.49) e pela hipótese f'(co) = O, temos que E(s) = 0. Por­

tanto, por (1.51),

E(s) = E(w) = E(imagem constante) (1.67)

que é o mesmo valor do mínimo global (1.18) de E(u). Logo, cada uma das “step

images” (1.47) é um mínimo global de E(u). Y
(ii) Da expressão (1.59), temos que um sinal contínuo u, pode ser aproximado por

uma sequência de “step signals” sn, n=1,2,... . Para uma imagem contínua

u, é óbvio que E(u) £ O, exceto quando u é uma imagem constante (veja a
expressão(1.18)). Por outro lado, as expressões (1.55),
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14 A Difusão Anisotrópica Mal Posta

E(s) = f'(co) Jf [J(x,9)1d,
e (1.58), f'(co)=O0, nos mostram que E(s,) = 0, n=1,2,.... Assim,

lim E(s,) = 0 £ E(u). (1.68)
NAOO0

Portanto E(u), não é contínua em u, exceto para a imagem constante
(1.18)./

Para melhor ilustrarmos como a difusão anisotrópica é mal posta, com­

paramos nosso espaço imagem com a reta real, as imagens contínuas com os
números racionais e as “step images” com os números irracionais.

Então, dos teoremas (1.1) e (1.2), o funcional energia, tem valores não

nulos para todos os números racionais e valor nulo para todos os números irra­

cionais. Uma vez que os números irracionais são densos na reta real, ou seja,

existe um irracional entre quaisquer dois racionais, o funcional energia é muito

irregular e, assim, não é possível saber em quais desses “números irracionais” a

difusão anisotrópica irá atuar, como podemos ver na figura 1.2 a seguir.

Existe uma "step image” (mínimo global) entre
quaisquer duas imagens contínuas

S
up

er
fíc

ie
d

e
E

ne
rg

ia

"Step Images"
[M Ínimos Globais)

+

Espaço Imagem

Figura 1.2: Esquema de alguns modelos de difusão anisotrópica mal postos.

A seguir, mostramos sob quais condições a difusão anisotrópica pode ser
considerada bem posta.
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1.5 A Difusão Anisotrópica Bem Posta

1.55 A Difusão Anisotrópica Bem Posta

Uma difusão anisotrópica será considerada bem posta, se a imagem cons­

tante, dada por (1.18), é o único mínimo global do funcional energia E(u), pois,
dessa forma, o processo de difusão irá convergir para este mínimo global. À seguir,

veremos dois teoremas, que nos fornecem condições necessárias para a existência

de um único mínimo global.

Do teorema (1.1), as “step images”, dadas por (1.49) não são pontos
estacionários de E(u), se f'(00) £ O. Estendemos este resultado para o seguinte
teorema:

Teorema 1.3 (Whitaker & Pizer [28]). Se f'(00) £ O então, apenas a imagem

constante (1.18) é ponto estacionário de E(u).

Demonstração. O teorema (1.1), nos mostrou que as “step images”, (1.49), não

são pontos estacionários do funcional E(u). Assim, precisamos mostrar somente

que as imagens suavizadas também não são.

Considere a variação de Gâteaux (1.33) de E(u) em uma imagem suavizada

u na direção h = u. Logo,

Assumindo o fato que uma imagem suavizada não é uma imagem cons­

tante, então existe uma área menor 8Y C 9) em que [Vu] £ 0. Então o integrando

é positivo nesta área, pois, f'(|Vu|) > O. Assim, não é possível que esta integral

seja nula para uma imagem suavizada, exceto para a imagem constante (1.18).

Portanto, todas as imagens em I(N), exceto para a imagem constante (1.18),

não são pontos estacionários de E(u), definição (1.7), encerrando desta forma a

demonstração. vY

Este teorema, estabelece, que se f'(0o) £ O, a imagem constante (1.18) é
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1.5 A Difusão Anisotrópica Bem Posta

O único mínimo global de E(u). Este fato, entretanto, não exclui a possibilidade

que a superfície determinada pelo funcional E(u) possa ser irregular, considerando

a possibilidade do processo de difusão exibir um comportamento desconhecido até

convergir para a imagem constante (1.18).

Em [26] You & Kaveh, apresentam o seguinte coeficiente de difusão,

1. (T+e)!

c(r) = (1.70)
1 x +e)D!1 plg+er"
x Tr

 t2=T

com e > O e0<p<l, tem f'(o0o)=120. Com a utilização deste coeficiente

a imagem constante é o único mínimo global pelo último teorema. Mas o efeito

equivalente a uma difusão anisotrópica mal posta, pode aparecer durante o pro­

cesso de difusão, ainda que posteriormente este efeito desapareça, como o exigido

pelo último teorema. Portanto, precisamos de condições fortes para fazer com que

f'(0o) £ O faça a superfície de E(u) ser suficientemente regular para evitar que

o efeito de uma “step image” equivalente apareça durante o processo de difusão.

O único modo de fazer isso é exigir que o funcional E(u) seja convexo. Assim,

estes autores apresentaram o seguinte teorema.

Teorema 1.4 (You & Kaveh [26]). Se a função f(.) de uma difusão anisotrópica
é converxa, então seu funcional energia E(u) é convexo e a imagem constante

(1.18), (u(x,y) = constante), é seu único mínimo global.

Demonstração. Sejam, ui, u2€ I(9N)), com ui É us, então, para cada À € (0,1),
temos a seguinte desigualdade , conhecida como desigualdade de Minkowski,

[V[Au, + (1— A)ua]| < AlVw|+ (1— A)| Vu]. (1.71)

Como f'(|Vul) > O, f(.) é estritamente crescente. Logo, por, (1.71),
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1.5 A Difusão Anisotrópica Bem Posta

F(IVI + (1 Null) < (Alva + (MV). (172)
Sendo f(.), convexa, temos:

S(AlVU|+= Vu) <AMMOVUD + A)SOVD (173)

Portanto, por (1.72) e (1.73),

F (Vu, + (1 A)ua]) < MAI) + (1 A)S(1A)). (1.74)

Integrando­se a expressão (1.74), obtemos,

"F(IVIM+(1­A)Udl|)aO < a " FÚVuIDAN+(1­2) " SUVuaN)AN, (1.75)
ou seja, pela expressão (1.15), temos,

E (Au + (1— A)uz) < AE (11) + (1— A) E (12), (1.76)

e, portanto, o funcional E(u) é convexo pela definição (1.9).

Para provarmos a unicidade do mínimo global, utilizamos o teorema (1.3)
e o fato que f'(0o0) é O se f(.) é convexo. De [5], temos o seguinte teorema.

Teorema 1.5 (Bazaara & Shetty [5]). A função f(.) é convexa, se e somente
se,

f(x) > f(xo) + F(ro)(r — xo) paratodo x,x>O0. (1.77)

Demonstração. (=) Suponhamos f(.) convexa. Então, para todo A com 0 <A <

1, temos,

F(Ar +(1= Mo) < MS(x) + (1— Mf(zo)

34
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1.5 A Difusão Anisotrópica Bem Posta

& (3a + (1 zo) < Af(z) + f(zo) — M(0o)

& (Ar +(1= Yo) — f(xo) < (f(x) — f(xo))

Fla +(1— xo) — f(xo)
?

x
< f(x) — f(xo)

f(mo + A(z =) — f(zo) < flo) = fo)
Fazendo À — O em (1.78), obtemos:

F'(ro)(x — xo) < f(x) — f(xo) JÁ

(<=) Agora, suponha por hipótese, f(x) > f(xo) + f'(rxo)(x — xo), para todo
To,%7 > O. Sejam, 11,172 > 0 e, O < A < 1. Considerando xo = Ar; +(1— A)ra e

T=T) OUT =7Ts, temos:

S(x1) > f(xo) + F(xo)(t1 — To), (1.79)

f(x2) > f(xo) + F(ro)(x2 — xo). (1.80)

Multiplicando (1.79) por À e (1.80) por (1— 2) e somando­se as duas expressões,
obtemos:

MM (x1)+(1­2)f(22) > Af(zo)H+Af'(xo)(x1­xo)(1­2) f(xo) (1­2) F'(to)(x2­Xo)

& M(ti) + (1 3) f(22) > f(ro) + Flzo) (An, Ato +(1­A)6L4=(1­2 N)%o)
& Mai) + (1— 3) f(02) > f(zo) + flo) (An +(1— Ja ==o) — (181)

Como consideramos, ro = Ar1 + (1 — A)x2, substituindo este valor na expressão,

(1.81), obtemos:
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1.5 A Difusão Anisotrópica Bem Posta

> S(ni+(1­2) < (1 Nf),
completando a prova do teorema. rá

Se considerarmos ro = oo e assumirmos que f'(xo) = f'(0o) = 0, a
expressão (1.77) nos diz que:

f(x) > f(coo) paratodo x>O, (1.82)

contradizendo com o fato de f(.) ser crescente. Portanto, devemos ter f'(0o) £ O e
assim, pelo teorema (1.3), apenas a imagem constante (1.18) é ponto estacionário

de E(u), completando a prova do teorema (1.4). Y
Podemos verificar que o teorema acima também é válido para “step imag­

De fato, suponhamos que s1,s2 E I(N.)) com s;7 é s2, sendo s7 e s2 duas

“step images” com seus “step edges” ao longo das curvas /, e lo. Seja, | = 1, Ula

e, Jj e Ja respectivamente, os saltos de s, e s2. Então, pela expressão (1.55),
dada por,

E(s) = f'(co) flJ(z,9)ld,
e utilizando­se a desigualdade de Minkowski, temos:

E(asi+(1­Ns2)= f(co)/fIA +(1=N) Jd

(co) 1, = NV) f'(co) [1a
1.83<MQ( lara MS tata, (1.83)

que é o mesmo quando (1.76) é dado pelas “step images”, quando sua integral é

interpretada através da expressão (1.55). Temos, então, o seguinte corolário:

36
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1.6 Decomposição Ortogonal e Interpretação Geométrica da Difusão
Anisotrópica

Corolário 1.1 (You & Kaveh [26]). Se f(x) > O para todo x > O, então a
imagem constante (1.18) é o único mínimo global de E(u) e a difusão anisotrópica

é bem posta.

Demonstração. À demonstração do resultado acima, é baseada também em outro

resultado de [5], que estabelece que f(.) é convexa se e somente se, f(x) > O
para todo x > O. Assim, como por hipótese, f(x) > O, segue que f(.) é convexa.

Sendo f(.) convexa, pelo teorema (1.4), o funcional energia E(u) é con­

vexo e a imagem constante (1.18) é seu único minimo global, e também dessa

forma, a difusão será bem posta. á

Anteriormente, discutimos o comportamento global da difusão anisotrópica.

Na seção 1.6 a seguir, fazemos algumas considerações a respeito do comporta­

mento local do processo de difusão.

1.6 Decomposição Ortogonal e Interpretação

Geométrica da Difusão Anisotrópica

Em um ponto específico (r,y) E N) de uma imagem, o comportamento

da difusão anisotrópica (1.41) depende é claro de f'(|Vu(r,y)|) que, em geral,

depende das características da função f no ponto (x,y). Em nosso caso, essas
características são melhor caracterizadas através da estrutura da matriz Hessiana

de f, dada por:

| PSVU) PSQVU) |
Ox? OxOdy

H(x,y) =
OºfIVU) PSQVU)

OyOdx Oy?

Os autovalores da matriz (1.84) são dados por:
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1.6 Decomposição Ortogonal e Interpretação Geométrica da Difusão
Anisotrópica

Á V
nUVUN) = e (IVA) =S(Vu). (1.85)

Por (1.42) temos A; = c(|Vu]). Dessa forma, a difusão anisotrópica mostrada em
(1.41) pode ser escrita como:

= = ND, + AD, (1.86)

sendo,

2 2D.= ULUIy — QLUZUJUAY + UnUxo
eo u2 + u?

E y

,

2 2ULUza + 2UZUJUZIY + UsUyy
9 2 2uz + uz

(1.88)

As expressões (1.87) e (1.88) são as derivadas direcionais de segunda ordem de

u nas direções ortogonal e paralela ao gradiente local, respectivamente. Como as

duas derivadas direcionais estão em direções ortogonais, a equação (1.86) repre­

senta uma decomposição ortogonal da difusão anisotrópica, como podemos obser­

var na figura 1.3, com pesos dados pelos autovalores da matriz (1.84).

Difusão na direção contorno da imagem

do gradiente

radiente9 Fo

Difusão na direção
Partogonal ao gradiente

Figura 1.3: Decomposição Ortogonal da Difusão Anisotrópica.
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Anisotrópica

Como o coeficiente de difusão é não­negativo, devido a (1.16), o primeiro
termo da expressão (1.86) representa a difusão na direção ortogonal ao gradi­

ente. Assim, temos uma preservação dos contornos uma vez que este também é

ortogonal ao gradiente.

O segundo termo de (1.86) representa a difusão na direção do gradiente

local. Este termo tem um comportamento suavizador se As(|Vu|) > O, caso

contrário, ou seja, se A2(|Vu|) < O, o ruído é preservado. Para preservamos os

contornos da imagem enquanto suavizamos regiões com pequenas variações de

intensidade, devemos ter:

fr A 20 ST (1.89)
<Oo, r>T

sendo T uma parâmetro.

Considerando­se que a evolução temporal na expressão (1.41) pode ser

interpretada como sendo um processo decrescente da superfície do funcional ener­

gia E(u), seu comportamento depende da forma de sua superfície de energia e

das condições iniciais onde inicia­se o processo. Se esta superfície tem um único

mínimo global, então o processo de difusão irá convergir para este mínimo, seja

qual for a imagem inicial. A difusão anisotrópica é então considerada bem posta.

Entretanto, se a superfície de energia do funcional E(u) é irregular e tem vários

mínimos locais, então o processo de difusão pode convergir para qualquer um

desses mínimos locais e, assim, a difusão é considerada mal posta. Maiores de­

talhes a respeito da decomposição ortogonal da difusão anisotrópica e sua inter­

pretação geométrica podem ser encontrados em [20].

Na próxima e última seção deste capítulo, mostramos alguns exemplos e

respectivos resultados experimentais de alguns coeficientes de difusão anisotrópica,

obtidos por You & Kaveh.
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Di­

fusão Anisotrópica

As técnicas numéricas utilizadas por You & Kaveh, na obtenção dos resul­

tados mostrados nesta seção, foram baseados em leis de conservação hiperbólica

e na teoria de soluções viscosas [19], [21], [29]. A equação de difusão anisotrópica,

OuEla div (e(IVul)Vu),
proposta por Malik & Perona [20], foi discretizada da seguinte maneira:

utj'= u?;+ 5 (as fe [1/(ATut;)? + mº(Auz,ALu?;| AF; )

+ A fe [/(ATup,)2 + m2(ALuB,, ALuz)| Atuz,)) (1.90)

sendo At, o passo no tempo, h o tamanho do passo na malha espacial e,

Fo — .ALUGO UGT Ui

ALUGO UGT Um
,

AUGE UG Ui
AL UG UG Unjn

min(a,b), se a>0 e b>O

m(a,b)= max(a,b), se a<0 eb<O. (1.92)

0, caso contrário

Considerando­se os coeficientes de difusão dados pelas expressões (1.9) e

(1.10) e, f'(s) = s c(s), temos:

respectivamente.
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

Como as duas expressões em (1.93) satisfazem, f'(00) = O, pelo teorema
(1.2), ambas são consideradas mal postas.

No primeiro experimento feito por You & Kaveh, utilizou­se a imagem
da “Lenna” com aproximadamente SNR = 10dB de ruído Gaussiano, como
podemos ver na figura 1.4 a seguir:

Figura 1.4 (a) e (b): Imagem Original e com ruído, SNR = 10dB, respectivamente.

Utilizando o coeficiente de difusão proposto por Malik & Perona:

para processar a imagem com ruído, figura 1.4(b), temos os seguintes resultados,

utilizando­se a constante k = 10.0, que claramente nos mostra que este coeficiente

de difusão é incapaz de remover completamente o ruído da imagem.
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1.77 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

Figura 1.5: (a) Imagem Processada com 16; (b) com 128 e (c) com 4096 iterações,
respectivamente.

Outro resultado interessante, mostrado por estes autores, é obtido se

considerarmos que a linha de pesquisa da remoção de ruído, baseada na variação

limitada pode ser colocada na categoria da difusão anisotrópica. O algoritmo

original desta difusão, considera o seguinte problema de minimização [21]:

min / |[VuJjdo, (1.94)
* Ja

sujeito a

lu — uol = 0? (1.95)

sendo u, a imagem inicial com ruído e 0º a quantidade de ruído aplicado a ima­

gem. Ignorando­se a limitação dada por (1.95), a expressão (1.94) é exatamente

o funcional energia E(u), com f(r) = x. O correspondente coeficiente de difusão

é dado por:
(1.96)

Sendo, f(x) = x, obviamente, temos que f'(x) = 1 e f(x) = O, então,

pelo teorema (1.4), esta difusão é considerada bem posta. Como f"(r) = O,

este coeficiente de difusão suaviza a imagem somente na direção ortogonal ao

gradiente, assim, este coeficiente de difusão tende a preservar os contornos, como

podemos observar na figura 1.6 a seguir,
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

Figura 1.6 (a) e (b): Imagem processada com 25 iterações utilizando o coeficiente
de difusão (1.96) e respectiva segmentação.

Observe ainda que f'(r) = 1, contradizendo a condição necessária f'(0) =

O, que não foi considerada por [21]. Entretanto, na implementação prática no com­
putador, para superar este problema, You & Kaveh incluíram apenas a condição

“de não suavização”, quando |Vu] = O, o que força f'(0) = O no algoritmo im­

plementado.

Além disso, o algoritmo de base variacional acima, tende a produzir o

reconhecimento de falsos contornos (“blocky effects”) nas áreas suavizadas. Este

fato, pode ser atribuído a descontinuidade de f'(r) no ponto x = O e na sobre­

suavização de áreas já suavizadas por causa do coeficiente de difusão c(r) da
expressão (1.89), que torna­se muito grande quando x é muito pequeno, o que

causa uma divisão por zero, durante o processo iterativo.

Em geral, para tratar deste problerna, foi proposta a seguinte modificação

no coeficiente de difusão (1.96):

(1.97)

x>T

sendo T, um parâmetro selecionado para uma aplicação em particular. Neste

caso, You & Kaveh fixaram T = 3.0. Desta forma, f(.) fica sujeito a uma difusão
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

uniforme, onde o gradiente da imagem é pequeno para efetivamente suavizar áreas

com ruído, enquanto “ignora” áreas de contorno. Podemos ver o resultado obtido

com este coeficiente de difusão, na figura 1.7 a seguir.

.

Ho

.R
.

V

À

"”St t a

Figura 1.7 (a) e (b): Imagem processada com 25 iterações utilizando o coeficiente
de difusão (1.97) e respectiva segmentação.

Observe que a derivada de segunda ordem, f"(x), é de tal forma que c(.)
não é contínua em x = T. Para minimizar este problema, You & Kaveh [26]
propuseram a seguinte expressão:

/ vVrº + — (7 ­a))+b—b+ Va? +fia) = +

onde a controla a aproximação f'(r) «= x e b controla a suavização da transição

(1.98)

entre f'(x) = x e f(x) & 1. É claro que as medidas mostradas acima não nos
dão uma solução completa para o problema do anulamento de |Vu| e, assim, um

estudo mais específico é necessário para solucionar este problema.

Uma extensão da difusão de base­variacional total foi proposta em [27],
que pode ser generalizada na seguinte expressão:

f(r)=(r+e, e>0 e O<p<l. (1.99)

Como f(x) = p(p — 1)(r +€)”* < O, para O <p < 1, este coeficiente

de difusão, utiliza a difusão inversa para preservar os contornos da imagem. Este

EV
AVAVAY

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

coeficiente também é mal posto, pois satisfaz f'(0o) = 0 e daí, utilizamos o
teorema (1.2). De fato, observe que

F'(0o) = lim p(z + e)” '=0, para O<p<Ll. (1.100)

Desta forma, teremos problemas associados as “step­images” durante

o processo de difusão, principalmente, com o reconhecimento de muitos falsos

contornos. Mas, estes falsos contornos desaparecem gradualmente, a medida que

o processo de difusão evolui, nos dando então uma boa performance. Deste modo,

podemos fazer a devida discretização do problema na sua representação digital e

processamento.

Este coeficiente de difusão, como os outros mostrados anteriormente,

tende a produzir os chamados “blocky effects”, reconhecimento de falsos con­

tornos, em áreas suavizadas pois,

lim f'(x) =pe" 140, (1.101)

e assim, devemos redefinir a expressão f'(0) = O, como é exigido pela expressão

(1.32). Dessa forma, para minimizar este problema, You & Kaveh modificaram o
coeficiente de difusão c(.) para a seguinte forma:

T+e)º

c(x) (1.102)
p(x +e)P!

T

que basicamente realiza uma difusão uniforme em toda a imagem evitando desta

, x>T,

forma, os “blocky effects”. A implementação deste coeficiente de difusão, nos deu

o seguinte resultado, com T = 3, e = 1.0e p=0.5:
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1.77 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

Figura 1.8 (a) e (b): Imagem processada com 270 iterações utilizando o coeficiente
de difusão (1.102) e respectiva segmentação.

Para encerrar, You & Kaveh apresentaram um exemplo não satisfazendo

a condição f'(co) = O. Seja,

1, (T+T TI x<T
c(r)=

1,06 17
T T

come>Oe0O<p<l.

Como fizeram anteriormente, You & Kaveh, verificaram que f"(x) =

P(p— 1)(r +e) <O para 0 <p<lex>T. Também mostraram que f'(0co) =

1, e pelo teorema (1.1), as “step­images”, não são pontos estacionários, pois,

f'(0o) = 1. As simulações, mostram que os efeitos de escalonamento da imagem

irão aparecer e depois desaparecer a medida que o processo de difusão evolui,

satisfazendo desta forma o teorema (1.3). Utilizando os mesmos parâmetros para

o coeficiente de difusão (1.102), ou seja, T = 3.0, e = 1.0 e p = 0.5, obtemos o

resultado mostrado a seguir.
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1.77 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

Figura 1.9: (a) Imagem processada com 50 iterações utilizando o coeficiente de

difusão (1.103) e respectiva segmentação (b); (c) Imagem processada com 100 iterações e

respectiva segmentação (d).

O resultado mostrado pelo coeficiente de difusão (1.103), mostrou­se

muito eficiente na remoção do ruído da imagem, porém, a medida que aumen­

tamos o número de iterações, temos uma perda significativa dos contornos da

imagem, como podemos ver na figura 2.8 (c) e (d), respectivamente. Considera­

mos que este coeficiente de difusão, foi o que apresentou o melhor resultado em
comparação com os outros mostrados anteriormente, figuras 1.8 (a) e (b).

Assim, através dos resultados obtidos na prática, mesmo alguns coe­

ficientes de difusão considerados bem postos, como por exemplo, o coeficiente
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusão Anisotrópica

dado por (1.96), mostraram­se ineficientes na remoção do ruído da imagem. Dessa
forma, através, das modificações propostas por You & Kaveh, foram obtidos coefi­

cientes de difusão, mais eficientes, porém, mal postos, no sentido de que a medida

que evoluímos na escala temporal, temos uma perda dos contornos originais da

imagem.

No capítulo 2 a seguir, mostramos uma alternativa apresenta por You

& Kaveh, para minimizar este problema da perda de contornos, utilizando uma

equação diferencial parcial de quarta ordem. A partir dessa equação propomos

alterações no coeficiente de difusão, as quais nos forneceram resultados bastante

satisfatórios.
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Capítulo 2

Equações Diferenciais Parciais de

Quarta Ordem no Processamento

de Imagens

Com os resultados obtidos pelos coeficientes de difusão, mostrados no fi­

nal do último capítulo, nos deparamos com necessidades de propósitos contrários,

isto é, queremos obter suavização e ao mesmo tempo manter os contornos origi­

nais da imagem. Entretanto, como vimos, um processo não implica o outro,

pois, nas regiões das imagens onde o processo de difusão é muito intenso, é co­

mum perdermos as características originais dos contornos. Podemos observar esse

fato, nos resultados apresentados pelo coeficiente de difusão (1.103), onde é evi­

dente que a medida que aumentamos o número de iterações, conseguimos uma

boa suavização, porém, temos uma perda acentuada dos contornos originais da

imagem.

No capítulo anterior, mostramos o estudo do comportamento do pro­

cesso de difusão anisotrópica realizado por You & Kaveh cujo objetivo é jus­

tificar teoricamente quando o processo de difusão é bem ou mal posto. Neste
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

capítulo, aplicamos os conceitos e resultados apresentados no capítulo anterior a

uma E.D.P. de quarta ordem, visando obter um processo de difusão bem posto

para eliminação de ruídos em imagens. Além disso, propomos duas alternativas

de escolha do argumento do coeficiente de difusão dessa E.D.P. de quarta ordem.

As implementações numérica dessa E.D.P. é mostradas no capítulo 3 a seguir e

os resultados experimentais obtidos são mostrados no capítulo 4.

2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por

You & Kaveh

As equações diferenciais parciais de segunda ordem, são consideradas uma

ferramenta muito útil no estudo da remoção de ruídos e espaço de escala de

imagens. Diversos modelos matemáticos foram desenvolvidos baseados nessas

E.D.P.'s de segunda ordem para eliminação de ruído e segmentação de imagens.

Dentre estes, os mais conhecidos são:

e O modelo de Malik e Perona [20],

ou
;E” div (c(|Vu)) Vu), (2.1)

sendo que o coeficiente de difusão c, age como um detector automático de

bordas.

e O modelo de Alvarez, Lions, Morel e Coll [1],

Ou : VuEra 9 (IG* Vu|) |[Vuldiv (E) , com u(r,y,0)=JT(x,y), (2.2)
onde o termo g(|G * Vu|) é usado como um intensificador de contorno, pois,

age como um controlador de velocidade da difusão, e G é uma função Gaus­

siana. O valor médio de Vu numa vizinhança do ponto (x,y) é calculada

pelo produto de convolução G * Vu. Se este valor for pequeno, então (x,y)
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

é considerado um ponto interior e a difusão nessa região será intensa. Por

outro lado, se o valor médio for grande, então (r, y) é considerado um ponto

de contorno e o processo de difusão será lento.

O modelo de Chen, Vemuri e Wang |8]

Ou— = |Vuldiv (a(o) VuOt | Vu] ) — [VulO(u — 1) (2.3)

sendo [ a imagem original com ruído. Também é ideal escolher a(x,y),

como uma função diferenciável de forma a possuir valor zero nas regiões de

contorno e valor 1 em regiões homogêneas. Uma boa escolha é a(r,y) =

9(IV(G * u)|).

O modelo de Barcelos, Boaventura e Silva Jr. (21,

VuOu

Ot— = g([VG, * ul) Vujdiv (E) —A(1­9)(u­]), (24)| Vu

onde, u(r,y,0) = I(x,y) representa a imagem original com ruído, 9(|G *
Vu|) é uma função monótona não crescente e novamente é usada como um

intensificador de contornos, o e À são parâmetros.

No trabalho apresentado por You & Kaveh [25], é proposta a utilização
de uma E.D.P. de quarta ordem, como uma nova ferramenta para evitarmos os

efeitos da perda dos contornos originais da imagem, ou seja, obtermos uma boa

relação entre a remoção de ruído e a preservação dos contornos da imagem.

Considere, primeiramente, o seguinte funcional definido no espaço das

imagens contínuas definidas na região O.

E(u) = " FUV2U)drdy (2.5)

onde Vº? denota o operador Laplaciano. Neste caso, You & Kaveh definiram que,

J(.) > O, seja uma função crescente, assim,
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

—f(>O, (2.6)

de forma que o funcional (2.5), seja, uma função crescente, com relação a suaviza­

ção da imagem, determinada por |Vºu|. Consequentemente, quando minimizamos
o funcional, estamos suavizando a imagem com ruído.

Esta minimização do funcional é uma forma especial de generalizar o

problema variacional, tratado em [?], dado por,

2

du e0x” Oui
sendo, 9) a região onde a imagem está definida.

Neste caso, a equação de Euler Lagrange equivalente é dada por,

2DT (dO;:) =0O, (2.9)

sendo, DT = — D; para derivadas de ordem ímpar e DI = D; para derivadas de
ordem par.

Como, estamos trabalhando com imagens bidimensionais, temos,

F(uzz, Up) = FIV? U) = f(luzs + ul). (2.10)

Desta forma,

OF ar gun

sendo, uma função definida da seguinte forma,
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

1) =
Neste caso, a equação de Euler, será dada por:

vº [FOUV2U)sign(V2)]| =
Agora, se definirmos,

Vu

[Vu] lv2an=o
podemos escrever, (2.14), da seguinte forma,

=0O,

Considerando o coeficiente de difusão, dado por

c(s) = => f(s)=sc(s),

podemos escrever a expressão (2.16), na forma,

Ff)
e)

V? [1722 (1 2) | = V? [ev 24) V 2%] =0. (2.18)

Como You & Kaveh estão minimizando o funcional E(u), resolveram a

expressão (2.18) na direção negativa do gradiente. Assim,

du

sendo a imagem com ruído, a condição inicial. A solução da expressão (2.19) é

ve) = —V fe(IV2u) 24], (2.19)

obtida, quando fazemos t — oo, mas, a evolução no tempo pode ser interrompida
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

a qualquer momento para obtermos uma relação ótima entre a remoção do ruído

e à preservação do contorno da imagem. Uma relação entre a equação de difusão

de quarta ordem e suas propriedades é mostrada em [6].
Considerando a seguinte definição apresentada por You & Kaveh [25]:

Definição 2.1 (Imagem Plana [25]). Uma imagem, cuja função intensidade
satisfaz a equação de um plano é chamada imagem plana.

You & Kaveh afirmaram então que o valor do operador Laplaciano apli­

cado a esta imagem é nulo, logo, esta imagem irá satisfazer a expressão (2.18).
Portanto, pela definição (1.7), uma imagem plana é um ponto estacionário da

equação de Euler (2.18), ou seja, VE(u) = O.
Também, mostraram que uma imagem plana é o mínimo global do fun­

cional E(u). De fato, utilizando a não negatividade de f(|Vºul), o funcional
E(u), será limitado inferiormente, ou seja,

E(u) > O. (2.20)

Desta forma, como f(|Vºu|) é uma função crescente de |Vºu|, a função
f, atingirá o mínimo global quando|Vºu| = O. Desta forma, o mínimo global, do
funcional E(u), dado pela expressão (2.5), ocorre quando,

|V u|=0, paratodo (r,y)EQO. (2.21)

Assim, como uma imagem plana satisfaz a expressão (2.21), esta, é um

mínimo global do funcional E(u). You & Kaveh concluiram que somente imagens

planas serão o mínimo global do funcional E(u), expressão (2.5), se a função f(.)

é convexa, ou seja, se

f'(s)>O0, paratodo s>O, (2.22)

pois o funcional E(u), dado pela expressão (2.5) é convexo sob esta condição.
Para provar a convexidade deste funcional, You & Kaveh, apresentaram o seguinte
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

teorema:

Teorema 2.1. Se a função f(.) de uma difusão anisotrópica é convexa, então

seu funcional energia E(u) é convexo.

Demonstração. Sejam u, e uz duas imagens definidas sobre uma região 6) com

u,1 * u2z. Então, para cada À E (0,1), temos a desigualdade de Minkowski [17]

dada por:

[Vº[Au, + (1— A)ua]| < APV 241] + (1— A) Vº02]. (2.23)

Sendo f(.) estritamente crescente por (2.6), ou seja, /'(.) > O, pela ex­
pressão (2.23) anterior, temos,

f(IVºlam +(1— MJual!) < F(arv2m| +(1­— IV). (2.24)

Utilizando a convexidade da função f(.), temos:

FAVA + = NIVA) <M(IVAA) + A =) (172) — (225)
Combinando as expressões (2.24) e (2.25), temos

FIV2 + (1 M)uall) < AS(IVAI) += N)SAV2U. (226)

Integrando (2.26), obtemos,

" [Vu+ (1= M)ualidA < à " f(IV2u)an +(1­») " f(IV24I) do.
(2.27)

Desta forma, por (2.5), obtemos:

E(Au + (1— A)us) < E(u4) + (1— A)E(uU2). (2.28)

Portanto, o funcional E(u), dada pela expressão (2.5) é convexo.
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

Desta forma, a medida que evoluímos o tempo t na expressão (2.19), es­

tamos suavizando a imagem até que esta se torna totalmente plana. Desta forma,

podemos evoluir além do necessário, e assim, perdemos os contornos originais da

imagem.

Por outro lado, se a expressão (2.22) não é satisfeita, ou seja, f"(s) <O

para algum ou para todo s > O, o funcional E(u) pode não ser convexo, e assim,

pode existir outro mínimo local e/ou global. À seguir, mostraremos que imagens

planas por partes são tais mínimos.

Sejam, N,,i = 1,2,...,n, partições da região 9). Definimos uma imagem

plana por partes, da seguinte forma:

n

s(0, y) = > si(z, y),
i=l

si(x,9) = imagem plana, se (r,y)ES: (2.30)
O, caso contrário.

Nesse caso, consideramos imagens planas na expressão (2.30), tais que

a combinação dessas imagens, s(x,y), seja contínua. Observe ainda que duas
imagens adjacentes s;(x,y) e s;(r,y) devem estar em diferentes planos, pois, caso
contrário, podemos combiná­las em uma única imagem.

Denotando­se 99; como a fronteira da partição 92;, então, 9); — 09; será

o interior de 9);. Desta forma,

Vsi(r,y) = constante, (x,y) E (9; — 99%),

para 1 = 1,2,...,n, ou seja,
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

Vºs(t,y)=0, (17,4) E(N— OM), (2.33)
n

sendo, 00 = U ON;, à união das fronteiras de todas as partições.
i=1

Como consideramos, que quaisquer duas imagens s; e s; estão em planos
diferentes, temos,

para quaisquer duas partições adjacentes 9); e N;, ou seja, o gradiente não é
contínuo na fronteira 09). Então,

Vºs(rt,y)=0o, paratodo (x,y)EedôN.

Assim, se definirmos que,

f'(co)=O0,

vVºFUV2U) Em =0 paratodo, (x,y) EÕÔN. (2.37)

Portanto, uma imagem plana por partes, satisfaz a equação de Euler.

Como, f'(.) > O, a expressão (2.36), nos mostra que é impossível para a

função f(.), satisfazer a condição f"(.) > O. Logo,

f'(s)<0O, paraalgum ss, (2.38)

ou equivalentemente, f(.) não é convexa.

Podemos observar, então que as expressões (2.36) ou (2.38) são funda­

mentais para a convexidade do funcional E(u) e, assim, tendo este funcional

apenas um único mínimo global, o processo de difusão que será bem posto devido
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22 AE.D.P. de Quarta Ordem Modificada

a esta unicidade, a partir de qualquer imagem inicial com ruído, irá convergir

para a imagem original a medida que evoluímos no tempo.

Na próxima seção, seguindo estes mesmos conceitos teóricos, propomos

duas modificações na E. D. P. (2.19).

2.2 A E.D.P. de Quarta Ordem Modificada

A fim de diminuirmos a perda de contornos, e assim, obtermos resultados

satisfatórios, propomos duas alterações na E. D. P. (2.19). Na primeira, subs­

tituímos o termo c(|Vºul), por c(|Vul) e, na segunda modificação, substituímos
c(|V?u]) pelo cálculo da norma do gradiente do produto de convolução |V(G,7*u)|.
A seguir, mostramos alguns detalhes a respeito de cada modificação.

2.2.1 A E. D. P. com o termo c(| Vu)

Nesta seção, mostramos a primeira modificação proposta na E.D.P. de quarta

ordem apresentada por You & Kaveh. Propomos, ao invés de calcularmos o

valor do coeficiente de difusão na norma do Laplaciano da função intensidade de

imagem, ou seja, c(|Vºu|), substituirmos este termo pela norma do gradiente da
função intensidade de imagem c(|Vuj).

Dessa forma, resolvemos numericamente a seguinte equação diferencial

parcial,

ou ºuSe == [PIVA
sendo a imagem com ruído a condição inicial... Numericamente, calculamos o

| = —Vº [e(IVul)V2%", (2.39)

coeficiente de difusão c(.) da seguinte forma:

1

es) = qt
sendo k uma constante.
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2.2 A EDP de Quarta Ordem Modificada

Propomos esta primeira modificação, a fim de explorarmos o caráter

seletivo apresentado pelo coeficiente de difusão c(.) quando aplicado ao argumento

|Vul. O “ideal” é termos c(.) próximo de 1 nas regiões homogêneas (regiões com
poucas mudanças de intensidade de cinza) e um valor próximo de O nas regiões

com grandes mudanças de intensidade, ou seja, os contornos e assim, preservá­los.

Este fato, não ocorre quando utilizamos o termo |Vºu| o que tende a causar um
maior “borramento” dos contornos da imagem recuperada.

Os resultados obtidos com esta modificação mostraram­se bastante satis­

fatórios, com uma boa preservação dos contornos da imagem. À seguir, mostramos

a segunda modificação que fizemos na expressão (2.19).

2.2.2 A E. D. P. com o termo c(|V(G, * u)|)

Além da moficação sugerida anteriormente, propomos uma outra modi­

ficação na equação diferencial (2.19). Agora, substituímos |Vºu| por |V(G, *u)|,
sendo G, uma função Gaussiana.

Dessa forma, calculamos a norma do gradiente do produto de convolução

IV(G, * u)| e, em seguida, o coeficiente de difusão dado por (2.40). Neste caso,

estamos resolvendo numericamente a seguinte equação diferencial:

Vu

| Vu]
Ou

/

de= ava) | =—V? [e(IV(Gs * u)|) Vu). (2.41)

sendo a imagem com ruído a condição inicial.

O termo |V(G, * u)|, nos fornece uma média ponderada dos valores de

|Vu] para pontos próximos a u, isto é, os pontos u;; circunvizinhos a u de forma
a ponderar o valor de |Vul.

Propomos a utilização deste termo, para evitarmos “picos” causados por

ruído quando temos |Vu|. Se esse valor for relativamente grande (o que acontece
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22 A ED.P de Quarta Ordem Modificada

nas regiões de contorno) teremos que o comportamento de |Vu| próximo a u é

uniforme, identificando dessa forma uma região de contorno.

Os resultados obtidos com a aplicação da expressão acima, foram em

geral melhores que os apresentados por You & Kaveh e, que os obtidos com a

expressão (2.39), para imagens com um nível baixo de ruído, como poderemos

observar no capítulo 4.

Para encerrar este capítulo, fazemos algumas considerações sobre a função

Gaussiana, utilizada na expressão (2.41).

Definimos a função Gaussiana G, da seguinte forma:

Definição 2.2 (Teixeira [24]). A função Gaussiana (ou função de distribuição
normal) de variância 0º é a função dada por:

1
——.

oV2T

Podemos, considerar 2t = 0º, o que implica na função Gaussiana:

—xºG, = 27. (2.42)

Gri(x) = e tt (2.43)

ou, como em nosso caso, considerando o caso bidimensional,

(22442Golx,4)= Ae, (2.44)20?º*T

Esta modificação é justificada devido a relação entre o parâmetro de

escala o e o tempo de evolução t. Além disso, temos que:

Y o parâmetro o é conhecido como o desvio padrão de Ga(x);

Y a função G, é par, ou seja, Gí(r) = G,(—rx) e consequentemente sua média

éu=o,;

Y a função G,7(x) é normalizada, isto é, f Go(r)dr = 1.
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22 A ED.P de Quarta Ordem Modificada

Todos esses fatos, fazem de G,, conhecida em equações diferenciais par­

ciais como núcleo de Poisson ou núcleo do calor, uma função propícia para se

criar filtros de sinais. Assim, o filtro Gaussiano é obtido através do produto de

convolução da função a ser filtrada u, com a função Gaussiana G,, denotado por

u*G,. O produto de convolução é um operador linear invariante por translações

que, no contexto do processamento de imagens, é utilizado para se encontrar uma

média ponderada de valores em uma vizinhança de um ponto arbitrário.

Os filtros Gaussianos fornecem filtros passa­baixa que, como o próprio

nome diz, permitem que apenas os sinais de baixa frequência sejam filtrados.

Como os ruídos contidos nas imagens são caracterizados por interferências de

alta frequência, os filtros Gaussianos são ferramentas eficazes na eliminação de

ruídos, justificando os bons resultados obtidos. Maiores detalhes a respeito da

função Gaussiana e suas propriedades, podem ser encontrados em [2].
A seguir, mostramos a forma como implementamos numericamente, os

três modelos a serem comparados: o modelo proposto por You & Kaveh, o modelo

com o coeficiente de difusão c(|Vu|) e o modelo com o coeficiente de difusão

c(IV(Gs * u)|).
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Capítulo 3

Implementação Numérica

As equações diferenciais (2.19), (2.39) e (2.41), relacionadas ao modelo

de You & Kaveh e as duas modificações propostas, respectivamente, mostradas no

capítulo anterior, podem ser resolvidas numericamente, através de um processo

iterativo. A busca de uma solução analítica para estas equações diferenciais, do

ponto de vista prático, é inviável, restando, portanto, a busca de aproximações

numéricas através de métodos apropriados para cada problema. Desta forma,

obtemos um conjunto de solução discreto, ou seja, aproxima­se o valor da solução

em pontos de um domínio discretizado.

Neste capítulo, abordamos a implementação numérica dessas três equações

diferenciais parciais através da discretização do domínio da solução, no qual a

equação diferencial esta definida. Obtemos soluções numéricas das equações de

diferenças, as quais representam um estágio da evolução na escala temporal, isto

é, a solução da E. D. P. no estágio n representa a evolução da E. D. P. no instante

de tempo t,. À solução numérica dessas equações geralmente é obtida através do

método de diferenças finitas.
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3.1 O Método das Diferenças Finitas

3.1 O Método das Diferenças Finitas

O método das diferenças finitas refere­se a discretização do domínio e

a substituição das derivadas presentes na equação diferencial por aproximações

envolvendo somente valores numéricos da função. Na prática, substituímos as

derivadas pela razão incremental que converge para o valor da derivada quando

o incremento tende a zero. Dizemos então, que o problema foi discretizado. Ao

substituirmos as derivadas, que aparecem na equação, por aproximações desse

tipo, estamos desprezando pequenas partes da solução e obtemos uma aproxi­

mação para a equação original. Essa nova equação é chamada equação de diferen­

ças.

A ferramenta matemática básica de aproximações para as derivadas é a

Série de Taylor, que nos dá várias informações sobre a função numa vizinhança de

um ponto r. Assim, para o caso unidimensional, isto é, funções de uma variável,

temos as seguintes definições:

Definição 3.1 (Cunha [10]). Seja y(x) uma função que admite derivada até
ordem 2. Então, a fórmula avançada para o cálculo de y'(x) é dada por:

=) by) (3.1)

h
sendo o erro cometido dado por 27 (6) comxT<E<x+h.
Definição 3.2 (Cunha [10]). Seja y(r) uma função que admite derivada até

ordem 2. Então, a fórmula atrasada para o cálculo de y'(x) é dada por:

sendo o erro cometido dado por EG) comxa—h<E<r.
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3.2 Definição de Malha

Definição 3.3 (Cunha [10]). Seja y(x) uma função que admite derivada até
ordem 3. Então a fórmula centrada para o cálculo de y'(x) é dada por:

Tt — y(r— 2?Y'(2) = y( is h) +=(8)
h

onde o erro cometido é dado por, ar (O), comx—­h<E<x+t+h.

3.2 Definiçãode Malha

Na construção de soluções aproximadas para as equações diferenciais par­

ciais por diferenças finitas, discretizamos o domínio no qual a equação diferencial

esta definida. Para executar essa tarefa, introduzimos uma malha onde defini­

mos a solução aproximada. Como mencionamos na introdução deste trabalho,

utilizamos imagens representadas pela função u: NE RP SR n=20un=3.

Como estamos trabalhando com imagens bidimensionais, ou seja, n=2,

devemos discretizar o domínio da função intensidade de imagem u(r,y), isto é, a

região 9), em uma malha bidimensional de pontos igualmente espaçados de passos

h e k, associada a cada ponto (z;,y;), dada por [10]:

(triy;)=(z+ihy+jk), 1j=+1,2.., (3.4)

sendo, (r,y) um ponto de referência arbitrário, mas, fixo, do plano, e h, k, cons­

tantes positivas, chamadas passos na malha. Estamos considerando h = k, o que

torna a malha regular em (x,y), como podemos observar na figura 3.1 a seguir,
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3.2 Definição de Malha

Figura 3.1: Malha regular de pontos resultantes da discretização de QN E Rº, com
17 x 27 pontos.

Como estamos trabalhando com imagens de dimensão n x m, onde n

representa o número de linhas e m o número de colunas, a região 6) deve ser

discretizada de forma regular com pontos igualmente espaçados, isto é, de passo

constante h = k = 1. Por uma questão de conveniência, a disposição dos eixos x

e y, esta seguindo o esquema apresentado na figura L.1, mostrada na introdução

deste trabalho.

t '

u(o,m­1” u(o,m) |

uin,1 MY uin EX unm­1)1 u(n,m)
T T

[U '
U '

Figura 3.2: Malha regular de discretização, com n linhas e m colunas.
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3.2 Definição de Malha

Generalizando as definições (3.1), (3.2) e (3.3) para o caso bidimensional,
obtemos as seguintes equações de diferenças relativas às derivadas parciais da

função u(x,y), onde admitimos h = 1:

ou
Ox

> ulx +1,Y) — uít,yY) = Unai Ui — fórmula avançada

o= = ult,y) — ulzr — Ly) = Ui — fórmula atrasada

Ou à Ult +1,y7)­ult—= 19) Uni Ui
Ox 2

”

2
— fórmula centrada

(3.5)

= ult,y +1) — ult,y) = Hj = Ui fórmula avançada

ulr,y) — ult,y — 1) = UG Ujoa fórmula atrasada

à Ult,y +1)=ult,y—1) Ugo Uja
”

2
"

2
fórmula centrada

(3.6)

É Ou
ur), (ur);dxÕ7 = u=(u), 2 (uz) 170 dj

UIFLJHITUISLAHAHLO Url j1TUIZ1 jl
22

2
Uit1j+1 — Uin1jW1 — Uinaj+21 + Ui1jo1

4
Pu
Amo Um Z Uno 2UG TU

du
dE Un Ui LUG + UG

De acordo com a regularidade da malha relativa à discretização da região

N, para pontos interiores a malha, usamos em nossas aproximações para a primeira

derivada os operadores de diferenças centradas.
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3.3 Implementação Numérica nos Pontos de Fronteira

Na próxima seção, mostramos como aproximamos o valor dessas derivadas

nos pontos de fronteira da imagem, ou seja, nos pontos localizados nas colunas O

e m, e nas linhas O e n, do domínio de discretização considerado.

3.3 Implementação Numérica nos Pontos de Fron­

teira

A equação de diferenças no cálculo do Laplaciano por exemplo, utiliza

os pontos “cardeais”, como podemos ver na figura 3.3.

Ui,

RE ——————o A —

"71

Figura 3.3: Esquema mostrando os pontos utilizados no cálculo do operador

Laplaciano na malha de discretização, no ponto u; ;.

Assim, quando calculamos o valor do Laplaciano nos pontos que estão na

fronteira do domínio O, onde esta definida a imagem, introduzimos os chamados

“pontos fantasmas”, ou seja, pontos fora do domínio 9), e que são mostrados na

figura 3.4 a seguir,

O pontas internos

> pontos de fronteixa
« pontos fantasmas

Figura 3.4: Malha de discretização de pontos da região 0) e detalhes destacando os

pontos internos e de fronteira.
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3.3 Implementação Numérica nos Pontos de Fronteira

Para atribuirmos valores a estes pontos fantasmas, utilizamos em nossas

aproximações para as derivadas o operador de diferenças avançadas nas regiões

Fra eFaeode diferenças atrasadas nas regiões F, e F3.

Então, considerando as condições de contorno de Neumann, ou seja,

ou
Or

Ou
—=0,
Oy

temos para as regiões F1, F2, F3z e Fa,

,Uij = Uso Un 0=Uj Us Ui Us
já = == —Uij = Ui Ui 0 =Ux41G Ui UI E Uij
1 = o

a. = e 2. .. == ..UÚ; j = Ui j Ui j1 0 = Ui j Ui j­1 Ui j­1 = Ui j
k =

= = aUij = Unj+l Ui 0=Uj+1 = Ui Uijrl = Ui

Assim, atribuímos valores aos pontos situados fora do domínio 92, para o

cálculo do Laplaciano da função intensidade de imagem u, da seguinte forma,

A atribuição dos valores nos pontos situados fora do domínio utilizados

no o cálculo do Laplaciano nos pontos situados nas regiões F,7, F3, F3 e F, está

representada na figura 3.5 a seguir,
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

A
M

M
A

­­
—

—
—

..
­O

­­
­—

—
n
­­

­­
A

D
­­

­—
—

—
—

— .
A

g
o

N
A

O pontos internos

> pontos de fronteira
= pontos fantasmas

Figura 3.5: Utilização das condições de fronteira de Neumann no cálculo de Vºu.

Utilizando as fórmulas de diferenças para o cálculo das derivadas parciais,

apresentamos na próxima seção, a implementação numérica das equações diferen­

ciais parciais de quarta ordem, (2.19), (2.39) e (2.41), relacionadas ao modelo de

You & Kaveh, e as duas modificações propostas, respectivamente. Neste traba­

lho, também apresentamos uma discretização do produto de convolução utilizado

em uma das modificações propostas.

3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de

Quarta Ordem

A implementação numérica das equações diferenciais parciais de quarta

ordem (2.19), (2.39) e (2.41), é bastante simples do ponto de vista computacional
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

e, foi dividida em três estágios. No estágio 1 calculamos o Laplaciano da função

intensidade de imagem, no estágio 2 definimos uma função q baseada na apro­

ximação numérica do coeficiente de difusão c(.) mostrada em (2.40), e finalmente,

no estágio 3, analogamente ao estágio 1, calculamos o Laplaciano da função 4.

Basicamente, os estágios 1 e 3 são idênticos na implementação das três

equações diferenciais. À diferença ocorre, no estágio 2, devido a alteração do

argumento no cálculo do coeficiente de difusão c(.).

Considerando At o valor do passo no tempo e uma malha espacial regular

com espaçamentos h = k = 1, o tempo e as coordenadas espaciais x e y, podem

ser quantificados da seguinte forma:

/ t=ndt, n=0,1,2,...

/ r=ih, 1i=0,1,2,..,/71

/ y=jh, j=0,1,2,..,J

sendo Ih x Jh o tamanho da região 9), onde a imagem está definida.

Começamos, mostrando a implementação da equação diferencial par­

cial (2.19) proposta por You & Kaveh, e posteriormente, mostramos as imple­

mentações das equações diferenciais (2.39) e (2.41). À aplicação deste algoritmo

nos pontos localizados nas fronteiras da imagem será mostrada posteriormente.

3.4.1 Implementação do Modelo de You & Kaveh

Estágio 1: Neste primeiro estágio, calcula­se o Laplaciano da função inten­
sidade de imagem, ou seja, Vºu, da seguinte forma:

Oxº ne

Logo, utilizando as expressões numéricas dadas por (3.7), temos,

Vu =

2nNVUugõ Uno 2UiG + UG Una — 2UiG + UG,
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

ou seja,

Vu; = UIT Uag+Uiãs, +UMo, — Lui, (3.12)

Estágio 2: Neste estágio está a principal diferença entre as implementações
das três equações diferenciais. Definimos então, uma função gq, da seguinte forma:

Vu
gu) = FIV)E = c([Vºu)) Vu, (3.13)

97; = (VU), (3.14)

onde, como já havíamos mostrado anteriormente, considerou­se numericamente,

o seguinte coeficiente de difusão,

1

c(s) = 1+ksº
Desta forma, temos a função g do modelo proposto por You & Kaveh, dada por:

(3.15)

1 291, = Veuz,, (3.16) a4+k(VesDoo
sendo k, uma constante arbitrária.

Estágio 3: Para encerrar, calculamos o Laplaciano da função g. Este cálculo
é análogo ao cálculo do Laplaciano de u. Assim, temos,

Vi Sa T+ Tiga PNG Go
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

3.4.2 Implementação da E. D. P. com c(|Vul)

A implementação numérica da E. D. P., (2.39), dada por,

du
Ot

Vuaa = —V? [e(Vul) Vu] ;ve [av
é semelhante, à realizada para o modelo proposto por You & Kaveh. Os estágios

1 e 3, mostrados anteriormente, são os mesmos para esta implementação. À

principal alteração ocorre no estágio 2, onde, consideramos a mesma aproximação

numérica para o cálculo do coeficiente c(.), dada pela expressão (3.15), mas, agora,

calculamos o coeficiente de difusão aplicado à norma do gradiente da função

intensidade de imagem, ou seja, c(]Vu]).

A norma do gradiente da função intensidade de imagem u, é dada por,

[Vu] =, /u2 + ul. (3.18)

A aproximação numérica das derivadas parciais u, e u,, é dada pelas
expressões, (3.5) e (3.6), respectivamente. Logo, utilizando a fórmula centrada,

temos:

A 7 LRN NE n. — uu". 2[Vuz, — / (E x) + (= =!) :23 2 2

Assim, por (3.15), temos,

1

Portanto, a função g obtida no estágio 2 da implementação numérica

(3.19)

da equação diferencial (2.39), é dada por,

1
90Vu) = Vuz,9 14+ k([Vuz,])? 9

sendo &k, uma constante arbitrária.
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

3.4.3 Implementação da E. D. P. com c(|V(G, * u)|)

Para a implementação da equação diferencial parcial de quarta ordem

(2.41), é necessária a implementação numérica da norma do gradiente do produto

de convolução, |V(G, * u)|.

Para implementações numéricas de convoluções, deve­se adaptar domínios

à malha discretizada de pontos, principalmente, no que se refere a função u a qual

deve convoluir com o núcleo Gaussiano. Uma maneira de realizar essas adaptações

é criando extensões para a função u, isto é, gerando valores para u(k,!) para pon­

tos (k,!) fora do domíno discreto onde u está definida, o que torna possível a

aplicação de um algoritmo numérico para o cálculo do produto de convolução,

geralmente dado por um somatório.

Considerando T = u, onde T : Z£º — Rº é uma representação de u

em 2, pode­se aproximar G, * u por G, * T, usando extensões de T' de u por

espelhamento, por constante, por média ou por extensão periódica. Aqui, imple­

mentamos o produto de convolução usando extensão constante. Mais detalhes a

respeito da implementação de produtos de convolução usando as demais extensões

e a respeito da implementação feita neste trabalho, podem ser encontradas em

[24] e [2].
A extensão do sinal u(x,y) E OQ por T(x,y) é obtida da seguinte forma:

urxi para O<kE<M­1, O<!I<N­A1;
TIk,1] = (3.21)

C (=0), caso contrário,

sendo 6) uma malha discreta de M x N pontos.

Dessa forma, pode­se calcular o produto de convolução, G,7 * u, pela

definição explícita de convolução, dada por:

m—­ln­—1l

(Gg * u)[i,3] = Y”» > Go(s,t)T(i—s, j—t)
t=1 s=0

73

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

com 0 <m<M, e0<n<N.
Os valores inteiros m e nº correspondem ao subdomínio discreto de pontos

ou máscara, a qual é utilizada para calcular a convolução (Figura 3.6). Obvia­

mente quanto maior a máscara utilizada nesse processo, maior é o custo com­

putacional.

Figura 3.6: Núcleo de convolução com máscara centrada no ponto destacado.

Em [22], é proposta uma forma alternativa de implementar numerica­

mente o produto de convolução, o qual proporcionou resultados satisfatórios,

com um custo computacional reduzido, o que favorece o processamento digital de

imagens.

No capítulo 1, definição (1.11), definimos a convolução das funções f e

g, através do operador:

Fr) =2 | fase. (3.23)

Na malha de pontos das nossas discretizações, temos | = 1, uma vez

que nossa malha é definida sobre os números naturais com h = Ar = Ay = 1.

Assim, devernos calcular a convolução das funções f e g, em uma vizinhança do

ponto u;;. Vamos então considerar essa vizinhança como sendo a região dada
pelo retângulo:
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

CXjaro Yi) (XY) (Xa1Yj41)

(XY io) (XY 7) (XYi)

(Ff) (17) (Fr Y ad)

Figura 3.7: Conjunto de pontos utilizados na convolução (f * g)(x;,x;).

Portanto, para calcular o produto de convolução relativo ao ponto (x;, £;j),
devemos calcular a seguinte integral:

1 1Frias) =3/ 2 f/sSecoaw­nenea — EA)
Dessa forma, o cálculo do produto de convolução resume­se ao cálculo

numérico de integrais. Utilizando­se então a regra de Simpson para o cálculo de

integrais, isto é:

Definição 3.4 (Regra de Simpson). Seja f(r) uma função e tomemos no

intervalo [a, b], os pontos,

a+b
To =0a, 1n= 5 e 1a=b

sendo f(xo), f(11) e f (x2) valores conhecidos. Então a regra de Simpson para a
aprorimação da integral | f(x)dr é dada por:

a

5f fada = E [160)+aste+seo]­(S
hssendo h =x, ­r1=X­T1 e­ (55) FB) é a erpressão do erro cometido

na aprorimação.
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

Considere então na expressão (3.24),

1! 1R= 2) f(xi=x,yj­y)aít,y)dr e LR= 3) Tdy. (3.26)
| —!l

Dessa forma, utilizando a regra de Simpson para calcular o valor dessas

integrais, temos:

nó = 213 sena = Das) + 4fG o sv ­ ale 3)
fz; = Tan Y; — y)9(Tia1,y)| )

[| (1,9; — y)9(gi­1,yY) + 4f(0,9; — y)9(xuy) + CL, y; — v)9(Tiaa, v)|

1Tn f. [F(1,4; — y)a(gi­a,y) + 4f(0,4; — y)9(T:y)
S(—1,y; — y)9(ti+1,9)) dy

1 1—= f F1,yY; — y)9(tisuyu) dy += | 4f(0,Y9; = vy)9(tuy)dy12), 12).

1 1

+ 3) ser — y)g(xa41,Y)dy
Aplicando novamente a Regra de Simpson a 2, temos:
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

S Í [FO — Yje1)9(Tiza, Yje1) + 4f (1,4; — Yi)9(tizaYi)
(1,9; — ys+1)9(Li­a, E)

[f, Yj — Yj­1)9(Ti Yj­1) + 4F(0,Y; — yY;)9(T Y;)

F(0,Yj — Yj+1)9(Ds, E)

­ [s(1,9; — yj­1)9(i4+1,Yj­1) + 4f(1LY; — Yi)I(Ta1Vi)

FLY; = yin) I(Ti1 Yj+1) '

36 [1 Dali gp) + 400,09 vs) + SOL Dali vo)

4f(1,0)g(ti1,4;) + 16f(0,0)g(x;, yi) + 4f(—1,0)g(Xi+1,Yj)

+ f(1,­1)g(tiza, yYj+1) + 4/(0,­1)9(ti, yj41) + SL, 1)9(tio, E)
Portanto, uma expressão numérica para o cálculo de G, * u é dada por:

(f * g)(tiy;) = Lo.

Assim, considerando,

F(Ti,Yj) = Ga(Xi)Yj),

9(Xri,Yj) = u(T;i; Yj) = Uij,
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

o 1(Ga *u)(i,]) = 36 (6.0, Wuizijoa + Ga(—1, Duo: + Gs(1, ­LD)UL11
+ GJ(1,­1)ugioa + 16G,(0,0)u;z; +4 [62(0, uso

+ G.(1, O)ui­1j + Gs(—1, O)ui+1; + Ga (0, Nua) .
(3.29)

Dessa forma, utilizando cu(x,y) = (G, * u)(t,y), dada pela expressão (3.29), e

utilizando o operador de diferenças centradas para o cálculo das derivadas parciais

de primeira ordem de cu(r,y), temos:

Ocu(r,y)  culx+1,y) — cu(z — 1,y)
Or 2 = dd,

Bev(z,y) y cola,y +YN=colayg=1)
dw 2

” da.

Bxº Oy

|V(G,*u)| = [(2529)', (Pera) T
=> |V(Gi*u)º =di+d

Como V(G, * u) = (& ae), temos então que,

(3.32)

Portanto, a função g obtida no estágio 2 da implementação numérica da equação

diferencial (2.41), é dada por,

1
LD) = <O—— Vu?

sendo &k, uma constante arbitrária.

Nas seções anteriores, apresentamos as implementações numéricas de

cada uma das funções gq da equação diferencial parcial proposta por You & Kaveh,
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3.4 Implementação Numérica das E. D. P.'s de Quarta Ordem

e das duas modificações propostas no estágio 2. Devemos salientar que o processo

evolutivo na escala temporal dessas equações diferenciais, baseia­se fundamental­

mente em um processo iterativo utilizando o Laplaciano dessa função 9.

3.4.4 Processo Iterativo

Seja Vi o Laplaciano da função g(.), mostrada no estágio 3 na seção
3.4.1, no tempo th, relativa a cada uma das três equações diferenciais de quarta

ordem apresentadas. À solução dessas equações diferenciais de quarta ordem,

deve ser encontrada para todos os pontos discretos da malha (r;, x;) no tempo
tn.

Dessa forma, utilizando o operador de diferenças avançadas no tempo,

obtemos,

uz! Ui; — —V? ns urH! — —AtvV? ny? (3 35)AgTIROS ij TUij '

Portanto, temos a seguinte expressão do processo iterativo para a evolução

temporal das E.D.P.'s (2.19), (2.39) e (2.41).

n+l .,.n 2,1UF =U AtV ij.

3.4.5 Segmentação da Imagem

Para obtermos a segmentação da imagem mostrada na seção a seguir e

na apresentação dos resultados experimentais, utilizamos o seguinte algoritmo:
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3.5 Algoritmo para Remoção de Manchas

1

1+ Kseg(|VuijsD?
sendo t uma constante e su;; à imagem (matriz) que mostra a segmentação
(contornos) da imagem representada pela matriz u;;. Ou seja, calculamos o

gradiente de u em cada ponto u;;. Neste trabalho, utilizamos K seg = 0.001.
Para encerrar este capítulo, apresentamos um algoritmo proposto por

You & Kaveh, para a redução de manchas na imagem recuperada. Este algoritmo

calcula uma média entre os pontos situados na vizinhança de u;;, e atua como
um filtro mediano nesses pontos.

3.5 Algoritmo para Remoção de Manchas

A proposta da utilização das equações diferenciais de quarta ordem para

remoção do ruído proposta por You & Kaveh e o modelo proposto utilizando

o termo c(|Vul), tendem a criar durante o processamento de imagens, manchas

claras e escuras isoladas que podem ser caracterizadas como “pixels”, cujos valores

de intensidade são ambos muito grandes ou muito pequenos em relação aos outros

“pixels” em sua vizinhança. Podemos ver um exemplo deste efeito nas figuras 3.8

e 3.9 a seguir, onde mostramos uma imagem recuperada após 1000 iterações.

Figura 3.8 (a) e (b): Imagem recuperada utilizando­se o algoritmo de remoção de
manchas e sua respectiva segmentação.
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Figura 3.9 (a) e (b): Imagem recuperada sem a utilização do algoritmo de
remoção de manchas e respectiva segmentação.

Na figura 3.8, temos uma imagem recuperada e sua respectiva segmentação,

onde aplicamos o algoritmo para remoção de manchas, uma única vez, utilizando a

E. D. P. (2.19), proposta por You & Kaveh. Já na figura 3.9 (a) e (b), mostramos

a mesma imagem recuperada, porém, sem a aplicação do algoritmo. Podemos

observar claramente, a diferença de resultados, principalmente através das re­

spectivas segmentações das imagens. O aparecimento dessas manchas pode ser

explicado da seguinte forma: sendo o Laplaciano da função u de intensidade

de imagem muito grande em volta dos “pixels” manchados e a função f(.), de­

senvolvida de tal forma para que esta decresça rapidamente com o objetivo de

preservar o contorno, a função g(.) obtida no estágio 2, seção 3.3.1, terá val­

ores muito pequenos em volta desses “pixels” manchados. Então, o lado direito

das expressões (2.19) e (2.39), terá um valor pequeno. Consequentemente, essas
manchas serão mantidas intactas, juntamente com os contornos.

Para diminuir o aparecimentos destas manchas isoladas, You & Kaveh,

propuseram um algoritmo relativamente simples de ser aplicado.

Denotando­se a média e a variância de uma vizinhança de um pixel (1,5),

respectivamente como:

m = Li! + Usjr1 + Un + U4RL
"

4
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3.5 Algoritmo para Remoção de Manchas

2 2 2 22 Uia FU: FUI TF UAIGoo =
n

Então, consideramos este pixel uma mancha se o é pequeno e,

lui; — m| >OoO.

Assim, percorrendo todos os pontos de u; ;, a proposta do algoritmo para

tirar manchas é dada por:

m, se Jum? >kno?;
Uj = (3.39)

Ui, Caso contrário,

sendo km uma constante arbitrária. Neste trabalho, utilizamos km = k, sendo k

a constante utilizada no coeficiente de difusão,

1

e(s) = TE
A aplicação deste algoritmo para remoção de manchas é feita posterior­

mente à aplicação do processo iterativo que utiliza a E.D.P. de quarta ordem,

sendo que em alguns casos o aplicamos várias vezes a fim de melhorarmos ainda

mais os resultados obtidos.

Os métodos numéricos utilizados para a resolução das equações diferen­

ciais (2.19), (2.39) e (2.41), são bastante simples não somente do ponto de vista

matemático, mas, principalmente, do computacional, e, visam sobretudo explo­

rar o caráter explícito das equações, proporcionando dessa forma um baixo custo

computacional.

Existem é claro, outros métodos com ordem de aproximação melhores,

principalmente no que se refere as aproximações por diferenças finitas, ou mesmo

algoritmos mais sofisticados para implementarmos o produto de convolução Gy *u,

porém para reduzirmos o tempo de processamento, optamos por não utilizá­los.
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3.5 Algoritmo para Remoção de Manchas

Note também que em uma imagem formada por uma malha de 256 x

256 pontos, calculamos o valor de u(r,y) em 65536 elementos a cada iteração do

processo, sendo em geral necessárias muitas iterações para obtermos resultados
satisfatórios.

Dessa forma, como poderemos observar no próximo capítulo, através da

utilização dessas técnicas nas equações diferenciais propostas alcançamos resul­

tados satisfatórios.
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Capítulo 4

Resultados Experimentais

Neste capítulo, apresentamos os resultados obtidos com a aplicação da

equação diferencial parcial de quarta ordem, proposta por You & Kaveh e, também

os resultados obtidos com as equações (2.39) e (2.41), para a recuperação de algu­

mas imagens teste. Às imagens utilizadas, são sintéticas, médicas e do cotidiano,

com diversos níveis de complexidade e de ruído. Nosso objetivo na apresentação

destes resultados é apenas de ilustrar a viabilidade de utilização das duas novas

alternativas propostas para o argumento do coeficiente de difusão utilizado por

You & Kaveh, porém, em algumas imagens teste utilizadas, os resultados obtidos

foram iguais ou superiores aos destes autores.

Do ponto de vista computacional, uma imagem nada mais é do que uma

matriz de valores reais, onde cada valor corresponde a uma tonalidade de cor.

Neste trabalho, consideramos imagens em tons de cinza, que variam de 0, cor

preta, até 255, cor branca. Os valores compreendidos entre esses dois extremos

representam as tonalidades de cinza.

As imagens utilizadas aqui, são representadas por matrizes de dimensões,

256 x 256, onde cada elemento u;; da matriz é um valor real, correspondente a
uma tonalidade de cinza da imagem u(r,y), no ponto, r = ih ey = jh, (h=1).

Inicialmente, mostramos alguns resultados obtidos utilizando o coefi­
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

ciente de difusão c(.), dado por:

1

els) = ese
sendo k uma constante cujo valor que deve ser escolhido para atuar como um

limitante para o valor de c(.) de modo a torná­lo próximo de 1 nas regiões ho­

mogêneas e próximo de O nas regiões de contorno. Na prática, para valores de

k relativamente grandes temos um menor nível de suavização e caso contrário,

ou seja, para k pequeno temos um suavização mais intensa, como podemos ob­

servar através da própria expressão numérica do coeficiente de difusão mostrada

anteriormente.

Ao final deste capítulo, mostramos alguns resultados obtidos a partir

dessas três E.D.P.'s, quando substituímos o coeficiente de difusão mostrado acima

pelos outros coeficientes apresentados no final do capítulo 1. Alguns resultados

neste caso, também foram bastante satisfatórios.

Para facilitar a visualização e, melhor compreensão dos resultados, obti­

dos pelas três E. D. P.'s de quarta ordem consideradas, adotamos a seguinte

notação:

ouYK — c(|Vºu)) : Ena —V? [ev 2) a

au
dt

Uma dificuldade encontrada neste trabalho e, comum na área de proces­

YK — c(|V(Gs *u)|): —v? e(IV(Go * u)|I) Vu

samento de imagens, é a escolha de parâmetros adequados, para a obtenção de

resultados satisfatórios para um modelo específico. Neste trabalho, os principais

parâmetros utilizados, são o tempo de evolução t, o valor do passo At para atin­

girmos este tempo, e o valor da constante k, no coeficiente de difusão c(.), que

esta diretamente relacionada à quantidade de detalhes que desejamos preservar
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

na imagem. Surge a necessidade de outros parâmetros, quando utilizamos outros

diferentes coeficientes de difusão, como vimos ao final do capítulo 1. Para as

três E.D.P.'s consideradas escolhemos os parâmetros que nos deram os melhores

resultados práticos em cada imagem teste.

O valor do SNR de cada imagem teste utilizada é mostrada na respec­

tiva legenda da figura. À implementação numérica deste trabalho foi realizada

utilizando­se a linguagem de programação “FORTRAN 95 for Windows". À exe­

cução do programa feita em um computador Pentium III 800 MHz. Para a visu­

alização dos resultados, introdução do ruído e geração dos gráficos apresentados

utilizamos o “software” MatLabº.

Nosso primeiro exemplo trata de uma imagem da vida real com um alto

nível de complexidade por possuir diversos detalhes. O nível de ruído aplicado a

esta imagem, é aproximadamente, SNR = 12 dB. À seguir mostramos, na figura

4.1, a imagem original e a degradada pelo ruído.

n
e

g
o

T
R

A

Figura 4.1 (a) e (b): Imagem Original e com ruído, SNR = 12dB, respectivamente.

Os resultados obtidos neste caso, foram os seguintes:
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Figura 4.2 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vul]) e respectiva
segmentação.

Figura 4.3 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vºu|) e respectiva
segmentação.

Figura 4.4 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — c(|V(G7s * u)|) e
respectiva segmentação.

87

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Na figura 4.2, mostramos o resultado obtido com o modelo Y K — c(|Vuj).
Neste caso utilizamos os parâmetros: t = 65, At = 0.1, e constante k, = k = 1.1.

Assim, foram necessárias 650 iterações, para atingirmos o tempo t. O algoritmo

para remoção de manchas foi aplicado 3 vezes com km, = k, após processarmos

esta imagem com este modelo. O resultado obtido na aplicação deste modelo

foi bastante satisfatório. À segmentação da imagem recuperada, figura 4.2(b),

mostra que tivemos uma ótima suavização, relacionada com uma boa preservação

dos contornos. Fato já previsto, devido a quantidade de ruído aplicada a imagem

original.

O melhor resultado obtido com o modelo proposto por You & Kaveh é

mostrado na figura 4.3. Neste caso, utilizamos t = 50, At = 0.1, e,kh =k =
0.7. Dessa forma, aplicamos 500, iterações para obtenção deste resultado e como

no modelo anterior, aplicamos o algoritmo para remoção de manchas 3 vezes.

Como podemos observar, na figura 4.3(a), o resultado visual obtido também é

satisfatório, porém, podemos perceber, através da segmentação, figura 4.3(b),

uma menor suavização da imagem, se a compararmos com o resultado obtido

pelo modelo Y K — c(|Vul), figura 4.2, porém, aqui efetuamos um menor número

de iterações. Em especial neste caso, um maior número de iterações, bem como,

um menor valor da constante k produziram resultados pouco satisfatórios.

Na figura 4.4, mostramos o melhor resultado obtido com a aplicação do

modelo Y K — c(|V(G, * u)|). O resultado obtido com este modelo foi bastante

satisfatório. Os parâmetros utilizados foram: t = 170, At = 0.l ek, = k =

1 x 10º e aplicamos o algoritmo para remoção de manchas 2 vezes. Com este

modelo foi necessária a utilização de um alto valor da constante k. Em todos

os experimentos envolvendo o produto de convolução, tomamos o parâmetro 0,

utilizado no cálculo da função Gaussiana G,, como sendo a intensidade do ruído

calculada através do desvio padrão da imagem inicial. Neste caso, aplicamos

o algoritmo para remoção de manchas apenas uma vez. Na segmentação, figura

4.4(b), temos uma ótima preservação dos contornos apesar, de em pequenas áreas
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das regiões homogêneas observarmos ainda a presença de algumas manchas bem

claras. Através dos testes, foi possível remover totalmente estas manchas, porém,

“escolhemos” preservar um pouco mais os contornos.

No próximo exemplo, tratamos uma imagem já mostrada neste trabalho

ao final do capítulo 1. É uma imagem conhecida na área de processamento de

imagens e com grande riqueza de detalhes. À seguir na figura 4.5(a), temos a

imagem original e com ruído de aproximadamente 10 dB, figura 4.5(b).

Figura 4.5 (a) e (b): Imagem original e com ruído, SNR = 10dB, respectivamente.

Os resultados obtidos com a aplicação dos três modelos, são mostrados

a seguir.

Figura 4.6 (a) e (b): Reconstrução utilizando YK­c(|Vu]|) e respectiva segmentação.
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Figura 4.7 (a) e (b): Reconstrução utilizando YK­c(|V2u|) e respectiva
segmentação.

Figura 4.8 (a) e (b): Reconstrução utilizando YK­c(|V(G, * u)|) e respectiva
segmentação.

Na figura 4.6, mostramos o resultado obtido com o modelo YK­c(|Vuj),

conseguimos um bom resultado realizando 700 iterações com os parâmetros t = 70

At =0l ekn=k=18. Neste caso, aplicamos o algoritmo para remoção de

manchas uma única vez após a imagem processada por este modelo. Na figura

4.7, mostramos o resultado obtido com o modelo proposto por You & Kaveh (YK­
c(|V?ul)), utilizamos os parâmetros k,, = k = 1.5, At = 0.1 et = 500. Dessa

forma, foram necessárias 5000 iterações para atingirmos o tempo t e, como no

modelo YK­ec(]|Vu]), aplicamos o algoritmo para remoção de manchas uma única

vez. Na figura 4.8, mostramos o resultado obtido com a utilização do produto de
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convolução, obtivemos um bom resultado com km, = k = 10º, At = 0.1 e t = 200.

Aplicamos o algoritmo para remoção de manchas uma vez. Neste caso, foram

necessárias 2000 iterações. Como no exemplo anterior, tomamos o parâmetro o,

utilizado no cálculo da função Gaussiana G,, como sendo a intensidade do ruído

calculada através do desvio padrão da imagem inicial.

Podemos observar que tanto na aplicação do modelo proposto por You

& Kaveh, como a do modelo modificado YK­c(|Vul), nos dão resultados satis­

fatórios. Porém, apesar do resultado obtido por You & Kaveh, ter uma pequena

vantagem no que diz respeito à preservação dos contornos, podemos observar

claramente, que temos uma melhor suavização da imagem quando utilizamos

YK­c(|Vu|). Notamos também que a quantidade de iterações necessárias para

obtermos resultados satisfatórios no modelo de You & Kaveh foi bem maior que

o utilizado em YK­c(|Vu]).

Consideramos que o melhor resultado obtido foi na utilização do modelo

YK­c(|V(G,s *u)|). Neste caso, houve a necessidade da utilização de valores bem

altos para o parâmetro k. Como vimos, no exemplo, utilizamos k = 10º, apesar do

número de iterações necessárias, ser bem menor que o utilizado quando aplicamos

o modelo YK­c(|Vºu)).

Nosso próximo exemplo, trata­se de uma imagem sintética, formada por

quatro triângulos, porém, neste caso, temos uma grande quantidade de ruído,

aproximadamente O dB.
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Figura 4.9: (a) Imagem original; (b) Imagem com ruído, SNR = OdB,
aproximadamente; (c) Gráfico da linha 128. A linha tracejada refere­se à imagem original.

Primeiramente, mostramos o resultado obtido com o modelo Y K—c(|Vu]).
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Figura 4.10: (a) Imagem recuperada utilizando o modelo Y K — c(|Vuj); (b)

Segmentação da imagem recuperada; (c) Gráfico da linha 128. A linha tracejada refere­se
à imagem original.

Neste caso, utilizamos os parâmetros: t = 40, At = 0.l ek, = k =

0.07. Dessa forma, foram necessárias 400 iterações para atingirmos o tempo

t. Podemos observar o bom nível de suavização da imagem recuperada, figura

4.10(a), porém, com um pequeno “borramento” dos contornos da imagem. Aqui,

aplicamos o algoritmo para remoção de manchas 70 vezes, após o processamento

da imagem com este modelo, devido ao alto nível de ruído da imagem inicial. Na

figura 4.10(b), referente a segmentação, podemos observar mais claramente este

efeito. Esse fato, já era esperado, face ao nível de ruído considerado. No gráfico

referente à linha 128, figura 4.10(c), podemos observar, uma ótima aproximação

da respectiva linha da imagem original.

A seguir, mostramos o resultado obtido, com a aplicação do modelo pro­

posto por You & Kaveh.
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Figura 4.11: (a) Imagem recuperada utilizando o modelo Y K — c(|Vºul); (b)
Segmentação da imagem recuperada; (c) Gráfico da linha 128. A linha tracejada refere­se

à imagem original.

Neste caso, também obtemos um resultado bastante satisfatório. Os

parâmetros utilizados foram os seguintes: t = 50, At = 0.1, e k, = k = 0.2.

Podemos observar que o resultado obtido com este modelo é bem semelhante

ao obtido pelo modelo anterior, porém, pode­se notar uma maior suavização das

regiões homogêneas quando aplicamos o modelo Y K —c(|V ul), mostrada na figura

4.10(a). Neste caso, aplicamos o algoritmo para remoção de manchas 60 vezes.

Aqui também obtemos um bom nível de suavização da imagem, figura 4.11(a),
com um pequeno “borramento” dos contornos. O valor pequeno da constante k
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contribui para esta maior suavização. Na figura 4.11(c), podemos observar que a
linha 128 da imagem recuperada esta bem próxima da respectiva linha da imagem

original representada pelo tracejado. À grande quantidade de ruído, O dB, causa

esta “semelhança” de resultados para estes dois modelos.

Na figura 4.12 a seguir, mostramos o melhor resultado obtido com o

modelo Y K — c(|V(G, * u)|I). Os parâmetros utilizados foram os seguintes: t =

300, At =0.1 ek =k=1x10,

Figura 4.12: (a) Imagem recuperada utilizando o modelo Y K — c(|V(G,5 * u)|); (b)
Segmentação da imagem recuperada; (c) Gráfico da linha 128. A linha tracejada refere­se

à imagem original.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Podemos observar na figura 4.12(a) que visualmente houve uma boa

preservação dos contornos da imagem, porém, na figura 4.12(b) referente à seg­

mentação, podemos observar que apesar dos contornos bem preservados, nas

regiões homogêneas há ainda vários “pixels” manchados, o que nos mostra um

nível de suavização menor se comparado com os resultados obtidos pelos modelos

anteriores, mesmo com a realização de 3000 iterações para atingirmos o tempo t.

Este fato, é mais evidente, quando plotamos a linha 128 da imagem recuperada

e à comparamos com a respectiva linha da imagem original, mostrado na figura
4,.12(c). Também neste caso, aplicamos 300 vezes o algoritmo para remoção

de manchas devido ao alto nível de ruído da imagem inicial... Nos inúmeros

testes realizados para a obtenção deste resultado, quantidade maiores de iterações

causaram um significativa perda dos contornos da imagem. Também neste caso

foi necessário um alto valor para a constante &k. Pode­se notar que este modelo,

apresenta uma ótima preservação dos contornos, considerando a grande quan­

tidade de iterações realizadas, em relação aos modelos anteriores, porém, como

pode­se observar através da figura 4.12(b), temos menor um nível de suavização.

Como dissemos anteriormente, o “ideal” é que o coeficiente de difusão

assuma valor 1 nas regiões homogêneas e O nas regiões de contorno, o que não

é o caso do termo |Vºu| proposto por You & Kaveh. Dessa forma, como temos
várias regiões com grandes mudanças de intensidade, devido a alta quantidade de

ruído, a convolução identifica esses “picos” como sendo contornos e os preserva.

Na figura 4.13 a seguir, apresentamos os resultados obtidos em uma ima­

gem médica, referente a uma ultrassonografia fetal. Neste caso, temos apenas

a imagem com o ruído captada pelo aparelho de ultrassom. Pela figura 4.13(b)

podemos observar que o nível de ruído é bastante significativo.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Figura 4.13 (a) e (b): Imagem original ruidosa, e respectiva segmentação.

A seguir, mostramos o melhor resultado obtido com a aplicação de cada

uma das E.D.P.'s de quarta ordem.

Figura 4.14 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vul), e respectiva
segmentação.

Figura 4.15 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vºu|), proposto
Mu —

por You & Kaveh e respectiva segmentação.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Figura 4.16 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — c(|V(G5s *u)|), e
respectiva segmentação.

Neste exemplo, os três modelos apresentaram resultados bastante satis­

fatórios. No modelo YK — c(|Vu|) e no modelo YK — c(|Vº*ul) utilizamos os
mesmos parâmetros, que neste caso foram: £ = 15, At = 0.1 e à constante

k = kn =07. O algoritmo para remoção de manchas foi aplicado 3 vezes e

foram necessárias 150 iterações para atingirmos o tempo t.

Consideramos o melhor resultado como sendo o obtido pelo modelo Y K —

C(|V(G, * u))). Podemos observar através da segmentação, figura 4.16(a), que
os contornos estão um pouco mais realçados que os contornos apresentados nas

figuras 4.15(b) e 4.14(b) referentes aos outros modelos. Como aconteceu anterior­

mente, o valor da constante k é bastante alto em relação aos outros dois modelos,

porém, neste caso, ele foi o menor valor utilizado comparando­se a aplicação deste

modelo nas outras imagens teste. Aqui, tomamos k = 1x 108, At = 0.1, et = 70.

Assim, aplicamos, 700 iterações. Também, aplicamos o algoritmo para remoção
de manchas 50 vezes. O resultado obtido por este modelo, apresentou um nível

de suavização um pouco menor que o apresentado pelos outros dois, como pode­

mos observar, através da segmentação apresentada na figura 4.16. Neste caso,

foi possível atingir praticamente o mesmo nível de suavização (remoção de ruído)

apresentado pelos modelos Y K — c(|Vul) e Y K — c(|Vºu|), porém, optamos, in­
terromper um pouco antes o processo iterativo para dessa forma obtermos uma
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

melhor preservação dos contornos da imagem recuperada.

Para a obtenção de todos os resultados mostrados anteriormente, uti­

lizamos o coeficiente de difusão dado por (1.10). À seguir, fazemos uma com­
paração entre os coeficientes de difusão, mostrados ao final do capítulo 1.

Resultados Obtidos com a Utilização de Outros Coeficientes de

Difusão

Nesta seção, através de uma única imagem teste, fazemos uma com­

paração entre o coeficiente de difusão proposto por You & Kaveh, e os outros

cinco coeficientes mostrados ao final do capítulo 1. Note que dessa forma, como

estamos trabalhando com três E.D.P.'s para reconstrução de imagens, e seis coe­

ficientes de difusão a serem comparados, temos dezoito diferentes esquemas com­

putacionais para recuperação de imagens. À imagem utilizada, também é de

dimensões 256 x 256 e, aplicamos um nível de ruído de aproximadamente 12 dB.

A seguir, mostramos a imagem original e a com ruído.

Figura 4.17 (a) e (b): Imagem original e com ruído, aproximadamente 12dB.

Primeiramente, apresentamos os melhores resultados obtidos, quando,

utilizamos um dos coeficientes de difusão propostos por Malik & Perona [20] nas

três E.D.P.'s consideradas, dado por (1.9):

c(s) = exp |­ (D |
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

:
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Figura 4.18 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(]Vul), utilizando o
coeficiente de difusão (1.9) e respectiva segmentação.

VR

Figura 4.19 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vº?u)), utilizando
o coeficiente de difusão (1.9) e respectiva segmentação.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Neste exemplo, aplicamos o algoritmo para remoção de manchas 2 vezes

em todos os modelos e os resultados obtidos foram bastante satisfatórios. Neste

caso, conseguimos resultados satisfatórios utilizando os mesmos parâmetros para

os três modelos: t = 5, At = 0.l ek, = k = 1x10*. Dessa forma, foram

realizadas 50 iterações com cada modelo, e como podemos observar os resultados

obtidos são bastante semelhantes. Pode­se notar contudo, que conseguimos uma

boa preservação dos contornos da imagem, e detalhes como o “reflexo” do barco

na água, estão bem preservados.

A seguir, mostramos os resultados obtidos, por cada modelo, quando

utilizamos o coeficiente de difusão dado por:

, sÊO,
caso contrário.

c(s) =

Figura 4.21 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vujl), utilizando o
coeficiente de difusão (4.1) e segmentação da imagem recuperada.

No caso deste coeficiente, aplicamos o algoritmo para remoção de man­

chas 2 vezes, e utilizamos km, = 1.0, nos três modelos considerados. Como pode­

mos observar este coeficiente de difusão mostrou­se ineficiente. Este fato ocorre,

pois, como a imagem teste possui vários contornos, ou seja, diversos pontos onde

|Vu| assume um valor grande computacionalmente (teoricamente |Vu| — oo),
temos que o termo ­ tende a zero. Dessa forma, não temos satisfeita a condição
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

ideal do coeficiente de difusão de possuir valor 1 na regiões homogêneas e valor

O nas regiões dos contornos. Além disso, como o zero corresponde a cor preta

a tendência é que a imagem fique cada vez mais “escurecida” a cada iteração.

A figura 4.21 foi obtida com apenas uma iteração. maior número de iterações

causou a perda total da imagem. Devemos destacar também, que este coeficiente

de difusão depende somente dos valores de u;; na imagem, e não do valor da
constante k como nos coeficientes mostrados anteriormente.

A seguir, mostramos os resultados obtidos com o modelo Y K — c(|Vºu]).

gotovoéSAAEA
a)a

Figura 4.22 (a) e (D): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vº%u|), utilizando
o coeficiente de difusão (4.1) e segmentação daimagem recuperada.

Utilizando o modelo proposto por You & Kaveh, o resultado com o coefi­

ciente (4.1) foi bastante satisfatório. Os parâmetros utilizados neste caso, foram
t = 10, At = 0.1, e assim, foram necessárias 100 iterações. Neste caso, poderíamos

até obter uma maior nível de suavização da imagem, porém, como já havia acon­

tecido, a medida que aumentamos o número de iterações, há um “borramento”

dos contornos da imagem.

O resultado obtido quando utilizamos o produto de convolução, ou seja,

YK — c(|V(G, * u)]), foi totalmente insatisfatório e não é mostrado aqui. Apesar

dos inúmeros testes, com diversas combinações dos parâmetros, tivemos a perda

total da imagem. Fato semelhante ao que ocorreu quando utilizamos o mod­

elo YK — c(|Vu)). Aqui, como calculamos também o gradiente do produto de

convolução |V(G, * u)|, este assume valores altos em quase todos os pontos da

102

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

imagem, e dessa forma, o termo ­ do coeficiente de difusão, nos dá valores bem
próximos de zero, e assim, a imagem tende a se tornar escura.

Agora, mostramos os resultados obtidos quando utilizamos o coeficiente

de difusão, dado por:

coeficiente de difusão (4.2) e respectiva segmentação.

Como o coeficiente anterior, este não depende da constante k, porém,

agora, temos a adição do parâmetro T, que atua como um limitante para o

valor de s fazendo com que c(.) tenha valor próximo de zero nas regiões onde s

assume um valor alto (contornos da imagem) e valor próximo de 1 nas regiões

homogêneas. Analogamente ao feito por You & Kaveh, fixamos o valor deste

parâmetro em T = 3.0 e, aplicamos apenas 50 iterações com o modelo YK —

c(|Vu]). O algoritmo para remoção de manchas foi aplicado apenas 1 vez, km =

1.0, em todos os modelos considerados. Como podemos observar na figura 4.23,

o resultado obtido é bastante satisfatório, com um bom nível de suavização e

preservação dos contornos da imagem.

FS
AVAVAV

2 3 4 5 6 7 unesp ”. 12 13 14 15 16 17 18



CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

A seguir, mostramos o resultado obtido quando utilizamos este coeficiente

de difusão, com o modelo Y K — c(|Vº?u)).

PAE/S

ANOS MOS Es AF LIS

Figura 4.24 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vºu|), utilizando
o coeficiente de difusão (4.2) e respectiva segmentação.

Neste caso, obtemos um bom resultado com 90 iterações, ou seja, t = 9

e At = 0.1 e, com o parâmetro fixo T = 3.0. O resultado obtido foi bastante

satisfatório, porém, foi necessário um número maior de iterações. Se compararmos

este resultado com o apresentado anteriormente, figura 4.23, temos um menor

nível de suavização. À seguir, mostramos o resultado obtido com o modelo Y K —

c(IV(G, * u)|).

Figura 4.25 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|V(G,g *u))),
utilizando o coeficiente de difusão (4.2) e respectiva segmentação.

O resultado obtido com este modelo, utilizando este coeficiente, também

foi bastante satisfatório, e também nos mostra que o problema da divisão por
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

zero, que causou a perda total da imagem, quando utilizamos o coeficiente ante­

rior, expressão (4.1), foi parcialmente solucionado. Outro fato importante, é que

neste caso, aplicamos apenas 15 iterações, mostrando que este modelo, tem um

alto grau de suavização a cada iteração aplicada. Seguindo a sequência de coefi­

cientes mostrada no capítulo 1, mostramos agora, os resultados obtidos quando

utilizamos o coeficiente de difusão dado por:

prio s<T
c(s) = (4.3)

p(s + e)P!
Ss

O objetivo deste coeficiente de difusão é evitar o reconhecimento de falsos

, s>T.

contornos por parte do sistema computacional e assim, evitar a preservação do

ruído.
­

EP 4 a.

S Ex
5: CC

Ls!
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r
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S

Figura 4.26 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vu]), utilizando o
coeficiente de difusão (4.3) e respectiva segmentação.

Neste exernplo, temos a inclusão de dois novos parâmetros, que tem como

principal finalidade, uma suavização uniforme em toda imagem, evitando, o re­

conhecimento de falsos contornos por parte do modelo. Para fins de comparação,

fixamos, como You & Kaveh, p = 0.5, e = 1.0 e T = 3.0. Podemos observar na

figura 4.26, que o resultado obtido é bastante satisfatório, porém, aqui, o número

de iterações foi de 300. O algoritmo para remoção de manchas, foi aplicado uma

única vez, com kr, = 1.0, em todos os três modelos considerados.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

A seguir, mostramos os resultados obtidos, com este coeficiente de di­

fusão, quando utilizamos o modelo original proposto por You & Kaveh.

o coeficiente de difusão (4.3) e respectiva segmentação.

Neste caso, com este coeficiente de difusão, notamos através dos testes,

que o número de iterações necessárias foi bastante elevado. Mostramos aqui, o

melhor resultado obtido, e para isso, foram necessárias 1500 iterações, com os

parâmetros, t = 150, At = 0.1, e os demais parâmetros p, e e T com os mesmos

valores mostrados anteriormente. O resultado obtido, foi bastante satisfatório, e

apesar do elevado número de iterações aplicados, tivemos uma ótima preservação

dos contornos.

Utilizando o coeficiente de difusão (4.3), no modelo Y K — c(|V(G;s*u)]|),

obtemos o seguinte resultado.

D

W
,

*

Ab O o nes. . ­ é

'
;

a
1º T*

'

' ? :

Figura 4.28 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|V(G,g *u)|),
utilizando o coeficiente de difusão (4.3) e respectiva segmentação.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O resultado obtido, foi amplamente satisfatório, principalmente, pelo

reduzido número de iterações. Neste caso, 40 iterações foram aplicadas, com os

parâmetros t = 4.0 e At = 0.1. Os valores dos demais, parâmetros, são os mesmos

já mostrados anteriormente. Dessa forma, concluímos que para este coeficiente

(4.3), este modelo apresentou os melhores resultados.

O último coeficiente de difusão mostrado no final do capítulo 1, é dado

1, (T+?
T+ T , s<T

c(s) = (4.4)
1 s+e)P!
s s

com e > O0eO0O<p<l. Este coeficiente tenta unir o caráter seletivo proposto pelo

coeficiente (4.2) com a difusão uniforme proposta pelo coeficiente (4.3), ambos
propostos por You & kaveh.

ve

Figura 4.29 (a) e: (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vuj), utilizando o
coeficiente de difusão (4.4) e respectiva segmentação.

Neste caso, com a inclusão dos termos > e S, temos um alto grau de
suavização por parte deste modelo. Dessa forma, tivemos um bom resultado

com apenas 30 iterações, ou seja, utilizamos t = 3 e At = 0.1, com p = 0.5,

T=30eec=1.0, já fixados anteriormente. Também, neste caso, utilizamos

o algoritmo para remoção de manchas uma única vez, com km, = 0.5, nos três

modelos considerados.
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CAPÍTULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

+

A seguir, na figura 4.30, mostramos os resultados obtidos, com a uti­

lização do coeficiente de difusão (4.4), no modelo original proposto por You &

Kaveh. Neste caso, foi necessário um maior número de iterações, 120, e o resul­

tado obtido foi praticamente o mesmo apresentado pelo modelo Y K — c(|Vul)

que foi bastante satisfatório.

TS?
o ae SS EsFigura 4.30 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vºuj), utilizando

o coeficiente de difusão (4.4) e respectiva segmentação.

Agora, mostramos os resultados obtidos, com o coeficiente (4.4), uti­

lizando o modelo Y K — c(|V(G, * u)|).

o&
Pó o

”
. ax

a . Moto AET

Figura 4.31 (a) e(Db): Imagem recuperada pelo modelo YK — nGo *u)]),
utilizando o coeficiente de difusão (4.4) e respectiva segmentação.

O resultado neste caso apresentou um maior “borramento” dos contornos

da imagem, se a compararmos com o resultados obtidos com os modelos apre­

sentados anteriormente. Com o aumento do grau de suavização a cada iteração,
: ­

1 1
, ;

causado pela inclusão dos termos Te como este modelo também possuiS
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um alto grau de suavização, devido ao baixo nível de ruído aplicado a esta im­

agem teste, com apenas 5 iterações conseguimos um resultado satisfatório. Por

outro lado, a medida que aumentamos o número de iterações, fica evidente a

suavização dos contornos e dessa forma, vamos aos poucos, perdendo completa­

mente as características da imagem original, como podemos observar na figura

4,32, onde apenas para comparação, aplicamos 10 iterações, usando este modelo

e o coeficiente de difusão (4.4).

(IV(G5 *u))),

utilizando o coeficiente de difusão (4.4) e respectiva segmentação, com 10 iterações.

No capítulo 5 a seguir, fazemos algumas conclusões sobre cada um dos

modelos apresentados principalmente do ponto de vista prático, e sobre todo o

trabalho realizado. Também sugerimos futuros trabalhos a serem realizados a

partir deste.
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Capítulo 5

Conclusões

Neste trabalho inicialmente, destacamos a importância do processamento

digital de imagens nas diversas áreas da ciência e tecnologia. Mostramos que o

processamento digital de imagens esta dividido em quatro grandes áreas se en­

quadrando este trabalho na área de restauração de imagens. Também, destacamos

a importância das equações diferenciais parciais na restauração de imagens di­

gitais, e esperamos no decorrer do texto, ter justificado a grande utilidade dessa

importante ferramenta para modelagem de fenômenos físicos que dependem do

tempo.

Em seguida, mostramos o estudo do comportamento do processo de di­

fusão anisotrópica realizado por You & Kaveh [26], cujo objetivo é justificar
teoricamente quando o processo de difusão utilizado para o processamento de

imagens, é bem ou mal posto. Na prática estamos analisando se o processo de

minimização do funcional E(u) feito através da E.D.P. de quarta ordem irá con­

vergir ou não para o mínimo global deste funcional e assim, quando avançamos

um certo tempo t suavizamos a imagem ou seja, removendo o ruído, mantendo é

claro, os contornos originais da imagem.

Além de mostrarmos como You & Kaveh construíram essa nova E. D.

P. de quarta ordem como uma nova ferramenta para o processamento digital de
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CAPÍTULO 5. CONCLUSÕES

imagens, obtidas a partir da minimização do funcional energia E(u), mostramos
duas alternativas para o cálculo do coeficiente de difusão c(.). Na primeira sub­

stituímos a norma do operador Laplaciano |Vºu|, pela norma do operador gra­
diente da função intensidade de imagem |Vu|. Na segunda, substituímos |V?u|
pela norma do gradiente do produto de convolução |V(G, * u)|. Através dos re­
sultados experimentais mostrados no capítulo anterior, mostramos a viabilidade

da utilização destas E.D.P.'s para a restauração de imagens.

Para imagens com um nível baixo de ruído, os resultados obtidos com

essas duas E.D.P.'s (2.39 e 2.41), foram bastante satisfatórios e, em geral apre­

sentaram resultados iguais ou superiores aos obtidos com a E.D.P. utilizada por

You & Kaveh. Notamos também que em geral o modelo Y K — c(|Vu|) exigiu
um menor número de iterações se comparado com o modelo proposto por You &

Kaveh e YK — c(|V(G, * u)|)). Nos resultados mostrados nas figuras 4.2, 4.3 e

4.4, o modelo Y K — c(|V(G, * u)|) apresentou o melhor resultado na recuperação

de uma ima­gem bastante complexa degradada com aproximadamente 12 dB de

ruído. O mesmo fato ocorre quando aumentamos um pouco mais a quantidade

de ruído, aproximadamente 10 dB, como mostrado nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8.

Porém, quando aumentamos consideravelmente o nível de ruído, como

o mostrado na figura 4.9, onde temos aproximadamente O dB de ruído, o mo­

delo YK — c(|V(G, * u)|), apesar de uma excelente preservação dos contornos

se comparada com a dos outros dois modelos, não foi muito eficiente quanto a

suavização da imagem nas regiões homogêneas, mesmo com a grande quantidade

de iterações realizadas. Podemos observar mais claramente este fato, através do

gráfico da linha 128, mostrado na figura 4.12(c). Já os modelos Y K — c(|Vul)
e YK — c(|Vºu|) apresentaram resultados bastante semelhantes, apesar de no
modelo proposto por You & Kaveh, podermos observar que houve uma menor

suavização como o mostrado na figura 4.11(a), se comparado com o resultado

obtido pelo modelo Y K — c(| Vu)), mostrado na figura 4.10(a). Também podemos
observar, através do gráfico da linha 128, que apesar do alto nível de ruído, figura
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4.9(c), houve uma boa aproximação da linha 128 da imagem original por parte
desses dois modelos, figuras 4.10(c) e 4.11(c).

O baixo desempenho do modelo Y K — c(|V(G,*u)|), quanto a suavização

da imagem sintética mostrada na figura 4.9(a), ocorre é claro, devido ao alto

nível de ruído aplicado a esta imagem e pela forma de atuação do termo |V(G, *

u)| que como mostramos anteriormente aproxima o valor de |Vu| num ponto
(r,y) da imagem e dessa forma, como temos grandes variações de intensidade

devido ao alto nível de ruído, esta aproximação acaba “identificando” estas altas

variações como sendo contornos e dessa forma tende a preservá­los. Podemos

observar através dos inúmeros testes realizados que os três modelos considerados

não produziram resultados satisfatórios para elevados níveis de ruídos como —12

dB, por exemplo.

Outro resultado bastante interessante, foi a aplicação desses três modelos

em uma imagem médica, no caso uma ultrassonografia fetal, mostrada na figura

4.13. No caso desta imagem, os três modelos apresentaram resultados bastante

satisfatórios como podemos observar nas figuras 4.14, 4.15 e 4.16. Consideramos

que o modelo Y K — c(|V(G, * u)|) apresentou o melhor resultado devido há um

maior realce dos contornos, mostrado na figura 4.16(b).

Também, mostramos e discutimos alguns resultados interessantes, quando

utilizamos outros tipos de coeficientes de difusão mostrados na última seção do

capítulo 1. Apesar de alguns destes coeficientes apresentarem resultados pouco

satisfatórios, podemos destacar alguns coeficientes que não dependem da con­

stante K, utilizado na comparação dos três modelos e que esta ligada ao nível

de detalhes que desejamos preservar na imagem. Alguns coeficientes, como o da

expressão (4.1), dependem apenas do valor da função intensidade de imagem u

no ponto (x,y). Já o coeficiente (4.2), utiliza uma outra constante T, como um

limitante para o valor de u num ponto. Note que dependendo do valor de T,

(T = 1 por exemplo), se o valor de u(r,y) for muito grande ou seja, se estiver­

mos em um ponto de contorno, c(.) terá um valor próximo de zero e dessa forma
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a difusão será pouco intensa nessa regiões preservando os contornos. Por outro

lado, se tivermos um valor pequeno de u(r,y), a difusão será bastante intensa.

Além disso, You & Kaveh propuseram a utilização de coeficientes com

outros parâmetros, p, T e e, como podemos observar nas expressões (4.3) e (4.4).
A utilização desses coeficientes produziu resultados bastante satisfatórios. De­

vemos destacar que a utilização destes coeficientes, gera uma grande quantidade

de combinações para a obtenção de bons resultados pois, ainda não temos um

algoritmo para otimizar a escolha destes parâmetros. Neste trabalho, utilizamos,

os parâmetros que apresentaram os melhores resultados, como podemos observar

nas figuras 4.30, 4.31, 4.32, 4.33, 4.34 e 4.35.

Para encerrar este trabalho, gostaríamos de destacar a necessidade do

prosseguimento dos estudos dessas equações diferenciais de quarta ordem no pro­

cessamento digital de imagens. Fica evidente que ainda há muito a se fazer, prin­

cipalmente quanto a criação ou utilização de algoritmos para seleção automática

de parâmetros ótimos que devem ser escolhidos de acordo com o nível de ruído

contido na imagem e a quantidade de detalhes a serem preservados. Existem na

literatura diversos “otimizadores” para esses parâmetros, como por exemplo os

mínimos quadrados [7], algoritmos genéticos [11], simulated annealing [4], etc..
Destacamos também que do ponto de vista computacional, as equações

diferenciais parciais dadas pelas expressões, (2.19), (2.39) e (2.41), podem ser

resolvidas numericamente por diversos métodos numéricos e aqui, os métodos

numéricos utilizados foram bastante simples explorando­se a característica expli­

cita das equações. Propomos, também, como trabalho futuro, um estudo dire­

cionado ao uso de métodos numéricos mais precisos nas implementações numéricas

desses modelos considerados aqui e, também, uma abordagem mais profunda

quanto a estabilidade desses métodos.

Além disso, para reduzirmos o tempo de processamento computacional,

e como já esta sendo feito para as E.D.P.'s de segunda ordem por Barcelos,

Boaventura e Silva Jr, propomos a paralelização desses códigos visto que este
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tipo de problema é altamente paralelizável. Também, pode­se fazer um estudo a

respeito de outros tipos de condições de contorno, para melhorarmos os resultados

obtidos.

Esperamos com esse trabalho, ter contribuído no sentido de reunir con­

ceitos e resultados sobre o comportamento do processo de difusão anisotrópica

utilizada no processamento de imagens, e que este venha a se tornar uma re­

ferência para futuros trabalhos a serem desenvolvidos nesta linha de pesquisa.
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