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Recentemente, You-Li You, Mostafa Kaveh, Allen Tannenbaum e Wenyuan
Xu estudaram o comportamento da difusdao anisotrépica no modelo de Malik &
Perona. Estes autores mostram que o processo de difusao pode ser bem posto ou
mal posto dependendo do minimo global de um funcional energia. Neste trabalho,
analisamos o comportamento da difusao anisotropica para processamento de ima-

gens e fazemos uma aplicagao desses estudos a uma equacgao diferencial parcial

de quarta ordem apresentada por You & Kaveh. Apresentamos também algumas

formas alternativas para o coeficiente de difusdo desta equagao diferencial parcial,
visando melhorar os resultados. Além disso, mostramos alguns resultados obtidos

quando utilizamos outros diferentes tipos de coeficientes de difusao.

Palavras-chave: Equagoes Diferenciais Parciais, Difusao Anisotrépica, Elimi-

nacao de ruidos, Reconstrugao de Imagens, Segmentacao.




Abstract

Recently, You-Li You, Mostafa Kaveh, Allen Tannenbaum e Wenyuan
Xu studied the behavior of anisotropic diffusion model of Malik & Perona. These
authors demonstrated that the anisotropic diffusion is well posed when there ex-
ists a unique global minimum for the energy functional and is ill posed when the
energy functional has a infinite number of global minima. In this work we ana-
lyzed the behavior of anisotropic diffusion for image processing and we make an
application of these studies in a fourth order partial differential equation proposed
by You & Kaveh. We also presented some alternative forms for the diffusion co-
efficients in this partial differential equations and some results using other types

of diffusion coeflicients seeking to improve the results.

Keywords: Partial Differential Equation, Anisotropic Diffusion, Noise Removal,

Image Restoration, Segmentation.
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Introducao

O uso de equagoes diferenciais parciais (E.D.P.) em processamento de
imagens, tem crescido significativamente nos tltimos anos. A idéia é modificar
uma dada imagem com uma equagdo diferencial parcial e obter os resultados
esperados como solugao desta equagao.

Quando nos referimos ao termo imagem, ou imagem monocromaética,
estamos falando de uma fungdo u(z,y, 2) no caso tridimensional ou u(z,y), no
caso bidimensional, onde z, y e z referem-se as coordenadas espaciais do nivel de
cinza. Neste trabalho consideramos apenas o caso bidimensional.

Figura I.1: Convencdo empregada para a representagdo de uma imagem digital,

mostrando o elemento (z,y) como um dos seus representantes.
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Introducao

Uma imagem digital do tipo u(x,y) é toda aquela que resulta da dis-
cretizagao em coordenadas espaciais e em intensidade luminosa. Pode-se consi-
derar uma imagem digital como uma matriz de pontos, denominados elementos
da imagem, “pizels” ou pels (abreviagbes comuns de picture elements).

Embora as dimensoes de uma imagem digital variem de acordo com
a aplicagao, torna-se mais conveniente representd-la sob a forma de uma ma-
triz quadrada contendo elementos graduados em escala de cinza, com dimensoes
escalonadas em poténcias de 2, por exemplo, imagens 256 x 256 pixeis, e 128
niveis de tonalidades de cinza. Neste trabalho, utilizamos em geral, imagens de
dimensoes 256 x 256, com 256 niveis de tonalidades de cinza, onde a cor preta é

representada pelo valor 0 (zero) e a cor branca por 255.

g 255

Figura 1.2: Matriz 2 x 2 mostrando algumas representacdes de tons de cinza.

Podemos dividir os métodos de processamento de imagens digitais em

quatro grandes areas:
v" melhoria da definigao;
v’ restauragao;
v’ codificagao;
v reconhecimento automatico de padraes.
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Introducgao

LR

A melhoria da defini¢ao diz respeito & identificacdo mais precisa dos
objetos que compoem uma imagem, em relagao a visao humana.

A restaurag¢ao tem por objetivo reduzir, ou mesmo eliminar os efeitos
degradantes que afetam o conteido informativo da imagem. Degradacoes tipicas
que ocorrem na pratica incluem o borramento e o ruido. A restauragao de imagens
é o objetivo deste trabalho.

A codificacao de uma imagem, tem por objetivo representd-la através

do menor nimero de pontos possivel, preservando seu conteido informativo e

conferindo inteligibilidade aceitdvel para uma dada aplicagao. Desta forma, pode-

se utilizar a codificagao para reduzir a banda passante no canal de comunicagao
quando a imagem ¢ transmitida, o que implica também em menores espagos de
armazenamento para uso futuro.

O reconhecimento automdtico de padrées consiste na identificacao das
representagoes simbdlicas dos objetos que compdem a imagem. Dentre intimeras
aplicagoes, pode-se destacar a visdo computacional e a robdtica.

Uma das primeiras aplicagoes envolvendo técnicas de processamento de
imagens, tinha como objetivo melhorar a qualidade das fotos transmitidas através
do cabeamento submarino entre Londres e Nova York. As fotos eram codificadas
antes de serem transmitidas, e posteriormente reconstruidas no receptor.

Desde meados da década de 60 do século passado, a 4rea de processa-
mento de imagens vem experimentando um vigoroso crescimento em aplicagoes
diversas, como por exemplo, tomdgrafos, aparelhos de ultrassom, “scanners”, fo-
tografias digitais, radares e as diversas aplicagdes no programa aeroespacial.

Outras dreas, como a astronomia, biologia, medicina nuclear, nanociéncia
nanotecnologia, defesa e indistria, utilizam-se das técnicas de processamento de
imagens como ferramentas indispensaveis para a melhoria de interpretagao ou
diagnéstico.

Os geradores de imagens dessas dreas possuem em comum limitagoes

técnicas e ambientais que causam interferéncias indesejadas nas imagens, as quais

AVA
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Introdugao

sao denominadas ruidos. O termo ruido pode ser entendido como alteragoes
indevidas nas escalas de tonalidades de cores que formam as imagens. Assim, por
exemplo, quando um satélite fotografa uma superficie e envia os dados para um
receptor na terra, ha geragao de ruidos nao sé por turbuléncias na atmosfera ou
campos magnéticos, como também pela transmissao de dados via radio.

A quantidade de ruido em uma imagem é medida pelo SNR (Signal
Noise to Ratio) que é dado pela seguinte expressao:

Variancia da Imagem

SNR =

dB.

Variancia do Ruido

Imagem Original SNR = 12dB

SNR = 0dB SNR = —-12dB
Figura 1.3 Exemplo de Imagem com Ruido.

Ainda no contexto de ruido, podemos obter um ruido denominado Gaus-
stano, que tem como propriedade caracteristica média igual a zero, ou seja, a

soma das variagoes nos valores das tonalidades que forma o ruido é zero.
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Introdugao

Nas ultimas duas décadas, iniciou-se o desenvolvimento de teorias cujo
objetivo era obter uma anélise estrutural da imagem de um ponto de vista com-
putacional, utilizando-se como ferramenta fundamentos essencialmente matemati-
COS.

Matematicamente, podemos considerar uma imagem como sendo uma
funcao limitada v : € C R®™ — R, n = 2, para imagens bidimensionais, ou
n = 3, para imagens tridimensionais. Para n = 2 o domino € é em geral um
retangulo. Neste trabalho, consideramos apenas imagens bidimensionais, sendo
u(z,y) a representacgao da imagem original. O objetivo é reconstruir, estd imagem,
a partir de uma imagem inicial I(z,y), onde, I(z,y) = u(z,y) + r(z,y), r(z,y)
representando o ruido.

Dessa forma, alguns pesquisadores comegaram a desenvolver modelos
com a finalidade de retirar, ou pelo menos, minimizar o nivel de ruido contido em
uma imagem digitalizada. A idéia basica desses processos era desenvolver filtros
que purificassem as imagens, e que ao mesmo tempo mantivessem suas carac-
teristicas principais, tais como texturas e preservagao de bordas ou contornos.

As tezturas sao regices da imagens onde as diferencas de tonalidades sao
muito sutis, de forma a dificultar a detec¢ao de contornos.

Os contornos ou bordas da imagem podem ser entendidos como sendo
as regioes onde as tonalidades de cinza mudam bruscamente, fazendo uma de-

marcagao visual que caracteriza as formas distintas da imagem. Matematica-

mente, entendemos os contornos da imagem como sendo as regides onde |Vu|

assume valores grandes.
Assim, se segmentarmos uma imagem, ou seja, se extrairmos apenas seu
contorno, obtemos uma moldura que permite a identificagao da figura, como um

molde. Podemos ver esse fato na figura 1.4 a seguir,
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Introducgao

Figura I.4: Imagem e sua segmentacio.

A medida que evoluimos no tempo, causamos mudancas na imagem ini-
cial I que deve “teoricamente” convergir para a imagem original u. O conceito
matematico fundamental que descreve mudancgas instantaneas relativamente ao
tempo € a derivada.

As equagdes que contém fungdes e suas derivadas sdo chamadas equagdes
diferenciais parciais (E. D. P.), as quais sdo encontradas em muitas dreas da
ciéncia. Estas equagoes constituem uma ferramenta muito importante na matema-
tica, pois sao usadas para modelar diversos problemas do cotidiano. O problema
do processamento digital de imagens envolve a solugao de equacdes diferenciais
parciais, e tém despertado grande interesse na atualidade.

Diversos modelos matemaéticos foram desenvolvidos baseados em E.D.P.’s
para eliminagao de ruido e segmentagiao de imagens. Um dos primeiros modelos

utilizados foi o proposto por Malik & Perona [20], dado por,

%% = div (g(:r, v, t)Vu), (1)

sendo g o coeficiente de difusdo que deve agir mais intensamente nas regides com
poucas mudancas de intensidade (regides homogéneas) e preservar os contornos.
Outros modelos conhecidos, baseados em E.D.P.’s, para o processamento

digital de imagens, sdo os de Alvarez, Lions, Morel e Coll [1]; Chen, Vemuri e

6
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Introdugao

Wang (8]; e de Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [2], por exemplo, mostrados
posteriormente neste trabalho.

Em 2000, Yu-Li You & M. Kaveh [25], propuseram a utilizagao de uma
equacao diferencial parcial de quarta ordem como uma nova ferramenta para
remogao de ruidos e preservacao de contornos da imagem. A partir do seguinte

funcional,

E(u) = fn £(IV2ul)dzdy, (2)

sendo, V? o operador Laplaciano, {2 a regidao onde a imagem esté definida e f
uma fungao crescente satisfazendo, f(.) > 0, ou seja, f’(.) > 0. A fungdo f estd
associada ao coeficiente de difusdo:
f'(s
c(s) = ( ) (3)

S
Utilizando a equagao de Euler-Lagrange no funcional E(u) You & Kaveh

propuseram para eliminar ruidos a seguinte equacao diferencial de quarta ordem:

du

5 =~V |07 | = -9 (1w} 7] i

ot V2|
sendo a imagem com ruido a condigao inicial.
Os resultados obtidos com a utilizacao desta equagao diferencial foram
bastante satisfatorios, para imagens com baixos niveis de ruido.
Neste trabalho, propomos formas alternativas para a escolha de argu-
mentos para o coeficiente de difusao resultando em novas equagoes diferenciais
parciais apresentadas a seguir, baseadas na equagao diferencial proposta por You

& Kaveh. Estas equagbes diferenciais parciais sdo dadas por:




Introducgao

%—1: = —V? [c(|Vu|)V2u]

% = V2 [c(|V(Ga * u)])Vzu], (6)

ou seja, primeiramente, na equacgao (5), substituimos a norma do operador lapla-
ciano aplicado a fun¢do intensidade de imagem, utilizado por You & Kaveh, |V2u/,
pela norma do gradiente da fungao intensidade de imagem, |Vu|.

Alternativamente, substituimos |V2u|, pela norma do produto de con-

volugdo G, * u, obtendo dessa forma a expressdo (6), sendo G, uma fungao

Gaussiana, com o representando o desvio padrao da imagem inicial com ruido.

A idéia principal, na equagao (5), é uma suavizacdo seletiva, ou seja,
através do coeficiente de difusao ¢(|Vu|), temos um processo de suavizacado mais
intenso em regides homogéneas e menos intenso em regioes com grandes mudangas
de intensidade, ou seja, contornos.

Na equacao (6), estamos avaliando o valor de |Vu|, através do calculo do
produto de convolugao.

Além de implementar e analisar os resultados obtidos a partir dessa
E.D.P. de quarta ordem, que numericamente utiliza o coeficiente de difusdo dado

por,

Smalioiiy
1+ ks?’

sendo kK uma constante que esta ligada a quantidade de detalhes que desejamos

c(s) = (7)

preservar na imagem, implementamos e analisamos os resultados obtidos, com
a utilizacao de outros cinco coeficientes de difusdo, nas expressoes (4), (5) e (6)
consideradas. Estes coeficientes de difusdo sao mostrados a seguir e discutidos e

analisados no final do capitulo 1:
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1 p(T +€)P?
T T
ela) =

1 s+e€)pP?
1, plstef”
S S

, §=>T

A origem e fungdo das constantes k, T, p e € também serdo mostrados
no final do capitulo 1.

O objetivo deste trabalho é estudar o comportamento da difusao anisotré-
pica para processamento de imagens e a aplicacdo deste estudo a uma equagao
diferencial parcial de quarta ordem proposta por You & Kaveh. Além disso,

implementamos e analisamos de forma comparativa as E.D.P.’s de quarta ordem

(4), (5) e (6), utilizadas para remocao de ruidos de imagens digitais, e também

os resultados obtidos quando utilizamos outros tipos de coeficientes de difusao
aplicados as trés E.D.P.’s de quarta ordem consideradas.

Este trabalho, estd organizado da seguinte forma:

No capitulo 1, introduzimos alguns conceitos referentes ao comporta-
mento da difusao anisotrépica no processamento de imagens, onde, mostramos
que a difusao anisotrépica é um processo de energia dissipativo e que existe uma
relagao entre o funcional energia E(u) e a difusao anisotrépica. Além disso, neste
capitulo, mostramos condicoes para a existéncia de pontos estacionarios no fun-

cional E(u), e através dessas condi¢oes podemos identificar se o coeficiente de

9

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Introducgao

difusdo é bem ou mal posto. Ao final deste capitulo, mostramos alguns exemplos

e respectivos resultados obtidos por estes coeficientes, quando implementamos a

equacao de difusao anisotrépica proposta por Malik & Perona [20].

No capitulo 2, mostramos como You & Kaveh, obtiveram a equagao
diferencial parcial de quarta ordem para restauragao de imagens e propomos al-
ternativamente a utilizagdo das expressoes (5) e (6), para o processamento digital
de imagens.

No capitulo 3, apresentamos os métodos numéricos e os processos de
discretizacao utilizados para o desenvolvimento dos programas computacionais
utilizados para a obtencao dos resultados.

No capitulo 4, mostramos os resultados experimentais obtidos com a im-
plementagao numérica das E.D.P.’s (4), (5) e (6), e também os resultados obtidos
com a utilizagao dos outros coeficientes de difusao mostrados anteriormente. Para
analisarmos de forma comparativa os resultados, usamos cinco imagens teste e
também fizemos alguns graficos para melhor analisarmos os resultados obtidos
com o uso de cada alternativa para o coeficiente de difusao.

Finalmente, no capitulo 5, tecemos algumas conclusoes baseadas nos re-
sultados obtidos por cada uma das trés E.D.P.’s consideradas e também pelos
resultados obtidos com a utilizagdo dos outros coeficientes de difusao mostrados
no final do capitulo 1. Encerramos o trabalho, fazendo algumas perspectivas e

projetos futuros baseadas nas E.D.P.’s aqui apresentadas.
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Capitulo 1

Analise do Comportamento da

Difusao Anisotrépica em

Processamento de Imagens

Neste capitulo, mostramos a andlise feita por You & Kaveh a respeito
do comportamento da difusdo anisotrépica do modelo de Malik & Perona [20].
O objetivo é demonstrar que a difusdo anisotrépica é bem posta, quando existe
um unico minimo global no funcional energia E(u), e que é mal posta, quando o
funcional energia possui um nimero infinito de minimos globais. Para fazer isto,
You & Kaveh expressaram a equacao de difusao anisotrdpica a partir de um certo
problema de otimizagao para desta forma, analisar seu comportamento baseados
na forma de sua superficie de energia.

Primeiramente, mostramos alguns conceitos basicos referentes a difusao
anisotropica no modelo de Malik & Perona. Também sera mostrado, que a difusao
anisotrépica é processo de energia dissipativo e entao, mostramos que existe uma
relacao entre o funcional energia E(u) e a difusdo anisotrdpica. Na seqiiéncia,

esta relagao serd utilizada para analisarmos o comportamento da difuséo.




1.1 Conceitos Preliminares

No final do capitulo, mostramos alguns exemplos de coeficientes de di-
fusdo anisotréopica bem postos e outros mal postos, além dos resultados praticos

obtidos através destes coeficientes.

1.1 Conceitos Preliminares

Definicao 1.1 (Derivada Parcial [10]). Seje u uma fungdo, u: Q2 — R, onde
Q C R". A derivada parcial de u, em relagdo, a varidvel x, que € a primeira
varidvel, poderd ser denotada por,

ou
e Uy ou Oyu.

De maneira andaloga, as derivadas parciais de segunda ordem em relagéo,
as varidveis z e/ou y, poderao ser denotadas por:

9%u %u

62:1: tl u.’l'.,‘I! e uIy'

Definicao 1.2 (Equagdo Diferencial Parcial [10]). Uma equagdo diferen-
cial parcial, é uma equag¢do que envolve uma fung¢do incognita de duas ou mais
varidveis e suas derivadas. Logo, uma equagdo diferencial parcial de n varidveis

independentes, x,,...,T,, € uma equagdo na forma:

F (m,,...,xn, (1.1)

ou ou 0%u 0%u 0%*u ) L

8z N0 08 O By

Definicao 1.3 (Operador Gradiente [10]). Definimos o operador gradiente,

denotado por V em R", da seguinte forma:

Ju Ou
Vu= (a—xl,,a—xn) (12)

Definigao 1.4 (Ordem de uma E.D.P. [10]). A ordem de uma equagio dife-

rencial parcial € dada pela mais alta ordem da derivada que ocorre na equagao.

12




1.1 Conceitos Preliminares

Definicao 1.5 (Operador Laplaciano [10]). Utilizamos a seguinte notagdo,

para o cdlculo do Laplaciano de uma fungdo u,

32u+ 5 A%u
o Tt e

Vi = (1.3)

Definigao 1.6 (Operador Divergente [2]). Utilizamos a sequinte nota¢do para

o cdlculo do divergente de uma fungdo u:
div(u) = ug + uy.

Definicao 1.7 (Ponto Estaciondrio [26]). Uma imagem u € I(Q), que denota
o0 espago imagem que € definido como sendo o conjunto de fungdes u suavizadas
por partes em 2 com descontinuidades somente nos contornos, € um ponto esta-

ciondrio do funcional energia E(u), se

dE(u; h) = 0, para h pequeno, h € I1(2),

ou equivalentemente, se

VE(u) =0, (15)

sendo dE(u;h), a variagio de Gdteauz, de u na diregio h. A definicdo da

variagao de Gateaur, e sua utilizagdo serao mostradas na prérima segéo.

O leitor mais interessado pode encontrar mais detalhes a respeito da
variacdo de Géteaux em [23]. Um outro conceito importante para o desenvolvi-

mento deste capitulo, é o conceito de convexidade.

Definicao 1.8 (Conjunto Convexo [23]). Seja V, um subconjunto de um

espago vetorial U, V C U. Entdo, V € convero se para todo u € V,

u=Au+ (1 —-ANug €V,

para todo uy,up € V e para todo A € [0, 1].
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1.1 Conceitos Preliminares

Definicao 1.9 (Funcional Convexo [26]). Seja F(u) : V C U — R um
funcional real definido no subconjunto convero V. Entdo, dizemos que F(u) é

CONwero em V, se

FOwy + (1= Aug) < AF(w) + (1= \)F(uy), (1.7)

para todo uy,us € Ve XA € (0,1). Se a igualdade € vdlida apenas para o caso em

que uy; = ug, entdo F(u) € dita ser estritamente conveza.

Defini¢ao 1.10 (Funcéao Periédica [13]). Uma fungdo f : R — R € periddica
de periodo T, se f(x + T) = f(x) para todo z real.

A difusao anisotropica foi proposta primeiramente por Malik & Perona
[20], como uma ferramenta para descri¢do de imagens multiescalas, segmentagéo,
deteccao de contornos de imagens. A idéia basica da difusao anisotrdpica é obter
a partir de uma imagem inicial uo(z,y), definida em um dominio convexo 2 €

IR x IR, uma familia de imagens suavizadas u(z,y,t) obtidas a partir da solugéo

da seguinte equagao diferencial parcial [20]:

2 = div(e(|Vul) V),

com condigao inicial dada por:

u(z,y,0) = wo(z,y).

O coeficiente de difusao ¢(.) é uma funcao nao-negativa cujo argumento
é 0 médulo do gradiente local da imagem dado por: |Vu| = /uZ +uZ. O coe-
ficiente de difusao desejavel deve ser de tal forma que (1.8) difunda mais em areas
homogéneas e menos em volta das regioes com grandes mudangas de intensidade
(contornos). Pequenas variagoes na intensidade da imagem devem ser considera-
das ruidos e nao texturas, as quais também serao suavizadas e os contornos,
desta forma, preservados. Dois coeficientes de difusao foram sugeridos por Malik

& Perona:
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1.1 Conceitos Preliminares

1
c(s) = T+ ks’ (1.10)

sendo k uma constante escolhida de acordo com uma aplicacao em particular.
You & Kaveh [26] mostraram que a difuséo anisotrépica com coeficientes
de difusao dados por (1.9) e (1.10) sao mal postos no sentido de que imagens
limitadas numa regiao {2 também tendem a divergir durante o processo de difuséao.
Na implementacao pratica no computador, o processo de difusao pode divergir
dependendo do esquema de diferengas, do tamanho da malha utilizado [18].
Diversos argumentos sobre o fato da difusdo anisotrdpica ser mal posta
sdo baseadas no trabalho de Hollig et al [15], onde é estabelecido que a difusdo

anisotrépica uni-dimensional (1-D) é bem posta se, e somente se,

f'(s) >0,

sendo f(s) a fungdo fluzo, definida da seguinte forma:

fls) =5¢l3) (1.12)

Obviamente, o comportamento da difusao anisotrépica bi-dimensional

(2-D) é bem mais complexo que sua versao uni-dimensional. Através da anélise

da difusdo anisotrépica 2-D, feita em [20] podemos desenvolver coeficientes de

difusdo mais eficientes. Alguns destes coeficientes, serdo apresentados ao final
deste capitulo.

O mal comportamento da difusao anisotrépica, pode ser reduzido através
da introducao de um operador suavizag¢ao no argumento do coeficiente de difusao
c(s). Alvarez, L., Lions, P. L., Morel, J.M. e Coll, T., em [1], consideraram por

exemplo,
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1.1 Conceitos Preliminares

du
= div [c(|VG(3) * u|)Vu], (1.13)

sendo G(s) * u a convolugao da imagem no tempo ¢, com nicleo Gaussiano de
escala s, que é dado a priori.

A propriedade seletiva da varidvel s é fundamental para o sucesso da
difusdo anisotrépica no sentido que o processo de difusdo pode ser mal posto,
para pequenos valores de s, enquanto que a imagem pode ser “suavizada” para
grandes valores de s. Uma possivel solucdo para evitarmos a geragao de manchas
causada pela preservacao do ruido, é utilizarmos inicialmente grandes valores
para s para removermos o ruido e logo em seguida reduzir o valor de s para que a
imagem reconstruida nao seja “suavizada” além do necessério [28]. A questao de
selecionarmos um valor 6timo para s, ainda é um problema em aberto. A carga
computacional envolvida na convolugao G(s)*u é um problema, pois, é necessério,
que a cada instante de tempo, implementemos diretamente, ou calculemos uma
difusdo anisotrépica em separado. No capitulo 3, mostramos uma maneira de
implementarmos numericamente o produto de convolugao G(s) * u.

O produto de convolugao € utilizado para se encontrar a distribuicao da

soma de duas ou mais varidveis calculada por integracgao e pode ser definido como:

Definicao 1.11 (Iério [16]). Seja, f, g € SCper(2l), 0 espago das fungées
seccionalmente periddicas de periodo 21, a convolugao de f e g € a fungdo f *g:

R? — R definida por

l
(F+9@) =5 [ fwale vy

A defini¢ao de fungdo seccionalmente continua é dada a seguir:
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1.2 A Difusao como um Processo de Energia Dissipativo

Definigao 1.12 (Fungao Seccionalmente Continua [13]). Uma fungdo f :
[a,b] — Ré€ seccionalmente continua se ezistir uma particio 7 = {2y = a <
Ty < ... <z, = b} de [a,b] tal que f seja continua em cada subintervalo aberto
(zj-1,x;) e as possiveis descontinuidades devem ocorrer necessariamente em pon-
tos de m sdo todas de primeira espécie ou seja, os limites a esquerda e a direita

ezistem mas sao diferentes.

Uma funcao seccionalmente periédica, é uma fungao seccionalmente continua,
mas, que se repete em um certo periodo T da reta.

Na sec¢ao a seguir, demonstramos que a difusao anisotrépica é um pro-
cesso de energia dissipativo e seu comportamento depende da forma de sua su-
perficie de energia, que é a superficie formada pelos valores dos “pixels” da im-

agem em cada ponto (z,y).

1.2 A Difusao como um Processo de Energia
Dissipativo

Considere, o seguinte funcional energia definido no espago das imagens suavizadas,

isto é, imagens na qual Vu é finito em 2, da seguinte forma [26]:

E(u) = fg F(IVul)ae,

sendo f(]Vu|) > 0 uma fungéo crescente de |Vul, quando,

F(IVu]) > 0. (1.16)

Também precisamos definir que f'(|Vu|) = 0 para o caso |Vu| = 0. De-
vido a nao-negatividade de f(|Vu|), o funcional energia é limitado inferiormente,

ou seja,




1.2 A Difusao como um Processo de Energia Dissipativo

Sendo |[Vu| > 0 e f(]Vul|) uma fungao crescente de |Vu|, o minimo global

de E(u) ocorre quando,

u(z,y) = constante, para todo (z,y) € Q. (1.18)

Assim, este minimo global inclui um mimero infinito de imagens cons-
tantes, todas com o mesmo valor do funcional E(u). Observe, entdao, que este
funcional energia é uma medida da suavidade da imagem (inicialmente com ruido)
e desta forma, esta minimizacao é equivalente a suavizagao da imagem, ou seja,
remocao de ruido.

You & Kaveh [26], minimizaram E(u) considerando a primeira variagao

de Gateaux de E(u) em u na diregao h, a qual é definida da seguinte forma:

Definicao 1.13 (Variacao de Gateaux [23]). Seja N : Dy C U — V um ope-
rador entre dois espagos vetoriais normados U e V. Seja Dy um subespago de
U, e seja u,h € Dy. Como Dy € um espago vetorial, temos que u + Ah € Dy,

para qualquer X € IR e, consequentemente, N(u + Ah) € V.. Caso o limite,

. N(u+ Ah) — N(u)
lim :
A—0 A

exista, entao dN(u;h) € V € a chamada Variagdo de Gateaur de N em u na

dN(u;h) = (1.19)

dire¢do h.

Observagao: A variagio de Gateaux é uma generalizagdo do conceito de
derivada direcional. Além disso, a definicao dada acima, coincide com a derivada

ordindria

)
SN+ AR)|

=0

Em nosso caso, temos entao,

E(u+ Ah) — E(u)
A

dE(u; h) = /l\irrtll
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1.2 A Difusao como um Processo de Energia Dissipativo

Dessa forma, precisamos identificar as condigoes, sobre as quais:

dE(u;h) =0, para A pequeno. (1.21)

Considere entdo o conjunto Qo = {(z,y) : |Vu(z,y)| =0, (z,y) € Q} e,
vamos calcular a variacao de Gateaux aplicada ao funcional dado pela expressao,

(1.15), dado por:

E(w) = [ f(vu)is. (1.22)

Dessa forma, utilizando a observagao dada anteriormente, temos,

dE(u; h) = %E(u 455 = % Uﬂ f(|V(u + Ah)|)dﬂ]

= Q-g:\—f(|V(u+Ah)|)dQ (1.23)

Vamos calcular a derivada parcial separadamente. Assim, utilizando a derivagao

composta, temos,

5}

5 (f(lV(u : ,\h)|)) - % (IV(+ ,\h)|)(%(|V(u AR)) (129)

Agora, note que, |Vu| = \/uZ + uyz e assim,

|V (u+ Ah)| = \/(u + AR)2 + (u + Ah)2.

Como,

(u+ Ah)2 = u? + 2 uzh, + A2h2

T

(u+ Ah)? = ui + 2Auyhy + /\2h§

temos entao que,
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1.2 A Difusao como um Processo de Energia Dissipativo

|V (u+ AR)| = \/ug + 2)uzhy + A2h2 + u2 + 2\uyhy, + A2h2.

Portanto,

1 2uzhy + 2uyhy + 2Ah2 + 2)\R2
2 \/uZ + 2Xuzh, + N2RZ +uZ + 2 uyhy, + NTRZ

a—iW(u + Ah)| =
Fazendo-se A = 0, obtemos,
uzhy +uyhy,  Vu

VE+uZ |V

sendo (.) a representagao do produto escalar.

)
axlV(+ M) = Vh,

Assim, a variagao de Gateaux do funcional E(u), é dada por,

B uh) = fn v D]v . Vhas. (1.29)

sendo © — Qp o conjunto os elementos de 2 nao nulos. Como desejamos que

f'(IVu|) = 0, quando |Vu| = 0, podemos escrever,

dB(u;h) = £0) [

Q0

IVh|dQ + f PV L~ . Vhaq. (1.30)
Q-0 |v |

Agora, vamos escrever a integral (1.30), como uma unica integral sobre

a regiao §). Para isto, escolhemos h de forma que,

|Vh| # 0, (z,y) € Qo

|Vh] =0,  caso contrério,

(1.31)

temos que, o segundo termo de (1.30) é nulo, mas o primeiro termo ndo. Em

geral para dE(u; h) = 0, devemos ter,

f'(0) =0.

20
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1.2 A Difusao como um Processo de Energia Dissipativo

Se denotarmos 0 = [0,0]” e definirmos

Vu b

e = 0,
|Vu| Vu=_-0_)

podemos entao escrever o primeiro termo de (1.30), da seguinte forma,

g0f(|v |)|v VhdQ. (1.34)

Entéao os dois termos de (1.30) podem ser agrupados em uma tnica integral sobre

Q, e assim, obtemos:

dE(u;h) = _/nf'(|Vu|)|§7—z|Vh . dSL. (1.35)

Agora, utilizamos o Teorema de Green para obtermos a seguinte ex-

pressao,

dE(u; h) = /dw [f (|Vul)

:|th+ F(IVu)) 2L 7hdoQ, (1.36)

|Vl [Vl

sendo 99 a fronteira da imagem de dominio Q2 e 7" é o vetor ortonormal a 9.

Se considerarmos condigoes de fronteiras simétricas para a imagem, temos:

Vu(z,y)- W =0 para (z,y)€ 0N (1.37)

Dessa forma, o segundo termo da expressdo (1.36) desaparece e a variagdo de

Gateaux pode ser expressa da seguinte forma:

dE(u; h) = (VE(u), h),

sendo, (-,-), o produto interno definido por:

(f,g) = fn £, v)9(z, 9)d2

AVA
2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15

16

17

18



1.2 A Difusao como um Processo de Energia Dissipativo

VE(u) = —div [f'(|Vu|) Yo (1.40)

[Vul

como sendo o gradiente de E(u) no ponto w.
Dessa forma, You & Kaveh, minimizaram o funcional E(u), movendo-se
na diregao negativa do gradiente, através da seguinte equacao diferencial parcial

parabdlica:

O & o ) [f (1Vu])

= (1.41)

wl]

Obviamente, a expressao (1.41) é a mesma expressao da difusao anisotrépica

(1.8) se considerarmos o coeficiente de difusao da forma:

_ J(IVu)) ]VUI)

De fato, a expressao, (1.42) é um coeficiente de difusao, pois, esta ex-

pressao é nao negativa, devido a expressao (1.16). Podemos observar que a fungao

fluxo utilizada para o caso uni-dimensional da difusdo (veja (1.12)) é dada por:

#(s) = s c(s) = f'(s). (1.43)

Como o funcional energia é limitado inferiormente, (1.17), You & Kaveh

em [26] provaram a estabilidade do sistema dada por (1.41) mostrando que o
sistema dissipa energia com o tempo. A derivada temporal do funcional energia

Elu(t)] do sistema é dada por,

dE[u(t)]

dt A—0 A h=—VE(u)

T E(u+ Ah) — E(u)

1

que é a variagao de Gateaux (1.20) de E(u) na diregdo h = —VE(u).

Consequientemente, por (1.38), temos:

dE[u(t)]

il = (VE(u),—VE(u))

—(VE(u),VE(u)) <0,

22
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1.3 Imagens Suavizadas por Partes

0 que nos mostra que a difusao anisotrépica é realmente um processo que dissipa
energia com o tempo. Portanto, a difusdo anisotrépica é um processo que visa
minimizar o funcional E(u) e chega a ser interrompida em pontos estaciondrios,
ou seja, em pontos onde, VE(u) = 0.

Sendo o funcional energia uma medida da quantidade de suavizacao da
imagem, o processo de energia dissipativa da difusdo anisotrépica (1.41) nos dé
uma continuidade de imagens com graus crescentes de suavizagao. Assim, o
comportamento da difusdo anisotrépica é obviamente dependente da forma da
superficie de energia. Se o minimo global dado por (1.18) é o tinico minimo da
superficie de energia, o processo de difusao ird convergir para este tinico minimo
global. Desta forma, podemos considerar a difusao anisotrépica bem posta.

Por outro lado, posteriormente mostraremos que sob certas condigoes, o
funcional energia terd um nimero infinito de minimos globais, que sdo densos no
espaco imagem e assim, temos uma difusao anisotrépica mal posta.

O argumento que o minimo global dado por (1.18) é tinico, é fundamental
para o uso da difusdo anisotrépica como uma ferramenta para filtros de espago
de escala. Se existe um minimo local numa superficie de energia, o processo de
difusdo pode ser interrompido em uma dessas superficies e, entdo, a suavizagao
da imagem (remogao de ruido) pode ficar em um nivel maior que o do minimo

global. Assim, a suavizacdo nao sera suficiente para a remocao de ruido.

1.3 Imagens Suavizadas por Partes

A derivagdo acima, foi baseada em um funcional energia E(u), definido
no espago das imagens suavizadas. Entretanto, a maioria das imagens que esta-
mos considerando, contém uma grande quantidade de mudancgas de intensidade,
ou seja, contornos. Neste caso, You & Kaveh em [26], modelaram a imagem uti-

lizando uma suavizagao por partes. Estes autores fizeram, uma extensao dos

23
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1.3 Imagens Suavizadas por Partes

resultados mostrados anteriormente para este tipo de suavizagao.

Seja I(2) a denotagao do espago imagem, definido como o conjunto das
funcoes suavizadas por partes na regiao (2, com descontinuidades somente nos
contornos da imagem. A principal dificuldade em estender a definicao de E(u)
para este espago imagem, é que o valor do gradiente |Vu| tende ao infinito nos
contornos, ou seja, nas regioes com grandes mudangas de intensidade. Se a in-
tegral (1.15) é entendida no sentido usual, estes saltos nos contornos, nao irdo
contribuir para o valor do funcional energia. Um tratamento especifico deste fato,
esta sendo feito envolvendo a integral de Lebesgue-Stieltjes. Aqui, You & Kaveh

utilizaram a fungao delta de Dirac [12], definida da seguinte forma:

Definicao 1.14. A fungdo impulso unitdrio, ou fungdo delta de Dirac € definida

como tendo as sequintes propriedades:

0, se 0, o0
o(x) = i e /

+00, se x=0, 0o

Uma imagem u(z,y) € I(S2) pode ser escrita como,

u(z,y) = w(z,y) + s(z,y) (1.47)

sendo w(z,y) a parte suavizada de u(z,y) e s(x,y) representa o “salto” no con-

torno, que chamamos de “step images” e definimos da seguinte forma [26]:

Definicao 1.15 (“Step Images” [26]). Seja S um subconjunto de Q. A fungao
definida por:

1, (EyeES
Xs(Z,y) = i (1.48)
0, caso contrario,

é conhecida como fungao caracteristica de S. Uma “step image” é uma com-
binacao linear de um nimero finito de fungoes caracteristicas. Especificamente,

sejam $2;, i = 1,2, ..., n, particoes de €2, entdo, a “step image” serd dada por:
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1.3 Imagens Suavizadas por Partes

s(z,y) = Z sixe; (T, ) (1.49)

sendo, s;, i = 1,2,...n, constantes e nao necessariamente iguais a particao adja-

cente {2;. Por exemplo, considere a seguinte “step image”:

§1, o<1
s(z,y) = Sy, T1<T<1I9
83, T2 <z <1x3
sendo sy # so € S5 # 3.
Assim, por (1.49), podemos reescrever a integral (1.15) como a soma de

duas integrais:

E(u) = E(w) + E(s), (1.51)

sendo E(w) a integral usual com o integrando suavizado e E(s) é a integral que
tem a “step image” como seu integrando.

Supondo que s(z,y) consiste de um salto no contorno ao longo de uma
curva ! (ndo necessariamente conexa ou fechada), com um salto J(z,y), podemos
fazer uma aproximagao deste salto através de um contorno inclinado v(z,y; A),
com um comprimento A, ilustrado na figura 1.1 a seguir.

Salto no contorno (“Step Edge™)

m / Apraximagio do salto no contorno (“Slops Edge”)

Figura 1.1: |Interpretag3o da integral pela fungdo impulso nos contornos da imagem.

Desta forma, You & Kaveh [26], calcularam o valor do gradiente nesta

inclinacdo através da seguinte expressao:
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Vol )] = 22 (152

Esta, ¢ uma fungao impulso, pois, quando, A — 0, temos, |Vv(z,y; A)| —

o0 e sua drea tende para,

é[HI_J_(jL)I] — |J(z,)|.

Integrando E(v) na diregéo ortogonal a [ e depois ao longo de [, temos,

E(v) = fiAf [U(Z—y)'] dl. (1.53)

Como v(z,y; A) — s(z,y) quando A — 0, temos:

[ (=)
. J(z, .
E(s) = ilg})[Af [u%y—)l] dl = _[illn.(} [—;Lﬂ =

0, f(00) < 005
f'(00) [ (@), f(00) = oo.

Observe que f’(o0) = 0, sempre que f(oo) < oo. Logo, a expressdao

(1.54)

(1.54), pode ser simplificada para a seguinte forma:

E(9) = £(e0) [ V@ ld, (1.55)
que ¢é a integral de linha no contorno. Desta forma, You & Kaveh, generalizaram
os resultados apresentados em [1].

Com esta defini¢do prévia da extensdo do funcional energia E(u), pode-
mos mostrar que as expressoes dE(u; h), (1.35) e VE(u) (1.40) sao validas, exceto
quando todas as derivadas envolvidas sdo generalizadas. Portanto a relagéo entre
a difusao anisotrépica e o funcional energia, pode ser utilizada para fazermos uma
analise do comportamento da difusao anisotrépica.

Como vimos anteriormente, existe uma forte relagdo entre a difusao

anisotrépica e o funcional energia F(u). Vamos entao, identificar condigoes para
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existéncia de pontos estaciondrios no funcional E(u) (definigao (1.7)) e, também,
analisar a natureza destes pontos. Assim, temos condigdes suficientes para iden-

tificar se uma difusdo anisotrépica é bem ou mal posta.

1.4 A Difusao Anisotrépica Mal Posta

Nesta se¢ao, mostraremos que sob certas condigoes, o funcional ener-
gia E(u) tém um nimero infinito de minimos globais que sao densos no espago
imagem.

Considere a “step image” mostrada anteriormente, (1.49), e denote

Q= |J o,
i=1,2,..,n

sendo 99); a fronteira de ;. Entao o gradiente da imagem (1.49) pode ser obtido

da seguinte forma:

00, T Q
Vu(z,y)] = i8] ©

0, caso contrario.

Por exemplo, no caso da expressao, (1.50), dada por,

$1, TplzT<I)
s(z,y) =4 83, ;y<zT<Ty,

s3, T < T < 1xI3

com 8; # Sp € So # 83, temos

|Vu(z,y)| = (s2 — 81)0(x — z1) + (s3 — 82)0(x — 2)

sendo é(z) a funcao impulso de Dirac.




1.4 A Difusao Anisotrépica Mal Posta

Teorema 1.1 (You & Kaveh [26]). Cada uma das “step images” dadas por
(1.49), densas no espago imagem I(S2), é um ponto estaciondrio de E(u), defini¢ao

(1.7) se, e somente se,

f'(00) = 0. (1.58)

Demonstragdo. Como as “step images” sao densas no espago imagem I(2), cada
sinal continuo pode ser aproximado por uma sequéncia de sinais menores (“step
signals” ), ou seja, para cada sinal continuo u, existe uma sequéncia desses sinais

menores, {s,}, n=1,2,..., tais que:

lim s, = u.
Nn—0o0

0< i Vu
“|vulm A I[V’|

Vu
|Vul

= 1 v
o "(1Vu|)

= f'(00) =0,

temos,

(|Vu 0, ara (z, ER
£ IIVI p (z,v)

Pelas expressoes, (1.32), dada por,

segue que:
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1.4 A Difusao Anisotrépica Mal Posta

Vu _
[Vu|

Combinando-se as expressoes (1.61) e (1.62), obtemos,

f'(|Vu]) 0, para (z,y)€Q—Q.

v
F(|Vu)m—e =0, para (z,y)€ Q.
|Vu|

Logo, pela expressao (1.41), dada por,

Bu . 1 Vu
i —VE(u) = div [f (|Vu|)W} ;

temos, VE(u) =0. v

(=) Considere a variacdo de Gateaux (1.35) de E(u), em uma “step image” s,

na direcao h = s, ou seja,

y Vu

Vs = (sz,8y) e |Vs|=,/s2+ s,

Vs

. 1 _ 1 2
Vs Vs = vl ((82:8y) « (82:8y)) = Wz |Vs|* =|Vs|,

sendo (.) a representacao do produto escalar.

Dessa forma,

dE(s;s)=/nf'(|Vs[)|V3|dQ‘

F(IVs])|Vs| = 0 = f'(c0)|Vs|

quando |Vs| = 0, a expressdo (1.64), pode ser escrita da seguinte forma:

dE(s; 8) = [Q £/(00)|Vsd®,
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que, comparada com a expressao (1.55) nos da:

4E(s55) = () [17(z)ldL. (1.66)
!
Para a “step image” (1.49) a integral na ultima equacéao é nao nula, entao
dE(s;s) = 0 somente se f'(c0) = 0, completando a demonstragao. v/

O teorema a seguir, ilustra a origem dos pontos estacionarios.

Teorema 1.2 (You & Kaveh [26]). Se a fun¢do f(.), de uma difus@o anisotrdpica,

satisfaz f'(00) = 0, entao:

(i) cada uma das “step images” que sdo densas mo espago imagem, € um

minimo global de E(u);

(ii) o funcional E(u) é descontinuo para toda imagem suavizada, ezceto para a

imagem constante (1.18).

Demonstragao:
(1) Para uma “step image” s, o valor de w na expressao (1.47), (u(z,y) = w(z,y)+

s(z,y)) é uma imagem constante. A expressao, (1.55), nos diz que

E(s) = /'(o0) /ﬁ (2, y)ldL.

Logo, por (1.49) e pela hipétese f'(0o0) = 0, temos que E(s) = 0. Por-
tanto, por (1.51),

E(s) = E(w) = E(imagem constante) (1.67)

que é o mesmo valor do minimo global (1.18) de E(u). Logo, cada uma das “step
images” (1.47) é um minimo global de E(u). v/

(#7) Da expressao (1.59), temos que um sinal continuo u, pode ser aproximado por
uma sequéncia de “step signals” s,, n = 1,2,... . Para uma imagem continua
u, é ébvio que E(u) # 0, exceto quando u é uma imagem constante (veja a

expressao(1.18)). Por outro lado, as expressoes (1.55),
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1.4 A Difusao Anisotrépica Mal Posta

E(s) = f'(c0) [ (e, ) di,

e (1.58), f'(c0) =0, nos mostram que E(s,) =0, n = 1,2,.... Assim,

lim E(s,) =0 # E(u). (1.68)
n—0o0

Portanto E(u), ndo é continua em u, exceto para a imagem constante
(1.18).v

Para melhor ilustrarmos como a difusdo anisotrépica é mal posta, com-
paramos nosso espago imagem com a reta real, as imagens continuas com os
nimeros racionais e as “step images” com os nimeros irracionais.

Entéao, dos teoremas (1.1) e (1.2), o funcional energia, tem valores nao
nulos para todos os nimeros racionais e valor nulo para todos os niimeros irra-
cionais. Uma vez que os numeros irracionais sdo densos na reta real, ou seja,
existe um irracional entre quaisquer dois racionais, o funcional energia é muito
irregular e, assim, ndo é possivel saber em quais desses “nimeros irracionais” a
difusao anisotrépica ird atuar, como podemos ver na figura 1.2 a seguir.

Existe uma "step image™ (minimo global) entre
quaitquer duas imag i

Superficie de Energia

“Step Images™
[Minimos Globais)

-0 +

Espago Imagem

Figura 1.2: Esquema de alguns modelos de difus3o anisotrépica mal postos.

A seguir, mostramos sob quais condigGes a difusdo anisotrépica pode ser

considerada bem posta.
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1.5 A Difusao Anisotrépica Bem Posta

Uma difusao anisotrépica serd considerada bem posta, se a imagem cons-
tante, dada por (1.18), ¢ o \inico minimo global do funcional energia E(u), pois,
dessa forma, o processo de difusdo ird convergir para este minimo global. A seguir,
veremos dois teoremas, que nos fornecem condigoes necessérias para a existéncia
de um tnico minimo global.

Do teorema (1.1), as “step images”, dadas por (1.49) néo sdo pontos
estacionarios de E'(u), se f'(00) # 0. Estendemos este resultado para o seguinte

teorema.

Teorema 1.3 (Whitaker & Pizer [28]). Se f'(c0) # 0 entdo, apenas a imagem

constante (1.18) é ponto estaciondrio de E(u).

Demonstragdo. O teorema (1.1), nos mostrou que as “step images”, (1.49), nao
sdo pontos estaciondrios do funcional E(u). Assim, precisamos mostrar somente
que as imagens suavizadas também néo séo.

Considere a variagao de Gateaux (1.33) de E(u) em uma imagem suavizada

u na direcao h = u. Logo,

dE(u;u)z/nf’(|Vu|)|Vu|dQ. (1.69)

Assumindo o fato que uma imagem suavizada nao é uma imagem cons-
tante, entao existe uma area menor ' C  em que |Vu| # 0. Entédo o integrando
é positivo nesta area, pois, f'(|Vu|) > 0. Assim, ndo é possivel que esta integral
seja nula para uma imagem suavizada, exceto para a imagem constante (1.18).
Portanto, todas as imagens em I(f2), exceto para a imagem constante (1.18),
nao sao pontos estacionarios de E(u), defini¢do (1.7), encerrando desta forma a
demonstragao. v’

Este teorema, estabelece, que se f'(c0) # 0, a imagem constante (1.18) é
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1.5 A Difusao Anisotrépica Bem Posta

o tnico minimo global de E(u). Este fato, entretanto, nao exclui a possibilidade
que a superficie determinada pelo funcional E(u) possa ser irregular, considerando
a possibilidade do processo de difusao exibir um comportamento desconhecido até
convergir para a imagem constante (1.18).

Em [26] You & Kaveh, apresentam o seguinte coeficiente de difuséo,

1 p-1
T
(1.70)
1 gt
1. p+e
T
come>0e0<p<l, tem f'(00) =1%# 0. Com a utilizagido deste coeficiente

y, ¥=2T

a imagem constante é o tinico minimo global pelo tltimo teorema. Mas o efeito
equivalente a uma difusdo anisotrépica mal posta, pode aparecer durante o pro-
cesso de difusao, ainda que posteriormente este efeito desaparega, como o exigido
pelo dltimo teorema. Portanto, precisamos de condigoes fortes para fazer com que
f'(o0) # 0 faca a superficie de E(u) ser suficientemente regular para evitar que
o efeito de uma “step image” equivalente aparega durante o processo de difusao.
O tnico modo de fazer isso é exigir que o funcional E(u) seja convexo. Assim,

estes autores apresentaram o seguinte teorema.

Teorema 1.4 (You & Kaveh [26]). Se a func¢do f(.) de uma difusdo anisotrépica

€ conveza, entdo seu funcional energia E(u) € convero e a imagem constante

(1.18), (u(z,y) = constante), ¢ seu inico minimo global.

Demonstragdo. Sejam, uy, up€ I(S2), com u; # ug, entao, para cada A € (0,1),

temos a seguinte desigualdade , conhecida como desigualdade de Minkowski,

IV[Aur + (1 = Nug)| < AV + (1 = A)|Vug|. (1.71)

Como f'(|Vu|) > 0, f(.) é estritamente crescente. Logo, por, (1.71),

temos:
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F(IVBas + (1 = Newall) < £ (NVa] + (1= 2)[Vaa]). (1.72)

Sendo f(.), convexa, temos:
TVl + (1 = NIVul) S AVl + (1= NF(Vual).  (173)
Portanto, por (1.72) e (1.73),

7(VDa + (1= Nual) <A (Daal) + (1= Nf(Aual).  (174)

Integrando-se a expressao (1.74), obtemos,

(19Nl Yo < [ f(ubinra-3 [ 70vuhan, .79

ou seja, pela expressdo (1.15), temos,

E (Ouy + (1 = Nup) < AE (u1) + (1 = NE (u2), (1.76)

e, portanto, o funcional E(u) é convexo pela definigao (1.9).v'
Para provarmos a unicidade do minimo global, utilizamos o teorema (1.3)

e o fato que f'(oo) # 0 se f(.) é convexo. De [5], temos o seguinte teorema.

Teorema 1.5 (Bazaara & Shetty [5]). A fung¢do f(.) é conveza, se e somente

se,

f(z) =2 f(xo) + f'(z0)(z — o) para todo o,z > 0. (1.77)

Demonstragdo. (=) Suponhamos f(.) convexa. Entao, para todo A com 0 < A <

1, temos,

f(,\:s il ,\)xﬂ) < M (@) + (1= ) f(zo)
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o f(,\a: il = )t):rg) < Mf(@) + f(z0) = M (o)

& f(Aa+ (1= Nao) ~ flzo) < A(f(2) - f(20))

f()\l‘ L= /\)1‘0) — f(=zo)

= X

< f(z) — f(zo)

1 (20 + Aw - z0)) = £ (o)
= < f(z) = f(20)

Fazendo A — 0 em (1.78), obtemos:

f'(@o)(z — o) < f(z) — f(z0) v

(<) Agora, suponha por hipétese, f(z) > f(zo) + f'(zo)(z — z0), para todo
z9,z > 0. Sejam, zy,22 > 0 e, 0 < A < 1. Considerando zg = Az; + (1 — A)zs2 €

T =TI ou I = I, temos:

f(z1) 2 f(zo) + f'(0)(z1 — o), (1.79)

f(x2) > f(20) + f'(w0)(x2 — o). (1.80)

Multiplicando (1.79) por A e (1.80) por (1 — A) e somando-se as duas expressoes,

obtemos:

Af(z1)+(1=N) f(z2) = Mf(@0)+ASf (o) (x1—20)+(1—-A) f (o) +(1—A) ' (o) (x2—0)

& (1) + (1= N)f(z2) 2 f(@0) + (z0) (Aar = Ao + (1 = Nzz = (1= A)o)

& M (@) + (1= N)f(22) 2 f(@o) + ['(@o) (Ao + (1 = Nwz —z0)  (181)

Como consideramos, zo = Az; + (1 — A)z2, substituindo este valor na expressao,

(1.81), obtemos:
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M(@)+1=Nf@) 2 f(Ae1+ (1= X))+ f(z0) -0

= f(dei+(1-Nz) < (1= Nf(),

completando a prova do teorema. v

Se considerarmos zy = oo e assumirmos que f'(zp) = f'(c0) = 0, a

expressao (1.77) nos diz que:

f(z) > f(oco) paratodo z >0, (1.82)

contradizendo com o fato de f(.) ser crescente. Portanto, devemos ter f'(c0) # O e
assim, pelo teorema (1.3), apenas a imagem constante (1.18) é ponto estacionario
de E(u), completando a prova do teorema (1.4). v/

Podemos verificar que o teorema acima também é valido para “step imag-

De fato, suponhamos que sy,s, € I(§2) com s; # so, sendo s; e s, duas
“step images” com seus “step edges” ao longo das curvas [y e lo. Seja, | =1, Jls
e, J1 e Jp respectivamente, os saltos de s; e s;. Entdo, pela expressdo (1.55),

dada por,

E(s) = f(o0) [ 1 (z, y)ld,

e utilizando-se a desigualdade de Minkowski, temos:

E(,\sl = ,\)32) = f"(oo)/t|/\J1 +(1 =\ dl
< Af'(0) /|J1|d£ + (1= A)f'(0) _/ll.]2|dl (1.83)
= AB(s1) + (1 - ) E(s)
que é o mesmo quando (1.76) é dado pelas “step images”, quando sua integral é

interpretada através da expressao (1.55). Temos, entdo, o seguinte coroldrio:
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Corolério 1.1 (You & Kaveh [26]). Se f”’(z) > 0 para todo z > 0, entio a
imagem constante (1.18) € o uinico minimo global de E(u) e a difusdo anisotrdpica

€ bem posta.

Demonstragao. A demonstragao do resultado acima, é baseada também em outro
resultado de [5], que estabelece que f(.) é convexa se e somente se, f’(z) > 0
para todo z > 0. Assim, como por hipétese, f”(z) > 0, segue que f(.) é convexa.

Sendo f(.) convexa, pelo teorema (1.4), o funcional energia E(u) é con-
vexo e a imagem constante (1.18) é seu tinico minimo global, e também dessa

forma, a difusao sera bem posta. v

Anteriormente, discutimos o comportamento global da difusao anisotrépica.
Na secao 1.6 a seguir, fazemos algumas consideragoes a respeito do comporta-

mento local do processo de difusao.

1.6 Decomposicao Ortogonal e Interpretacao

Geométrica da Difusao Anisotrépica

Em um ponto especifico (z,y) € €2 de uma imagem, o comportamento
da difusao anisotrépica (1.41) depende é claro de f'(|Vu(z,y)|) que, em geral,
depende das caracteristicas da fun¢do f no ponto (z,y). Em nosso caso, essas
caracteristicas sao melhor caracterizadas através da estrutura da matriz Hessiana

de f, dada por:

[ *f(IVu]) *f(|Vul) ]
ox? 0xdy

H(z,y) =
Pf(|Vul) 0*f(|Vul)
dydz oy?

Os autovalores da matriz (1.84) sao dados por:
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_ [Vl
|Vud

Por (1.42) temos A; = ¢(|Vul). Dessa forma, a difusdao anisotrépica mostrada em

A([Val) Ao(|Val) = f(|Vul).- (1.85)

(1.41) pode ser escrita como:

Y =MDy + 2D, (1.86)

sendo,
2 2
Uy — 2UgUylgy + UylUay

? 14 44 :

2 2
_ UZlUge + 2UgUylUzy + UyUyy

D, = (1.88)

ul -+l
As expressoes (1.87) e (1.88) sdo as derivadas direcionais de segunda ordem de
u nas direcoes ortogonal e paralela ao gradiente local, respectivamente. Como as
duas derivadas direcionais estao em direcoes ortogonais, a equagao (1.86) repre-
senta uma decomposicao ortogonal da difusao anisotrépica, como podemos obser-

var na figura 1.3, com pesos dados pelos autovalores da matriz (1.84).

Difus@o na diregéo cAntoma o inagem

do gradiente

radiente
g A

Difus@o na diregéo

’onugonal ao gradiente

Figura 1.3: Decomposi¢io Ortogonal da Difusdo Anisotrépica.
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Como o coeficiente de difusao é nao-negativo, devido a (1.16), o primeiro
termo da expressao (1.86) representa a difusdo na diregao ortogonal ao gradi-
ente. Assim, temos uma preservagao dos contornos uma vez que este também é
ortogonal ao gradiente.

O segundo termo de (1.86) representa a difusdo na diregao do gradiente

local. Este termo tem um comportamento suavizador se A(|Vu|) > 0, caso

contrario, ou seja, se A2(|Vu|) < 0, o ruido é preservado. Para preservamos os
contornos da imagem enquanto suavizamos regioes com pequenas variacoes de

intensidade, devemos ter:

>0, z<T
f"(x) (1.89)
<0,-2>T
sendo T uma parametro.

Considerando-se que a evolugao temporal na expressao (1.41) pode ser
interpretada como sendo um processo decrescente da superficie do funcional ener-
gia E(u), seu comportamento depende da forma de sua superficie de energia e
das condigoes iniciais onde inicia-se o processo. Se esta superficie tem um tnico
minimo global, entao o processo de difusao ird convergir para este minimo, seja
qual for a imagem inicial. A difusao anisotrdpica é entao considerada bem posta.
Entretanto, se a superficie de energia do funcional E(u) é irregular e tem vérios
minimos locais, entao o processo de difusdo pode convergir para qualquer um
desses minimos locais e, assim, a difusdao é considerada mal posta. Maiores de-
talhes a respeito da decomposic¢ao ortogonal da difusao anisotrépica e sua inter-
pretagao geométrica podem ser encontrados em [20].

Na préxima e ultima segao deste capitulo, mostramos alguns exemplos e
respectivos resultados experimentais de alguns coeficientes de difusdao anisotrépica,

obtidos por You & Kaveh.
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Di-

fusao Anisotropica

As técnicas numéricas utilizadas por You & Kaveh, na obtenc¢ao dos resul-
tados mostrados nesta secao, foram baseados em leis de conservacao hiperbdlica

e na teoria de solugdes viscosas [19], [21], [29]. A equagéo de difusao anisotrépica,

% = div (c(qul)Vu) ;

proposta por Malik & Perona [20], foi discretizada da seguinte maneira:

Wit =l + % (4 {c[\/(azu)? + m2(Atuy;, Atuy,)] Az}

+AY {c [\/ (AZup,)? +m2(A%ul, Alul,)| Aﬁ,u;{j}) (1.90)

sendo At, o passo no tempo, h o tamanho do passo na malha espacial e,

A.|.u1],_j = Uiq1,j — Uij
Alu;j =uij — Ui-1
)

Afuij = w1 — Ui
AVu = uij — Ui
min(a,b), se a>0e b>0
m(a,b) = ¢ max(a,b), se a<0 e b<0. (1.92)
0, caso contrario
Considerando-se os coeficientes de difusdo dados pelas expressdes (1.9) e

(1.10) e, f'(s) = s c(s), temos:

respectivamente.
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusdo Anisotrépica

Como as duas expressdes em (1.93) satisfazem, f’(0co0) = 0, pelo teorema
(1.2), ambas sao consideradas mal postas.

No primeiro experimento feito por You & Kaveh, utilizou-se a imagem
da “Lenna” com aproximadamente SNR = 10dB de ruido Gaussiano, como

podemos ver na figura 1.4 a seguir:

Figura 1.4 (a) e (b): Imagem Original e com ruido, SN R = 10dB, respectivamente.

Utilizando o coeficiente de difusao proposto por Malik & Perona:

¢(s) = exp [— (%)2]

para processar a imagem com ruido, figura 1.4(b), temos os seguintes resultados,

utilizando-se a constante k = 10.0, que claramente nos mostra que este coeficiente

de difusao é incapaz de remover completamente o ruido da imagem.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15

16

17

18
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Figura 1.5: (a) Imagem Processada com 16; (b) com 128 e (c) com 4096 iteragGes,

respectivamente.

Outro resultado interessante, mostrado por estes autores, é obtido se
considerarmos que a linha de pesquisa da remogao de ruido, baseada na variacao
limitada pode ser colocada na categoria da difusdo anisotrépica. O algoritmo

original desta difusdo, considera o seguinte problema de minimizagao [21]:

min/ |VuldQ, (1.94)
v Ja

sujeito a
lu — uo| = o® (1.95)

sendo up a imagem inicial com ruido e 0% a quantidade de ruido aplicado a ima-
gem. Ignorando-se a limita¢ao dada por (1.95), a expressdo (1.94) é exatamente
o funcional energia E(u), com f(z) = z. O correspondente coeficiente de difusao

é dado por:
P ela)= % (1.96)

Sendo, f(z) = x, obviamente, temos que f'(z) =1 e f"’(z) = 0, entdo,
pelo teorema (1.4), esta difusao é considerada bem posta. Como f"(z) = 0,
este coeficiente de difusio suaviza a imagem somente na direcdo ortogonal ao
gradiente, assim, este coeficiente de difusao tende a preservar os contornos, como

podemos observar na figura 1.6 a seguir,
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Figura 1.6 (a) e (b): Imagem processada com 25 iteracdes utilizando o coeficiente

de difusdo (1.96) e respectiva segmentagdo.

Observe ainda que f’(x) = 1, contradizendo a condigao necessaria f'(0) =
0, que nao foi considerada por [21]. Entretanto, na implementagao pratica no com-
putador, para superar este problema, You & Kaveh incluiram apenas a condigao
“de nao suavizagao”, quando |Vu| = 0, o que forga f’(0) = 0 no algoritmo im-
plementado.

Além disso, o algoritmo de base variacional acima, tende a produzir o
reconhecimento de falsos contornos (“blocky effects”) nas dreas suavizadas. Este
fato, pode ser atribuido a descontinuidade de f’(z) no ponto z = 0 e na sobre-
suavizagao de dreas ja suavizadas por causa do coeficiente de difusdao c(x) da
expressao (1.89), que torna-se muito grande quando z é muito pequeno, o que
causa uma divisao por zero, durante o processo iterativo.

Em geral, para tratar deste problema, foi proposta a seguinte modificagao

no coeficiente de difusao (1.96):

c(z) = (1.97)

sendo T', um parametro selecionado para uma aplicacdo em particular. Neste

caso, You & Kaveh fixaram T' = 3.0. Desta forma, f(.) fica sujeito a uma difusao
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusao Anisotrépica

uniforme, onde o gradiente da imagem é pequeno para efetivamente suavizar areas
com ruido, enquanto “ignora” areas de contorno. Podemos ver o resultado obtido

com este coeficiente de difusao, na figura 1.7 a seguir.

" 2

it A e -

=

e

Figura 1.7 (a) e (b): Imagem processada com 25 iteragGes utilizando o coeficiente

de difusdo (1.97) e respectiva segmentacao.

Observe que a derivada de segunda ordem, f”(z), é de tal forma que ¢(.)
niao é continua em r = T. Para minimizar este problema, You & Kaveh [26]

propuseram a seguinte expressao:

B VI + 02— /(e —a)2 + 6% — b+ Va2 + b2
B 2a I

f'(x)

onde a controla a aproximagao f'(z) = = e b controla a suavizagdo da transicao

(1.98)

entre f'(z) = z e f'(z) = L E claro que as medidas mostradas acima néo nos
dao uma solucgdo completa para o problema do anulamento de |Vu| e, assim, um
estudo mais especifico é necesséario para solucionar este problema.

Uma extensido da difusdo de base-variacional total foi proposta em [27],

que pode ser generalizada na seguinte expressao:

fx)=(x+€)P, e>0 e 0<p<Ll (1.99)

Como f"(z) = p(p — 1)(z + €)P"2 < 0, para 0 < p < 1, este coeficiente

de difusao, utiliza a difusao inversa para preservar os contornos da imagem. Este
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusao Anisotrépica

coeficiente também é mal posto, pois satisfaz f’(c0) = 0 e dai, utilizamos o

teorema (1.2). De fato, observe que

f'(00) = lim p(z +€)P' =0, para 0<p<l. (1.100)
T—00

Desta forma, teremos problemas associados as “step-images” durante
o processo de difus@o, principalmente, com o reconhecimento de muitos falsos
contornos. Mas, estes falsos contornos desaparecem gradualmente, a medida que
o processo de difusao evolui, nos dando entao uma boa performance. Deste modo,
podemos fazer a devida discretizagdo do problema na sua representacao digital e
processamento.

Este coeficiente de difusido, como os outros mostrados anteriormente,
tende a produzir os chamados “blocky effects”, reconhecimento de falsos con-

tornos, em dreas suavizadas pois,

lintl)f'(:t:) =peP~! £0, (1.101)

e assim, devemos redefinir a expressao f'(0) = 0, como é exigido pela expressao
(1.32). Dessa forma, para minimizar este problema, You & Kaveh modificaram o
coeficiente de difusao ¢(.) para a seguinte forma:
p(T + €)P~!
—_— z<T
T

c(z) = (1.102)
p(z + )P}

z2>T,

z
que basicamente realiza uma difusao uniforme em toda a imagem evitando desta
forma, os “blocky effects”. A implementacao deste coeficiente de difusao, nos deu

o seguinte resultado, com 7"= 3, e = 1.0 e p = 0.5:




1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusao Anisotrdpica

Figura 1.8 (a) e (b): Imagem processada com 270 iteragdes utilizando o coeficiente

de difusdo (1.102) e respectiva segmentagdo.

Para encerrar, You & Kaveh apresentaram um exemplo nao satisfazendo

a condigdo f’(o0) = 0. Seja,

1  p(T+e)r?
A
c(z) =

come>0el<p<l.

Como fizeram anteriormente, You & Kaveh, verificaram que f"(x) =
p(p—1)(z+¢€) <Opara0 <p<1lez>T. Também mostraram que f'(o0) =
1, e pelo teorema (1.1), as “step-images”, nao sao pontos estacionarios, pois,
f'(00) = 1. As simulagoes, mostram que os efeitos de escalonamento da imagem
irao aparecer e depois desaparecer a medida que o processo de difusdo evolui,

satisfazendo desta forma o teorema (1.3). Utilizando os mesmos parametros para

o coeficiente de difusdo (1.102), ou seja, T' = 3.0, ¢ = 1.0 e p = 0.5, obtemos o

resultado mostrado a seguir.
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusao Anisotrdpica

Figura 1.9: (a) Imagem processada com 50 iteragdes utilizando o coeficiente de
difusdo (1.103) e respectiva segmentagdo (b); (c) Imagem processada com 100 iteragdes e

respectiva segmentagéo (d).

O resultado mostrado pelo coeficiente de difusdao (1.103), mostrou-se
muito eficiente na remocao do ruido da imagem, porém, a medida que aumen-
tamos o numero de iteragoes, temos uma perda significativa dos contornos da
imagem, como podemos ver na figura 2.8 (c) e (d), respectivamente. Considera-

mos que este coeficiente de difusdo, foi o que apresentou o melhor resultado em

comparagao com os outros mostrados anteriormente, figuras 1.8 (a) e (b).

Assim, através dos resultados obtidos na pratica, mesmo alguns coe-

ficientes de difusdo considerados bem postos, como por exemplo, o coeficiente
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1.7 Exemplos Mal Postos e Bem Postos de Difusao Anisotrépica

dado por (1.96), mostraram-se ineficientes na remog¢ao do ruido da imagem. Dessa
forma, através, das modificagées propostas por You & Kaveh, foram obtidos coefi-
cientes de difusao, mais eficientes, porém, mal postos, no sentido de que a medida
que evoluimos na escala temporal, temos uma perda dos contornos originais da
imagem.

No capitulo 2 a seguir, mostramos uma alternativa apresenta por You
& Kaveh, para minimizar este problema da perda de contornos, utilizando uma

equagao diferencial parcial de quarta ordem. A partir dessa equagdo propomos

alteracoes no coeficiente de difusao, as quais nos forneceram resultados bastante

satisfatorios.




Capitulo 2

Equacoes Diferenciais Parciais de

Quarta Ordem no Processamento

de Imagens

Com os resultados obtidos pelos coeficientes de difusdo, mostrados no fi-
nal do ultimo capitulo, nos deparamos com necessidades de propdsitos contrarios,
isto é, queremos obter suavizagao e ao mesmo tempo manter os contornos origi-
nais da imagem. Entretanto, como vimos, um processo nao implica o outro,
pois, nas regioes das imagens onde o processo de difusao ¢ muito intenso, é co-
mum perdermos as caracteristicas originais dos contornos. Podemos observar esse
fato, nos resultados apresentados pelo coeficiente de difusdo (1.103), onde é evi-
dente que a medida que aumentamos o numero de iteragoes, conseguimos uma
boa suavizagao, porém, temos uma perda acentuada dos contornos originais da
imagem.

No capitulo anterior, mostramos o estudo do comportamento do pro-
cesso de difusao anisotrdpica realizado por You & Kaveh cujo objetivo é jus-

tificar teoricamente quando o processo de difusdo é bem ou mal posto. Neste




2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

capitulo, aplicamos os conceitos e resultados apresentados no capitulo anterior a
uma E.D.P. de quarta ordem, visando obter um processo de difusao bem posto
para eliminagao de ruidos em imagens. Além disso, propomos duas alternativas
de escolha do argumento do coeficiente de difusao dessa E.D.P. de quarta ordem.
As implementagoes numérica dessa E.D.P. é mostradas no capitulo 3 a seguir e

os resultados experimentais obtidos sao mostrados no capitulo 4.

2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por
You & Kaveh

As equacoes diferenciais parciais de segunda ordem, sao consideradas uma
ferramenta muito 1til no estudo da remocao de ruidos e espago de escala de
imagens. Diversos modelos matematicos foram desenvolvidos baseados nessas
E.D.P.’s de segunda ordem para eliminagao de ruido e segmentagao de imagens.

Dentre estes, os mais conhecidos sao:

e O modelo de Malik e Perona [20],

% = div (¢(|Vu|)Vu), (2.1)

sendo que o coeficiente de difusao c, age como um detector automaético de

bordas.

O modelo de Alvarez, Lions, Morel e Coll [1],
Ju

. [ Vu
a8 (|G * Vu|) |Vu|div (W) , com u(z,y,0)=1Izy), (22

onde o termo ¢(|G * Vu|) é usado como um intensificador de contorno, pois,
age como um controlador de velocidade da difuséo, e G é uma fungao Gaus-
siana. O valor médio de Vu numa vizinhanga do ponto (z,y) é calculada

pelo produto de convolugao G * Vu. Se este valor for pequeno, entdo (z,y)
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

¢ considerado um ponto interior e a difusao nessa regido serd intensa. Por
outro lado, se o valor médio for grande, entao (z, y) é considerado um ponto

de contorno e o processo de difusao sera lento.

O modelo de Chen, Vemuri e Wang (8]

8‘; = it (a(:c % I) — |VulB(u— 1) (2.3)

0

sendo I a imagem original com ruido. Também é ideal escolher a(z,y),
como uma funcao diferencidvel de forma a possuir valor zero nas regioes de
contorno e valor 1 em regides homogéneas. Uma boa escolha é a(z,y) =

9(IV(G *u)]).

O modelo de Barcelos, Boaventura e Silva Jr. [2],

Ou Vu

VG, Vu|d -M1- = 1), 24
o = g(IVG, +uValdiv (D) =M1 w-D,  (24)
onde, u(z,y,0) = I(z,y) representa a imagem original com ruido, g(|G *
Vu|) é uma fun¢do monétona nao crescente e novamente é usada como um

intensificador de contornos, o e A sao parametros.

No trabalho apresentado por You & Kaveh [25], é proposta a utilizagao
de uma E.D.P. de quarta ordem, como uma nova ferramenta para evitarmos os
efeitos da perda dos contornos originais da imagem, ou seja, obtermos uma boa
relacdo entre a remogao de ruido e a preservacao dos contornos da imagem.

Considere, primeiramente, o seguinte funcional definido no espago das

imagens continuas definidas na regiao (2.

E(u) = 2 F(IV?ul)dzdy (2.5)

onde V? denota o operador Laplaciano. Neste caso, You & Kaveh definiram que,

f(.) 2 0, seja uma fungao crescente, assim,
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

f()>0, (2.6)

de forma que o funcional (2.5), seja, uma fungao crescente, com relac¢éo a suaviza-
¢ao da imagem, determinada por |V2u|. Conseqiientemente, quando minimizamos
o funcional, estamos suavizando a imagem com ruido.

Esta minimizacao do funcional é uma forma especial de generalizar o

problema variacional, tratado em [?], dado por,
E(u) = / F(z,y,u, Dy, Dau, ..., Dyu, ...)dzdy
Q
o'u S‘U]T

dzi’ Oyt

sendo, €2 a regiao onde a imagem esté definida.

D;u=[

Neste caso, a equagao de Euler Lagrange equivalente é dada por,

1

>y Dt (Biiu) =0, (2.9)

sendo, DI = —D; para derivadas de ordem fmpar e DI = D; para derivadas de
ordem par.

Como, estamos trabalhando com imagens bidimensionais, temos,

F(uzz, uyy) = f([V2u|) = f(luzz + uyyl).

Desta forma,

oF oF

Ouzz  Ouy,

= f'(IVul)sign(V?u)

sendo, uma fun¢ao definida da seguinte forma,




2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

f&)=3L

Neste caso, a equacao de Euler, sera dada por:

v? [f’(|V2u|)sign(V2u)] = 0.
Agora, se definirmos,
Vu

1V2ul|g2y=0

podemos escrever, (2.14), da seguinte forma,

=0,

v 1V

Considerando o coeficiente de difusao, dado por

Vqu _

() = LD s i) = s (o),

podemos escrever a expressao (2.16), na forma,

V2u
|V2y|

Como You & Kaveh estdao minimizando o funcional E(u), resolveram a

V2 [1v2u|c(|v2u|) ] = V? [c(|V2u|)V2u] = 0. (2.18)

expressao (2.18) na diregao negativa do gradiente. Assim,

o ol oy Vi
% =~V MV

sendo a imagem com ruido, a condigo inicial. A solu¢do da expressdo (2.19) é

] = —-V? [c(|V2u|)V2u], (2.19)

obtida, quando fazemos ¢t — 0o, mas, a evolugao no tempo pode ser interrompida
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

a qualquer momento para obtermos uma relagao ¢tima entre a remocao do ruido
e a preservagao do contorno da imagem. Uma relagdo entre a equagao de difusao
de quarta ordem e suas propriedades é mostrada em [6].

Considerando a seguinte definigdo apresentada por You & Kaveh [25]:

Definigao 2.1 (Imagem Plana [25]). Uma imagem, cuja fungdo intensidade

satisfaz a equagdo de um plano € chamada imagem plana.

You & Kaveh afirmaram entao que o valor do operador Laplaciano apli-
cado a esta imagem é nulo, logo, esta imagem ird satisfazer a expressdo (2.18).
Portanto, pela definigdo (1.7), uma imagem plana é um ponto estacionario da
equagao de Euler (2.18), ou seja, VE(u) = 0.

Também, mostraram que uma imagem plana é o minimo global do fun-

cional E(u). De fato, utilizando a ndo negatividade de f(|V?u|), o funcional

E(u), serd limitado inferiormente, ou seja,

E(u) > 0. (2.20)

Desta forma, como f(|V?u|) é uma funcio crescente de |V2u|, a funcio
f, atingird o minimo global quando|V?u| = 0. Desta forma, o minimo global, do

funcional F(u), dado pela expressao (2.5), ocorre quando,

|V?u| =0, paratodo (z,y)€ Q. (2.21)

Assim, como uma imagem plana satisfaz a expressido (2.21), esta, é um
minimo global do funcional E(u). You & Kaveh concluiram que somente imagens
planas serdo o minimo global do funcional E(u), expressao (2.5), se a fungdo f(.)

é convexa, ou seja, se

f"(s) >0, paratodo s>0, (2.22)

pois o funcional E(u), dado pela expressdo (2.5) é convexo sob esta condicdo.

Para provar a convexidade deste funcional, You & Kaveh, apresentaram o seguinte
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

teorema:

Teorema 2.1. Se a funcao f(.) de uma difusdo anisotropica é conveza, entao

seu funcional energia E(u) € convezo.

Demonstragdo. Sejam u; e uy duas imagens definidas sobre uma regiao €2 com
u; # up. Entédo, para cada A € (0,1), temos a desigualdade de Minkowski [17]

dada por:

|V2[Auy + (1 = Nug)| < AV + (1 = X)|Vuy|. (2.23)

Sendo f(.) estritamente crescente por (2.6), ou seja, f'(.) > 0, pela ex-

pressao (2.23) anterior, temos,

f(|v2[,\u1 (1= A)u2]|) < f(/\|V2u1| i = A)|V2u2|). (2.24)

Utilizando a convexidade da fungao f(.), temos:

(9%l + (1= VIV2ul) <A (IV2ul) + (0= NF(1V%0l) - (225)

Combinando as expressoes (2.24) e (2.25), temos
11V + (1= Nuall) < AF(19%l) + Q= NF(VP). (2:26)
Integrando (2.26), obtemos,

/Q V2Pas + (1 — Aug]|d < A fn £(1v2w])d2+ (1 - 3 fn f(!V%ﬂ)f;Z;Z?)

Desta forma, por (2.5), obtemos:
E(Qu; + (1= ANug) < E(up) + (1 — M) E(ug). (2.28)
Portanto, o funcional E(u), dada pela expressdo (2.5) é convexo.
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Desta forma, a medida que evoluimos o tempo ¢ na expressao (2.19), es-
tamos suavizando a imagem até que esta se torna totalmente plana. Desta forma,
podemos evoluir além do necessario, e assim, perdemos os contornos originais da
imagem.

Por outro lado, se a expressao (2.22) nao é satisfeita, ou seja, f"(s) <0
para algum ou para todo s > 0, o funcional E(u) pode nao ser convexo, e assim,
pode existir outro minimo local e/ou global. A seguir, mostraremos que imagens
planas por partes sao tais minimos.

Sejam, Q;,7 = 1,2, ...,n, parti¢coes da regiao 2. Definimos uma imagem

plana por partes, da seguinte forma:

n

s(z,y) =) _ iz, y),

i=1

(z.5) imagem plana, se (z,y) € (2.30)
si(z,y) = .
' 0, caso contrario.

Nesse caso, consideramos imagens planas na expressao (2.30), tais que

a combinacdo dessas imagens, s(z,y), seja continua. Observe ainda que duas

imagens adjacentes s;(z,y) e sj(z,y) devem estar em diferentes planos, pois, caso

contrario, podemos combiné-las em uma nica imagem.

Denotando-se 9€2; como a fronteira da partigao €2;, entdo, Q; — 9 serd

o interior de §2;. Desta forma,

Vsi(z,y) = constante, (z,y) € (i — 9K%),

V2si(z,y) =0, (z,y) € (% — ),

para i = 1,2,...,n, ou seja,
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2.1 A E.D.P. de Quarta Ordem Proposta por You & Kaveh

V3s(x,y) =0, (z,y) € (Q—09Q), (2.33)

n

sendo, 92 = U 0%, a uniao das fronteiras de todas as particoes.
i=1

Como consideramos, que quaisquer duas imagens s; e s; estdao em planos

diferentes, temos,

Vs # Vs, (2.34)

para quaisquer duas parti¢oes adjacentes §2; e €;, ou seja, o gradiente ndo é

continuo na fronteira 9€2. Entao,

V2s(x,y) = 0o, para todo (z,y) € 09.

Assim, se definirmos que,

f(00) =0,
temos,
V2u
|V2u|

Portanto, uma imagem plana por partes, satisfaz a equacao de Euler.

(V%) =0 paratodo, (z,y)€ 0. (2.37)

Como, f'(.) > 0, a expressao (2.36), nos mostra que é impossivel para a

fungao f(.), satisfazer a condigao f”(.) > 0. Logo,

f"(s) <0, paraalgum s, (2.38)

ou equivalentemente, f(.) nao é convexa.
Podemos observar, entdao que as expressoes (2.36) ou (2.38) sdo funda-
mentais para a convexidade do funcional E(u) e, assim, tendo este funcional

apenas um unico minimo global, o processo de difusao que serd bem posto devido




2.2 A E.D.P. de Quarta Ordem Modificada

a esta unicidade, a partir de qualquer imagem inicial com ruido, ird convergir
para a imagem original a medida que evoluimos no tempo.
Na préxima secgao, seguindo estes mesmos conceitos tedricos, propomos

duas modificagoes na E. D. P. (2.19).

2.2 A E.D.P. de Quarta Ordem Modificada

A fim de diminuirmos a perda de contornos, e assim, obtermos resultados
satisfatérios, propomos duas alteragoes na E. D. P. (2.19). Na primeira, subs-
tituimos o termo ¢(|V?u|), por ¢(|Vu|) e, na segunda modificagdo, substituimos
¢(]V?u|) pelo célculo da norma do gradiente do produto de convolugao |V (G, *u)|.

A seguir, mostramos alguns detalhes a respeito de cada modificagao.

2.2.1 A E. D. P. com o termo ¢(|Vul|)

Nesta se¢ao, mostramos a primeira modificacao proposta na E.D.P. de quarta
ordem apresentada por You & Kaveh. Propomos, ao invés de calcularmos o
valor do coeficiente de difusao na norma do Laplaciano da funcao intensidade de
imagem, ou seja, ¢(]V?u|), substituirmos este termo pela norma do gradiente da
fungdo intensidade de imagem c(|Vul).

Dessa forma, resolvemos numericamente a seguinte equagao diferencial
parcial,
Ju

% =¥ 7w

VZu
| V2|

sendo a imagem com ruido a condigao inicial. Numericamente, calculamos o

= —V2[e(|Vul) V2], (2.39)

coeficiente de difusao ¢(.) da seguinte forma:

1
ola)= 1+ ks?’

sendo k uma constante.
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Propomos esta primeira modificagdo, a fim de explorarmos o carater
seletivo apresentado pelo coeficiente de difuséo ¢(.) quando aplicado ao argumento
|Vu|. O “ideal” é termos ¢(.) préximo de 1 nas regides homogéneas (regides com
poucas mudangas de intensidade de cinza) e um valor préximo de 0 nas regioes
com grandes mudangas de intensidade, ou seja, os contornos e assim, preserva-los.
Este fato, ndo ocorre quando utilizamos o termo |V?u| o que tende a causar um
maior “borramento” dos contornos da imagem recuperada.

Os resultados obtidos com esta modificagao mostraram-se bastante satis-
fatdrios, com uma boa preservagao dos contornos da imagem. A seguir, mostramos

a segunda modificagdo que fizemos na expressao (2.19).

2.2.2 A E. D. P. com o termo ¢(|V(G, *u)|)

Além da moficagao sugerida anteriormente, propomos uma outra modi-
ficagdo na equagao diferencial (2.19). Agora, substituimos |V?u| por |V(G, *u)|,
sendo G, uma fungao Gaussiana.

Dessa forma, calculamos a norma do gradiente do produto de convolugao
|V(G, * u)| e, em seguida, o coeficiente de difusdo dado por (2.40). Neste caso,

estamos resolvendo numericamente a seguinte equacao diferencial:

Ou ,
& = -7 |ravu)

VZu
|V2y|

= —V2[c(|9(Go + ) V4] (2.41)

sendo a imagem com ruido a condigao inicial.

O termo |V(G, * u)|, nos fornece uma média ponderada dos valores de
|Vu| para pontos préximos a u, isto é, os pontos u; ; circunvizinhos a u de forma
a ponderar o valor de |Vul.

Propomos a utilizagao deste termo, para evitarmos “picos” causados por

ruido quando temos [Vul. Se esse valor for relativamente grande (o que acontece
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2.2 A E.D.P. de Quarta Ordem Modificada

nas regioes de contorno) teremos que o comportamento de |Vu| préximo a u é
uniforme, identificando dessa forma uma regiao de contorno.

Os resultados obtidos com a aplicagao da expressdao acima, foram em
geral melhores que os apresentados por You & Kaveh e, que os obtidos com a
expressao (2.39), para imagens com um nivel baixo de ruido, como poderemos
observar no capitulo 4.

Para encerrar este capitulo, fazemos algumas consideracoes sobre a funcao
Gaussiana, utilizada na expressao (2.41).

Definimos a fungao Gaussiana G, da seguinte forma:

Definigao 2.2 (Teixeira [24]). A fun¢do Gaussiana (ou fungdo de distribui¢do
normal) de varidncia 0 é a fun¢do dada por:
1 2

G, = a1 (2.42)
ovV2nr

Podemos, considerar 2t = o2, o que implica na fun¢io Gaussiana:

Gi(z) = \/%e . (2.43)

ou, como em nosso caso, considerando o caso bidimensional,

(a2 42
R =) (2.44)

20°n
Esta modifica¢ao é justificada devido a relagdo entre o parametro de

escala o e o tempo de evolugao t. Além disso, temos que:

v’ o parametro o é conhecido como o desvio padrao de G,(z);

v afuncio G, é par, ou seja, G,(z) = G,(—z) e consequentemente sua média

é u=0;

v a func¢do G,(z) é normalizada, isto é, / Go(z)dzr = 1.
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Todos esses fatos, fazem de G,, conhecida em equagoes diferenciais par-
ciais como nucleo de Poisson ou nicleo do calor, uma fungao propicia para se
criar filtros de sinais. Assim, o filtro Gaussiano é obtido através do produto de
convolugao da funcao a ser filtrada u, com a fungao Gaussiana G, denotado por
u*G,. O produto de convolugao é um operador linear invariante por translagoes
que, no contexto do processamento de imagens, é utilizado para se encontrar uma
média ponderada de valores em uma vizinhanga de um ponto arbitrario.

Os filtros Gaussianos fornecem filtros passa-baixa que, como o préprio
nome diz, permitem que apenas os sinais de baixa frequéncia sejam filtrados.
Como os ruidos contidos nas imagens sao caracterizados por interferéncias de
alta frequéncia, os filtros Gaussianos sao ferramentas eficazes na eliminagao de
ruidos, justificando os bons resultados obtidos. Maiores detalhes a respeito da
fungdo Gaussiana e suas propriedades, podem ser encontrados em [2].

A seguir, mostramos a forma como implementamos numericamente, os

trés modelos a serem comparados: o modelo proposto por You & Kaveh, o modelo

com o coeficiente de difusdo ¢(|Vu|) e o modelo com o coeficiente de difusdo

c(|V(Gy * u))).
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Capitulo 3

Implementacao Numérica

As equagoes diferenciais (2.19), (2.39) e (2.41), relacionadas ao modelo
de You & Kaveh e as duas modificagoes propostas, respectivamente, mostradas no
capitulo anterior, podem ser resolvidas numericamente, através de um processo
iterativo. A busca de uma solugdo analitica para estas equagoes diferenciais, do
ponto de vista pratico, é invidvel, restando, portanto, a busca de aproximacoes
numéricas através de métodos apropriados para cada problema. Desta forma,
obtemos um conjunto de solugao discreto, ou seja, aproxima-se o valor da solugao
em pontos de um dominio discretizado.

Neste capitulo, abordamos a implementagao numérica dessas trés equacgoes
diferenciais parciais através da discretizagao do dominio da solugéo, no qual a
equagao diferencial esta definida. Obtemos solugoes numéricas das equacgoes de
diferencas, as quais representam um estagio da evolugao na escala temporal, isto
é, a solugao da E. D. P. no estdgio n representa a evolugao da E. D. P. no instante
de tempo t,,. A solugao numérica dessas equagoes geralmente é obtida através do

método de diferencas finitas.




3.1 O Método das Diferengas Finitas

3.1 O Meétodo das Diferencas Finitas

O método das diferengas finitas refere-se a discretizacao do dominio e
a substituicao das derivadas presentes na equagao diferencial por aproximagoes
envolvendo somente valores numéricos da fungdo. Na pratica, substituimos as
derivadas pela razao incremental que converge para o valor da derivada quando
o incremento tende a zero. Dizemos entdo, que o problema foi discretizado. Ao
substituirmos as derivadas, que aparecem na equagao, por aproximacoes desse
tipo, estamos desprezando pequenas partes da solugao e obtemos uma aproxi-
magcao para a equagao original. Essa nova equagao é chamada equagao de diferen-
Gas.

A ferramenta matematica basica de aproximagoes para as derivadas é a
Série de Taylor, que nos da varias informagoes sobre a fun¢ao numa vizinhanga de
um ponto x. Assim, para o caso unidimensional, isto é, fungoes de uma variavel,

temos as seguintes definigoes:

Definigao 3.1 (Cunha [10]). Seja y(z) wma fungdo que admite derivada até

ordem 2. Entao, a férmula avangada para o cdlculo de y'(x) é dada por:

’(I) =l y(;r: 3 h})L — y(.’c) _ gy”(f)

F
sendo o erro cometido dado por —%y"({), comr <§<z+h.

Definicao 3.2 (Cunha [10]). Seja y(z) uma fungio que admite derivada até

ordem 2. Entao, a formula atrasada para o cdlculo de y'(z) € dada por:

y’(:!’:) — y(.'L') '_' i(z" — h’) _ %y"(f)

}.
sendo o erro cometido dado por ~§£y”(§), comr—h<€<z.
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3.2 Definicao de Malha

Definigao 3.3 (Cunha [10]). Seja y(z) uma fung¢io que admite derivada até

ordem 3. Entdo a férmula centrada para o cdlculo de y’(z) é dada por:

i h) — il 2
() = y(z + l)%y(z‘ ) +%ym(§)
2

—y" (&), comz —h<&<z+h.

onde o erro cometido € dado por, — 3l

3.2 Definicao de Malha

Na construgao de solugoes aproximadas para as equagoes diferenciais par-
ciais por diferencas finitas, discretizamos o dominio no qual a equagao diferencial
esta definida. Para executar essa tarefa, introduzimos uma malha onde defini-
mos a solugao aproximada. Como mencionamos na introdugao deste trabalho,
utilizamos imagens representadas pela funggo u: Q2 € R" > R, n =2 oun = 3.

Como estamos trabalhando com imagens bidimensionais, ou seja, n = 2,
devemos discretizar o dominio da fungao intensidade de imagem u(z, y), isto é, a
regiao {2, em uma malha bidimensional de pontos igualmente espagados de passos

h e k, associada a cada ponto (z;,y;), dada por [10]:

(z:,y;) = (+ih,y + jk), 1,5 ==%1,£2,.., (3.4)

sendo, (z,y) um ponto de referéncia arbitrario, mas, fixo, do plano, e h, k, cons-
tantes positivas, chamadas passos na malha. Estamos considerando h = k, o que

torna a malha regular em (z,y), como podemos observar na figura 3.1 a seguir,




3.2 Defini¢ao de Malha

Figura 3.1: Malha regular de pontos resultantes da discretizagio de 2 € R?, com

17 x 27 pontos.

Como estamos trabalhando com imagens de dimensdao n x m, onde n
representa o numero de linhas e m o numero de colunas, a regiao §2 deve ser
discretizada de forma regular com pontos igualmente espacados, isto é, de passo
constante h = k = 1. Por uma questao de conveniéncia, a disposicao dos eixos z
e y, esta seguindo o esquema apresentado na figura I.1, mostrada na introducgao
deste trabalho.

u(0,0) i i u@,m-1)! ul0,m)!

'
I
L}

] 1
u(1 ,‘ll_)* L uil ,an-1!” u{1,m)

: 4

. !

N

u(n-1,0) u(n-1,2)

u(n,0) u(n,2) u(n,m-1) ! u(n,m)

1
]
I
]
"
T
]
]

- ————

Figura 3.2: Malha regular de discretizagdo, com n linhas e m colunas.
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3.2 Defini¢cao de Malha

Generalizando as definigoes (3.1), (3.2) e (3.3) para o caso bidimensional,
obtemos as seguintes equacgoes de diferencas relativas as derivadas parciais da

funcao u(x,y), onde admitimos h = 1:

du
oz

~

Zu(z+1,y) —ulT,y) = tiv15 — Uiy —  formula avangada

@
oz

~

=u(z,y) —u(lz—1,y) = uij — ui1j —  formula atrasada

Ou ~uwr+1,y) - 'U(ﬂf —1,7) _ Yit15 — Ui-1g = formule centiada

or 2 2
(3.5)

=u(z,y+1) —u(z,y) = ijp1 — vij formula avangada

Zu(z,y) —ulz,y—1) =u, —u formula atrasada

u(z,y+1) —u@y—1) _ Uiger — Ui formula centrada

2 2
(3.6)

ey = (1) & sdiiztechia

Uil j+1—Uio1j+1 _ Wil j—1—Ui—1,j-1
2 2

Uip1,j+1 — Ui-15-1 — WUi—1j41 T Uit1-1

4
2
8:82 Ugr = u1+lJ - ut’,; I ux—l,g

Pu
\ (9y2

Uyy = Uija1 = Ui + Ui

De acordo com a regularidade da malha relativa a discretizagao da regiao
(2, para pontos interiores a malha, usamos em nossas aproximagoes para a primeira

derivada os operadores de diferengas centradas.
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3.3 Implementacao Numeérica nos Pontos de Fronteira

Na préxima se¢ao, mostramos como aproximamos o valor dessas derivadas
nos pontos de fronteira da imagem, ou seja, nos pontos localizados nas colunas 0

e m, e nas linhas 0 e n, do dominio de discretizacao considerado.

3.3 Implementacao Numérica nos Pontos de Fron-

teira
A equagao de diferengas no cédlculo do Laplaciano por exemplo, utiliza

os pontos “cardeais”, como podemos ver na figura 3.3.

yis1j

Uij1e—m — Ui —Uj 41

Ui,
Figura 3.3: Esquema mostrando os pontos utilizados no calculo do operador
Laplaciano na malha de discretizagdo, no ponto u; ;.
Assim, quando calculamos o valor do Laplaciano nos pontos que estao na
fronteira do dominio 2, onde esta definida a imagem, introduzimos os chamados

“pontos fantasmas”, ou seja, pontos fora do dominio 2, e que sdo mostrados na

figura 3.4 a seguir,

© pontas intermos
= portos de liontesa
= pontos lantasmas

Figura 3.4: Malha de discretizagdo de pontos da regido 2 e detalhes destacando os

pontos internos e de fronteira.
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3.3 Implementacdo Numeérica nos Pontos de Fronteira

Para atribuirmos valores a estes pontos fantasmas, utilizamos em nossas
aproximacoes para as derivadas o operador de diferencas avancadas nas regioces
F; e Fy e o de diferengas atrasadas nas regioes F e Fj.

Entao, considerando as condigoes de contorno de Neumann, ou seja,

Ou
oz

Ju
dy
temos para as regioes Fy, Fy, F3 e Fy,
Uij — Ui-1, 0=u; — U1 Ui-15 = Uij
= Uitl,j — Uij 0= uity1; — Ui Uit1j = Uij
Uij — Ui j-1 0 =ui; — uij-1 Uij-1 = Uij
= Ui+l — Uij 0= w41 —uiy Ui 1 = Uij
Assim, atribuimos valores aos pontos situados fora do dominio 2, para o

célculo do Laplaciano da fungéo intensidade de imagem u, da seguinte forma,

= ugsj (Fl)’ u?—{‘l,j = u?,} (Fz), j = 0! 1! 2! seny J (3-9)

ui,—l u::o (F3)! u:.:‘,J+l ZUEJ (F4)s ?::0!1!2)"-1-{- (310)

A atribuicao dos valores nos pontos situados fora do dominio utilizados
no o célculo do Laplaciano nos pontos situados nas regides Fi, Fp, F3 e Fy esta

representada na figura 3.5 a seguir,
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—————————

%

.

O pontos internos
» pontos de fronteira

= pontos fantasmas

Figura 3.5: Utilizagio das condi¢des de fronteira de Neumann no célculo de V2u.

Utilizando as férmulas de diferengas para o calculo das derivadas parciais,
apresentamos na proxima se¢ao, a implementagao numeérica das equagoes diferen-
ciais parciais de quarta ordem, (2.19), (2.39) e (2.41), relacionadas ao modelo de
You & Kaveh, e as duas modificagoes propostas, respectivamente. Neste traba-
lho, também apresentamos uma discretizagao do produto de convolugao utilizado

em uma das modificagoes propostas.

3.4 Implementacao Numeérica das E. D. P.’s de

Quarta Ordem

A implementagao numérica das equagoes diferenciais parciais de quarta

ordem (2.19), (2.39) e (2.41), é bastante simples do ponto de vista computacional

69




3.4 Implementagao Numérica das E. D. P.’s de Quarta Ordem

e, foi dividida em trés estdgios. No estdgio 1 calculamos o Laplaciano da funcao
intensidade de imagem, no estdgio 2 definimos uma funcao g baseada na apro-
ximagao numeérica do coeficiente de difusdo ¢(.) mostrada em (2.40), e finalmente,
no estdgio 3, analogamente ao estagio 1, calculamos o Laplaciano da funcao g.

Basicamente, os estagios 1 e 3 sao idénticos na implementagao das trés
equacoes diferenciais. A diferenca ocorre, no estigio 2, devido a alteragao do
argumento no calculo do coeficiente de difusao c(.).

Considerando At o valor do passo no tempo e uma malha espacial regular
com espagamentos h = k = 1, o tempo e as coordenadas espaciais z e y, podem

ser quantificados da seguinte forma:
v t=nlt, n=01,2,..
« T=1th; T=0:1:2;u1
v y=jh, 3=0,1,2,..,J

sendo ITh x Jh o tamanho da regiao 2, onde a imagem esté definida.
Comegamos, mostrando a implementagao da equagao diferencial par-

cial (2.19) proposta por You & Kaveh, e posteriormente, mostramos as imple-

mentagoes das equagoes diferenciais (2.39) e (2.41). A aplicacd@o deste algoritmo

nos pontos localizados nas fronteiras da imagem serd mostrada posteriormente.

3.4.1 Implementagao do Modelo de You & Kaveh

Estagio 1: Neste primeiro estégio, calcula-se o Laplaciano da funcdo inten-

sidade de imagem, ou seja, V?u, da seguinte forma:

ou
0z?  Oy?

Logo, utilizando as expressoes numéricas dadas por (3.7), temos,

Viu =

2, n
VAL = tig1j — 2ui5 + Uim1j + Uigar — 2055 + Ui,
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ou seja,

2. n n n

\4 Ui ;= U+ Uy + Y+ “?J—1 3 4“?;- (3.12)

Estagio 2: Neste estdgio est4 a principal diferenca entre as implementacdes

das trés equagoes diferenciais. Definimos entdo, uma fungao g, da seguinte forma:
Viu

9(V?u) = f’(IVQUI)W = c(|V?u|)V*y, (3.13)

9t = 9(V?uly), (3.14)

onde, como ja haviamos mostrado anteriormente, considerou-se numericamente,
o seguinte coeficiente de difusio,
1

Desta forma, temos a fungao g do modelo proposto por You & Kaveh, dada por:
g : V27 (3.16)
Lk (V) '

sendo k, uma constante arbitraria.

Estégio 3: Para encerrar, calculamos o Laplaciano da funcao g. Este célculo

¢ analogo ao calculo do Laplaciano de u. Assim, temos,

2. n n
\Y % =gt 911,;‘ 2 9?,j+1 T 92_:‘—1 = 492_;‘-
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3.4.2 Implementagao da E. D. P. com ¢(|Vul)

A implementacao numérica da E. D. P., (2.39), dada por,

L [f’(lv%:n

= Vz’”’] = —V? [c(|Vu|)V2u],

[V2ul
é semelhante, a realizada para o modelo proposto por You & Kaveh. Os estagios
1 e 3, mostrados anteriormente, sdo os mesmos para esta implementacdo. A
principal alteragao ocorre no estégio 2, onde, consideramos a mesma aproximacao
numérica para o calculo do coeficiente ¢(.), dada pela expressao (3.15), mas, agora,
calculamos o coeficiente de difusao aplicado & norma do gradiente da funcao
intensidade de imagem, ou seja, ¢(|Vul).

A norma do gradiente da funcido intensidade de imagem u, é dada por,

V| = y/u2 + 2. (3.18)

A aproximacao numérica das derivadas parciais u, e u,, é dada pelas
expressoes, (3.5) e (3.6), respectivamente. Logo, utilizando a férmula centrada,

temos:

n oyl 2 no Tyt N2
IVal,| = \/(u1+1,3 ul—lg) + (um+1 Um-l)
] 2 2

Assim, por (3.15), temos,

1
c(|Vu|) = mw

Portanto, a fungao g obtida no estdgio 2 da implementagao numérica

(3.19)

da equacao diferencial (2.39), é dada por,

1
9(|Vui;|) = v T
Ve 1+k(Vay)®

sendo k, uma constante arbitraria.
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3.4.3 Implementagao da E. D. P. com ¢(|V(G, * u)|)

Para a implementacao da equacgao diferencial parcial de quarta ordem
(2.41), é necesséria a implementagao numérica da norma do gradiente do produto
de convolugao, |V(G, * u)|.

Para implementagoes numéricas de convolugoes, deve-se adaptar dominios
a malha discretizada de pontos, principalmente, no que se refere a funcao u a qual
deve convoluir com o niicleo Gaussiano. Uma maneira de realizar essas adaptacoes
é criando extensoes para a fun¢ao u, isto é, gerando valores para u(k,[) para pon-
tos (k,l) fora do domino discreto onde u estd definida, o que torna possivel a
aplicacao de um algoritmo numérico para o calculo do produto de convolugao,
geralmente dado por um somatdrio.

Considerando T = u, onde T : Z? — R? é uma representacio de u
em {2, pode-se aproximar G, *x u por G, * T, usando extensoes de 7" de u por
espelhamento, por constante, por média ou por extensao periédica. Aqui, imple-
mentamos o produto de convolugao usando extensao constante. Mais detalhes a
respeito da implementagao de produtos de convolugao usando as demais extensoes
e a respeito da implementacao feita neste trabalho, podem ser encontradas em
[24] e [2].

A extensao do sinal u(z,y) € Q2 por T(z,y) é obtida da seguinte forma:

ugy para 0<k<M-1 0LZI<N-1

T[k,l] = (3:21)

C (=0), caso contrario,

sendo () uma malha discreta de M x N pontos.
Dessa forma, pode-se calcular o produto de convolugao, G, * u, pela

definicao explicita de convolugao, dada por:

m—1n-1

(Goxu)liyj] =D > Gols,t)T(i — 5,5 —t)

t=1 s=0
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3.4 Implementagcao Numérica das E. D. P.’s de Quarta Ordem

comO<m<M,el<n<N.

Os valores inteiros m e n correspondem ao subdominio discreto de pontos
ou mascara, a qual é utilizada para calcular a convolugao (Figura 3.6). Obvia-
mente quanto maior a méscara utilizada nesse processo, maior é o custo com-

putacional.

Figura 3.6: Nicleo de convolugdo com mdscara centrada no ponto destacado.

Em [22], é proposta uma forma alternativa de implementar numerica-
mente o produto de convolugdo, o qual proporcionou resultados satisfatérios,
com um custo computacional reduzido, o que favorece o processamento digital de
imagens.

No capitulo 1, defini¢do (1.11), definimos a convolugao das fungoes f e

g, através do operador:

l
(0@ =5 [ fwote -y (323)

Na malha de pontos das nossas discretizagoes, temos [ = 1, uma vez

que nossa malha é definida sobre os nimeros naturais com h = Az = Ay = 1.
Assim, devemos calcular a convolugao das fungdes f e g, em uma vizinhanga do
ponto u; ;. Vamos entdo considerar essa vizinhanga como sendo a regiao dada

pelo retangulo:
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(X401, V51) (X141, ;) (X1 V1)

(Xs -yj-l) (x vy.r) (x »J’_m)

(Fa.Y54) (%.75) (%1 Vi)

Figura 3.7: Conjunto de pontos utilizados na convolugdo (f * g)(zi, ;).

Portanto, para calcular o produto de convolugéo relativo ao ponto (z;, z;),

devemos calcular a seguinte integral:

1 1
o) =5 [ 5[ f@-oy-vow sy @20

Dessa forma, o cédlculo do produto de convolugdo resume-se ao célculo
numérico de integrais. Utilizando-se entdo a regra de Simpson para o calculo de

integrais, isto é:

Definicao 3.4 (Regra de Simpson). Seja f(z) uma fung¢do e tomemos no

intervalo [a,b], os pontos,
Iop = a,

sendo f(xo), f(x1) e f(;cg)bvaiwes conhecidos. Entdo a regra de Simpson para a

aproximagdao da integralf f(z)dz € dada por:

[ )t = 316+ 41 + 1w - (55) 196), 20 < p <, (325

} 5
sendoh =2, —Tog=20—1; € — (91—0) f(“] (B) € a expressao do erro cometido

na aprorimagao.
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Considere entao na expressao (3.24),

L L[
I = Ef flzi—z,y; —y)g(z,y)dz e b= 5_/ hdy. (9:26)
o | =1

Dessa forma, utilizando a regra de Simpson para calcular o valor dessas

integrais, temos:

I % {é‘ [f(-"ﬁi —Zi-1,Y; — Y)9(Ti-1,y) +4f(zi — TiYj — v)9(zi,y)
f(ff:: —Tit+1, Y5 — y)g(wﬁley)] }

[f(l, Yi — ¥)9(xi-1,y) +4£(0,y; — y)g(zi, y) + f(—1,y; — y)g(:rm,y)]
115 f_l /(i = v)g(@i1,y) +4£(0.3; — ¥)9(2ir9)

f(=1L,y; — v)9(zit1,y)] dy

1 J 1L
5 [ f0 = e ndi+ 55 [ 4705 - vy
-1 -1

1 1
+ —f f(=1,y; — y)g(xis1,y)dy
12 /),

Aplicando novamente a Regra de Simpson a Iz, temos:
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% { [f(l, Yi — Yi-1)9(Ti-1,yi-1) +4f (L, 45 — y;)9(Ti-1, ¥;)

f(Ly; - yj+1)g(:re-—1,y.f+1)]

[f(O, Yi — ¥i-1)9(i, yj-1) + 450,95 — y;)9(i, y5)
f(0,y; — ym)g(wnym)]

[f(—l, Yi — Yi-1)9(Ti+1, ¥j-1) + 4f (=1, ¥;5 — ¥;)9(zi+1, Y5)
F(=1,5 = 4551)9(@ir1,9541) |
35 [0 Do 1,352) + 470, D91, 5-1) + F(-1, Dgzi1,35-1)
4f(1,0)g(zi-1,y;) +16£(0,0)g(zi, i) + 4f(—1,0)g(zi+1,y;)

+ (1, =1)g(Ti-1,yj+1) +4£(0, =1)g(xs, yj+1) + f(=1, ~l)g(xf+1,yj+1)]

Portanto, uma expressao numeérica para o calculo de G, * u é dada por:

(f * 9)(zi,y;) = L.

Assim, considerando,

fxiy;) = Golxiys),
g(xisyj] u(iﬂisyj) = Ui 4,y
temos,
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1
(Gs xu)(i,j) = (Ga(l, Dtsioi je1 + Gol—1, Dtiga =1 + Go (1, — 101541

36

b O~ g 160,00, 0)uy 44 [G,(o, 1)ui i1

+ Go(1,0)ui—1; + Go(—1,0)uis1; + Go(0, —l)ui,j+l])—

(3.29)
Dessa forma, utilizando cv(z,y) = (G, * u)(z,y), dada pela expressao (3.29), e
utilizando o operador de diferengas centradas para o calculo das derivadas parciais

de primeira ordem de cv(x,y), temos:

dev(z,y) & cv(z +1,y) — cv(z — 1,y)

o 2 =di,

8(’.‘1}(2’,‘, y) ~ CU(.I},y+ 1) - cv(x,y - 1) _
oy 2 B

Como V(G, *u) = (%—f, %—?), temos entao que,

V(G # )| = [(w)u(%ﬂyr

= |V(Goxu)|* =di + d

ds.

(3.32)

Portanto, a fungao g obtida no estagio 2 da implementagao numérica da equagao

diferencial (2.41), é dada por,

1
T1+ k(& +d)

sendo k, uma constante arbitraria.

V2u? (3.33)

1,57

9(IVuil)

Nas segOes anteriores, apresentamos as implementacoes numéricas de

cada uma das fungoes g da equacao diferencial parcial proposta por You & Kaveh,
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e das duas modificagoes propostas no estagio 2. Devemos salientar que o processo
evolutivo na escala temporal dessas equagoes diferenciais, baseia-se fundamental-

mente em um processo iterativo utilizando o Laplaciano dessa funcao g.

3.4.4 Processo Iterativo

. 2 . - s -
Seja V*g!";, o Laplaciano da fungao g(.), mostrada no estgio 3 na segdo
3.4.1, no tempo t,, relativa a cada uma das trés equagoes diferenciais de quarta
ordem apresentadas. A solugdo dessas equagoes diferenciais de quarta ordem,
deve ser encontrada para todos os pontos discretos da malha (z;,z;) no tempo
S

Dessa forma, utilizando o operador de diferengas avangadas no tempo,

n

UiJ

At

2. n
e u=-V 9i.i
obtemos,

UM g ot = ARG (3.35)
At = 9ij = Gij i .
Portanto, temos a seguinte expressao do processo iterativo para a evolugao

temporal das E.D.P.’s (2.19), (2.39) e (2.41).

n+l _ . n 2. n
ul; = AtV<gr.

3.4.5 Segmentacao da Imagem

Para obtermos a segmentacgao da imagem mostrada na se¢ao a seguir e

na apresentacao dos resultados experimentais, utilizamos o seguinte algoritmo:




3.5 Algoritmo para Remocgao de Manchas

1
L+ Koeg(| Vi)’

sendo ¢ uma constante e su;; a imagem (matriz) que mostra a segmentacao

su‘-‘j=

(contornos) da imagem representada pela matriz u; ;. Ou seja, calculamos o
gradiente de u em cada ponto u; ;. Neste trabalho, utilizamos K., = 0.001.
Para encerrar este capitulo, apresentamos um algoritmo proposto por
You & Kaveh, para a redugao de manchas na imagem recuperada. Este algoritmo
calcula uma média entre os pontos situados na vizinhanca de u; j, e atua como

um filtro mediano nesses pontos.

3.5 Algoritmo para Remocao de Manchas

A proposta da utilizagao das equagbes diferenciais de quarta ordem para
remo¢ao do ruido proposta por You & Kaveh e o modelo proposto utilizando
o termo c(|Vul), tendem a criar durante o processamento de imagens, manchas
claras e escuras isoladas que podem ser caracterizadas como “pixels”, cujos valores
de intensidade sao ambos muito grandes ou muito pequenos em relagao aos outros
“pixels” em sua vizinhanca. Podemos ver um exemplo deste efeito nas figuras 3.8

e 3.9 a seguir, onde mostramos uma imagem recuperada apés 1000 iteragoes.

Figura 3.8 (a) e (b): Imagem recuperada utilizando-se o algoritmo de remog3o de

manchas e sua respectiva segmentagao.
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Figura 3.9 (a) e (b): Imagem recuperada sem a utilizagdo do algoritmo de

remog¢do de manchas e respectiva segmentagao.

Na figura 3.8, temos uma imagem recuperada e sua respectiva segmentacao,
onde aplicamos o algoritmo para remogao de manchas, uma tnica vez, utilizando a
E. D. P. (2.19), proposta por You & Kaveh. J4 na figura 3.9 (a) e (b), mostramos
a mesma imagem recuperada, porém, sem a aplicagdo do algoritmo. Podemos
observar claramente, a diferenca de resultados, principalmente através das re-
spectivas segmentagoes das imagens. O aparecimento dessas manchas pode ser

explicado da seguinte forma: sendo o Laplaciano da fungdo u de intensidade

de imagem muito grande em volta dos “pixels” manchados e a funcao f(.), de-

senvolvida de tal forma para que esta decresga rapidamente com o objetivo de
preservar o contorno, a funcao g(.) obtida no estdgio 2, segao 3.3.1, terd val-
ores muito pequenos em volta desses “pixels” manchados. Entao, o lado direito
das expressoes (2.19) e (2.39), terd um valor pequeno. Consequentemente, essas
manchas serao mantidas intactas, juntamente com os contornos.

Para diminuir o aparecimentos destas manchas isoladas, You & Kaveh,
propuseram um algoritmo relativamente simples de ser aplicado.

Denotando-se a média e a variancia de uma vizinhanga de um pixel (¢, 5),
respectivamente como:

m = Y=l F Ui + Uiy + Ui
4
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2 2 2 2
g _ Uij—1 FTUijp H UL UL

g = 1

Entéo, consideramos este pixel uma mancha se o é pequeno e,

|uij —m| > o.

Assim, percorrendo todos os pontos de u; j, a proposta do algoritmo para

tirar manchas é dada por:

m, se |uij—m|?>> kno?;
ui,_.,— = (339)
u;j, caso contrario,
sendo k,, uma constante arbitraria. Neste trabalho, utilizamos k,, = k, sendo k
a constante utilizada no coeficiente de difusao,

1
8 =

A aplicagao deste algoritmo para remogao de manchas é feita posterior-
mente & aplicacao do processo iterativo que utiliza a E.D.P. de quarta ordem,
sendo que em alguns casos o aplicamos varias vezes a fim de melhorarmos ainda
mais os resultados obtidos.

Os métodos numéricos utilizados para a resolugao das equagoes diferen-
ciais (2.19), (2.39) e (2.41), sao bastante simples ndo somente do ponto de vista
matemadtico, mas, principalmente, do computacional, e, visam sobretudo explo-
rar o carater explicito das equagoes, proporcionando dessa forma um baixo custo
computacional.

Existem é claro, outros métodos com ordem de aproximacao melhores,
principalmente no que se refere as aproximacgoes por diferencas finitas, ou mesmo

algoritmos mais sofisticados para implementarmos o produto de convolugao G, *u,

porém para reduzirmos o tempo de processamento, optamos por nao utiliza-los.
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3.5 Algoritmo para Remogao de Manchas

Note também que em uma imagem formada por uma malha de 256 x
256 pontos, calculamos o valor de u(z,y) em 65536 elementos a cada iteragao do
processo, sendo em geral necessdarias muitas iteracoes para obtermos resultados
satisfatorios.

Dessa forma, como poderemos observar no préximo capitulo, através da

utilizacao dessas técnicas nas equacoes diferenciais propostas alcangamos resul-

tados satisfatorios.




Capitulo 4

Resultados Experimentais

Neste capitulo, apresentamos os resultados obtidos com a aplicagao da
equagao diferencial parcial de quarta ordem, proposta por You & Kaveh e, também
os resultados obtidos com as equagdes (2.39) e (2.41), para a recuperagao de algu-
mas imagens teste. As imagens utilizadas, sdo sintéticas, médicas e do cotidiano,
com diversos niveis de complexidade e de ruido. Nosso objetivo na apresentagao
destes resultados é apenas de ilustrar a viabilidade de utilizacdo das duas novas
alternativas propostas para o argumento do coeficiente de difusdo utilizado por
You & Kaveh, porém, em algumas imagens teste utilizadas, os resultados obtidos
foram iguais ou superiores aos destes autores.

Do ponto de vista computacional, uma imagem nada mais é do que uma
matriz de valores reais, onde cada valor corresponde a uma tonalidade de cor.
Neste trabalho, consideramos imagens em tons de cinza, que variam de 0, cor
preta, até 255, cor branca. Os valores compreendidos entre esses dois extremos
representam as tonalidades de cinza.

As imagens utilizadas aqui, sdo representadas por matrizes de dimensoes,
256 x 256, onde cada elemento u;; da matriz é um valor real, correspondente a
uma tonalidade de cinza da imagem u(z,y), no ponto, z = ih e y = jh, (h = 1).

Inicialmente, mostramos alguns resultados obtidos utilizando o coefi-
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ciente de difusao ¢(.), dado por:

i 1
T 14 ks?

c(s)
sendo k£ uma constante cujo valor que deve ser escolhido para atuar como um
limitante para o valor de ¢(.) de modo a torna-lo préximo de 1 nas regides ho-
mogeéneas e proximo de 0 nas regioes de contorno. Na pratica, para valores de
k relativamente grandes temos um menor nivel de suavizagao e caso contrario,
ou seja, para k pequeno temos um suavizagao mais intensa, como podemos ob-
servar através da prépria expressao numérica do coeficiente de difusao mostrada
anteriormente.

Ao final deste capitulo, mostramos alguns resultados obtidos a partir
dessas trés E.D.P.’s, quando substituimos o coeficiente de difusdo mostrado acima
pelos outros coeficientes apresentados no final do capitulo 1. Alguns resultados
neste caso, também foram bastante satisfatorios.

Para facilitar a visualizagao e, melhor compreensao dos resultados, obti-
dos pelas trés E. D. P.’s de quarta ordem consideradas, adotamos a seguinte
notagao:

ou

YK — c(|V?u)) : 5

:c(|V2ul)V2u]

ou

YK — ¢(|Vul) : =

:c(|Vu|)V2u]

du
ot

Uma dificuldade encontrada neste trabalho e, comum na area de proces-

YK — o(|V(G, *w)|) : :c(|V(GC. * u)|)V2u]

samento de imagens, é a escolha de parametros adequados, para a obtencao de
resultados satisfatérios para um modelo especifico. Neste trabalho, os principais
parametros utilizados, sao o tempo de evolugao ¢, o valor do passo At para atin-
girmos este tempo, e o valor da constante k, no coeficiente de difusdo c(.), que

esta diretamente relacionada & quantidade de detalhes que desejamos preservar
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na imagem. Surge a necessidade de outros parametros, quando utilizamos outros
diferentes coeficientes de difusdo, como vimos ao final do capitulo 1. Para as
trés E.D.P.’s consideradas escolhemos os parametros que nos deram os melhores
resultados praticos em cada imagem teste.

O valor do SNR de cada imagem teste utilizada é mostrada na respec-
tiva legenda da figura. A implementacao numérica deste trabalho foi realizada
utilizando-se a linguagem de programacao “FORTRAN 95 for Windows”. A exe-
cugao do programa feita em um computador Pentium III 800 MHz. Para a visu-
alizagao dos resultados, introdugao do ruido e geragao dos gréficos apresentados

utilizamos o “software” MatLab®.

Nosso primeiro exemplo trata de uma imagem da vida real com um alto
nivel de complexidade por possuir diversos detalhes. O nivel de ruido aplicado a
esta imagem, é aproximadamente, SNR = 12 dB. A seguir mostramos, na figura

4.1, a imagem original e a degradada pelo ruido.

Figura 4.1 (a) e (b): Imagem Original e com ruido, SN R = 12dB, respectivamente.

Os resultados obtidos neste caso, foram os seguintes:
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Figura 4.2 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c(|Vu|) e respectiva

segmentagao.

Figura 4.3 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — c¢(|V?ul) e respectiva

segmentagao.

Figura 4.4 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|V(Gy * u)|) e

respectiva segmentagao.
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Na figura 4.2, mostramos o resultado obtido com o modelo Y K —¢(|Vul).
Neste caso utilizamos os parametros: t = 65, At = 0.1, e constante k,, = k = 1.1.
Assim, foram necessérias 650 iteragoes, para atingirmos o tempo t. O algoritmo
para remocgao de manchas foi aplicado 3 vezes com k,, = k, apés processarmos
esta imagem com este modelo. O resultado obtido na aplicagao deste modelo
foi bastante satisfatério. A segmentagdo da imagem recuperada, figura 4.2(b),
mostra que tivemos uma otima suavizagao, relacionada com uma boa preservacao
dos contornos. Fato ja previsto, devido a quantidade de ruido aplicada a imagem
original.

O melhor resultado obtido com o modelo proposto por You & Kaveh é
mostrado na figura 4.3. Neste caso, utilizamos t = 50, At = 0.1, e, k, = k =
0.7. Dessa forma, aplicamos 500, iteragdes para obtencao deste resultado e como
no modelo anterior, aplicamos o algoritmo para remocao de manchas 3 vezes.
Como podemos observar, na figura 4.3(a), o resultado visual obtido também ¢é
satisfatério, porém, podemos perceber, através da segmentagao, figura 4.3(b),
uma menor suavizagao da imagem, se a compararmos com o resultado obtido

pelo modelo Y K — ¢(|Vul), figura 4.2, porém, aqui efetuamos um menor nimero

de iteracoes. Em especial neste caso, um maior nimero de iteragoes, bem como,

um menor valor da constante k produziram resultados pouco satisfatorios.

Na figura 4.4, mostramos o melhor resultado obtido com a aplicagao do
modelo YK — ¢(|V(G, * u)|). O resultado obtido com este modelo foi bastante
satisfatério. Os parametros utilizados foram: ¢t = 170, At = 0.1 e k,, = k =
1 x 10'° e aplicamos o algoritmo para remocio de manchas 2 vezes. Com este
modelo foi necessdria a utilizagdo de um alto valor da constante k. Em todos
os experimentos envolvendo o produto de convolugao, tomamos o parametro o,
utilizado no calculo da funcao Gaussiana G,, como sendo a intensidade do ruido
calculada através do desvio padrao da imagem inicial. Neste caso, aplicamos
o algoritmo para remoc¢ao de manchas apenas uma vez. Na segmentagao, figura

4.4(b), temos uma 6tima preservagao dos contornos apesar, de em pequenas areas
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das regioes homogéneas observarmos ainda a presenga de algumas manchas bem
claras. Através dos testes, foi possivel remover totalmente estas manchas, porém,

“escolhemos” preservar um pouco mais os contornos.

No préximo exemplo, tratamos uma imagem ja mostrada neste trabalho

ao final do capitulo 1. E uma imagem conhecida na drea de processamento de

imagens e com grande riqueza de detalhes. A seguir na figura 4.5(a), temos a

imagem original e com ruido de aproximadamente 10 dB, figura 4.5(b).

Figura 4.5 (a) e (b): Imagem original e com ruido, SNR 2 10dB, respectivamente.

Os resultados obtidos com a aplicagao dos trés modelos, sao mostrados

a seguir.

Figura 4.6 (a) e (b): Reconstrugdo utilizando YK-c(|Vu|) e respectiva segmentag3o.
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s LB Tt

Figura 4.7 (a) e (b): Reconstrugio utilizando YK-c(|V?u|) e respectiva

segmentagao.

Figura 4.8 (a) e (b): Reconstrugio utilizando YK-c(|V(Gy * u)|) e respectiva

segmentagao.

Na figura 4.6, mostramos o resultado obtido com o modelo YK-¢(|Vul),
conseguimos um bom resultado realizando 700 iteragoes com os parametros t = 70
At = 0.1 e k, = k = 1.8. Neste caso, aplicamos o algoritmo para remogao de
manchas uma tnica vez apés a imagem processada por este modelo. Na figura
4.7, mostramos o resultado obtido com o modelo proposto por You & Kaveh (YK-
¢(|V?ul)), utilizamos os parametros k,, = k = 1.5, At = 0.1 e t = 500. Dessa
forma, foram necessarias 5000 iteragoes para atingirmos o tempo ¢ e, como no
modelo YK-c(|Vul), aplicamos o algoritmo para remo¢ao de manchas uma tnica

vez. Na figura 4.8, mostramos o resultado obtido com a utilizagdo do produto de
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convolugao, obtivemos um bom resultado com k,, = k = 10?, At = 0.1 e t = 200.
Aplicamos o algoritmo para remogao de manchas uma vez. Neste caso, foram
necessarias 2000 iteragées. Como no exemplo anterior, tomamos o parametro o,
utilizado no calculo da fungao Gaussiana G, como sendo a intensidade do ruido
calculada através do desvio padrao da imagem inicial.

Podemos observar que tanto na aplicagao do modelo proposto por You
& Kaveh, como a do modelo modificado YK-¢(|Vul), nos dao resultados satis-
fatorios. Porém, apesar do resultado obtido por You & Kaveh, ter uma pequena
vantagem no que diz respeito a preservagao dos contornos, podemos observar
claramente, que temos uma melhor suavizagao da imagem quando utilizamos
YK-¢(|Vu|). Notamos também que a quantidade de iteragoes necessérias para
obtermos resultados satisfatérios no modelo de You & Kaveh foi bem maior que
o utilizado em YK-c(|Vul).

Consideramos que o melhor resultado obtido foi na utilizagao do modelo

YK-¢(|V(G, *u)|). Neste caso, houve a necessidade da utilizagao de valores bem

altos para o parametro k. Como vimos, no exemplo, utilizamos k = 10°, apesar do

numero de iteragoes necessarias, ser bem menor que o utilizado quando aplicamos

o modelo YK-¢(|V?ul).

Nosso proximo exemplo, trata-se de uma imagem sintética, formada por
quatro triangulos, porém, neste caso, temos uma grande quantidade de ruido,

aproximadamente 0 dB.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Figura 4.9: (a) Imagem original; (b) Imagem com ruido, SN R = 0dB,

aproximadamente; (c) Gréfico da linha 128. A linha tracejada refere-se a imagem original.

Primeiramente, mostramos o resultado obtido com o modelo Y K —¢(|Vu|).

N\
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(c)
Figura 4.10: (a) Imagem recuperada utilizando o modelo Y K — ¢(|Vul); (b)
Segmentagdo da imagem recuperada; (c) Gréfico da linha 128. A linha tracejada refere-se

a imagem original.

Neste caso, utilizamos os parametros: t = 40, At = 0.1 ek, = k =
0.07. Dessa forma, foram necessarias 400 iteragdes para atingirmos o tempo
t. Podemos observar o bom nivel de suavizagdo da imagem recuperada, figura
4.10(a), porém, com um pequeno “borramento” dos contornos da imagem. Aqui,
aplicamos o algoritmo para remocao de manchas 70 vezes, apos o processamento
da imagem com este modelo, devido ao alto nivel de ruido da imagem inicial. Na
figura 4.10(b), referente a segmentagao, podemos observar mais claramente este
efeito. Esse fato, ja era esperado, face ao nivel de ruido considerado. No gréfico
referente a linha 128, figura 4.10(c), podemos observar, uma étima aproximagao
da respectiva linha da imagem original.

A seguir, mostramos o resultado obtido, com a aplicagao do modelo pro-

posto por You & Kaveh.
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Figura 4.11: (a) Imagem recuperada utilizando o modelo Y K — ¢(|V?u|); (b)

Segmentacdo da imagem recuperada; (c) Gréfico da linha 128. A linha tracejada refere-se

a imagem original.

Neste caso, também obtemos um resultado bastante satisfatério. Os
parametros utilizados foram os seguintes: t = 50, At = 0.1, e k,, = k = 0.2
Podemos observar que o resultado obtido com este modelo é bem semelhante
ao obtido pelo modelo anterior, porém, pode-se notar uma maior suavizacao das
regides homogéneas quando aplicamos o modelo Y K —¢(|Vul), mostrada na figura
4.10(a). Neste caso, aplicamos o algoritmo para remogdo de manchas 60 vezes.
Aqui também obtemos um bom nivel de suavizagdo da imagem, figura 4.11(a),

com um pequeno “borramento” dos contornos. O valor pequeno da constante k
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contribui para esta maior suavizagdo. Na figura 4.11(c), podemos observar que a
linha 128 da imagem recuperada esta bem préxima da respectiva linha da imagem
original representada pelo tracejado. A grande quantidade de ruido, 0 dB, causa
esta “semelhanga” de resultados para estes dois modelos.

Na figura 4.12 a seguir, mostramos o melhor resultado obtido com o
modelo YK — ¢(|V(G, * u)|). Os parametros utilizados foram os seguintes: t =

300, Ak =0.1 ek, =k=1x10"

L"ﬂ‘kﬁ*‘n‘l,”f‘.ﬁ“b‘]u e

0

(c)
Figura 4.12: (a) Imagem recuperada utilizando o modelo Y K — ¢(|V(Gy * u)|); (b)
Segmentagdo da imagem recuperada; (c) Gréfico da linha 128. A linha tracejada refere-se

a imagem original.
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Podemos observar na figura 4.12(a) que visualmente houve uma boa
preservacao dos contornos da imagem, porém, na figura 4.12(b) referente a seg-
mentagao, podemos observar que apesar dos contornos bem preservados, nas
regioes homogeneas ha ainda vérios “pixels” manchados, o que nos mostra um
nivel de suavizagao menor se comparado com os resultados obtidos pelos modelos
anteriores, mesmo com a realizagao de 3000 iteragoes para atingirmos o tempo t.
Este fato, é mais evidente, quando plotamos a linha 128 da imagem recuperada
e a comparamos com a respectiva linha da imagem original, mostrado na figura
4.12(c). Também neste caso, aplicamos 300 vezes o algoritmo para remogao
de manchas devido ao alto nivel de ruido da imagem inicial. Nos inimeros
testes realizados para a obtencao deste resultado, quantidade maiores de iteragoes
causaram um significativa perda dos contornos da imagem. Também neste caso
foi necessario um alto valor para a constante k. Pode-se notar que este modelo,
apresenta uma 6tima preservagao dos contornos, considerando a grande quan-
tidade de iteragoes realizadas, em relacao aos modelos anteriores, porém, como
pode-se observar através da figura 4.12(b), temos menor um nivel de suavizagao.

Como dissemos anteriormente, o “ideal” é que o coeficiente de difusao

assuma valor 1 nas regioes homogeéneas e 0 nas regices de contorno, o que nao

é o caso do termo |V2u| proposto por You & Kaveh. Dessa forma, como temos

varias regioes com grandes mudangas de intensidade, devido a alta quantidade de
ruido, a convolugao identifica esses “picos” como sendo contornos e os preserva.

Na figura 4.13 a seguir, apresentamos os resultados obtidos em uma ima-
gem médica, referente a uma ultrassonografia fetal. Neste caso, temos apenas
a imagem com o ruido captada pelo aparelho de ultrassom. Pela figura 4.13(b)

podemos observar que o nivel de ruido é bastante significativo.
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

Figura 4.13 (a) e (b): Imagem original ruidosa, e respectiva segmentag3o.

A seguir, mostramos o melhor resultado obtido com a aplicacao de cada

uma das E.D.P.’s de quarta ordem.

-

Figura 4.14 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|Vul), e respectiva

segmentacgao.

Figura 4.15 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V2ul), proposto

por You & Kaveh e respectiva segmentag3o.
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Figura 4.16 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V(Gy * u)|), e

respectiva segmentagao.

Neste exemplo, os trés modelos apresentaram resultados bastante satis-
fatérios. No modelo YK — ¢(|Vu|) e no modelo YK — ¢(|V?u|) utilizamos os
mesmos parametros, que neste caso foram: t = 15, At = 0.1 e a constante
k = k, = 0.7. O algoritmo para remogao de manchas foi aplicado 3 vezes e
foram necessdrias 150 iteragGes para atingirmos o tempo t.

Consideramos o melhor resultado como sendo o obtido pelo modelo Y K —
¢(|V(Gy * u)|). Podemos observar através da segmentagao, figura 4.16(a), que
os contornos estao um pouco mais realgados que os contornos apresentados nas
figuras 4.15(b) e 4.14(b) referentes aos outros modelos. Como aconteceu anterior-
mente, o valor da constante k é bastante alto em relagao aos outros dois modelos,
porém, neste caso, ele foi o menor valor utilizado comparando-se a aplicagao deste
modelo nas outras imagens teste. Aqui, tomamos k = 1x 10%, At = 0.1, et = 70.
Assim, aplicamos, 700 iteragdes. Também, aplicamos o algoritmo para remogéo
de manchas 50 vezes. O resultado obtido por este modelo, apresentou um nivel
de suavizagdao um pouco menor que o apresentado pelos outros dois, como pode-
mos observar, através da segmentagao apresentada na figura 4.16. Neste caso,
foi possivel atingir praticamente o mesmo nivel de suavizagao (remogao de ruido)
apresentado pelos modelos Y K — ¢(|Vu|) e YK — ¢(]V?u|), porém, optamos, in-

terromper um pouco antes o processo iterativo para dessa forma obtermos uma

98

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

melhor preservagao dos contornos da imagem recuperada.
Para a obtengao de todos os resultados mostrados anteriormente, uti-
lizamos o coeficiente de difusdo dado por (1.10). A seguir, fazemos uma com-

paragao entre os coeficientes de difusao, mostrados ao final do capitulo 1.

Resultados Obtidos com a Utilizacdo de Outros Coeficientes de

Difusdo

Nesta segao, através de uma unica imagem teste, fazemos uma com-
paragdo entre o coeficiente de difusdo proposto por You & Kaveh, e os outros
cinco coeficientes mostrados ao final do capitulo 1. Note que dessa forma, como
estamos trabalhando com trés E.D.P.’s para reconstrugao de imagens, e seis coe-
ficientes de difusao a serem comparados, temos dezoito diferentes esquemas com-
putacionais para recuperagao de imagens. A imagem utilizada, também é de
dimensoes 256 x 256 e, aplicamos um nivel de ruido de aproximadamente 12 dB.

A seguir, mostramos a imagem original e a com ruido.

Figura 4.17 (a) e (b): Imagem original e com ruido, aproximadamente 12dB.

Primeiramente, apresentamos os melhores resultados obtidos, quando,
utilizamos um dos coeficientes de difusdo propostos por Malik & Perona [20] nas

trés E.D.P.’s consideradas, dado por (1.9):

oln) =y [— (%)2] .
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

w .Y, & Rid eniin
Figura 4.18 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|Vul), utilizando o

coeficiente de difusdo (1.9) e respectiva segmentagdo.
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Figura 4.19 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V2u/), utilizando

o coeficiente de difusdo (1.9) e respectiva segmentag3o.

Figura 4.20 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|V(Go * u)|),

utilizando o coeficiente de difusio (1.9) e respectiva segmentagao.
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Neste exemplo, aplicamos o algoritmo para remogao de manchas 2 vezes
em todos os modelos e os resultados obtidos foram bastante satisfatérios. Neste
caso, conseguimos resultados satisfatorios utilizando os mesmos parametros para
os trés modelos: t = 5, At = 0.1 e k, = k = 1 x 1074, Dessa forma, foram
realizadas 50 iteragoes com cada modelo, e como podemos observar os resultados
obtidos sao bastante semelhantes. Pode-se notar contudo, que conseguimos uma
boa preservagao dos contornos da imagem, e detalhes como o “reflexo” do barco
na agua, estao bem preservados.

A seguir, mostramos os resultados obtidos, por cada modelo, quando

utilizamos o coeficiente de difusdao dado por:

) S%O?

caso contrario.

1
c(s) = s
8}

i : II'”F i . :-. ?&;Ef ..: 3
Figura 4.21 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|Vul), utilizando o

coeficiente de difusio (4.1) e segmentacdo da imagem recuperada.

No caso deste coeficiente, aplicamos o algoritmo para remogao de man-
chas 2 vezes, e utilizamos k,,, = 1.0, nos trés modelos considerados. Como pode-
mos observar este coeficiente de difusao mostrou-se ineficiente. Este fato ocorre,
pois, como a imagem teste possui vérios contornos, ou seja, diversos pontos onde
|Vu| assume um valor grande computacionalmente (teoricamente |Vu| — o0),

temos que o termo i tende a zero. Dessa forma, nao temos satisfeita a condicéo
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ideal do coeficiente de difusao de possuir valor 1 na regides homogéneas e valor
0 nas regioes dos contornos. Além disso, como o zero corresponde a cor preta
a tendéncia é que a imagem fique cada vez mais “escurecida” a cada iteragao.
A figura 4.21 foi obtida com apenas uma iteragdo. maior nimero de iteragoes
causou a perda total da imagem. Devemos destacar também, que este coeficiente
de difusao depende somente dos valores de u;; na imagem, e nao do valor da
constante k como nos coeficientes mostrados anteriormente.

A seguir, mostramos os resultados obtidos com o modelo Y K — c¢(|V?u).

Figura 4.22 (a) e (b) Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V?ul), utilizando

o coeficiente de difusdo (4.1) e segmentagdo da imagem recuperada.

Utilizando o modelo proposto por You & Kaveh, o resultado com o coefi-
ciente (4.1) foi bastante satisfatério. Os parametros utilizados neste caso, foram
t = 10, At = 0.1, e assim, foram necessarias 100 iteracoes. Neste caso, poderiamos
até obter uma maior nivel de suavizagao da imagem, porém, como j& havia acon-
tecido, a medida que aumentamos o nimero de iteragoes, hd um “borramento”
dos contornos da imagem.

O resultado obtido quando utilizamos o produto de convolugao, ou seja,
YK —c¢(|V(G, *u)|), foi totalmente insatisfatério e ndo é mostrado aqui. Apesar
dos inimeros testes, com diversas combinagoes dos parametros, tivemos a perda
total da imagem. Fato semelhante ao que ocorreu quando utilizamos o mod-
elo YK — ¢(|Vu|). Aqui, como calculamos também o gradiente do produto de

convolugao |V (G, * u)|, este assume valores altos em quase todos os pontos da
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

imagem, e dessa forma, o termo % do coeficiente de difusdo, nos d4 valores bem
proximos de zero, e assim, a imagem tende a se tornar escura.
Agora, mostramos os resultados obtidos quando utilizamos o coeficiente

de difusao, dado por:

R, - B ) " Y Y [11

Figura 4.23 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|Vul), utilizando o

coeficiente de difusdo (4.2) e respectiva segmentagao.

Como o coeficiente anterior, este ndo depende da constante k, porém,
agora, temos a adigao do parametro 7', que atua como um limitante para o
valor de s fazendo com que ¢(.) tenha valor préximo de zero nas regides onde s
assume um valor alto (contornos da imagem) e valor préximo de 1 nas regides
homogéneas. Analogamente ao feito por You & Kaveh, fixamos o valor deste
parametro em T = 3.0 e, aplicamos apenas 50 iteragdes com o modelo YK —
¢(]Vu|). O algoritmo para remocdo de manchas foi aplicado apenas 1 vez, k,, =
1.0, em todos os modelos considerados. Como podemos observar na figura 4.23,
o resultado obtido é bastante satisfatorio, com um bom nivel de suavizagao e

preservagao dos contornos da imagem.
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A seguir, mostramos o resultado obtido quando utilizamos este coeficiente

de difusao, com o modelo YK — ¢(|V?ul).

; 1 gt £ N T
Figura 4.24 (a) e (b) Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V2u|), utilizando

o coeficiente de difusdo (4.2) e respectiva segmentagao.

Neste caso, obtemos um bom resultado com 90 iteragées, ou seja, t = 9
e At = 0.1 e, com o parametro fixo T = 3.0. O resultado obtido foi bastante
satisfatério, porém, foi necessario um nimero maior de iteragoes. Se compararmos
este resultado com o apresentado anteriormente, figura 4.23, temos um menor

nivel de suavizagao. A seguir, mostramos o resultado obtido com o modelo Y K —

c(|V(Go xu))).

4 ‘ﬁ

Figura 4.25 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|V(Gg * u)|),

utilizando o coeficiente de difusdo (4.2) e respectiva segmentagdo.

O resultado obtido com este modelo, utilizando este coeficiente, também

foi bastante satisfatdrio, e também nos mostra que o problema da divisio por
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

zero, que causou a perda total da imagem, quando utilizamos o coeficiente ante-
rior, expressao (4.1), foi parcialmente solucionado. Outro fato importante, é que
neste caso, aplicamos apenas 15 iteragoes, mostrando que este modelo, tem um
alto grau de suavizagao a cada iteragao aplicada. Seguindo a seqiiéncia de coefi-
cientes mostrada no capitulo 1, mostramos agora, os resultados obtidos quando
utilizamos o coeficiente de difusiao dado por:

T p-1
p—( -;e) . L iy

c(s) = (4.3)
ps+ e’

3

s=T.
s
O objetivo deste coeficiente de difusdo é evitar o reconhecimento de falsos
contornos por parte do sistema computacional e assim, evitar a preservagao do

ruido.

Figura 4.26 (a) e (b) Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢( |Vu|) utilizando o

coeficiente de difusdo (4.3) e respectiva segmentagio.

Neste exemplo, temos a inclusao de dois novos parametros, que tem como
principal finalidade, uma suavizagdo uniforme em toda imagem, evitando, o re-
conhecimento de falsos contornos por parte do modelo. Para fins de comparagao,
fixamos, como You & Kaveh, p = 0.5, ¢ = 1.0 e T = 3.0. Podemos observar na
figura 4.26, que o resultado obtido é bastante satisfatério, porém, aqui, o niimero
de iteragoes foi de 300. O algoritmo para remocao de manchas, foi aplicado uma

tinica vez, com k,, = 1.0, em todos os trés modelos considerados.
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

A seguir, mostramos os resultados obtidos, com este coeficiente de di-

fusao, quando utilizamos o modelo original proposto por You & Kaveh.

Figura 4.27 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V2u|), utilizando

o coeficiente de difusdo (4.3) e respectiva segmentag3o.

Neste caso, com este coeficiente de difusdao, notamos através dos testes,
que o numero de iteragoes necessarias foi bastante elevado. Mostramos aqui, o
melhor resultado obtido, e para isso, foram necessarias 1500 iteragoes, com os
parametros, t = 150, At = 0.1, e os demais pardmetros p, € e T' com 0s mesmos
valores mostrados anteriormente. O resultado obtido, foi bastante satisfatdrio, e
apesar do elevado nimero de iteragoes aplicados, tivemos uma étima preservagao

dos contornos.

Utilizando o coeficiente de difusdo (4.3), no modelo Y K —¢(|V(G, xu)|),

obtemos o seguinte resultado.

Figura 4.28 (a) e (b) Irnagern recuperada pelo modelo YK — ¢(|V(Gy * u)|),

utilizando o coeficiente de difusdo (4.3) e respectiva segmentagao.
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

O resultado obtido, foi amplamente satisfatério, principalmente, pelo
reduzido nimero de iteragoes. Neste caso, 40 iteragoes foram aplicadas, com os
parametros t = 4.0 e At = 0.1. Os valores dos demais, parametros, sdo os mesmos
ja mostrados anteriormente. Dessa forma, concluimos que para este coeficiente
(4.3), este modelo apresentou os melhores resultados.

O 1ltimo coeficiente de difusao mostrado no final do capitulo 1, é dado

18p(Z ¢S
- —r—. 3 < T
1 7 /4
c(s) (4.4)
1 gl
TepET e,
s s
come > 0e0 < p < 1. Este coeficiente tenta unir o carater seletivo proposto pelo

coeficiente (4.2) com a difusao uniforme proposta pelo coeficiente (4.3), ambos

propostos por You & kaveh.

X a3 L) ﬂ?:. ,ﬁ’

Figura 4.29 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|Vul), utilizando o

coeficiente de difusdo (4.4) e respectiva segmentagdo.

Neste caso, com a inclusao dos termos % e %, temos um alto grau de
suavizac¢ao por parte deste modelo. Dessa forma, tivemos um bom resultado
com apenas 30 iteracoes, ou seja, utilizamos t = 3 e At = 0.1, com p = 0.5,
T = 3.0 e ¢ = 1.0, ja fixados anteriormente. Também, neste caso, utilizamos
o algoritmo para remocao de manchas uma tnica vez, com k,, = 0.5, nos trés

modelos considerados.
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A séguir, na figura 4.30, mostramos os resultados obtidos, com a uti-
lizagao do coeficiente de difusao (4.4), no modelo original proposto por You &
Kaveh. Neste caso, foi necessario um maior nimero de iteragoes, 120, e o resul-
tado obtido foi praticamente o mesmo apresentado pelo modelo YK — ¢(|Vul)

que foi bastante satisfatério.

015 =9

Figura 4.30 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo Y K — ¢(|V?ul), utilizando

o coeficiente de difusdo (4.4) e respectiva segmentagao.

Agora, mostramos os resultados obtidos, com o coeficiente (4.4), uti-

lizando o modelo YK — ¢(|V(G, * u)|).

Figura 4.31 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|V(Go * u)|),

utilizando o coeficiente de difusdo (4.4) e respectiva segmentag3o.

O resultado neste caso apresentou um maior “borramento” dos contornos
da imagem, se a compararmos com o resultados obtidos com os modelos apre-

sentados anteriormente. Com o aumento do grau de suavizacao a cada iteracao,

" B | R | : .
causado pela inclusao dos termos T e —, e como este modelo também possui
s
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CAPITULO 4. RESULTADOS EXPERIMENTAIS

um alto grau de suavizagao, devido ao baixo nivel de ruido aplicado a esta im-
agem teste, com apenas 9 iteragoes conseguimos um resultado satisfatério. Por
outro lado, a medida que aumentamos o nimero de iteragoes, fica evidente a
suavizagao dos contornos e dessa forma, vamos aos poucos, perdendo completa-
mente as caracteristicas da imagem original, como podemos observar na figura
4.32, onde apenas para comparagao, aplicamos 10 iteragoes, usando este modelo

e o coeficiente de difusao (4.4).

Figura 4.32 (a) e (b): Imagem recuperada pelo modelo YK — ¢(|V(Gy * u))),

utilizando o coeficiente de difusdo (4.4) e respectiva segmentag3o, com 10 iteragdes.

No capitulo 5 a seguir, fazemos algumas conclusoes sobre cada um dos
modelos apresentados principalmente do ponto de vista pratico, e sobre todo o
trabalho realizado. Também sugerimos futuros trabalhos a serem realizados a

partir deste.
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Capitulo 5

Conclusoes

Neste trabalho inicialmente, destacamos a importancia do processamento
digital de imagens nas diversas dreas da ciéncia e tecnologia. Mostramos que o
processamento digital de imagens esta dividido em quatro grandes areas se en-
quadrando este trabalho na area de restauragao de imagens. Também, destacamos
a importancia das equagoes diferenciais parciais na restauracido de imagens di-
gitais, e esperamos no decorrer do texto, ter justificado a grande utilidade dessa
importante ferramenta para modelagem de fenomenos fisicos que dependem do
tempo.

Em seguida, mostramos o estudo do comportamento do processo de di-
fusdao anisotrépica realizado por You & Kaveh [26], cujo objetivo é justificar
teoricamente quando o processo de difusao utilizado para o processamento de
imagens, é bem ou mal posto. Na prética estamos analisando se o processo de
minimizacao do funcional E(u) feito através da E.D.P. de quarta ordem ird con-
vergir ou nao para o minimo global deste funcional e assim, quando avancamos
um certo tempo ¢ suavizamos a imagem ou seja, removendo o ruido, mantendo é
claro, os contornos originais da imagem.

Além de mostrarmos como You & Kaveh construiram essa nova E. D.

P. de quarta ordem como uma nova ferramenta para o processamento digital de
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imagens, obtidas a partir da minimizacao do funcional energia F(u), mostramos
duas alternativas para o cédlculo do coeficiente de difusao ¢(.). Na primeira sub-
stituimos a norma do operador Laplaciano |V?u|, pela norma do operador gra-
diente da funcdo intensidade de imagem |Vu|. Na segunda, substituimos |V?u|
pela norma do gradiente do produto de convolugéo |V(G, * u)|. Através dos re-
sultados experimentais mostrados no capitulo anterior, mostramos a viabilidade
da utilizagao destas E.D.P.’s para a restauragao de imagens.

Para imagens com um nivel baixo de ruido, os resultados obtidos com
essas duas E.D.P.’s (2.39 e 2.41), foram bastante satisfatérios e, em geral apre-
sentaram resultados iguais ou superiores aos obtidos com a E.D.P. utilizada por
You & Kaveh. Notamos também que em geral o modelo YK — ¢(|Vul) exigiu
um menor nimero de iteragoes se comparado com o modelo proposto por You &
Kaveh e YK — ¢(|]V(G, * u)|). Nos resultados mostrados nas figuras 4.2, 4.3 e
4.4, o modelo Y K — ¢(|V(G, *u)|) apresentou o melhor resultado na recuperacio
de uma ima-gem bastante complexa degradada com aproximadamente 12 dB de
ruido. O mesmo fato ocorre quando aumentamos um pouco mais a quantidade
de ruido, aproximadamente 10 dB, como mostrado nas figuras 4.6, 4.7 e 4.8.

Porém, quando aumentamos consideravelmente o nivel de ruido, como
o mostrado na figura 4.9, onde temos aproximadamente 0 dB de ruido, o mo-
delo YK — ¢(|V(G, * u)|), apesar de uma excelente preserva¢ao dos contornos
se comparada com a dos outros dois modelos, nao foi muito eficiente quanto a
suavizacao da imagem nas regioes homogéneas, mesmo com a grande quantidade
de iteragoes realizadas. Podemos observar mais claramente este fato, através do

grafico da linha 128, mostrado na figura 4.12(c). J4 os modelos YK — ¢(|Vul)

e YK — ¢(|]V?u|) apresentaram resultados bastante semelhantes, apesar de no

modelo proposto por You & Kaveh, podermos observar que houve uma menor
suavizagao como o mostrado na figura 4.11(a), se comparado com o resultado
obtido pelo modelo Y K — ¢(|Vu|), mostrado na figura 4.10(a). Também podemos

observar, através do grafico da linha 128, que apesar do alto nivel de ruido, figura
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4.9(c), houve uma boa aproximagéo da linha 128 da imagem original por parte
desses dois modelos, figuras 4.10(c) e 4.11(c).

O baixo desempenho do modelo Y K —¢(|V(G,*u)|), quanto a suavizagao
da imagem sintética mostrada na figura 4.9(a), ocorre é claro, devido ao alto

nivel de ruido aplicado a esta imagem e pela forma de atuagéo do termo |V(G, *

u)| que como mostramos anteriormente aproxima o valor de |Vu| num ponto

(z,y) da imagem e dessa forma, como temos grandes variagoes de intensidade
devido ao alto nivel de ruido, esta aproximacao acaba “identificando” estas altas
variagoes como sendo contornos e dessa forma tende a preserva-los. Podemos
observar através dos intimeros testes realizados que os trés modelos considerados
nao produziram resultados satisfatérios para elevados niveis de ruidos como —12
dB, por exemplo.

Outro resultado bastante interessante, foi a aplicagao desses trés modelos
em uma imagem médica, no caso uma ultrassonografia fetal, mostrada na figura
4.13. No caso desta imagem, os trés modelos apresentaram resultados bastante
satisfatérios como podemos observar nas figuras 4.14, 4.15 e 4.16. Consideramos
que o modelo YK — ¢(|]V(G, * u)|) apresentou o melhor resultado devido hd um
maior realce dos contornos, mostrado na figura 4.16(b).

Também, mostramos e discutimos alguns resultados interessantes, quando
utilizamos outros tipos de coeficientes de difusao mostrados na tltima segao do
capitulo 1. Apesar de alguns destes coeficientes apresentarem resultados pouco
satisfatorios, podemos destacar alguns coeficientes que nao dependem da con-
stante K, utilizado na comparacao dos trés modelos e que esta ligada ao nivel
de detalhes que desejamos preservar na imagem. Alguns coeficientes, como o da
expressao (4.1), dependem apenas do valor da fungao intensidade de imagem u
no ponto (z,y). Ja o coeficiente (4.2), utiliza uma outra constante T', como um
limitante para o valor de v num ponto. Note que dependendo do valor de T,
(T = 1 por exemplo), se o valor de u(z,y) for muito grande ou seja, se estiver-

mos em um ponto de contorno, ¢(.) terd um valor préximo de zero e dessa forma
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a difusao serd pouco intensa nessa regioes preservando os contornos. Por outro
lado, se tivermos um valor pequeno de u(z,y), a difusdo serd bastante intensa.

Além disso, You & Kaveh propuseram a utilizagdo de coeficientes com
outros parametros, p, T' e €, como podemos observar nas expressoes (4.3) e (4.4).
A utilizagao desses coeficientes produziu resultados bastante satisfatérios. De-
vemos destacar que a utilizagao destes coeficientes, gera uma grande quantidade
de combinagoes para a obtencao de bons resultados pois, ainda nao temos um
algoritmo para otimizar a escolha destes parametros. Neste trabalho, utilizamos,
os parametros que apresentaram os melhores resultados, como podemos observar
nas figuras 4.30, 4.31, 4.32, 4.33, 4.34 e 4.35.

Para encerrar este trabalho, gostariamos de destacar a necessidade do
prosseguimento dos estudos dessas equacoes diferenciais de quarta ordem no pro-
cessamento digital de imagens. Fica evidente que ainda ha muito a se fazer, prin-
cipalmente quanto a criagao ou utilizagao de algoritmos para selecao automatica
de parametros 6timos que devem ser escolhidos de acordo com o nivel de ruido
contido na imagem e a quantidade de detalhes a serem preservados. Existem na

literatura diversos “otimizadores” para esses parametros, como por exemplo os

minimos quadrados (7], algoritmos genéticos [11], simulated annealing [4], etc..

Destacamos também que do ponto de vista computacional, as equagoes
diferenciais parciais dadas pelas expressoes, (2.19), (2.39) e (2.41), podem ser
resolvidas numericamente por diversos métodos numéricos e aqui, os métodos
numeéricos utilizados foram bastante simples explorando-se a caracteristica expli-
cita das equagbes. Propomos, também, como trabalho futuro, um estudo dire-
cionado ao uso de métodos numeéricos mais precisos nas implementagoes numéricas
desses modelos considerados aqui e, também, uma abordagem mais profunda
quanto a estabilidade desses métodos.

Além disso, para reduzirmos o tempo de processamento computacional,
e como ja esta sendo feito para as E.D.P.’s de segunda ordem por Barcelos,

Boaventura e Silva Jr, propomos a paralelizagao desses cédigos visto que este
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tipo de problema ¢ altamente paralelizavel. Também, pode-se fazer um estudo a

respeito de outros tipos de condigoes de contorno, para melhorarmos os resultados
obtidos.

Esperamos com esse trabalho, ter contribuido no sentido de reunir con-
ceitos e resultados sobre o comportamento do processo de difusdo anisotrdpica
utilizada no processamento de imagens, e que este venha a se tornar uma re-

feréncia para futuros trabalhos a serem desenvolvidos nesta linha de pesquisa.




Referéncias Bibliograficas

(1] Alvarez, L., Lions, P. L., Morel, J.M. e Coll, T., Image selective smoothing
and edge detection by nonlinear diffusion, SIAM J. Numer. Anal. 29(3), pp.
845-866,1992.

Barcelos, C.A.Z, Boaventura, M. e Silva Jr, A Well Balanced Flow Equa-
tion for Noise Remove and Edge Detection, IEEE Transactions on Image

Processing, pp. 751-763, 2003.

Barcelos, C.A.Z. and Chen, Y., Heat Flow and Related Minimization Pro-
blem in Image Restoration, Comput. Math. Appl. 39, pp. 81-97, 2000.

Bagirov, AM and Zhang, JP Comparative analysis of the cutting angle and
simulated annealing methods in global optimization, 52 (4-5): 363-378 aug-
oct 2003.

Bazaara, M. S. Shetty, M. C., Nonlinear Programing: Theory and Algo-
rithms, New York, Wiley, 1979.

Bertozzi, A. L., The Mathematics of Moving Contact Lines in Thin Liquid
Films, Notices AMS, vol. 45, pp. 689-697, June/July, 1998.

Campos, F. F., Algoritmos Numéricos, Editora LTC - Livros Técnicos e

Cientificos, 2001.

(8] Chen, Y., Vemuri, B.C. e Wang, I'mage Denoising and Segmentation via
Nonlinear Diffusion, Computation Math. Appl. 39(5/6), pp. 131-149, 2000.

115




Referéncias Bibliograficas

[9] Cidade, G., Neto, A. S., Roberty, N. C., Restaura¢io de Imagens com
Aplicagoes em Biologia e Engenharia: Problemas Inversos em Nanociéncia

e Nanotecnologia, Notas em Matematica Aplicada, SBMAC, Sao Carlos,
2003.

(10] Cunha, M. C. C., Métodos Numéricos, 2* Edi¢ao, Editora da UNICAMP,
Sao Paulo, 2000.

(11] Davis, L., Handbook of genetic algorithms, New York: Van Nostrand Rein-
hold, 1991.

[12] Figueiredo, D. G., Andlise de Fourier e Equagées Diferenciais Parciais, Rio

de Janeiro, Instituto de Matemaética Pura e Aplicada, CNPq, 1977.

(13] Figueiredo, D. G., Andlise I, 2¢ Edicdo, Rio de Janeiro, Editora LTC -

Livros Técnicos e Cientificos, 1996.

[14] Gonzalez, R. C. e Woods, R. E., Processamento de Imagens Digitais, Edi-
tora Edgar Blucher Ltda, Sao Paulo, 2000.

(15] Hollig, K. and Nohel, J. A., A Diffusion Equation with a Nonmonotone
Constitutive Function, in Proc. Syst. Nonlinear Partial Differen. Equation,

J. Ball, Ed. Boston, D. Reidel, pp. 409-422, 1983.

(16] Iério, V., E. D. P. um Curso de Graduagdo, Instituto de Matemética Pura
e Aplicada, CNPq, Rio de Janeiro, 1991.

[17) Naylor, A. W. and Sell G. R., Linear Operator Theory in Engineering and
Science, Berlin, Germany: Springer-Verlag,1982.

(18] Nitzberg, M. and Shiota, T., Nonlinear Image Smoothing with Edge and
Corner Enhancement, IEEE Trans. Pattern Anal. Machine Intell, vol. 14,
n’ 8, pp. 826-833, Aug. 1992.

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Referéncias Bibliogréficas

(19] Osher J., Sethian, J. A., Fronts Propagating with Curvature Dependent

Speed: Algorithms Based on Hamilton-Jacobi Formulations, J. Computa-

tion Physics, vol. 79, pp. 12-49, 1988.

Perona, P. and Malik, J., Scale Space and Edge Detection Using Anisotropic
Diffusion, IEEE Transactions on Pattern Analysis and Machine Intelli-
gence, 12, 7, pp. 629-639, 1990.

Rudin, L., Osher, S. e Fatemi, E., Nonlinear Total Variation Based Noise
Removal Algorithms, Physica D 60, pp. 259-268, 1992.

Silva Jr., E. C. Um Novo Modelo de Difusdo Nao Linear com Preservagdo
de Bordas para Segmentagao e Eliminacao de Ruidos em Imagens e Andlise
Comparativa com Modelos Correlatos, Dissertacao de Mestrado, Depar-
tamento de Ciéncias da Computacdo e Estatistica - DCCE, Instituto de

Biociéncias, Letras e Ciéncias Exatas IBILCE-UNESP, 2002.

[23] Smith, P., Convezity Methods in Variational Calculus, Letchworth, Eng-
land: Research Studies Press Ltd., 1985.

[24] Teixeira, R., Introdugio aos Espagos de Escala, 23 Coléquio Brasileiro de
Matematica, IMPA, Rio de Janeiro, 2001.

[25] You, Y. L., Kaveh, M., Fourth-Order Partial Differential Equations for
Noise Removal, IEEE Trans. Image Processing, vol. 9, pp. 1723-1730, oct.
2000.

[26] You, Y. L., Kaveh, M., Behavioral Analysis of Anisotropic Diffusion in
Image Processing, vol. 5, n2 11, pp. 1539-1553, nov. 1996.

[27] You, Y. L., Kaveh, M., Xu W., Tannenbaum A., Analysis and design of
Anisotropic Diffusion for Image Processing, in Proc. IEEE Int. Conf. Image
Processing, vol. II, Austin, TX, Nov. 1994, pp. 497-501.

117

AVA
cm 1 2 3 4 5 6 i unespw-l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



Referéncias Bibliogréficas

(28] Whitaker, R. T., Pizer, S. M., A Multi-Scale Approach to Nonuniform Dif-
fusion, CVGIP: Image Understanding, vol. 57, n2 1, pp. 99-110, jan. 1993.

[29] , A Review of Recent Numerical Algorithms for Hypersurfaces Moving

with Curvature Dependent Speed, J. Differen. Geom., vol. 31, pp. 131-161,
1989.




AVA




