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Resumo

Esta dissertagdo tem como objetivo explorar a histéria e os métodos de resolugoes
possiveis para equagoes de grau igual ou menor que cinco e tratar da impossibilidade de
resolucao por meio de radicais de equacoes gerais de grau igual a cinco. Para isso, serao

explorados conceitos algébricos pertencentes a Teoria de Galois.

Palavras-chave: Algebra, Equacao, Histéria da Matematica, Resolucao por Radicais,

Teoria de Galois.



Abstract

This dissertation aims to explore the history and potential methods of solving equa-
tions of a degree equal to or less than five. It also addresses the impossibility of solving
these equations using general radical expressions with a degree of five. To achieve these

objectives, the dissertation will delve into algebraic concepts within the Galois Theory.

Keywords: Algebra, Equation, Mathematics History, Radical Resolution, Galois Theory.
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1 Introducao

Esta dissertacao propoe-se a aprofundar e a estabelecer as devidas relagoes entre a
histéria da matematica e a resolucao de equagoes polinomiais de grau menor ou igual a
cinco. Para tanto, serd utilizado como referéncia principal o livro de Fraleigh [6]. Estamos
interessados, principalmente, em explorar a nao resolu¢ao de uma equagao de quinto grau
por meio de radicais utilizando da Teoria de Galois, a qual tem se mostrado imprescindivel
para comprovacao decisiva da ndo solubilidade de equagoes polinomiais de grau igual a
cinco. Podemos destacar que a importancia desse tema estd na beleza da sua conexao
natural com a Histéria da Matematica, os seus principais resultados e o aprofundamento
que gerou os contetidos trabalhados atualmente em Algebra, justificando, desse modo, a
presente escolha do tema para esta proposta de dissertagao de Mestrado do Programa de
Pés-Graduagao.

A divisao dos capitulos dessa dissertacao foi realizada de modo a se construir o pensa-
mento algébrico em torno das equagoes algébricas de grau menor ou igual a cinco, veja que,
no primeiro capitulo, referente ao desenvolvimento do nosso projeto, buscamos entender a
histéria ¢ a resolucao de equagoes algébricas até o quarto grau, perceba que utilizamos a
letra x em minuscula, pois a abordagem dos polindmios naquela ocasiao teve um viés mais
informal, fazendo a identificagdo implicita de cada polinémio com a fun¢do polinomial de-
terminada por ele. No segundo capitulo, apresentamos noc¢oes béasicas e primordiais para
o entendimento dessa dissertacao no campo das estruturas algébricas, sao esses: grupos,
anéis, corpos e anéis de polinomios; observe que a partir deste capitulo, para denotar os
elementos polinomiais, usamos a letra X em maitscula, com um rigor formalizado pela
defini¢ao 3.88. As nog¢Ges bésicas de estruturas algébricas como: grupos, anéis e corpos e
anéis de polinomios foram apresentadas no terceiro capitulo. Ja no quarto capitulo, o foco

foi a construcao dos elementos sobre a teoria de Galois, no qual apresentamos as extensoes
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Introducao 11

de corpos, corpo de Galois, grupo de automorfismos, splitting corpo, extensao separavel,
grupo de Galois e encerramos esse capitulo com o teorema principal de Galois. Com uma
base solida fundamentada, iniciamos entao o capitulo cinco intitulado: “A insolubilidade
da quintica”, no qual apresentamos as extensodes por radicais e o nosso objetivo final que
¢ a insolubilidade da quintica. Observamos ainda que utilizamos o simbolo “<” para a
indicagdo de uma subestrutura de uma determinada estrutura algébrica, ou seja, se H
é um subgrupo de um grupo G, indicamos este fato por H < G, ou ainda, se F' é um
subcorpo de um corpo E, denotamos por F' < F.

Encerramos essa dissertacdo com a conclusao que pudemos fomentar ao longo dos

temas estudados.



2 O estudo das equacoes algébricas

Ao longo da histéoria da matematica, a resolugao de equagoes algébricas sempre foi
um tema de destaque, visto que o objetivo era exibir as solugoes de uma equagao dada
por meio de radicais (isto ¢, encontrar as solugoes algébricas), o que significa encontrar
estas solugoes por meio da manipulagao de seus coeficientes através das quatro operagoes
aritméticas e extragao de raizes. Essas equagcoes apareciam na maioria das vezes advindas
de problemas de fora da area da matematica.

Neste trabalho, pretende-se apresentar a histéria e demonstrar a evolugao dos méto-
dos de resolucao das equagoes polinomiais, também conhecidas como equagoes algébricas.
Veja que, equacgao ¢é toda sentenca matematica aberta que exprime uma relagdo de igual-
dade. Segundo Carvalho e Roque (2019) [11], Diofanto é geralmente citado como o pai
da algebra, mas, para falar da historia de uma disciplina matematica como a &algebra,
precisamos, antes de mais nada, definir o que entendemos por “dlgebra” O momento
decisivo para a constituicao da algebra como disciplina estd associado a organizacao em
torno da classificacdo e da resolucio de equagoes, que iniciou-se no século 1.X.

Nosso intuito ¢ evidenciar que o desenvolvimento algébrico do periodo nao ¢ a heranga
de um tunico autor, mas sim o produto de praticas compartilhadas ao longo da historia

do desenvolvimento do pensamento matematico.

2.1 Equacoes do primeiro grau

As situacoes-problemas que se reduzem a resolucao de uma equacao de primeiro grau
apareceram naturalmente ao longo das civilizagoes, confundindo-se, muitas vezes, com
a operagao de divisao. Isso fez com que quase todos que estudaram matemaética, dos

escribas egipcios aos servidores puiblicos chineses, desenvolvessem técnicas especificas para
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as resolucoes desses problemas.

Iniciaremos o estudo das equagbes do primeiro grau por meio do papiro Rhind (ou
papiro Ahmes), uma das principais fontes para o estudo da matemaética egipcia antiga.
Este papiro foi copiado pelo escriba Ahmes por volta do ano 1650 a.C e comprado pelo
antiquario escocés Alexander Henry Rhind, entre os anos de 1856 — 1857. Atualmente,
o papiro faz parte do acervo do Museu Britanico (Londres) desde 1865, juntamente com
toda a colecao egipcia que pertencera a Rhind.

O papiro de Rhind contém uma cole¢do de 87 problemas de ordem pratica, que pro-
vavelmente foram utilizados para treinar jovens escribas no Egito Antigo. Alguns deles

sao simples e diretos, outros, mais complexos. Vejamos o problema 31:

“Uma quantidade, e 3 dela, e 3 dela, e - dela, adicionados, torna-se 33. Qual é a

quantidade?”

No simbolismo que usamos atualmente, poderiamos descrever a situacao acima como:

T+ 20t ta nr =33
T =X =T —Tr = .
3727 7

Os problemas no papiro de Rhind eram resolvidos por um método muito diferente.

Vejamos:
Uma quantidade; seu quarto é somado a ela. Ela se torna 15.

Ao invés de dividir 15 por 1%, o escriba prossegue como a seguir. Ele supoe que a
quantidade é 4. Se vocé tomar 4 e somar seu quarto a ele, obtém 4 + 1 = 5. Entao,
queriamos 15, e obtivemos 5; entdo precisamos multiplicar o que obtivemos por 3 para
chegarmos no resultado que gostariamos. Assim, tomamos nossa tentativa e multiplicamos
por 3. A nossa tentativa inicial foi 4, de modo que a resposta é 3 x 4 = 12.

Esse método é conhecido como falsa posicao, pois propomos uma resposta que nao
esperamos realmente que seja a correta, mas que torna os calculos faceis. Com isso,
usamos o resultado incorreto para descobrir o niimero pelo qual precisamos multiplicar a
nossa tentativa para obter a resposta correta.

Podemos afirmar, que equagao é uma sentenga matemética com sinal de igualdade (=)

em que numeros desconhecidos sao representados por letras, denominadas incégnitas.
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A equacgao geral do primeiro grau a -z + b = 0, em que a e b sdo numeros conhecidos
e a # 0, pode ser resolvida isolando-se o “z”, ou seja, subtraindo-se b de ambos os lados
da equacao, obtendo, desse modo a - x = —b, e posteriormente fazemos a divisao por a
dos dois lados e obtemos x = —S. Esse modo de resolucao nada mais é do que aplicar os
principios de equivaléncias das igualdades (aditivo/multiplicativo) em ambos os membros
da equacao.

Em uma equacao algébrica, todos os valores que uma variavel pode eventualmente
assumir é denominado de conjunto universo e representado pela letra U. O conjunto
verdade ¢ o conjunto dos valores de U que tornam verdadeira a equagao, sendo este um
subconjunto do conjunto universo, ou seja, S C U. Veja que de nada adianta encontrarmos
um valor de “z” que obedega a equagdo dada se este valor ndo pertencer ao conjunto
universo ao qual a nossa equacao estiver definida.

Os elementos do conjunto verdade de uma equacao sao chamados raizes da equacao.
Para verificar se um niimero é raiz de uma equacao, devemos obedecer a seguinte sequén-

cia:
e Substituir a incégnita por esse ntimero;
e Determinar o valor de cada membro da equacao;

o Verificar a igualdade, sendo uma sentenca verdadeira, o niimero considerado ¢ raiz

da equacao.

Resolver uma equacao consiste em realizar uma sucessao de operagdes que nos con-
duzem a equagoes equivalentes cada vez mais simples e que nos permitem, finalmente,
determinar os elementos do conjunto verdade ou, de modo equivalente, as raizes da equa-
¢do. Ou seja, resolver uma equacao significa determinar o seu conjunto verdade, dentro

do conjunto universo considerado. Veja,

Exemplo 2.1. Qual o valor da incognita x, considerando U = R, que torna a igualdade

8r + 3 = —13 verdadeira?

Notagao: O conjunto verdade sao os valores de U que sao raizes da equacao, ou seja, sao
os valores que ao substituirem as incégnitas tornam a equacao verdadeira. Indicaremos
por S.

Temos que:
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r+3=-13
8r=-13—-3
8¢ = —16
16
r=——
8
T = —2.

Ou seja, S = {—2}.

2.2 Equacgoes quadraticas

Segundo Berlinghoff e Gouvéa (2010) [2], a palavra “dlgebra” veio do titulo de um
livro escrito em arabe em torno do ano 825, no século /X. O autor, Muhammad Ibn
Musa Al-Khwarizmi (780 — 850), nasceu provavelmente no que é agora o Uzbequistao.
Ele viveu, entretanto, em Bagdd, onde o califa tinha estabelecido uma espécie de acade-
mia de ciéncias chamada “A Casa da Sabedoria”. Entre todos os livros que escreveu, seu
livro sobre algebra é o mais famoso. O livro de Al-Khwarizmi inicia a discussdo sobre a

resolucao de equagodes quadraticas. Vejamos um dos problemas por ele discutido:

Um quadrado e dez raizes dele sdo iguais a trinta e nove dirhems. Quer dizer, quanto
deve ser o quadrado, o qual, quando aumentado por dez de suas proprias raizes, é igual a

trinta e nove?

Na simbologia atual, podemos reescrever como sendo:
22 + 102 = 39.

No entanto, como a simbologia atual ndo tinha sido inventada, Al-Khwarizmi resolvia

esse tipo de problema seguindo um passo a passo, que pode ser descrito como:

“A solugdo é a sequinte: vocé divide o numero de raizes por dois, o que, no caso pre-
sente, fornece cinco. Isso vocé multiplica por si mesmo; o produto é vinte e cinco. Some
isso a trinta e nove; a soma € sessenta e quatro. Agora, tome a raiz disso, que € oito, e
subtraia disso metade do niumero de raizes, que € cinco; o resto é trés. Essa € a raiz do

quadrado que vocé procurava; o proprio quadrado € nove”.
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E possivel perceber que essa descricdo ¢ basicamente a férmula quadrdtica como a
conhecemos atualmente, a diferenca estd no fato de que a férmula moderna considera
as raizes quadradas positivas e negativas, algo que naquela época os matematicos nao
faziam.

A férmula que resolve a equacao do segundo grau, como estudamos atualmente, se-
gundo Hefez e Villela (2018) [7], é devida ao matematico hindu Sridhara, do século X, e
leva o0 nome de férmula de Bhdskara.

De acordo com Carvalho [11], Bhéaskara enunciava os problemas que hoje chamamos
de equagao somente com palavras, um modo poético de descrever problemas matematicos,
vejamos um exemplo tradicional desta época, publicado em seu principal livro intitulado

Siddhanta Siromani:

Verso 77: “De um enxzame de abelhas, tome metade, depois a raiz. FEste grupo extrai
o polen de um campo de jasmins. Oito nonos do todo flutuam pelo céu. Uma abelha
solitdria escuta seu macho zumbir sobre uma flor de lotus. Atraido pela fragrancia, ele

tinha se deizado aprisionar na noite anterior. Quantas abelhas havia no enxame?”

O método de resolucao utilizado por Bhéaskara consistia em reduzir o problema a uma
equacao linear. Este modo era denominado pelo indiano como “eliminacao do termo
médio”, o que hoje se assemelha ao que denominamos de completar quadrados. Assim,
podemos expressar de modo simbdlico o que antes era descrito apenas com palavras,
uma equacio expressa por ax? + br = c¢. O procedimento descreve que para resolvermos
devemos primeiramente multiplicar ambos os lados por 4a, obtendo 4a’x? + 4abx = 4ac.
Depois, adicionamos b? a ambos os lados, obtendo 4a?2%+4abx+b* = 4ac+b*. O primeiro

membro tem uma raiz ¢ tomamos essa raiz para obter:

2ax + b = v4ac + b2
Vdac+ b2 —b

2a

De maneira simplificada, podemos afirmar que o método de resolugao utilizado por

Bhaskara consiste em:

o Completar o quadrado no primeiro membro para transformar o termo que contém

a quantidade desconhecida e seu quadrado em um quadrado perfeito;
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e Diminuir o grau da equacao extraindo a raiz quadrada dos dois membros;

o Resolver a equacao de primeiro grau que dai resulta.

Mesmo com os métodos de resolucao propostos por Al-Khwarizmi e Bhaskara, nao
podemos atribuir-lhes a invencao da férmula que usamos atualmente, visto que ambos
apresentaram um método geral para a resolucao de equagodes do segundo grau, ainda que
expresso somente por palavras. A férmula para a resolugdo desse tipo de equacgdo com
o simbolismo que nos é comum atualmente sé foi feita por Francois Viete, matematico
francés que viveu de 1540 a 1603.

Entretanto, vale ressaltar que de acordo com Sérgio Roberto Nobre (2014)[8], o nome
Bhaskara é muito conhecido entre os brasileiros por conta de uma atribuicao erronea do
seu nome a formula de resolucao de uma equagao do 2° grau. Poucos sabem que, na
Histéria da Matemdtica da India, houve dois personagens de nome Bhéskara. Bhéskara
I, que viveu entre os anos 600 e 680, aproximadamente, e Bhaskara II, que viveu cerca
de 500 anos apos o primeiro, ou seja, entre 1114 e 1185. E a nenhum dos dois pode-se
atribuir a formula que dé as raizes de uma equagdo do 2° grau. Sobre o primeiro ha
poucas informacoes, porém o segundo é mais presente na bibliografia historica, inclusive
com documentos que comprovam sua producao matematica.

A férmula que resolve da equacao do segundo grau, como a conhecemos hoje, pode ser
descrita como: considere a equacao ax? + bx + ¢ = 0, com os coeficientes pertencentes ao
conjunto dos nimeros complexos (C) e a # 0, para encontrarmos as raizes dessa equagao

em funcao dos seus coeficientes, pode ser demonstrado, completando os quadrados, que:

ar®* +bxr +c=0
ar? + br = —c

da(azr® + bx) = 4a(—c)

4a’2? + 4abx = —4ac

4a’x?* + dabx + b* = b* — 4dac

(2ax + b)? = bv* — 4ac
NN =
|(2azx + b)| = V/b% — dac

2ax + b = +/b% — dac
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2ax = —bE£ Vb? — 4dac
—b+ Vb? — 4ac
T = ,

2a

em que, podemos afirmar que v/b? — 4ac é uma das raizes quadradas do nlimero complexo
definido por A = b — 4ac, chamado comumente de discriminante da equacao.

O anulamento de A nos fornece a condigao necesséria e suficiente para que a equacao
do segundo grau tenha uma raiz dupla igual a ~%g"

Se os coeficientes, a,b e ¢ da equacdo ax? + bx + ¢ = 0 sdo reais, com a # 0, entdo,

temos que:
« A >0, se e somente se, a equacao tem duas raizes reais distintas;
« A =0, se e somente se, a equacao tem duas raizes reais iguais;
o« A <0, se e somente se, a equacao tem duas raizes complexas conjugadas.

Vejamos os exemplos dos casos listados acima:

Exemplo 2.2. A > 0:

2

Dada a equacao quadratica x* — x — 12 = 0, teremos que:

A= (-1)2—-41.(-12) =1+48 =49
x_—@dﬁt%@_1i7

2.1 2
1+7 8
!
:—:—:4
o 2 9
1-7 6
/!
2 9

Logo, as duas raizes distintas obtidas sao 4 e —3.
Exemplo 2.3. A =0:

Dada a equacao quadratica 4z — 4x + 1 = 0, teremos que:

A=(-4)?-441=16-16=0
(-4 +V0  4+0

2.4 8

, 440 4 1

8§ 8 2
4-0 4
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Logo, a equacao possui duas raizes reais iguais, e o seu valor é —.
2

Exemplo 2.4. A <0:
Dada a equacdo quadratica 2% — 4x + 5 = 0, teremos que:
A= (-4)2—-415=16—-20= —4

() EVL AEVAP 4+

2.1 2 2
4+ 2
— + l:2+z’
2
4 — 2
" __ .
x 3 i

Logo, a equacao possui duas raizes complexas conjugadas, que sao 2 +1 e 2 — 7.

Ha casos em que a equacao do 2° grau é nomeada como incompleta, pois apresenta
b = 0ouc = 0. Nesses casos, nao é necessario utilizar a férmula de Bhaskara, mesmo sendo
possivel a sua utilizagao, percebe-se que somente utilizando as manipulagoes algébricas

conhecidas é possivel encontrar o conjunto verdade dessas equagoes. Vejamos:

Exemplo 2.5. Um exemplo onde b = 0 é:

z° =16
Va2 = /16
2] = V16
r = 4.
Podemos afirmar que a equacao possui duas raizes reais, que sdao 4 e —4.

Exemplo 2.6. Um exemplo onde ¢ =0 é:

22 +10x =0
z(x+10) =0

rz=0
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ou

Portanto, as raizes dessa equacao sao 0 e —10.

Como pudemos perceber até esse momento, problemas matematicos raramente apare-
cem de forma abstrata ao longo de sua historia. O problema de resolver equagoes ctibicas
(equacgoes do terceiro grau) apareceu de problemas geométricos, considerados primeiro
pelos mateméaticos gregos. Os primeiros problemas desse tipo datam de 400 a.C., entre-
tanto a sua resolugao completa apareceu apenas dois mil anos depois, o que veremos na

Secao a seguir.

2.3 Equacoes do terceiro grau

No inicio do século XVI, Scipione Del Ferro obteve uma férmula usando radicais
para a solucdo de um certo tipo de equacio ctbica, o que foi uma novidade em relacao
aos trabalhos arabes. Por costume da época, essa féormula foi mantida em segredo, pois
muitas vezes os matematicos desafiavam-se para mostrar perante a sociedade o seu co-
nhecimento. Alguns anos mais tarde, por volta de 1535, o matemético italiano Niccolo
Fontana, conhecido por Tartaglia, resolveu diversas equagoes cuibicas, em particular as do

Q:n.

tipo % + ma

Os relatos historicos narram que um terceiro matematico italiano, Girolamo Cardano,
convenceu Tartaglia a ir até Milao contar a sua resolucao com a promessa de obter um
patrono para ele e de jamais divulgar a sua resolucao. Segundo Berlinghoff e Gouvéa
(2010) [2], Cardano afirmou a Tartaglia que: “juro a vocé, por Deus, e como um verdadeiro
homem de honra, nao apenas nunca publicar suas descobertas, se vocé me ensina-las, mas
eu também prometo a voce, e empenho minha fé como verdadeiro cristao, anota-las em
c6digo, de modo que depois de minha morte ninguém seja capaz de entendé-las”, visto
que Tartaglia pretendia publicar a sua solu¢ao da ciibica como coroagao de seu tratado
sobre dlgebra.

Entretanto, quebrando a sua promessa e enfurecendo Tartaglia, Cardano publicou o

livro intitulado Ars Magna, que significa “A Grande Arte”. Nele, continha uma descri¢ao
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completa de como resolver qualquer equacao cubica, com justificativas geométricas de por
que os métodos funcionam. Em seu livro, mesmo atribuindo a Tartaglia a resolucao, o
método tornou-se conhecido por Método de Cardano.
Vejamos entdo que a equacao x°+pr+q = 0, com p,ge u € Reu # 0, se transforma em
~ , .. e~ p
uma equacao soltivel por radicais quando se faz a substituicdo r = u — 3 (ou, z = u+wv,
u

onde v = —ﬁ)

3u
Substituindo x pela expressao dada, temos que:

3
p p
- = —— ) 4+g=0
<u 3u> +p(u 3u) e
2 3 2
3 _ L _r .
¢ pu+3u 27u3+pu 3u+q 0
3
3 p
- =0 2.1
w oo (2.1)

3
u6+qu3—p—:O.

27
Observemos que o resultado obtido acima ¢ uma equacdo do segundo grau em u®.
Vejamos, ao assumir o valorde a=1,b=qec= —%, teremos que
3
p
A=g—41.|—=
4p3
A=qg+ ==
LT
Entao,
4 3
3 _ \ 27
u’ =
2
2 3
3 q q p
= =4\ =+ =
R

Sendo assim, temos as possibilidades:
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f 2 3
U1=<l—g+ qz+

2 3
_a_4_ /¢ P
UQ_J 5 Va1 Taor

S

ou

2
P
Pela equagao (2.1), denotando v3 = T temos:
3 p’ 3, .3 3 3
5 t1=0=uw 00 = —g =" = —(u’ +q).

Assim, para u; e us:

7 .3 2 3 2 .3

, ¢ [¢¢ p ¢ [¢ p | q  [¢¢ p
. __|_4 4 |, F =2 18 == e —
Ui ( > Va2 +q) T R T o Vot

2 3 2 3 2 3

; ¢ [¢ b ¢ [¢ p J a, ¢ p
Y S N Y . A YT R peipy - Es Sy
U (2 4:—|—2 +q) 2+ 4—i—27 Vg 2—i— 4—I—27 U1

Como z =u+ v, temos & = u; + v, = Uy + Us OU T = Ug + Uy = U + Uq.

De todo modo:

8

Il
— w

|
N[

2 3 2 3
q p 34 q b
- 4+27+¢ > Va o

[\)

Entao, as trés raizes da equacgao

B 4+pr+qg=0

sao obtidas somando cada uma das raizes cubicas uy, us, uz representadas pelo primeiro

. , 1 . . p p
radical com uma das raizes ciibicas dadas pelo segundo radical, ou seja, ——,—— e
3U1 3U2
_r
3’LL3

Exemplo 2.7. Tomemos como exemplo a equacao ctibica definida por 2% — 152 — 4 = 0.

Pela férmula de Cardano temos que:

v =2+ V121 + {/2 — V=121 = Y2+ 11i + /2 — 113,
onde ¢ = /—1.
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Podemos verificar que 2 + ¢ é¢ uma das raizes ctibicas de 2 + 117 e que 2 — ¢ é uma das
raizes cibicas de 2 — 11i. As demais raizes ciibicas sao produto dessas primeiras raizes
V3 _1 V3

o2 1 . 2 _ 4mp
por w=e3" = —5 + 51eporw’=e3" = —3 5L

Dessa forma, as raizes cubicas de 2 + 117 sdo:

2 =2+1i,2 =— —%§+(\/§—%)iezi’=—1+‘§+(—\/g—%)i.

E as raizes cibicas de 2 — 114 sao:

z2:2—i,z§:—1—\/7§+(%—\/§)iez§’:—1+\/7§+(%+\/§)i.

As possibilidades para x sdo: @ = z; + 20,0 = 21 + 25,0 = 2y + 25,0 = 2| + 29,0 =
At x=2A 42 =2 +znr=2{+2,our =2z +2z.

Sendo que as tnicas possibilidades que solucionam de fato a equacao sao:

e =2 +2n=24+1+2—-1= 12 =4

o Ty=2 b= (—1—§+(\/§—%>¢> + (—1—£+(1—\/§)¢)
= 19 = —2— /3.
o 5=z 42 = (—1+\/7§+<—\/§—%>i> + (—1—\/—5—&-(14-\/5)1')
= 13 = -2+ 3.
Portanto,
S ={4,-2—3,-2+3}.
Exemplo 2.8. Resolvamos a equacdo, z° + 622 + 21z + 14 = 0, pelo mesmo método.

Efetuando a substituicdo x = y — 2, para eliminar o termo do segundo grau, obtemos a

equacao y° + 9y — 12 = 0, esta que apresenta as seguintes raizes:

yi = /6 + V63 + /6 — V63,
ygzw\3/6+\/@+w2\3/6—\/@, e
y3=w236+\/@+w\g/6—\/@.

Logo, as raizes da equacgao procuradas sdo: 1 =91 — 2,9 =Yy —2 € I3 =1y — 2.

2.4 Equacoes do quarto grau

Na se¢ao 2.3, vimos que a divulgacao da resolucao das equagoes do terceiro grau deu-se

de uma forma antecipada por conta da quebra de juramento de Cardano ao Tartaglia.
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De acordo com Rezende (2002) [10], Cardano ¢ seu brilhante discipulo, Ludovico Ferrari
(1522 — 1557), demonstraram a regra de Tartaglia para solugao de z* + pr = ¢. Eles
propuseram a mudanca de z =y — % em x° + ax® + bx + ¢, além de resolver 13 tipos de
equacgodes do terceiro grau, que hoje em dia sao uma s6. Pouco tempo depois disso, Ferrari
resolve a equacao do quarto grau.

Percebemos entao que, do estabelecimento das relacoes e manipulacoes algébricas,
resultou a obtencao de formulas resolutivas para equagoes de grau menor que cinco, ou
seja, n < 4. Desse modo, temos maneiras de exibir tais solug¢oes, caracterizando os
“métodos de resolucao”, ocorridas entre os séculos XV I e X1X, em que Ferrari destacou-
se por ser o primeiro a apresentar esse método resolutivo de uma equacao do quarto grau
a partir do método de resolugao de equagdes do terceiro grau. Com isso, o método que
apresentaremos a seguir para a resolucao da equacao do quarto grau leva o seu nome,
ou seja, método de Ferrari. De acordo com Brandemberg (2017) [4], em seu processo,
inicialmente, Ferrari trabalhou a resolucdo de uma equacio particular, 2*4622+36 = 60z,
a partir da qual encontrou um método geral de resolucao o qual mostraremos a seguir.

Consideremos a seguinte equac¢ao, onde ag, a1, as, a3 € R :

ot + azz® + asx® + ajx + ap = 0. (2.2)

Temos que x* + azz® = —(a92? + a1x + ap). Completando o quadrado no primeiro

membro desta equagao ¢ organizando o segundo membro, temos que

1 \? /1
(552 + §a3x) - (Zag — a2) 2 — a1 — ap. (2.3)

Agora, manipularemos o segundo membro da equacao de modo a obtermos um qua-

drado perfeito, para que assim ambos os membros da equacao sejam duas expressoes do
1

segundo grau. Somando-se a expressio y*+2y <:1:2 + 5&33:) a ambos os membros de (2.3),

obtemos

1 2 1
KIQ + §a3x> + y] B (2y + 05~ az) 2+ (yag —a)z + (' —ao).  (24)

Determinando os valores de y que transformarao o segundo membro de (2.4) em um
quadrado perfeito, devemos ter o discriminante do segundo membro de (2.4) como triné-

mio do segundo grau em x, nulo. Ou seja,



Equacoes do quarto grau 25

1
(yaz —ay)? — 4. (Zy + Zag - a2> (y* —ag) = 0.

Segue-se que

8y* — dasy® + (2a1a3 — 8ap)y + (4apas — agaz — aj) = 0. (2.5)

Determinando y como uma das raizes da equagao (2.5), da equagao (2.4) obtemos

KmQ + %a;;x) + yr = (az + B)?, (2.6)

com « e 3 adequados. Desse modo, a resolucao dessa equagao € feita mediante a resolugao

das duas seguintes equacdes do segundo grau

(1-2 + %a:m:) +y=(ax+p) e (:62 + %agl') +y=—(ax+p). (2.7)

Veja que a equagao (2.2) é equivalente a equagao (2.6), entdo, podemos afirmar que a
resolugao de uma equacao do quarto grau pode ser reduzida a resolucao de equacoes de

graus dois e trés conforme demonstrado.

Exemplo 2.9. Resolvamos a equacao z* — 22® — 22 — 2o — 2 = 0 pelo método de Ferrari.

Veja que, obtendo y que satisfaca a equacio (2.5), torna-se 2y® + y? + 6y + 3 = 0.

1
Verifica-se que y = 3 é solugao desta equagdo. Com este valor de y, a equagdo (2.4)
torna-se
1\?2 9 3\2
2 2
P - 3 = - . 2.8
(m T 2) "+ 3T+ (x+2> (2.8)

Com isso, obtemos as seguintes equagoes do segundo grau

1 1 3
-z —-=z+- e m2—x——:—<x+—>, (2.9)

cujas raizes sao as raizes da equagao proposta. Logo, as raizes descjadas da equacao sao:

x1:1+\/§,x2:1—\/§,x3:i e x4=—1.

Mesmo com o sucesso na resolugao de equagoes do quarto grau, Leonhard Euler (1707—
1783) foi um dos primeiros a perceber a complexidade envolvendo a resolucao de equagoes

de grau n > 5. Segundo Euler, no artigo de Brandemberg (2017) [4], Elements of Algebra:
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“Isto é o mais longe que chegamos na resolucdo de equagoes algébricas.
Todos os esforcos realizados para resolver equagoes de grau maior ou
igual a cinco, desta mesma forma, ou ao menos reduzi-las a equagoes
de grau menor, ndo tiveram éxito: de tal forma que nao podemos dar
nenhuma regra geral para encontrar raizes de equacdes de grau superior
a quatro.” (EULER apud BRANDEMBERG, 1972, p. 286.)

Podemos perceber ao longo deste capitulo que a histéria das equagoes algébricas pode
ser descrita como a histéria da busca de métodos de resolucao para uma equagao polino-
mial geral de grau n > 1.

Feito a resolugao das equagoes ciibicas e quarticas, o proximo passo seria as equagoes
de grau 5. Isso se mostrou um problema mais dificil. Demonstrar que ndo existe uma
formula para resolver a equacgao geral de grau 5, exigiu dos mateméaticos da época uma
mudanca completa de ponto de vista, o que consequentemente levou ao desenvolvimento
da algebra abstrata.

Segundo Boyer [3], “uma das ligdes que a histéria da matemadtica ensina claramente
é que a busca de solugdes para problemas nao resolvidos, sejam eles resoliiveis ou nao,
leva invariavelmente a descobertas importantes pelo caminho”. Ainda nesse pensamento,
Boyer [3] afirma que a matematica tem sido frequentemente comparada a uma &arvore,
pois cresce em uma estrutura acima da terra que se espalha ¢ ramifica sempre mais, ao
passo que suas raizes cada vez mais se aprofundam e alargam, em busca de fundamentos
solidos.

Com isso em mente, devemos nos fortalecer no estudo das estruturas algébricas presen-
tes no proximo capitulo, para que possamos trilhar o caminho até a nossa demonstracao

desejada para a prova da insolubilidade da quintica.



3 Nocoes basicas de estruturas

algébricas

Segundo a nota histéria do Fraleigh (2002) [6], a primeira publicagdo de uma férmula
para resolver equagoes ctibicas em termos dos radicais foi em 1545 no livro Ars Magna de
Girolamo Cardano, embora a descoberta inicial do método seja em parte gragas também
a Scipione del Ferro e Niccolo Tartaglia. Aluno de Cardano, Lodovico Ferrari descobriu
um método para solucionar equagoes quarticas por radicais, o que também apareceu no
trabalho de Cardano.

Apds muitos matematicos tentarem resolver quinticas por métodos semelhantes, foi
Joseph-Louis Lagrange em 1770 quem primeiro tentou uma analise detalhada dos princi-
pios gerais por tras das solugoes de polinomios de grau trés ¢ quatro, mostrando porque
esses métodos falham para aqueles polindomios de grau maior. A ideia béasica era que
nos casos anteriores havia funcoes racionais das raizes que aceitavam dois ou trés valores,
respectivamente, sob todas as permutacoes possiveis de raizes de forma que as fungoes
racionais poderiam ser escritas como raizes de equagoes de grau menor que aquele do
original, para essas func¢oes serem evidentes equagdes de graus maiores.

O primeiro matematico que afirmou ter uma prova da insolubilidade das equagoes
quinticas foi Paolo Ruffini (1765—1822) no seu texto de dlgebra de 1799. A sua prova seguia
na mesma linha sugerida por Lagrange, no sentido que cle determinava efetivamente todos
os subgrupos de Sj, ou seja, o grupo de permutacoes de 5 elementos, e mostrava como
esses subgrupos agiam sobre as fungoes racionais das raizes da equacdo. Infelizmente,
houve muitas falhas em varias das versoes publicadas da prova. Foi Niels Henrik Abel
quem, em 1824 e 1826, publicou uma prova completa consertando todas as falhas de

Ruffini e finalmente resolvendo essa questao de muitos séculos anteriores.

27
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Estamos familiarizados com o fato de que um polindémio quadratico f(X) = aX? +
bX + ¢, com a # 0, com coeficientes reais, possui zeros em C. Na realidade, isto é verdade
para f(X) € F[X], em que F é qualquer corpo com caracteristica diferente de 2 e
os zeros estdao no fecho algébrico de F, F, cuja definicdo serd abordada posteriormente.
Podemos nos questionar se os zeros de um polinémio cibico sobre Q também podem ser
sempre expressos em termos de radicais. A resposta é sim, de fato, até mesmo os zeros
do polindémio de grau 4 sobre Q podem ser expressos em termos de radicais. Depois que
os matematicos tentaram por varios anos encontrar a “férmula do radical” para zeros de
um polindmio de 5° grau, foi um triunfo quando Abel provou que a quintica ndo pode ser
resolvida por radicais. Nosso trabalho sera descrever precisamente o que isso significa.

No que segue, abordamos defini¢bes e resultados sobre as estruturas algébricas presen-
tes nas discussoes dos proximos capitulos, dentre estas, destacamos a definicdo de Corpo
e Dominio de Ideais Principais (PID). Todas as demonstragoes aqui descritas podem ser

encontradas, em detalhes, em Fraleigh [6] e Hygino [5].

3.1 Grupos

Ao longo da histéria, segundo Fraleigh (2002) [6], aprendemos a dominar os proble-
mas computacionais de adi¢gdo e multiplicacdo de niimeros, logo, estavamos prontos para
aplicar essas operagoes bindrias a solucao de problemas. Frequentemente, os problemas
levam a equagoes envolvendo algum nimero desconhecido x, que deve ser determinado.
As equacgoes mais simples sao as lineares da forma a 4+ x = b para a operagao de adicao, e
a-x = b para a multiplicacao. Na verdade, a necessidade de solugoes de equacgoes lineares
aditivas, tais que 5 + x = 2 é uma motivacao muito boa para os niimeros negativos. Da
mesma forma, a necessidade de niimeros racionais é mostrada por equagoes como 2-x = 3.

E desejavel que possamos resolver equacoes lineares envolvendo nossas operacoes bi-
narias. No entanto, isso nao ¢ possivel para todas as operagoes binarias. Por exemplo,
para a operacao binaria, dada pela tabela

ll

o T

o Tl
oo o|lT
» T T|O

a*x = a nao tem solugdo em S = {a, b, ¢} para a operagdo *. Vamos abstrair da algebra
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familiar as propriedades de adicdo que nos permitem resolver a equacao 5+ = = 2 em Z.
Nao devemos nos referir a subtracao, pois estamos preocupados com a solugao formulada
em termos de uma tnica operacao bindria, neste caso, adicao.

Agora podemos ver quais propriedades um conjunto S e uma operagao bindria * em
S permitiriam a imitacao deste procedimento para uma equagao a *x x = b para a,b € S.
Basicamente, o procedimento é a existéncia de um elemento e em S com a propriedade
e * x = x para quaisquer x € S. Para nosso exemplo aditivo, 0 desempenhou o papel
de e e 1 desempenhou o papel de nosso exemplo multiplicativo. Também, precisamos de
um elemento a’ em S que tem a propriedade que a’ *x a = e. Finalmente, é necesséria a
operacao associativa. Uma analise semelhante mostra que, a fim de resolver a equacao
xxa = b, gostariamos de ter um elemento e em S tal que x e = = para quaisquer z em S
eum a’ em S tal que a*a’ = e além da associatividade. Com todas essas propriedades de
x em S, podemos ter certeza de que seremos capazes de resolver equagoes lineares. Assim,
precisamos de uma estrutura bindria associativa (.S, %) com um elemento neutro e tal que
para cada a em S exista a’ em S tal que axa’ = a’*a = e. Essa é precisamente a nocao de
grupo, que agora definiremos. As demonstragoes desse capitulo ndo apresentadas, podem

ser encontradas em [6].

Definicao 3.1. O conceito de grupo: Seja G um conjunto nao vazio, uma funcao de
G x G em G é chamada de operacao ou lei de composi¢ao interna em G. Dizemos que G

é um grupo em relacao a essa operacao, se, e somente se,
o ax(bxc)=(ax € G, isto é, vale a propriedade associativa;

e existe e € G de maneira que a xe = a = ex*xa, V a € G, ou seja, existe elemento

neutro;

o Qualquer elemento de G € simetrizdvel em relagao a operagao considerada: Va € G,

Jdad' € Glaxd =e=ad *a (o elemento a’ é chamado de simétrico de a).

Notagao: (G, x*), mas, por simplificacao de linguagem, diz-se apenas “G é um grupo” ou
“erupo G”, 0 que pressupoe uma operagao em G (com as propriedades citadas) sobre a

qual nao ha nenhuma duavida.

Definigao 3.2. Grupo abeliano: Dizemos que um grupo (G, ) é abeliano ou comutativo

se, e somente se, a opera¢do (x,y) — = * y é comutativa, isto é,
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axb=bxa,Va,bedG.
Proposicao 3.3. No contexto da definicao 3.1, (G,*) sendo um grupo:

i) e € G € unico e é chamado de elemento neutro;

it) Para cada a € G, o elemento a' € G tal que: a*a’ = a' xa € unico e é chamado de

elemento simétrico de a;
i) ¥ a,b€ G:(axb) =V *d;
w)VaeG: (d) =a;

Observacao 3.4. Por vezes adotamos as seguintes nomenclaturas e notagoes:

/

o (G, +) grupo aditivo ¢ denotamos e := 0 (neutro) e @’ := —a (oposto), ou usamos:

e (G, -) grupo multiplicativo e denotamos e := 1 (identidade) e a’ := a~! (inverso).
(

A proposigao a seguir é conhecida como a Lei do Cancelamento e sera usada intimeras

vezes neste capitulo, de modo natural, mesmo sem ser citada.

Proposicao 3.5. Seja (G, %) um grupo. Dados a,z,y € G sao vdlidas as afirmagoes:
i) Seaxx=axy entio x =y;
ii) Sex*xa=1yx*a entio x =1y.

De acordo com Fraleigh (2002) [6], os grupos comutativos sdo chamados de abelianos
em homenagem ao matemético noruegués Niels Henrik Abel (1802 — 1829). Abel estava
interessado na questao da solubilidade de equagoes polinomiais. Em um artigo escrito
em 1828, ele provou que se todas as raizes de uma equacao podem ser expressas coOmo
fungoes racionais f, g, ..., h de um, digamos x, e se por quaisquer duas dessas raizes, f(x)
e g(x), a relagdo f(g(z)) = g(f(x)) sempre é vélida, a equacdo pode ser resolvida por
radicais. Portanto, essas fungdes sao elementos do grupo de permutacoes das raizes. Foi
essa propriedade da comutatividade nesses grupos de permutacao associada as equagoes
soltveis que levou Camille Jordan em seu tratado de algebra de 1870 a nomear tais grupos

como abelianos; o nome desde entao tem sido aplicado a grupos comutativos em geral.
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Abel foi atraido pela matemética quando adolescente e logo ultrapassou todos os
seus professores na Noruega. Ele finalmente recebeu uma bolsa do governo para estudar
em 1825 e seguiu para Berlim, onde fez amizade com August Crelle, o fundador da mais
influente revista matematica alema, chamada Crelle’s Journal. Abel contribuiu com varios
artigos para a revista durante os préximos anos, incluindo muitos no campo das fungoes
elipticas, cuja teoria ele criou praticamente sozinho. Abel voltou para a Noruega em 1827
sem posicao e uma abundancia de dividas. Mesmo assim, ele continuou a escrever artigos
brilhantes, mas morreu de tuberculose aos 26 anos, dois dias antes de Crelle conseguir

encontrar um emprego para ele na universidade em Berlim.

Definigao 3.6. Subgrupos: Seja (G, *) um grupo. Dizemos que um subconjunto nao

vazio H C G é um subgrupo de G se, e somente se,

1. Va,be H= axbe H, isto é, H é fechado para a operacao de G;

2. (H,x*) também ¢é um grupo. Neste caso, a operagdo ¢ a mesma de GG, sé que restrita

a H.

Notagao: Devemos considerar H < (G em que H é um subgrupo de G, e H < G deve
significar H < G, mas H # G.

Proposicao 3.7. Seja (G, *) um grupo. Para que um subconjunto ndao vazio H C G seja

um subgrupo de G € necessdario e suficiente que

axb € HV abe H
em que b’ € o simétrico de b.

Ha um grande ntimero de exemplos interessantes de grupos e subgrupos, entretanto,
exploraremos o principal grupo de nosso interesse, a saber, o grupo das permutacgoes de

n elementos, S,

Exemplo 3.8. Dado um conjunto A, nao vazio, uma permutacao de A é uma funcao
o: A — A que é bijecao.

E possivel mostrar que a colecdo de todas as permutacdes de A, S4, com a operacio
‘composicao de funcoes’, é um grupo, denominado grupo das permutacoes de A. Tal

grupo tem um papel importante em Teoria dos Grupos pois, pelo Teorema de Cayley
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(veja pagina 82 de [6]) existe uma correspondéncia biunivoca entre um grupo G ¢ scu
grupo de permutagao Sg.

Em particular, quando A = {1,2,...,n}, denotamos S4 por S,,. Neste caso, veja que
existem n! bijecoes de A — A, ou seja, S, tem n! elementos. Além disso, denotamos cada

elemento o € S,, da seguinte maneira:

Com isso, é possivel visualizar, de imediato, a imagem de cada elemento em A =

{1,2,...,n}, j& que

1—=o(l), 2—0(2), 3—0a(3), ..., n—on)

Por exemplo, em S3, temos 3! = 6 elementos, a saber:

1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
01 = , 09 = , 03 = , 04 = )
1 2 3 2 3 1 3 1 2 1 3 2
1 2 3 1 2 3
05 = y 06 =
3 2 1 2 1 3

Neste trabalho, o subgrupo de S,,, formado pelas permutagdes pares, denotado por
A,, € essencial. Para o entendimento de ‘paridade’ de um permutagao é necessario pri-
meiramente estabelecer a seguinte relagao de equivaléncia sobre um conjunto, nao vazio,

A, para cada 0 € S4: Va,b € A,

a~b<=b=0"(a), para algum n € Z.

Neste contexto, cada classe de equivaléncia em A é chamada de érbita de o.

Por exemplo, em Sg, dado a permutacio

12345678
386 7415 2

g =

procuremos a o6rbita que contém o elemento 1, para tanto veja que:

1+ 535 6 1+ 356251,
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Assim, a 6rbita contendo 1 ¢ {1,3,6}.

Escolhemos agora um elemento diferente de 1, digamos 2, e fazemos a mesma analise:

258+ 2+ 8...

Com isso a orbita contendo 2 é {2,8}.

Procuremos a érbita que contém o 4, para tanto veja que:

4l T b A T 55 4. ..

Portanto a 6rbita contendo 4 é dada por {4,5,7}.
Ou seja, a partigao de {1,2,3,4,5,6,7,8} pelas orbitas de o, sao: {1,3,6}, {2,8} e
{4,5,7}.

Agora, fazendo a mesma analise para a permutacao

12345678
32645178

temos as scguintes 6rbitas de p: {1,3,6}, {2}, {4}, {5}, {7} ¢ {8} .

Veja que p tem apenas uma orbita com mais de um elemento, este fato faz de g um
‘ciclo’, como veremos a seguir.

Dizemos que uma permutacao é um ciclo quando tal permutacao tem apenas uma
orbita contendo mais de um elemento, neste caso, o comprimento de um ciclo é o ntimero
de elementos de sua maior orbita. Denotamos cada ciclo através dos elementos de tal
maior 6rbita delimitados por parénteses ( , ,..., , ). Por exemplo, a permutacao u
acima é um ciclo de comprimento trés: u = (1, 3,6).

E possivel mostrar (veja Teorema 9.8, pagina 89 de [6]) que toda permutacio de um
conjunto finito € um produto de ciclos disjuntos, em que este produto trata-se da operacao
de composicao entre tais permutacoes chamadas de ciclos. Neste sentido, a permutacao

o, dada anteriormente, se decompoe em ciclos da seguinte maneira:

o =(1,3,6)(2,8)(4,7,5).

Em particular, um ciclo de comprimento dois é chamado de ‘transposicao’ e pode-se

mostrar que (veja Corolario 9.12 pédgina 90 de [6]): qualquer permutacao de um conjunto
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finito de no minimo dois elementos ¢ um produto de transposi¢oes, mas ainda, permutacao
alguma em S,, pode ser expressa como produto de um nimero par de transposigoes e,
simultaneamente, como o produto de um nimero impar de transposi¢oes. Com isso, faz
sentido definir que uma determinada permutagdo de um conjunto finito é ‘par’ quando
pode ser escrita como produto de um ntmero par de transposicoes e ¢ ‘impar’ quando
pode ser escrita como produto de um ntmero impar de transposi¢oes. Por exemplo, em
Sn, n > 2, a permutacao identidade ¢ é par, pois é o produto (1,2)(1,2) de transposigoes.

Pode-se mostrar que, se n > 2, entao a colecao de todas as permutagoes pares de
{1,2,3,...,n} forma um subgrupo de ordem %' do grupo S, tal subgrupo ¢ notado por

A,,. Mais ainda, A,, é o tnico subgrupo de S,,.

Defini¢ao 3.9. Homomorfismo: Dados dois grupos (G, *) e (J, A), dizemos que uma

aplicacao f : G — J ¢ um homomorfismo de G em J se, ¢ somente se,

(Va,b € G)(flaxb) = fla)Af(D)).

Um homomorfismo do grupo G nele préprio é chamado endomorfismo de G. Se f :
G — J é um homomorfismo de grupos e se f é injetora, entao f recebe o nome de
monomorfismo de G em J. J&, se f : G — J é um homomorfismo de grupos e se f é

sobrejetora, entdao f recebe o nome de epimorfismo de G em J.

Definigao 3.10. Isomorfismo: Sejam (G, *) e (J,A) grupos quaisquer. Dizemos que

uma aplicacao f : G — J é um isomorfismo do grupo G no grupo J se, e somente se,
1. f é bijetora;
2. f é um homomorfismo de grupos.

Se G = J, um isomorfismo f : G — G chama-se automorfismo de G.
Além disso, dizemos que o grupo G é isomorfo ao grupo J quando existe um isomor-

fismo f : G — J entre eles. Denotamos G ~ J.

No que segue, ao abordar propriedades de um homomorfismo de grupos, f : G — J,
usaremos a notagdo multiplicativa tanto para o grupo G quanto para o grupo J. Além

disso, denotaremos por e o elemento neutro de G e por u é o elemento neutro de .J.

Proposicao 3.11. Seja f : G — J um homomorfismo de grupos. Entdo:
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(i) fle)=u;
(ii) Va € G, f(a™") = f(a)™;
(iii) Va,b € G, f(ab~) = f(a)f(b)".

Demonstragio. (i) f(e) = u pois:

fle)f(e) = flee) = fle) = uf(e) = fle)f(e) = uf(e) = f(e) = u, pela Lei do

Cancelamento.

(ii) f(a™') = f(a)™!, de fato:

fla)f(a™) = flaa™) = fle) = u = f(a)f(a)™" = f(a)f(a™") = f(a)f(a)™" =
f(a™') = f(a)™!, pela Lei do Cancelamento.

(ifi) f(ab™) = f(a)f(B), pois:
Flab™) = f(a)f(b") = f(a)F(b) .

Proposicao 3.12. Seja f: G — J um homomorfismo de grupos. Entdo:

(i) N(f) é um subgrupo de G;

(ii) f é um homomorfismo injetor se, e somente se, N(f) = {e}.

Demonstracao. No que segue, usaremos diversas vezes os itens da proposicao 3.11.

(i) Como f(e) = u, entdo e € N(f) e, portanto, N(f) # (). Por outro lado, se a,b € N(f),
entao f(a) =u = f(b) e, portanto:

flab™) = f(a) f(071) = f(@)[f(0)] " = wu™" = u.

Isso mostra que ab~! € N(f) e portanto, pela proposi¢io 3.7, N(f) é um subgrupo
de G.

(ii) (=) Por hipétese, f é injetor e temos de mostrar que o tnico elemento de N(f) é e.

Para isso, vamos tomar a € N(f) e demonstrar que necessariamente a = e.

De fato, como a € N(f), entao f(a) = u, mas, f(e) = u, portanto, f(a) = f(e).

Como, porém, f é injetor, por hipétese, entdo a = e. Ou seja, N(f) = {e}.



Grupos 36

(<) Sejam X, X5 € G clementos tais que f(X;) = f(X3). Multiplicando-se cada
membro dessa igualdade por [f(X5)]™!, obtém-se f(X)[f(X2)]™t = u. Mas, pelo
item (iii) da proposicdo 3.11, f(X1)[f(X2)]™' = f(X1 X5 '). Portanto, f(X;X;') =
u, o que mostra que X; X5 ' € N(f) = {e}. Entdo X; X, ' = ¢, e portanto, X; = X.

De onde, f é injetor, como queriamos provar.

O

Definigao 3.13. Classes laterais: Seja H um subgrupo de um grupo (G, ). Dado
a € G indicaremos por aH (respectivamente por Ha) e chamaremos de classe lateral a
esquerda (respectivamente a direita), modulo H, definida por a, o seguinte subconjunto

de G :
aH ={axx|z € H}

(respectivamente, Ha = {x*a |z € H}). Se G é um grupo comutativo entdo aH =

Ha,V a€G.

Definicao 3.14. Subgrupos normais: Um subgrupo N de um grupo G se diz normal

de G se, e somente se, tN = Nz, V x € G.
Notagao: N < G.

Proposicao 3.15. Um subgrupo N de um grupo G ¢é normal de G se, e somente se,

tem-se a sequinte propriedade, para cada x € G: xyx~' € N,Vy € N.

Demonstragao. Por definicao, um subgrupo N de um grupo G sec diz normal de G se, e

somente se, tN = Nz, V x € GG, logo devemos mostrar que: V x € G,

tN = Nx <= ayz* € N,Vy € N.

Facamos isso.
Seja x € G, qualquer. Suponha que *tN = Nz. Dado y € N arbitrario, defina

b= ayz !

Sendo b = xyz~! tem-se bx = zy com xy € N, logo bx € xN, mas por
hipétese, tN = Nz, logo bx € Nx. Com isso, temos que bxr = zx, para algum z € N,
consequentemente, b = z € N, ou scja, zyxr~! € N.

Reciprocamente, suponha que, dado x € G arbitrério, tem-se xyx~! € N, para qual-

quer y € N, e mostremos a igualdade de conjunto N = Nx.
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(i) N C Nz, pois: seja ¢ € N, qualquer, logo ¢ = zz, para algum z € N, assim: sendo
e o elemento neutro de G,

c=1xz=uwxze =xz(r"'z) = (rza Nz = c = (vza~ 1)z € Nz, ja que, por hipdtese,

rzz~t € N. Logo, c € Nx.

(ii) Nz C N, de fato: seja d € Nz, qualquer, logo d = zx, para algum z € N, assim:
sendo e o elemento neutro de G,

d=zr=czx = (zx V2w =z(z '20) = x(z72(z ) ) = d=o(@ 2z €

xN, j4 que, por hipdtese, z7z(z71)"! € N. Logo, d € zN.
O

Proposicao 3.16. Se f : G — J é um homomorfismo de grupos, entiao o nicleo N(f) é

um subgrupo normal.

Demonstrag¢io. Ja sabemos pela proposigao 3.12 que N(f) é um subgrupo. Para provar
que N(f) é subgrupo normal, faremos uso da proposi¢do 3.15 e provaremos que, para
cada x € G, xyx~' € N(f), para qualquer y € N(f).

Considere b := zyx~! e analisemos f(b): f(b) = f(zyz™') = f(o)f(y)f(z7!) =
f(@)uf(z™) = f(x)f(z~1), pois como y € N(f) tem-se f(y) = u, em que u é o elemento
neutro de J.

Consequentemente, f(b) = f(x)f(z™') = f(x)(f(x))™' = u, ou seja, f(b) = u e,
portanto, b € N(f).

O

Definigao 3.17. Grupos quocientes: O grupo GG/N obtido por meio das condigdes
anteriores é chamado grupo quociente de G por N. A existéncia de G/N pressupoe que

N seja subgrupo normal do grupo G.
Seja N um subgrupo normal de GG. Observemos que
a) (aN)-(bN) = (ab)N,V a,b € G,
b) [(aN) - (bN)]- (¢N) = (aN) - [(bN) - (¢N)],¥ a,b,c € G;
c) (aN)-(eN)=(eN)-(aN) =aN,Va € G,

d) (aN)-(a*N)=(a"*N)-(aN)=eN =N,VaeG.
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A operacdo - ¢é chamada de produto de subconjuntos, onde: (aN) - (bN) = {z *y |
r €aN ey € bN}.

No caso de N ser subgrupo normal de G indicaremos por G/N o conjunto das classes
laterais & esquerda (que é o mesmo das classes laterais a direita), médulo N, em G.

Essas condigoes nos mostram que (G/N,.) é um grupo.

A partir de agora, denotamos grupos (G, *) e (J, A) simplesmente por G e J.

Na sequéncia sao enunciados trés resultados classicos envolvendo grupos quocientes.

Teorema 3.18. Primeiro Teorema do isomorfismo: Sejam G e J grupos quaisquer.
Se f: G — J é um homomorfismo de grupos entao o grupo quociente N em que N ¢éo

nicleo de f, € isomorfo a imagem de f, Imf, ou seja,

G
Demonstragio. Vide resultado 34.2, pagina 307, da referéncia [6]. O
Corolario 3.19. f: A — B ¢ um homomorfismo sobrejetivo, entdo — ~ B.

N)

Teorema 3.20. Segundo Teorema do isomorfismo: Sejam H e N subgrupos do

HN H
grupo G com N < G, entdo: N 2 HAN onde HN ={hn |h € H en € N}.
Demonstrag¢io. Vide resultado 34.5, pagina 308, da referéncia [6]. O
Teorema 3.21. Terceiro Teorema do isomorfismo: Sejam H e K subgrupos nor-
G
s d G K C H, entao: ¢ K
mais do grupo G com K C H, entao: T
K
Demonstragio. Vide resultado 34.7, pagina 309, da referéncia [6]. O

Abordamos agora, de maneira bem pontual a defini¢do de grupo ciclico, para tanto

precisamos do seguinte resultado:

Teorema 3.22. Se (G,-) é um grupo e a € G, enldo o conjunto

H:={a":neZ}

¢ um subgrupo de G, mas ainda, € o menor subgrupo de G que contém o elemento a,
ou seja, qualquer subgrupo contendo a contém H. Tal subgrupo é chamado de subgrupo

ciclico de G gerado por a e denotado por (a).
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Demonstrag¢io. Vide resultado 5.17, pagina 54, [6].
Ol

Observagao 3.23. Destacamos que, em notagdo de grupo multiplicativo, (G, ), tem-se:

(a)z{a”: aa...aq :nGZ}.
—
n—fatores

Enquanto que, em notagao de grupo aditivo , (G, +), tem-se:

(a) =<na=a+4+a+...+a:n€eZ

n—parcelas

Definicao 3.24. Dizemos que um elemento a de um grupo G gera G e é um gerador para
G quando G = (a).
Além disso, dizemos que um grupo ¢ ciclico se existe alguma elemento a € G tal que

gera G.

Tem-se diversos resultados e exemplos interessantes envolvendo a definicao de grupo
ciclico, entretanto, nao faremos esta abordagem completa. Dentre todos os resultados

destacamos que: todo grupo ciclico é abeliano (vide resultado 6.1, pagina 59, [6]).
Exemplo 3.25. O grupo aditivo (Z, +) é ciclico, gerado tanto por 1, quando por -1.

A partir de agora estamos interessados em definir grupo soluvel. Para tanto, é ne-
cessario explorar diversas definigoes e resultados, que podem ser encontrados com mais

detalhes na Parte VI, a partir da pagina 307, da referéncia [6].

Definicao 3.26. Série subnormal (ou subvariante) ¢ uma sequéncia finita

Hy, Hy, ..., H, de subgrupos de G tais que H; < H; 1,V i € {0,...,n — 1}.

Definigao 3.27. Série normal (ou invariante) ¢ uma sequéncia finita Hy, Hy, ..., H,

de subgrupos normais a G, tais que H; < H; 11,V i€ {0,...,n — 1}.
Para ambos os casos: Hy = {e} e H, = G.
Exemplo 3.28. Sao séries normais do grupo Z:

{0} < 8Z < 4Z < Z
(§

{0} <97 < Z.
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Definig¢ao 3.29. Uma série subnormal (normal) {K;} ¢ um refinamento de uma série
subnormal (normal) {H;} de um grupo G, quando {H;} C {Kj}, isto é, se cada H,
for algum K.

Exemplo 3.30. A série {0} < 72Z < 247Z < 87 < 47 < Z ¢é um refinamento da série:
{0} < 712Z < 8Z < Z.

7

é

Definicao 3.31. Série de composicao é uma série subnormal Hy, ..., H, tal que
i+l
grupo simples para todo i € {0,...,n —1}.

Teorema 3.32. Teorema de Jordan-Holder Quaisquer duas séries de composi¢io (ou

principal) de um grupo G sdo isomorfas.
Demonstragio. Vide resultado 35.15, pagina 316 da referéncia [6]. O

A préxima definicao sera essencial para o entendimento do capitulo “A insolubilidade

da quintica”, particularmente, ao lema 5.3.

Defini¢ao 3.33. Um grupo G é soliivel se ele possui uma série de composicao {H;}, tal
Hin

que todos os grupos quocientes sejam abelianos. Quando um grupo nao é solavel,

i
dizemos que este é insoluvel.

De acordo com o Teorema de Jordan-Hoélder (3.32), temos que para um grupo soluvel,

H
+1 }
"~ abelianos.

todas as séries de composicao tém os grupos quocientes

)

Exemplo 3.34. O exemplo classico de um grupo que nao ¢ solavel, e, portanto, insolivel,
¢ S5 (vide exemplo 3.8) ndo é um grupo solivel ja que existe uma série de composicao de

Ss, a saber, {I,,} < A5 < S5, com As nao abeliano.

3.2 Anéis e Corpos

Segundo Fraleigh (2002) [6], foi David Hilbert (1826 — 1943) quem primeiro introdu-
ziu o termo anel, mas foi somente na segunda década do século X X que uma defini¢ao
totalmente abstrata apareceu. A teoria dos anéis comutativos recebeu uma base axioma-
tica sélida por Emmy Noether (1882 — 1935) em seu artigo monumental “Ideal Theory in
Rings”, escrito em 1921. Um dos principais conceitos deste artigo ¢ a condi¢do da cadeia
ascendente para os ideais. Noether provou que em qualquer anel em que toda cadeia

ascendente de ideais tenha um elemento maximo, todo ideal é finitamente gerado.
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Emmy Noether recebeu seu doutorado pela Universidade de Erlangen, Alemanha, em
1907. Hilbert a convidou para Géttingen em 1915, mas seus esforgos para garantir a ela
uma posicao paga foram bloqueados por causa de seu género. Hilbert reclamou: “Nao
vejo que o sexo da candidata seja um argumento contra sua admissao [ao corpo docente].
Afinal, somos uma universidade, ndo um estabelecimento balnear”. Noether foi, no en-
tanto, capaz de dar palestras sob o nome de Hilbert. Em tltima analise, apds as mudancas
politicas que acompanharam o fim da Primeira Guerra Mundial alcancarem Gottingen,
ela recebeu em 1923 um cargo remunerado na universidade. Na década seguinte, ela foi
muito influente no desenvolvimento dos conceitos basicos da algebra moderna. Junto com
outros professores judeus, no entanto, foi forcada a deixar Géttingen em 1933. Passou os

ultimos dois anos de sua vida no Bryn Mawr College, perto da Filadélfia.

Definicao 3.35. Seja A um conjunto ndo vazio, + e - duas operagoes binarias em A.

Dizemos que a terna (A, +,-) é um anel quando:
i) (A, +) é um grupo abeliano;
ii) a(bc) = (ab)c,V a,b,c € A;
iii) Dados, a,b,c € A :

e a(b+c) = ab+ ac;

e (a+b)c=ac+ bc.
Além disso, se o anel (A, +, -) satisfaz
ab=ba,V a,b € A,

o chamamos de anel comutativo.

Ainda, se o anel (A, +,-) tem um elemento 1 € A, tal que
a.l=a=1.a,Va€A,

dizemos que A é um anel com unidade.

Exemplo 3.36. Vejamos alguns anéis comuns:

e (Z,+,-) anel comutativo com unidade.
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e (Q,+,") anel comutativo com unidade.
e (R,+,-) anel comutativo com unidade.
e (C,+,-) anel comutativo com unidade.

Exemplo 3.37. Considere o conjunto, das matrizes M,,(A) = {(a;;) : a;;j € Aei,j €
{1,...,n} em que A € {Z Q,R,C}. A terna, (M,(A),+,-), em que + e - sdo as
operacoes usuais entre matrizes quadradas de ordem n, é um anel com unidade, em que

a unidade é dada por:

10 0
01 0
0 0 1

Porém, nao é comutativo.

Exemplo 3.38. Sejam m > 1, natural e o conjunto Z,, = {0, 1, ...,m} dos inteiros médulo

m. Entdo (Zum, +m, m) ¢ anel comutativo com unidade, onde para @,b € Z,,, @+ b =

at+bed-n,b=a-b.

Exemplo 3.39. Sejam m > 1 natural e o conjunto mZ = {mk, k € Z}. Entao (mZ,+,-)

¢ anel comutativo sem unidade.

Exemplo 3.40. Sejam (A, +4,4) ¢ (B, +5, ) anéis. B possivel definir A x B uma
estrutura de anel, a saber:

Para todos (a1, b1), (az,bs) € A x B, definimos as operagoes:
o (a1,b1) + (az,b2) := (a1 +4 az, b1 +5 ba);
i (ah b1) : (02752) = (al ‘A Gg,b1 b2)~

com as quais a terna (A X B, +,-) é um anel chamado Produto Direto de A com B.

Veja que,
e Se A e B sao comutativos entao o produto direto também sera;

e Se A e B sao anéis com unidade 14 e 1g, respectivamente, entao o produto também

tem, a saber, o par ordenado (14,15).
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Proposicao 3.41. Seja A um anel. Sao vdlidas as sequintes afirmagoes:
a) a-0=0=0-a,VaeA;
b) a(—b) = —ab = (—a)(b),V a,b € A;
c) (—a)(=b) =ab,V a,b € A;
d) a(b—c) =ab—ac,V a,b,c € A, em que notagio x — y significa © + (—y);

e) Dadosa € A, e m,n € N*:

1

em quea' =a ea” =a"!

~a,n > 1.

Definigao 3.42. Sejam A um anel e L C A, L # (). Dizemos que L é um subanel de A,

quando:
i)a+beLeca-be L,Va,belL
ii) (L,4+,-) é um anel.

Proposicao 3.43. Sejam A um anel e L C A, L # 0.
L é subanel de A<= a—-be L ea-be L,V a,be L.

Observacao 3.44. Veja que se A é anel comutativo, entao, todo subanel L de A também
0 sera.
Entretanto, se A é anel com unidade 14 e L é um subanel de A, podem acontecer 3

situacoes:
1°) L ter unidade 17, e 1, = 14, como, por exemplo, quando L =Z e A = Q.

2°) L ter unidade 1 e 1, # 14, como, por exemplo, quando A = A; X Ay e L =

{04,} x Ay, onde A; e Ay sdo anéis com unidade.

3°) L nao ter unidade, como, por exemplo, quando m > 1, L=mZ e A=7, m > 1.

Definigao 3.45. Seja A um anel comutativo e com unidade. Se a,b € A sdo tais que

a# 04,0# 04 € ab = 04, os chamamos de divisores de zero em A.
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Exemplo 3.46. Em Zg, temos que 2 #0 e 3 #0, mas2-3=2-3=6 = 0.

Ou seja, 2 e 3 sao divisores de zero em Zg.

Exemplo 3.47. Em M,(R), temos que:

00 00 10 00
01 00 0 0 0 0
00 10 00
porém A-B = . = , isto é, A e B sao divisores de zero em
01 00 0 0

My(R).

Definicao 3.48. Se A é um anel comutativo com unidade e sem divisores proprios de

zero em A, entdo dizemos que A é um anel de integridade (ou dominio de integridade).

Exemplo 3.49. a) Temos que Z,Q,R ¢ C sdo anéis de integridade.
b) Zg nao é anel de integridade.

¢) Z x Z nao é anel de integridade embora Z seja, pois os elementos nao nulos (1,0) e

(0,1) sao divisores de zero em 7Z X Z, ja que
(1,0)-(0,1) =(1-0,0-1) = (0,0).
Proposicao 3.50. Z,, ¢ anel de integridade se, e somente se, m € primo.

Demonstracao. Ja sabemos que 7Z,, é anel comutativo e com unidade, para qualquer
m > 1.

Logo, provemos que:
Z.,, nao tem divisores de zero < m é primo.

(=) Por hipétese, temos que Z,, ndo tem divisores préprios de zero. Suponha, por
absurdo, que m > 1 nao seja primo, logo, existem a,b € Z, em que 1 < a,b < m, tais que:

m = a - b. Dai,
a-b=m=a-b=m=0=a-b=0=a-b=0

em que @ # 0 eb# 0. Ouseja, a e b sdao divisores de zero, o que é absurdo pois, por
hipétese, Z,, nao tem divisores de zcro.
(<) Por hipétese, temos que m é primo. Provemos que Z,, nao tem divisor de zero.

Sejam a,b € Z,,, tais que @ - b = 0. Dai,
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a-b=0=a-b=0=m|a-b=m|aoum|b=>a=0o0ub=0.
O

Teorema 3.51. Seja A um anel comutativo com unidade. FEntdo A € anel de integridade

se, e somente se, a-b=a-c implica b= c, onde a,b,c € A com a # 04.

Demonstra¢io. (=) Suponha que A ¢ anel de integridade. Sejam a,b,c € Aja # 04,
arbitrarios, tais que a-b=a - c.

Assim,
a-b=ac=ab+t(—ac)=0s=ab—ac=04=0a(b—c)=04=b—c=04=b=c

Como A ja é anel comutativo com unidade, resta mostrar que A nao tem divisores de
zero. Para tanto, sejam a,b € A, tais que a # 0 e a-b = 0. Veja que, da hipdtese e de

0=a-0, temos:
a#0ea-b=a-0=b=0.
O

Observacao 3.52. Seja A um anel com unidade, denotamos por U(A) o conjunto dos

elementos invertiveis de A, ou seja,

UA) ={acA:T a'cAcoma-a'=1=a"-a}
Por exemplo, U(Z) = {—1,1}, U(Q) = Q*, U(R) =R* e U(C) = C*.

Definicao 3.53. Um corpo (F,+,-) é um anel comutativo com unidade e tal que U(F') =

F —{0}.
Exemplo 3.54. Por exemplo, Q,R e C sao corpos.
Proposicao 3.55. Todo corpo é um anel de integridade.

Demonstragdo. Seja F' um corpo. Como F' é corpo, temos que F' é comutativo e com
unidade. Provemos que F' cumpre: 3.48.
Para tanto, sejam: a,b,c € F,a # 0, tais que ab = ac. Como a € U(F), temos que:

ab=ac = a (ab) = a (ac) = (a"ta)b = (ara)c = 1b=1lc=b=c.
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Observacao 3.56. A reciproca da proposicao 3.55 nao ¢ verdadeira, pois Z ¢ anel de

integridade, porém, como U(Z) = {—1,1}, temos que Z nao é um corpo.

Teorema 3.57. Todo anel de integridade finito é um corpo.

Demonstracio. Seja K = {ay,as, ...,a,} um anel de integridade finito com n elementos.
Como K é um anel de integridade temos que K é comutativo com unidade. Assim, para

K ser corpo basta mostrar que U(K) = K — {0} = K*.

Facamos isto. Seja a € K* qualquer. Defina a seguinte aplicacao:
fo i K — K
a; > fola;) =a-q
Veja que f, é injetora, pois
folai) = fala;) = a-a;=a-a; = a; = a;.
Logo, como K ¢ finito e f, é injetora, segue que f, também é sobrejetora, ou seja,
Imf, = K, isto é,

{a-ai,a-as,...,a-a,} =K.

Observe que 1 € K = {a-ay,...,a- a,}. Assim, existe a;, € K, tal que 1 = a - aj,.
Consequentemente, a; ¢ o elemento inverso de a. Assim, todo elemento a # 0 de K ¢

inversivel e, portanto,

UK = K.

Exemplo 3.58. 7Z,, com p primo, é corpo pois ¢ um anel de integridade finito.

Definicao 3.59. Se para um anel A existe um ntimero inteiro positivo n tal que n-a = 0,
em que n - a significa a + a + ... + a para n parcelas, entdo o menor inteiro positivo com
esta propriedade é denominado a caracteristica do anel A. Ainda, se tal nimero inteiro

nao existe, entdo dizemos que A tem caracteristica 0 (zero).

Exemplo 3.60. O anel Z, tem carateristica n enquanto que, os anéis Z, Q, R e C tem

caracteristica 0.
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Observacgao 3.61. E possivel mostrar que: “um corpo F ou tem caracteristica p, em
que p ¢ um namero primo, e neste caso contém um subcorpo isomorfo ao corpo Z,, ou
tem caracteristica 0 e neste caso contém um subcorpo isomorfo ao corpo Q”. Para mais
detalhes consulte [6] [teorema 27.19, p. 249]. Neste contexto, os corpos Z, ¢ Q sao

chamados de corpos primos.

A seguir, veremos um exemplo interessante de corpo que é construido a partir de um
anel de integridade A, a este corpo denominamos corpo de fragoes de A.
Seja A um anel de integridade e denote A* = A—{04}, definimos em A x A* a seguinte

relacao:
V (a,b),(c,d) € Ax A*: (a,b) ~ (¢,d) & ad = be.

Veja que esta relacao é de equivaléncia.

_ a
Dado (a,b) € A x A*, a classe (a,b) é denotada por 5 com isso o conjunto quociente
Ax A* a
~ b
Além disso, definindo as operagoes + e - em F(A), por

é dado por { ca,be Ab# OA} tal conjunto, denotamos por F(A).

ad+bc a ¢ ac
= eg~ =

C
TaT A

e F(A): 2
b
temos que (F(A),+,-) é um corpo chamado Corpo das Fragoes de A.

Exemplo 3.62. Se A = Z entao seu corpo de fragoes é dado por F(Z) = Q.
Observe ainda que L = {% ta € A} ¢ um subanel de F(A).

A proxima definicao estabelece um tipo especial de aplicagao entre anéis de forma que

mantém uma consisténcia entre as estruturas algébricas dos anéis envolvidos.

Definigao 3.63. Sejam A e B anéis. Uma aplicagdo f : A — B é um homomorfismo de

anéis quando dados x,y € A :

) flx+ay) = f(z)+p f(y);
ii) f(z-ay) = f(x) B fy)

Proposicao 3.64. Seja f: A — B um homomorfismo de anéis. Sao vdlidas:

(t) f(04) = 0p;
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(it) f(—a) = —f(a),V a € A;
(iii) fla—0b)= fla) = f(b),V a,beA;
(iv) L é subanel de A= f(L) é subanel de B;

v) Se A tem unidade 14 e [ sobrejetora, entao f(14) € a unidade de B, isto é, 1 =

f(1a);

vi) Se A tem unidade, f sobrejetora e a € U(A) entio f(a) € U(B) e (f(a))™' = f(a™t);

Demonstragio. As respectivas demonstracoes dos itens (i), (ii) e (iii) seguem exatamente
os mesmos passos das demonstragoes dos itens (i), (ii) e (iii) da proposicao 3.12 da segdo
sobre Grupos, porém usando a notacao aditiva para grupos, ja que A e B sendo aneis
sdo, em particular, grupos aditivos abelianos e entdo f pode ser visto também como um

homomorfismo entre grupos aditivos. Para os demais itens, veja que:

(iv) L é subanel de A = f(L) é subanel de B, pois: sejam A um anel e L C A, L # 0,
sabemos, pela proposigao 3.43, que L é subanel de A < a—be Lea-be L,Va,be
L. Para provar que f(L) é subanel de B sejam x,y € f(L), quaisquer, logo existem
a,b € L tais que f(a) =z e f(b) =y, comisso: z—y = f(a)—f(b) = f(a—D) € f(L),
pois a — b € L. Além disso, x -y = f(a) - f(b) = f(a-b) € f(L), poisa-b € L.
Portanto, pela proposicao 3.43, f(L) é subanel de B.

v) Se A tem unidade 1, e f sobrejetora, entdo f(14) é a unidade de B, isto é, 1p =
f(14), pois: como f ¢ sobrejetora, entao b = f(a), para algum a € A. Portanto,

bf(14) = f(a)f(14) = f(ala) = f(a) = b. Analogamente: f(14)b=b. Logo, f(14)

é a unidade de B, 1p.

vi) Se A tem unidade, f sobrejetora e a € U(A) entdo f(a) € U(B) e (f(a))™' = fla™?),
de fato: veja que f(a)f(a ') = f(aa™t) = f(14) = 1p.
De modo andlogo, f(a™')f(a) = f(a™'a) = f(14) = 15.

Portanto, (f(a))™ = f(a™!).

Definicao 3.65. Isomorfismo de anéis ¢ um homomorfismo que é bijetor.
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Exemplo 3.66. Scja A ancl de integridade, entao

f:A — L

a > f(a):=

—|

¢ um isomorfismo, em que L = {%, a € A} ¢ subanel de F'(A).

Como A~ L e L C F(A) admitimos na sequéncia que A C F'(A).
A seguir, definimos a subestrutura mais importante de um anel comutativo.

Definigao 3.67. Scja A um anel comutativo. Dizemos que I C A, I # (), ¢ um ideal de

A quando satisfaz:

) x—yel,Vaxyel,

ii) a-xel,YrzelVae A
Exemplo 3.68. (a) nZ ¢ ideal de Z.

b) Os conjuntos I = A ou I = {0} sao ideais e sao chamados de ideais triviais.

Observacao 3.69. Todo ideal I de um anel comutativo A é um subanel. Porém, nem
todo subanel é um ideal, por exemplo: Z é subanel de QQ, porém Z nao é ideal de Q. Se

1 1 1
- leZ: -~ 1==¢7,
26@e €ZL: 5 2¢

Proposigao 3.70. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. O conjunto N(f) =
{a € A: f(a) =0p} € um ideal de A chamado nicleo de f.

Demonstragio. ¥ x,y € N(f),Va € A:

i) © —y e N(f), pois:
fx —y) = f(z) = f(y) = 0 — 0p = 0.

ii) a-x € N(f), pois:

fla-z) = f(a)- f(z) = f(a)-Op = Op.

Proposicao 3.71. Seja f : A — B um homomorfismo de anéis. Entdo

f € injetivo se, e somente se, N(f) ={0a}.
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Demonstracao. Esta demonstracao segue exatamente os mesmos passos da demonstragao
do item (ii) da proposigao 3.12 da segao sobre Grupos, porém usando a notacao aditiva
para grupos e, consequentemente, os trés primeiros itens da proposicao 3.64, ja que Ae B
sendo aneis sdo, em particular, grupos aditivos abelianos e entao f pode ser visto também

como um homomorfismo entre grupos aditivos. O
Proposicao 3.72. Sejam A um anel comutativo e I ideal de A, sdo vdlidas:
i) 04 € I;
i) —velNxel;
i) r+yelNa-yel;
iv) Se A tem unidade e se existe u € U(A) tal que u € I, entdo I = A.

Proposigao 3.73. Sejam A um anel comutativo e aq,as,...,a, € A. O conjunto

(al,ag,...,an)={Zai-ai:aieA,1§i§n}QA

i=1

¢ um ideal de A, chamado de ideal gerado por ay, ..., a,. Em particular, quando n = 1,
(a) ={a-a,a € A}
¢ chamado de ideal principal gerado por a.

Demonstracao. Veja que

pois
04=04-a1+04-a2+...4+04-a, € {a1,...,a,) com isso (ay,...,a,) # 0.

Observe que sendo x,y € {ay,...,a,), segue que existem «;, 3; € A, 1 < i < n, tais

que

n n
x:Zai~aiey:Z@'ai.
i=1 i=1

n n n n
s r—yEcE <a1,---aan>aPOiSfC—y:Z@z"ai—Zﬁi'aiZZ(%—BO'%:Z%'CM,
=1 i=1 i=1 i=1
Com%:ai—ﬁiEAvlﬁign.z ' ' !

LOgO, 35—1/:2%@1 € <a1a-"7an>'
i=1
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n n

e Parac€ A c-x € {(ay,...,an), pois c-x = cZai'ai = Z(c-ai)-ai € {ay,...,an).
i=1 i=1

Portanto, (ay,...,a,) é ideal.

O

Definicao 3.74. Dizemos que um anel de integridade A é um anel principal quando todo
ideal de A é principal, isto é, A é anel principal quando é anel de integridade e para todo

I ideal de A, existe a € A tal que:
I = {a).

Um anel principal também é chamado de Dominio de Ideais Principais (P. I. D. [Prin-
cipal Ideals Domain]).

Proposicao 3.75. Z é um anel principal.

Demonstracio. Seja I um ideal qualquer de Z. Queremos mostrar que existe b € Z tal
que I = (b).

Veja que;
e Se I ={0} entao I = (0).
e Se I #(0), existe a € I,a # 0, tal que a > 0 ou —a > 0.

Agora considere o seguinte conjunto S = {c € I : ¢ > 0}. Veja que S # (), pois
a € S ou—aé€ S, além disso, S C N e S é limitado inferiormente, nestas condigoes pelo
Principio da Boa Ordem (PBO), S tem um menor elemento b € S.

Afirmacao: I = (b). Com efeito,

o (by C I: pois, seja x € (b) qualquer. Dai existe o« € Z tal que x = - b € I.
e I C (b) : pois dado y € I, pelo algoritmo da divisao (de y por b), existem tnicos
inteiros q e r, com 0 < r < b, tais que:

y=q-b+r

Assim, r =y —q-be . Ouseja, r € [ e 0 <r < b, com isso, necessariamente r = 0,
pois do contrario r € S e r < b, o que é absurdo, pois b é o menor elemento de S.

Portanto, y = ¢ - b € (b).
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A seguir apresentamos algumas operac¢oes com idealis.

Definicao 3.76. Sejam [ e J ideais do anel comutativo A. Definimos:
InNJ={acA:a€leac}lel+J={s+y:xe€leyecJ}.

Observacao 3.77. No contexto da defini¢ao 3.76, observamos que I N.J é um ideal e é o
“maior” ideal de A que estd contido em / eem J ¢ [ + J ¢ um ideal ¢ ¢ o “menor” ideal

de A que contém I e J.

Definigao 3.78. Seja A um anel comutativo e I um ideal de A tal que I # A. Dizemos

que:
i) I é primo, quando cumpre:
Ve,ycA:x-yel=xe€louye€l
ii) I é maximal quando cumpre:
V Jideal de A, tal que I & J C A entdo J = A.
Proposicao 3.79. Se A ¢ anel comutativo com unidade, entao todo ideal maximal é ideal

prImo.

Demonstracio. Seja M ideal de A. Vamos mostrar que M é primo, para tanto suponha
que a-be M e quea¢ M.

Defina o seguinte ideal.
J={a)+ M

Veja que M C J e M # J, pois a € J, porém a ¢ M. Logo, M & J C A.

Como M ¢é maximal, da defini¢do 3.78, segue que
J=A

Assim, como 1 € A = J, segue que 1 € J, mas J = (a) + M, com isso existem

xg € A,my € M, tais que:

1:$0'G+m0



Anéis e Corpos 53

Dai,

b=0b-1=b-(xo-a+my)=b-(xg-a)+b-my=x¢-(a-b)+b-mye M. Portanto,
be M. Assim, M é ideal primo de A.

0

Proposicao 3.80. Seja A um anel comutativo com unidade. Entdo A é um corpo se, e

somente se, 0s tUnicos ideais de A sao os triviais (isto é, {04} e A).

A seguir, apresentamos o anel quociente, com efeito, sejam A um anel comutativo e

um ideal de A. A relagdo em A dada por
Vabel:a~bsa—-bel
é uma relagao de equivaléncia, cuja classe de equivaléncia para cada a € A, é dada por

a={recA:z~a={xcA:x—acl}={zcA:x—a=ii€l}=

{a+iiel}=a+1.

Observe que: a4+ =b+1<a~b&sa—-bel.
No que segue, denominamos a + I por classe lateral médulo ideal I e o conjunto

A A A
quociente —, sera denotado por i ou seja, 7= {a+1,a € A}.

~r
A
Além disso, podemos munir T pelas seguintes operacoes: Va+ [,b+1 € T
e (a+1)+(b+1)=(a+b)+1;
e (a+1)-(b+1)=(a-b)+1.

A
A terna (7’ =+, ) é um anel comutativo denominada de anel quociente de A pelo ideal

Teorema 3.81. Teorema do isomorfismo para anéis: Seja f: A — B um homo-

A
morfismo de anéis comutativos. Entdo N ~ Imf, em que N é o nicleo de f.

Demonstragdo. Defina a seguinte aplicagao:

0 N — Imf

a+ N — d(a+ N):= f(a)

Afirmacao: ¢ é um isomorfismo.
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A
1. ¢ é homomorfismo de anéis. Dados a + N, b+ N € T

e d((a+ N)+(b+N))=6((a+b)+N)=fla+b) = f(a)+ f(b) =d(a+ N) +
d(b+ N).

e §((a+N)(b+N))=6(ab+ N) = f(ab) = f(a)f(b) = (a+ N)(b+ N).

2. 0 é injetora.

Usando a proposi¢ao 3.71, mostremos que N(6) = {04 + N}.

J& sabemos que {04 + N} C N(0).

Mostremos que N(§) C {04 + N}, ou seja, que para qualquer a + N € N(0) tem-se
a+ N =04+ N, ou ainda, a € N.

De fato,
a+NeN@GW)=da+N)=0= fla)=0p=a€ N=a+N=04+N =
a+Ne{0s4+N}

Portanto N(0) = {04 + N}.

3. 0 é sobrejetora

Seja b € Imf, qualquer. Logo, existe ag € A tal que f(ap) = b. Tomando a classe
A

ay+ N € ~ temos:

d(ao+ N) = f(ap) =b.

Portanto, ¢ é sobrejetora.

~

Corolario 3.82. f: A — B € um homomorfismo sobrejetivo, entao

A
N(f)
Proposicao 3.83. Sejam A um anel comutativo com unidade e I um ideal de A. Entao,

A

i) T ¢ anel de integridade < I € ideal primo.

A
i) T é um corpo < I € ideal mazimal.

Demonstra¢do. Primeiramente, abordaremos o item i):

A
(=) Seja T anel de integridade. Para provar que I é um ideal primo, suponha que:
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a-bel.
Como a - b € I, segue que:

a-b+I=0+1=1=0sa=(a+1) (b+1)=0s=0a+1=0ao0ub+l=04,ou
seja,a+I=Toub+I=I=acloubel.
.. I é primo.

A

(<) Seja I ideal primo. Veja que sendo A comutativo e com unidade segue que T é

anel comutativo com unidade. Provemos que T nao tem divisores de zero, para tanto,
suponha que:

(a+1)-(b+1)= 0.. Dai,

(a+])-(b+]):©?:>a-b+]:]:>a-b€I:>a€Ioub€]:>a+I:]ou
b+I:[:>a+I:@é oub—{—lz@%.

Agora, demonstraremos a bicondicional referente ao item ii):

(=) Suponha que ? é corpo e seja J ideal de A, tal que I & J C A.

Como [ ;Ct J segue que existe x € J tal que = ¢ 1.

Assim:
x§{12>x+]7élz@%:>x+l7é@%.
A, ) A
Logo, como T é corpoex+ I # @é segue que existe y + I € T tal que:
(x+1)-(y+1)=1+1.
Dald,

-+ =1+I=2-y+l=14+1=1-z-yclSi=1-2-ycJ=
l—z-y=jjeJ=>1=j+x-yeJ=>1eJ=>J=A
.1 é maximal.

A

(<) Suponha que [ ¢é ideal maximal. Mostremos que T ¢ corpo.

. . . A, : .
Como A é comutativo com unidade, segue que T ¢ comutativo com unidade, restando

A A
mostrar apenas que (7> =7 {(O)%} )

Para tanto, seja a + I € ? tal que a + I # @%.

Assim,
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a+l#I=a¢l
Com isso, o ideal J = (a) + I ¢ tal que I & J C A, mas I ¢ maximal, logo
J = A.
Em particular,

leA=J={(a)+[=1€{(a)+[=1=b-a+i,combe Ac
i€el=1-ba=icl=1-bacl=1+1=b-a+1=1+1=(0b+1) -(a+1).

Logo, b+ I é o elemento inverso de a + 1. O

A seguir, exploraremos o anel mais importante para essa dissertagdo, a saber, F[X],

em que F' é um corpo, pois neste caso F[X] é um P.I.D.

3.3 Anéis de PolinOmios

Definicao 3.84. Seja A um anel comutativo com unidade. Uma sequéncia em A é uma

funcao, f, cujo dominio é o conjunto dos ntimeros naturais N, ou seja:

f*N — A

n  — f(n):=a,

neste caso denotamos f por (a,)nen, deste modo é possivel identificar qual é a lei de
correspondéncia para cada n € N, a,,, denominado termo geral da sequéncia.
Em particular, dizemos que uma sequéncia (a,)nen ¢ quase-nula quando existe r € N

tal que:
G = 04,Y m > 1.
Exemplo 3.85. Sao exemplos de sequéncias quase-nulas:

1) (0,0,0,...,0,...) é quase nula denotada por Q.
9) (1,2,3,4,0,...,0,...).

3) (1,0,0,...,0,...), denotada por 1.



Anéis de Polinbmios 57

4) (7,8,9,0,...,0,...).

No conjunto P, das sequéncias quase-nulas em A, temos duas operagoes binarias: +
e -, definidas para todos f,g € Pa, digamos f = (a,), em que a,, = 0 para m > rg, em
que 19 € N; g = (b,)n, em que b,, =0, m > r1, em que r; € N:

+: f4+9 = (an)n + (bn)n = (an + by)n € Pa, pois existe r = max{re, 1} tal que
Am = by, =0,m > 7. .

rfrg=(an)n - (bn)n = (Ck)ren, em que C := ;)ai b

Isto é, Co =ag-by,Ci =ag-b1+ a1 -by,Cy=aqg-by+ay-by +as-by,...

Veja que (Ck)ren € Pa, pois existe r = 1o + 71 € N tal que:

C,=0YVm>r.

Afirmacgao: (Py,+,-) é anel comutativo com unidade, denominado anel de polinémios
em A. Observe que:

0 =(0,0,0,...,0,...)
1=(14,0,0,...,0,...)

—f=(=an)n

Se A ¢é anel de integridade entdo P, também é anel de integridade, pois Py ja é
comutativo com unidade e se f # Q e g # O entao f - g # 0. De fato:

f = (ay)n, em que a;, # 04, para algum j, € N e a,, = 0,m > jp.
g = (byp)n, em que b;, # 04,19 € N, b,,, = 0,Ym > iy.
Considere f - g = (C,), onde n € N, note que Cj,1j, # 0, pois ¢;,+j, = a;j, + b;, onde

A é anel de integridade e a;j, # 0 e b;, # 0.

Defini¢ao 3.86. Seja A anel comutativo com unidade. Se f € Pa e f # O, definimos

grau de f, denotado por df, como sendo r € N tal que a, # 0 ¢ a,, = 0,V m > r, sendo

que f = (an)n-
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Exemplo 3.87. 1) Se f=1(0,1,2,3,0,0,...,0,...), entdo Jf = 3.
2) Se g =(2,0,...,0,...), entdo g = 0.

3) Se a € A,a # 04, o polinémio f = (a,0,0,...,0,...) tem grau 0 e é chamado de

polindomio constante nao-nulo.

Definicao 3.88. Representacdo de um polinémio em P4. Usamos a notagao:

1=(1,0,0,0,...,0,...);

X =(0,1,0,...,0,...):

X2=X-X=(0,0,1,0,...,0,...);

e X3=X2%2.X=(0,0,0,1,0,...);

« X"=X"1.X=(0,...,1,0,...,0,...).

Além disso, para sequéncias em A temos a “multiplicacao por escalar.”

AxPy — A

AN f) = A f
em que
VAEAY f=(an)n €EPa: A f=X(an)n =\ an)nen
Com tudo isso, se f € Py com f = (ag,a1,az,...,a,,...) temos:

f=(ap,a1,a9,...,an,...)=(ap,0,...,0,...)+(0,a,0,...,0,...)4+(0,0,a,0,...,0,...)+
40,0, ..., a0,0,.. )+ .. = ae(1,0,...,0,...)+a1(0,1,0,0,...,0,...)+az(0,0,1,0,...,0,...)+
oot an(0,...,0,1,0,..) =ap-1+a - X +ar- X>+...+an- X"+...=)> a;- X' =
=0

1=0

Em particular, se f # Q e df = n, temos f = Zai - X'. Observe também que:
=0

V f=(an)n,Vg = (bp)n € Pn: f=9g<a,=0,,VneN.
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Exemplo 3.89. 1) Denotamos f = (7,8,9,0,0,...,0,...) por f=9X?+8X + 7.
2) Denotamos f = (2,0,3,0,0,...) por f =3X?+ 2.
3) Denotamos h = (1,0,0,...,0,4,0,...) por h =4X™ + 1.

Observacgao 3.90. No contexto da defini¢do 3.88, denotamos P4 por A[X]. Ese f € Py,
denotamos f(X Zal X' e A[X].

=0
Observacao 3.91. Veja que a funcao
v A — A[X]
a +— f(X)=a
¢ um homomorfismo de anéis e injetivo, tal func¢ao ¢ chamada de imersao de A em A[X],
pelo seguinte fato:

Como 1 é um homomorfismo injetivo, tem-se, pela proposicao 3.71, que N(¢) = {0}.

Assim pelo Teorema 3.81:

ﬁ =~ I'my), em quelmy C A[X].

Ou seja,
A~ Ima), em que Imyp C A[X].
Portanto, podemos admitir nessa roupagem que, “A C A[X]".

Além disso, se A é um anel comutativo com unidade e u € A, pode-se mostrar que a

aplicagao:
Oy A [X ] — A

Zaz X' ou(f Zaz

é um homomorfismo de anéis chamado homomorfismo de valoracao, fato este que serd
demonstrado, em um caso analogo, no proximo capitulo, no teorema 4.3. Neste contexto,

definimos

f(u) == ou(f(X)).

Exemplo 3.92. Considere A =Z e —1 € Z. Sejam f(X), g(X), h(X) € Z[X] dados por
fX)=X3+X?+1,9(X) =X+ X*e h(X) = X? — 1. Assim,
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Defini¢ao 3.93. Sejam A anel comutativo com unidade e f(X) € A[X]. Dizemos que

u € A é um zero (ou raiz) de f, quando:

ou(f(X)) =0, isto é, f(u) =0.

Teorema 3.94. Seja F' um corpo. Se f(X) e g(X) sao elementos de F|X| onde g(X) #

O, entdo existem, e sao unicos, elementos q(X) e r(X) em F[X] tais que:
f(X)=g(X) q(X)+7r(X), comr(X)=0 oul < dr < dyg.

Demonstragao. i) Existéncia.
Se f(X) = O, basta tomar ¢(X) =r(X) = Q.
Se 0f < Jg, basta tomar ¢(X) =0 e r(X) = f(X).
Se 0f > 0g, provemos por indugao sobre n = Jf.
Para tanto, considere df =n > m = dg e denote F(X) =a, - X"+ ...a; - X + ay,
com a, Z0e g(X)="0b, - X™+...4b - X + by, com b, # 0.

Segue a inducao:

i) Para n = 0,0f = 0 implica f(X) = a9 # O. Por hipétese df > g, logo
0g =0, isto é, g(X) = by # Q.
Como F' é corpo, basta tomar ¢(X) = ag - by~ ' e r(X) = O.

ii) Suponha que para todo h(X) € F[X] com 0 < 0h < n, existam ¢(X),r(X) €
F[X] tais que h(X) = ¢(X) - g(X) +r(X) onde r(X) = O ou 0 < 0r < 0g.
iii) Provemos que o resultado ¢ valido para f = n. Defina f1(X) = f(X) — (a, -

by ') X" g(X). Entdo, fi(X) =ao+aol - X +...+a, X" — (a, by ")
XV (bg+by - XA A by X™) =ag+an - X+ A ay- X" —Dby-ay-by -
XM — by cay by X g, X

Perceba que df; < n. Pela hipétese de indugao, segue que existem ¢ (X), r(X) €
F[X] tais que f1(X) = q1(X) - g(X) +71(X) com r(X) = O ou 0 < 9ry < Jg.

Logo,



Anéis de Polinbmios 61

FX) = [(X) + (an b 1) - X7 g(X) =
[1(X) + (ay - by ") - X7 - g(X) +71(X) onde 71(X) = O ou 0 < dr; < Jg.

Portanto, existem ¢(X) = q1(X) + (an by, ') - X" ™ e r(X) = ri(X) em F[X]
tais que f(X) = g(X) - ¢(X)+7(X) com r(X) =0 ou < 9r < dg.

i) Unicidade.
Suponha que existam g;(X), ¢2(X),r1(X),72(X) € F[X] tais que:
* (X)) = 9(X) - u(X) +71(X) e f(X) = g(X) - 2(X) + r2(X), com ry(X) = O ou
0<0r; <dg,i€{1,2}.
Dali, de x:
g(X) - (1(X) — ¢2(X)) = r2(X) — r1(X) em que, 73(X) =0 ou 0 < 9r; < dg,i €
{1, 2}, logo
o Sery(X)—r1(X) =0 entdo ¢;(X) — g2(X) = O o que implica ¢;(X) = ¢2(X)
e ri(X) = rqo X).

e Se 0 < Jr; < 0g, entdo J(r; — re) < Jg, assim o grau do polindémio g(X) -
(¢1(X) — ¢2(X)) deve ser nulo ou ter grau estritamente menor que dg, o que
implica que, necessariamente, ¢;(X) — ¢2(X) = O, ou seja, ¢1(X) = ¢2(X) e
r1(X) = ro(X).

0

Corolario 3.95. Sejam f(X) € F[X], F corpo, e uw € F. Entdo u é zero de f(X) se, e
somente se, f(X) = (X —u) - q(X), para algum q(X) € F[X].

Demonstragio. (=) Suponha que u é um zero de f(X), ou seja, f(u) = 0p.

Veja que, pelo teorema 3.94, dividindo f(X) por (X — u) segue que existem ¢(X) e
r(X) em F[X] tais que

« f(X)=(X—u) - q¢(X)—r(X) comr(X)=0o0ul<or<1.

De *, segue que, r(X) = c onde ¢ € F como também ¢, é homomorfismo,

0= f(u) = ¢u(f(X)) = du((X —u)-q(X)+c = ¢u(X —1) ¢u(¢(X)) +du(c) = c = c = 0.

Portanto, 7(X) = O.
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S (X)) = (X =) - q(X).

(<) Suponha que existe ¢(X) € F[X] tal que

Teorema 3.96. Se F' é um corpo entdo F[X]| é um anel principal (P.1.D.).

Demonstragio. Temos que mostrar que dado qualquer ideal I[X] de F[X], existe f(X) €
F[X] tal que

Veja que

e Se I[X] =0, entdo I[X] = (0).

o I[X] # {0}, entao existe g(X) € 1/X], g # O, de menor grau.
Temos duas possibilidades:

e Jg=0:
9(X) =ce F*=U(F[X]), logo pela proposicao 3.72 (iv) : I|X] = F[X] = (1)
Portanto, 1[X] = (1)

e Jg>1:

Mostremos que I = (g(X)).

i) (9(X)) C I, pois g(X) € I.

ii) I C (g(X)), pois, seja f(X) € I, qualquer. Pelo teorema 3.94 existem
q(X),r(X) € F[X] tais que:

f(X)=q(X) g(X)+r(X), comr(X)=0o0u0<9Ir<dg.
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Assim,
r(X) = f(X) —q(X) - g(X) € [[X] = r(X) € [[X].

Se r(X) # O, entdao, 0 < dr < dg, ou seja, r(X) seria um polindmio de grau menor
que dg em I, o que é absurdo pois g é o elemento de menor grau de I.
Logo, necessariamente, r(X) = O.
Portanto, f(X) = q(X) - g(X) € (9(X)).
. Por (i) e (i), I = (g(X)).
0

Defini¢ao 3.97. Um polindmio nédo constante f(X) € F[X] é irredutivel sobre F ou é
um polindémio irredutivel em F[X] se f(X) ndo pode ser expresso como um produto
g(X) - h(X) em F[X] ambos de grau menor que o grau de f(X). Se f(X) € F[X] é um

polinémio nao constante que nao é irredutivel sobre F, entdo f(X) é redutivel sobre F.

Observacgao 3.98. Existem critérios importantes sobre irredutibilidade polinomial, des-

tacamos alguns destes, em que as demonstragoes podem ser encontradas nas paginas 214

A 216 de [6]:

a) Seja f(X) € F[X], de grau 2 ou 3. Entao, f(X) é redutivel sobre F se, e somente se,

tem um zero em F'.

b) Se f(X) € Z[X], entdao, f(X) fatora em um produto de dois polindmios de graus
menores r e s em Q[Z] se, e somente se, tiver tal fatoracdo com polindmios de

mesmo grau r e s em Z[X].

c) Se f(X)=X"+a,1-X"1+...+a estd em Z[X] com ag # 0, e se F(X) tem um

zero em Q, entdo, tem um zero m em 7Z e m divide aq.

d) Critério de Eisenstein: Seja p € Z um primo. Suponha que f(X) = a,,- X"+...+ay
estd em Z[X], e a, # 0 (mod p), mas a; = 0 (mod p) para todo i < n, com ag # 0
(mod p?). Entdo, f(X) é irredutivel sobre Q.

e) O polinoémio

CXr -1

—XP Il XP 2 X 41
<1 + +.o X+

$p(X)
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¢ irredutivel sobre Q para qualquer primo p.

Exemplo 3.99. Veja que ha duas formas de argumentacao sobre a irredutibilidade de
X% — 2 em Q. Pelo corolario 3.95, como este polindmio ¢ de grau 2, sua redutibilidade
se constataria pelo produto de dois fatores de grau 1, o que ocorre se, e somente se, 0s
zeros de X2 — 2, a saber, v/2 e —/2, estivessem em Q, o que nao é verdade. Entretanto,
pelo item b), da observagao 3.98, X? — 2 tem zero em Q se, e somente se, tem zero em
Z, e pelo item c), da mesma observagao, as tnicas possibilidades de zeros em Z sao os

divisores de 2, ou seja, £1 e +2 , os quais nao sao zeros de X2 — 2.
Exemplo 3.100. Estudemos a irredutibilidade do polinémio de grau 4
f(X)=X*—-2X2+8X +1

sobre Q. Para que f(X) seja irredutivel precisamos excluir as possibilidades de fatoragao
deste polindmio dos dois casos: produto de um fator linear com um fator de grau 3 e o
produto de dois fatores de grau 2.

Se f(X) tem um fator linear em Q[X], entdo, pelo item b) da observagao 3.98, tam-
bém tem um fator linear em Z[X], o que equivale dizer que f(X) tem um zero em Z.
Entretanto, pelo item ¢) da mesma observagao, esse zero teria que ser um divisor de 1 em
Z, isto é, ou £1. Mas, f(1) =8 e f(—1) = —8, entdo, tal fatoragdo é impossivel.

Se f(X) fatora em dois fatores quadraticos em Q[X], entdo, pelo item b) da observagao

3.98, também se fatora em dois fatores quadraticos em Z[X], a saber,
F(X)=(X?4+aX +b) (X +cX +d)

em Z[X].

Igualando os coeficientes das poténcias de X, necessariamente temos:
b-d=1,a-d+b-c=8a-c+b+d=-2,ca+c=0

para inteiros a, b, c,d € Z.
Deb-d=1,vemos queb=d =1oub=d= —1. Em qualquer caso, b = d e de
a-d+b-c=38, deduzimos que d - (a + ¢) = 8. Mas isso é impossivel, pois a + ¢ = 0.
Portanto, uma fatoragdo em dois polindmios quadraticos também é impossivel e f(X)

é irredutivel sobre Q.
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Exemplo 3.101. Tomando p = 3, vemos pelo item d) da observac¢ao 3.98 que
25X°% —9X* —3X?2 - 12

¢ irredutivel sobre Q.

Corolario 3.102. Se p(X) € irredutivel em F[X] e p(X) divide o produto ri(X)...r,(X),
comri(X) € FIX|,Vi €{1,...,n} entao, p(X) divide r;(X) para algum i € {1,... ,n}.

Teorema 3.103. Seja F' um corpo, entdao todo polinémio ndio constante f(X) € F[X]
pode ser fatorado em F[X] em um produto de polinémios irredutiveis sobre F. Além disso,
essa fatoragdo é unica a menos da ordem de tais polinomios irredutiveis sobre F' e por

possivel produto de uma constante diferente de zero.

Demonstragio. Seja f(X) um polindémio ndo-constante. Se f(X) ndo é irredutivel, entao
f(X) =g(X)-h(X), com o grau de g(X) e o grau de h(X ) ambos menores que o grau de
f(X). Se g(X) e h(X) sdo ambos irredutiveis, o resultado esta provado. Caso contrario,
pelo menos um desses se fatora em polindmios de grau menor. Nesse raciocinio, chegamos

a uma fatoragao
F(X) = pi(X) - pa(X) .. pr(X),

em que cada p;(X) é irredutivel para i € {1,2,...,7}.
Resta-nos mostrar a unicidade a menos de ordem de produto e constantes nao nulas
em F'.

Suponha que
pu(X) - pa(X) . pr(X) = f(X) = u(X) - @2(X) ... q5(X)

sejam duas fatoragoes de f(X) em polindmios irredutiveis.
Pelo corolario 3.102, p;(X) divide algum ¢;(X), sem perda de generalidade podemos
supor que p;(X) divide ¢ (X).

Se q;(X) é irredutivel, entdo

%(X) :U1p1(X)a

com u; € F — {0} e, portanto, u; € U(F[X]).
Assim substituindo ¢;(X) por u;p;(X) obtemos
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pl(X) 'pQ(X) . -PT(X) = Ulpl(X)Q2(X) ‘ "QS(X) :>P2(X) - 'pr(X) = U1Q2(X) : ..qS(X).

Por um argumento semelhante, se, digamos ¢o(X) = usp2(X), entao

p3(X) . pr(X) = wguogs(X) ... gs(X).

Continuando esse processo obtemos:

I =wug ... w1 (X) ... gs(X). (3.1)

Entretanto, isso apenas é possivel se s = r, consequentemente a equagao acima ¢é igual
1 =uusy...u.
Assim, os fatores irredutiveis p;(X) e ¢;(X) sdo os mesmos, exceto possivelmente por

ordem de fatores e produto de uma constante diferente de zero.

O

Teorema 3.104. Um ideal (p(X)) # O de F[X]| é mazimal se, e somente se, p(X) é

irredutivel sobre F.

Demonstragio. Suponha que (p(X)) # O é um ideal maximal de F[X]. Entao (p(X)) #
F[X], o que implica p(X) ¢ F[X]. Seja p(X) = f(X) - g(X) uma fatoragdo de p(X) em
F[X]. Como (p(X)) é um ideal maximal e, portanto, um ideal primo, f(X)-g(X) € (p(X))
implica que f(X) € (p(X)) ou g(X) € (p(X)); ou seja, f(X) ou g(X) tem p(X) como
um fator. Mas entdo ndo podemos ter os graus de f(X) e g(X) menores que o grau de
p(X). Isso mostra que p(X) é irredutivel sobre F.

Reciprocamente, se p(X) é irredutivel sobre F, suponha que N|[X]| seja um ideal tal
que (p(X)) C N[X] C F[X]. Agora N é um ideal principal pelo teorema 3.96, entao
N[X] = (9(X)) para algum ¢g(X) € N[X]. Se p(X) € N[X] entdao p(X) = g(X) - ¢(X)
para algum ¢(X) € F[X]. Mas p(X) é irredutivel, o que implica que g(X) ou ¢(X) é de
grau 0. Se ¢(X) é de grau 0, implica que ¢(X) =c# 0, onde c € F, e g(X) = (%) -p(X)
estd em (p(X)), portanto, N[X] = (p(X)). Absurdo! Pois (p(X)) & N[X]. Se g(X) ¢
de grau 0, ou seja, uma constante diferente de zero em F, entdo g(X) é uma unidade em

F[X], logo, (¢9(X)) = N[X] = F[X]. Portanto, (p(X)) é maximal. O

Essa secao é essencial para o desenvolvimento do proximo capitulo, que é o cerne deste
trabalho, e este fato ser4 comprovado através das inimeras citagoes de resultados presente

no capitulo 3.



4 Elementos da Teoria de Galois

J& estudadas as equagdes polinomiais com coeficientes complexos até o quarto grau
e suas respectivas resolugoes, uma pergunta natural que se coloca é se as equagodes de
grau maior que quatro possuem sempre raizes complexas e, em tal caso, se ha féormulas
algébricas para expressa-las em funcao dos coeficientes da equagao.

De acordo com Hefez e Villela (2018)[7], a primeira pergunta é respondida de modo
afirmativo pelo Teorema Fundamental da Algebra, entretanto a segunda pergunta foi
respondida de modo negativo pelo matematico noruegués Niels Henrik Abel (1802 —1829),
em um artigo publicado em 1824, para as equacoes gerais de graus maiores ou iguais a
cinco.

Porém, algumas equagoes que abordaremos admitem féormulas resolventes algébricas
em termos dos seus coeficientes. Foi o jovern matematico francés Evariste Galois (1811 —
1832) que caracterizou tais equagoes, por meio de um estudo, que abordaremos nesse
trabalho, conhecido hoje como Teoria de Galois.

Segundo Boyer (1974) [3], a multiplicidade de algebras inventadas no século X1.X po-
deria ter dado & mateméatica uma tendéncia centrifuga se nao tivessem sido desenvolvidos
certos conceitos estruturais. Um dos conceitos mais importantes desse periodo foi a no-
¢ao de grupo. Na algebra, o conceito de grupo foi a forca mais importante para a coesao,
e um fator essencial no surgimento das ideias abstratas. Nao ha um nome responsavel
pelo surgimento da ideia de grupo, mas quem mais se sobressai e que deu o nome a esse
conceito foi o jovem Evariste Galois, morto em um duelo que lhe custou a vida por uma
“questao de honra” pouco antes de seu vigésimo primeiro aniversario.

Galois nasceu nas proximidades de Paris, na aldeia de Boug-la-Reine, onde seu pai era
o prefeito. Seus pais eram bastante cultos, entretanto, ndo tinham apresentado particular

aptidao pela matematica, deles o jovem Galois herdou o seu 6dio fervoroso pela tirania. Ao

67
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entrar na escola aos doze anos apresentou pouco interesse pelo latim, grego ou algebra,
mas ficou apaixonado pela Geometria de Legendre. Um pouco mais adiante, ele leu
e compreendeu obras de algebra e andlise de mestres como Lagrange e Abel, porém,
mesmo assim os seus trabalhos escolares permaneciam mediocres e seus professores o
consideravam como um aluno excéntrico. Com dezesseis anos, Galois sabia que seus
professores nao tinham percebido a sua genialidade matematica, mesmo assim, esperava
entrar na escola que havia produzido diversos matematicos célebres, a Ecole Polytechnique,
porém, foi recusado devido a sua falta de preparo sistematico. Esse foi o seu primeiro
fracasso amargo. Aos dezessete anos, Galois expos suas descobertas fundamentais em um
artigo e pediu a Cauchy que apresentasse a Académie. Cauchy perdeu o artigo. Dai em
diante Galois nao odiava somente os examinadores como também os académicos. Um
segundo fracasso em uma nova tentativa de ingressar na Polytechnique aumentou a sua
amargura na vida, todavia, o maior choque estava por vir. Atacado por causa de intrigas
clericais, seu pai sentiu-se perseguido e suicidou-se.

Apesar de todos os contratempos que sofrera ao longo de sua vida, Galois entrou
na Ecole Normale a fim de preparar-se para lecionar; continuou sua pesquisa e em 1830
submeteu um artigo num concurso para o prémio de matematica da Académie. Fourier era
o secretario da Académie, levou o artigo para ler em sua casa e morreu logo depois, com
isso, o artigo se perdeu. Enfrentando em diversas areas da sua vida tirania e frustragoes,
Galois aderiu a causa da revolucao em 1830. Uma carta fervorosa criticando a indecisao
do diretor da Ecole Normale resultou em sua expulsio. Tentou, mais uma vez, por meio
de Poisson submeter um artigo a Académie. Este artigo continha uma série de resultados
importantes que hoje fazem parte da Teoria de Galois; mas Poisson, o assessor, devolveu
o artigo com a observagao de que era “incompreensivel”. Totalmente desiludido, Galois
entrou para a Guarda Nacional. No ano de 1831, numa reunido de republicanos, fez
um brinde que foi interpretado como uma ameaca a vida de Louis Philippe, com isso
ele foi preso. Embora solto logo em seguida, foi preso novamente pouco tempo depois
e condenado a seis meses de prisdo. Saindo da prisdo, em seguida envolveu-se com uma
mulher e por causa dela, em nome de um cédigo de “honra”, nao pdde evitar um duelo que
custou sua vida. Numa carta anterior ao duelo, escreveu para amigos, “Fui desafiado por
dois patriotas - era impossivel recusar”. Na noite anterior ao duelo, com pressentimento de

morte, Galois passou horas escrevendo uma carta a um amigo, notas para a posterioridade
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sobre suas descobertas. Solicitou que a carta fosse publicada (o que ocorreu no mesmo
ano) na Revue Encyclopedique e exprimiu a esperanga que Jacobi e Gauss pudessem dar
publicamente sua opinido sobre a importancia dos teoremas apresentados. Na manha de
30 de maio de 1832, Galois foi ao encontro de seu adversario em um duelo com pistolas.
Recebeu um tiro no intestino e ficou caido no local até que um camponés que passava o
encontrou e levou-o para o hospital, no qual morreu de peritonite na manha seguinte. Em
seu funeral, compareceram milhares de republicanos. Tinha apenas vinte anos, o mais
jovem matemaético a fazer descobertas tao significativas.

Galois confiou ao destinatario de sua ultima carta alguns de seus manuscritos para a
Académie e em 1846 Liouville editou alguns e publicou em seu Journal. Liouville conside-
rou a tarefa como dificil, ja que Galois nao seguira o conselho de Descartes, “Quando se
discute uma questao transcendente, deve-se ser transcendentemente claro”. No entanto,
Liouville sentiu-se recompensado quando apods preencher as lacunas das provas, percebeu
o método pelo qual Galois provara o seguinte teorema:

Para que uma equacao irredutivel de grau primo possa ser resolvida por radicais é
necessario e suficiente que todas as suas raizes sejam fungoes racionais de duas quaisquer
dentre elas.

Logo, o objetivo principal das pesquisas de Galois havia sido o de determinar quando
as equacgoes polinomiais s@o resoluveis por radicais. O inicio de suas investigacoes foi
por meio de um trabalho de Lagrange sobre as permutagoes de raizes de uma equacao
polinomial. Inspirado pela prova de Abel da irresolubilidade por radicais da equagao
quintica, Galois descobriu que uma equagao algébrica irredutivel é resoliivel por radicais
se, e somente se, seu grupo, o grupo de permutacoes sobre suas raizes, é resoluvel. A
resolugao de um grupo soluvel envolve relagoes entre o grupo e seus subgrupos. Lagrange
j& tinha provado que a ordem de um subgrupo deve ser um divisor da ordem do grupo
(se for finito), mas Galois foi muito além, a saber: a teoria de Galois apresenta um
algoritmo para achar de fato as raizes de uma equacgao quando essas podem ser expressas
por radicais, mas a énfase do seu método esta na teoria das equagoes que, geralmente, se
volta mais para a estrutura algébrica ao invés dos casos especificos.

Percebe-se que Galois estava muito perto da atitude moderna e, no entanto, era tao
inarticulado que nao conseguiu fazer-se compreender pelos professores do seu tempo. Hoje

fala-se bastante nas escolas secundarias em “Matematica Moderna”, mas ela so é conside-
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rada moderna no sentido de que as ideias de Galois, finalmente, estao chegando a todos,
mais de um século depois que o destino o tratou tao mal ao longo de sua curta existéncia.

Sobre equacgoes do quinto grau soluveis, segundo o Teorema de Abel-Ruffini, uma
equacao do quinto grau completa nao pode ser resolvida por radicais. De acordo com
esse teorema, nao existe até o presente momento uma férmula ou técnica para resolver
todas as equagoes do quinto grau por meio de radicais. Entretanto, equacoes triviais
como z° — 243 = 0 sao soltiveis e ha também casos especificos de equacoes do quinto grau,
de acordo com Andrade (2019) [1], que utilizam-se da igualdade e da transformagio de

Martinelli para serem resolvidas, substituindo-se a varidvel x de uma equacao do quinto
(=b+1)
ba
da equagao. Utilizando um polinémio de décimo grau, faz-se a mudanga de variavel para

grau, por , para que, desse modo, seja possivel eliminar o termo de quarto grau

que se obtenha um equacao do quinto grau que tenha somente solugoes inteiras, como é o
caso da solucdo da equacao X° + 112X* + 4428 X3 + 76032X? + 551232X + 1244160 = 0,
esta resolu¢ao completa pode ser encontrada em [1]. Mostraremos no préximo capitulo,
a existéncia de uma equacao quintica que nao pode ser resolvida por radicais.

Iniciamos a construcao dos resultados através da definicao de extensao de um corpo.

4.1 Sobre Extensoes de Corpos

Definicao 4.1. Um corpo E é uma extensao de corpo do corpo F se ' é um

subcorpo de E. Denotamos este fato por F < E.

Exemplo 4.2. R é uma extensao de Q e C é uma extensao de corpos de ambos R e Q.

C

Q

Figura 4.1: Diagrama da extensao de corpos

Teorema 4.3. Sejam E uma extensio de um corpo F e a € E. A aplicagio ¢, : F[X] —
E tal que para todo f(X) = > a; X' € F[X] tem-se ¢o(f(X)) = ¢a (Zain) =
i=0

1=0



Sobre Extensoes de Corpos 71

n

> ;' € E é um homomorfismo de F[X] em E tal que ¢o(a) = a,Ya € F e ¢o(X) = a.
i=0
Tal homomorfismo é denominado homomorfismo de valoragao de F[X]| em E.

Demonstracio. A demonstracao do teorema é uma consequéncia das defini¢oes de adicao
e multiplicagdo em F[X]. A aplicacdo ¢, estd bem definida, isto é, independente de nossa

representagao de f(X) € F[X] como uma soma finita
a0+a1-X+...+an-X",

uma vez que tal soma finita representando f(X) pode ser alterada apenas pela inser¢ao
ou exclusdo de termos da forma 0 - X%, que ndo afeta o valor de ¢, (f(X)).

Se f(X)=ar+a1- X+ ...+a, X", g(X)=by+b- X +...4b, - X" eh(X)=
fX)+g9(X)=co+c1- X+...4+¢ - X", entdo,

¢a(f(X) +9(X)) = 0a(M(X)) = co+c1-at...+c -
enquanto
Ga(f(X)) + ba(9(X)) = (a0 +ar-a+...+a, ")+ by + b1 -+ ...+ by - ™).
Como por definigio de adigio polinomial, temos ¢; = a; + b;, vemos que
Ga(f(X) + (9(X)) = ¢a(f(X)) + ¢a(g(X)).
Voltamos a multiplicacio, vemos que
f(X)-g(X)=dy+dy - X+...+ds- X7,
entdo
Ga(f(X) - 9(X))=do+dy-a+...+ds -,
enquanto
[Da(fF(XD][0a(g(X)] =(ap+a1-a+...+ap-a™) - (bo+b1-a+...4+by-a™).

J
Visto que pela definicao da multiplicagao polinomial a; = Z a; - bj_;, vemos que
i=0

¢a(f(X) - 9(X)) = [¢a(f(X))] - [Palg(X))].
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Assim, ¢, ¢ um homomorfismo.

A prépria defini¢ao de ¢, aplicada a um polindmio constante a € F[X], no qual a € F,
nos fornece ¢,(a) = a, entao, ¢, aplica F' isomorficamente pela aplicagdo de identidade.
Novamente, por definigdo de ¢, temos que ¢(X) = ¢o(1-X) =1 -a = a.

O

Exemplo 4.4. (a) Considere F' = Q ¢ E = R no teorema 4.3, e considere o homomor-

fismo de valoragdo ¢, : Q[X| — R. Entéao, dado ag + a1 X + ...+ a, X" € Q[X],
polag+ar- X+ ...+a,- X")=ap+a1-2+...+a,- 2"
Observe que
Ga( X2+ X —6)=224+2—-6=0.
Assim X? + X — 6 estd no nticleo ¢,. Entdo,
X2+ X—-6=(X—-2) (X +3),

e a razao pela qual ¢o(X? + X —6) =0 ¢é que ¢o(X —2) =2 —2=0.
(b) Sejam F' = Q e E = C pelo teorema 4.3 e considere o homomorfismo de valoragao
¢i : Q[X] — C. Entao, dado ag + a1 X + ...+ a, X" € Q[X],
dilag+ar - X+...4+a, - X")=ap+a-i+...+a,- i"
e ¢;(X) =i. Observe que
G:(X2+1) =i +1=0,

entdao, X2 + 1 esta no nicleo N de ¢;.

Definicao 4.5. Sejam E uma extensdao de um corpo F, a € E e, considere o homo-

morfismo de valoragdo, ¢,, de F[X] em E. Para qualquer f(X) = > a; X' € F[X],

i=0

denotando f(a) := ¢o(f(X)) = ¢a (Z a,,iXi> =Y a;a’, tem-se que a é um zero de
=0 =0

f(X) quando f(a) = 0.
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Teorema 4.6. Teorema de Kronecker’s: Sejam F um corpo e f(X) um polindmio

nao constante em F[X]|. Entdo, existe uma extensio E do corpo F e a € E tais que

f(a) =0.

Demonstragio. Pelo teorema 3.103, f(X) tem uma fatoragdo em F[X| em polindmios que
sao irredutiveis sobre F. Seja p(X ) um polinémio irredutivel em tal fatoragao. E suficiente
encontrar um corpo de extensao £ de F' contendo um elemento « tal que p(a) = 0.
FX]
{(p(X))

pela proposicao 3.83. Afirmamos que F' pode ser identificado como um subcorpo de

FIX]
(p(X))

Pelo teorema 3.104, (p(X)) é um ideal maximal em F[X], entdo

é um corpo,

através da aplicacao ¢ : F' — dada por

para a € F.

Essa aplicagdao é injetora, pois se 1(a) = 1(b), temos a + (p(X)) = b+ (p(X)) para
algum a, b € F, por conseguinte, (a—b) € (p(X)), logo a—b deve ser miltiplo do polinémio
p(X), que é de grau > 1. Agora a,b € F implica que a — b estd em F. Assim devemos
ter a —b =0, pois a — b= ¢q(X) - p(X) com Ip(X) > 1 apenas se ¢(X) =0 ea—b=0,
entdao a = b, logo 1 € injetiva.

Consequentemente, restringindo o contradominio de 1) para a sua imagem, que é um
FIX]
(p(X))’

com isso identificamos F' com {a + (p(X)) | a € F}.

subcorpo de temos uma correspondéncia biunivoca entre F' com a imagem de v,

Assim, podemos visualizar que £ = como uma extensao do corpo F'. Ou seja,

(X
(p(X))
construimos a extensao desejada F de F. Resta-nos mostrar que F contém um zero de
p(X).

Vamos definir
a= X+ (p(X)),

entdao a € F. Considere o homomorfismo de valoragao ¢,, : F'[X]| — E, dado pelo teorema

43. Sep(X)=a,+a;- X+ ... +a, - X" onde a; € F, entdo, nés temos

$a(p(X)) = a0 + a1 (X + (p(X))) + ... + an(X + (p(X)))"

FIXT
(X))

um representante do conjunto « = X + (p(X)). Portanto,

em F =

. Mas podemos calcular em escolhendo os representantes, e X é
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pla)=(ag+ar- X +...+a, X"+ (p(X)) = p(

FIX
[X] Encontramos um elemento o em F =

(p(X)) (p(X))
fla) =0. O

s
+
=
>
H
=)
>
H
ja)

cm

Exemplo 4.7. Seja F' = Q e considere f(X) = X*—-5X2+6 € Q. Veja que f(X) em sua
forma fatorada em Q é dada por (X% —2)-(X? — 3), sendo, ambos os fatores, polinomios

irredutiveis sobre Q. Podemos comecar com X2 — 2 e construir um corpo de extensao

de E de Q contendo « tal que o? — 2 = 0, a saber: E = % Outra maneira, é

construir um corpo de extensao K de Q contendo 8 tal que 52 — 3 = 0, que neste caso
X

seria K = %

Definicao 4.8. Sejam E uma extensdao de um corpo F' e a € FE. Dizemos que «a é
algébrico sobre F' se f(a) = 0, para algum f(X) € F[X], diferente do polinémio nulo.

Se a nao é algébrico sobre F, entao dizemos que « é transcendente sobre F.

Exemplo 4.9. Veja que C é uma extensao do corpo Q. Como /2 é um zero de X2 — 2,
vemos que v/2 é um elemento algébrico sobre Q. Além disso, ¢ é um elemento algébrico
sobre Q, pois é um zero do polinémio X? + 1 de Q[X].

Sabe-se que os nimeros reais 7 e e sao transcendentes sobre Q.

Observe que, embora 7 seja transcendente sobre QQ, m é algébrico sobre R, pois é
um zero do polinémio (X — m) € R[X]|. Ou seja, a definicdo de elementos algébricos e

transcendentes depende fortemente do corpo F' considerado.

Exemplo 4.10. Podemos ver que o nimero real /14 v/3 é algébrico sobre Q. Para
o = \/1++/3, entdo, o> = 1 + /3, ou seja, o> — 1 = /3 e (a® — 1)> = 3. Portanto,

at —2a% —2 =0, logo, a é um zero de X* — 2X? — 2 € Q[X].

Teorema 4.11. Sejam E uma extensao de um corpo F' e a € E. Considere o homo-
morfismo de valoragio de F|[X] em E, ¢, : F[X]| — E, tal que ¢,(a) = a,Va € F
e ¢o(X) = a. Neste contexto, o é transcendente sobre F' se, e somente se, ¢o € um

isomorfismo de F|X]| com um subconjunto de E que seja um anel de integridade.

Demonstragio. O elemento « é transcendente sobre F' se, e somente se, f(a) # 0 para
todo f(X) € F[X], polinémio nao-nulo. Mas isso ocorre se, e somente se, ¢ (f(X)) # 0

para todo f(X) € F[X], polinémio nao-nulo, ou seja, se, e somente se, o nicleo de ¢,
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¢ {0}, isto ¢, se, e somente se, ¢, ¢ uma aplicagdo injetora, pela proposigao 3.71. Neste

caso, pelo Teorema do Isomorfismo, 3.81:

T = ol
ou seja,
FIX] ~ ¢a[F[X]],

em que ¢,[F[X]] é um subdominio de E.
U

Teorema 4.12. Sejam E uma extensdo do corpo F' e a € E. Se a € algébrico sobre
F, entao existe um polinomio irredutivel p(X) € F[X] tal que p(a) = 0. Este polinomio
irredutivel p(X) € unicamente determinado, a menos de fator constante, nao nulo, em F
e, ainda, tal polindmio é de grau minimo > 1 em F[X] tendo o como zero. Além disso,

se f(a) =0 para f(X) € F[X], com f(X) # O, entdo p(X) divide f(X).

Demonstragio. Seja ¢, o homomorfismo de valoragdo de F[X] em E, dado por 4.3. O
nucleo de ¢, ¢ um ideal e pelo teorema 3.96 deve ser um ideal principal gerado por algum
p(X) € F[X]. Agora (p(X)) consiste precisamente naqueles elementos de F[X] que tem
a como zero. Assim, se f(a) = 0 para f(X) # O, logo, f(X) € (p(X)), por isso, p(X)
divide f(X). Assim, p(X) é um polinémio de grau minimo > 1,tendo « como zero, e
qualquer outro polinémio do mesmo grau que p(X) deve ser da forma a - p(X), para
algum a € F. Resta-nos apenas mostrar que p(X) é irredutivel. Se p(X) = r(X) - s(X)
fosse uma fatoracdo de p(X) em polindmios de menor grau, entdo, p(o) = 0 implicaria
que r(a) - s(a) =0, entdo r(a) = 0 ou s(a) = 0, j4 que E é um corpo. Isso contradiria o

fato de que p(X) é de grau minimo > 1 tal que p(a) = 0. Assim p(X) é irredutivel. O

Definicao 4.13. Sejam £ uma extensao de um corpo F' e a € E algébrico sobre F. O
tnico polinémio ménico p(X) com a propriedade descrita no teorema 4.12 é chamado de
polinémio irredutivel para « sobre F e é denotado por irr(a, F). O grau de irr(a, F)

é o grau de « sobre F, denotado por deg(a, F).

Exemplo 4.14. Sabemos que z'rr(\/§, Q) = X? — 2. Vemos que para a = /1 + V3 em
R, a é um zero de X4 — 2X?% — 2, € Q[X] Como X* —2X? — 2 ¢ irredutivel sobre Q (por

Eisenstein com p = 2), vemos que
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irr(V1++3,Q) = X1 —2X2 - 2.
Assim, /1 4+ v/3 é algébrico de grau 4 sobre Q.

Observagao 4.15. Sejam F uma extensao de um corpo F' e o € E. Veja que, se a é
algébrico sobre F', com a definicdo acima e considerando o homomorfismo de valoragao
Go : F[X]| = E, tem-se que N(¢,) = (irr(a, F)).

Consequentemente, pelo teorema 3.104, sendo irr(«, F') um polinémio irredutivel em
F[X], o ideal (irr(c, F')) é um ideal maximal de F[X] e, portanto, pela proposi¢ao 3.83,
tem-se que:

FIX]
m é corpo.

Neste contexto, estamos interessados em definir a Extensao Simples, F(«), de F', que
é a menor extensao do corpo F' que contém F' e «. Para tanto, exploramos as duas
possibilidades da natureza de « sob o ponto de vista da sua transcendéncia, ou nao, sobre
F. A saber:

Caso 1: se « ¢é algébrico sobre F'| entao, pela Observagao 4.15:

FIX]
(irr(a, F))

é corpo,

e ¢o : F[X]| = E é tal que ker(d,) = (irr(a, F)) e pelo teorema 3.81 temos que

FIXT
N Pa [ F[X]],
ou seja,
x|
(irr(a, F)) — olFIX]| C B
Enta FIX] i fi F\X i o | X]] é b
ntao, (o F) é um corpo isomorfo a ¢,[F[X]] e com isso, ¢,[F[X]] é um subcorpo

de F, mas ainda, é o menor subcorpo de E contendo F' e a e é denotado por F(«).
Caso 2: se a é transcendente sobre F, entao pelo teorema 4.11, temos que ¢, é um

isomorfismo entre F[X]| e um subdominio de E, a saber,
FIX] ~ 6,[F[X]] C .

Denotamos ¢, [F[z]] por F[a] e o corpo das fragdes de F|a] denotamos por F'(«) que

é corpo em FE| mas ainda, é o menor subcorpo de E que contém F' e «.
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Definicao 4.16. Um corpo de extensao F de um corpo F' ¢ uma extensao simples de

F se E = F(«) para algum «a € E.

Exemplo 4.17. Vejamos alguns exemplos para elucidagao dos itens acima:
Q[X]
(22 —2)

Q[X]
(22 = 3)

corresponde a extensao simples, do corpo Q, Q(v/2)

1)

2) corresponde a extensdo simples, do corpo Q, Q(v/3)

3) Q(7) é o menor subcorpo de R que contém Q e 7.

Teorema 4.18. Sejam E uma extensao simples F(a) de um corpo F. Se « é algébrico
sobre F' tal que o grau de irr(a, F) é n, comn # 1, entdo cada elemento 3 de E = F(«)

pode ser expresso unicamente na forma
B=by+b -a+...+by_q-a"t
em que b; € F,Vi € {0,...,n—1}.
Demonstragdo. Para o homomorfismo de valoragao usual ¢, todo elemento de
F(a) = ¢a[ FX]]
é da forma ¢, (f(X)) = f(«), um polindmio formal em a com coeficientes em F. Seja
irr(a, F) =p(X) = X" 4+ ap—1 - X" + ...+ ao.
Entao p(a) = 0, logo

n n—1 __

a” = —qa,_1 -« . — ag.

Essa equagdo em F'(«) pode ser usada para expressar todo mondémio o para m > n

em termos de poténcias menores que n. Por exemplo,

1

"= aa” = —a,_ 10" — o™t — ... —ag =

(%

1 1

—ap_1(—ap_ 10" = =) — a2 — ... — qpa.
Assim, se § € F(«), 8 pode ser expresso na forma requerida

B=by+ba+.. . +b,_ja" "t

Para unicidade, se
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bo+bia—+...+b 0"t =b)+ba+ ...+, ja"!
para b; € F', entao
(bo — b)) + (b — )X + ...+ (bpy — b, ) X" ! = g(X)

estd em FX] ¢ g(a) = 0. Além disso, o grau de ¢g(X) ¢ menor que o grau de irr(a, F').
Como irr(a, F') é um polindmio diferente de zero de grau minimo em F[X] tendo o como

zero, devemos ter g(X) = 0. Portanto, b; — b, = 0, entao
bi - bg,
e a unicidade de b; é estabelecida. O

Teorema 4.19. Sejam E uma extensao do corpo F, e a € E algébrico sobre F'. Se
deg(a, F') = n, entio F(«) é um espago vetorial n—dimensional sobre F' com base {1, a,
a? ... a1} Além disso, todo elemento B de F(a) € algébrico sobre F, e deg(B, F) <
deg(a, F).

Demonstragio. Seja € F(«) onde « é algébrico sobre F' de grau n. Considere os ele-

mentos

1,8,B8%...,6"

Estes nao podem ser n + 1 elementos distintos de F'(«) que sdo linearmente inde-
pendentes sobre F, qualquer base de F(«) sobre F' teria que conter pelo menos tantos
elementos quanto ha em qualquer conjunto de vetores linearmente independentes sobre
F. No entanto, a base {1,a,...,a" 1} tem n elementos. Se 3' = 37, entdo ' — 37 = 0,

logo, qualquer caso, existe b, € F' tal que
bo+by-B+by- 52+ ..+ b, =0,

onde nem todo b; = 0. Entao f(X) =0, - X" +...+b - X 4+ by é um elemento nao nulo de
F[X] tal que f(B8) = 0. Portanto, 3 é algébrico sobre F' e deg(3, F') é no maximo n. [J

A préxima definicao é essencial para o conceito de grau de uma extensao E de um

corpo F.

Definicao 4.20. Uma extensao E de um corpo F' é uma extensao algébrica de F' se

cada elemento em F é algébrico sobre F.
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Definicao 4.21. Se uma extensdao F de um corpo F' é de dimensao finita n, como um
espaco vetorial sobre F, entao dizemos que F é uma extensao finita de grau n sobre

F'. Denotamos por [E : F| o grau de E sobre F.

Teorema 4.22. Toda extensao finita E de um corpo F é uma extensao algébrica sobre

F.

Demonstra¢io. Devemos mostrar que para « € E, « é algébrico sobre F. Se [E : F] =n,

entao

nao podem ser elementos linearmente independentes, entao existem ag, a1, as,...,a, € F

nao todos nulos tais que
Qp-Q"+ ... +as-a®+a-a+ay=0,
Logo, f(X) =an,- X"+ ...+ as- X*+a; - X + ap ¢ um polindémio nao nulo em F[X]
tal que f(a) = 0. Portanto, a é algébrico sobre F. O

Teorema 4.23. (Teorema da Torre) Se E é uma extensdo finita de um corpo F' e K

¢ uma extensao finita do corpo E, entao, K é uma extensao finita de F e
[K:F]=[K:E|F:F|.

Demonstra¢io. Digamos que [K : E] = m e [E : F] = n. Sejam {«; | i € {1,...,n}}
uma base para £ com um espaco vetorial sobre I e o conjunto {3; | j € {1,...,m}} uma
base para K com um espago vetorial sobre E. Veja que é suficiente mostrarmos que os
mn elementos «;/3;s formam uma base para K, visto como um espago vetorial sobre F.
Facamos isto:

Seja v qualquer elemento de K. Como os 3}s formam uma base para K sobre E, temos

que
Y=>_b B
j=1
para b; € E. Como os ajs formam uma base para E sobre F, temos

n
bj = Z CLZ']' o7
i=1

para a;; € F. Entao
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n

722(2%-0@) By =D aij - (i By),
j=1 \i=1 i

sendo assim, os mn vetores «; - /33-5 geram K sobre F.
Resta-nos mostrar que os mn elementos «; - s sdo linearmente independentes sobre
F. Suponha que ZCU (a; - B;) =0, com ¢;; € F. Entao

i.j

3 (2”:%"047:> B =0,

J=1

n
e (Z Cij * al—) € E. Como os elementos 3is sdo linearmente independentes sobre £,
=1

necessariamente tem-se

n
> cijr ;=0
=1

para todo j € {1,...,m}. Mas, agora, os «}s sdo linearmente independentes sobre F,
entao Y ¢;j-o; = 0 implica que ¢;; = 0 para todoi € {1,...,n} ej e {1,...,m}. Assim,
0S Q- iﬁ:jlnélo apcnas geram K sobre F' mas também sao independentes sobre F. Portanto,
tais elementos formam uma base para K sobre F.

Observe que provamos esse teorema exibindo uma base. Vale lembrar que se {«; | i €
{1,...,n}} é uma base para E sobre F' e {; | j € {1,...,m}} é uma base para K sobre
E, para extensoes de corpos F' < E < K, entdo, o conjunto {a;0;} de mn produtos é

uma base para K sobre F.

O
Aplicando o Principio da Inducgao Finita, temos o seguinte resultado:

Corolario 4.24. Se F; é um corpo, i € {1,...,r}, e Fi11 € uma extensdo finita de F;,

entao F, é uma extensdo finita de Fy, e
[Fr : Fl] = [Fr : Fr—l][Fr—l : F’I‘—Q] NN [FQ : Fl]

O préximo corolario nos garantird que nao existe elemento em Q(ﬁ) que seja um
zero de X3 — 2. Para tanto, bastard observar que deg(\/§, Q) = 2, enquanto um zero de

X3 — 2 é de grau 3 sobre Q, ¢ 3 nio divide 2.

Corolario 4.25. Se E é uma extensio do corpo F, o € E ¢é algébrico sobre F' e § € F(a),
entao deg(f3, F') divide deg(a, F)).
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Demonstracio. Pelo tcorema 4.19, deg(a, F)) = [F(a) : F] ¢ deg(8,F) = [F(B) : F].
Temos as extensoes ' < F(3) < F(a), entdo, pelo teorema 4.23 [F(3) : F] divide
[F'(a) : F], ou seja, deg(f, F) divide deg(a, F). O

Observacao 4.26. Seja F uma extensao de um corpo F'. Considere os elementos ay, ..., a, €
E, nao necessariamente algébricos sobre F'. Por defini¢do, F'(a;) é a menor extensao de
corpo de F' que contém «;. Analogamente, podemos definir F'(ay)(ag) como sendo a me-
nor extensao de F' contendo «; e oy, denotamos esta extensao por F(aq, ay). Procedendo
de modo iterado, definimos a extensdo F(ay,...,a,) de F como sendo a menor extensao

de corpo de F' que contém ay, ..., .

Exemplo 4.27. O teorema 4.19 mostra que {1,v/2} é uma base para Q(v/2) sobre Q.
Usando a técnica mostrada no exemplo 4.10, podemos ver que v/2 4+ v/3 é um zero de
X4-10X?+1. Também podemos mostrar que este polindomio é irredutivel em Q[X]. Assim,
irr(v2 +v3,Q) = X* —10X2 + 1 e entdo [Q(v2 + V3) : Q] = 4. Assim (V2 + V3) ¢
Q(v/2), entdo v/3 ¢ Q(v/2). Consequentemente, {1,1/3} é uma base para Q(v/2,v3) =
(Q(v/2))(V/3) sobre Q(+/2). A prova do teorema 4.23 mostra que {1,v/2,v/3,v/6} é uma
base para Q(v/2,1/3) sobre Q.

Teorema 4.28. Se E é uma extensao algébrica de um corpo F. Entdo existe um nimero
finito de elementos oy, ... ,«, em E tal que E = F(ay,...,q,) se, e somente se, E é um

espaco vetorial de dimensdo finita sobre F, isto €, se, e somente se, I é uma extensdo

finita de F.

Demonstra¢do. Suponha que E = F(ay,...,q,). Como E é uma extensao algébrica de
F, cada o; € {1,...,n} é algébrico sobre F, entao cada «; é algébrico sobre todo corpo
de extensdo de F' em E. Assim F(aq) ¢ algébrica sobre F' e, em geral, F(ay,...,q; )
¢ algébrica sobre F(a;,...,aj_1) para j € {2,...,n}. Pelo coroldrio 4.24 aplicado a

sequéncia de extensoes finitas
F F(ay), F(ag,a9),..., F(ag,...,a,) = E

segue que F é uma extensdo finita de F.
Reciprocamente, suponha que E seja uma extensao algébrica finita de F. Se [E : F| =
1, entdao £ = F(1) = F, e terminamos. Se E # F, seja a; € E, onde ay ¢ F. Entao,

[F(ay) : F] > 1. Se F(ay) = E, terminamos; se nao, seja ag € FE, onde oy ¢ F(ay).
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Continuando esse processo, vemos pelo teorema 4.23 que, como [E : F] ¢é finito, devemos

chegar a a,, tal que
F(ay,...,a,) = E.
O

Definicao 4.29. Um corpo F' é algebricamente fechado se todo polinémio nao cons-

tante em F[X] tem um zero em F.

Definicao 4.30. Considere E é uma extensao do corpo F. Entao
Fr={a€ E|aéalgébrico sobre F'}

é um subcorpo de E, chamado fecho algébrico de F' sobre E. Veja que todo corpo
F tem um fecho algébrico, ou seja, uma extensdo algébrica F que é algebricamente

fechado.

Proposicao 4.31. Um corpo F' € algebricamente fechado se, e somente se, todo polinomio

nao constante em F[X] fatora em F[X]| em fatores lineares.

Demonstragio. Seja F algebricamente fechado e considere f(X) um polinémio ndo cons-
tante em F[X]. Entao, f(X) tem um zero a € F. Pelo corolario 3.95, X — a é um fator
de f(X), assim, f(X) = (X —a) - g(X). Logo, se g(X) nao é constante, tem um zero
be F, etemos f(X)= (X —a) (X —b) h(X). Continuando, obtemos uma fatoragao
de f(X) em F[X] em fatores lineares.

Por outro lado, suponha que todo polindmio nao constante de F'[X] tenha uma fato-
ragao em fatores lineares. Se a - X — b é um fator linear de f(X), entdo b/a é um zero de

f(X). Por isso, F' é algebricamente fechado. O

4.2 Corpo de Galois

Nesta se¢ao apresentamos um importante corpo finito denotado por GF(p"), em que
p ¢ um niamero primo. Este corpo ¢ conhecido como Corpo de Galois de ordem p”. Para
apresenta-lo, primeiramente, precisamos de resultados envolvendo a caracteristica de um

corpo e da definicdo da n-ésima raiz da unidade.
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Teorema 4.32. Seja E uma extensdo finita de grau n sobre um corpo finito F. Se F' tem

q elementos, entdo E tem q" elementos.

Demonstrag¢io. Seja {a, ..., a,} uma base para I com o espago vetorial sobre F. Todo

B € E pode ser escrito unicamente na forma
ﬁ:b1~a1—|—...—0—bn~an

para b; € F. Visto que cada b; pode ser qualquer um dos elementos de F, o nimero total

de tais combinagoes lineares distintas de «; é ¢" O

Corolario 4.33. Se E é um corpo finito de caracteristica p, entdo E contém eratamente

p" elementos para algum inteiro positivo n.

Demonstracio. Todo corpo finito £ é uma extensao finita de um corpo primo isomorfo
ao corpo Z,, onde p é a caracteristica de E (veja observagao 3.61). O corolario segue do

teorema 4.32. O

Teorema 4.34. Seja E um corpo de p" elementos contidos em um fecho algébrico 7, de

Z,. Os elementos de E sio precisamente os zeros em Z, do polinomio XP" — X em Z,[X].

Demonstracio. O conjunto E* dos elementos nao nulos de E formam um grupo multipli-
cativo de ordem p" — 1 sob a multiplicacao de corpos. Para a € E*, a ordem de a neste
grupo divide a ordem p" — 1 do grupo. Assim, para a € E*, temos o — 1 = 1, entdo
a?" = «. Portanto, todo elemento em E é um zero de X?" — X. Como X?" — X pode

’ . 7 . s
ter no maximo p" zeros, observamos que £ contém precisamente os zeros de X — X em

Z,. O

Definicao 4.35. Um elemento o de um corpo é uma n-ésima raiz da unidade se o™ = 1.
Dizemos que a é uma n-ésima raiz primitiva da unidade se o™ = 1 e o™ # 1 para

0<m<n.

Observacao 4.36. Consequentemente, os elementos nao nulos de um corpo finito de p™
elementos sdo todas as (p" — 1)-ésimas raizes da unidade.

Além disso, é importante observar que o grupo multiplicativo (F™*,-) de elementos nao
nulos de um corpo finito £ é ciclico. (para mais detalhes consultar Corolario 23.6, pagina

213, de [6]). Fato esse que sera usado na demonstra¢ao do préximo resultado.
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Proposicao 4.37. Uma extensao finita E de um corpo finito F' € uma extensao simples

de F.

Demonstracdo. Seja o um gerador para o grupo ciclico £* de elementos diferentes de zero

de E. Entao E = F(a). O

E possivel mostrar que se ' é um corpo de caracteristica prima p com fecho algébrico
F, entdo XP" — X tem p" zeros distintos em F.
Se I é um corpo de caracteristica prima p, entdao (o + S)P" = a?" + P" para todo

a, 5 € F e todos os inteiros positivos n.

Teorema 4.38. Um corpo finito com p" elementos sempre existe para toda poténcia de

primo p™. Denotamos tal corpo por GF(p").

Demonstragdo. Scjam Z, um fecho algébrico de Z, ¢ K um subconjunto de Z, consistindo
de todos os zeros de X?" — X em Z,. Para quaisquer «, 3 € K, vimos que (a + ) € K,
e a equagdo (aB)P" = o - BP" = - B mostra que a - f € K. De o" = a obtemos que
(—a)P" = (=1)P" - a?" = (=1)P" - . Se p é um primo impar, entdo (—1)?" = —1 e se
p = 2, entdo —1 = 1. Portanto (—a)?" = —a, entao —ov € K. Agora 0 e 1 sdo zeros de
XP" — X. Para a # 0,a”" = « implica que (é)p = é. Assim, K é um subcorpo de Z,

contendo Z,. Portanto, K é o corpo desejado de p™ elementos, pois vimos que X?" — X

tem p" zeros distintos em Zp. Ol

Corolario 4.39. Se F' ¢ qualquer corpo finito, entao, para todo inteiro positivo n, existe

um polinémio irredutivel em F[X] de grau n.

Demonstragdo. Seja F' com q¢ = p" elementos, onde p é a caracteristica de F. Pelo teo-
rema 4.38, existe um corpo K C F contendo Z, (a menos de isomorfismo) e consistindo
precisamente dos zeros de X?* — X. Queremos mostrar que F' C K. Todo elemento de F
é um zero de XP" — X, pelo teorema 4.34. Agora p’® = p” - p"*=1_ Aplicando esta equacio
repetidamente aos expoentes e usando o fato de que para o € F temos a? = «, vemos

que para « € F,

O{p’r'n _ Oép’r‘(nfl) _ O[p'r'(n72) _

Assim F' C K. Entao, o teorema 4.32 mostra que devemos ter [K : F] = n. Vimos que
a extensao K é simples sobre F' no corolario 4.37, entdo, K = F(f) para algum € K.

Portanto, irr(f, F') necessariamente tem grau n. O
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Por fim, o préximo resultado garante que, para cada nimero primo p, existe um tnico

corpo de Galois, de ordem p", a menos de isomorfismo.

Teorema 4.40. Sejam p um primo en € Z*. Se E e E' sdo corpos de ordem p™, entdo

E~FE'.

Demonstragio. Vide resultado 33.12, pagina 304, da referéncia [6]. O

4.3 O grupo de automorfismos G(E/F)

Definicao 4.41. Seja F uma extensao algébrica de um corpo F'. Dois elementos o, 3, € E
sdo conjugados sobre F se irr(a, F) = irr(B, F), isto é, se a e [ sdo zeros do mesmo

polinémio irredutivel sobre F'.

O conceito de elementos conjugados que acabamos de definir estd de acordo com a
ideia classica dos numeros compleros conjugados, pois se entendermos que por nimeros
complexos conjugados entendemos niimeros que sao conjugados sobre R. Se a,b € R e
b # 0, os ntimeros complexos conjugados a+bi e a—bi sio ambos zeros de X?—2aX +a?+b?,
que é irredutivel sobre R.

O préximo teorema estabelece uma relacao interessante sobre a defini¢ao de elementos

conjugados e um isomorfismo, que é chamado de isomorfismo de conjugagao.

Teorema 4.42. Sejam F um corpo, a e B elementos algébricos sobre F' em que deg(a, F')

n. A aplicagio ¥, 5 : F(a) — F(B) definida por
Yaplcotcr-at+...+cpr-a" =ctec-B+...+cq- 0"

para ¢; € Fi € {o,...,n — 1}, é um isomorfismo de F(«) sobre F([3) se, e somente se,

a e [ sao conjugados sobre F.

Demonstragdo. Suponha que ¢, 5 : F(a) — F(S) conforme definido no enunciado do
teorema é um isomorfismo. Seja irr(co, F) = ag+ay - X + ...+ a, - X™. Entdo ag + a; -

a+...+a, -a" =0, assim

Yoplag+ar-a+...+a,-a")=ay+a,-F+...+a, " =0.
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Pela afirmacao do teorema 4.12, isso implica que irr(5, F') divide irr(a, F). Um
argumento semelhante usando o isomorfismo (Y4,5) "' = ¥, mostra que irr(«o, F) divide
irr(B, F'). Portanto, como ambos os polindmios sdo monicos, irr(«, F') = irr(8, F'), entdo
a e (3 sao conjugados sobre F'.

Reciprocamente, suponha que irr(a, F) = irr(5,F) = p(X). Entdo os homomor-
fismos de valoragdo ¢, : F[X] — F(«a) e ¥3 : F[X| — F(f) tém ambos o mesmo

nicleo (p(X)). J& vimos que para ¢, : F[X] — F(«), existe um homomorfismo natu-
FIX]
(p(X))

isomorfismo 13 aplicando

em ¢o[F[X]] = F(a). Da mesma forma, ¢z dé origem a um

[
[ ] 1 — —1 .o~
(p(X)) em F(B). Secja tap = ¥p(¢a) ' A composicao de

dois isomorfismos, 1), 3 é novamente um isomorfismo da aplicacdo F(a) em F(3). Para

ral 9, aplicando

(co,+c1-a+...+cp1-a" 1) € F(a), temos que

Yaplcoter-at...tcp1-a" ) =g s) - (cote-at...+cq-a" )=
Vs((co+cr-z+ ...+ 2"+ (pX)=cot+ci-B+...+cuq- "N

Assim, 1, 3 € a aplicagao definida no enunciado do teorema. O

Corolério 4.43. Seja o algébrico sobre um corpo F. Todo isomorfismo ¢ de F(a) em
um subcorpo de F tal que 1)(a) = a para a € F aplica o em um conjugado 3 de o sobre F.
Reciprocamente, para cada conjugado 3 de o sobre F, existe exatamente um isomorfismo
Vap de F(a) sobre um subcorpo de F aplicando em o em 3 e aplicando cada a € F sobre

St mesmo.

Exemplo 4.44. Considere Q(v/2) sobre Q. Os zeros de irr(v/2,Q) = X2 — 2 sdo v2 e
—/2, entdo v/2 e —v/2 sdo conjugados sobre Q. De acordo com o teorema 4.42 a aplicacao

(CNCI Q(v2) — Q(v/2) definida por
w\/i_\@(a + b\/ﬁ) =a—b/2
é um isomorfismo de Q(1/2) sobre si mesmo.

Definicao 4.45. Dizemos que um isomorfismo de um corpo sobre si mesmo é um auto-

morfismo do corpo.

Definicao 4.46. Se ¢ é um isomorfismo de um corpo F sobre algum corpo, entao um
elemento a de F é fixo por o se o(a) = a. Uma colegao S de isomorfismos de E deixa
um subcorpo F' de E fixo se cada a € F é fixo para todo 0 € S. Se {0} fixa F', entdo

dizemos que ¢ deixa F' fixo.
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Exemplo 4.47. Scja E = Q(v/2,v/3). A aplicacio o : E — E definida por
ola+bv2+ceV3+dVe) =a+bv/2—cy3—dV6

para a,b,c,d € Q é um automorfismo de E e é o isomorfismo do conjugado de ¢, 5 3

de E sobre si mesmo se vemos £ como (Q(v/2))(v/3). Vemos que o deixa Q(/2) fixo.

Teorema 4.48. Scja {o; | i € [} uma colegio de automorfismos de um corpo E, em que
I € um conjunto de indices qualquer. Entdo o conjunto Ei.y de todos os a € E deirados

fizos para todos o; para i € I formam um subcorpo de E.

Demonstracio. Se o;(a) = a e 0;(b) para todo i € I, entao

oi(at+d)=0;(a) L o;(b) =atb

O'Z'(CL . b) = 0'1'<CL) . O'Z(b) =a-b

para todo i € I. Também, se b # 0, entao

para todo ¢ € I. Como os o0; sao automorfismos, temos
0:(0)=0e0y(1) =1
para todo i € I. Por isso, 0,1 € Ey,,3. Assim, E{,,) é um subcorpo de E. O

Definicao 4.49. O corpo Ej,,; do teorema 4.48 é chamado o corpo fixo de {o; | i € I}.

Para um tnico automorfismo o, nos referimos a ele como Ey,, o corpo fixo de o.

Considere o automorfismo ¢ 5 _ 5 de Q(v/2) assim como citado anteriormente. Para

a,b € Q, temos
w\@ﬁ\/ﬁ(a + b\/i) =a — b\/i,
e a—bv2=a+bv2 se, e somente se b = 0. Assim, o corpo fixo Vs _ve € Q.

Teorema 4.50. O conjunto de todos os automorfismos de um corpo E € um grupo sob

composicao de fungoes.
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Demonstracio. A multiplicacdo de automorfismos de E ¢ definida pela composicao de
fungao e, portanto, é associativa (é uma é uma multiplica¢io de permutagio). A permu-
tagdo de identidade i : ' — E dada por i(a) = o para a € E é um automorfismo de E.
Se o é um automorfismo, entdo a permutacao o~ ! também ¢ um automorfismo. Assim,
todos os automorfismos de F formam um subgrupo de Sg, do grupo de permutacoes de

E. U

Teorema 4.51. Sejam E um corpo e F um subcorpo de E. Entao, o conjunto G(E/F)
de todos os automorfismos de E deixando F' fixo, com a operagdo de composicao, forma

um subgrupo do grupo de todos os automorfismos de E. Além disso, F' C Eg(g/F).

Demonstragio. Para 0,7 € G(E/F) e a € F, temos

entdo oT € G(E/F). Assim, o automorfismo de identidade i estd em G(E/F'). Além disso,
se o(a) = a para a € F, entdo a = 0~ !(a) para 0 € G(E/F) implica que o' € G(E/F).
Logo, G(E/F') ¢ um subgrupo do grupo de todos os automorfismos de E.

Como todo elemento de F' é fixo por todo elemento de G(E/F'), segue-se que o corpo

Ec(r/r) para todo elemento de £ deixado fixo por G(E/F) contém F. O

Defini¢ao 4.52. O grupo G(E/F) do teorema 4.51 é o grupo de automorfismos de

E deixando F' fixo, ou, mais brevemente, o grupo de F sobre F.

Exemplo 4.53. Considere o corpo Q(v/2, v/3). No exemplo 4.27, mostramos que [Q(v/2, v/3) :

Q] = 4. Se visualizarmos Q(v/2,v/3) como (Q(v/3))(v/2), o isomorfismo de conjugacio
V3.3 do teorema 4.42 definido por

wﬂ77\/§(a—i—b\/§):a—b\/§

para a,b € Q(v/3) é um automorfismo de Q(v/2,v/3) tendo Q(+/3) como corpo fixo.
Similarmente, temos o automorfismo ¢, 5 _ 5 de Q(v2,v/3) tendo Q(v/2) como corpo
fixo. Como o produto de dois automorfismos é um automorfismo, podemos considerar
Vs _atys._y3 Que move tanto V2 e V/3, ou seja, nao deixa nenhum niimero fixo. Con-

sideremos:
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1 = automorfismo identidade,
o1 =V _ s
09 = w\/i_ /3 €
03 = V5 ya¥ya -3

O grupo de todos os automorfismos de Q(v/2,+/3) tem um corpo fixo pelo teorema
4.48. Este corpo fixo deve conter Q, ja que todo automorfismo de um corpo deixa 1 e,
portanto, o subcorpo principal fixo. Uma base para Q(v/2, v/3) sobre Q é {1,v/2,v/3,v/6}.
Como 71(v2) = —v2,0.(vV6) = —V6 e 02(v/3) = —V/3, vemos que Q é exatamente o
corpo fixo de {i, 01, 09,03}, E possivel verificar que G = {i, 01, 02,03} é um grupo sob
multiplicacgdo de automorfismo (composi¢ao de fungoes). A tabela para o grupo G é

fornecida abaixo.

o1 | 01 1 03 | O3

o9 | 09 | O3 | 1 ol
o3 | o3 |og| 01|t

Por exemplo,

0103 =V 5_a(Vya_a¥ya-v3) = Vya_y3 = 02

Podemos mostrar que G ¢é na verdade é o grupo G(Q(v/2,1/3)/Q), porque todo auto-
morfismo 7 de Q(v/2,v/3) implica v/2 em qualquer um dos £+/2, pelo corolario 4.43. Da
mesma forma, 7 implica V3 em +v/3. Mas, como {1, V2,43, \/5\/3} ¢ uma base para
Q(v/2,/3) sobre Q, um automorfismo de Q(v/2,v/3) deixando @ fixo é determinado por
seus valores em v/2 e v/3. Agora, i, 04,09, € 03 fornecem todas as combinacoes possiveis

de valores em v/2 e /3 e, portanto, sio todos os automorfismos possiveis de Q(\/ﬁ, \/5)

Corolario 4.54. Sejam F e F' dois fechos algébricos de F. Entdo F é isomorfo a I sob

um tsomorfismo deizando cada elemento de F fizo.

Demonstragao. Pelo teorema 4.55, o isomorfismo de identidade de F' sobre F' pode ser
estendido para um isomorfismo 7 que aplica F' em um subcorpo de F' que deixa F fixo.

Precisamos mostrar que 7 estd em 7. Mas pelo teorema 4.55, a aplicacio 77! : TIF] — F

pode ser estendida para um isomorfismo de F’ sobre um subcorpo de F. Como 77! ji

estd em F, devemos ter 7[F] = F". O
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Teorema 4.55. (Teorema da Extensdo do Isomorfismo) Seja E uma extensdo
algébrica de um corpo F. Seja o um isomorfismo de I sobre um corpo F'. Seja F' um
fecho algébrico de F'. FEntao, o pode ser estendido a um isomorfismo 7 de E em um

subcorpo de F' tal que 7(a) = o(a) para todo a € F.

Demonstrag¢io. Considere todos os pares (L, A), onde L é um corpo tal que F < L < F
e A é um isomorfismo de L sobre o subcorpo de F” tal que A(a) = o(a) para a € F.
O conjunto S tal que os pares (L, \) nao sdo vazios, pois (F,o) é tal par. Defina uma
ordenagao parcial em S por (L1, A1) < (Lo, A2), se L1 < Ly e Aj(a) = A2(a) para a € L.
E possivel verificar que a relagdo < fornece uma ordenacao parcial de S.

Seja T' = {(H;,\;) | i € I} uma cadeia de S. Afirmamos que H = U;erH; é um
subcorpo de E. Seja a,b € H,onde a € Hy e b € Hy; entdao ou H; < Hy, ou Hy < Hy, uma
vez que T é uma cadeia. Se, digamos, H; < Hs, entdo a,b € Hs, entdo a + b, ab, ¢ a/b
para b # 0 estao todos em H,, e portanto, em H. Como para cada i € [,FF C H; C E,
temos que ' C H C E. Assim, H é um subcorpo de E.

Defina A : H — F’ como segue. Seja ¢ € H; para algum i € I, e seja

A aplicagdo \ estd bem definida porque se ¢ € Hy e ¢ € Hy, entao (Hy, A1) < (Ha, A2)
ou (Ha, Ao) < (Hi, A1), ja que T é uma cadeia. Em ambos os casos, Aj(c) = Ax(c).
Afirmamos que A é um isomorfismo de H em um subcorpo de F”. Se a,b € H entdo existe

um H; tal que a,b € H;, e
Aa+b) = Ni(a+b) = Ni(a) + X\i(b) = Aa) + A(b).
Similarmente,
Aab) = Ai(ab) = \i(a)Mi(b) = Ma)A(b).

Se A(a) =0, entdo a € H; para algum 7, implica que \;(a) = 0, entdo a = 0. Portanto,
A é um isomorfismo. Assim (H,\) € S, e fica perceptivel de nossas defini¢oes de H e A
que (H, A) é um limite superior para 7.

Mostramos que toda cadeia de S tem um limite superior em S, portanto as hipéteses
do lema de Zorn’s sao satisfeitas. Logo, existe um elemento méximo (K, 7) de S. Seja

7(K) = K',onde K’ < F'. Agora, se K # E, sejaa € E mas a ¢ K. Agora « é algébrico
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sobre F, entdo « ¢ algébrico sobre K. Além disso, scja p(X) = wrr(a, K). Seja ¢, o

isomorfismo canénico
o K[X]/{p(X)) = K(a),
correspondendo ao homomorfismo de valoragao ¢, : K[X]| — K(«). Se
p(X)=a+a X +...4+a, X",
considerando
q(X) =71(ag) +7(a) X + ...+ 7(a,) X"

em K’'[X]. Como 7 é um isomorfismo, ¢(X) ¢ irredutivel em K'[X]. Seja K’ < F’| existe

um zero o' de ¢(X) em F7. Entdo
v - K'X]/(a(X)) — K'(o)
um isomorfismo analogo & 1. Vejamos que
7 K[X]/{(p(X)) = K'[X]/{q(X))

seja o isomorfismo estendendo 7 em K e aplicando X + (p(X)) em X + {g(X)). Vejamos

K|[x] T K'|x]

~ candnico T K ~’ candnico
K@) —%— K[a]/(ple)) K'fal () —22— K()

(4.1)

Em seguida, a composicao das aplicagoes
Vo1t K(a) = K'(a)

é um isomorfismo de K (a) em um subcorpo de F”.
Podemos perceber que (K,7) < (K(a), Y731, o que contradiz que (K,7) é ma-
ximo. Portanto temos que K = F.

0
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Corolario 4.56. Seja E C F uma estensdo algébrica de F e o, € E sdo conjugados
sobre F', entao o isomorfismo de conjugacao 15 : F(a) = F(5), dado pelo teorema 4.42,

pode ser estendido a um isomorfismo de E sobre um subcorpo de F.

Demonstracdo. A prova deste corolario vem do teorema 4.55, se nas hipoteses do teorema

substituirmos F por F(a), F' por F(3) e F’ por F. O

Teorema 4.57. Seja E uma extensdo finita de um corpo F. Se o é um isomorfismo de
F sobre um corpo F' e se F' é o fecho algébrico de F'. Entdo, o nimero de extensoes de
o para um isomorfismo T de E em um subcorpo de F' € finito e independente de F', I,
e 0. Ou seja, o numero de extensoes é totalmente determinado pelos dois corpos E e F';

€ intrinseco a eles.

Demonstragio. Para ver a demonstragdo desse teorema, consultar Fraleigh [6], p. 427,

teorema 49.7. O

Definicao 4.58. Seja E uma extensao finita de um corpo F. O nimero de isomorfismos
de E sobre um subcorpo de F7, que deixa F fixo, é chamado o indice {E : F} de E
sobre F.

Corolario 4.59. Se F' < E < K, onde K ¢ uma extensdo finita do corpo F, entdo

{K:F}={K:EH{E:F}.

Demonstragio. Segue do teorema 4.57 que cada um dos {£ : F'} isomorfismos 7; de E
sobre um subcorpo de F deixando F fixo tem {K : E} extensoes para um isomorfismo de

K em um subcorpo de F. O

Exemplo 4.60. Considere E = Q(v/2,v/3) sobre Q. Veja que podemos mostrar que
{F:Q}=[E:Q]=4. Além disso, {F : Q(+/2)} =2 e {Q(v/2) : Q} = 2 entao

4={E:Q} ={E:Q(v2)H{Q(v2) : Q} = (2)(2).

Isso ilustra o corolario 4.59.

4.4 Splitting corpo, extensao separavel e o grupo de
Galois G(K/F)

Um dos objetivos deste capitulo é determinar em quais condigoes tem-se:
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| G(E/F) |[={E: F}=[E: F],

em que E é um extensao finita de um corpo F'.

Para tanto, faz-se necessario a abordagem sobre splitting corpo ¢ extensao scparavel.

Definigdo 4.61. Seja F um corpo com fecho algébrico F. Seja {fi(X) | i € I} uma
colegdo de polinémios em F[X]. Um corpo E C F é o splitting corpo de {f;(X) | i € I}
sobre F sc E ¢ o menor subcorpo de F” contendo F' ¢ todos os zeros em F de cada um
dos f;(X) parai € I. Um corpo K C F é um splitting corpo sobre F se for o splitting

corpo de algum conjunto de polinémios em F[X].

Exemplo 4.62. Vemos que Q[(v/2,/3)] é um splitting corpo de {X? —2,X% — 3} e
também de {X?* — 5X? + 6}.

Observacgao 4.63. No que segue, dado um polindémio f(X) € F[X], qualquer, referimos
ao splitting corpo de {f(X)} sobre F' como, simplesmente, o splitting corpo de f(X) sobre
F.

Veja que o splitting corpo de {fi(X) | i € I} sobre F em F ¢é a intersecio de todos
os subcorpos de F' contendo I e todos os zeros em F de cada fi(X),i € I, portanto,

podemos afirmar que tal splitting corpo sempre existe.

Teorema 4.64. Dado F um corpo intermedidrio E, onde F C E C F. Entio E ¢é um
splitting corpo sobre F se, e somente se, todo automorfismo de F deizando F fizo, aplica

E sobre si mesmo e, portanto, induz um automorfismo de E deixando F fixo.

Demonstragio. Seja E um splitting corpo sobre F em F de {f;(X) | i € I}, ¢ seja o um
automorfismo de F' que deixa F' fixo. Seja {a; | j € J} o conjunto de todos os zeros em
F de todos os f;(X) para i € I. Vejamos que para um «; fixo, o corpo F(a;) tem como

elementos todas as expressoes da forma

-1

glaj) = ag + aro; + ...+ an, 107,

onde n; é o grau de irr(a;, F') e a € F. Considere o conjunto de todas as somas finitas
de produtos finitos de elementos da forma g(a;) para todo j € J. O conjunto S é um
subconjunto de F fechado para a adicdo e a multiplicacdo e contendo 0,1, e o inverso

aditivo de cada elemento. Cada elemento de S estd em algum F(ay,,...,q;,) C S,
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podemos ver que S também contém o inverso multiplicativo de cada elemento diferente
de zero. Assim S é um subcorpo de E contendo todos os o para j € J. Pela defini¢ao
de splitting corpo de E de {fi(X) | i € I, vemos que S = E. Com isso, mostramos
que {¢; | 7 € J} gera E sobre F, no sentido de tomar somas finitas e produtos finitos.
Sabendo disso, podemos ver que o valor de o em qualquer elemento de E é completamente
determinado pelos valores o(a;). Pelo corolario 4.43, o(a;) também deve ser um zero
de irr(a;, F). Pelo teorema 4.12, irr(«;, ') divide f;(X) para qual f;(a;) = 0, entdo
o(aj) € E também. Assim, ¢ aplica 2 em um subcorpo de E isomorficamente. No

entanto, o mesmo ¢ verdade para um automorfismo ¢~ de F. Como B € F,

p=a(c™(8)),

podemos ver que o aplica E em E e, portanto, induz um automorfismo de E.

Suponha, inversamente, que todo automorfismo de F deixando F fixo induz um au-
tomorfismo de E. Seja g(X) um polindmio irredutivel em F[X] tendo « zero em E. Se
B é qualquer zero de g(X) em F, entdo pelo teorema 4.42, existe um isomorfismo de
conjugagao 1, 5 de F(a) sobre F(f) deixando F' fixo. Pelo teorema 4.55, 1, 3 pode ser

estendido para um isomorfismo 7 de F sobre um subcorpo de F. Mas entdo

1 r[F| = F

pode ser estendido a um isomorfismo que aplica F sobre um subcorpo de F. Como a
imagem de 77! j4 é toda em F', temos que 7 estd em F, entdo 7 é um automorfismo de F
que deixa F fixo. Entdo, por suposi¢do, 7 induz um automorfismo de F, entdo 7(a) =
estd em E. Mostramos que se g(X) é um polindmio irredutivel em F[X] tendo um zero
em E, entdo todos os zeros de g(X) em F estdo em E. Portanto, se {gr(X)} é o conjunto
de todos os polinémios irredutiveis em F'[X]| tendo um zero em £, entdo E é um splitting

corpo de {gp(X)}.
O

Definicdo 4.65. Seja E uma extensdo de um corpo F. Um polinémio f(X) € F[X]

divide em FE se f(X) pode ser fatorado em um produto de fatores lineares em E[X].

Exemplo 4.66. O polindémio X* — 5X2 4+ 6 em Q[X] se divide no corpo Q(v/2,1/3) em
(X = V2)(X +V2)(X — V3)(X +/3).
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Corolario 4.67. Dado F um corpo, se E C F é um splitting corpo sobre F, entdo, todo

polinémio irredutivel em F[X] tendo um zero em E se divide em E.

Demonstracio. Se E é um splitting corpo sobre F em F, entdo todo automorfismo de
F induz um automorfismo de E. A segunda metade da prova do teorema 4.64 mostra
que E também é o splitting corpo sobre F' do conjunto {gx(X)} de todos os polindémios
irredutiveis em F[X] tendo um zero em E. Assim, um polindémio irredutivel f(X) de
F[X] tendo um zero em E tem todos os seus zeros em F em E. Portanto, sua fatoracio
em fatores lineares em F[X], dados pela proposi¢io 4.31, na verdade ocorrem em E[X],

entdo f(X) divide em E. O

Corolario 4.68. Dado F um corpo, se E C F é um splitting corpo sobre F, entdio
toda aplica¢do isomorfa de E em um subcorpo de F e deivando F fizo é na verdade um
automorfismo de E. Em particular, se E é um splitting corpo de grau finito sobre F,

entao
{E:F}=|GE/F)|.

Demonstracio. Todo isomorfismo o que aplica £ sobre um subcorpo de F' deixando F
fixo, pode ser estendido a um automorfismo 7 de F, pelo teorema 4.55, juntamente com
o argumento para a segunda metade da prova do teorema 4.64. Se E é um splitting corpo
sobre F', entao, pelo teorema 4.64, 7 restrito a E, isto é o, é um automorfismo de F.
Assim, para um splitting corpo de E sobre I, toda aplicacao isomorfa de E sobre um
subcorpo de F deixando F fixo é um automorfismo de E.

A equagao {E : F} =| G(E/F) | seguc para um splitting corpo de E de grau finito
sobre F, uma vez que {E : F} foi definido como o nimero de diferentes aplicagoes

isomorfas de E sobre um subcorpo de £ deixando F fixo. O
Exemplo 4.69. Observe que Q(v/2,v/3) é um splitting corpo de
{X?—-2,X?-3}

sobre Q. Vimos que as aplicacoes i, 01, 09, € 03 sdo todos os automorfismos de Q(v/2, v/3)
deixando Q fixo. (Na verdade, como todo automorfismo de um corpo deve deixar o

subcorpo primo fixo, vemos que esses sdo os Unicos automorfismos de Q(\/Z \/§)) Entao

{Q(v2,v3): Q} =4 = GQ(V2,v3)/Q) |-
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ilustrando o corolario 4.68.

Agora daremos inicio ao conceito de extensao separavel, para tanto faz-se necessario

a definicao de multiplicidade.

Definigdo 4.70. Seja f(X) € F[X]. Um elemento o de F tal que f(a) = 0 é um zero
de f(X) de multiplicidade v se v é o maior inteiro tal que (X —a)” é um fator de f(X)
em F[X].

Teorema 4.71. Seja f(X) drredutivel sobre F|X]. Entdo todos os zeros de f(X) em F

tém a mesma multiplicidade.

Demonstragio. Sejam « e [ zeros de f(X) em F. Entdo, pelo teorema 4.42, existe
um isomorfismo de conjugacao ¢, : F(a) — F(B). Pelo corolario 4.56, 1, s pode
ser estendido a um isomorfismo 7 : F — F. Logo, 7 induz um isomorfismo natural
7x : F[X] = F[X], com 7x(X) = X. Agora 7x deixa f(X) fixo, j& que f(X) € F[X] e
1qa,p deixa F' fixo. No entanto,

x((z —a)") = (X = 0)",

o que mostra que a multiplicidade de 5 em f(X) é maior ou igual a multiplicidade de
«. Um argumento simétrico fornece a desigualdade inversa, entdo a multiplicidade de «

é igual a de 5. O

Corolério 4.72. Se f(X) € irredutivel em F[X], entdo f(x) tem uma fatoragcio em F[X]

da forma

a H(X — ;)"

el

onde 0s o sio os zeros distintos de f(X) em F, a € F e I é um conjunto de indices.
Teorema 4.73. Se E ¢ uma extensdo finita de F, entao {E : F'} divide [E : F).

Demonstragio. Pelo teorema 4.28, se E é espaco vetorial finito sobre F', entdo F =
F(ay,...,a,), onde a; € F. Digamos que irr(ay, F(aq, ..., ;1)) tém a; como um dos

n; zeros distintos, os quais tém multiplicidade comum v;, pelo teorema 4.71. Entao
[F(Oél, Ce ,Oéi) . F(C%l, R 7ai—1)] = N;V; = {F(al, Ce ,041-) . F(Oél, Ce ,ai_l)}vi.

Pelo teorema 4.23 e o corolario 4.59,
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[E: F| = Hnﬂh‘,

{E:F}=]]n.
Portanto, {E : F'} divide [E : F]. O

Definicao 4.74. Uma extensdo finita £ de F' é uma extensao separavel de F' se
{E : F} = [E : F]. Um elemento de o de F é separavel sobre I’ se F(a) é uma
extensdo separavel sobre F. Um polindémio irredutivel f(X) € F|[X] é separavel sobre

F se todo zero de f(X) em F é separavel sobre F.

Exemplo 4.75. O corpo E = Q[(v/2,1/3)] ¢ separavel sobre Q, pois j& vimos que:

{E:Q}=4=[E:qQl

Teorema 4.76. Se K é uma extensao finita de E' e E € uma extensdo finita de F', isto
¢, F < E <K, entio K ¢ separdvel sobre F se, e somente se, K ¢ separdvel sobre E e

E ¢ separdvel sobre F'.

Demonstragao. Ja temos que:

[K:F]=[K:E|[F:F]

{K:F}={K:FEH{E:F}.

Entdo se K é separavel sobre F, de modo que [K : F|] = {K : F}, devemos ter
[K : E]={K:E}el[E:F|={FE:F} jiquecm cada caso o indice divide o grau,
pelo teorema 4.73. Assim, se K é separavel sobre F', entao K é separavel sobre E e E é
separavel sobre F'.

Por outro lado, observe que [K : E] ={K : E} ¢ [F : F| = {F : F'} implica que
[K:F]=[K:E|[F:F|={K:E}{E:F}={K:F}.
O

Corolario 4.77. Se E ¢ uma extensdao finita de F', entdo E € separdvel sobre F' se, e

somente se, cada o em E ¢é separavel sobre F'.
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Demonstracdo. Suponha que E seja separavel sobre F, e seja a € E. Considere as

extensoes
F<Fla)<E,

O teorema 4.76 mostra que F'(«) é separavel sobre F'.
Suponha, por outro lado, que todo o € E seja separavel sobre F. Como E é uma

extensao finita de F, existem o, ..., «a,, tais que
FCF(a) CFlog,a0) C...CE=F(ay,...,a).
Agora, como «; é separavel sobre F, «; é separdvel sobre F(ay,...,q;_1), porque

q(X) =wrr(cy, Flog, ..., ;1))

divide irr(a;, F'), de modo que «; é um zero de ¢(X') de multiplicidade 1. Assim (g, . .., ;)
é separdavel sobre F(aq,...,q;_ 1), entdo E é separavel sobre F' pelo teorema 4.76, esten-
dido por inducao. O

Definicao 4.78. Um corpo ¢é perfeito se toda extensao finita é uma extensao separavel.

Exemplo 4.79. E possivel mostrar que todo corpo de caracteristica zero é perfeito e que

todo corpo finito é perfeito, veja mais informagdes na pagina 440 de [6].

O préximo teorema é classico da teoria de Galois e sera crucial na demonstragdo do

Teorema Principal de Galois, 4.84

Teorema 4.80. (Teorema do Elemento Primitivo) Seja E uma estensao finita
separavel de um corpo F. Entao, eriste « € E tal que F = F(«). (Tal elemento o é
chamado de elemento primitivo). Ou seja, uma extensao finita separdvel de um corpo

¢ uma extensdo simples.

Demonstragdo. Se F' é um corpo finito, entdao £ também ¢é finito. Seja o um gerador para
o grupo ciclico E* de elementos diferentes de zero de E sob a multiplicacdo. Temos entao
que E = F(«), entdo a é um elemento primitivo neste caso.

Suponhamos que F' é infinito, e provaremos o teorema no caso de £ = F(§,7). O
argumento de indugao deste para o caso geral é direto. Seja irr(3, F') com zeros distintos
B =P1,..., B, ¢scja irr(y, F) com zeros distintos v = v1,...,%m, em F, onde todos os
zeros sao de multiplicidade 1, ja que E é uma extensao separavel de F'. Como F' é infinito,

podemos encontrar um a € F' tal que
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a# (Bi—5)/(v =)

para todos i ¢ j, com j # 1. Ou scja, a(y — ;) # i — 5. Deixando o« = 8 + a7y, temos
que a = [+ ay # B; + av;, entao

o —ay; 7 Bi
para todo ¢ e todo j # 1. Seja f(X) =irr(8, F), e considere
WX) = fla = aX) € (F(a))[X].

Agora, h(y) = f(8) = 0. Porém, h(vy;) # 0 para j # 1 por construcdo, ja que [3;
eram os unicos zeros de f(X). Portanto, h(X) e g(X) = irr(y, F) tém um fator comum
em (F(«))[X], ou seja, irr(y, F(«a)), que deve ser linear, ji que 7 é o tinico zero comum
de g(X) e h(X). Assim, v € F(«) e, portanto, § = a — a7y estd em F(«). Portanto,
F(8,7) = F(a).

O

Definicao 4.81. Uma extensao finita K de um corpo F' é uma extensdo normal finita de

F se K é um corpo splitting e uma extensao separdavel de F.

Teorema 4.82. Seja K uma extensio normal finita de ' e E uma extensao de F.
Considere a cadeia de extensies F < E < K < F. Entio K é uma extensio normal
finita de E e G(K/E) é exatamente o subgrupo de G(K/F) consistindo de todos aqueles
automorfismos que deixam E fizo. Além disso, quaisquer dois automorfismos o e T em
G(K/F) induzem o mesmo isomorfismo de E sobre um subcorpo de F' se, e somente se,

o e T pertencem a mesma classe lateral a esquerda de G(K/E) em G(K/F).

Demonstragio. Se K é um splitting corpo de um conjunto {f;(X) | i € I} de polinémios
em F[X], entao K é um splitting corpo sobre E desse mesmo conjunto de polindémios
vistos como elementos de E[X]. O teorema 4.76 mostra que K é separavel sobre E, ja
que K é separavel sobre F'. Assim K é uma extensiao normal de E. Isso estabelece nossa
primeira afirmacao.

Agora todo elemento de G(K/FE) é um automorfismo de K deixando F fixo, j& que
deixa até mesmo o corpo possivelmente maior E fixo. Assim G(K/FE) pode ser visto
como um subconjunto de G(K/F'). Como G(K/E) também é um grupo sob composicao

de fungoes, vemos que G(K/FE) < G(K/F).
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Finalmente, para o e 7 em G(K/F'), 0 e T estao na mesma classe lateral & esquerda de
G(K/E) se, e somente se, 7~ 'o € G(K/FE) ou se, e somente se, 0 = Ty para u € G(K/FE).
Mas se 0 = 7 para p € G(K/FE), entdo para o € F, temos

o(a) = (tp)(a) = 7(u(a)) = (@),

desde que u(a) = a para a € E. Reciprocamente, se o(«) = 7(a) para todo o € E, entdo

(7710 () = «

para todo a € F, entdo 7o deixa F fixo, e p = 7710 estd em G(K/E). O

Defini¢ao 4.83. Se K é uma extensao normal finita de um corpo F, entdo G(K/F') é

chamado o grupo de Galois de K sobre F.

4.5 O Teorema Principal de Galois

O teorema fundamental da teoria de Galois mostra que determinada correspondéncia
¢ biunivoca quando a extensao ¢ finita, normal e separavel. Uma extensao reunindo estas

trés propriedades é chamada extensao de Galois. Vejamos o teorema principal.

Teorema 4.84. Seja K uma extensao normal finita de um corpo F, com o grupo Galois
G(K/F). Para um corpo intermedidrio E, em que F' C E C K, seja \(E) o subgrupo de
G(K/F) que deiza E fivo. Entdo, A é uma correspondéncia biunivoca entre o conjunto de
todos os corpos intermedidrios E e o conjunto de todos os subgrupos de G(K/F). Além

disso, as sequintes propriedades valem para \ :
1. M(E)=G(K/E);
2. E = Kq/py = K\E);
3. Se H< G(K/F), entio N(Ky) = H;

4. [K - El =| ME) | e [E: F] = (G(K/F) : M(E)), em que (G(H/F) : \(E)) € o
nimero de classes laterais a esquerda de \(E) em G(K/F);

5. E € uma extensio normal de F' se, e somente se, \(E) é um subgrupo normal de

G(K/F). Em particular, quando A\(E) é um subgrupo normal de G(K/F), tem-se
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G(E/F) ~ %

Antes de demonstrarmos este teorema fagamos um exemplo de sua utilizagao:

Exemplo 4.85. Seja K = Q(v/2,1/3). Agora K, é uma extensdo normal de Q, e o exem-
plo 4.53 mostrou que existem quatro automorfismos de K deixando Q fixo. Lembremos

os valores se sua base sao {1,v/2,1/3,v/6} para K sobre Q.

{i,01,02,0'3} (42)

A N

{i,01} {i, 02} {i, 03}

o~ 7

Equation 4.2: Diagrama de grupo.

{1}

Q(V2,V3) = Ky (4.3)

Koy = Q(V3) QV?2) = K{i o) Q(V6) = Krioy)

\/

Q = K{i,m ,02,03}

Equation 4.3: Diagrama de corpo.
Vejamos que:

i : Aplicacao identidade.
o1 : Aplica V2 em —\/ﬁ, V6 em —\/6, ¢ deixa os outros fixos.
oy 1 Aplica V3 em —v/3, V6 em —v/6, e deixa os outros fixos.
o3 : Aplica v/2 em —v/2, v/3 em —/3, e deixa os outros fixos.

A lista completa de subgrupos, com cada subgrupo emparelhado com o corpo inter-

mediario correspondente que deixa fixo, é a seguinte:

{i,01,09,03} <+— Q
{io} <= QW3
{ioe} = QK2
{i, 05} A Q(v6)

{i} — Q(V2,V3).
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Todos os subgrupos abelianos {i, 01, 02,03} sdo subgrupos normais e todos os corpos
intermediarios sao extensoes normais de Q.

Observe que se um subgrupo estiver contido em outro, entdo o maior dos dois sub-
grupos corresponde ao menor dos dois corpos fixos correspondentes. Quanto maior o
subgrupo, ou seja, quanto mais automorfismos, menor serd o corpo fixo, ou seja, menos
elementos permanecerao fixos. Na figura 4.2 damos os diagramas correspondentes para os
subgrupos e corpos intermediarios. Observe que os grupos proximos ao topo correspon-
dem aos corpos proximos a parte inferior. Ou seja, um diagrama parece o outro invertido

ou virado de cabega para baixo.

Agora seguimos com a demonstracao o teorema 4.84, ou seja, encerramos este capitulo
com a demonstracao do principal resultado desta dissertacao, por ser a conexao entre a

Teoria de Grupos e a Teoria de Corpos.

Demonstracdo. Primeiramente, observamos que a bijecao de A segue das propriedades 1, 2

e 3. De fato:

i) Injetividade: Se E; e Ey sdo corpos intermedidrios tais que A(E;) = A(Esy), por 1,
isto implica que G(K/E,) = G(K/E,). Assim, de 2, temos:

By = Keg/ey) = Kxe) = Kae,) = Kak/e) = Ea.

Portanto, £ = E».

ii) Sobrejetividade: Seja H subgrupo de G(K/F'), qualquer. Da proposigao 3, segue
que o corpo intermediario Ky ¢é tal que A(Ky) = H, logo H € ImA. Por (i) ¢ (i),
A € bijecao.

Provemos agora as propriedades de 1 a 5.
Veja que a propriedade (1), \(E) = G(K/FE), é valida, pois o subgrupo de G(K/F)

que deixa FE fixo, é exatamente o grupo G(K/FE), em que
G(K/E) = {0 : K — K, automorfismo, tal que o(a) = a,V a € E},

ja que se o(a) = a,V a € F, sendo F < F, tem-se também, o(b) =b,V b € F.

Com relacao a propriedade (2), veja que neste contexto, segue, pelo teorema 4.51, que
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E < Ke(k/E)-

Por outro lado, se @ € K tal que o ¢ FE, entdo como K é uma extensao normal
de E, usando o isomorfismo de conjugacao e o teorema 4.55, podemos encontrar um
automorfismo de K que deixa E fixo e que aplica @ em um zero 5, « # 3, de irr(a, F).

Ou seja, se « € K e o ¢ E entdo existe 0 € G(K/F) tal que o(a) # «, logo

a ¢ Kqk/r), pela argumentacao contrapositiva,
Kaxp) < E.
Portanto, segue a igualdade
E =Kq(K/E).
Provemos agora a propriedade 3, a saber: se H < G(K/F) entao
AMKy)=H.

Suponha por absurdo que A(Kpg) # H, ou seja, que H seja um subgrupo proéprio de
AN Kp).
Veja que como K é uma extensao normal finita, em particular, K é uma extensao

separavel finita, logo, pelo teorema 4.80,
K = Ky(a), para algum a € K.
Digamos que [K : Ky| =n, e entdo como K é extensao normal finita, temos:
n=|K:Ky|={K:Ky}=|GK/Kpg)|

Assim, H subgrupo préprio de G(K /Ky ) implica que | H |<| G(K/Ky) |= n, e assim,

segue também que
| H |< [K : Kg] =n.

Agora suponha que H = {01, 02,...,0y5|} e considere o polinémio:

|H|

FX) = [I(X = oi(e)).

=1
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Veja que o grau de f(X) ¢ | H | que ¢ tal que | H |[< n.
Agora, os coeficientes de cada poténcia de X em f(X) sdo expressoes simétricas em

o;(a), por exemplo, o coeficiente de
XH=1 ¢ —g)(a) — o9(a) — ... — o (@),

portanto, esses coeficientes sao invariantes sobre cada isomorfismo o; € H, pois se 0 € H,

entao
001, ...,00H]
é ainda a sequéncia
O1y---,0|H|s

exceto pela ordem, pois H é um grupo.

Consequentemente, f(X) tem os coeficientes em Kp, ou scja,
f(X) € Kn[X].

Além disso, como algum dos o; é a identidade i, segue que algum dos o;(«) é a, e
entao f(X) =0.

Portanto, temos que
deg(a, Ky) <|H |[<n=[K: Ky]=[Ky(a): Ky,
o que é impossivel, pois
deg(a, Ky) = [Kg(a) : Kyl

por definicao.

Logo, necessariamente,
H = \Kpg)

e segue a propriedade 3.

A propriedade 4, segue do fato que [K : F] = {K : E}, [E : F] = {E : F}, e da tltima
definicao do teorema 4.82.

Com relagdo a propriedade 5, veja primeiramente que, pelo teorema 4.76, que toda
extensao F de F', tal que FF C F C K, em que K é separavel sobre I, também é separavel

sobre F'. Portanto, E é normal sobre I’ se, e somente se, E é um splitting corpo sobre F'.
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Pelo teorema 4.55, todo isomorfismo de E, sobre um subcorpo de F' que deixa F fixo
pode ser estendido para um automorfismo de K, pois K é uma extensao normal sobre
F. Portanto, os automorfismos de G(K/F) induzem todos os possiveis isomorfismos de
E sobre um subcorpo de F que deixa F fixo. Pelo teorema 4.64, isso mostra que E é um
splitting corpo sobre F' e, consequentemente, ¢ normal sobre F', se, e somente se, para
todoo € G(K/F)ea € E, o(a) € F.

Pela propriedade 2, E é o corpo fixo de G(K/FE), logo o(a) € E se, e somente se, para
todo 7 € G(K/E) :

7(o(@)) = o(a)
e essa igualdade é valida, se e somente se,
(c7'r0)(a)=a,Ya € E,Yo€GK/F)YT1€eGK/E).

Mas isto significa que para quaisquer o € G(K/F) e 7 € G(K/E), o '70 deixa todo

elemento de FE fixo, ou seja,
o't € G(K/E),

e, pela proposigao 3.15, sabendo que 0~ '70 = o7 7(071) 7!, essa é exatamente a condicio
para que G(K/E) seja um subgrupo normal de G(K/F).
, ] - G(K/F)
Resta mostrar que quando E é extensao normal de F, entao: G(E/F) ~ m
Para tanto, dado ¢ € G(K/F), seja og o automorfismo de E induzido por o (que
existe pois estamos assumindo que E é uma extensao normal de F).
Portanto, op € G(E/F).

A aplicacao
¢®: G(K/F) — G(E/F)
o — CI)(U) ‘=0Eg

¢ um homomorfismo de grupos pois:

Vo, e GIK/F): (o) = (o¢)r = oppp = ®(0)P(¥),

agora, sabemos que pelo teorema 4.64, todo automorfismo p de £ que deixa F' fixo pode
ser estendido para algum automorfismo de K, ou seja, tal automorfismo é u = 75 para

algum 7 € G(K/F). Portanto, a aplicacao ® é sobrejetora. Além disso, note que o nicleo

de @ ¢ G(K/E).
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Portanto, pelo 1° Teorema do Isomorfismo 3.18 para grupo:

G(K/F)

O

O proéximo capitulo, finalmente exibimos um polindémio de grau 5 insolavel por radicais

e para a argumentacao deste fato este tultimo resultado é crucial.



5 A insolubilidade da quintica

Neste capitulo, mostraremos que nem todos os zeros de um polinémio quintico (grau
5) f(X) podem ser expressos em termos de radicais. Estamos familiarizados com o fato

de que um polinémio quadratico f(X) = aX? + bX + c,a # 0, com coeficientes reais,

—b =+ vb? — dac
m
2a
mostramos que todo polindmio de grau 3 ou 4 também tem a propriedade de que cada

te como zeros em C. Mas ainda, ao longo dos capitulos anteriores,

zero pode ser expresso em termos de radicais, entretanto, este fato nem sempre ocorre
para um polinémio de grau 5. Depois que matematicos tentaram durante anos encontrar
a “férmula do radical” para zeros de um polindmio de 5° grau, foi um triunfo quando Abel
provou que uma determinada quintica nao pode ser soliivel por radicais. Finalizamos este
capitulo com a apresentacao de um polindmio de quinto grau, em Q[X], ndo soluvel por
radicais, a saber, o teorema 5.8. No que segue, iniciamos a jornada para a demonstragao

desse resultado.

5.1 Extensoes por radicais

Definicao 5.1. Uma extensao K de um corpo F' ¢é uma extensao de F' por radicais
se houver elementos aq,...,a, € K e inteiros positivos nq,...,n, de tal modo que K =
Flay,...,a.),af* € Feaj € F(ag,...,a;—1) para 1 < i < r. Um polinémio f(X) €
F[X] é solavel por radicais F' se o splitting corpo E de f(X) sobre F' estd contido em

uma extensao de F' por radicais.

Um polinémio f(X) € F[X] é, portanto, solivel por radicais sobre F' se pudermos
obter cada zero de f(X) usando uma sequéncia finita das operagoes de adigao, subtragao,
multiplicagao, divisao e tomando raizes n;-ésimas, comecando com elementos de F.

Embora nosso objetivo final seja demonstrar que existe uma quintica nao soltvel na

107
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caracteristica 0, nao quer dizer que nenhuma quintica scja solivel, como mostra o exemplo

a seguir.

Exemplo 5.2. O polindomio X® — 1 é soltvel por radicais sobre Q. O splitting corpo K
de X?® — 1 é gerado sobre Q por uma raiz quinta primitiva ¢ de unidade. Entao ¢® = 1,
e K = Q(¢). Analogamente, X® — 2 ¢ soltvel por radicais sobre Q, para o seu splitting

corpo sobre Q é gerado por v/2 e ¢, em que /2 é o zero de X% — 2.

Assumimos a partir de agora que todos os corpos mencionados tém caracteristica 0.
O seguinte lema faz a conexao entre a solubilidade de um polinémio com o grupo de

Galois.

Lema 5.3. Sejam F um corpo de caracteristica O e a € F. Se K é um splitting corpo de

X" —a sobre F, entao G(K/F) é um grupo solivel.

Demonstracdo. Suponha primeiro que F' contém todas as raizes n-ésimas da unidade. Pela
obervacao 4.36, as raizes n-ésimas da unidade formam um subgrupo ciclico de (F*, -). Seja
¢ um gerador do subgrupo. (Na verdade, os geradores sao exatamente as raizes n-ésimas

primitivas da unidade). Entao, as raizes n-ésimas da unidade sao

]‘7C7 §27 st 7<n71'

Se B € F é um zero de (X" — a) € F[X], entao todos os zeros de X" — a sdo

/B7C/87C2/67"'7<n_1/8'

Desde que K = F(f), um automorfismo o em G(K/F) ¢ determinado pelo valor o(5)
do automorfismo o em 3. Agora se o(3) = ('B e 7(8) = /B, onde T € G(K/F), entio

(r0)(B) =7(0(8)) = 7(¢'B) = ¢'7(B) = ¢'¢'B,

desde que ¢ € F. Analogamente,

(07)(B) = ¢7C'B.

Por isso o7 = 70, e G(K/F) é abeliano e, portanto, soluvel.
Agora suponha que F' nao contém uma raiz n-ésima primitiva da unidade. Seja ¢
um gerador do grupo ciclico de raizes n-ésimas da unidade sob multiplicacao em F. Seja

£ novamente um zero de X" — a. Como [ e ([ estao ambos no splitting corpo K de
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X" —a,( = ((B)/B estda em K. Scja F' = F((), entao teremos as extensoes F' < F' < K.
Agora F' é uma extensao normal de F, desde que F’ é um splitting corpo de X™ — 1.
Como, F" = F({), um automorfismo n em G(F'/F') é determinado por n((), e devemos
ter n(¢) = (' para algum i, ja que todos os zeros de X™—1 sao poténcias de (. Se u(¢) = ¢?
para 1 € G(F'/F), entao

(1n)(€) = n(n(Q)) = u(¢") = u(Q)' = ()" = ¢7,
e, analogamente,
(i) (¢) = ¢¥.
Por isso, G(F'/F) é abeliano. Pelo Teorema Principal da Teoria de Galois 4.84,
{i} < G(K/F') < G(K/F)

é, segundo as defini¢oes 3.26 e ??uma série normal e, portanto, uma série subnormal de
grupos. A primeira parte da prova mostra que G(K/F’) é abeliano, e a teoria de Galois
nos diz que G(K/F)/G(K/F') é isomorfo a G(F'/F), que é abeliano. Agora, se um
grupo tem uma série subnormal de subgrupos com grupos de quocientes abelianos, entao
qualquer refinamento desta série também tem grupos de quocientes abelianos. Assim, uma
série de composigao de G(K/F) deve ter grupos de quociente abeliano, entdao G(K/F) é

soltivel. 0

O teorema a seguir faz a conexao de todos os elementos necessarios para a argumen-

tacao de 5.8

Teorema 5.4. Seja F' um corpo de caracteristica 0. Considere a cadeia de extensoes de
corpos F < E <K < F, em que E é uma extensdo normal de F e K é uma extensdo de

F por radicais, entio G(E/F) é um grupo solivel.

Demonstracdo. Mostraremos primeiro que K esta contido em uma extensao normal finita
L de F por radicais e que o grupo G(L/F) é soltvel. Se K é uma extensao por radicais,
entdo K = F(ay,...,q,) em que o € F(ay,...,q; 1) para 1 < i <r e a} € F. Para
formar L, primeiro formamos o splitting corpo Ly de f1(X) = X™ — af! sobre F. Entao
Ly ¢ uma extensao normal de F, ¢ do lema 5.3 mostra-se que G(L;/F') ¢ um grupo soltavel.

Agora o4? € Ly formamos o polinémio
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J2(X) = Toeqr,/m[X™ — o(az)™].

Como este polindémio ¢ invariante sob agao de qualquer ¢ em G(Li/F), vemos que
f2(X) € F[X]. Seja L o splitting corpo de fa(X) sobre L. Entao Ly é um splitting corpo
sobre F' também e é uma extensdo normal de I’ por radicais. Podemos formar Ly a partir
de L, por meio de passos repetidos como no lema 5.3, passando para o splitting corpo
de X™ — g(ay)™ a cada passo. Pelo lema 5.3, vemos que o grupo Galois sobre F' de
cada nova extensao, assim formada, continua a ser solivel. Continuamos este processo de
formacao do splitting corpo sobre F' desta forma: Na fase ¢, formaremos o splitting corpo

do polinémio

[i(X) = recn_1/m) X" — o(a;)™]

sobre L; ;. Finalmente, obtemos um corpo L = L, que é uma extensao normal de F
por radicais, e vemos que G(L/F) é um grupo solivel. Vemos pela construgdo que K é
subcorpo de L.

Para concluir, basta notar que pelo teorema 4.84, temos que G(E/F) ~ G(L/F)/G(L/E).
Por isso, G(F/F') é um grupo quociente e, portanto, uma imagem homomorfa, de G(L/F).

Logo, G(L/F) é soluvel e entao G(E/F) é soluvel. O

Observacao 5.5. Sabemos por defini¢ao, que um polinémio f(X) € F[X] é solivel por
radicais sobre F' quando seu splitting corpo, F, estd contido em uma extensao de F' por
radicais, K. Ou seja, se E é splitting corpo de f(X) obedecendo a cadeia de extensoes
F<E<K<F , com K sendo uma extensao de F' por radicais. Se isto ocorre, segue do
teorema anterior que o grupo de Galois de F sobre F', G(E/F), é um grupo solivel.
Com isso, através da argumentagdo contra-positiva, podemos afirmar que: sendo F
o splitting corpo de f(X) obedecendo a cadeia de extensdes FF < E < K < F, com K
sendo uma extensao de F, se G(E/F), é um grupo nao soltvel (isto é, insoluvel), entao,
K nao é uma extensao por radicais de F' e, portanto, o polinémio f(X) nao é soluvel por

radiciais sobre F'.

5.2 Funcoes simétricas

Sejam F um corpo e yi,¥s, ..., Y, indeterminadas. Existem determinados automor-

fismos naturais de F(yi,¥2,...,yn) que deixam F fixo, nomeadamente, aqueles defi-
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nidos por permutagoes de {yi,...,y,}. Para ser mais explicito, seja ¢ uma permu-
tagdo de {1,...,n}, ou seja, 0 € S,. Entdao o di origem a uma aplicacdo natural
7 (Y155 9n) = F(y1,- .-, yn) dada por

o (f(yb v ;yn)> _ f(y0(1)7 oo 7ya(n))
g(y17 cee 7yn> g(y0(1)7 s 7ycr(n))

para f(y1, - Yn)s 9(Y1,- - Yn) € Flyr, ..., ynl, com g(y1,...,yn) # 0. Veja que & é um
automorfismo de F'(yq,...,y,) que deixa F' fixo. Os elementos de F(yi,...,y,) deixados

fixos por todo @, para todo o € S,, sdo aquelas fungoes racionais que sao simétricas nos

indeterminados yq, ..., Yn-
Defini¢ao 5.6. Um elemento do corpo F(y1,...,y,) ¢ uma funcido simétrica em
Y1, ---,Yn sobre F. se for deixada fixa por todas as permutagdes de yi, . . ., Y, no sentido

explicado acima.

Teorema 5.7. Sejam si,...,s, as funcoes simétricas elementares nos indeterminados
Y1, - Yn. Entao toda funcio simétrica de yi,...,y, sobre F é uma fungdo racional das
fungoes simétricas elementares. Além disso, F(y1,...,yn) € uma extensio normal finita

de grau n! de F(s1,...,8,), € o grupo de Galois desta extensdo é naturalmente isomorfo

aS,.

Demonstracio. Seja S, o grupo de todos os automorfismos @ para o € S,,. Observe que
S,, é isomorfo a S,,. Seja K o subcorpo de F(yy,...,y,) que é corpo fixo de S,,. Considere
o polinémio

n

FX) = TI(X —w);

i=1
este polinomio f(X) € (F(y1,--.,yn))[X] é um polindmio geral de grau n. Seja 7x a
extensao de @, de forma natural, para (F(yi,...,y,))[X], onde x(X) = X. Agora f(X)

¢é deixado fixo por cada aplicacao de ox para o € S,,; ou seja,

H(X —yi) = H(X — Yoli))-
=1 =1
Assim, os coeficientes de f(X) estdo em K; sao fungoes simétricas elementares em

Y1, - - -, Yn. Como ilustracdo, observe que o termo constante de f(X) é

(=D)"hy2 - Yns
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o coeficiente de X" ' é —(y; + 42 + ... + yn), ¢ assim por diante. Estas sdo fungoes
simétricas em ¥, ..., Yn.

A primeira funcao simétrica elementar em ¥y, ..., ¥y, €
St=y1ty2+ ...+ Un,

a segunda € sy = Y1Yo+Y1Y3+- - - +Yn_1Yn, € assim por diante, e 0 enésimo é s, = Y19 . . . Yn.
Considere o corpo E = F(s1,...,s,). Como E < K, onde K é o corpo de todas as
fungoes simétricas em vy, . .., y, sobre F'. Mas F'(yi,...,y,) é uma extensao normal finita

de FE, ou seja, o splitting corpo de

n

FX) = 11X —w)

i=1
sobre E. Como o grau de f(X) é n, temos que
[F(yluvyn) : E} <nl.

No entanto, como K é o corpo fixo de S,, e
| S |=] S |=nl,
temos também que
nl <{F(y1,...,yn) : K} < [Fy, ... y0) 0 K]
Portanto,
n! <[F(yr,. . yn) : K] <[F(y1,.--,yn) : E] <nl,
entao
K=F.

O grupo de Galois de F(yi,...,yn) sobre E é, portanto, S,. O fato de K = F
mostra que toda funcao simétrica pode ser expressa como uma fungao racional das fungoes

simétricas elementares sy, ..., S,. (I
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5.3 A insolubilidade da quintica

A estratégia serd de mostrar que existe um subcorpo F' de R e um polinémio f(X) €
F[X] de grau 5 tal que o splitting corpo E de f(X) sobre F' tem um grupo de Galois
isomorfo a S5, por meio do teorema 5.7, que sabemos que é um grupo insoluvel, pelo
exemplo 3.34. Pois com isso, segue da observacgao 5.5 que f(X) nao é soluvel por radical
sobre F'.

Sejam y; € R transcendente sobre Q, y» € R transcendente sobre Q(y;), e assim
sucessivamente, até chegarmos ys; € R transcendente sobre Q(y1, ..., y4). Pela completude
do corpo dos niimeros reais tais niimeros reais transcendentes existem. Os transcendentes
encontrados dessa maneira sao elementos transcendentes independentes sobre Q.
Seja E = Q(y1,--.,Ys), € seja

5
f(X) = H(X — Yi)-

Entdo f(X) € E[X]. Agora, os coeficientes de f(X) estdo, a menos de sinal, entre as
fungoes simétricas elementares sobre y;, a saber,

S1 =Yt Y2+ +Ys,

S2 = Y1Y2 + Y1Ys + Yi¥a + Y1Ys + Y2Ys + YoYa + Y2Ys + Y3Ya + Y3Ys + Yals,

85 = Y1Y2Y3YaYs.
O coeficiente de X’ em f(X) é +s5_;. Seja F' = Q(s1, Sa,. .., s5); entao f(X) € F[X]

(conforme a figura 5.1).

E:Q(yla'"?yf))

F:Q(Sla"'785)

Q

Figura 5.1: Torre de corpos.

Entao, F é um splitling corpo sobre F' de f(X). Uma vez que y; se comportam como

indeterminados sobre Q, para cada o € S5, 0 induz como automorfismo ¢ de E definido
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5
por g(a) = a para a € Q e 5(y;) = Yo(;). Uma vez que [[(X — y;) é 0 mesmo polindmio
i=1

5
que H(X — Yo(i)), temos que

=1

5‘(81) = S;
para cada 7, assim o deixa F’ fixo, e portanto ¢ € G(FE/F). Agora, S5 tem ordem 5!, entdo
| G(E/F) |z 5!.

Mas, o splitting corpo do polinémio de grau 5 sobre F' tem grau no maximo 5! sobre

F, podemos ver que
| G(E/F) |< 5L

Entdo, | G(E/F) |= 5! e o automorfismo ¢ compoem o grupo completo de Galois
G(E/F). Portanto, G(E/F) ~ S5, entao G(E/F) nao é soluvel. Isso completa nosso

esboco, e resumimos em um teorema, a saber:

Teorema 5.8. Sejam y1,...,ys numeros reais transcendentes independentes sobre Q. O
polinomio
5
FX) =TIX —w)
i=1
nao € solivel por radicais sobre F' = Q(s1,...,85), em que s; € o i-enésimo elemento da

fungdo simétrica em yy, ..., ys.

Ou seja, o esbogo para a compreensao do teorema 5.8 consistiu em provarmos que
existe um subcorpo F' dos niimeros reais e um polinoémio f(X) € F[X] de grau cinco com
um splitting corpo E sobre F' de tal modo que G(E/F) ~ S5. Entretanto, S5 ndo é um
grupo soluvel ji que sua série de composicao ¢ dada por {i} < As < S5, com As nao

abeliano.



6 Consideracoes finais

Ao longo dessa dissertacao, pudemos estudar a evolucao da algebra ao longo dos sécu-
los. Diversos estudiosos contribuiram para a sua construcao, como Al-Khwarizmi, Bhas-
kara, Tartaglia, Cardano e o génio incompreendido Galois. Toda essa teoria desenvolvida
foi primordial para resolvermos problemas abstratos na matematica.

Buscamos também estabelecer a conexao entre a historia da matematica com a cons-
trugao da formalizacdo da algebra como disciplina, com foco principal nos métodos de
resolucao das equagoes polinomiais de grau menor igual que cinco.

Com esse percurso tragado, chegamos na insolubilidade da quintica, apresentamos as
nogoes basicas de estruturas algébricas como: grupos, anéis, corpos e anéis de polinémios,
elementos da teoria de Galois, tais como: extensao de corpos, corpo de Galois, grupo de
automorfismos, splitting corpo, extensao separavel e o grupo de Galois, onde também apre-
sentamos o seu teorema principal, até, por fim, chegarmos na insolubilidade da quintica
por radicais.

Logo, podemos perceber o quanto a algebra foi um campo de estudo bem elaborado,
com fundamentos tedricos que permeiam até os dias atuais. O estudo da insolubilidade
da quintica apresenta todo esse trajeto e também destaca a genialidade do jovem Galois.

Vimos também, que o critério de solubilidade desenvolvido por Galois, resolveu um
problema milenar. Esse fato torna seu critério uma das solugdes mais importantes da
historia da matematica. Porém, destacamos que a importancia desse critério consiste no
uso de uma estrutura abstrata (grupos) para solucionar um problema que nao apresentava
nenhuma conexao aparente. E isso evidenciou o potencial da algebra para a solucao de

problemas complexos, mas iniciou a era da matematica moderna.
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