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“ Ensinar nao é uma funcao vital,
porque nao tem o fim em si mesma;
7

a funcao vital é aprender.

Aristoteles



Resumo

Dentre os polindmios que satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés termos estdo os
polinémios ortogonais, @, (x), e os polindmios similares aos ortogonais, By, (z). Consideramos, aqui,
polinémios @y, (z) e B, (z) satisfazendo relagoes de recorréncia cujos coeficientes sao ilimitados mas
de variacao regular e tém comportamentos diferentes para indices impares e pares. O principal
objetivo deste trabalho é obter propriedades assintéticas relacionadas aos polinémios similares. O
comportamento limite das sequéncias {Bn/Bn_g}, {Bgn_l/Bgn}, {BQn/BQn+1} e {B;L/(an)} é
analisado, alguns casos especiais sao discutidos e, também, aplicacoes dos resultados obtidos para

algumas familias dos polinémios B, (z) sao dadas.

Palavras-chave: polinémios ortogonais, L-polinémios ortogonais, relagdo de recorréncia de trés

termos.
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Abstract

Orthogonal polynomials @, (x) and the orthogonal L-polynomials B, (t) are polynomials that
satisfy three term recurrence relation. We assume, here, that the coefficients of the recurrence
relation of the polynomials @, (x) and B,(z) are unbounded but vary regularly and have differ-
ent behaviour for even and odd indices. The main purpose of this work is to obtain asymptotic

properties related to the polynomials By, (z). The limiting behaviour of the sequences {Bn / Bn_g},

{Bgn_l / Bgn}, {Bgn / an+1} e {B;L / (an)} was analyzed and some special cases were considered.
We also applied the results to some families of polynomials B,,(z).

Keywords: orthogonal polynomials, orthogonal L-polynomials, three term recurrence relation.
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Capitulo 1

Introducao

Entre os polindémios associados a uma relacao de recorréncia de trés termos estao os polinémios
ortogonais e os polinémios similares aos ortogonais ou, simplesmente, polindmios similares.

Primeiramente, faremos uma breve introducao sobre distribui¢do (ou medida) para que pos-
samos definir polindmios ortogonais e similares.

Chamamos de ponto de aumento de uma fungdo real ¢, nao-decrescente e definida em um
intervalo (a, b), qualquer ponto £ € (a,b) tal que ¢ ndo é constante em qualquer intervalo [§ —¢, {+¢]
com £ > 0. Se £ é um ponto de aumento isolado, entao existe € > 0 tal que ¢ é constante nos
intervalos (£ —¢,&) e (§,£ +¢€).

Seja ¢ : R — R uma funcao nao-decrescente, com infinitos pontos de aumento em (a,b),

—00 < a < b < oo, e tal que as integrais

b
o, = / Tde(T), m=0,1,2,... (1.1)

existem e sao finitas. Nessas condigoes, d¢(7) é chamada distribui¢do (ou medida positiva) em
(a,b). Se dp(1) = w(7)dr, w(r) é chamada fungao peso em (a,b).

Agora, se as integrais (1.1) existem e sdo finitas para m = 0,+1,£2, ..., entdo d¢(7) é chamada
distribuicao forte em (a,b). Nessas condicoes, se dp(7) = w(T)dr, w(T) é chamada de fungao peso
forte em (a,b). Quando (a,b) C (0,00), dizemos que d¢(7) ¢ uma distribui¢ao forte de Stieljes em
(a,b).

Os valores pi,, sdo chamados de momentos da distribui¢do d¢. Se d¢(7) é interpretada como
uma distribuicao de massa sobre a reta real positiva, entao os momentos p; e po correspondem,
respectivamente, aos primeiro e segundo momentos da distribuicdo de massa. Essa nomenclatura
tem sua origem na Mecanica.

O numero infinito de pontos de aumento garante que

b
/ F)Pd(r) > 0

para qualquer fung¢ao continua e nao identicamente nula em (a,b).
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Definimos o suporte de d¢ (supp (d¢)) como sendo o conjunto dos pontos de aumento de ¢, ou
seja,
supp (do) = {x eR:¢p(x+e)—¢(x—e) >0, para todo € > 0}.

Podemos agora, definir polinémios ortogonais e similares.

Seja P, o espaco de todos os polindmios algébricos de grau menor ou igual a n.

Os polinémios P,(z) € P,, n > 0, pertencem a uma sequéncia de polindmios ortogonais com
relacdo a uma distribui¢ao (medida positiva) d¢(x) sobre um intervalo real (a,b), —0o < a < b < oo,

se satisfazem

n
(1) Pp(z) = Z an,iaji ¢ de grau exatamente n, n >0, isto €, an, # 0,
i=0
g b 0, para m # n,
(i1)  (Pp, Pp) = / P () P (2)do() =
a v, >0, para m =n.

Quando na forma monica, isto é, a,, = 1, satisfazem a uma relacao de recorréncia de trés
termos do tipo
Po(z) = (x — &u—1)Pa—1(z) — 01 Pr—2(2), n>1, (1.2)

com P_i(x) =0, Py(z) =1, én_l ER e by 1 > 0, n>1.
Agora, dada uma distribuicao forte de Stieltjes, di)(t), dizemos que uma sequéncia de polindémios

{Bn(2)}2, ¢ uma sequéncia de polinémios similares se sdo definidos por

(1) Bp(z) € monico de grau exatamente n, n >0,

b 0, para 0<s<n-—1, 1.3

@) [ B @asn = =0F )
a pn >0, para s=n.

Uma importante propriedade envolvendo os polinémios similares, é que eles também satisfazem

a uma relacao de recorréncia de trés termos da forma
B,11(2) = (2 — Buy1)Bn(2) — any12Bn—1(2), n>1, (1.4)

onde By(z) =1, Bi(2) =2z — 1, fn > 0€ apy1 >0, n > 1.

Sabe-se que os coeficientes que aparecem nas relagoes de recorréncia dos polindmios ortogonais
e similares, {én,gn} e {fn,an} respectivamente, armazenam informacgoes sobre as propriedades
desses polinomios e as medidas ¢(x) e 1(t) associadas. Uma aspecto importante esté relacionado
aos problemas em que esses coeficientes possuem propriedades assintoticas.

Dadas as relacoes de recorréncia (1.2) e (1.4), os coeficientes {&n,0n} € {Bn, an} podem ser
limitados ou ilimitados. O caso que iremos abordar neste trabalho é quando os coeficientes da

relagdo de recorréncia sao ilimitados de uma maneira especial, ou seja,

lim éQn/A2n = by, lim 5;7/3/)\2n = an,
n—oo n—oo
(1.5)
lim Eapi1/Aon = b, lim 357/111/)\271 = ay
n—oo n—oo



Introducao

para os polindmios ortogonais moénicos e

lim 5271/)\271 = B(O)a lim a2n/A2n = 04(0)7
(1.6)
lim Boni1/don = Y, lim agni1/Aen = alV)

para os polinémios similares, onde {\,}>2, é uma sequéncia de variacdo regular, que sera definida
no Capitulo 4 (Definigao 4.1). Em [42] e [3] foram estudados os casos onde os coeficientes das
relagoes de recorréncia sao limitados.

O objetivo deste trabalho é estudar as propriedades assintéticas dos polindmios similares quando
os coeficientes das relagoes de recorréncia satisfazem as condigoes (1.6).

Procuramos elaborar um trabalho contendo informagoes claras sobre o assunto, de forma a
servir de referéncia aos que pretendem iniciar seus estudos nesta area.

Organizamos, entao, esta dissertacao da seguinte forma.

Capitulo 2 - Resultados Preliminares - Contém pré-requisitos matematicos que necessitaremos
no decorrer do trabalho. Dois resultados que serao de grande importancia sao o Teorema de Stieltjes-
Vitali e o Teorema de Grommer-Hamburger.

Capitulo 3 - Polinémios Ortogonais e Similares - Fizemos um estudo sobre os polindomios or-
togonais e similares: definigoes, propriedades e alguns resultados sobre seus zeros.

Capitulo 4 - Polinémios Ortogonais: Propriedades Assintéticas - Estudamos, neste capitulo, o

comportamento assintotico das sequéncias {Q%_l }, { Qak } e @n quando os coeficientes
Q2k Q2k+1 nQn

da relagao de recorréncia (1.2) satisfazem (1.5). Foram discutidas, também as fungoes distribuicoes,
algumas aplicagoes em formulas de quadratura e alguns exemplos. A principal fonte de referéncia
foi o artigo de Van Assche [43].

Capitulo 5 - Polinémios Similares: Propriedades Assintdticas - Apresentamos os resultados
obtidos por nés para os polinémios similares, semelhante aos resultados do Capitulo 4, quando os
coeficientes da relagdo de recorréncia (1.4) satisfazem (1.6). Através da transformagao obtida em
Sri Ranga [33], fizemos um estudo das fun¢oes distribuigoes, formulas de quadratura e exemplos.

Capitulo 6 - Consideragées Finais - Apresentamos as observagoes finais sobre o trabalho.

Finalmente, relacionamos, nas Referéncias Bibliogrdficas, os livros e artigos por nos consultados

e/ou citados.



Capitulo 2

Resultados Preliminares

Neste capitulo apresentaremos alguns resultados importantes que serao utilizados nos estudos
que faremos nos capitulos posteriores. Muitos resultados serdo considerados sem demonstracdo, mas

podem ser encontrados nos textos classicos sobre o assunto.

2.1 Resultados Gerais

Sejam C o espago linear dos nimeros complexos, Cyp(R) o conjunto das fungoes reais continuas
definidas na reta e que se anulam fora de um intervalo finito (o que varia com cada funcao) e X4 a

fungao caracteristica de um conjunto aberto A, isto é,

P 1, se z €A,
0, se z&A.

Diremos que a medida de um conjunto aberto A é dada por

()= sun{ [ fytes £ Co®). 1 < 4
R
e que um conjunto N tem medida nula se, para cada ¢ > 0, existe um aberto A. D N tal que
m(A;) <e.

Exemplos de conjuntos de medida nula sao: qualquer conjunto enumerével, a unidao enumeravel

de conjuntos de medida nula.

Definigao 2.1 (Espago Topolégico) Um conjunto Q é um espago topoldgico se existir uma

cole¢io {p;} de subconjuntos abertos em Q tais que:
(1) a uniago de qualquer nimero de abertos for um aberto;
(i) a intersec¢iao de um nimero finito de abertos é um aberto.

Com uma tal colegao {u;} satisfazendo (i) e (ii) determina-se, como consequéncia, que
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(#i1) existe um ponto s de particular interesse, chamado ponto de acumulagao, significando que um
subcongunto aberto A de Q) existe se, e somente se, eriste uma sequéncia em A — {s} que

converge para S;

(iv) existe um subconjunto A de 2, chamado de fechado, se, e somente se, toda sequéncia em A

nao converge jamais para um ponto em 2 — A.

Definicao 2.2 (Lieb [22], p.04) Seja ¥ uma colegio de subconjuntos de ). Essa colegcao é
chamada sigma-dlgebra se sao satisfeitas as sequintes condig¢des:

(1) se A € X, entao A° € X, onde A° := Q\ A é o complementar de A em ) (geralmente,
B\ A:=BnA°);

[e.e]

(ii) se Ay, Ag, ... é uma familia enumerdvel de conjuntos em X, entdo sua uniao U A; também estd
=1

em X;

(7i7) Q € X.

o
(4), (1) e (iti) implicam que & estd em ¥ e que se Ay, Ag,... € X, entdo ﬂ A; €X.

i=1
Definig¢ao 2.3 (Lieb [22], p.12) Suponha que f : Q@ — R é uma fungao real em Q2. Dada uma
sigma-dlgebra X, diremos que uma fungao f é mensurdvel (com respeito a ) se, para cada nimero
t, o conjunto
Se(t) :={x € Q: f(x) >t}
¢ mensurdvel, ou seja, S¢(t) € X.
Se f:Q — C é complexa, diremos que f € mensurdvel se suas partes real e complexa forem

mensurdveis.

Defini¢ao 2.4 (Rudin [29], p.25) Definimos L' (1) como sendo uma colegio de todas as fungdes

mensurdveis complexas f em um conjunto E para as quais

/E\fl dp < oo.

Com essas defini¢oes podemos, entao, enunciar o seguinte teorema.

2.1.1 Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue

Teorema 2.1 (Rudin [29], p.27) Suponha que {f,},2, € uma sequéncia de fun¢des mensurdveis

complexas em um conjunto E tal que f(x) = lim f,(z) existe para todo x € E. Se eriste uma
n—oo

funcio g € LY(p) satisfazendo |fn(x)| < g(x), n =1,2,3,..., x € E, entio f € L' (1),

i [ 1= 1 du=0
n—oo E

lim fn du —/ f dp.
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2.1.2 Convergéncia Uniforme

Definigao 2.5 (Rudin [29], p.230) Dizemos que uma sequéncia de fungoes {fj}?io em € con-
verge uniformemente para f num subconjunto compacto de Q) se, para um dado compacto K C 2 e

todo € > 0, existe N = N(K,¢) tal que, para j > N,
1fi(z) = f(z)| <e, VzeK.

Defini¢ao 2.6 (Churchill [11], p.40) Uma fungio f de varidvel compleza z é analitica em um
ponto 2y se sua derivada f'(2) existe nao somente em zy, mas em todo ponto z em alguma vizinhanca

de zg. A fungao f € analitica em um dominio do plano z se é analitica em todo ponto desse dominio.

Teorema 2.2 (Rudin [29], Teorema 10.28) Seja H(Y) a classe de todas as fungdes analiticas
em Q. Suponha que f; € H(QY) para j > 1 e fj — f uniformemente em subconjuntos compactos de

Q. Entao, f € H(Q) e fj’ — f" uniformemente em todo subconjunto compacto de SQ.

2.1.3 Segundo Teorema de Helly

Teorema 2.3 (Chihara [8], Teorema 2.3, p.54) Seja {¢,} uma sequéncia uniformemente limi-
tada de fungoes nao-decrescentes definidas em um intervalo compacto [a,b] e que converge em |[a,b]

para uma fungao limite ¢. Entdao, para toda fungdo real f, continua em [a,b],

i [ gaon= [ sao

2.1.4 Integral de Riemann-Stieltjes
2.1.4.1 Integral de Riemann

Seja [a,b] um intervalo finito e seja f uma funcdo real, limitada, definida em [a,b]. Uma

sequéncia de nimeros reais 7, £k = 0,1,...,m, tal que
a=Tp<TI<T< - <Tm=>0,
é chamada particao de [a, ] e serd denotada por A. A norma da particao A ¢é definida por
| A|l= max |7 — Tk—1]|
1<k<m
Para cada particao A de [a, b], consideremos

Mg =sup f(r) e myp=inf f(r) para 741 <7 < 7%,

[§
UA f) =) My(me = 7-1) e u(A,f) = mu(me — 1),
k=1 k=1
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Se

lim U(A, f)= lim w(A,f)=1,
IA—0 (8.9) lAl—0 (8.)

entdo dizemos que f é integravel em [a,b] no sentido de Riemann e I é o valor da integral de f no

intervalo [a,b]. Denota-se por

/abf(T)dT I

2.1.4.2 Integral de Riemann-Stieltjes

Consideremos, agora, [a,b] um intervalo finito, ¢ uma funcao real, ndo-decrescente e definida
em [a,b], f uma funcdo definida em [a,b] e A uma particao de [a, b].

Definimos por C da parti¢do A um conjunto de pontos 7, que satisfaz
1 <1 <1, k=1,2,...,m.

Dada uma partigdo A de [a,b] e um conjunto C de A, consideremos a soma

m

S(A,C) = f(rh)[8(mh) — d(mh-1)].
k=1
Se, para todo € > 0, existe um namero s e § = §(¢) > 0 tais que, para toda particao A (com
|| A |l< d) e para toda escolha de C,
|IS(A,C) —s| <e,

entdo s é chamado de integral de Stieltjes (ou integral de Riemann-Stieltjes) de f com respeito a ¢

no intervalo [a,b] e é, geralmente, denotada por

[ o),

Em outras palavras, se existe

lim S(A,Q),
[All—0

entao este limite ¢ chamado de integral de Stieltjes de f com respeito a ¢ em |[a, b].
Um exemplo interessante de integral de Stieltjes é quando se ¢ é uma funcao escada com saltos

nos pontos &1,&o, ..., &,, dada por

0, a<T1<¢,
1, &1 <1 < &,
(1) = § ™ + 72, £ <1 < &3,

T+t & <T<Db,
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onde 71,79, -+ , T, SA0 numeros positivos arbitrarios. Somente os intervalos [7x_1, Tx] que contém

um ponto de salto podem contribuir para a soma S(A,C). Para || A ||< min(§ —&k—1) a soma fica

> F(E)m,
k=1

onde [§f — & < || Al . Se f for continua, temos f(&}) — f(&) quando || A ||— 0 e, assim,
b n
| 0o =Y reom.
@ k=1

2.1.5 Transformada de Stieltjes

reduzida a

Uma transformada importante na teoria de polinémios ortogonais e similares é a transformada
de Stieltjes.

Definigao 2.7 Seja F(x) uma fungao distribuicao, isto €, uma fungao real, nao-decrescente, com
infinitos pontos de aumento satisfazendo F(—oo) =0 e F(oo) = 1. A transformada de Stieltjes de
F(x) é definida por

S(F(x); 2) = /_ LG Y 2.1)

Z—x

Essa fungao é analitica tanto no conjunto {z : I'm(z) > 0} quanto no conjunto {z : Im(z) < 0}

e determina a funcao F'(z) unicamente se F'(z) for normalizada de modo a ser continua a direita.

2.1.6 Convergéncia Fraca

Definicao 2.8 Uma seqiiéncia de fungées distribuicoes Fy,(x) converge fracamente para uma fungao
distribui¢ao F(x) (F,(x) = F(x)) se, para toda fun¢ao f(x) continua e limitada

/f )dF,( —>/ f(z)dF(z (2.2)

Os teoremas a seguir serdo muito importantes no estudo das propriedades assintéticas dos

polindémios ortogonais e similares.

2.1.7 Teorema de Stieltjes-Vitali

Teorema 2.4 Seja {f,}52, uma sequéncia de fungées analiticas numa regido aberta G do plano
complezo. Se {fn}>2 € uniformemente limitada em G e converge num subconjunto E de G, onde

E tem um ponto limite em G, entao {fn}22, converge uniformemente em G.

Vamos considerar o teorema de Stieltjes-Vitali sem demonstragao. Para a demonstracao do
teorema, ver [18]. E importante observar que a forma inicial deste teorema foi provada por Stieltjes
na mesma biografia classica [37] onde ele resolveu o problema de momento e introduziu a integral
de Stieltjes.
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2.1.8 Teorema Fundamental de Grommer-Hamburger

Teorema 2.5 (Arnold [4], Apéndice) Seja {F,}2°, um sequéncia que converge fracamente
para F, isto €, para toda funcgdo continua f com suporte compacto, /den —>/de, e seja
suppn(Fr(R)) < co. Entdo, a transformada de Stieltjes de F,, S(F,(x);z), para z € C, converge
uniformemente para a transformada de Stieltjes de F', S(F(z);z), em conjuntos compactos do semi-
plano superior. Reciprocamente, para uma sequéncia de distribui¢oes {F,}02 o com suppy(Fp(R)) <
00, suponhamos que {S(Fy(x); 2)}52, converge em um conjunto X C C com ponto limite dentro do
semi-plano superior. Entao, existe uma distribuicao finita F tal que S(F,(z); z) converge uniforme-

mente para S(F(x);z) com z em conjuntos compactos, do plano complezo e F,, = F (fracamente).

2.1.9 Interpolacao de Lagrange

Sejam 0, Zn1, ..., Ty, pontos distintos e P,(x) (de grau < n) o polinémio de interpolagao
de f(x) sobre z,, isto é, P,(xy;) = f(zns), ¢ =0,1,...,n. Vamos escrever P,(x) como a seguinte

combinacao linear

Pn(w) = f(xn,())ln,0<m) + f(xn,l)ln,l(m) +..F f(xn,n)ln,n(x)7

onde I, i(x), k=0,1,...,n, sdo polindmios de grau n.

Para que P,(xy,;) = f(zn;) podemos tomar

k(o) =1, k=0,1,...,n,
Lik(zng) =0, 4,k=0,1,....n, i #k.

Entao, o polinémio [, (x) tem n raizes que Sa0 Zp0, Tn1,- - Ty k—1sTnktls-- -1 Lnn-
Logo,

Lng(x) =apip(z—2n0) ... (2 — Tpp—1)(@ — Zppy1) ... (T — Tnp).
Como Iy, (zp 1) = 1, entdo

1

(xmk - :L'n,O) cee (xn,k - xn,k—l)(xn,k - -’En,k—‘rl) cee (xn,k - xn,n) '

Qn k=

Portanto, para £ =0,1,...,n,

(= 2n0). (& —Tpp—1)(@ — Zpgt1) .- (T — Znp)

lpk(x) = . 2.3
#(®@) (Tng = Tn0) - (Tng — Tnk—1)@nk — Tngt1) - - - (Tnk — Tnn) 23)
O polinémio P, (x) definido por
k=0
onde os I, x(z), k =0,1,...,n, sao dados por (2.3), é chamado Polinémio de Interpolacdo de

Lagrange.



2.1 Resultados Gerais

Podemos, ainda, escrever I, ;(z) da seguinte forma

m(x)

(x — @p )™ (Tn k)

ln,k(x) =

onde 7(z) = (z — zppo)(® — Tpn,1) -+ (& — xppn) € 0 polinémio dos nés. Assim, (2.4) pode ser dado

por

N @) i
Pn(x) - kzo (l‘ o xn,k)ﬂ'/(xn,k)f( n,k)~ (25)

2.1.10 Sequéncias Encadeadas

Abordaremos, aqui, alguns conceitos basicos envolvendo sequéncias encadeadas, fazendo isso de

forma breve. Para mais detalhes, veja [8].

Definicao 2.9 Uma sequéncia {a,}52; € chamada uma sequéncia encadeada se existe uma sequén-
cia {gr}72, tal que

(1) 0<go<1l, 0<gp<1, n>1;

(i) an= (1= gn 1)gn, n>1.

onde {gr}72, € chamada de sequéncia de parametros para {an}32; e go € o parametro inicial.

Definicao 2.10 Seja {a,};2, uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de pardmetros {my}72

¢é uma sequéncia de pardmetros minima para {a,}o>, se mgo = 0.

Se a sequéncia de parametros minima ¢ a Unica sequéncia de parametros para {a,}5>; entao

dizemos que {a,} 2, determina seus parametros unicamente.

Definigao 2.11 Seja {a,};2, uma sequéncia encadeada. Uma sequéncia de parametros {My}72
¢ uma sequéncia de pardmetros mdzima, se My > g (k > 0) para qualquer sequéncia de pardmetros

{9k} para {antnZy.

Se {gn}>2, € uma sequéncia de parametros para {a,}>> € g, — g, entdo, a, — (1—g)g < 1/4

(n — o0). O teorema abaixo mostra que a reciproca é vélida.

Teorema 2.6 Seja lim a, = a. Entao, 0 <a<1/4 e
n—oo

1+vI=14
lim M, — —+ Y144

n—oo 2

Além disso, se My > 0 (isto é, se my, # My,), entdo,

. 1—-—+v1—4a
lim m, = ——.

n—o0 2
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Capitulo 3

Polinémios Ortogonais e Similares

Neste capitulo faremos um breve estudo sobre os polinomios ortogonais e similares aos ortogo-
nais. Somente as defini¢coes e propriedades mais importantes para o desenvolvimento deste trabalho

serao apresentadas.

3.1 Polindmios Ortogonais

No Capitulo 1, vimos que os polindémios ortogonais P, (z) sao definidos por

n n
(i) Pu(x) = Z am-xi = ann H (x — xp k) € de grau exatamente n, n >0,
i=0

=1
’ ara m n (31)
(”) <Pna Pm> = / Pn(SC)Pm(m)dgj)(x) - 0, p #n,

v, >0, para m =n.

Se ap, = 1, os polinémios ortogonais sao chamados de polinomios ortogonais moénicos, que

iremos denotar por @,(x). Quando v, = 1, dizemos que eles sdo ortonormais e vamos denota-los
n

n
por pn(x) = Z Uy T = H (T — Znk)-
i=0

i=1
Veremos, agora, algumas propriedades importantes dos polinémios ortogonais P, (z). Um es-

tudo detalhado pode ser encontrado em [8] e [38].

Teorema 3.1 Sejam Py(x), Pi(z),..., Py(z), pertencentes a uma sequéncia de polinémios ortogo-

nais. Entao, eles sao linearmente independentes.

Demonstracao: Sejam cj, j =0,1,...,m, constantes tais que

Z Cij(x) =0.
7=0

Logo, para cada polinomio Py(x), 0 < k < m, obtemos

<chPj,Pk> =(0,P) =0,

J=0

11



3.1 Polinémios Ortogonais

ou seja,

ZC]' <Pj, Pk> = 0.

§=0
Por defini¢ao, (P;, P;) = 0 para j # k e (Py, Py) > 0. Logo,

m
> ¢ (P, Pr) = i (Pr, Py) = 0.
7=0 >0

Portanto, ¢, =0, k=0,1,...,m. [ |

O teorema acima nos diz que os polindémios ortogonais Py(z), k = 0,1,2,...,n formam uma
base para o espago vetorial dos polinomios de grau menor ou igual a n, P,. Como consequénica,

obtemos o seguinte resultado.

Corolario 3.1 Sejam {P,(x)}2%, e {Pn(2)}2%, duas sequéncias de polinémios ortogonais no in-

tervalo (a,b) com relagao a distribui¢ao d¢(x). Entao,

onde c; € uma constante que depende apenas de j.

Teorema 3.2 Seja {P,(x)}22, uma sequéncia de polinémios e do(x) uma distribuicao em (a,b).

Entao, as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(a) {Pn(2)}5%, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo a distribui¢ao dp(x) em

(a,0);
(b) (Pn,m) =0 para todo 7(x) de grau <n —1;

=0, se s<n,

b
© (P = [ xSPn<x>d¢<:c>{ DR

Demonstracao: (a) = (b) Seja m(x) um polindomio de grau < n — 1. Por defini¢ao

’ se m#n
(P, Pn) :/ P (2) Py (z)de(x) :{ 0, #n,

v, >0, se m=n.

Como { P, (z)}5°, € uma sequéncia de polinémios ortogonais, pelo Teorema 3.1, Py, P1,..., P,—1

formam uma base para P,_1. Assim,

n—1
m(z) =Y opPi(x)
k=0

12



3.1 Polinémios Ortogonais

e, entao,
n—1

(P,m) =Y o (Po, Pr) = 0.
k=0

(b) = (c¢) Temos, por hipotese, que (P,,7) = 0 para todo m(z) de grau < n—1. Assim, (P,,z*) =0
se s < n.

Consideremos, agora, s = n. Entao, n(z) = 2" € P,,. Logo,

(Pn,a™) = a; (Po, Pj) = an (Po, Po) # 0.
§=0
(¢) = (a) (i) Consideremos m < n. Seja
Pp(z) = amo + amiz + -+ + amma™, m,m 7 0.

Por hipétese,
va P Z am, k <m P > 0.

Para m > n, a demonstracao é analoga.

(73) Seja m = n. Entao,

(P, P,) Zank<:r P>—ann( " P > 0.

Teorema 3.3 (Relacao de Recorréncia de Trés Termos) Seja {P,(z)}72, uma sequéncia de

polinémios ortogonais em (a,b) relativamente a distribuicao do(x). Entao,

Pota(2) = (i — &) Pu(®) — 6nPoa(2), n 20, (3:2)

com P_1(x) =0 e Po(x) =1, 0p, &€n—1, Tn-1 €ER, n>1ce

An+1,n+1 <$Pm Pn> Yn <Pna Pn>
—_ O’ — —_—, — 0
T An,n 7& &n T <Pn7 Pn> " Tn—1 <Pn—1a Pn—1> 7&
Demonstragao: Temos que P, ( Z an lm Como xP,(x) ¢ um polinémio de grau n+ 1, entao
=0
n+1

(2) = 3 biPia)
1=0

13
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Igualando os coeficientes dos termos de maior grau em ambos os membros da igualdade anterior,
Gn.n
encontramos que by = ————.
An41,n+1

Porém, do Teorema 3.2 (b)

b
@PoP) = [ Pu@aP(@)do() =0, para j<n-2.

Mas, para j < n — 2, de (3.1) temos que

n+1
(@Pn, Pj) =Y bi (P, Pj) = b; (P}, Pj) = 0.
=0

Logo, b; = 0 para j < n — 2. Assim,

1 bn— b
Prii(2) = 7Py () = "= Pac1(2) — 5= Fu(2),
bn+1 bn—l—l bn+1
ou seja,
Pn+1(l‘) = (an - gn)P (SL‘) - 5nPn71(x)a (33)
com . ) ,
= s = n e 5 = ’I’L—l .
n bn+1 gn bn-‘,—l bn—l—l
Como
bn+1 = T )
an+1,n+1
temos que
Gn41,n+1
Yo =
Gn.n
De (3.3), calculando o produto interno (P, 41, P,), obtemos que
 A{xPy, Pp)
o Py
De maneira anédloga, chegamos que
" Tn—1 <Pn—17Pn—1>
|

Como consequéncia deste teorema, facilmente obtemos os dois resultados a seguir.
Corolario 3.2 A sequéncia de polinomios ortonormais {p,(x)}2, satisfaz a sequinte relagao de

recorréncia de trés termos:

a*’ . a*_L 1
2pn(t) = ——"—ppt1(x) + prpn(z) + ——F—pp_1(z), n >0, (3.4)
an—i—l,n—i—l an,n

b
comp_1 =0, po=ai, e p,= / tp2 (t)do(t).
a

14
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A relacao (3.4) pode também ser dada como

Prt1(z) = (pz — §)pn(2) — Opp-1(z),  n >0, (3.5)
onde .
a *
= L g e G=
anvn ’Ynfl

Corolario 3.3 A sequéncia de polindmios ortogonais monicos {Qn(z)}02, satisfaz a relacao de

recorréncia de trés termos:

Qni1(7) = (& = £)Qn(@) = 0,Qn-1(x), n >0, (3.6)
o - o <xQnaQn> s <QnaQn>
com Q_1(x) =0, Qo(x) =1, & = 0 On) >0ed, = Q. On ) > 0.
Como podemos escrever Qpn(z) = pn*(x)7 temos que
o <xQnaQn> * N <QnaQn> o (Q:L—l,n—l)Q'

0 = G Quy PPl =P e 0= e Ty T T (@) (3.7)

Observe que a relagio (3.6) pode ser escrita como

$Qn(x) = 8nQn—1(x) + énQn(m) + Qn-‘rl(x)‘

Desta relagao, mostra-se facilmente que os zeros de @Q,(z) s@o os auto-valores da matriz de

Jacobi .
& 1 0 0 ... 0
o & 10 0 0
0 6 & 1 0 0
S (3.8)
0 0 0 0 ... €no 1
0 0 ... Ome1 Ema

Teorema 3.4 (Identidade de Christoffel-Darboux) Seja {p,(z)}5>, uma sequéncia de polinémios

ortonormais. Entao,

z": o (@)pa(y) = i*pnﬂ(l‘)pn(y) :pn(:v)pn+1(y) _ (3.9)
Pt 7 T—y

Para os polinémios ortogonais monicos Qn(z) (n > 0) com &g # 0, temos

"~ Qr(2)Qk(y) _ (Gobr -+ 6,) ! @nt1(2)@n(y) — Qn(2)Qni1(y) (3.10)
5001 O " T —y ' ’

k=0

15
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Demonstragao: Da relacao de recorréncia (3.5) temos que

Prt1(2)pn(Y) — Po(@)pn1(y) = (2 — Y)vppn()pn(y)
+{Pn(2)Pn-1(y) = Pa—1(x)pn(y) }5;;-

Mas,
so— I Pupn)
" Yn—1 (Pn—1,Pn—1) ’Y:Lfl'
Assim,
Pri1(2)pa(y) — po(@)pnia(y) = ,;i {pn(@)pn-1(y) — Pu-1(z)pu(y) }
+(@ = Y)1mpn()Pn(y). (3.11)
Analogamente,
Pr(2)pn-1(y) — pn1(x)pn(y) = ﬁ—_;{pn—l(ﬂ«")pn—z(y) — pn—2(2)pn-1(y) }
+(& = y)ym_1Pn-1(2)pn-1(y)- (3.12)
Substituindo (3.12) em (3.11), obtemos
P @pa(s) =@ (v) = 2 [pa@po) — ro(@ina()
15— ) D pr(@)pe(v)] (3.13)

k=1

Mas, p1(z) = aj ;7 + aj e po(z) = ag . Entao,

po(y)p1(z) — po()p1(y) = agai (@ — ).
Substituindo em (3.13), temos que

Prr1(2)pn(y) — po(T)pns1(y) = ::—Z ap001,1 + %0 Zpk(fv)pk(y)] (- y).
k=1

*

Como, 7§ = == e po(z) = po(y) = ag, chegamos ao resultado (3.9).
0,0 ’
De maneira andloga, podemos demonstrar (3.10) usando a relagao (3.6). |

Se somarmos e subtrairmos pp+1(z)p,(z) ao numerador da Identidade de Christoffel-Darboux
(3.9), obtemos

_ ipn(x)[pn-‘rl(x) _pn—I—l(y)] _pn—I—l(x) [pn(x) — pn(y)]
kzzopk(x)pk(y) o T —y .

16



3.1 Polinémios Ortogonais

Fazendo y — = em ambos os membros da igualdade acima, chegamos a seguinte identidade

n
/

S {pr(@)} = ,Yi [pn(ar)(pn+1(x)) — puyi(@)(pa()) | >0, V zeR. (3.14)
k=0 n

Dois resultados importantes sobre os zeros dos polindmios ortogonais sao os seguintes.

Teorema 3.5 Os zeros dos polinémios ortogonais Pp,(z), n > 1, associados a distribuicao do(x)

no intervalo (a,b) sao reais, distintos e pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragao: Suponhamos que P, (x) ndo tenha raizes em (a,b). Logo, P,(x) > 0ou P,(z) <0
para todo x € (a,b). Mas,

b
/ P(2)dé() = 0. (3.15)
Sabemos que

/b P,(z)dp(x) >0, se P,(x)>0,
’ (3.16)

/b P,(z)dp(r) <0, se P,(x)<D0.

Por (3.15) e (3.16), temos um absurdo. Assim, existe pelo menos uma raiz real de P,(x) em
(a,b). Suponhamos que Ty 1,Zp2,...,Tn, (r < n) sdo raizes de multiplicidade impar de P, (z) em
(a,b). Entao,

Po(z) = (x = an1)(@ — @n2) -+ (¥ — @ny ) R(2),

onde R(z) é um polinémio de grau (n —r) que tem somente raizes complexas ou de multiplicidade

par em (a,b). Logo, R(z) ndo muda de sinal em (a, b).

Porém, ,
I= / (x —xp1)(x —an2) - (2 — Tny) Po(z)do(x) = 0. (3.17)
grau r<n
Mas, ,
I / (@ = 20)2 (% — 2n2)? - (3 — 2ny ) 2R()db(x) # 0. (3.18)

Assim, por (3.17) e (3.18), temos um absurdo. Logo, P,(z) tem r > n raizes de multiplicidade
impar em (a,b). Dai, r = n, pois P,(z) ¢ um polindémio de grau n. Deste modo, P, (x) tem n raizes

de multiplicidade impar em (a,b),
Po(z) = (x = 2n1)" (@ — @n2)? - (0 — @py)™
Como i1, 149, . .., 1, sao indices impares e i1 +i3+. ..+, = n, temosque iy =g =--- =i, = 1. A
Sejam Z, 1 < Tp2 < ... < Tpp 0s zeros de Pp(x).
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3.1 Polinémios Ortogonais

Teorema 3.6 (Teorema da Separacao dos Zeros) Seja { Pj(x)}52, uma sequéncia de polindmios
ortogonais. Entao, entre dois zeros consecutivos de P,_1(x) existe somente um zero de P,(x), ou
seja,

Tn—1,i < Tpi < Tn—1,+1, i=1,2,--- ,n.

Demonstragao: Suponhamos, sem perda de generalidade, que os polinémios Pj(x) sejam ortonor-
mais com a;; > 0. Tomemos x,—1 € Tp_1x+1, K = 1,2,...,n — 2, dois zeros consecutivos de

P,,_1(z). Substituindo esses zeros na equagao (3.14) para n — 1, obtemos

/ /

Py(zp-1p)Py_1(@n—1k) <0 e Pu(@p—1p41)P,_1(Tn-1k41) <O.

Como P, _,(%n_14) e P, {(Tn_1x41) tém sinais opostos, entdo P (2n_14) € Po(2p_144+1) tam-
bém tém sinais opostos. Logo, existe pelo menos um ponto em (z,,—1 k, Tn—1,+1) onde P, (x) muda
de sinal. Portanto, existe pelo menos um zero de P,(x) entre ,,_1k € Tp— f41-

Dois zeros de P,(x) estdao em (a,Zp—1,1) € (Zn—1,n—1,b), respectivamente. Como a;; > 0,
j=0,1,..., temos que P;(b) > 0. Logo, P, 1(¥n_1n_1) > 0. De (3.14), Py(2p_1n-1) < 0. Por-
tanto, P, (z) muda de sinal entre x,,_1,—1 € b. De modo anélogo, mostramos que existe uma raiz
de P,(z) entre a e x,,_11. Basta lembrar que sinal[Pj(a)] = (—1)?. Como P,(z) tem n zeros, o

resultado estd demonstrado. []

Uma importante propriedade satisfeita pelos polindomios ortogonais simétricos é o seguinte re-

sultado.

Teorema 3.7 Seja {P,(x)}22, uma sequéncia de polindmios ortogonais com relagdo a uma dis-
tribuicao do(x) em um intervalo simétrico (—b,b) com relagdo & origem. Entdo, as sequintes afir-

magoes sao equivalentes:
(a) do(z) € simétrica, isto é dp(x) = —dp(—x);
(b) Pp(=x) = (=1)"Pa(x), n = 0;
(¢) na formula de recorréncia, £, =0, n > 1.

Demonstragao: (a) = (b) Temos, por hipotese, que d¢(x) é simétrica. Logo,

b b
[ PucaiPu(-adota) = [ Pu@)Pute)dote) =0, m £

—b

Assim, {P,(—z)}22, é uma sequéncia de polindémios ortogonais em (—b,b) com relacao a dis-

tribuigdo d¢(z). Dai, pelo Corolario 3.1, temos que
P,(—z) = ¢, Py(z), onde ¢, é uma constante.

Comparando os coeficientes de maior grau, chegamos que ¢, = (—1)".
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3.1 Polinémios Ortogonais

(b) = (c¢) Da relacao de recorréncia (3.2), sabemos que

(xPp, Py)

= By

Mas,

b 0 b
Py Py) = / £ Pa()]2d () = /b (=) [P (—2) 2 —) + /0 £ P ()2 ()

- b b
- / 2~ 1) [Py (2)]2d(z) + / 2 Po()2d(z) = 0.
0 0

(¢) = (a) Por hipotese, temos que &, = 0. Logo,

b
0= (2P, P) — /_ alPy(a)doa)

b b
— / [Py (2)]2do(—z) + / [Py ()] dg(x).
0 0

Portanto,

de onde segue o resultado. [

Um famoso resultado da teoria dos polindmios ortogonais é devido a de J. Favard.

Teorema 3.8 (J. Favard, Chihara [8]) Se um sistema de polinémios {m,(x)}°2, satisfaz a uma

relacdo de recorréncia do tipo

a Zln—l,n—l

rmp(T) = #erl(l‘) + én+177n(5'3) + —=——mn-1(2),
(n1,n+1 On,n
n=0,1,2,..., comm_i(x) =0, a_1,—1 =0, mo(x) = Go,0, Gnn >0 e £nt1 € R, entio {mn(2)}22,

é ortogonal com relagao a alguma funcao distribuicao ¢ (que pode ser unicamente determinada) e

b
Eurt = / 2 (1)do ().

Definicao 3.1 A fung¢do de Christoffel \,, correspondente a uma funcao distribuicao ¢ é definida

por
b

An(2) = min |Tn_1(t)|?de(2),
m(x)EPn—1 Jq
com Tp—1(z) =1 para z € C, n=1,2,....

Os nameros A\, (2, k) sdo chamados nimeros de Christoffel e sao geralmente denotados por A, .
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3.1 Polinémios Ortogonais

Teorema 3.9 (Férmula de Quadratura de Gauss-Jacobi) Se z,,1 < zp2 < ... < 2y deno-

tam os zeros de Qn(x), entdo existem nimeros reais Ap 1, A2, ..., An,pn tais que

b n
| pa)ota) =3 Anap(ans)
a k=1

sempre que p(x) € Poy—1. A distribui¢io dp(x) e o inteiro n determinam unicamente os nimeros

Ank que sao denominados pesos da formula de Gauss ou nimeros de Christoffel e x, 1, 0s nds.

Demonstracgao: Sabemos que o polinomio interpolador de Lagrange, L,,_1(z), de grau n — 1, que

coincide com p(z) nos pontos zpk, k = 1,2,...,n, é dado por

= p(zap) (3.19)
k=1

onde 0n(2)
(T
lok(x) = , k=1,2,...,n.
M) = ) Qo)

Entao,
p(Tng) — Ln—1(zng) =0,  k=1,2,...,n.
Logo, Q(z) = p(x) — Lp—1(x) é um polinémio de grau no maximo 2n — 1 que se anula em x, 1,

k=1,2,...,n. Assim,

onde R(z) é um polindémio de grau no maximo n — 1. Portanto, como R(x) é ortogonal a P,(z),

b b b
/ p(e)dg(z) = / Q(x)dd(z) + / L1 (2)dé(z)
b b
- / R(t) Pa()do(t) + / Lo (2)dd ()

n b
- [ me a@)d0() = 3" plens) [ alo)ds(o)
a q._ k=1 a

= Z P(Zn k) A k- (3.20)
k=1

Temos, ainda, de (3.19), que

/ab p(z)do(z) = /ab "1 [(x _ ng)(ggl(xn,k) (2, k)] do(z)
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Comparando essa equacao com (3.20), obtemos que

1 b Qu(x)
Ak = / do(x), k=1,...,n. 3.21
5 o o) @ =) o(x) (3:21)
Em Szego [38] encontramos também que A, x, k =1,2,...,n, podem ser dados por
ay ., 1
A = : (3.22)

)

a:;fl,nfl p'/n (:ka)pn,l (ﬁn,kz) .

Esse resultado segue da quadratura de Gauss-Jacobi e da Identidade de Christoffel-Darboux.

Um resultado que sera tutil mais adiante é o seguinte teorema.

Teorema 3.10 A sequinte decomposi¢cao em fragoes parciais € vdlida

Qn(CL’) _ Tir:l Tn+1,k (3 23)
Qni1(z) = (@ —Tng1p) '
Qn(xn-l—l,k)

> 0.
;1+1(xn+17k)

onde Tpi1k, k=1,2,...,n+1, sao os zeros de Qny1(z) € Ypi1k =

Demonstracgao: Consideremos o polindomio interpolador de Lagrange de @y, (z) sobre os n+1 zeros

Tpi1,1, Tnt1,2s - - > Tnglntl de Qui1(z). Entdo,
nt1 o)
Qn(z) = oo
n( ) ; ([E — $n+17i)7"/($n+17i) n( n+ 72)
onde
m(x) = (2 = Tp11)(@ — Tnr12) - (T — Tpg1ns1) .

¢ o polinémio dos nos. Como Qp+1(z) é€ monico, de (3.24) temos que Qpn41(x) = 7(z).

Assim,

n+1
Qn(x) = Z ( Q”'H(w) Qn($n+1,i)v

(T = T k) Qg (Tng10)

de onde segue o resultado. [ |

Como @),(x) é um polindmio de grau n — 1, pelo polinémio de interpolagdo de Lagrange (2.5),

Q=3¢ Ol ) (@)

de onde concluimos que

Qn(z) _ zn: v (3.25)

Qn(x) k=1 T —ZTnk
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Como Qi(z), k=0,1,...,n, s2o moénicos, temos ainda que
Z Qn/ 1 xnz Z Pn—1 557” a;kzn (326)
Q xnl i=1 n 1,n—1 pn(xnl)
e (3.22), sabemos que
ay 1
Anji = —2 i=1,2,...,n.

)

Uy, 11 P (@n,i)Pn—1(Tni)’

Logo, de (3.26), chegamos que

n

_ Qn lxnz
§ Tnig = g ; § pn 1xnz n,i
im1 Q xnz

=1

b
— / P2 (2)d() =|| pr(z) 2= 1.

A seguinte defini¢do sera de grande importancia neste trabalho.

Definigao 3.2 (Nucleo de Dirichlet) O nicleo de Dirichlet é definido por

n—1
t) = pr(@)pi(t)
k=0

ou, pela soma de Christoffel-Darbouz (3.9), por

Ko (1) = Cl:,—l,n—l Pr(2)pp—1(t) — Pp—1(x)pn(t) .

sk
an n r—t

(3.27)

3.1.1 Fragoes Continuas e os Polindmios Ortogonais

Vamos considerar apenas o suficiente de fragdes continuas para indicar sua relagdo com os
polindmios ortogonais e obter certos resultados que utilizaremos nos capitulos posteriores. Um
estudo detalhado sobre o assunto pode ser encontrado em [23, 41].

Sejam {a,}2° e {by}22, sequéncias arbitrarias de nimeros complexos e

Co = by
G = b+
1 0 + b1
Co = bot — o (3.28)
b1+ —
bo
Cn = b(] + a1a2 )
b1 +
by + . an
- _I__

22



3.1 Polinémios Ortogonais

onde C), é chamado de n-ésimo convergente (ou aproximante) da fracao continua (infinita)

ai

by + " : (3.29)

b
1+b2+ .

Uma outra forma de denotarmos a fracao continua (3.29) é

ai a2 Qn

+ 2 n . 3.30
Ol by b by e (3:30)

Definigao 3.3 A fragdao continua (3.30) converge para um valor K (finito) se apenas um nimero
finito de Cy, nao ¢é definido e
lim C, = K.

n—oo

Caso contrdrio, dizemos que a fracdao continua diverge.

Referindo-nos a (3.28), podemos escrever

A

C":B_Z’ n=0,1,2,...,

onde
Ao = bo, By =1,
A1 = bob1 + ay, By = by,

Ao = bob1ba + bpaz + ai1ba, Bz = bibs + a2
e, em geral, A, e B, sao polindmios em a;, b;.

Assim, podemos escrever
A1 =bjAg+a1A_1, onde A_1 =1,
By =bBg+a1B_1, onde B_;=0.
Portanto, para algum n > 1, obtemos que

An = bnAn—l + anAn—Qy A—l = 17

(3.31)
B, =byBy-1+ anBy_2, B_1=0,

conhecidas como Férmulas de Wallis, onde A,, e B,, sao chamados de n-ésimo numerador parcial e
n-ésimo denominador parcial da fracdo continua, respectivamente.
As formulas de Wallis (3.31) levam a uma conexao direta entre polinémios ortogonais e fragoes

continuas pois, se em (3.30) tomarmos

b():(), alzgo#o, an+1:—5n € bn:x—én_l nZl,

obteremos a fracao continua

(3.32)
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cujo n-ésimo denominador parcial, B,, = Q,(x), satisfaz a relagao de recorréncia (3.6).

Assim, pelo Teorema 3.8 (J. Favard), segue que os denominadores parciais de (3.6) formam
uma sequéncia de polinémios ortogonais com relacao a alguma distribuicao ¢ se én, n=20,1,...,
s&0 reais e 0, > 0,n=0,1,.... A fracdo continua (3.32) é chamada de J-fragdo ou fragdo continua
de Jacobi, devido & sua relagao com as conhecidas matrizes de Jacobi (3.8).

Retornando as formulas de Wallis, note que os numeradores parciais, 4,, = A,(x), satisfazem

a relacao de recorréncia
An(z) = (= n_1)An1(x) — b 1An_o(x), n=23,...,
com A_i(x) =1, Ag(x) =0, Ai(x) = bo.
Temos que 36 1A, (z) é um polinémio ménico de grau n — 1 que independe de b0. Assim,
QP (2) = 8 Anpa(2), n =1,
é um polinémio ménico de grau n independente de 5o que satisfaz & férmula de recorréncia

QO (z) = (& —6)QY () = 5,QWy(2), n=1,2,...,

0 0
com Q(_%(x) =0, Qé )(a:) =1
Logo, {Q%O) ()}22, € uma sequéncia de polinémios ortogonais se &,, n = 1,2,..., sdo reais e

0n, > 0 para n > 1.

Definigao 3.4 Os polindmios Q%O)@) sao chamados de polinémios associados aos ortogonais e

podem ser dados por

Q@) = [ PO = @nl®) gy 1,

t—x
Um outro resultado importante sobre a decomposi¢ao dos convergentes da J-frag¢do (3.32) é

dado pelo seguinte teorema.

Teorema 3.11 (Chihara [8], Teorema 4.3, p.88) Se én€Red,>0,n>1, temos

LT S TR (= e

Qn(x) k:lx_mn’k x—t

onde A, sao os coeficientes da formula de quadratura de Gauss correspondentes aos zeros Ty, e

¢n € a correspondente funcgao distribuicao com salto \, j no ponto x, .

Demonstragao: De (3.21), temos que

B 1 b Qn(z)
g = ) / : do(x)

Q/n(xn,k T — xn,k)
_ 1 b Qn(x) - Qn(xn,k)
- g ), o)

(2? - xn,k)
_ 3(0)@20_)1(%,16) o1
O o) .
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Mas, sabemos que o polindomio de interpolacao de Lagrange de leo_)l(a:) sobre os zeros T k,
k=1,2,...,n,de Qu(x) é dado por

(0 - Qn () ©
x) = T k)
B T ACA AL
Logo,
Q1 (1) _ o~ QY @ak) N~ A 5.33)
Qn(x) 1 (37 - xn,k)@%(xn,k) 1 (x - xn,k)
Como )
0, se t<wxnn,
¢ (t)— Z)\n,lw se Tps <t < Tpstl, 1<s<n-1,
e k=1
Z)\n,lw S€ Tnn < t7
k=1
obtemos, da defini¢ao de integral de Stieltjes e de (3.33), que
n 0
[ o=y L Ll
o T—1 " el T — Tk Qn(x)
| |

Sejam
G = lim zy,;, n; = lm zppnji1,
n—oo n—oo
o=1lm ¢ e 7 = lim n;.
1—00 j—00

Definigao 3.5 O intervalo [(1,m1] € chamado de verdadeiro intervalo de ortogonalidade de Q,(x).

Se o verdadeiro intervalo de ortogonalidade [(1,7;] é limitado, de [12,1] — Teorema 3.1] e do

segundo Teorema de Helly 2.3, podemos concluir que

L BQu) (@) dola)
klgroloW = /1 ~ o bara 2 ¢ [C1ym]. (3.34)

Assim, segue que se [(1,7m1] ¢ limitado, existe uma subsequéncia de convergentes da

J-frag¢ao (3.32) que converge para

FC(z) = /m %, para z & [C1,m]. (3.35)

1 z—XT
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Teorema 3.12 (Blumenthal generalizado, Chihara [8]) Sejam os polinémios Qn(z) dados
por (3.6) e suponhamos que hm fn = § e hm bn =06 > 0, onde 5 e b sio finitos. Seja, ainda,
X={zpp:1<k<n, n= 1,2,. 3. Entao X ¢ denso no intervalo [0, 7], onde

0:5—2\/(5T e T:é+2\/(§.

Uma outra propriedade que faremos uso é a de limitantes para os zeros dos polinomios Qy ().

3.1.2 Limitantes para os Zeros

Do nucleo de Dirichlet (3.27), podemos notar que

-1
nz:p D t) _ a:l—l,n—l pn(x)pn—l(t) - pn—l(x>pn<t)
APk a r—t '
Assim, para t = x, 1, temos
(a;szl,nfly Pi(ﬂc)lﬁhl (Tn.k)
(@5, (= 2nk)?

xlCi(a:,xnvk) =z

Assim, pela formula de quadratura de Gauss-Jacobi,

b n
/$K%($,$n7k)d¢($) = an,jK%(xn,jvxn,k)An,j

. n 1,n— 1) p2(xn,j)p3l_1($n,k:>
= Z% Anj

(ay,n) (Tng — np)?

(a -1 —1)2 Pp\T
_ n ,n)2 p% xnk me]( n( TLJ) )2)\an

(a;kl,n =1 Tn,j — Tn,k
(ap— 1,n— 1)2 / 2 (3.22) Tp k
= —— T T T e\ = —,
(a;kz,n) pn 1( n k) [ n( n,k)} n,k\n,k )\n,k

Portanto,
b

k= )\n,k .’E’Ci($, mn,k)d¢($)

a

Por outro lado,
2

b
Tnk = )\n,k’/ xlC,%(x,xn,k)dqb(:E): / ij p] xnk dgb(l‘)

= / Zp] 2)p () | do(z)

n—2

b
2 [ o | 3 pi@penn @pon) | dot)

=0
j=it1
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n—1 ,p
= Y [ @ ends(o)
7=0"*

n—2 b
F2s 3 pilanalpons) [ omiops()dola)
— a
it
n—1 n—1
1,
= nkZPjp] Tn ) +2)\nk2]a—]pj 1(Znk)Pj (Tn k)
Assim,
n—1 n—1
1,j—1
|xn,k| < nkZ’p] ’pj Tn k)+2)\nkz A |pj l(xn k)p](xn k)’
] =0 ] 1 .]7.]
n—1 a* il n—1
2 j—Lj—
< Ang o Joax |p;|zpj($n,k)+2)‘n,k 1 e lejfl(wn,k)pj(xn,k)l
]:0 V) _]:1
a* n— n—1
* j-15-1 2 2
< nax [pjl 4 22 max w DILACTY Z;pj (€n1)
]:
at .
= max |pi[+2 max %
0<j<n—1 1<j<n—1  aj;
Portanto, de (3.7), chegamos que
2 8}/, 3.36
= 0<< |§J|+ 1<m<22( 1 (3.36)

Observe, entdao, que caso os coeficientes da relagdo de recorréncia sejam limitados,

—A<z,, <A k=1,...,n,onde A é uma constante positiva.

3.1.3 Polindmios Ortogonais Classicos
3.1.3.1 Polinémios de Jacobi - 2" (x)

Sao ortogonais no intervalo [—1, 1] com relacio a funcio peso w(x) = (1—z)*(14+2)%, a, 8 > —1,

«a e 3 reais.

e Para o = = 0, temos os polindmios P,(z) = p® 0)( ), conhecidos como polinémios de
Legendre, que sao ortogonais em [—1,1] relativamente a fun¢do peso w(x) = 1 e satisfazem a

seguinte relacao de recorréncia

2n+1 n
Po(z) —
1S e

Prii(x) = Py1(x), n >0,

onde P_j(z) =0e Py(x) =
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e Para o« = 3 = XA —1/2 (A # 1/2), temos os polindomios ultrasféricos (ou Gegenbauer)
pY (x) = cte PN V/EAT1/2) (x), que sdo ortogonais no intervalo [—1,1] com relacdo a fungdo peso
w(z) = (1 — 22 1/2,

A relacao de recorréncia para os polindomios de Gegenbauer é da forma

A 2(TL + )\) n+2\x—1 _
P'r(LjL)l(x) = T_H.’EPTE)\)(JI) — ni—klp?gi)l(x), n Z 0,
onde PV (z) =0e PV (z) = 1.
e Para o = 3 = —1/2, obtemos os polinémios de Chebyshev de 12 espécie,

To(z) = cteP{H/271/2) (1)

que sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relagao a fungao peso w(z) = (1 — x2)_1/2 satisfazendo

a seguinte relacao de recorréncia
Thi1(z) = 22T, (x) — Th—1(x), n>1,
com Tp(x) =1e Ti(x) = z.
e Para a = # = 1/2, encontramos os polinémios de Chebyshev de 22 espécie
Up(x) = cteP{M21/2) (),

que sdo ortogonais no intervalo [—1, 1] com relacio a funcio peso w(z) = (1 — x2)'/2. A relacio de
recorréncia é dada por
Unt1(z) = 22Uy (z) — Up—1(x), n>1,

onde Up(z) =1 e Ui(x) = 2.

3.1.3.2 Polindmios de Laguerre - L'" (z)

Os polinoémios de Laguerre sdo ortogonais no intervalo [0,00) com relacdo a fungdo peso

x

w(zr) =x% %, a > —1 e satisfazem a seguinte relacao de recorréncia de trés termos

(z) = (- Cn+a+1)L@) —nn+a) L (x), n>0,

n—1

L

com L(_al) (x)=0e L(()O‘) () =1.

3.1.3.3 Polinémios de Hermite - H,(x)

Os polinomios de Hermite sdo ortogonais no intervalo (—oo,00) com relagdo a fungdo peso

2 . N ~ A .
*” satisfazendo a relacao de recorréncia

w(z) =e"

Hpt1(z) =22H,(x) — 2nHy 1 (), n >0,

com H_j(x) =0e Hp(z) = 1.
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3.2 Polinémios Similares aos Ortogonais

3.2 Polindmios Similares aos Ortogonais

Seja 1 (t) uma fungao real, limitada, nao-decrescente e com infinitos pontos de aumento em
(a,b), —00 < a <b< 0.

Os pesquisadores Jones, Thron e Waadeland [20] introduziram o problema forte de momento
que abriu caminho para o estudo de polindmios que apresentam propriedades semelhantes as dos
polindémios ortogonais.

O problema forte de momento pode ser dada da seguinte forma:

“ Dada uma sequéncia de nameros reais {um too__ ., em que condigoes existe uma distribuigao

nao negativa di(t) tal que

b
b :/ t"dy(t), m=0,£1,£2,...77
a

Jones, Thron e Waadeland resolveram este problema quando di(t) ¢ uma distribuigao forte de
Stieltjes, isto €&, (a,b) C (0,00) .

Com o objetivo de estudar o problema forte de momentos para o caso em que a = —00 e b = o0,
conhecido como problema forte de momento de Hamburger, Sri Ranga, em [32], introduziu uma

N o . k . . .
sequéncia de polindémios monicos B,(1 )(z), similares aos ortogonais, definidos por

b 0, se 0<s<n-—1,
/ =t B (1) dup () = { (k)
a

pn’ >0, se s=n,

parak € Zyouk €Z_en>0,onde —co <a<b<ooedy(t) é uma distribui¢ao para a qual os

momentos b
um:/ tmdw(t) m=0,%+1,4+2,...,
a

existem e sdo finitos.

Em nosso trabalho, consideraremos apenas os polindémios ng)(z) para k = 0 e intervalos (a,b)
que estejam contidos do lado positivo do eixo real, isto ¢, 0 < a < b < co. Dai, a distribuigao di(t)
é uma distribuicao forte de Stieltjes. Vamos denotar tais polinomios por B, (z).

Portanto, os polinémios By, (z), n > 0, sao dados por (1.3), isto é,

b 0 0<s<n-1
/ t—n+SBn<t>dw<t>={ e

pn >0, se s=n.

Esses polindomios estao estritamente ligados aos polinomios de Laurent ortogonais (ou L-poli-

noémios ortogonais), L, (z), (veja [33]), da seguinte forma:
Lom(2) = 27" Boyp(2), Lomy1(2) = 2™ ' Boyii(z), m >0.

O seguinte resultado é primordial para demonstrarmos a existéncia dos polinémios By, (z).
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Teorema 3.13 Para as distribuigdes fortes de Stieltjes dip(t), os determinantes de Hankel,

M, Hm+1 - Hmin+l
I (3.37)
Hm+n—1 HMHm+4n *°°  Hm4+2n—2

)

satisfazem Hglm > 0, para todo m,n € Z e n > 1.

Demonstragao: Sabemos que uma matriz A é positiva definida se (Ax,z) > 0, para todo z # 0.
Além disso, det(A) > 0.

Mostremos entao que a matriz

Hm Hm+1 -+ Hm+n—1
H%m) _ Mn?+1 Hrrf+2 - H771.+n
Hm4n—1 Hmi4n --- HUm+4+2n—2

é definida positiva.

Seja = (7, x1,...,Tn_1)" € R", 2 # 0. Entao,

n—1 n—1 n—1
<H$Lm)$, 33> = o Z Hm+iTi + T1 Z Hm414iTi + oo+ T Z Homtn—1+i%;
i=0 i=0 i=0
n—1n—1 n—1ln—1 _p o
SID D) DT 5 Sl At
Jj=0 =0 j=0 i=0 "%
b n—1 n—1 b n—1 2
_ m i i _ m k
= / > at (szt ) dip(t) / ¢ (Zxkt > dip(t) > 0.
a j=0 i=0 @ 50 \k=0 >"0
—_—
>0
Logo, HS") ¢é definida positiva e, portanto, H%m) = det(H%m)) > 0. []

3.2.1 Algumas Propriedades dos Poliné6mios Similares

Como nos polinémios ortogonais, os polinémios similares também satisfazem & uma relacao de

recorréncia de trés termos dada no seguinte teorema.

n
Teorema 3.14 Sejam os polindmios similares By (z) = me«zr, com by, =1, n > 0. Entao,

r=0
paran > 1,

Bpi1(2) = (2 = Bpt1) Bn(2) — any12Bn-1(2), (3.38)
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onde By(z) =1, Bi(z2) = z — (31 e 0s coeficientes 41 € Bpi1 satisfazem:

Nin—1

0
P ﬁl = M—a

Apt1 = s ﬁnJrl = —0p41 n > 1a
Pn—1 H—1 Thn
com pn € Ny, n > 0, definidos por
H(_n) H(—n—l)
pn=—EL >0 e oy = (1L,
H7(’L—n) H7(’L—n)

onde H%_n), Hi;rnl_l) e Hf;ﬁ) sao os determinantes de Hankel definidos em (3.37).

Demonstracao: Seja n > 1 e consideremos o polinémio Bj,41(z) — 2By (%) de grau no méaximo n.
Entao,

Bni1(z) — 2Bp(z) = c1Bp(z) — c2z2Bn-1(2) + qn-1(2).

Multiplicando-se ambos os membros da igualdade acima por 2z~ "% e integrando-se em (a,b)

com relagao a distribui¢ao di)(z), obtemos
b b b
/ 27" Buyi1(2) — 2Bp(2)]dy(z) = cl/ Z"Jran(z)dw(z)—cQ/ z*("fl)Jran_l(z)dw(z)
b
+/ 2T 1(2)d(2).

n—1
Dai, se gn—1(z) = E a;z", entdo
i=0

b

b b
Z_n+s+idw(z) _ / Z—n+s[Bn+l(Z) — 2By (2)|dy(z) — 01/ Z—n—i-SBn(Z)CW)(Z)

n—1
E a; /
i=0 a

b
—1—02/ z_("_1)+an_1(z)d7,/)(z).

Fazendo s =0,1,...,n — 1, obtemos o seguinte sistema linear
Hen  Hentl oo fhe1 ag 0
H—n+1 H—n42 ...  HO ai
H—2 H—1 ... Hn—3 ap—2 0
! Ho R an—1 C2Pn—1 — Pn
Escolhendo ¢o de forma que capp—1 — pn = 0, isto é, co = p—n, chegamos ao sistema linear
Pn—1
homogéneo dada por
N [ R [ ap 0
Bentl H—nt2 ... [0 ai 0
H—2 L Qp—2 0
H—1 Ho oo Hn—2 (p—1 0
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Portanto, a tinica solucao do sistema acima é a solucao trivial visto que Hg_n) = 0. Logo,

apg=ai = ... :an_lzo.
Assim,
Bpi1(2) — 2Bn(2) = c1Bn(z) — 2 2B,_1(2).
Pn—1
Se chamarmos G,4+1 = —c1 € apt1 = p—", chegamos & relacao

n—1
Bni1(2) = (2 = Bn41) Bn(2) — ant12Bp-1(2).

Multiplicando ambos os membros da igualdade acima por z~ (1 ¢ integrando em (a,b), obte-

mos que
"n—1
ﬂnJrl = —0n+1 .
n
Assim,
Bny1(2) = (2 = Bny1)Bu(2) — any12Bn-1(2), n > 1,
onde
—1
Apt1 = P >0 e 571-&-1 = —Qp+1 fin > 0.
Pn—1 n

Como consequéncia da relacao de recorréncia de trés termos para B (z), podemos estabelecer

a seguinte relacao
Gri1(2) = B2(2) + ani18uB% 1 (2) + ang1002°Gr_1(2), n>1, (3.39)

onde

Gu(2) = B, (2)Bao1(2) = By_y(2)Bu(z), n> 1,
com Go(z) =0 e B, (2) é a derivada de B, (z).

Definicao 3.6 Os polinémios A, (z), associados aos polindmios similares By(z), serao definidos

b —
A, (2) :/ Bul2) = Bult) gy )

por

z—1

Esses polindmios satisfazem a relagao de recorréncia
Apt1(2) = (2 = Bny1)An(2) — ant124n-1(2), n>1, (3.40)

com Ap(z) =0e A;(z) = 1. Para qualquer n > 1, A,, ¢ um polinémio de grau n — 1.
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3.2 Polinémios Similares aos Ortogonais

Teorema 3.15 Os zeros do polindmio similar By (z) sao reais, distintos e pertencem ao intervalo

(a,b) C (0,00).

Demonstragao: Provemos que Bj(z) possui pelo menos uma raiz em (a,b), 0 < a < b < 0.
Suponhamos que Bj(z) nao tenha raizes em (a,b), entdo Bj,(z) nao muda de sinal em (a,b) e,
assim, By, (z) > 0 ou By(2) < 0 em (a,b).

Como 2z~ > 0 e B,(z) nao muda de sinal em (a,b), temos que

b
/ 2 "By (z)dy(z) # 0. (3.41)

Mas, pela definicdo de polindémios similares,

b
/ 2By (2)dib(2) = 0. (3.42)

De (3.41) e (3.42), chegamos a um absurdo. Portanto, B,(z) tem pelo menos uma raiz de
multiplicidade impar em (a,b). Vamos supor, agora, que B,(z) muda de sinal r vezes em (a,b),

r <mn. Sejam z,1,%n2 ..., 2n, as raizes de multiplicidade impar de B, (z) em (a,b). Dai,
T
(z = 2n1) (2 —2n2) ... (2 — 2Zny) = Z a;z’
§=0

é um polinémio ménico de grau r.

T
Consideremos o polindémio Bn(Z)Z ajzj. Multiplicando-o por 2z~ e integrando-o obtemos
j=0

r b
Zaj/ 2 "B, (2)di(2) = 0, pois  j=0,...,7 e r<n. (3.43)
j=0 e

T
O polinomio Bn(z)z ajzj ¢ um polinémio cujas raizes sao de multiplicidade par ou complexas
j=0
em (a,b). Assim, ndo muda de sinal em (a,b). Entao,

T b )
Z a; / 27" B, (2)d(z) # 0. (3.44)
=0 Ja

De (3.43) e (3.44) temos um absurdo. Logo, B, (z) muda de sinal r > n vezes em (a,b). Como

B, (z) é um polinémio de grau n, r = n e suas raizes sao simples. Portanto, B,(z) tem todas as
raizes simples e em (a, b). ]

Temos, ainda, os seguintes resultados sobre os zeros dos polindmios similares

Teorema 3.16 Se z,; i =1,2...,n, é um zero do polinémio similar By, (z) para n > 1, entao ele

é diferente dos zeros de Bp_1(2) e dos zeros de Ap(z).
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3.2 Polinémios Similares aos Ortogonais

Demonstracao: Consideremos z,;, ¢ = 1,2,...,n, os zeros de B,(z). Assim, pelas equagoes
(3.38) e (3.40)

An<zn,i)Bn—l(zn,i) = 0pQp—10np_2 """ 042#02,711;1 7é 07

pois zp; > 0,i=1,2,...,n. Como A, (2p,i)Bn—1(2n:) # 0, zn; ndo ¢ um zero do polinémio By,_1(z)
e nem de A,(z). ]

Teorema 3.17 Entre dois zeros consecutivos do polinémio B,,_1(z) existe um zero de By (z).

Demonstragao: Analoga a demonstragao do Teorema 3.6, usando-se a equacao (3.39).

Da mesma forma que em (3.23), podemos considerar

Bn—l(z) " Tn,r
—_— 2 > 1 3-45
Bn(z) TZ:I Z—var’ n — ) ( )

onde )
e Bn1(znr) _ _ B 1(zn,r)
o B;L(Zn,r) Gn—l( n,r)

Além disso, temos que

n
ZTn,r =1. (346)
r=1

3.2.2 Limitantes para os Zeros

2
Em [32], Sri Ranga demonstrou que se (3, = [, n > 1, entao z,, = ﬂ—,
Zn,n+l—r
r=1,2,....[(n+1)/2], onde |a| é a parte inteira do numero real a. Além disso, se também

tivermos ag = 2ar € a1 = @, n > 1, os zeros sao dados explicitamente por

52
Zn,r = € Znn+l—r = /8 + AV + \/(ﬁ + OéVnm)Q — ﬁQ,
Zn,n+l—r

parar =1,2,...,[(n+1)/2], onde vy, = 1+ cos[r(2r — 1)/n|.

Dividindo-se ambos os membros da relagao de recorréncia (3.38) por (z — Bn+1)Bn(2), obtemos

Bni1(2) —1- nt12Bn-1(2)
(2 = Bnt1)Bn(z) (2 = Bnt1)Bn(2)
Logo,
an+1ZBn—1(Z) _1_ n—i—l(z) —m (Z)
(z = Bn+1)Bn(2) (2 = Bn+1)Bn(2) e
Assim,

anzBn_2(z)

b= mna(e) =1- (2 = Bp)Bn-1(2)
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Dai,

3.2 Polinémios Similares aos Ortogonais

fa(z) = [1=mu_1(2)] mn(2)
_ (1 B anzBn_2(2) >
(2 = Bn)Bn-1(2) ) (2 = Bny1)Bu(2)
(2 = Bn)Bn-1(2) — anzBn—2(2)
(2 = Bn)(2 = Bns1)Bn(2) Bn-1(2)

Qny12Bn-1(2)

an+12Bn-1(2).
seqiiéncia

fa(z) =

Qn412

Podemos observar que o numerador da fragdo acima ¢é exatamente B, (z). Entao, chegamos a

(2 = Bn)(z — Bnt1

que se

] =[1 —mp_1(2)]mn(2), n > 1.
Usando esta sequéncia encadeada (veja Definigdo 2.9), em [35] Sri Ranga e Matioli mostraram
A= sup Bn, fAv= _inf B, e anv= sup a
1<n<N+1 " 1<n<N41 " 2<n<N+1 "
para qualquer N > 1, entdo todos os zeros dos polinémios By (z), 1 < n < N + 1, pertencem ao
intervalo [dN’l, ciNﬁl], onde

dnn

o ~ 2 .
5N+2&N+\/<ﬂN+2dN) - 3%,

(3.47)
-1
1 2& 1 2& ? 1
dVNJ == ~ + V—N + ~ + V—N — =
v B (ﬁN A 5%

As sequéncias {Oy} e {an} sdo nao-decrescentes, enquanto que a sequéncia {fy} é nao-
crescente. Sejam (3, & e [ os respectivos limites dessas sequéncias. Logo, de (3.47),

-1
N AN 2
d:B+2a+\/(3+2a)2—32 e d= %+2ﬂ—j+\/<%+2ﬂj> Sy A

Entdo, todo os zeros de By (z), n > 1, pertencem ao intervalo [d, d].

Retornando a relagao de recorréncia (3.38), a ocorréncia das situagoes

B < oo e & < 00 (3.48)
e/ou
0<f e G&<oo, (3.49)
¢ interessante.  Quando (3.48) vale, temos que g < d <
0<d<p.

oo e, quando (3.49) wvale,

35



Capitulo 4
Polinémios Ortogonais: Propriedades Assintéticas

Neste capitulo estudaremos propriedades assintéticas dos polindmios ortogonais cujos coefi-
cientes da relagdo de recorréncia sao divergentes, porém de um modo particular.

Este estudo ¢ baseado, principalmente, no artigo de Van Assche [43].

4.1 Introducao

Definigao 4.1 Uma fungdo mensurdvel, nao-decrescente, f : Rt — RT, ¢ de variacio regular (no

infinito) se, para algum « e todo t > 0,

t
lim f(@t) =t
a—oo f(x)

e a € coeficiente de variagao reqular.

Dentre os exemplos de fungoes de variacao regular, podemos citar os monomios e os multiplos

de monomios.

Temos ainda que uma fungao de variacao regular com expoente « pode se escrita como z®G(x),
onde G : RT — R™ é uma funcao de variacao lenta, isto é, para todo t > 0,
G(xt)

i — 1.
o0 G(z)

Podemos citar como exemplos de fun¢des de variacio lenta |log(z)|* e |log(log(x))|®.

Definicao 4.2 Se f(x) é uma fung¢io de variagio regular (com expoente &), A, = f(n) é uma

sequéncia de variagdo regular com expoente .

Suponhamos, entdo, que exista uma sequéncia de variagao regular, {\,}°°,, com expoente

a > 0 tal que os coeficientes da relagao de recorréncia dos polindmios ortogonais (3.6) satisfazem

lim s/ Aon = b1, lim 63/%/Xop = ay,
n—oo n—oo
(4.1)
lim €x+1/A2n = b lim 8,02 1 /Aon = aa.
n—oo ’ n—oo 2n+1 n
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4.2 Resultados Preliminares

4.2 Resultados Preliminares

Os lemas dados a seguir sao de primordial importancia para a demonstracao dos resultados de

convergéncia que estudaremos neste e no préximo capitulo.
Lema 4.1 Se {u,};2 satisfaz a rela¢do de recorréncia
Upt1 + bpln + aptin_1 =0, n >0, (4.2)

com u_1 =0, entao

k

uz — Ukp—1Uk+1 9 bj — bj_l aj — Qj—1

— =uy + E — UjUj—1 + — _Ujuj—2 ).
ai1ag - - - ag aipaz - - - a; aipaz---a;

Demonstragao: Seja Dy = ui — up_1ug11- Da formula de recorréncia (4.2) para ug.y1, temos
Up1 = —bpup — app_1.
Multiplicando-se ambos os membros da relacao acima por —uj_1 e somando-se u%, obtemos
Dy = uj + bpugt—1 + apui_y — QpUglp—o + pUEUE—2
= a(uj_; — upup—2) + wp(ug + bptk—1 + artp_o)
= apDp_1 + up(ug + bpug—1 + apur—2).
Usando novamente a relacao (4.2) para uy, temos
Dy = agDyp_1+uy [(bk —brp_1)up—1+ (ar — ak—l)uk—2]
= agag—1Dg—2 + agug—1 [(bk—l —bg—2)ug—2 + (ag-1 — ak—?)uk—?)]
+ up [(bk — bp—1)up—1 + (ar — ak—l)uk—2]~
Continuando da mesma forma, chegamos que
Dy = apag_1---a2a1Dg + a. - - - azas [(bl — bo)uouy + (a1 — ao)uflul}
+ag---as [(bg — by)urug + (ag — al)uouQ] +...
+ ag [(bk—l — bp_2)up_oup_1 + (ar—1 — ak—2)“k—3uk—1}
+ [(bk — bp—1)up—1ug + (ap — ak—l)ukuk—Q]-

Portanto,

Dk a; s @
2 j+1 k
———— =yt [(bj = bj-1)ujuj1 + (aj - aj—l)Ujuj—z] el £
ala/Q...a/k ]:1 a1a2...ak

de onde segue o resultado.
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4.2 Resultados Preliminares

Lema 4.2 Seja {R,(x)}3>, uma sequéncia de polinomios. Entao,

o= () /() w3
onde R_1(z) = 0.

Demonstracao: Temos que

’ k ! (2 /- T
Ry (2) _ Z( 2;1( ) B R2]'—2( )). (4.5)

[ Roj—2(z) ' Roj o(x)\ 5; () B 5j—o(T)
< Ryj(x) > /< Raj(x) >_ Rgj(x)  Roj-o(x)
Logo, de (4.5) obtemos o resultado (4.3).

De modo analogo demonstramos (4.4). ]

Mas, observe que

Lema 4.3 Suponhamos que o conjunto {ey,; : j <mn, n=1,2,...} forma uma matriz triangular
limitada de nimeros complezos tal que £,; — 0, quando n — oo, e j/n — t € [0,1]. Entdo, para

qualquer z € C com |z| < 1,
k
P an,jz_j — 0,
§=0
quando n — oo e k/n —t € [0,1].

Demonstracao: Consideremos uma sequéncia {k,}>°, tal que k,/n tende para um ntmero fixo

t € [0,1], quando n tende para o infinito. Observe que

kn kn
k —j i
Zn E €nj2 = E Enkn—iZ -
§=0 i=0
Para i fixo, por hipotese, temos que €, 1,—; — 0 quando n — oo e, entao,
i i
len ke —i2"| < M2[",

onde M é uma constante positiva.

Assim,
kn kn
Zkn g enjz | <M g |z|°.
j=0 =0

Portanto, pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue (Teorema 2.1), obtemos o

resultado desejado. [ |
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4.3 Propriedades Assintéticas

4.3 Propriedades Assintéticas
Da formula de recorréncia (3.6), obtemos

Q2n41(2) = (7 — €20) Q2 () — 020 Q20—1 () (4.6)

Qant2(x) = (# = 2n11)Qant1(x) — dani1Qan (). (4.7)

Resolvendo a segunda equagao para Qa,11(z), temos

) = Qan+2(z) + §2n+1Q2n($).
T — Syl

Q2n+1 (x

Substituindo esta expressdao em (4.6), obtemos a seguinte formula de recorréncia envolvendo

somente os polinémios de grau par

Q2n+2(33) = [(fﬂ - ézn)(l‘ - é2n+1) - S2n+1 - 82nm] Q2n(£ﬂ)

T —q2n—1

~ ~ :B p— ¢ n
_52n62n71#Q2n72(56).
T — §2n—1

Analogamente, obtemos a formula de recorréncia que envolve apenas os polindmios de grau

impar
% - ¢ g - £2n+2
Qants(x) = [($ —&nt+1)(T — E2ny2) — dony2 — 52n+1—A] Q2n+1(z)
T —q2n
¢ ;. T £2n+2
—02n 41027 ——5— Qan—1(7).
xr— £2n
Logo, para n > 1, temos a seguinte relacao de recorréncia
QTH—? (1’) = bn(x)Qn(x) - an<m)Qn—2(x)7 (4.8)
onde .
3 ¢ 5 : T —&n
bn(x) = (l’ - fn)(fv - fn—i—l) — Opg1 — 5n7A+1
xr — fnfl
e (4.9)
ap(z) = 8n(§n+1x_7§n+1.
T — gn—l
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4.3 Propriedades Assintéticas

Teorema 4.1 Suponhamos que os coeficientes da relagio de recorréncia (3.6) satisfacam (4.1),
onde {\,}>2, € uma sequéncia de variagao regular com expoente o > 0. Seja A uma constante
positiva tal que |z, j|/An < A para todo n (o que € possivel por (3.36)). Entao, para n — oo e
k/n —te[0,1], o

1 k(Anz

X2 Qi 2Oe) " G0

uniformemente em todo subconjunto compacto de C\ [—A, A], onde

Qz,t) = % { (2 — bit®)(z — bat®) — (a3 + a3)t>®
+ \/[(z — b1t@) (2 — bat®) — (a? + a%)th}2 - 4a%a%t4a} . (4.10)

Demonstragao: Seja {k,} uma sequéncia de inteiros tal que k,/n — t quando n — co. Primeira-
o Qak,—2(A2n2)

n Qan()\an)
z € [A+d,00), com d > 0 suficientemente grande.

De (3.23), para z € [A + d, 00), temos

mente, vamos demonstrar que a razao A converge para 1/Q(z,t) quando

Qkfl()\nz)

A | QrOne)

k

Vh.j 1
<y — B 2
_;z—mm/)\n d

Consequentemente, como z — xj;/Ap > 2 — Tppn/An > d (se k < n),

Qk72<)\nz) 1
22| L) —. 4.11
Qe | T @ (1)
Logo, de (4.11), para as sequéncias pares de {k,},
o | Qak,—2(A2n2) 1
A2n - - . < _2.
Q2k,, (A2n2) d

2 Q2 —2(X2n2)
2 Qo (A2i2)

{)\zAszﬁz()\zﬁz)} o {)\QA Q2k;, (A2i2) }
2 Qor, (\2n2) " Qo r2(M2n2)

Entao, existe uma subsequéncia {/\ } convergente. Mostremos que

tém o mesmo limite.
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4.3 Propriedades Assintéticas

Fazendo ug = Qax(A2n2), pelo Lema 4.1, por (4.8) e (4.9), obtemos

2 Qar(A2nz)  Qap—2(A2nz)
Q2r42(X2n2) Q21 (A2n2)
< 22 az(A2nz)as(Aonz) - - - agk(Aonz)
- o Q21(A2n2)Qar+2(A2n2)
k
X3, D lagjra(Aanz) - - agk(A2n2)|
=1

QZ] )\QRZ)QZJ 2()\2nz)
Q2r(A2n2)Qart2(N2n2)
Q2j (A2n2)Q2j—4(A2n2)
Q21 (A2n2)Qart2(A2n2)

{|52g()\2n2) boj—2(Aonz \‘

} L (412)

+ |agj(A2nz) — agj—2(Aanz \’

A 2k
Observe que 22k il ) Como k/n — t quando n — oo, temos que
Ao f(2n)
lim 7]0(2”]{;/”) =t°.
2 T F )
Logo, das condigoes (4.1), encontramos que
f1/2  21/2 £1/2 1/2
52£ 0y / Aok a 52£+1 _ 521£+1 Aok a
2k — at®, === = — agt™,
Ao )\2k Aon A2n Aok Aon
S Lo Ao by, St _ Skt Aok o
Xon Aok A2n A2n Aok A2n

quando n — oo e k/n — t.
Isto significa que, para nossa sequéncia {ky}, a matriz {azj(Aen2)/As,; J < knyn =1,2,...} &
limitada por uma constante C'.

Agora, de (4.11), obtemos facilmente que, para j < k,

Q2j(Aanz) | .
Q21 (A2n2) _Z.ljll

Portanto, (4.12) torna-se

,2()\2,17:)
Q2i(A2n2)

1\ 2k—2%
< .
<>‘2nd>

(%) (%)k + (;)kzk: { |b2j(>\2n2))\2 ZEZ 2(A2n2)|

2 | @er(A2nz)  Qap—a(A2n2)
| Qapra(M2nz)  Qar(Aanz)

7j=1

N |lagj(A2nz) — agj—2(A2n2)|
M b d4

Mas, podemos escolher d suficientemente grande tal que C' < d*. Entdo, pelo Lema 4.3, segue

que, para n — oo e k/n — t,

{/\2 Q21 (A2n2) 2 Q2k2()\2n2’)} 0
" Qary2(A2n2) an Qa2r(A2n2) .
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4.3 Propriedades Assintéticas

5 Qar,—2(A2a2)

20T ) (N
Q2k, (A22)
também converge e ambas tém o mesmo limite. Seja este limite 1/Q(z,1).

Assim, como {)\ 2 Qon, (A2a2) }

} é uma subsequéncia que converge, entao {)\% 0 Dane)
2ks+2(A2n 2

Pela formula de recorréncia (4.8), temos que

1 Qogyr2(Aonz) _ bog, (M2nz)  agk, (A2az) A2 Qak, —2(M2n2)

A3, Qak,(Monz) A%, A5 Q2k, (M2a2)
onde
Dok, (A2nz) _ <z _ éan> (z B €2kﬁ+1>  Oakat1 Ook, 2 — Sakai1/Dan
A3 A2i A2i A3 A3i 2 — Eokam1/Don
€ A ~ A
gk, (A2n2) _ Oaky O2kat1 2 — Eoka+1/A2i
X3 Ai A3z — opa1/don
Fazendo n — oo, obtemos
a(z,t)

Q(Zat) = b(zvt) - Q(Z t)’

com
b(z,t) = (2 — bit™)(z — bat®) — (a3 4+ a3)t>* e a(z,t) = ala3t*®.

Segue, entdo, que

1
Q=) = 5 {b(z,t) + B2z, 1) — 4a(z,t)} .
Como Q(z,t) tende para o infinito quando z vai para o infinito, devemos escolher o sinal positivo.

- Q2k, —2(A2n2)
Toda subsequéncia de /\Qn”—
a { 2 Qok,, (A2n2)

resultado segue para z € [A + d, ).
Mas {)\% Q2k,—2(A2n2)

Q2k,, (A2n2)
tomarmos um conjunto compacto K em C\ [—A, A], a distdncia § deste conjunto ao intervalo

} que converge tem, portanto, o mesmo limite, de onde o

} é um sequéncia de fungbes analiticas em C \ [-A, A]. Assim, se

[—A, A] é estritamente positiva. Portanto, para z € K, obtemos

9 Qok,—2(A2n2) 1
{AQ" Qe (V2n) }S 5

9 Qar,—2(A2n2)
2 Qog, (\2n2)

com um ponto de acumulacdo. Entdo, pelo Teorema 2.4 (Stieltjes-Vitali) , {)\

} converge em todo subconjunto de C\ [—A4, 4]

9 Qak,—2(X2n2) }
2 Qog, (M2n2)

Além disso, sabemos que {A

converge uniformemente em todo subconjunto compacto de C\ [—A4, A].

Repetindo 0 mesmo argumento para a subsequéncia

22 Q2k,—1(A2n2)
2n
Q2k,+1(A2n2)

encontramos que esta sequéncia também converge para 1/Q(z,t), o que completa a demonstragao. m
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4.3 Propriedades Assintéticas

Da formula de recorréncia (3.6), obtemos que

L Qap1(Aen2) _ S| 1 Qu(hanz) O
A3, Qak—1(A2nz) on | Aon Qor—1(Manz)  Aan

L Qoi2(Aon2) _ Sorp1 | 1 Qors1(on2)  dokpn
A3 Q2r(A2nz) Aon ) Aon Qak(A2n2) Aon

Fazendo n — oo, k/n — t € [0,1] e usando o Teorema 4.1 chegamos ao seguinte resultado.

Teorema 4.2 Suponhamos que os coeficientes da relagao de recorréncia (3.6) satisfacam (4.1), onde

An € uma sequéncia de variagao regular com expoente o > 0. Seja A uma constante positiva tal que

|z il /A < A, n=1,2,.... Entao, quando n — oo e k/n —t € [0, 1],
212«
i ng(/\gnz) - Q(Z,t) + alt 7 (4.13)
A2 Q2k—1(A2n2) z — bit®
1 n 2420
1 Qari(Manz)  Q(zt) +ajt ’ (4.14)
Aon Qar(A2n2) z — bat®
uniformemente em todo subconjunto compacto de C\ [—A, A].
Teorema 4.3 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 4.1, quando n — oo temos que
L0 L 000,
n Qn(Anz) 2 Jo Q(z,t)
1 _ a /9
/ il Ul i) At (4.15)

2 — bit®)(z — bot®) — (a2 + a2)t20]® — 4a2adtie
17T a3 102
uniformemente em todo subconjunto compacto de C\ [—A, A].

Demonstragao: Como no Teorema 4.1, primeiramente mostremos o resultado para z € [A+d, ).

Consideremos a fungao

__d M) / <M>
gn(t) = —— < Dot 42 00n?) Do) +200) ) 0<t<1,

onde |a| é a parte inteira do namero real a. Assim, pelo Lema 4.2,

%/Olgn@)dt - 1{/1/” ()dt—l—/ljingn(t)dt+ +/(;1 gn(t)dt}
[ () (@]

/ji”[ (S0e2) /(&) s

(G (G )
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Q2;(Aanz)

(d/dZ)an()\gnZ)
QQn()\QnZ) '

1
2n

L [ Qaj—2(Man2)
2n =

) /()

Se fixarmos t, pelos teoremas 4.1 e da convergéncia uniforme de funcoes analiticas (e de suas

derivadas) em conjuntos compactos, segue que

7 (aea) 59t )

gn(t) - - 1
Q(z,t)
Parat € [(j —1)/n,j/n), temos também

<Q2] 2(A2n2)
Q2 (A2nz)
_da <Q2] 2(A2n2)
Q2j—1(A2n2)
(QQ] 1(A2n,2)
Q2j(A2n2)

gn(t)

Usando a desigualdade

zn: ajbj S
7=1

max a; E b;
1<j<n T4

J:
encontramos que

= (Bs)) / Ceins?)

as, bj > 0,

> il

Q(z,t)

) /()
Q2 (A2nz)
)/ (o)
Q2j—1(A2n2)
)/ (G
Q2i(Aanz) )

i=12,...

/z

7n7

)‘k,ka; 1 (Th,5) Akupk 1(Tk,5)

st z—ka/A (z = j/An)
< _— —.
- 1rgf<xkz—xk]/)\ d
Logo,
1 ) < 1
I\ =g

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue, obtemos, para z € [4 + d,00), que

1 (d/dz)Qan(A2nz) 1
2n

Por um simples célculo, chegamos que

(0/02)Q(z,t) _

1 1
OonOanz) 5/0 gn(t)dt — 5/0

' (0/02)Q(2,1)
0G0 dt.

2[2 — (bl + bg)ta/2]

Q(z,t)
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4.3 Propriedades Assintéticas

Disto, obtemos (4.15) para z € [A + d,00). O resultado geral segue do Teorema de Stieltjes-
Vitali (Teorema 2.4).

O mesmo argumento pode ser usado para os indices impares. [ |

4.3.1 Foérmulas de Quadratura Invariantes

Os Teoremas 4.2 e 4.3 podem ser usados para construir formulas de quadratura que usam os
zeros dos polindémios ortogonais. Usaremos aqui o conceito de convergéncia fraca (Defini¢ao 2.8).

O Teorema 2.5 (Grommer-Hamburger) nos garante que para (2.2) ser valido basta mostrarmos
que S(F(z); 2

Como nosso objetivo é obter formulas de quadratura, necessitaremos do uso das transformadas

) converge para S(F'(z); z), uniformemente em todo subconjunto compacto de C\ R.

de Stieltjes das seguintes funcoes distribuicoes:

2]
F(x;6,08) = / NN 2IB(t)dt (4.16)
e
9 [(62 )2 (5% - \/ﬁ2 N
(26, 6,7) = = a7 e Isdt (117
onde |y| < < e Ip(t) é a funcao indicadora do conjunto B = [—f3, —40] U [4, f], isto &,
0, se t ¢ B,
Ip(t) = ¢
1, se t € B.
Entao, pelo Teorema Fundamental do Calculo,
1 ||
x; 0, dx
dr( f) = T \/52 22y/22 — 52
© 2
5 [((52 _ 72)1/2 + (32— 72)1/2} R
G(x757577) = = 2 dx,
™ (82 — 62) |z —
para xz € B.
Lema 4.4 Seja z € C\ [, -] U4, 3]. Entao,
Z
1) S(F(x;9,0);2) = 4.18
(@) SUF(3b.0):2) = sy e (4.18)
y 2(z+17)
i) S(G(x;6,0,7);2) = 4.19
@) (G650 = S S e e (119)
2
z

As raizes quadradas /22 — 62 e \/22

analitica em C\ [—
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4.3 Propriedades Assintéticas

Demonstragao: Pela definicao de transformada de Stieltjes, temos que

1[0 1 kd
S(F(x;0,8);2) = %/ﬁ fo\/ﬁz_xQ\/xQ_(pdm

—i—l/ﬁ ! i dz
T Js z2—x /B2 — 2222 - 52

Fazendo a mudanca de varidveis * = —t na primeira integral e, em seguida, ¢ = x, obtemos

171 2]
S(F(x;6,8);2) = ;/6 z+x\/52_$2\/x2_5zdx

+1/5 1 || g
— x
TJs z—x\/F2 — a2\/x? - §2

2 _ 52 2, 52
2 e, em seguida, y = (8 25)t—|—(ﬁ —2’—5),

Agora, usando a mudanca de variaveis y = =z

chegamos que

2z 1 1 dt
S(F(:E;&,/@);Z) = (52 —52)71' /1 2223242 —t\/l——tQ'

ﬁ2752

De (3.34) e (3.35) sabemos que

/1 L do() = FO(w)

1uU—

onde FC(u) é o limite da fracao continua

o1
. 55
u — 51 - =
~ 03
u — 52 - =
u—_&— .
e d;, &, 1 =1,2,..., sdo os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos dos polinémios

ortogonais com relagao a d¢(x).
Mas, da férmula de recorréncia para os polindmios de Chebyshev de 12 espécie monicos, sabe-

mos que ) =, 0g =1/2, 03 =0, =...=1/4e & =0parai=1,2,....
1
Assim, para d¢(x) = _dr FC(u) = Ll’ onde L(u) =u — L)

V1—22 u—

2L(u)
Logo, [L(u)]? — uL(u) 4+ 1/4 = 0. Dai,
2 —
L(u) = vEve =1 FC(u) = —t,
2 2 9

pois FC(u) — 0, quando u — oo.
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Z2—,82—52
52_52 ’

Portanto, para u =

(5 — 62)/2
Fet = e —mwe =y

Dai, chegamos no resultado (7).
Para a distribui¢ao G(x;4, 3,7), consideremos dois casos:

(a) Seja v = 0. De maneira anéloga a feita para a distribuicao F(z;d;3),

1
5(G(x:6,8,0);2) = — (6;@) /_1 S BQ 7 \/1—t2dt—/ m%”\/l—ﬂdt

2
(ﬁ 6 W 57— BZ

Como, neste caso, a fungao peso ¢ a de Chebyshev de 22 espécie, a fragao continua FC(u) é
dada por FC(u) = w(u — Vu? — 1).

Logo, a primeira integral entre chaves é igual a

_ [ (B4 0?) 2\/z2 324/22 — 52]

62_

e, a segunda, igual a
B2+ 6% —2683
- W :

Substituindo os resultados acima na transformada de Stieltjes da distribuicao G(x; d, 3, 0) obtida

anteriormente e multiplicando-a e dividindo-a por 22 — §3+ /22 — 222 — 62, chegamos ao resul-

tado desejado para v = 0.

(b) Para v # 0, de maneira analoga a feita anteriormente, chegamos que

1[(52— 224 (82 - )/2}2(”7)(52—52)

S(G(x:6,8,7);2) =

T (82 — 52) (22 —12)
1
1
\/ 2 \/ 2
X / 9232 . ﬁQ 52 l—tdt—/ W 1 — t3dt
-1 T~ B v
Logo, por (3.34) e (3.35), o valor da primeira integral é
9,2 _ 32 _ 52
7T(u — u2 - 1)7 com u = %
e, o da segunda, é

2 4 52 _ 92
7T('U — 'U2 - 1)7 com v = IB—FTJ
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Dai,

[(52 — )+ (8 - )1/2}2 (2 +7)(52 - 6%)
(ﬁz o 62)2 <22 _ 72)

xr [ =2 = R =P B = = F PV -
Multiplicando-se e dividindo-se esta expressao por

P == =2 -2+ 22— VR -

S(G(x;0,0,7); 2

I
3=

obtemos o resultado desejado. [ |

Consideremos, agora,

b(l) = min{bl, bg}, b(g) = max{bl, bg},

ay = min{a,az} e a) = max{ai,az}.
Teorema 4.4 Sob as condi¢ées do Teorema 4.1, para toda fung¢do continua f, quando n — oo e
k/n —t € [0,1], temos que

2k

(i) Z)\2k,jp%k—1($2k,j)f(x2k,j/)\2n) - 2 / f(x dG< ! 275 |t pt°, fyt)
=1 !
CL
+¥f(b ),
aj
2%k+1 b1+b2
(i) > Aok, iPok(Tone15) f (Tons1j/Aom)  — 2 / f(x dG( ta;&a,ﬁtaﬁta)
j=1 2
+uf(blta)
- b b
(i) Fani/ M) — / / fla ( 1; 240, §g0 ﬂt“)
j=1
onde
by — by '\ by — by '\ by —by\?
= (U52) tw-awt 2= (5] vara? o 2= (B52) )
. U 1
Demonstragao: Sabemos, de (3.23) e de A\, ), = —— , que

an—l,n—l p;"b(xn,k>pn—1 (xn,k)

\ @rm1(nz) zk: Ak iPi1 (@hg)
T Qenz) oz

48



4.3 Propriedades Assintéticas

Seja G, k() a funcao distribuicao discreta
k
Gri(@) =D M b1 (@r)U(x = 25/ An), (4.21)
j=1

onde U(x) é a funcao de Heaviside

1, se £ >0,
U(x) = (4.22)
0, se x <0.

A transformada de Stieltjes da funcao G,, x(x) é dada por

L [ dGag(z) 5 Negpioi (2 ) o Qr1(An2)
S(Gn,k(:c),z)—/_oo z—x _; 2 — Tk i/ An = Qr(Anz) (4.23)

O comportamento assintotico dessa transformada é dada pelo Teorema 4.2. Pelo Teorema 2.5
(Grommer-Hamburger), seu limite deve ser a transformada de Stieltjes do limite fraco da fungao
distribuicao Gy, i ().

Para n par e k par, de (4.23) e pelo Teorema 4.2 temos que
Q2r—1(X2n2) o z=be®

Q21(A2nz) Q(z,t) + a3t
uniformemente em todo subconjunto compacto de C\ [—A, A], quando n — o0 e k/n — t € [0, 1].
De (4.10),

S(Ganpk(r); 2) = Aop

z — blta
Q(z,t) + a3t2>
— 20z blta){(z — btY) (2 — bot®) — (a2 — a2)t2°

-1
+ \/[(z — b1t@) (2 — bat®) — (a? + ag)t2a]2 - 4a%a§t4a} :

Multiplicando-se e dividindo-se o ultimo membro da equagao acima pelo conjugado do termo

entre chaves, obtemos

A = [2(z — bot™)ait?™] ! {(z — 01t*)(z — bat®) + (a3 — a3)t*®

— \/[(z — b1t®)(z — bat®) — (a? + a%)t%‘]Q - 4a%a§t40‘} :

Agora, somando-se e subtraindo-se |(a?—a3)t?*¥| ao segundo membro e, em seguida, multiplicando-

se e dividindo-se pelo conjugado do termo entre chaves, chegamos que
laf — a3| — (a3 — af) | (ai +a3) — |a] — af]
2(z — bat®)a? 2a?

X 2(2’ — blto‘){(z — blta)(z - tha) - |a% - a%’t2a

A

-1
+ \/[(z — b119) (2 — bot®) — (a? + a3)t22]? — 4a§a§t4a} :
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Note que
(z = bit®) (2 — bot®) = (22 — 4?),

\/[(z — bit9) (2 — byt®) — (a? + a3)122]? — daZadtie = \/22 - 32\/22 — 32

e
R . e 7172
[(aF — a3y = [ = 4282 - 69)]
onde
by +b by — b . by — b\ 2
=z %t(x, A= %ttx _ ’}/ta, 52 — [( 1 . 2) + (al _ a2)2] 120 — 5242
¢ 2
- by — b
62 — [( 1 5 2> + (al +a2)2 t2a — 52t2a.
Dai,
L Bl —a) (e o~}
2(z — bat®)a? 2a2
. ) o 11/2 - —) !
<2+ {@ -9 - [ - -] a o a o]
Analisando os casos a1 > as € a1 < as, obtemos
(@3 +a3)—lad—afl _ %y |3 —d}l—(a—a} _ai-afy 1
2a? @ 2(z — bot®)a? @z —bot
Logo,
4 aj — a?m 1 n CL%1) 22+ 7%)
- 2 _hota 2 . . . 11/2 ~ -
ai  z— Dbt aj (52— 42) — [(52_&2)@2_52)} + V52— 5252 — 2
e, portanto,
2k 2
Ao iDop . a
Z 2k,]p2k 1(1.2143,]) N (—;)S <G <CL‘ . bl + b2ta; 5_[:(1”6250(7 ,yt&> ,Z)
= xr — 1’2k:,j/>\2n aj 2
a2 — a2
I 5 (1)S(U(x—b2t°‘);z),

o que conclui parte do teorema.
Como convergéncia fraca é equivalente a (2.2), temos o resultado dado em (7).

Agora, para n par e k impar, de (4.23),

Q2k(>\2nz) R z — bot®
"Qars1(A2nz)  Q(z,t) + adt?e

S(Ganpks1(x);2) = A2
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A demonstracao é analoga a (i) substituindo-se (a1, b;) por (ag, b2).
Consideremos agora a funcao distribuicao
1 n
=~ Z Uz — Znj/Non), (4.24)

onde U(x) é a funcao de Heaviside (4.22).
e (3.25), temos que

L dFy(z) _ 1 - 1(d/dz) n(An2)
S<F"($)’Z)‘/_mz—x o mn,]/m T QuOwe)

J:1

O comportamento assintotico dessa transformada ¢ dado pelo Teorema 4.3, isto €,

st~ [ b ’
)iz V(z - blto‘ (z — bat®) — (a? + a3)t2™ — 4aZasti>
/ dt.
Ve oinfz o

Pelo Lema 4.4, obtemos que

S(Fn(x); 2 _>/ (( bl;tho‘;ét“,ﬂto‘>;z>dt
// fla ( bl;tho‘;(St",ﬁto‘)dt,

o que demonstra (ii). ]

4.3.2 Casos Especiais

Agora, consideremos alguns casos especiais dos teoremas anteriores desta sec¢ao.
Caso 1: O caso mais importante é quando by =by =bea; =az =a > 0.

Neste caso, pelo Teorema 4.4,

Z)‘kdpk 1(@r ) f(Trj/An) —>/ f(z)dG(z — bt*;0,2at™,0)dt.
J=1

Fazendo z = 2t“ e, em seguida, z = x, obtemos

Z)\k]pk V@) F(@r /) H/ F(@t)dG((z — b)t™; 0, 2at™, 0)dt.

7j=1
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Mas, de (4.17),
1 ((E*b)ta 5 5
G(($ - b)ta, O, 2ata, O) = W / V 4at - u I[,Qata,Qata}(’U,)du.

Fazendo a mudanca de varidvel u = (z — b)t® e, em seguida, u = z, obtemos

G((x — b)t*;0,2at",0) = / \/ 40> — (u—b) I[b 2a,b+2a] (

Dai, aplicando o Teorema Fundamental do Célculo,

1
dG((z — b)t*;0,2at™,0) = 5.2

a2 4a® — (.I' - b)QI[b—Qa,b—l—Qa] (l‘)d$

Portanto, o resultado do Teorema 4.4 torna-se

k

1o
> Neiphoi (@) @i/ ) — Qa%/ f@t®)/4a® = (x = b)*Ijy_2q p12q) (z)d
=1 —oo

_ ! /bmaf(xta) 4a® — (2 — b)2da.

20%7 Jy_94

Agora, para (iii) temos que

n

1 1 00
HZ F(@ni/An) — /O /_ N f(x)dF(z — bt®;0, 2at®)dt.

Jj=1
Assim, fazendo as mesmas mudangas de varidveis anteriores, chegamos que

b+2a d
—fow/A //b f 1) = - dt.

4a® — (z — b)?

Se fizermos f(x) = 2™ nesta tltima expressio,

1 n " b+2a d
-3 (x ’J> / / (zt®)M < dt
n < A b 4 2 _b)Q

j=1 a —(x
b+2a
- 7rMa+1/b 2%

que é um resultado semelhante aos resultados de Nevai e Dehesa [27].

CL—.’I,'—

Caso 2: Outro importante caso a ser considerado é quando a; = 0 ou ag = 0.

Sabemos que
Qor—1(A2n2) = z—bit®
Q2r(A2n2) Q(z,t) + ajt’

S(G2n,2k(x)§ Z) = )\271
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e Se ag = 0, entao,

1
S(Gonok(); 2) — = S(U(z — bat"); 2).
z — bgto‘
e Se a1 = 0, temos que
z — blta
S5(Gan ;
(Conakl)i2) = g 3oy (o byt — aBie

z — blta
|:Z by —;— bg ﬁta:| |:Z b1 ‘;‘ b o ﬁta:|

_ %{(’”2"%5)5((](%[blgbzw}ta);z)
e (5 0)s (v (e [P -4 ) o)}

- sl P )

# s (v (o= 252 0] ) 2) ).

Neste caso, vemos facilmente que § = 6 no Teorema, 4.4.

e (4.19), temos que

1 _
S(G(x; B, Bt 1%); 2) = 28 {zﬁjﬂza + zﬂ+ 5Za}

ﬂ;ﬂ”a (& — Bi%);2) +

B -
28

IS (@ + i) 2),
Dai,

Ga: 8, 4.7) = ﬂ;ﬁ”U( ﬁ)+ﬁ—ﬁU( 1 5).

Disto, o resultado do Teorema 4.4 pode, entao, ser dado como

(50
Y (LY .

se ag =0,
2k

f(bat®)
1
Z Aok, jDog—1 (€2k.3) f (22k.5/ A2n) — 23 { (
i=1 b
(5

De maneira analoga,

f(blta), se ayp = 0,
2k+1 1 b1 — bQ b1 + b2 a
> Nowr1pon(@2n 1) f(@2nt1,/dan) — 4 23 {( 2 +ﬁ) / (< 2 +ﬂ> ! >
ba

() e
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Ja, de (4.15), temos que
z — (b1 + bg)t*/2

n(z);z) — / dt.
0 \/[(z — b1t®)(z — bat®) — (a? + a%)tQO‘]Q — 4a2a3tie

Como a1 = 0 ou ag = 0,

S(Fu(z);2) — / 2= (b1 0)t%/2 dt
(z — bat®)(z — byt®) — a(z)tza

/ z— (b1 + bz)ta/Q di
Pl e) ] - (o)
- 1/1 . " . dt
= 2 0 L <bl+b2+ﬁ>

| Ty
)

+S (U (x - [bl ;r b2 _ 5] to‘> ;z) } dt. (4.25)
Logo,

S s =g [ (g2 v)e) oo (M52 - 0) ) fa

J=1

onde f é uma fungao continua, n — co e k/n — t e

by —by\

2 1 2 2
B° = ( > > + ajy).
Do Teorema 4.4, temos que

(Fu(@): 2) —>/15 (F( bl“’%a . Bt m&)- )
0
Mas,

(e tgteman)) = Lo (5200))
(oo (52}

F(z — (b + bo)t®/2; B, %) = %U(m ~ (by + ba)t®/2 + BtY) + %U(:v — (by 4 bo)t/2 — Gt

Logo,

Portanto,

Fa,8,0) = 5Ux +6) + 5 U(ﬂ?—ﬂ)
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4.3.3 Exemplos

Em [27], Nevai e Dehesa estudaram importantes familias de polindmios ortogonais que satis-
fazem a uma relagao de recorréncia com coeficientes de variagao regular tais como os polindémios de
Laguerre, Hermite, Meixner (de primeira e de segunda espécies), Poisson-Charlier e Carlitz. Para

todas essas familias, podemos aplicar os resultados obtidos nesta secao.

Exemplo 4.1 Sabemos que os polindmios de Laguerre, L,(la) (x), sdo ortogonais no intervalo [0, c0)

xT

com relagao a funcdo peso w(x) = x%e~*, a > —1 e satisfazem a seguinte relacao de recorréncia

L(O‘)

@ (@) = (x - @n+a+ D)LP (@) —n(n+ o)L (x),  n>0.

Assim,
égn:4n+oz+1, 52n22n(2n+a),
fompr =4An+a+3,  domi1 = 2n+1)2n +a+1).
Podemos observar que os coeficientes sdo ilimitados, mas sao de variacao regular. Logo, esco-
lhendo {\,} = {n} (o = 1), obtemos que by = by =2 e a; = az = 1. Assim, estamos tratando do
Caso 1 da ultima secao.

Sejam {y,;}7_; os zeros de Ll (z). Entao,

k 4
> Negli oy (@) f(ar/n) — %/0 f(xt)mdx
=

n

1 1o dx
=) fan;/n) — — f(@t) ——==dt
" JZ—; T /0 /0 4— (z—2)

onde {l, ()}, sao os polindémios ortonormais e f é uma fun¢ao continua.

Agora, pelo Teorema 4.1, temos que

1 L,(ﬂa)(nz) 17, 9
lim — =k 2 {z 2t 422 4 |2 — 2|22 — 2zt}
e ) 2

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C\ [— A, A].

Exemplo 4.2 Os polinoémios de Hermite, H,(x), sdo ortogonais em (—oo, c0) com relagao a funcao

xT

2 . N . ~ A .
peso w(x) = e~ . Eles satisfazem a seguinte relagao de recorréncia

n
Hyii(x) =axHy(z) — 3 n—1(x), n > 0.
Logo,
2 2 - A 2n+1
§on = §ant1 =0, don=m €  Oopy1 = 5
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2
Escolhendo {\,} = {y/n} (o =1/2), obtemos que by =bs =0e a3 = ay = g Novamente,
estamos no Caso 1.

Pelo Teorema 4.1, temos que

lim 1 _Hilynz) _1 {zQ—t—i- 2|V 2* —2t}

n—oon Hy_o(y/nz) 2

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C\ [-A4, A].

Como estamos no Caso 1, considerando {z,, ;}7_; os zeros de H,(x), temos que
> Neghtoa ) fas /) = [ pavipVa =R
i=1 V2

n

1 1t v? dx
ﬁZf(%,j/\/ﬁ) — ;/o /ﬁf(x\/f)ﬁdt.

j=1

onde f é uma fungao continua e {h,(x)}22, sdo os polindmios ortonormais.

Exemplo 4.3 Veremos, agora, polindmios cujas relagoes de recorréncia tém limites diferentes para
indices impares e pares.
Stieltjes [37], Carlitz [6] e Al-Salam [2] estudaram dois sistemas de polindémios ortogonais

{Ch(2)}5% e {Dn(x)}22, cujas formulas de recorréncia satisfazem

Cry1(z) = 2Cph(x) — 6{9C,_1 (2) (4.26)
e
Dpyi(z) = 2Dy (z) — 6P Dy (), (4.27)
com R
5y, = (2n)2? 55, = (2n)?,

(
2
:(C (D
Sy = n+ 1%, 800, = (204 1)%2,
e k é um namero real (ver [8], p.193). Esses polinomios estao relacionados a fungoes elipticas da

seguinte maneira. Sejam

K(1—k?)

TR (R2)

w/2 do
K(K%) = / e g=ce
0 /1—rk%sen?(0)
Se 0 < Kk <1, entdo 0 < ¢ < 1 e as funcées peso w(x) para os polinémios {Cy(z)}72 e

{Dp ()}, sdo, respectivamente,

e (2j+1)/2 2 1
c _ q )+
w @) = ), ozl <9«° - ﬁﬂ)

j=—o00
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° J

wP)(z) = Z %q?jU (x — ﬁﬂ),

j=—00
onde U(x) é a fungao definida em (4.22) (veja [8], p.194).
Temos que as condicoes (4.1) sdo vélidas com {\,} = {n}. Para os polinémios definidos em
(4.26), obtemos que

& &
e lim 2n = lim 2n+1:0 = bi=b=0
n—00 )\271 n—00 )\Qn
O\ 1/2
] (6§n)) [(2n)2/<2] 1/2
e lim ——— = lim =K = a1 =Kk
n—00 omn n—00 2n
«(©) \ /2
) (52n+1> . (2n+1)
e lim ~———=1lim —~ =1 = ay=1.
n—00 )\277, n—00 2n

Para os polinémios dados por (4.27), temos que

—52" = lim 52"“_0 = b =0by=0.

i
e Ve W
<D\ /2
(a) (2n)
o lim 2 =1lim-—“=1 = a =1
n—o0 Aon n—oo 2n

(D) 1/2
, (52n+1> . [(2n+1)%K?] 1/2
e lim ———%— — lim =K = as =K.
n—oo )\277, n—00 2n

Usando o Teorema 4.1 para esses resultados, com a = 1, obtemos

lim ——"  —  lim lM
n—ocon Cj_s(nz)  n—con Dy_o(nz)

= % {22 — (K2 + 1)t + \/[22 — (k= 1% [2® — (k+ 1)2752]}

uniformemente para z em conjuntos compactos de C \ [—A, A].

Sejam {x( ) Tye {xn] ", os zeros de Cy(z) e Dp(x), respectivamente. Entao, pelo
Teorema 4.4, temos que, para toda funcao continua fe 0 < k < 1,
- (@) (@) @) = D)
. 2
71121010 Z /\Qk,jc%—l(ajzk])f(%kd‘/Q” nle Z )‘2k+1 R 2k x2k+1 ])f(‘er;-i,-l ]/271)

j=1

1 1+“f(t:n)+f(—a:)\/1+/£ :172\/372 (1— k)2 I
k2T, 2
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2k+1
D
nlzgloZAzmzk (a5 )f (@ ékm/% hmZA%j 3 (@) f(aly) /2n)

l /1+H f(tl:) +2f(_ .CE) \/ B 1‘2\/3}2 1 - ’i dr + (1 o KZQ)f<O)
T J1

—K

onde o significado de )\(C) e )\( ) é obvio e {cp(2)}02 e {dn(x)}22, sao os polindmios ortonormais.

Ainda pelo Teorema 4.4, encontramos que

Jiﬂsoazf

l-l—li
N //1 fle) + F(~ )]\/l—kn —xQ\/ 1—/4;2dxdt'

N NG
nlggogzgf(%,j /n)
]:
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Capitulo 5

Polin6mios Similares: Propriedades Assintéticas

Neste capitulo apresentaremos os resultados obtidos por nos, semelhantes aos do Capitulo 4,
para os polindémios similares aos ortogonais em que os coeficientes da relagao de recorréncia sao

divergentes.

5.1 Introducao

Faremos, aqui, uso da defini¢ao de fun¢ao de variagao regular (Defini¢ao 4.1). Vamos supor que
existe uma sequéncia de variagao regular {\,}7°, com expoente a > 0, tal que os coeficientes da

relagao de recorréncia (3.38) satisfazem

lim ﬁZn/)\Zn = ﬁ(o)a lim a2n/A2n = a(O)’
(5.1)
Hm Bont1/Aon = BY, lim agni1/Aon = ol

Vamos utilizar, também, os Lemas 4.1, 4.2 e 4.3 que serao necessarios para a demonstracao dos
Teoremas 5.3 e 5.5.
Supondo que (3.48) seja vélido, faremos, entdo, um estudo sobre o caso ilimitado para os

polinémios similares aos ortogonais.

5.2 Resultados Preliminares

No caso em que os coeficientes da relacao de recorréncia sao limitados, Andrade, Sri Ranga e

Van Assche (ver [3|) mostraram que, se (3.48) ocorre e

lim ﬁ2n = B(O)a lim ag, = &(0)7
(5.2)
lim Boni1 = BV, lim ag,1 = &V,
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5.2 Resultados Preliminares

entao os polinomios similares B,,(z) satisfazem

: 2 30)30)
ST 2§03
' \/[ 24 (3O 4+ g0 0 +aWyz 4 g0 ﬂ(l — 45050 2
1 z — 5(0 ﬁ(l) 1

_ 5.3
22\/z—a\/z—a\/z—b\/ (53)

at+b = O30 D 2va0aw
at+b = pO+p0+a0 +d()—2 PIOET
ab—ab = FOZ0.

e (3.45) e do Teorema 3.11, obtemos

Bi(2) &~ 1/m [
an(z)Zz—znr/ z—tdF() (5:4)

r=1 ) d

De (5.4) e do Teorema 2.5 (Grommer-Hamburger), segue que existe uma fungao nao-decrescente
FemFE C d, CZ], tal que

b [ (1) = R(z) = / Lo (5.5)
E

n—oo [i z—1 pz—t

uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [d, d] e, como consequéncia, F,, converge (fraca-

mente) para F. Este resultado também significa que
1o .
Jm 237 f )~ | @),
]:

Antes de enunciar o primeiro teorema deste capitulo, necessitaremos da seguinte propriedade.

Propriedade 5.1 Para qualquer A > 0, temos que

(.)1/A 1 dv 1
t T _/\2_95\/)\2_1,2_\/22_)\2’

o1 B
@ 2

Demonstragao: (i) Fazendo a mudanga de variaveis © = Ay, obtemos que

1/A 1 dz B 1/1 1 Ady
TS x2—2 /)2 _ ;2 T J 12— AY /N2 — \2y?
o 1o/t 1 dy
B ;/—12_)\31\/1—y2

B 1/1 1 dy
AT —12/)\_yx/l—y2'
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5.2 Resultados Preliminares

De (3.34) e (3.35) sabemos que

1
/ L d(x) = FO(u),

1u—x

onde FC(u) é o limite da fracao continua

01
° 2
u — 51 - =
~ 03
u— & — =
u— &3 —
e d;, &, 1 =1,2,..., s@0 os coeficientes da relacao de recorréncia de trés termos dos polinémios

ortogonais com relagao a do(z).

Mas, da férmula de recorréncia para os polindmios de Chebyshev de 12 espécie monicos, sabe-

mos que &; = T, 5221/2, 53:34:...:1/4e€i:0parai:1,2,....
d 1
Assim, para d¢(x) = \/%—a@’ FC(u) = #, onde L(u) =u — L)
2L(u)

Logo, [L(u)]? — uL(u) + 1/4 = 0. Dai,

utVu? -1 T
L(u):f = —

pois FC(u) — 0, quando u — o0.

Portanto, para u = ;, FC(u) =

AT

. Logo,
22— \2

i/l 1 dy AT
M 12/ A=y J1—y2 222

(74) Temos que
1/A dzx _1/11 dzx g
T) 02— 22 7)o /1—x2/)\2 '
Assim, fazendo x = Ay, obtemos

1 ™ T
I—%[;ﬁ%?—%W“m@WI—%b—@Eﬂ—L

O seguinte teorema nos da, explicitamente, a expressao para a fungao distribuigao F(t)
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5.2 Resultados Preliminares

Teorema 5.1 Suponhamos que (3.48) e (5.2) sejam wvdlidos e que 0 < BOAD ¢ 0 < a®al),

Entao,
” i 2 = Bi(+ B)/ ~
F(t;dy,dy, 3) = o /_Oo JEBr— (x5 )QJ(x—ﬁ)Z—d%xIE(x)dx’

onde Ip(x) = U(x —a) —U(x —a) + Uz — b) — U(x — b) ¢ a fungio indicadora do conjunto

E = [a,a) U [b, b], B =1/BOBM, d3 = (/5 A2 4 \/7+ \/— — (Vb — a)?
@2 = (/8O — /)2 + (V& — \/— \/_\/5)2‘

Demonstragao: Como 0 < BOAD < s0e0<a®al) < o0, temos que

O<a<a<b<b< oo

Consideremos

Assim,
, 0) 3(1)
)=1-— 576 .

2

Podemos, entao, escrever

oL [ @,
R e e

Assim, basta mostrarmos que

SN YL H (1) s
H(z)—27r/ PR - dt = R(z).

Fazendo a substitui¢do y = H(t), obtemos

~ 1 2vus 2 dy
22 g [(Ul +y) - \/(Ul +y)° - 4U2] dus —y
2z 2 dy
S g {(ul +y) + \/(Ul +y)* ~ 4u2] s =y

WU 25— (y+u) dy
2 —oyaz 22— 2(y +ur) +u2 \Sdug — 42
1 2yus 1—(y+wu)/2z dy
a _/_2\/173 H(z) -y dug — 1?2’

2

2

onde u; = B + 1) + 5O 4 61 4y = FOSD) ¢ yy = aDal).
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Somando-se e subtraindo-se H(z)/2z no ultimo termo da equagao anterior para R(z), temos
que

A = L / 20 | [uy + H(2)]/22 + [H(z) —9)/2:  dy
—2V/us H(z) -y Jug — y2
1 [2Vus 1 dy i+ H(z)1 [2V5 1 dy
- _/—QJITBH(Z)_y 4U3—y2_ 2z ;/_QMH(Z)_Z/ dus — y?

[ it
+—= A
22T J g juz \/Auz — y?
Como

1

_/A 1 dy 1 . 1/ Ay
7T fAZ*y\/)\Q—yz_\/ZQ—V m 7>\\/)\2—y2_ ’

para qualquer A > 0, obtemos

() = _u —i—QH(z) 1 N 1
(2)]” — 4dus & V[H(2))? — 4us
_ z—ug/z i
= (HE)P - dug >

Substituindo-se, agora, a expressio para H(z), chegamos que H(z) = R(z), o que completa a

demonstracao. m
Teorema 5.2 Sejama&bl;tais que 0 <a<a<b<b<ooeab=ab= (% Entio, para
= (Vb—va)>, di=(Vb— Va3, B <d} e E = [a,a]Ubb,
1
D tV(t;dl,dQ,d(),ﬂ, 5)dt = L(Z;d1,d2,d07,3,5),
EZ—
onde )
L _ 2 [~ )2 + (&~ )]
i (3 - d3)* ’
V(t;dy,da, do, 3,5) = VBt — (-5 \/(t_ﬁ)z_d%t(tfﬁ)(t%)
1, &2, 4Q, ’
[(t—BQ) dgt] |t =3
e
L(z;dy, da, do, 3,9)
B 2(z =)

(2= 0 = = [(B = R)& ~ )] "2+ /(- = 9 — B\ = B — B
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Demonstragao: Sabemos, de (4.17), que

5 [(52 o 72)1/2 i (52 . 72)1/2}2 \/ﬂ2 2222 — o2

dG(x;6,06,v) = — Ig(x)dx
e que sua transformada de Stieltjes ¢ dada por
* 1
S(G(ﬂf;é-ﬂﬁ);Z)Z/ - dG(2:6,8,7).
Assim, para |dyg| < dy < dy e E = [—dy, —d1] U [d1,d2], temos que
2 _ .2 /2
S(G($7 dla d27 d0)7 w) + S(G(':U d17 d?a - D/ 1_ T \/d f \/$’ 1 ]x\dx
= : (5.6)
1/2
w? — df — [(d} — d2)(d3 d%)] P Jur - w2 -
Em [36], Sri Ranga, Andrade e Phillips mostraram que
(2) = ¢ 27 / —Ldu(
EW
quando
dy(t) = d 5.7
¥(t) Ct+ﬁ¢(()) (5.7)

onde dé(x) ¢ uma distribuicdo simétrica cléssica em E, z(t) = (t — 8)/v/t e ¢ é uma constante
qualquer. Usando z(t) em (5.7), obtemos que
1
dy(t) = SV (t; dv, da, do, B, 5)dt

Portanto,

1 1
D/Ew_xd¢($)20\/ZD/EZ_tV(t;dl,dg,do,ﬁ,ﬂ)dt

Agora, aplicando-se a mudancga de varidveis w = (z — 3)/4/z em (5.6), obtemos que

1
D d¢(x) :\/EL(z;dlad27d07ﬂ7ﬁ)
E Z—X
onde \/ ; \/ ;
d3 — x2\/2? — d5
do(x) = pEp |z|dx.
Assim,

1
D [ 1 Vitidy,da,do, 5. B)dt = Lizids,daydos 5.,
=

Observe que

pt—

1
I = [ gVididado,5,0)dt

@ 1 b1
= / V(t;dlad%d()a/@’ﬁ)dt—i_ﬁ V(t;dlad%d():ﬁaﬁ)dt
a t_ﬂ b t—IB
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Fazendo t = 3 /u e, em seguida, u = t na primeira das duas integrais acima, teremos que

b boq
I = _A ,82/t— (ﬁ2/t d1>d27d07ﬁ /B)B dt+/ _ﬁ (t d17d2>d07/8 6)
b /8 b 1
| 5V 0Pt dado, 5,01 + [Vt dado. 5, )
b /8_ b t—,@
Mas,
V(32 /t;d1, da, do, B, B) = ﬂ V(t;di,da, do, B, ).
Dai,
b b
I:/ —V(t dy, ds, do, 3, ﬁ)dt+/ ——V(t;dy,da, do, 3, B)dt
p B—t pt—p0
Logo,
D 1 V(t;dlad27d0aﬁ?/6)dt — D Z_t ﬁ) V(t;dlyd2ad07/85/8)dt
pz—t t—p3 z—0BJi z—t t—p3
_ D { V t d17d27d0)ﬂ 5)
z—=0B /B
1
+ N —V(ta dlad27d07/67ﬁ)dt}
EZ—t
D 1
- Z—ﬁ 5 Z_tv(t7dlad27d0)ﬂ7ﬂ)dt
= —ﬁL(z d17d27d07ﬁ ﬁ)
Temos que
t—9
V(t;di,da,do, 8,0) = mv(t; d1,d2,do, B, ).
Entao,
D/ 1 V(t;dlad2ad07ﬁa(5)dt _ D/ t_ + B_(S) V(t;dlad27d07ﬁaﬁ)dt
gzt t—p z—t t—
= L(z;dy1,ds,do, B, 8) + ﬁ_ L(z;dy,d2,do, 8, 3)
-0
= S5y, do,.6)

= L(z;dy,d2,do, 3,9).

Note que a funcio V(t;dy, dg, do, 8,9) € uma funcao peso em E se, e somente se, @ < § < b.

Portanto, obtivemos duas fungoes distribuicoes

o 1 Ix—ﬁl(w+6)/ o
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G(t;dy, da, do, B,0) =

2 (B — &) + (df — &))"
" (& - )"

/ V= (= 0P = i =ty
ul(u 52) — du] lu — 3 E
_ D/ V(tsdy, do, do, B, 8)1 5 (u)du, (5.9)

onde dy, di, ds, 3, § e E estido definidos no Teorema 5.1 e Teorema 5.2.

Observe que essas duas funcoes distribuicoes F e G, nada mais sio do que as funcoes
distribui¢des F e G que usamos no Capitulo 4, modificadas pela transformacio z(t) = (t — 8)/v/t
(ver [33]).

5.3 Propriedades Assintéticas

De (3.38), temos que

Bont1(2) = (2 — Pon+1)Ban(2) — cont12Bon—1(2) (5.10)

Bont2(2) = (2 — Ban+2) Ban+1(2) — Q2n22Ban(2). (5.11)
Resolvendo a segunda equagao para Bay,t1(x), obtemos

Bony2(2) + agni22Ban(z)

Banv1(2) = 2 — Pont2
n

Substituindo esta expressao em (5.10), temos a seguinte féormula de recorréncia envolvendo

somente os polinémios de grau par

Bopyo(z) = [(Z — Bon+1)(2 — Bons2) — opq2z — 02n+1zm] Boyn(2)

= ﬁ2n
62n+2 2
- ﬁQn B ( )

Analogamente, obtemos a formula de recorréncia que envolve apenas os polindmios de grau

_a2na2n+1

impar
z — Bon+3
Bonys(z) = [(2 — Bon+2)(z — Ponts) — don432 — a2n+2m2:| Bon1(2)
—Oé2n+1042n+2M *Bon-1(2).
— Ban+1
Portanto,
By y2(z) = an(2)Bn(z) — bp(2) Br—2(2), n>1, (5.12)

66



5.3 Propriedades Assintoticas

onde 5
Z [e—
an(2) = (2 = Bn+1)(z — Bny2) — angoz — O‘n+17n+22’
Z = ﬁn
e (5.13)
z—=p
bn(z) = an—l—lanﬁZZ-
1 Br(A
Vamos estudar, agora, a convergéncia da razao —M para todo z € C\ [0, A], quando

)\721 Bk_Q(/\nZ)
as condicoes (5.1) sao satisfeitas.

Teorema 5.3 Suponhamos que 0s coeficientes da relagao de recorréncia (3.38) satisfagcam (5.1),
onde {\,}>2, € uma sequéncia de variagao regular com expoente o > 0. Seja A uma constante
positiva tal que 0 < zp, j/ A < A para todo n (o que € possivel devido a (3.48)). Entao, para n — oo

ek/n—1tel0,1],
1 Bk()\nz)

A_% Bi—2(An2)

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C\ [0, A], onde

— R (Z, t)

Riet) = 5{ (=8 - 508) - (@ +al)zee

2
+ \/[(z — O (z — gy — (a0 4 a(l))zta] - 4a(0)a(1)22t2°‘} . (5.14)

Demonstragao: Seja {k,} uma sequéncia de inteiros tal que k,/n — t quando n — co. Primeira-
22 Bog, —2(A2n2)
" szn ()\2'”2)

[A+d,o0), com d > 0 suficientemente grande.

De (3.45) e (3.46), para z € [A + d, 00) temos

mente, vamos demonstrar que a razao converge para 1/Ri(z,t) quando z €

Br—1(An2) Th,j 1
Ay | Aot AnE) ’ -
Bi(Mz) | — Z Z— 215/ An <4
¢ k
kal(/\nz) Tk,j A+d
Az | D= AnZ) | : .
‘ ‘ Bi(hnz) | = 2 i d

j=11—
z

Consequentemente, como z — 2k j/An > 2 — Znn/An > d (se k < n),

Bk_g()\nz) 1 9 Bk_g()\nz) A+d
PR N Lath — A . 5.15
"I TBwe) | S @ ¢ M T Bane) &2 (5.15)
Logo, de (5.15), para as sequéncias pares de {k,}, obtemos
9 | Bak,—2(Aanz) 1 9 | Bak,—2(Aanz)|  A+d
oo | < = 2 . (5.16)
Bog,, (A2n2) d Bok,, (A2n2) d
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5.3 Propriedades Assintoticas

Bop. _o(Aopz
Entao, existe uma subsequéncia {/\gnM} convergente. Mostremos que
Bag, (M2a2)

{)\QAszﬁq()\%z)} o {)\ Bop, (A2 2) }
' Boy. (A2n2) " Bok, +2(M2n 2)

Fazendo uy = Baop(A2nz), pelo Lema 4.1, por (5.12) e (5.13), temos

tém o mesmo limite.

A Bok(Monz)  Bag—2(A2m2)
" | Bag12(A2n?) Bar(A2n2)
)\% bg()\gnz)b4()\2nz) s ka(AgnZ)
- Bok(A2nz) Bag2(A2nz)

k
)‘%n Z ‘b2j+2(>\2nz) s ka()\gnZﬂ

By (A2n2)Baj—2(Aanz)
A n A n J J—
{‘azj( 2n2) = azj—2(Aen? "B% A2n %) Bagya(A2n2)

|

Boi(Aonz)Bai_4(Aonz
+|b2j()\2n2)—sz2()\2nz)|‘ 2j( 2 ) 2 ( 2 )

B (A2n2) Bogy2(Aonz)
Y bo(A2n2)ba(A2nz) - - - bar(A2n2) |23,z
o A3 | Bok+2(A2nz) Bag (A2n2)|
byjr2(Aan2) - - bor(A2n2) 2(k—j)

‘)\3 z

n?|

k
+X5, )
=1
Bsj(Aanz)Boj—2(Aanz)

A n _ A " J J—
{’CLZ]( %) = Azj-2(2n |’B2k (A2n2) Bagy2(A2n2)

Byj(A2nz)Baj—2(Aanz)
i (0202) = b2l | pEOEEZ2 L (1)

22E=7)

~ boi(Aap,
onde boj(Aopz) = %
2n

A 2k
Observe que 22— I ) Como k/n — t quando n — oo, temos que

TPACULILDNY
" f(2n)
Assim, das condigoes (5.1), encontramos que
Qok _ Ok Aok NORS Q2k1 _ 2kl A2k ae.
Xon Aok A2 A2n, Aok Aon
Bak _ Pok Aok — 3O Bak+1 _ Bok+1 Aok — e,
Xon Aok Aop A2n Aok A2n
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5.3 Propriedades Assintoticas

quando n — oo e k/n — t.
Isto significa que, para nossa sequéncia {k,}, a matriz {b;(Monz)/A3; 7 < kn,n = 1,2,...} ¢
limitada por uma constante C'.

Agora, de (5.16), obtemos facilmente que, para j < k,

'sz()\znz) _ ﬁ Byi—2(Aanz) < < 1 )Qk_Zj
Bo(A2nz) =1 Bai(A2n2) Aond
¢ k
e
’Z(k_j)ng()\gnz) _ H ZBQZ‘_Q()\QnZ) < <A+d> J.
ng()\gnz) i=jt1 Bgi(/\gnz) )\%ndQ
Portanto, (5.17) torna-se
2 | BawlAenz) 0 Bapa(A2n2)
2" | Bokr2(Aan2) Bok(A2n2)
_ <i) (C(A+d)2>k+ <C’(A+d)2>k§k:{\a2j(x\2nz) — azj—a(Mon?)|
- d? d4 a4 22 g4
j=1 2n
L 102i(Q2n2) = bajoa(han2)| ] (C(A+ )N ™
A3, db d* '

Agora, podemos escolher d suficientemente grande tal que C(A + d)? < d* Entdo, pelo

Lema 4.3 segue que, para n — oo e k/n — t,

{ 9 Bor(Aanz) 9 B2k—2()\2n2)}
2n — \2n — 0.
Boky2(Aonz) Bok(A2nz)

2 Boj,, —2(A2i2)
" Boy. (A2n2)
também converge e ambas tém o mesmo limite. Seja 1/R;(z,t) este limite.

Bow (Aon
Assim, como {/\ 2 2k; (A2 2) }

} € uma subsequéncia convergente, entao {)\% 3 Dan?)
2kn+2(A20 2

Pela formula de recorréncia (5.12), temos que

1 Bog,+2(A2az) _ aok, (M2n2)  bak, (A2az) A2 Bok., —2(A2q2)

)\%ﬁ B2k,;L (>\2ﬁ,z) )\%ﬁ Agﬁ BQkﬁ ()\QﬁZ) ’
onde
ask, (A2p2) _ <z B ﬁQkﬁ—&—l) (z B 52kﬁ+2> _ Ok Okl 2 — ﬁzkﬁ+2/>\2ﬁz
)‘%ﬁ A2 A2, Aop Aop 2 — /BQkﬁ/)\Qﬁ
e
Dok, (M2n2) _ Qoky Qaky—1 2 — Boky 12/ A2n 2
A5 Aon Aoa 2= Pok,/Aen
Fazendo n — oo, obtemos
b(z,t)
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com
a(z,t) = (z — BO1)(z = W) — (a® + oWyt e b(2,t) = a@aD2:2,

Dali, segue que

1
Ra(z1) = 5 {a(z,t) +/a2(z,1) — 4b(z,t)} .
Como Rj(z,t) tende para o infinito quando z vai para o infinito, devemos escolher o sinal
5 Bak,—2(A2n2)
*" Bok, (Aan2)
de onde o resultado seque para z € [A + d, 00).
Sabemos que {AQ M
" Bok, (A2n?)
se tomarmos um conjunto compacto K em C\ [0, A], a distancia ¢ deste conjunto ao intervalo [0, A]

positivo. Toda subsequéncia de {/\ } que converge tem, portanto, o mesmo limite,

} é um sequéncia de funcoes analiticas em C \ [0, A]. Assim,

é estritamente positiva. Portanto, para z € IC, obtemos

Bok, —2(A2nz) 1

N2 TnmAAent) Lo

{ 2n ngn()\gnz) Y

9 Bog,—2(A2nz)

Além disso, a sequéncia {Agn Bor. Can?)
2%y (A2n <

} converge em um subconjunto de C \ [0, A] com

9 Bak,—2(Aan2)

um ponto de acumulagao. Entdo, pelo Teorema 2.4 (Stieltjes-Vitali), {/\Qn Bor Oan?)
2ky (A2n <

} converge
uniformemente em subconjuntos compactos de C\ [0, A].
Repetindo o mesmo argumento para a subsequéncia
v Boy,, —1(A2n2)
" Bog,+1(A2nz)’
encontramos que esta sequéncia também converge para 1/Ry(z,t), o que completa a demonstracao.

Da formula de recorréncia (3.38), obtemos que

1 Bop1(Aonz) <z B 52k+1> 1 Bop(Amz) ookt
A3, Bai—1(A2n2) Aon ) Azn Bag—1(A2n2) Aop

1 Boia(Aonz) <Z B 52k+2> 1 Bops1(Aonz)  askpa
A3, Bar(Aanz) Ao ) Aan Bok(Ao2nz) Aon
Fazendo n — oo, k/n — t € [0,1] e usando o Teorema 5.3, chegamos ao resultado abaixo.

Teorema 5.4 Suponhamos que os coeficientes da relagao de recorréncia (3.38) satisfagam (5.1),
onde \p, € uma sequéncia de variagdo reqular com expoente o« > 0. Seja A uma constante positiva
tal que 0 < zp j/An < A, n=1,2,.... Entdo, quando n — oo e k/n — t € [0,1],

Bag(A2n2) 0) z— [0
Aop o~ — Ry (2,8) = : 5.18
2" Bogr1(Aanz) = By Ri(z,t) + a@toy (5.18)
_ ()«
I T P (5.19)

Bok(A2n2) " Ri(z,t) + aMtay’

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C\ [0, A].
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Teorema 5.5 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 5.3, quando n — oo temos que

(d/dz)Bp(Anz) 1 [1(0/02)Ri(z,1)
Bane) BE)=3 /0 O

1
n

1 2 20

1 1 — uat

_ / o Lt dt (520
0 & & \/[22 —uit® + thQO‘] — dugt?@ 2>

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C\ [0, A], onde uy = BO 4 1) 4 o0 4 o)
uy = BOBL ¢ yg = a@a®),

Demonstragao: A demonstracao é andloga & do Teorema 4.3. Como no Teorema 5.3, primeira-

mente vamos mostrar o resultado para z € [A + d, 00). Consideremos a fun¢ao

b (t):—i< Bynt) (A2nz) >/< By|nt) (A2nz) ) 0<t<]
" dz B2LntJ+2(A2nz) BZLntJ+2()‘2nz) ’ - =7

onde |a| é a parte inteira do namero real a. Assim, pelo Lema 4.2,

1 1 1 1/n 2/n 1
—/ ho()dt = = / hn(t)dt—l—/ B (t)dt + - +/
2 Jo 2 1Jo 1/n
_ 1 /1/" Bo(Aan2) Bo(Aan2)
- 2 0 B2 )\an BQ )\an
2/n BQ()\Q Z) B2(>\2 Z)
4 _ n n dt + -
/l/n [ <B4(>\2n2)> / By(A2n2) }
1
+/ [_ (an 2(Aon2) ) /(B2n 2 Aw)ﬂ dt}
(n—1)/n BQn )\ZnZ B2n )\an)
_ 1 = Byj—2(A2nz) Byj—2(A2nz)
2n - BQJ )\an BQJ )\an
7j=1

i (d/dZ)Bgn()\znZ)
2n Bgn()\gnz) ’

Se fixarmos t, pelo Teorema 5.3,

0 1 9
9z <R1(z,t)> B &(Rl(zﬁ))
hn(t) i 1 - Rl(z,t) )
Rl(z,t)

que segue da convergéncia uniforme de fungoes analiticas e de suas derivadas em conjuntos com-

pactos. Para t € [(j —1)/n,j/n), temos também que
halt) = _d <BQj—2()\2nZ)) /(BQj—2(>\2n2))
" dz \ Baj(Aan2) Boj(Aanz)
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Usando a desigualdade

n n
Zlajbj < lrgjaﬁxnajzl bj, (Lj,bj > 0, j=12 ... n,
J= J=

encontramos que

i (Baled) [(Baledy _ st [yt

Jj=1 Jj=1
< 1 < 1
max —
1<j<k 2 — 2 j/An  d
Entao, segue que
1 1
—h,(t) < —.
5hn(t) < -

Pelo Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue obtemos, para z € [A + d, ),

z z 1 1 z z
1 (d/dz)Ban(don) _ 1 /0 h(t)dt — /0 <a/zl>(ilt<) ) g

2n an()\an) - 2

Observe que

2Ry (z,t) = 22— ut® + ugt® + \/[22 —ut%z + u2t2a]2 — Qugt?2? (5.21)

e, entao,

o 2y — e 2 to t20¢ —4 t20¢
28_(R1(Z’t)) = 2z —ut*+ (2z —wt?)(=" —w z+u22 ) ust =
o \/[22 — w1tz + uzt2a] — 4ugt?®2?
(22 — uit®)2R (2, t) — dust®*z
\/[2’2 —ut%z + utha]Q — 4ugt?®2?
9 t2a
2R (z,1) {22 —upt® — ;3( S}
= — =) (5.22)
\/[z2 —uit®z + u2t20‘] — Just?*2?

De (5.21) e (5.22), chegamos ao integrando de (5.20) para z € [A + d,00). O resultado geral
segue do Teorema 2.4 (Stieltjes-Vitali).

O mesmo argumento pode ser usado para os indices impares. [ |
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5.3 Propriedades Assintoticas

Observe que podemos escrever R3(z) da seguinte maneira

11 22 ﬁ B(l 2o 1
Ry(2) = / 1 M (5.23)
0 |22z —ato\/z —ato/z — bto\/ z — bte 2%

0nde0§a§d§5§be

a+b = B9 40 4o 4 oM 4 2y/a0al)
i+b = B9 40 4o 4 o) 2y/a0)aM),
ab = ab=p"p0.
5.3.1 Representacao Integral

Consideremos as funcoes distribuicdes F e G dadas em (5.8) e (5.9), respectivamente, ou seja,

Ft:dy, ds, ) = — /t ’x —Blz+B)/x I:(z)dz (5.24)

om OO\/d \/(33—5) — d2x

2
2 [(d3 — dp)"* + (df — dp)'?]
s

G(t;dy,da,do, B,0) =

(d3 - d2)2
/ V- W—W—d%uw—ﬁ)(u—é)Hu)du
[(u — 3%)? — dgu lu—pl  °F
- D /_ V(us dy, da, do, B, 6)I 5 (w)du, (5.25)

onde I;(x) é a funcado indicadora do conjunto E = [a,a] U [b,b).

Teorema 5.6 Suponhamos que (5.1) seja wdlido, 3 < 0o e & < o0, e 0 < BOH ¢
0 < a9a), Entdo,

1 — amin/al® N 1
z — B¢t 2ra(0) ¢t

1
R (z,) = /E —— V(s e/ a2, e, B0 da

(1) . 1- amin/a(l) 1 / 1 a/2 a/2 /2 o o
RQ (Z7t) T, /B(O)ta * 2raDta 5Z— xV(a; Yot ™7yt T A, Bt 5 t )d

onde E = [a,a] U[b,b], amin = min{a®, oM}, A2 = (/30O — /gW)2 g =/p0)30),
= (/O -4/ (Va© +vaM)? = (Vb — /a)?
7% = (/B0 — /B — Va2 = (Vb - Vay.
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Demonstracgao: De (5.14) e do Teorema 5.4, temos que

B0 = 20z = 00| (2 = BO) (= — 501 — () — a®)rez
(5.26)

—1
/] - B0z - 5<1>ta>—(am+a<0>)ta42_4a<0>a<1>t2az2} |

Multiplicando-se e dividindo-se o segundo membro da igualdade acima pelo conjugado do termo

entre chaves, obtemos
-1
BP(t) = |20z = BO)aOz] {2 = g0 (2 = pO) — (M) — a0tz

Iz - 8Otz — B0 — (alh) + a0)az]? - 4a<0>a<1>t2az2} |

Somando-se e subtraindo-se |a(1) — a(0)|zt°‘ e, novamente, multiplicando-se e dividindo-se pelo
conjugando do termo entre chaves, chegamos que
o) — a(0)| — (a(l) — a(O)) (a(l) + a(O)) — ,a(l) _ a(O),

(0) _
RQ (27 t) - 206(0) (Z _ ﬁ(l)ta) 2@(0)
% 2z — B(O)ta){(z ~ 5O (2 — ) — oD — O,
-1
11z = BO@) (= — pO) — () 4 a®)ra]’ 4a<o>a<1>t2az2} |
Note que

(o= B0 - g0y = (2= \/5(°)ﬂ(”t‘”>2 - (Voo - W)f
= (z—Bt*)?% = \%t2,
o) a0 = [(Val® 1 Val) (Va® Vo) e
[(0F
(¢

)\2 70 )\2)t2cx] 1/2

2to¢ )\Qta 2to¢ . )\275&)] 1/2

€
VI = BO@)(z - B0 — (o) + a®)i02]? — 4a0a) 2022

— \/(z — ﬁta)2 - ’}/IQtO‘Z\/(Z - Bt"‘)2 — ataz.

Podemos, entao, escrever (5.26) como
la) — a0 — (oM — @) (oD 4 o) — |aD) — O]
200 (z — pD¢a) 22/(0)

20z = AO) {(2 = B17)2 = N2z = [(30 — W) (ot — 23]

~1
+ o= 1o s fla = e =z}

RV (z,1)

1/2 e
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Logo, pelo Teorema 5.2, obtemos

a® — @] = (@D = a®) (oD +a©) — o) — 4O

(0) _
B = o = g0 200
x L(z; 70t/ %, 1at/2, xeo/2, g, 3O)
‘a(l) — O4(0)‘ — (a(l) — a(O)) (a(l) + a(O)) — ,a(l) — a(O),
B 2000) (2 — pge) 20
1
x D / —V($7 ’)’Ota/Qa Wlta/27 )‘ta/Qv ﬁta7 ﬁ(O)ta)dxa
BRZ—x
onde
2
Lo 9 [(,y%ta o )\2ta)1/2 + ('Ygta . )\2to¢)1/2:|
§ (3t —43te)”

{(\/WJF\/E)Jr‘\/WJF\/W‘}Q

1600 oD ¢er

2
us

Analisando os casos o)) > a0 e a1 < o chegamos que

(0) . 1- amin/a(o) 1 1 . a/2 a/2 a/2 a 2(0)
R2 (Z?t) - o — ﬂ(l)ta * 2mo(0) e Bz— xV(ilf,’}’ot Y1t AL , Bt Bt )dl’

De maneira analoga, como

B0 = 2z - B0 (e - 5Oz - B0 — (@) + o)

—1
+ \/[(z — BO¢te)(z — pMta) — (oD + ()e(o))to‘z]2 — 40 (D202 4 20z(1)to‘z} ,

o outro resultado do teorema ¢é obtido substituindo-se (a(?, 3) por (), (1), [

Teorema 5.7 Sob as mesmas condi¢ées do Teorema 5.3, com 0 < SOBM) ¢ 0 < a®a) | temos,
para toda fung¢dao continua f em (0,00) quando n — oo e k/n — t € [0, 1], que

2% -
. Qmin A a a a a a
(4) > ok f(zokg/Aan)  — 0 / F(@)dG (w; 70t 2, 3 t/2 a2, g, 1)
j=1 -

(0}

1
04( ) — Qmin

T

F(8O);

2k+1 .
.. Umin ~ a a a o o
(i) > oty f (zansrg/Aen)  — W/ F(@)dG (s 4ot 1t M2, pte, 3O
=1 oo
al® — Omin
a0

1 1L poo -
(i) S5 feng/An) /0 / (@) AF (550t ™. Ve,

F(BWt)
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onde A = (y/( B2, 3 g(O)g(l) A2 (,/g(m — VB2 + (Va® + VaM)?

= (V= V@ ¢ = (V30 - VAT + (Va® — Va®) = (VB - Var.
Demonstragao: Sejam as fungoes distribuicoes discretas
k
2) =Y iUz — 215/ An) (5.27)
j=1
e
1 n
=~ U~ zn/An). (5:28)
j=1

onde U(z) é a fungao de Heaviside dada por (4.22).

Sabemos que

(d/dz)Bp(Anz) _ En: 1

1
n Ba(An2) — 2 — Znj/ 0

Assim, as transformadas de Stieltjes das fungdes distribuicdes G, 1(z) e F,(z) sdo dadas, res-

pectivamente, por

S(Guatalia) = [ T, By (5.29)
SEaayz) = [ & o) _ 1] Cj_ﬁ;)g(?) (5.30)

Para n par e k par, de (5.29) e (5.19), obtemos que

z— e

S(Gonpi(w);2) — R (2,1) =
(Gaonok(z);2) = Ry’ (2,1) Rl(z,t)+05(1)to‘

Do Teorema 5.6, sabemos que

] (@ — oMy 1 (@ £ a) — [a® — 4]
2a/(1) z — BO0)¢a + 2a/(1)

1
X D/ —— V(a5 70t 2, it N2 g, BV dae
pZ—

0) _
ROy =

e (5.25), temos que
dG(w; ot 1t 02, gt BIE) = DV (w; 7ot™?, mat®/2, xe2/2, pt*, B I () dac.

Dai, podemos escrever

D= (a® —a®) 1 (@ 4+ D) — |a© — o)
20D - g 20D

x / L 0G0t a2, N2, e, B0y,
Z—X

0) _
Ry =
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Analisando os casos o) > a0 e o) < a9 chegamos que

R(l) 1 = QOmin /OO
2 (Za ) Oé(l) B

0 Z—T

dG (s 70t/ /2, /2, e, pOE)

a®) — Qmin, 1
aD) z — ﬁ(O)ta ’

Portanto, pelo Teorema 2.5 (Grommer-Hamburger),

2%k o

Qmin A o o ey ey @
E TQk‘,jf(ZQk,j/AQn) Oé(l) / f(l')dG(.%’,")/()t /27’}/1t /27)‘t /27ﬁt 7/8(1)t )
Jj=1 e

1) _ 4
(07 Amin o
+Tf(5(0)t ).
(6%

Para n par e k impar, a demonstracio ¢ analoga, substituindo-se (a(?), 3(0) por (o, (1),

Para demonstrar (iii), vamos mostrar que o integrando de (5.20) é a transformada de Stieltjes
da funcao distribuicao F(x;’yoto‘/2,’ylta/2,ﬂta). De (5.24), temos que

F(x;fyota/zaf)/lta/za/@ta) - QL/ |U _ ﬁt ‘(u + 6t )/'LL
T™.J—0 \/’y%tau — (’LL — ﬁto&)Q\/(u o 675&)2 _ ’}’gta’u,

I:(u)du.

Mas, de (5.3) e (5.5),

B 1 2 t20¢ 1
S(F (w5 y0t™?, 1t/ B%);2) = o — + 2
o \/[2’2 —ut®z + uztza} — 4ugt?®2? o
onde ug = 8O + 81 4 4O 4 o) 4y = BOBD) ¢ yg = DD,
Assim, do Teorema 5.5,
~ 1 ~
SUn(e)2) = [ SO0t 2, ;)
0
Portanto, pelo Teorema 2.5 (Grommer-Hamburger),
1 n 1 00 5
3 i) = [ F@dB e e, e
para toda fungdo continua f em (0, c0). [
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5.3.2 Casos Especiais

Como nos polinémios ortogonais, analisaremos alguns casos especiais dos teoremas anteriores
deste capitulo. Note que, mesmo que os coeficientes 3,,, a,, n > 1, sejam positivos, qualquer um

de seus limites, isto €, qualquer um dos valores 80, a(®, 30) ¢ () pode assumir o valor zero.

Caso 1: Primeiramente vamos considerar o caso

Entao,a:ff+2d—\/(B+2d)2—52, b:B+2&+\/<B+2d) _3 eca=b=4

Neste caso, pelo Teorema 5.7,

ZTka 2/ n) _>/ F(2)dG(x;0,2vat?, 0, B, Gt*).

7j=1

Fazendo = = 2t® e, em seguida, z = x, chegamos que

Zm,gf (2k,5/An) e/ f(@t*)dG (230, 2v/at/2,0, B>, pte).

7j=1

De (5.25),

Gt 0,2V at™?,0, Bt*, t®) =

[a,b] (u)du

/mt" \/4o~4t0‘u —(u— Bto‘)QI
N u

2wat®
Dai, aplicando o Teorema Fundamental do Célculo, obtemos que

1 \dax — (z— f)?

dG(xt%;0,2Vat®?,0, Bt ft®) = ——
2ré T

g p) (2t do.

Logo,
dax — (x — 5)2

dx.

ZTk]f Zk]/A

Por outro lado, usando o Teorema 5.4, obtemos que Rgo)(z, t) = Rgl)(z, t) = Ra(z,t), onde

2
(z — Bto) + \/(z — [t®)? — 4atez

pois (z — at®)(z — bt*) = (z — ft*)? — dat®z.

Portanto, podemos concluir que

) \/40135 — (x —
Ry(z,t) = = / f(at®) dx.

(2 = o) + 1/ (= — fto)? — datez 27

RQ(Z, t) =

9
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Pelo Teorema 5.7 (7ii), temos que
1 n 1 poo 5 5
- > Fzng/An) — / / f(@)dF(z;0,2Vat®, ft)dt
Fazendo = = 2t® e, em seguida, z = x, obtemos
1 n 1 0o 5 5
=3 F(zn/An) = / / F(at®)dF (xt™;0,2Vat®, Gt*)dt
n - 0 —00
7j=1

Mas, de (5.24),

14 6t /u

2m / \/4auto‘ — (u — Bte)?

F(xt®;0,2Vat®, pt®) = I1qp)(w)du.

Logo, ~
F(xt™;0,2Vat®, ft*) = L L+ 0/ — I[q ) (2t)dz.
dax — (x — ()2
Portanto,
1 1+7
=3 Fzng/ M) / / Ft®) 0T ea.
i dax — (x — )2

Caso 2: Um importante caso a ser considerado ¢ quando a(® ou oV ¢ igual a zero, ou seja, para

s igual a 0 ou 1,
=0, al>0, Y>>0 e pI >0

Sabemos que

Bor—1(A2n2) A= Bl

S(G2n,2k ($), Z) = Aoy,

e Se a(® =0, entdo,

1 «
S(Ganok(z); 2) — m =S(U(x — BO¢ ); 2).
e Se al) = 0, temos que
. (z — BMe)
S(GQn,Qk(-’E)v Z) — (Z — 5(0)t0¢>(z _ /B(l)ta) _ Oé(o)taz
(= = Dt

(z — at®)(z — bt)
M —a 1 b— M 1

b—a z—at™ b—a z-—0bt>
B L — g o b— 3 o
= 3. S(U(x —at*); z) + — S(U(x — bt?); z).
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Assim, podemos concluir que

{ F(3O), se a©® =0,

b i a{(ﬂ(l) — a)f(ato‘) 4 (b _ ﬂ(l))f(bta)}7 e a(l) —o.

2%k
Z Tokj f (22k,5/ Aon) —

=1

De maneira anéloga, obtemos que

%41 F(BW), se oM =0,
Z Tokt1,5.f (22k+1,5/Aon) — 1

g {80 — @) f(@) + 6= 80N}, se ol =0,

Como a® =0 ou a® = 0,entao a =a e b=b. Com isto, podemos escrever

Ir 22 — abt®® 1
R3(z,t) = — — | dt.
3(z¢) /0 [22 (z — at®)(z — bt®) * 22}

Dessa forma,

SFn@)i2) /01 [2_12 e —Zzt;)cgztz_abta) +2_lz] at

Lro1/2 1/2
B /0 L—ato‘—l_z—bt"‘]dt
1

- 2 /01 [S(U (@ — at*):2) + SO (@ — bt%);2)|

Portanto
n

55 Hangia) = 3 [ s + 50

J=1

onde f é uma funcdo continua em (0,00), n — oo e k/n —t € [0,1] e

~ 1 1
F(a;0t®? mt/?, 6t%) = U (@ — at®) + ZU(x — bt%).

Caso 3: Outro caso a ser considerado é quando
a® >0, o1 >0 =0 e BIPN=5>0 s=0,1.
Neste caso, temos que us = 40801 = 0. Assim,

a=a=0 b=pF+(Va® —vVaM)? e b=3+(Va® +Vab)?

Substituindo esses valores na equacao (5.23), obtemos que

Rg(z)

1 1ot 1
— 4+ — _ dxdt
2z 21 Jo Jige 2=\ p — bto/bt* — g

1 J/l 1/2
= — 4 = dt.
2z 0 | Vz— btz — bt
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Dai,

P u—bta—U(u—bta)d$d
Py = que e || [ e

Logo, para toda fun¢ao continua f em (0, 00),

—E:fawﬁm)ﬂ f /i/mfxw)ng_ b_xmdt (5.31)

Note que se a® =aM e B = 0, entao b=0.

Caso 4: Seja agora,
=0, o' =a>0 =0 e pIPN=3>0, s=0,1

Segue que a=a=0eb=b= 3+ a. Entao, de (5.23)

1
Rg(z)=i+/0 V2 4y

z — bte

Isto significa que
~ 1
F(z) = §U(a:) + §U(CE — bt®).
Observe quese @ =3=0,b=b=0e F(z) = U(x).
5.3.3 Exemplos

No artigo [33], Sri Ranga mostrou que, a partir da transformagao

t(x) = {\/p$2 +08+ \/ﬁx}Q, x € (—o0,00), (5.32)

conseguimos uma relagao entre polinémios ortogonais e os L-polindmios ortogonais associados, onde
t(z) representa uma aplicacao biunivoca entre (—oo,00) e (0, 00).

A inversa de t(z) é dada por

2(t) = % <\/E _ %) . (5.33)

Neste mesmo artigo demonstrou os seguintes teoremas.

Teorema 5.8 Sejam b> 0 e d > 0 tais que Vb = /pd? + 5 + Vpd e
o(t) = At 2w(x(t)). (5.34)

Entao, w(z) é uma fungdao peso simétrica (w(x) = w(—=x)) em (—d,d) se, e somente se, v(t) é uma
funcao peso forte em (32/b,b) tal que \/tv(t) = \/B32/tv(B%/t), onde A é um nmimero positivo.
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5.3 Propriedades Assintoticas

Teorema 5.9 Sejam w(x) e v(t) um par de fungées peso dadas pelo Teorema 5.8, Qn(z) e By(t)

o0s polinémios ortogonais e similares associados a w(z) e v(t), respectivamete. Entdo, para n > 0,
Bn(t) = (2v/pt)" Qn(x(t)) (5.35)
e o0s coeficientes das correspondentes relagoes de recorréncia satisfazem
ap 1 = 4pag) . (5.36)

Veremos, agora, alguns exemplos de polindmios que satisfazem & relacdo de recorréncia (3.38)

e cujos coeficientes satisfazem as condicoes (5.1).

Exemplo 5.1 Sabemos que os polinémios moénicos de Hermite H,(z), sdo ortogonais no intervalo

(—00,00) com relagao a funcao peso w(zx) = e~ e satisfazem a relacao de recorréncia
n
Hy1(z) = 2Hy,(x) — EHn,l(a:), n > 0. (5.37)

Pela transformagdo (5.33) e por (5.34), temos que os polinomios B/, similares aos ortogonais

H,(z), sao definidos por

o0 _ 487/
/0 tT s BH (1)1 2%

=0, 0<s<n-1

Agora, por (5.35), (5.36) e (5.37), os polinomios B! satisfazem a relacio
BH,(2) = (s — )BH () — 2p(n+ 1)2BH,(2),  n>0.
n+1(%2 n p n—1 ’ -
Desta relagao, obtemos que
aon = 2p(2n), qopp1 =2p(2n+1) e Bop = Boni1 = 6.

Note que os coeficientes aw, € aoyy1 sdo ilimitados, mas sdao de variagdo regular. Tomemos,
entdo, a sequéncia de variacao regular {\,} = {n} (o = 1). Assim, das condicoes (5.1), teremos,
para p = 3 al® =aM =1¢e 30 =30 = (. Estamos, entdo, no Caso 3 desta altima secio.

Assim, pelo Teorema 5.3, temos que

1 B} 1
1 By (n2) = —{z2 — 2tz + |z|V 2% — 4tz}

n—oo N2 B,?_2(nz) 2

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C \ [0, A] e, por (5.31), obtemos que

—Zfzw/n — f QW//fa;to‘ x_de:cdt
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5.3 Propriedades Assintoticas

Exemplo 5.2 Consideremos agora, os polinémios definidos por

DTV WIRORIY 1 0 m#n,
/_Oo m ()G (@) cos(m) + cosh(mz) * 2M(1 = Mn(1 + () , M =n.
sen[mA(2n + 1)]
Veja Chihara [8], Cap.VI, p.193 para mais detalhes.
Esses polindmios satisfazem a seguinte relagdo de recorréncia
2(p2 _ )2
W, (@) = 26V (z) — MG({)I(@, <A<l (5.38)

4n? —1 n

(N

& similares aos ortogonais Gy, sdo

n

Pela transformacao (5.33) e por (5.34), os polinoémios B
definidos por

00 -1/2
/ t=" S BY (1) t dt=0, 0<s<n-—1.
0 cos(mA) + cosh [ﬁﬁ(\/f - ﬁ/\/i)}

1

Aqui, tomamos p = 3"
De (5.35), (5.36) e (5.38), temos que BS satisfaz & relagdo de recorréncia (3.38) com

n? (n2 — )\2)

> 1.
in2 -1 "=

Bn—i—l = ﬁ >0, Qnpt1 =

Tomando uma sequéncia de variacio regular {\,} = n? (o = 2), obtemos que o® = o)) =1
e O =3 = .
Neste caso, pelo Teorema 5.3, obtemos
1 Bf(n? 1
lim 7# = —{22 — 222 4 |2|V/ 22 — 4t22}
n—oont B ,(n?z) 2
uniformemente para z em subconjuntos compactos de C\ [0, A].

Observe que, novamente, estamos no Caso 3. Assim, temos que a = a = 0, b=0eb=4

Logo,

11 1
R =—+ — dzdt.
3(2) 22+27r/0 /0 PV r——
Exemplo 5.3 Vamos considerar o sistema de polinémios ortogonais estudados por Stieltjes, Carlitz

e Al-Salam. Vimos, na secao 4.3.3, que os polinomios {C,(z)}72 e {Dp(x)}52, satisfazem

Cr1(z) = 2Cp(x) — 57(10)0”_1(;(})
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5.3 Propriedades Assintoticas

onde k € um numero real.

e (5.35) e (5.36), obtemos dois sistemas de polinomios {BS (2)}2, e {BP(2)}22, que satis-
fazem as seguintes relagoes de recorréncia

Bi1(2) = (2 = B)By (2) — ol 2B (2)

BYi(2) = (2 = B)BY(2) — aVzBy 4 (2),
onde &) — (0 ¢ o)

1
= 57(1 ) quando tomamos p = —

Esses coeficientes sao ilimitados, mas de variacao regular. Escolhendo uma sequéncia de variagao
regular {\,} = {n?} (a = 2), obtemos

0 _ (1) _ 2 (1)

ag) =ap) =#* ag) =ap) =1 ¢ 85 =5 =6y =5y =0
Estamos novamente no Caso 3 para ambos os sistemas. Entao, a = a = 0, b= (1—-k)e
b= (1+r)2

Logo, pelos Teoremas 5.3 e 5.5, obtemos

1 BC 2 1 BD 2
lim — Ck (n°2) lim k2 (n°2)
e 1 B, (n)

B W B (%)

§{z2 — (14 K224+ /22— (k+ 1)222/22 — (k — 1)2t22}

uniformemente para z em subconjuntos compactos de C \ [0, A]

RS (2) = R{(z) //(HH; !

2t2
dxdt.
t2 Z—CC\/x— 1—/@2752\/ + k)22 — 2
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Capitulo 6

Consideracoes Finais

Varios trabalhos sobre propriedades assintoticas dos polindomios ortogonais @, (z) quando os

coeficientes da correspondente relagao de recorréncia sao limitados, ou seja,

lim &, = by, lim 4y, = a2,
n—oo n—oo
(6.1)
. 2 7 . e ~2
lim &op,41 = b2, lim 0941 = a3,
n—oo n—oo

foram publicados. Para citar alguns, Akhiezer [1], Chihara [7, 8], Nevai [24, 25, 26|, Geronimo e
Case [16], Geronimo e Van Assche [17, 42].

No caso em que os coeficientes da relagao de recorréncia sao ilimitados, Chihara [10] fez um
extenso uso de sequéncias encadeadas para dar condigoes a esses coeficientes sob as quais o conjunto
dos zeros dos polindémios ortogonais tivesse um limitante superior (ou inferior).

Supondo que os coeficientes da relagao de recorréncia divergem, mas de forma que exista uma

fungao crescente e positiva W(t) satisfazendo
U(x+1t)/V(t) — 1, x>0 e t— oo,

tal que &,/¥(n) e 6,/¥(n) tenham limites finitos, Nevai e Dehesa [27] obtiveram assintoticos para

nx% /n\IJ(t)Mdt,
> )

onde z,1 < Tp2 < -+ < Tpy sa0 os zeros de Qp(x) (ou py(z)) e M é um inteiro fixo positivo.
Em 1988, Van Assche [43] fez um estudo semelhante para o caso em que os coeficientes da

relacdo de recorréncia satisfazem

lim éan/Aon = b1, lim 8,/°/A2n = a1,
n—oo n—oo

(6.2)
nh_{f)lo Ean+1/Aan = Do, nh_{rolo S;T/L%H/Mn = as,

onde )\, é uma sequéncia de variacao regular (Defini¢ao 4.1).
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Consideracoes Finais

Para os polinomios similares aos ortogonais, em 1999, Andrade, Sri Ranga e Van Assche [3],
fizeram o primeiro estudo sobre o comportamento assintotico desses polinomios quando os coefi-

cientes da relagao de recorréncia sao limitados, ou seja,

lim o, =B, lim ag, =a®),
n—oo n—oo
lim By i1 = G, lim agny1 = alb).
n—oo n—oo

Baseado no trabalho de Van Assche [42], fizemos um estudo semelhante para o caso dos

polindmios similares aos ortogonais cujos coeficientes da respectiva relacdo de recorréncia satis-

fazem
lim BQn/)\Qn = /6(0)7 lim a?n/AQn = 04(0)7
lim Bont1/Aan = BY, m agni1/Aen = al)
n—oo n—oo

que, para nosso conhecimento, nao h& nenhum trabalho publicado sobre o assunto. Os resultados
obtidos neste trabalho foram organizados em um artigo intitulado “Asymptotics for polynomials
satisfying a certain twin asymptotic periodic recurrence relation: unbounded cases’ que ja foi sub-
metido para publicacao em uma revista de circulagao internacional.

Em estudos futuros, um assunto interessante sobre as propriedades assintéticas desses polindmios,

a ser abordado é quando os coeficientes da relacao de recorréncia sao periddicos.
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