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Resumo

Este trabalho tem como objetivo descrever a dinâmica local das folheações de campos de

vetores holomorfos de C? próximos a um ponto singular.

Iniciamos com o estudo local da dinâmica de difeomorfismos no plano complexo, próximo

ao ponto fixo 0. Depois os resultados são aplicados no estudo das singularidades de campos

holomorfos de C?, 0 para a compreensão da dinâmica das soluções.
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Introdução

As curvas itegrais de um campo de vetores holomorfo Z : C”— CC" definem uma folheação

holomorfa com singularidades nos pontos onde Z se anula. As folhas são definidas localmente

pelas soluções da equação diferencial
dz

parametrizadas pot T complexo.

Nas vizinhanças de um ponto singular de Z, a folheação pode oferecer um comportamento

topológico bastante complexo.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma análise desta situação em dimensão dois. Para

este fim, utilizaremos a transformação de Poincaré ou aplicação primeiro retorno.

No primeiro capítulo faremos um estudo local dos pontos fixos de difeomorfismos complexos.

Estudaremos os pontos fixos atratores, repulsores e neutros, veremos quando a aplicação é

conjugada linearmente com sua derivada e faremos alguns exemplos.

No segundo capítulo estudaremos a dinâmica local das folheações de equações diferenciais

associadas a campos de vetores complexos, usando a transformação de Poincaré que é um

difeomorfismo, assim aplicando os fatos estudados no primeiro capítulo.
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Capítulo 1

Dinâmica local dos pontos fixos de

difeomorfismos complexos

1.1. Introdução

Neste capítulo estudaremos a dinâmica local de aplicações complexas próximas a um ponto

fixo, e veremos quando é possível conjugá­la com uma aplicação mais simples (linear). Neste

caso diremos que a aplicação é linearizável.

Por simplicidade de cálculos, nos concentraremos em aplicações polinomiais no plano com­

plexo, mas a maioria dos resultados é válida para a classe das aplicações analíticas.

Existem basicamente dois tipos de pontos fixos, os pontos fixos hiperbólicos e os pontos

fixos neutros, e é com eles que vamos trabalhar.

1.2 Pontos fixos hiperbólicos

Seja / : U CT —C analítica.

Definição 1.2.1 29 é um ponto fixo hiperbólico para f se |f'(29)| £ 1. Eristem pontos fixos
hiperbólicos atratores, |[' (z20)) <1, e pontos fixos hiperbólicos repulsores, |f'(209)) > 1.

Vamos considerar sempre |f' (29)] é O, pois estamos interessados no caso em que f seja
localmente um difeomorfismo.
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Proposição 1.2.1 Seja U um subconjunto aberto de T e seja f : U > T analítica. Se f tem

um ponto fixo em 29 e

(1) |f' (20)) <1, então f” (2) — 29 em uma vizinhança de 20;

(2) |f' (20)| > 1, então existe uma vizinhança V de zo tal que se z está em V ezÉ zo, então
existe k > O tal que fº (2) é V.

Demonstração:

(1) |f' (20)| < 1 então existe e > O tal que |f'(2)) <c < 1, para todo z em Be (20), pois f é
analítica.

Dado 2 em B; (20), então o segmento [2, 209] está contido em B. (20), assim pela Desigualdade
do Valor Médio, temos:

If(2) ­Sf(2)) < clean ajl=>
|f(0)­nl < cle­al<lz­al<e>
(2) 2z|l < e=f(2) E Be(2)

logo, o segmento [f (2), zo) está contido em Be (29) e podemos aplicar a D.V.M. para f (2).
Portanto

If (f (2)) — f (20)| cf (2) — | >

[5 (2) — zo] clf(z)­z|S<

celz — zol = PA 2 — zo]

e continuando o raciocínio vem:

[If (2)20) <€P|2— 209].
Comoc < 1 > lim cº = O então

n—oo

Ff (2)­n>0=> ff (2) 209,V2z E Bi(20).

Neste caso dizemos que 27º é um ponto fixo hiperbólico atrator.
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(2) f é analítica e |f'(209)]| > 1, logo f/ (20) £ O, então existe uma vizinhança W C U de 20

onde f |w: W — f(W) é um difeomorfismo e possui uma inversa (f ll)" =9:f(W)—W
que é analítica e 9 (w) = 76 onde f (2) = wu.

Portanto 9 (20) = f* (20) = 20 e |9' (20)| = rm, <1­
Da parte (1), existe uma vizinhança V C f (W) de 29 na qual 29 é um atrator.

Olhando para a órbita de z em V vemos que 9" (2) — zo, ou seja, a órbita passada de z por
——nf se aproxima de 29 (f”" (2) — zo). Assim a órbita positiva de z se afasta de 29.

Neste caso dizemos que 29 é um ponto fixo hiperbólico repulsor. E

Exemplo 1.2.1 f(2) = 32, f(0) =0 e f/(0) = 4 logo O é um ponto fixo hiperbólico atrator.
Toda semi reta com extremidade na origem de CT é invariante por f e tem a seguinte dinâmica:

Í Cc

Exemplo 1.2.2 f (2) = —22, f(0) =0 e f/ (0) = —2 logo 0 é um ponto fixo hiperbólico repulsor

para f. Toda reta passando pela origem de CT é invariante por f e tem a seguinte dinâmica:

Cc
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E EUExemplo 1.2.3 f(2) = 3e2'z=32, f(0) =0, (0) =3e2* e |[/(0)] = 4 logo O é um ponto
fixo hiperbólico atrator com a sequinte dinâmica:

q Cc

­TE

O teorema a seguir mostra que para uma aplicação analítica ser localmente linearizável,

basta que o seu ponto fixo seja hiperbólico.

Teorema 1.2.1 Seja f : U — € analítica, onde U é aberto. Se 29 é um ponto fixo para f e

f'(209)= A com |A| £ 1, então f é analiticamente conjugada à T (2) = Az, numa vizinhança
de ZQ.

Demonstração:

Temos que considerar o caso em que 29 é um ponto fixo atrator ou um ponto fixo repulsor, ou

seja, quando O < |A] < 1 e quando |A| > 1 respectivamente.

(1) f(2)=2, 0</Al<1.

Mostraremos que T' e f são analiticamente conjugadas, ou seja, que existe uma aplicação

analítica h tal que foh = hoT numa vizinhança de 29.

Suponhamos que 29 = O, então f (0) = 0 e f (0) = À

f é analítica em U e O está em U logo podemos escrever

o fO (o5)a= GAss COS sa!
j=!l j=

: ” e. ntComo estamos procurando uma aplicação analítica h devemos ter h (2)=2º2
8
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Se foh=hoT, então

(f o h) (0) = (hoT)(0) = f (h(0)) = h(T(0)) = h(0O)

logo h(0) é ponto fixo para f, e h(0) = O.
oo :

.Portanto h (2) =X" nO 2)
j=1
(3)Colocamos bj; = ÃO e substituindo na equação de conjugação, temos:

(foh)(z) (ho T)(2) S S(h(2))=h(h2) &
Ss ;

& p())nh(2) +) bj(h(2))] =N (0) a2+) 220
E j=2

iN Ss

Ah' (0) = AR' (O)

assim Ah (0) pode ser escolhido arbitrariamente, (diferente de zero), então escolhemos h' (0) = 1
(3) Nas ;e colocamos — aj; = 2ZO daí h(2) = z + ND aj;zº e temos:

jo?

Ah(2)+3 bj (h(2)
j=2

> (2º — 25) aj”
j=2I1=

Comparando os termos de mesma potência, temos:

— FP; (bo, ... bx, AD2, 11, ax­1)
AFA[57

onde Pr; é um polinômio.
oo .Desta maneira determinamos os a,s se Mt — A zé O e temos a solução formal Ah (2) = Y* aj2ó.
j=l

(2) f (2) =, |A| >1.

Da parte (2) da Proposição 1.2.1, podemos encontrar o difeomorfismo analítico g que é a

inversa local de f, de modo que 29 é um ponto fixo atrator para gq e |9' (209)| = We) =+.
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Utilizando o raciocínio acima, encontramos uma aplicação analítica h que conjuga g com S, ou

seja, go h = ho S onde S(z) = 32, então (go h)  =(hoS) ?!ehlog!=S oh, dal
of=Toh!. m

oo 2

Para completar a prova devemos mostrar que a série XY” a;2? converge. Para tanto, pre­
j=2

cisamos de dois lemas:

Lema 1.2.1 Seja f(2)=z2+ »ajz”. Então f (2) é linearmente conjugada à aplicação é (2)=j=2

z+ Ss bjz*, onde |bj| <1 para todo j.
j=2

Demonstração:

Temos que encontrar uma aplicação linear h (2) tal que ho f=qÇoh.
oo HAA série Y ajz? converge numa vizinhança de O, logo existem c > 0 e DB > 0 tais que

j=2

laj|< cBi? para todo j > 2, então existe A > O com |a;| < A?! para todo j > 2. De fato
1

: ; . 1 1 1 j­1
:

j­1 j j­1
= —lajj<A ScBI<ANT OS <a a(o) :

Como Jima, (=&7)7" = Jim (9)7" (3)a 1 ” 1 1­! = z > O, então podemos encontrar 0 < x < 5
de modo que |a;| < AíL.

oo x 2 :Seja p (2) = z+ )” bj2z] onde b; = ir então |bj|] = |­t1| < 1 para todo j. Seja h (2) = Az
j=2

temos que

(hoFf) (z) = Az +) ajAz =(poh)(z).
j=2

Lema 1.2.2 Suponhamos que O < |A| <1. Eriste c> O tal que jar —Aa| > c para todo k > 1.

Demonstração:

Se 0 <A < 1 então ... < Nº <... <MX < Xº < A, então escolhemos c = A — Aº — e pois

Ptoal=a­ a =2­M­e+M+e­at=c+XN +e­d>DOo.
Se—l <X* <O entãoA<MX <... <A” <<... <0<.. <M” <...<M<X e escolhemos

ce= | 2­2] —e=)X­>A—­epoisA­ AM <a oAadafta­Atue< |At—aje lat oal>o. =
10
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oo 2.Observemos que a série de potências 2 (w) = wu — 2 >> uº converge para todo c E R* se
j=2

|w| <1.

De fato, se tomarmos w em € com |w| < 1, então

Temos que 2'(w) = 1­— EU, assim 2(0) = O e 2 (0) = 1, então pelo Teorema da
Função Inversa, z (w) tem uma inversa que está definida e é analítica numa vizinhança do zero.

Seja w (z) esta inversa, então w (0) = 2! (0) = 0 e wW (0) = toy = 1, logo podemos escrever w
na forma u(2)=2+ > ajz), onde a série > ajz) converge.

Mostraremos que sta série majora a série dada por h (2), desde que c seja escolhido pequeno
o suficiente.

Voltando à primeira parte do Teorema 1.2.1, em que f' (29) = Acomn O < |Al < l, e

escolhendo c como no Lema 1.2.2, temos que 0 < laz| < a, para todo k > 2 onde os ars e
os als são os coeficientes das séries h (2) e w (z) respectivamente. De fato, sabemos que uw (2)
verifica a equação:

= w(2)­ IX (w( sc z +YS aj —cr=
j=2 j=2

> (w(2))] & d cajeó = Y”» (w(2))'.
j=2 j=2 j=2

Comparando esta equação com a do Teorema 1.2.1, vemos que elas têm a mesma forma,

exceto que 3º — à é substituído por c e bj; por 1. Assim encontrando a solução da mesma
maneira, obtemos:

— Pr (1, ... l, A2, «++, Axo1)
"

:Xk

Como Px, tem coeficientes inteiros positivos, por indução cada a, > O e

IP; (bo, ..., br, A2, ..” ax­1)| < IP; (bo, .... Um 22, .. Apo1)|
pra e

las) =
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1 1

< = Ft (1b2] RES lbr| 1 laz| 2111 lag=1]) < tt (1, .... 1,01, ­—, Ak­1) = Ok.

Logo a série dada por w (z) majora a série dada por h (2), então esta série converge numa

vizinhança do zero e o Teorema está provado.

Observação 1.2.1 Sejam L1,La : C— T aplicações analíticas lineares tais que L1 (2) = Az,
La (2) = Azz com || <1 e |Ao| <1, então L7 e Lo são topologicamente conjugadas. De fato,

sejam À = |Mle, Ao = |Aoje'2. Para encontrarmos a conjugação, vamos usar a idéia de
domínio fundamental. Tomamos z em C com |z=| = 1, então 2 = e*º, das L1 (2) = | | ed9+91)
e La (2) = |Ao|ei9T92), O anel A; é um domínio fundamental para L1, pois dado z em C sua
órbita por L, passa exatamente uma vez por À, ou seja, se z não está em A,, existe um único

inteiro nº tal que L7 (2) está em A”. Da mesma maneira, o anel Ao é um domínio fundamental

para Lo. Desta forma podemos encontrar um homeomorfismo h : A, — Az? que leva cada arco

de À, no respectivo em As».

Agora estenderemos a aplicação para todo o plano. Tomamos z em T e aplicamos o seguinte

procedimento:

1º passo: se z está em A, aplicamos h.

2º passo: se z não está em À,, então olhamos para a n­ésima iterada de z de modo que 17 (z)
esteja em À;.
3º passo: aplicamos h em Li (2) daí h(L (2)) está em As.
4º passo: olhamos para a n­ésima iterada passada de h (L7 (2)) por La, ou seja, La" (h(Lt(2))).
Assim definimos H: CC.

oo .

Observação 1.2.2 (Densidade) Seja f(2) = Az + >> aj? com O <|A| <1 então existe e > O
j=2

12
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oo .

tal que se g(z) = uz + Nº bj? com |u— Al < e, então f e gq são localmente topologicamente
j=2

conjugadas. De fato, tomemos e de modo que Bs (A) E D1 (0), então |u| <1. Sabemos que f eg

são localmente analiticamente conjugadas à L (27) = Az e T (2) = uz respectivamente. Da obser­

vação anterior temos que L e T' são topologicamente conjugadas, logo f e gq são topologicamente

conjugadas numa vizinhança do zero.

De modo análogo os resultados são válidos para pontos fixos repulsores.

1.83 Pontos fixos neutros

Seja f:U CTC analítica.

Definição 1.3.1 29 é um ponto fizo neutro para f se |f'(2o9)| =1.

Existem dois tipos de pontos fixos neutros. O primeiro é aquele onde f' (29) é uma raíz da

unidade (serão chamados racionalmente neutros ou ressonantes), isto é, existe nº natural tal que
2TiA onde(F' (29))” = 1, ou seja, f (zo) = e”? onde m,n E Z. Outro caso é quando f' (29) = e

à É Q (chamados irracionalmente neutros ou irracionalmente indiferentes).
Seja p : C — C polinomial e p(209) = 20.

Definição 1.3.2 Uma região simplesmente conexa C' é uma pétala atratora para 29 se zo está

no bordo de C e para cada z em C, p" (2) — 20.

A definição é análoga para pétala repulsora.

Vamos estudar a dinâmica dos pontos fixos com f (0) = O e f' (0) = e”"*3. Iniciamos com
o caso f' (0) =1.

Proposição 1.3.1 Seja p(2) = anz" +... +as2? +2º +2. Existe u>O0 tal que:
(1) todo ponto no interior da bola de raio 1 centrado em —u é atraído para O;

(2) todo ponto no interior da bola de raio 1 centrado em pu é repelido de O.

Demonstração:
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Para entendermos melhor a dinâmica próxima do ponto fixo 0, vamos trocá­lo por oo, através

da transformação de Múóbius h (w) = | = z.

— h PpCy CC
Oo rm (Q — O

"lomo wWW)=—2— =
= ulan +an1W +... + azwr3 + wWr72 pand w + go (w)

(1) = — bn F bn++ baww"=3 + bow"?BRNWI= An + An1W +. + azgw"r73 +uwWnr2 an"

Notemos que im go (w) = O, logo próximo do oo, g é a translação de uma unidade para
a esquerda e gq (co) = oo, assim quando O é um ponto fixo para f, co é um “ponto” fixo para g.

Existe um ó > O tal que se |w| > ó, então g é a translação. Assim, dado n > dó e w em

CT com Re(w) < —n, então Re (9 (w)) < —n, de fato, como Re(w) < —n, então |w|] > n > 6,
logo g(w) = w — 1 e Re(g(w)) = Re(w)—­1< —n—1<«< —mn. Portanto cada semi reta

horizontal é invariante por 9, daí o semi plano Re(w) < —n também o é . No plano Ca

reta Re(w) = —n) corresponde a uma cincunferência de raio 2; e centro 27 em CTC. De fato,
Re(w) = —y > Re(1) = —n, onde 2 = 27 + iz2, então pu. = ­n=>2n=­n(2+21) >
(a + 4) +23 = o que é a equação de uma circunferência de centro em — eraio 2 Assim
se w =, +tws e Re(w) < —n temos que

mm < —n => 47º + 4 <O
(7 + wi) (472 + 4mw, + wi + w3

217ww, + wz
La

2rnwi, + wi + wi — 2nui 1
2 (wi + wi) 27

* bo(3)!
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e portanto, o semi plano Re (w) < —n é aplicado por h, dentro da bola B1 (­) .27

Cc

Cada reta horizontal em €C corresponde a uma circunferência com centro no eixo imaginário

tangenciando o eixo real no ponto O em C. De fato, fixando Im (w) = c, então Im(L) = c daí
—E& neo 12 1 á = te ânei —A;2422 O cez+ (22 + 2) = 72 que é a equação de uma circunferência de centro em at
e raio as. Acompanhando as órbitas dos pontos em C com Re(w) <—n e passando para C,
temos o seguinte esquema que prova a parte (1).

A parte (2) é análoga, usando o semi plano Re(w) > n. =

Exemplo 1.3.1 f(2) =2+ 2?.

f (0) =0, f/ (0) = 1, logo O é um ponto fixo racionalmente neutro para f.

Vamos trocar o ponto fixo O por co através da conjugação pela inversão h : C — CQC, 2 =
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(h!ofoh) (w) = w=1 ­
w

1 e 1
1“ ! =) UTI ACD

n=0 n=l

para |w| > 6, ou seja, para w próximo do co.
oO

Chamemos £Fo(w)=>Y>>(—1)""! , logo | lim Fo (w) = O assim próximo do oco, Féan=l Woo

translação de uma unidade à esquerda.

F eT(w)=w­l são analiticamente conjugadas na região atratora.

Em C, todas as retas horizontais são invariantes por F, exceto na região R indicada na

figura:
UN —

Cc

e oo

2)

O [dd
7” e

e oo

Vamos trocar o “ponto” fixo co de T' por O.

T(2)=(hoToh!)(2)=&.

>
Á
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As retas invariantes por T no plano C, correspondem à bolas tangenciando o eixo real no

ponto O, que são invariantes para T. Este conjunto é uma pétala atratora para f (2) =2z+ zº,
pois fe T são analiticamente conjugadas nesta região.

Exemplo 1.3.2 f(2) =2+2.

f(0) =0, f/ (0) = 1, logo O é um ponto fixo racionImente neutro.

Vamos procurar uma reta invariante. Consideremos a reta r : é — tu com u= ur +ius £ O

etER, f (tu) = su se, e somente se, uº = E E R se, e somente se, ur = 0 ou u2 =0.
Caso (1) se ur = O então r = eixo imaginário. Dado iy E C então f(iy) = i(y—y*) e

analisando graficamente podemos ver que O é ponto fixo atrator.
Caso (2) se ua = O então r = eixo real. Dado x E R então f(x) = x + 1º, assim se r > O

então f" (rx) — oo e se xr <O, fº (0) — —oo.

Exemplo 1.3.3 Mais geralmente consideremos f(2) = z+2"+!,

Seja À uma raíz n­ésima da unidade. À reta r : té— At é invariante por f, pois dado z em
rn, z=tÃe f(2) =tA +1ºHIATH! = (t +!) À que está em r. Se n é par, então fi (At) — co
para todo t é O, logo estas retas são repulsoras.

Se w é uma raíz de ­1, consideremos s : t — wt daí f (wt) = wt +w"Hi"Hi =w(t t+!)
que está em s, assim estas retas são invariantes e localmente atratoras.

17
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Voltando ao exemplo anterior onde f(2) = z+2?º = z +22?! en = 2. Se A é uma raíz
quadrada da unidade, então Ao = 1 e À; = —1. Se w é uma raíz quadrada de —1, então wo =?

cw, = 1. Assim devemos ter que a reta r : t — t é repulsora e a reta s : t — 1t é localmente

atratora, que confere com o que fizemos.

Corolário 1.3.1 Seja p(2) = z +arnzt +... + an2”. Então existem exatamente k — 1 pétalas

atratoras e k — 1 pétalas repulsoras para p no ponto O.

Demonstração:

Seja h (w) = ET h não é mais uma conjugação pois a inversa de hà não está bem definida.
No entanto, no plano Re(w) <. —n usado na demonstração da Proposição 1.3.1, podemos

escolher um ramo analítico da inversa, isto é, uma (k­1)­ésima raíz de z bem definida. Se

fixarmos esta aplicação inversa, então fazemos:

1

(CRB +a (RT +. +on)
9 (w) (ho! opoh) (w) = k—1

w"*
wir + kwr2 + k (w)

onde k (w) envolve termos da forma ax; ( *­Y/w)! para i <n­—­2e0<jJ<k—1.j

Notemos que gq (w) tem a mesma forma da aplicação g da Proposição 1.3.1, assim o restante

da demonstração é feito analogamente, logo será omitido. mu

Exemplo 1.3.4 f(0) =z+2 =21+ 224!

FS
AVAVAV

vAY

2 3 4 5 6 7 unesp 1 12 13 14 15 16 17 18



Estas são as pétalas atratoras e repulsoras para f(z) respectivamente. Note que f tem

exatamente duas pétalas atratoras e duas pétalas repulsoras.

Agora vamos estudar a dinâmica dos pontos fixos com f (0) = 0 e f' (0) = e" <1.

Lema 1.3.1 Seja p(2) = Az +a2zº +... +ax2zh, onde À = e”'Z. Então para algum 1 > O,
existe uma vizinhança U de O onde p é analiticamente conjugada à q(2) = Az +bnyg12" +...

Demonstração:

Primeiro vamos tentar eliminar o termo de segunda ordem em p. Seja qa (2) = Az +b328 +...
e coloquemos h (2) = z + Azº, onde queremos encontrar À de modo que h o qq = po h. Temos
que:

(hoq)(2) = (poh)(2) > h(hz+ba2?+.)=p(z+A2) S
& Az+ba2? +. +A(Az+baz +.) =
= A (z + Az?) + as (z? +2A2º + 3º 2) +... +oax (z + AzZº)*

Comparando os termos de potência dois, vem

azAN = MM += AN =X) =0223A=7 x
Podemos continuar eliminando sucessivamente os outros termos, determinado uma conju­

gação h(2) = z + Azº. E

2n7iTeorema 1.3.1 Seja p(20) = Az +..., onde A=e ». Então eriste um l>O tal que p admite
nl pétalas atratoras e nl pétalas repulsoras no ponto O.

Demonstração:

Pelo lema anterior existe ! > O de modo que p é analiticamente conjugada à Az +bn412"H1+
... € agora com uma mudança de variáveis conveniente temos p(2z) = Az + 21. epr(2)=
z+nAtiztl o que é da forma de aplicações como consideradas no Corolário 1.3.1, assim
p" tem nl pétalas atratoras e nl! pétalas repulsoras no ponto 0. Logo p também as tem. E
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O teorema a seguir dá o comportamento de uma aplicação analítica próximo a um ponto

fixo irracionalmente neutro, ou seja, quando f' (0) = e?"*º com a É Q.

Teorema 1.3.2 (de linearização de Siegel) Seja f (2) = Az +a2zº +... e A =e"72 ondea é

irracional. Suponhamos que existam constantes positivas a e b tais que la — a > 7 (condição
de Siegel) para todo p,q E Z. Então existe uma vizinhança U de O em que f é analiticamente

conjugada à rotação irracional À — Az.

A região em que f é conjugada à rotação irracional é chamada de um disco de Siegel.

Saindo das condições de Siegel, pode ser impossível a linearização conforme mostra o exemplo

a seguir.

Exemplo 1.3.5 Seja p(2) = Az +... + 2º onde à = e?iº.,

Suponhamos que a seja irracional e satisfaça |A" — 1) < (1)E2 para infinitos naturais.
Afirmamos que p tem um ponto periódico em toda vizinhança de O, logo existe uma acumulação

de pontos periódicos no ponto fixo, daí p não pode ser conjugada à uma rotação irracional. De

fato, notemos que p” (2) = X"z+..+2” ep" (0)—­z=2" +. +Nz­z=2" +... +(Nº—1)z.
Logo O é uma raíz da equação p"” (2) — z = O. Sejam 61, ..., sqn—1 as outras raízes , então

pP(2)­z = 2º +. +(Nol1)I=2(2­6).(2 sn), VD
2 4 4(V 1) (26) (2­6) Va

Se z = O, temos Nº — 1 = (—ç1) ... (—san­1) e |Nº — 1] = |61| ..­ |san—1]. Pelo menos um dos ç!s
deve satisfazer

NElei] < Ie1) cana|= NE (2)
Assim quando n cresce, vemos que existem pontos periódicos arbitrariamente próximos de O.

A demonstração está encerrada para um número irracional À que satisfaça [Nº — 1] <
dr sono : , :(3) para infinitos naturais. Mas será que um tal número realmente existe?

Responderemos esta questão, usando frações contínuas. Cada número real x tem uma

expansão de frações contínuas e a convergência destas são boas aproximações racionais para D,

IBLIOTECA



Sejam ao, a1,02,... uma sequência de inteiros positivos, definimos uma sequência de números

racionais (=) ondenm

Po = do, p1 = aga1 +1, pn = anDPn—1 + Pn­2

do = 1, q1 = 01, qn = Anqgn­1 + qn­2

Esta sequência converge para um número irracional a. Denotamos a? = [a] :maior inteiro

de a ero=a­—[a] assim a = ag +19, 01 = [4] emn=>2­|] daí
1

290 a +mTi ao 1 1­1 ao T ao o

e continuando o raciocínio, temos a expansão de frações contínuas de a.

Temos que TarrESAT < la — . < —l—. Vamos construir um À que satisfaça 24" — 1) <aAn+i1Gn

1 d"—1 2mia(3) com À =e .

JA" —1| Jetrina 1) = 1/(cos (2rna) — 1)º + sen? 2nna) =
4/2 — 2cos (2nna) = Y/4senº (1na) =

= 2|/sen(nana)|=2|sen (nna + kn)| = 2]|senn (na + k)|

para todo k inteiro. Para cada n, podemos encontrar k = k (n) com |na + k (n)| < 3 daí

2 na +k(n)) < |senn(na+k(n)))<mna+k(M| na +k(n)) >
NES!

2

=> 4 na +k(n)) < |Nº =1| < 7 na +k (n)|.

=> 2 nat+k(n)|< <>ha+t(|=>
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Portanto se p­1 = 1, q­1 = O, po = ao e qo = 1 escolhemos os a/,s de modo que an41 >
dm) . . . o. ­ 2 : 2Ta "*)­? é sendo a o irracional cuja expansão de frações contínuas é determinada por an, daí

temos:

n)— a n)—cn > TANIAEM o, mo,
1 YA? 7= (=) ><gn 2An+1

1 NOAH 7
= [— > > 7Tlaqgn — pn) >| AP 1].(z ) An+19n

Ei Pr | |

Logo, escolhendo arbitrariamente ao > O podemos escolher o restante satisfazendo an41 >

Tati Desta maneira construimos um conjunto denso de irracionais que satisfazem |A" — 1) <
(1)E7 e, portanto, existem muitas rotações irracionais que deixam de originar discos de Siegel.

No capítulo seguinte vamos aplicar os fatos estudados para entendermos a dinâmica de

folheações holomorfas por curvas, definidas por uma equação diferencial ordinária com o tempo

complexo, numa vizinhança de uma singularidade isolada de C?.
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Capítulo 2

Topologia das singularidades

irredutíveis em campos de vetores

de Cº?

2.1 Introdução

Neste capítulo, faremos um estudo sobre a dinâmica local das folheações de equações diferen­

ciais associadas a campos de vetores complexos próximos a um ponto singular. Primeiramente

estudaremos o campo linear e depois veremos quando um campo qualquer, sob certas condições,

pode ser linearizável (conjugado a um campo linear).

Vamos estudar dois tipos de singularidades irredutíveis: as singularidades no domínio de

Poincaré, e as singularidades no domínio de Siegel.

2.2 Singularidades no domínio de Poincaré

Seja 2= (5, v) = Z (r,y) a equação diferencial associada ao campo de vetores Z : 2 C?.
Dada uma aplicação analítica é : C > C%, z = Á(T) com 9 (T) = Z (É (T)) para todo T então

o (T) é uma solução, ou uma folha de z2= (a, v) = Z(x,y).
Consideremos o campo vetorial Z(r,y) = (Ar,1y) e sua equação diferencial associada
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(5,5) = (Ar, uy) então
do
ar

dyarUI
=I= Ar

E T

potes ços | 28 = ds Sn = XT > x(T) = x9eT.aT LZ To ww To=0 TO

Fazendo da mesma maneira

y (T) = yoeMT

A folha passando por (x09,4o) pode ser parametrizada por É(T) = (xoeT, yoetT) pois
(0) = (xoeº, yoe) = (xo,yYo), 4'(T) = (AroeMT, uyoe"T) e Z(É(T)) = Z (xoe”T,yoe"T) =
(AxoeMT, uyoeT) =4'(T).

Definição 2.2.1 Dp = $(A1, da) ECº/NMhHÃÉDOe = É R­) é o domínio de Poincaré de C?.
Proposição 2.2.1 Seja Z (x,y) = (Ar, uy) um campo de vetores que tem uma singularidade

no domínio de Poincaré, então

(1) As folhas de (4,4) = Z (x,y) são transversais às esferas Se: |x|º +|y/º = Rº;
(2) Existe um fluxo real linear cujas trajetórias estão contidas nas folhas e para o qual (0,0) é
um atrator.

Demonstração:

(1) Dado R > O, seja P = (p,q), (p=n71 +ipa, q= q1 +iq2) um ponto da intersecção de
P(T) = (pe"T,qe”T) com Sr. Vamos fazer a identificação de € com R? e de CC? com Rº e
desta maneira Sr é a imagem inversa do valor regular O pela função f : Ro R, f (x,y,2,w) =

xº+yY2+22+wW2—R?. Seja TpSr o plano tangente à Sg em P, então nr = (p1, q1,p2, 12) é normal
à TpSr . Agora mostraremos que a folha intercepta Sr transversalmente e, para tanto basta

que o plano tangente à p(T) em P não seja paralelo a TpSn, ou seja, basta que os geradores

de TpeÉ (T) não estejam em TpSn. Sabemos que Tpy(T) é gerado por e (0,0) e &% (0,0)
onde T = s +it . Temos que  (s,t) = (pe et, gere!) daí (0,0) = (Ap,uq) = Z(p,g) e
% (0,0) = (ip, ipq) = iZ (p, q) assim Tpe (T) = [(Ap, uq) , (iAp, inq)]. Desta maneira devemos
mostrar que o produto interno de Z (p, q) com 7 ou o produto interno de 1Z (p, q) com Ré
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diferente de zero. Temos que

Z(pq) = (Ap,ng)=(Aip1 — A2p2 + i (A1p2 + Aap1), pq — page +1 (viga +ton)) =

(A1p1 — A2DP2, H191 — Haga, A1DP2 + AapP1, 192 + aqu)

(iAp, iug) = (—A1p2 — Aap1 +i (Aip1 — A2p2), —H142 — paqi +1i (ma — paqo)) =
(—A1p2 — AaP1, =H192 — Haga, APL — ÀA2D2, [4GL — aa).

Suponhamos que Z (p, q) e 1Z (p, q) estejam em TpSng então

(n,Z(pq)) = pi(Aipi = Aapa) + qi (Mg — Haga) + pa (A1pa + Aap1) + qo (Ma: + nn) =

= MPi+Mpi+mga+mB=MA(pPi+p)+mM(g+8)=0
2 2P1 + Pa

so m=­5a P+PL ÀA1

(W,iZ(p,q)) = mm (Apa = Aarvi) + q1 (—11q2 — maq) + pa (Mip1 — Aapao) + qo (iq — poqp) =

= —Ami­Ni N2dt — naqa = a (pi +pi) — mg +48)=0
pi + Pp 2s& b=­e dR+B

Vamos chamar A == a, então uy= —aÀ, e 12= —a, e portantoà —9

R.. que é uma contradição pois (A, 4) está no domínio de Poincaré.

(2) Seja Pp (T) = (x9eM, yoe!T) a folha passando por (xo, yo) e dado a em € consideremos
o fluxo real v, (t) = (xoe***,yoer**), ou seja o fluxo com o tempo variando na reta: ta, t € R.
Então

2la (0? = [EXyoer) = ao] + |%0ent? = |xo? e2ReXA 4 lyPe2tReua
Afirmamos que dados dois números complexos, de modo que o par esteja no domínio de
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Poincaré, podemos fazer uma rotação de tal forma que ambos fiquem com a parte real negativa.

De fato, dados 21 =r1e*?! e 29 = r2e*? em T com (21, 22) em Dp, queremos encontrar a = e“
tal que Reaz, <O0 e Reaza < O,

Re (az1) = Re [n1e91+9)] = Re[r, cos (091 + x) +inrisen (01 +x)] <O

Re (az2) = Re [r2e"(92+=)] = Re [rg cos (92 + x) +irasen (02 +x)] <O

cos (091 +x) <O Ss F­AaA<r<X­ Ao

cos (693 +x) <O F—dOg<si<X—A
2

ST T
.

fam 3mCo más (301,3 =) <e<min 2 — A, 2 o)
Com o raciocínio acima, escolhendo ao em C* de modo que Re Aco < O e Rejtao < O temos:

2Pao (1)| — Ixol? e?t Re dao + |yo|? e2t Renao < Ito? et + Iyol? et — e2t (Izol? + Izol?)
onde máx (Re Acao, Re pao) <ó <0O. Daí va, (t) — (0,0) quando t — oo e (0,0) é um atrator.

Exemplo 2.2.1 A=1,17=?t.

1Ap=i£Oe à = 1 = —i é R logo (A, 1) pertence ao domínio de Poincaré.
Consideremos Z (r,y) = (r,iy) e (4,5) = (r,iy) = Z(xr,y). À solução passando por

(0,70) E O? é Áp(T) = (x0e”,yoe"") pois €(0) = (to,vo) e (T) = (roe",ivoe'") daí
Z(P(T)) =2Z (xoe", yoe"") = (x9e”,iyne") = /'(T).

Temos que À = e*º e 1 = e*2, logo procuramos um a, = e“* de modo que

máx (7­0 3­5) < s<minf&­oZ­Tle2 2 2 2 2 2

2
ST  f37máx (7,0) < r<min SEL e

Z
2

< rI<T.
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Tomemos a =e 4 e considere o fluxo real 1, (T) = (xoe**, yoe"**). Então

ot | — te et Jeí(es 3% +isenST) —tÃ|xoe Io] e 4 |= = e": —O0Oset—co.

Por outro lado

et(­sentF+icos 27) —t
. OQtatl = =e": —sO0Oset—oco.eta e letã|yoe lyo|

Logo (0,0) é um ponto atrator para o fluxo v,.

Para entendermos o comportamento das soluções, descreveremos suas intersecções com o

toro sólido Ty” : |r| = 1. Para tanto usaremos a transformação de Poincaré. Seja )” uma
seção transversal do campo Z que passa pelo ponto (1,0) de C?º, dado p em )* então ré o
difeomorfismo que leva p no primeiro ponto onde vp (.,p) intersepta )”.

Sabemos que o eixo de 77 (Jr) = 1,y = 0) é uma trajetória (fechada), ou seja, (e"*, 0) com
O < t < 2m, então vamos analisar as soluções do tipo (e“,y(t)). Temos que x (t) = e“ daí
x' (t) = ietdt logo

uy dy ny dy un.
—— = — = dt >Mo ietde ae gy A

t
." Eids => ln = Sit => y (t) = yoe a,

Definimos 7 : 37X; nm (y) = ye!"'5 daí nx (0) =0 e 1º (0) = e?X.
Vamos estudar os casos em que |7' (0)| = 1, 0 < |7 (0)) <1 e |7 (0)) > 1.

Caso (1) |7' (0)| = 1, temos que y = O é um ponto fixo neutro para 7 e

(0) = 165)=1 Re(2nil)=0 Re(Ei)=0O
<o JaeR/Fi=aioí.=a0ieR

Agora estudaremos os casos em que 0 é racionalmente neutro e irracionalmente neutro.

(1) Se É = ­ € Q, então todo ponto de XY” é ponto periódico para 7 de período q, ou
seja, temos trajetórias fechadas que se fecham para t = 2m7q. De fato, dado yo em X”, a folha
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passando por (1,109) é p (t) = (e, yoe?*) com

(0) = (110) e 9 (2ma) = (PA nei) = (19067) = (110),
A este caso chamamos singularidade não simples.

(II) Se É E (R— Q), então não existem pontos periódicos para 7, ou seja, a órbita por T
de qualquer y em >” é densa em |y| = R, logo a trajetória por (1,y) se acumula no toro real.

Caso (2) 0 < |7' (0)) <1, temos que y = 0 é um ponto fixo atrator para 7 e

7'(0)] <1 & eBP5) <1 e Re(oniÊ) <o.
x

Seja É = a + bi, então

Re (ni) = Re2n7i(a + bi) = Re (—2nb + 2mai) = —2nb

Re (27: ) <0S­27h<0Sb>0
logo y = O é atrator para T se, e somente se, £ é ReIm”F > O. Portanto temos trajetórias
abertas que espiralam em torno do eixo de 77. C

ey
UN
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Caso (3) |7' (0)) > 1, temos que y = O é um ponto fixo repulsor para 7 e

[7 (0)| > 1 RS) > 1 6 Re(2riÊ) > 0 eb <o

então y = O é repulsor para 7 se, e somente se, É é Re mé < O. Logo temos trajetórias
abertas que espiralam se afastando do eixo de 7.

Teorema 2.2.1 (Poincaré) Sejam Z um campo de vetores analítico definido num aberto de CT?
contendo (0,0) E D?, sendo este sua única singularidade e Zo (u1, u2) = (Avu1, Agua) sua parte
linear. Se

(1) Zo tem uma singularidade no domínio de Poincaré;

(2) Não existe nº natural n > 2 tal que A) = nÀ2o ou Az =nNÀ).

Então podemos encontrar um único difeomorfismo analítico local € de Tº em (0,0) de modo que

E (0,0)=IdeZot=E07%Zo, ousejaÉ Z=%o.

Demonstração:

Z é analítico numa vizinhança de (0,0), então podemos escrevê­lo da seguinte maneira:

Z (ui, ua) = Zo (u1,u2) + (UV (11, u2) Va (Uu1,1u2)) onde V, e vv são séries de potências conver­
gentes numa vizinhança de (0,0).

eo j
—

Í1­d2, 2 1,2 — Jvi (u1,4u2) = DSVi Puz=) Vvuufuz = YSovaju
ji=2j2=0 J>2 J>2

onde J=jr+jeuw = ulul. 1,2 é definida analogamente.

Cc? AZ, Cc?
(u1,u2)

ET 718

Cc? — Cc?
(11,72) Zo

Como estamos procurando um difeomorfismo analítico, devemos escrever £ na forma de séries

de potências (em torno de (0, 0)). Dado (z1,x2) € C?, € (x1, 12) = (x1 + £1 (11,72) , x2 + E2 (x1,72))
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hazk ki kh K&1 (t11,%2)= > 3 ia *x2? = DEISE:17= 2 Extk1=2k2=0
K>2 K>2

onde K = k, + ka e xK xx, £2 é definido analogamente.
dE

ki—1ak k1 kh 1Exa=) haçIb” 2 = o =) hagibib­K>2 > Kk>2

Temos que

(U1,%2) = Z(u1,u2) = (Arua +) (41,42), Agua + Da (U1,U2)) Duj= Aju + 1 (Ui, 12).
Por outro lado,

(u1,u2) = € (t1,72) = (1 +E1(t1,72), 12 +&, (En 22)) súj=a) +52 7 +e
Assim devemos ter

o ô, dE,Á1U) +, (u1, u2) = nn +32 T) +42 Ta=>Ox

ATI + M£1 (1,22) +) (x) +E1(Z1,%2), 22 + Ex (x1,%9)) =
AIT1 + EEN + EVA =
MI Gixt+ (a +E1 (12),22 + E (t1,72)) =K>2

. ki­1 kh
. ka ka]ALT) + > hisiKT]I 12º +Aotra+ > bati exhiah =>K>2

K>2

2 MKT + (61 +E1 (21,22), 29 +6, (x1,22)) =K>2

>» AkhigikaE + >» AahodikTE =>
K>2 K>2

>» (Az = ki A = Kk2d2) Extr =
K>2

—, (1 + & (1, 2) T2 + E, (1, %2)) =>
>» (A1 —— td — k2d2) Ext”
K>2
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= ­X>XUy T+ > Ext” 2 + > Cox”
J>2 K>2 K>2

Notemos que À1 — k1A1 — k2 2 é O para todo ki > 2 e todo ko = O, ..., ka, pois caso contrário
“Do o

existiriam k1>2 e ko> O tais que

=NE A=08N, (1­&)­& Ab =0S Ah =
que contradiz a hipótese (1).

Da mesma maneira ÀA2 — ki A1 — k2 Aa £ O para todo kh > 2 e todo ka = O, ..., ha.

Comparando os termos de mesma potência, encontramos os E1Q's € formalmente podemos
encontrar £, que satisfaz a igualdade desejada. Fazemos analogamente para É».

Mostraremos que as séries 67 e £2 convergem.

Sejam A(x1,x2) = XY Ajyxr” , B(t,x%2) = X> Byx” séries com coeficientes positivos.
J>1 J>1

Dizemos que À < B se Ay < By para todo J. Se C(x1,129) = X> Cjx” indiquemos por
J>1

C(x1,%2) = 3 |Cy]lx”, ou seja, a série obtida de C (11,2) substituindo seus coeficientes
Jz1

por seus módulos, e denotamos CO a série (rt1,%1). Agora suponhamos que o convirja e
”s Ps oo

C=Cí(xrn,T1) = > |[Cijalar Par = > [Cla], então existe r= lim EL: raio de
Ji=1j2=0 J>1 J—0o0 ICy+1|

convergência de C. Daí existe RR > O, para o qual C (x1,x2) converge se |11] < Re ro] <R.
Tr.
UN

Se mostrarmos que a série £, + £2 converge, então pelo raciocínio acima &1 +&£o também
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converge, daí cada uma delas converge, logo as séries 6, e &, convergem. Provemos então
que & + Es é convergente em |r1| < r para algum r > O. De fato, existe 6 > O tal que
|A; = ka 1 — k222] > 6, para todo k, > 2 e todo ka = 0,...,k1. Como

I1=ja

> (Mk =kRh)áigkAT = — DU 1 + >xt” 12+ DX font”
K>2 J>2 K>2 K>2

fia

ES lag” Sole f­ + X laigizé x2+ X |foxlzÉ
Kz>2 J>2 K>2 K>2

di (a ESTES +) >
1 a a 1º RX a 2 aUP (a +E1T1 +) < 371 (a +41 +E£a,t1 +E +&) .

Fazendo analogamente para 6, temos:

2 ll. a aR 1 RR a 2 a82 < 72 (a +E1nt1 +) < 72 (a +£E1 +£a,T71 +] +) .
Somando as desigualdades vem

a +&, <x(7 +72) (a + +É2,T1 + +&) .
Chamando & + 2 = Seó! (9, +72) = F, temos uma desigualdade do tipo 5 <

F(r, +S), onde F é analítica. Pelo Teorema da Aplicação Implícita, existe uma aplicação

analítica So que é definida pela equação So = F (1x7 + So), daí S < So e como Sºo é convergente

(pois é analítica) então S também o é. B

Teorema 2.2.2 (Dulac) Seja Z um campo de vetores analítico definido em um aberto de CT?

contendo (0,0), sendo este ponto sua única singularidade. Se existe um natural n > 2 tal que

A=nyu, então existe um único difeomorfismo local analítico é em (0,0) com£'(0,0) = Id , de
modo que EºZ = (Ar + ay”, uy).

A demonstração é análoga à feita anteriormente, logo será omitida.
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Vamos agora descrever a folheação associada à E*Z = (Ar + ay”, uy) com a É O, considere­
dy— — —Hymos a= 1. Temos E = Sa + Consideremos a trajetória fechada x(t) = e*.,0 < t < 27 então

dx = ie*tdt, logo

dy ny 8 MW

dx Ar+yY" ietdt aet+yo
dy :

dt

Suponhamos que |­&Z | < 1 daí |y] < (IA)

dy 1. co Yo j 1. yode nº 2. (E) nn? + 2re*?
daí a solução será da forma y(t) = ex tuo + b(t)unt! +... Definimos 7 : 37 — X” tal que
T(yY) = em y + b(2n)y"+! + ... assim x (0) = 0 e 1 (y) = em + (n + 1)b(2m)y" + ... logo

e nl pétalas repulsoras para 7, para algum ! > O. Assim as folhas se acumulam em O em nl

regiões e se afastam de O em nl regiões.

2.3 Singularidades no domínio de Siegel

Nesta seção faremos o estudo como na anterior, com a diferença que a singularidade agora

não está no domínio de Poincaré, mas sim no domínio de Siegel.

Definição 2.3.1 Ds = ÍA da) EC? /MA2£Oe à f= R­) é o domínio de Siegel.
Proposição 2.3.1 Seja Z (x,y) = (Ar, uy) um campo de vetores de Cº. Se (A,u) E Dg então

existe um fluxo real da solução de (5, v) = Z (x,y) que é transversal aos toros.
Exemplo 2.3.1 A=2%XNeun=—t
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Au =23%0e à = —2 € R. logo (À, 1) pertence ao domínio de Siegel. A solução de (5, é) =
(2ix, —iy) que passa por (xo, yo) é Pp (T) = (xoe*T,yoen*T), pois À (T) = (2Jixçe”T, —iyeT 5)
e Z(ç (T)) = Z (x0e?T, yoenD) — (2ixoe?*T, —iyoe*T) — ” (7).

Vamos descrever as intersecções das folhas associadas a um campo linear, com singularidade

no domínio de Siegel, com o toro 77 : |r| = 1. Seja )” a seção transversal, vamos analisar as
soluções do tipo (e“t,y (t)) ,O <t < 27. Fazendo como na seção anterior, temos 7 : > — XY”,

n (y) = ye""'5 com n(0) = O e n' (0) = e27%5,
Caso (1) |7' (0)) = 1, então y = O é ponto fixo neutro para 7 e neste caso já conhecemos o

comportamento das folhas.

Caso (2) |7' (0)| £ 1, aqui y = O seria um ponto fixo hiperbólico para 7 e saberífamos como

as folhas se comportariam, mas isto não pode acontecer porque É não poderia ser real, daí seria
contrariado o fato de (À, 1) estar no domínio de Siegel.

Proposição 2.3.2 Ds é variedade real tridimensional, mais precisamente é um cone com vér­

tice em (0,0) e C?.

Demonstração:

Seja A = 1(A1, 42) EC? /Imuha= o). Mostremos que Dg C A. De fato, dado (A1,À2)
em Ds com ÀA1 = a17 +1h1 e À2 = a2 + iba, então E E R— se, e somente se aja +Hbhibo ER­— e

bra2 — a1ba = 0 = Im As.

A é um conjunto da forma f(x,y, 2, w) E Rº / xw — yz = O) que nos permite definir a função
SF :ROR tal que f (x,y,2,w) = xw — yz daí A = f (0) e f­! (0) é uma variedade se, e

somente se, Vf £ 0, ou seja, se (%, E, À, ãs) = (w, —z, —y,x)£ (0,0,0,0) e portanto A é
uma variedade real tridimensional.

Temos que Ds é aberto em À pois . < O e se (11,2) está em Ds, então t (11, %2) também
está, e concluímos nossa prova. E

Observação 2.3.1 Seja Br = ((h1,h2) E Cº / Aa =rA para r < O), então DsgNIS1 = (U B)or<Oo

S1, de fato

(C) Dado (M1,%2) E (Ds NS1) então 1X É£ 0, Lt ER el +|Aefº=1 darMM É0 6 ÃÊO,
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Ag =TAM1 € Ia? + [2]? = 1, logo (hi,ho) € [ U B ns .r<Oo

(D) Dado (M1, 12) E LN U B) na] então existe r < O tal que Ag =rA1 e |M|[º +/Aafé=1r<o
2 2daf2 = 3 =1<0 el +|h2]=1, logo (A,ha) E(DsNS1).

Definição 2.3.2 Dizemos que o par (M1, 2) E Ds é ressonante se existem naturais m,n ambos

diferentes de zero, tais que mA] + nha = O.

Observação 2.3.2 Dado (h1,À2) um par ressonante então existem naturais não nulos m,n
tais que

mA1 + no 0 => km, +knAsa = O0,Vk E N* =>

(km + 1) 197 = A1 + kn Ao 0 => AN —­(km+1)N1 ­knAis=0

assim no processo de linearização de campos, o denominador [hM] — (kiAa + kara)? pode se
tornar pequeno, não garantindo a linearização formal.

Definição 2.3.3 Dizemos que (hM1,X2) E Dsg é do tipo (L,u) (4 >O,v > O) se para j=1,2
tem­se

1
nA;= (mA Aa )| > AyJA; — (1 d1 + q2o2)| (ax + qo)

para todo q, q2 naturais com q) + q> 2.

Teorema 2.3.1 (Siegel) Seja Z um campo de vetores analítico com parte linear Zo = (Ax, 1y).

Se (A,u) E Dg é do tipo (L,u), então existe um único difeomorfismo local£ de Cº em (0,0) de
modo que 6ºZ = Zo.

Demonstração:

A idéia principal da prova é:

Como (A, 4) é do tipo (+, vu), então podemos controlar a velocidade com que os [À] — (k1A1 + ka42)]
tendem à zero. Logo o campo é linearizável. =

Proposição 2.3.3 Sejam Lr,, = 1(21, À2) E Dag / (h1,2) é do tipo (2,17)) e
R=((M,%2) E Ds / (h1,2) É In, Vn,1v > O). A medida de R em Ds é zero.
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Demonstração:

Vamos fazer a prova para (A1, 2) no cone contido na bola de vértice (0,0) e cuja diretriz
é uma 6­ vizinhança compacta em Ds N 57 de um dos círculos que formam este conjunto.

Chamemos este cone de Cf; e escolhemos ó pequeno o suficiente de modo que seu volume seja

limitado por C16, onde C7 é uma constante positiva.

Temos que 11 C La C ... € In, C In41 C ­.., pois se (11, A2) está em Lr, então |A; — (gid1 + q22)| >
1 A.

>? Tata para todo q; e q2 naturais tais que qi +q2 > 2. Denotamos por Rs91 +q92
o conjunto dos pares (A1,À2) que estão em R e em C;, assim mostrar que volR; = O é

o mesmo que mostrar que imvol (C; = In) = O. Fixado q q) em N*ºxN*, definimosSaia)= Í[(1, 9a) € (Cs = En) / 133 = (ida +q2da)| < rgrêio
h= U Sa Temos que à; — (q1d1 + 22)= O se, e somente se À2 = — chamando

(41:92)

=lou j=2) então Cs;—

a = — eaq= io então S(4,,7,) É uma vizinhança da reta A9 = aÀ1.vols, 2a) É<nÃdão, daí
lim vol (C; — In)

n—0o

Teorema 2.3.2 Seja w,= min (JA; — 22MGN | 20,2<X m; < 26H).Então, se o campo Z
é formalmente linearizável e se a série > z"Flog we! converge, existe uma mudança de coor­

k=1

denadas local em (0,0) É, analítica, de modo que 8º Z = Zo.

Este resultado se aplica mesmo com ressonâncias.

Vamos estudar os casos em que não é possível a linearização de Z, sendo Zo = (Mix, Aay)

sua parte linear, então temos uma ressonância mA, + nà2 = O para m,n E Nº.

Proposição 2.3.4 Eriste uma mudança de coordenadas localE em (0,0) € CT? de modo que
E Z = (Mix + xya (x,y), May + xyas (x,y)), onde as funções a, e a2 são analíticas e a7 (0,0) =
a2(0,0) = O.
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Demonstração:

Seguindo o mesmo esquema da demonstração do Teorema de Poincaré, temos

Z (11,12) = (Arua, Agua) + (41 (U1, Uu2) , Pa (u1, u2)) onde q; (us, u2) = PD Piu”, j=1,2
£ (&1, 12) = (x1 + £1 (f1,2) , 12 + £2 (X1, 12)) = (ui, 12) e E; (tT1,%2) = = eira" j=1,2.
Precisamos encontrar £ de modo que £*Z = (hMit1 +17 (r1, X2), Astra + Da (r1,72)) e assim

Tj= Ajrj; +; (T1,12) onde v; (11,12) = >> Vit" é do tipo r1r20j; onde a; é uma função
analítica, este conjunto é um ideal de funções analíticas gerado por r1xr2 que denotaremos por
(x172).

Fazendo os cálculos (apenas para j = 1) encontramos:

A1Tr1 +41 (t1,72)

MA (&1 + 81 (81 %2)) +41 (41 +61 (81,2) 12 +82 (1,72) =

MZ +41 (1,72) + o (Ai1z1 + 1 (£1,72)) + So (Arx2 + %2 (11,72)) >
ME (t1,172) + 41 (x1 + E) (f1,72) , 12 +62 (t1,%72)) =

vv, (11,72) + o (A1t1 +41) (t1,%2)) + o (Ata + 2 (x1,x2)) =>
NM) axt + (ai +61 (1,72), 12 +82 (11,72)) =

K>2

ro OUV) (1,72) +NE + set (x1,x2) + Dama DE. + Santa (11, x2) >
>» (Ah + Xaka) Ext — > MiikTÉ +, (1, X2) =
K>2 K>2

dE, dE,1 (&1 + £1 (1,2), 12 + 82 (1, %2)) — TU (X1, 72) — —V2 (1122) >Ox) Ox2

> (AM1k1 + Aaka — Aa) éqgeEÉ + > CVIKT =
K>2 K>2

ro ro)41 (1 + 67 (x1,12) , 12 + 82 (x1,%2)) — et (1,2) — Data (r1,72).
Calculamos £; e v; da seguinte maneira:

Vikx O se x* É (t1x2)

É O se x* E (x1x2)
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Comparando os termos de mesma potência, encontramos a solução formal para £ ev. Vamos

mostrar que as séries €, e E, convergem. De fato se x* E (r1x2) então E, = O, logo £7 = O; se
xt é (x1%2) então 1, = Va, = 0 e vv, =, =0O, daí temos a igualdade

> (Aki + Aaka — Aa) fax” = (81 +£ (1,72) 12 + £2 (t1,72))
K>2

e fazendo como no Teorema de Poincaré, segue a convergência de £,e analogamente de £,. E

Vemos que os eixos coordenados y = 0 e x = O são soluções da equação diferencial associada

ao campo.

Como no caso linear, as folhas são transversais aos toros Tg : |x| = R, então vamos analisar

suas intersecções com estes. Para simplificar, escolhemos 73 : |r| = 1 e usamos a transformação

de Poincaré (também chamada aplicação primeiro retorno, ou holonomia da solução y = O no

ponto (1,0)).

Consideremos £*Z= (Ax + xya (x,y) , uy + xyb(x,y)), onde a e b são analíticas e a (0,0) =
d(0,0) = O, e a trajetória fechada x (t) = e“ dt, O < t < 2n daí dr = ie"dt, logo

uyu+ayb dy  upyt+eityb
Ar+xya — ietdt Netttreitya

tt 1t

1+& NEI ni 1 +&
A+ya dt A“ l+ya

dyeo
dt

= my

Daí y(t) será da forma y(t) = eX“tyo + ..., então definimos nx : 37 — X” tal que T(y) =
27iº Portanto y = O é ponto fixo neutro para 7º.e”5íy+..etemos que T(0) =0e7'(0)=e

Caso (1) |7' (0)) = 1, então É E R (como na seção anterior).
(1) Se O é irracionalmente neutro, ou seja, se É e (R— Q) e

a) É satisfaz a condição de Siegel, isto é, se existem constantes positivas a e b tais que
[é — " | > ­ para todo p e qem Z, então 7 é linearizável, ou seja, 7 é analiticamente conjugada à

WO . E .. .rotação irracional T(y) = e*t"Xy numa vizinhança do zero, e chegamos num resultado conhecido;
b) Se É não satisfaz a condição de Siegel, então não sabemos se é possível a linearização de

(II) Se O é racionalmente neutro, isto é, se É = : E Q então temos o caso das pétalas.
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Caso(2) |7' (0)) £ 1. Como vimos no estudo do caso linear, y = O não pode ser um ponto

fixo hiperbólico.

Sempre escolhemos nossa secção transversal passando no ponto (1,0) no plano y = O (ou
Tr ), mas poderíamos ter escolhido um outro ponto p.

Veremos agora que quando duas holonomias associadas a campos distintos estão rela­

cionadas, suas respectivas folheações também estão.

Proposição 2.3.5 Sejam Z17 (x,y) = (Mix + xya1 (x,y) mex +xya2s(x,y)) e

Za (x,y) = (Asr + xyb1 (x,y) , 1uar + xyba (x,y)) campos de vetores analíticos definidos numa

vizinhança de (0,0) E Cº, com (A, 1), (Aha,129) E Dg e à = a = a. Indiquemos por mi e
T2 as holonomias respectivas no ponto (1,0) de Z7 e Z2. Se existe um difeomorfismo local £
de CT em 0 E T de modo que ma of = £o nm, então existe um difeomorfismo local E de Tº em
(0,0) E DC? que transforma a folheação associada à Z7 naquela associada à Za.

Demonstração:

(Diremos que £ é uma equivalência analítica entre as folheações, e que E é uma conjugação
analítica entre as holonomias)

Seja )* uma secção transversal, então dado yo em 3 temos que (72 o £) (yo) = (€ o ni) (yo).
Sejam (et,y!) (t, (1,709))) e (et, 4) (1, (1,70))) .t E R as trjetórias em Ty de Z1 e Za respectiva­
mente, com condições iniciais (1, yo) , então definimos £ (e“,y (t, (1, yo))) = (e, yo (t, (1,€(%))))
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