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Resumo

Fste trabalho tem como objetivo descrever a dindmica local das folheacoes de campos de
vetores holomorfos de C? préximos a um ponto singular.

Iniciamos com o estudo local da dindmica de difeomorfismos no plano complexo, préximo
ao ponto fixo 0. Depois os resultados séao aplicados no estudo das singularidades de campos

holomorfos de C2,0 para a compreensao da dinédmica das solugoes.
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Introducao

As curvas itegrais de um campo de vetores holomorfo Z : C*— C" definem uma folheagao
holomorfa com singularidades nos pontos onde Z se anula. As folhas sao definidas localmente
pelas solugoes da equagao diferencial

dz

E=Z(Z)

parametrizadas pot 1" complexo.

Nas vizinhancas de um ponto singular de Z, a folheagao pode oferecer um comportamento
topolégico bastante complexo.

O objetivo deste trabalho é apresentar uma anélise desta situacao em dimensao dois. Para
este fim, utilizaremos a transformacao de Poincaré ou aplicagao primeiro retorno.

No primeiro capitulo faremos um estudo local dos pontos fixos de difeomorfismos complexos.
Estudaremos os pontos fixos atratores, repulsores e neutros, veremos quando a aplicacao é
conjugada linearmente com sua derivada e faremos alguns exemplos.

No segundo capitulo estudaremos a dindmica local das folheagGes de equactes diferenciais
associadas a campos de vetores complexos, usando a transformagao de Poincaré que ¢ um

difeomorfismo, assim aplicando os fatos estudados no primeiro capitulo.




Capitulo 1

Dinamica local dos pontos fixos de

difeomorfismos complexos

1.1 Introdugao

Neste capfitulo estudaremos a dinfmica local de aplicagées complexas préximas a um ponto
fixo, e veremos quando ¢ possivel conjugé-la com uma aplicagao mais simples (linear). Neste
caso diremos que a aplicacgao € linearizdvel.

Por simplicidade de célculos, nos concentraremos em aplicagoes polinomiais no plano com-
plexo, mas a maioria dos resultados é vdlida para a classe das aplicagoes analiticas.

lixistem basicamente dois tipos de pontos fixos, os pontos fixos hiperbélicos e os pontos

fixos neutros, e é com eles que vamos trabalhar.

1.2 Pontos fixos hiperbdlicos
Seja f : U C C — C analitica.

Definigao 1.2.1 29 é wm ponto fixo hiperbslico para f se |f' (20)| # 1. Existem pontos fivos
hiperbélicos atratores, |f' (20)| < 1, e pontos fixos hiperbdlicos repulsores, |f' (z0)| > 1.

Vamos considerar sempre |f’ (2p)] # 0, pois estamos interessados no caso em que f scja

localmente um difeomorfismo.




Proposigao 1.2.1 Seja U um subconjunto aberto de C e seja f : U — C analftica. Se f tem
um ponto fixzo em zg e

(1) |f' (20)] < 1, entao f™ (z2) — 2o em uma vizinhanga de zg;

(2) |f' (20)| > 1, entao existe uma vizinhanga V de 2z tal que se z esté em V e z # z, entdo
existe k > 0 tal que f* (2) ¢ V.

Demonstragao:

(1) |f' (20)] < 1 entdo existe € > 0 tal que |f'(2)| < ¢ < 1, para todo z em B, (2), pois f é

analitica.
Dado 2z em B, (zp), entao o segmento [z, 29| estd contido em B, (29), assim pela Desigualdade

do Valor Médio, temos:

|f (2) = f(20)] < c¢|z—2|=
|f(z) —20| < clz—2z|<|z—2|<e=>

|f(2) —20] < €= f(2) € Bc(20)

logo, o segmento [f (z), 2o estd contido em B, (2g9) e podemos aplicar a D.V.M. para f (2).

Portanto

|f (f (2)) = £ (20)]
|72 (2) — 0|

e continuando o raciocinio vem:
|f" (2) — 20| < |2 — 2] .

Como ¢ < 1= lim ¢" =0 entao
n—00

M (2) =20 = 0= f"(2) = 29,Vz € B (20) -

Neste caso dizemos que zp é um ponto fixo hiperbélico atrator.




(2) f ¢ analitica e |f' (20)| > 1, logo f’ (20) # 0, entdo existe uma vizinhanca W C U de 2

onde f |w: W — f(W) ¢ um difeomorfismo e possui uma inversa (f |w)™' =g: f(W) = W
que ¢ analitica e ¢’ (w) = ﬁ onde f(z) = w.
Portanto g (29) = f~! (20) = zp e |¢' (20)| = If(]—m)l <1

Da parte (1), existe uma vizinhanca V C f (W) de z9 na qual zp é um atrator.

Olhando para a 6rbita de z em V vemos que g" (2) — 2o, ou seja, a érbita passada de 2 por

f se aproxima de zp (f™™ (2) — zg) . Assim a ¢rbita positiva de z se afasta de z.

Neste caso dizemos que 29 ¢ um ponto fixo hiperbdlico repulsor. m

Exemplo 1.2.1 f(2) =3z, f(0) =0 e f'(0) = 3 logo 0 é um ponto fizo hiperbélico atrator.

Toda semi reta com extremidade na origem de C é invariante por f e tem a sequinte dindmica:

N C

Exemplo 1.2.2 f(z)

-2z, f(0) =0e f'(0) = —2 logo 0 é wm ponto fizo hiperbélico repulsor
para f. Toda reta passando pela origem de C ¢é invariante por f e tem a segquinte dindmica:

N C




L)

Exemplo 1.2.3 f(z) = ._!_.e =3z, f(0)=0, f(0) = %e? e |f (0)| = 3 logo 0 é um ponto

fizo hiperbélico atrator com a sequinte dindmica:
AN

>
o

O teorema a seguir mostra que para uma aplicacdo analitica ser localmente linearizdvel,

basta que o seu ponto fixo seja hiperbdlico.

Teorema 1.2.1 Seja f : U — C analitica, onde U ¢é aberto. Se 29 é um ponto fixo para f e
f ' (20) = A com |A| # 1, entao f é analiticamente conjugada a T (z) = Az, numa vizinhanga

de Z0.

Demonstragao:
Temos que considerar o caso em que 2y ¢ um ponto fixo atrator ou um ponto fixo repulsor, ou

seja, quando 0 < |[A| < 1 e quando |A| > 1 respectivamente.
(1) f'(20) =X 0<[A[<1.

Mostraremos que 1" e f sao analiticamente conjugadas, ou seja, que existe uma aplicacao
analitica h tal que f o h = hoT numa vizinhanga de 2.
Suponhamos que 2o = 0, entdao f(0) =0e¢ f/(0) = A
f ¢ analitica em U e 0 estd em U logo podemos escrever
00 ; 00

= fU) (0 0)
By edORe Z .(

h)
Como estamos procurando uma aplicagao analitica h devemos ter h(z) = E -—-@ 2.

AVA
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Se foh=hoT, entao
(foh)(0) = (hoT)(0) = f(h(0)) =h(T(0)) =h(0)

logo h(0) é ponto fixo para f, e h(0) = 0.

oo .
i R (0 j.
Portanto h(z) = ;;1 T2
)
Colocamos b; = %P e substituindo na equacao de conjugacao, temos:

(hoT)(2) & f(h(2))=h(\2) & |
M (2) + ij (h(2)) =h (0) Az + Z fl%)‘_-i(—o—)zj/\j &
AH(O)::AH(O) )

assim R’ (0) pode ser escolhido arbitrariamente, (diferente de zero), entao escolhemos A’ (0) = 1

) 2 ;
e colocamos  a; = fl—j!@ daf h(2) =z+ ) a;2? e temos:
i=2

Ah(z) + ibj (h (Z))j Az + iajzj/\j &
i—2

Z (/\J - /\) a.jzj
=2

J__
Comparando os termos de mesma poténcia, temos:

P (byy..y by, ag, .y ap—1)
= A

onde P é um polindémio.

Desta maneira determinamos os aj.s se AF — X\ 5 0 e temos a solucao formal h (2) =

(2) f'(20) = A, [A| > 1.

Da parte (2) da Proposi¢ao 1.2.1, podemos encontrar o difeomorfismo analitico g que ¢é a

inversa local de f, de modo que zg ¢ um ponto fixo atrator para g e |¢' (20)| = m = i

9




Utilizando o raciocinio acima, encontramos uma aplica(;éo analitica h que conjuga g com S, ou
seja, goh = ho S onde S (z) = 1z, entdo (goh)™ = (hoS) ' e hlog ! =S5 1oh7!, daf
.’l_IOf:TOh._ .

m »
Para completar a prova devemos mostrar que a série Y a;jz’ converge. Para tanto, pre-
i=2
cisamos de dois lemas:

Lema 1.2.1 Seja f(2) = z+ Z ajz’. Entdo f (z) é linearmente conjugada a aplicagdo ¢ (2) =
e

z+sz,onde!b|<lpamtodo_j
J_

Demonstracao:

Temos que encontrar uma aplicagao linear h (z) tal que ho f =poh.

A série § ajz’ converge numa vizinhanca de 0, logo existem ¢ > 0 e B > 0 tais que
laj| < cB? pa.rfl todo j > 2, entdo existe A > 0 com |aj| < A’~! para todo j > 2. De fato

laj| < A ' o cBI < A7 &

. - =
Como 11m ( 5)7 —}EI&( )J T (£)7" = 4 > 0, entdo podemos encontrar 0 < 1<%

de modo que |an < AL
Seja ¢ (z) = z+ Z bjz? onde b; = <747 entdo |bj| = | 41| < 1 para todo j. Seja h(z) =

temos que

(ho f)(2) = Az +ZajAzj = (poh)(2).
j=2

Lema 1.2.2 Suponhamos que 0 < |\| < 1. Eziste ¢ > 0 tal que |/\" - AI > ¢ para todo k > 1.

Demonstragao:

Se 0 < A <1entdo..< A" < ..< A < A% < ) entdo escolhemos ¢ = A — A% — ¢ pois

A =AN=A-N et M- N =c+ X +e- N>

Sai—1. £.X< Oeitio A NS L g AP @, 2 08 AL o TN XN e srcalbienion
c=‘/\—)\3|—£=/\3—/\—£pois/\—/\3</\k—/\daf,\~—/\3—£<|/\k—/\|e|)\k—)\|>c.l

10
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o0
Observemos que a série de poténcias z (w) = w — % >~ w’ converge para todo ¢ € R* se

j=2
]w[ < 1:

De fato, se tomarmos w em C com |w| < 1, entéao

2
z(w)—w—— Zw’—l—w —w—l( : —I—w)=w—1 -

1-w cl—w’

Temos que 2’ (w) = 1 — %“’(21'_21:; 2 assim z(0) = 0 e 2/ (0) = 1, entdo pelo Teorema da

Funcao Inversa, z (w) tem uma inversa que estd definida e é analitica numa vizinhanca do zero.
Seja w (z) esta mvere,a, entdo w(0) =271 (0) =0 e w (0) = ,%0) = 1, logo podemos escrever w
na forma w(z) = z + Z a;z’, onde a série i a;2’ converge.

Mostraremos que é;; série majora a serlé d?ada por h(z), desde que ¢ seja escolhido pequeno
o suficiente.

Voltando a primeira parte do Teorema 1.2.1, em que f'(29) = A com 0 < |A| < 1, e
escolhendo ¢ como no Lema 1.2.2, temos que 0 < |ax| < o para todo k > 2 onde os a}s e
os a}.s sdo os coeficientes das séries h (z) e w (z) respectivamente. De fato, sabemos que w (2)

verifica a equacao:

[= o]

1

oo
= wiz ——Z (w(2)) & c z+ZaJ-zj —cz=

c ;
j=2 Jj=2

Z(w(z) ﬁanJz’ Z(w(z))j.

=2 §=2

Comparando esta equagao com a do Teorema 1.2.1, vemos que elas tém a mesma forma,
exceto que MY — )\ é substituido por ¢ e bj por 1. Assim encontrando a solu¢cao da mesma

maneira, obtemos:

_ Pk (I, — 1_.(12.. iy Ctk_l)
&

Como P tem coeficientes inteiros positivos, por indugao cada ay >0 e

ka (52, vy bk, ag, .., ak_l)] z |Pk (bg, reey bk, ag, ..., ak_])l
= z

lax| =

AVA
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1 1
< ZPA. (lb'ZJ yeeny |bk{ 3 |G.2| 3oy lak—-ll) < ZPK (11 s 1500, '“?ak—l) = .
Logo a série dada por w (2) majora a série dada por h(z), entdo esta série converge numa

vizinhanga do zero e o Teorema estd provado.

Observacgao 1.2.1 Sejam Ly,Ly : C — C aplicag¢ées analiticas lineares tais que Ly (2) = A2,
Ly (2) = Az com |A| <1 e |A2] <1, entdo Ly e Ly sao topologicamente conjugadas. De fato,
sejatn A\p = |A\| €, Ay = |A2|€%2. Para encontrarmos a conjugacdo, vamos usar a idéia de
dominio fundamental. Tomamos z em C com |z| = 1, entdo z = €', dat Ly (z) = | M| €(¢+01)
¢ Lo (2) = |X2] €9+02) | O anel Ay ¢ um dominio fundamental para Ly, pois dado z em C sua
drbita por Ly passa exatamente wmna vez por Ay, ou seja, se z nao estd em Ay, existe um tinico
inteiro n tal que LY (2) esta em Aj. Da mesma maneira, o anel Az é um dominio fundamental
para La. Desta forma podemos encontrar um homeomorfismo h : Ay — As que leva cada arco

de A no respectivo em As.

Agora estenderemos a aplicagao para todo o plano. Tomamos z em C e aplicamos o sequinte
procedimento:

12 passo: se z estd em Ay, aplicamos h.

22 passo: se z nao estd em Ay, entdo olhamos para a n-ésima iterada de 2 de modo que L} (2)
esteja em Aj.

32 passo: aplicamos h em LY (2) dat h(L} (2)) estd em Aj.

4¢ passo: olhamos para a n-ésima iterada passada de h (LY (2)) por La, ou seja, L™ (h (L} (2))) .

Assim definimos H : C — C.

o0 .
Observagao 1.2.2 (Densidade) Seja f(2) = Az + 3 a2’ com 0 < |\| <1 entdo existe e > 0
Jj=2

12
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oo .
tal que se g(z) = pz+ > bjz? com |u— A < €, entdao f e g sao localmente topologicamente
i=2
conjugadas. De fato, tomemos € de modo que B (\) C Dy (0), entdo |p| < 1. Sabemos que f e g
sao localmente analiticamente conjugadas a L (z) = Az e T (2) = pz respectivamente. Da obser-

vacdo anterior temos que L e T sao topologicamente conjugadas, logo f e g sdao topologicamente

conjugadas numa vizinhanga do zero.

De modo andlogo os resultados sao vélidos para pontos fixos repulsores.

1.3 Pontos fixos neutros
Seja f:U C C — C analitica.
Definicao 1.3.1 zp é um ponto fizo neutro para f se |f' (20)] = 1.

Existem dois tipos de pontos fixos neutros. O primeiro é aquele onde f'(29) é uma rafz da

unidade (serao chamados racionalmente neutros ou ressonantes), isto é, existe n natural tal que

2mwiA onde

(f' (20))™ = 1, ou seja, f’' (z0) = €*™= onde m,n € Z. Outro caso é quando f' (2) = e

A ¢ Q (chamados irracionalmente neutros ou irracionalmente indiferentes).

Seja p : C — C polinomial e p(29) = 2o,

Definigao 1.3.2 Uma regiao simplesmente conexa C é uma pétala atratora para zg se zg estd

no bordo de C e para cada z em C, p" (z2) — 2o,

A definicao é andloga para pétala repulsora.

;1M
27”“

Vamos estudar a dindmica dos pontos fixos com f(0) =0e f'(0) =e . Iniciamos com

o caso f'(0) = 1.

Proposicao 1.3.1 Seja p(z) = apz™ + ... + a32® + 2% + 2. Eriste p > 0 tal que:
(1) todo ponto no interior da bola de raio ju centrado em —p é atratdo para 0;

(2) todo ponto no interior da bola de raio p centrado em p é repelido de 0.

Demonstragao:

AVA
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Para entendermos melhor a dindmica préxima do ponto fixo 0, vamos trocé-lo por oo, através

da transformacao de Mobius h (w) = é =z

= h P
C — C —C
[= o] — 0 —_— 0

h~lopoh)(w) = =
( ) P(3)

w" _
an + an-1w + ... + agw™=3 4 w2 $ wn-1

w— 1+ go(w)

bp + bp_qw + ... + bgw" 3 + g2
an + anqw+ ... + azw™=3 4 w2 4 wn-1’

go (w) =

Notemos que |13|iinoo go (w) = 0, logo préximo do oo, g é a translagdo de uma unidade para
a esquerda e g (00) = o0, assim quando 0 é um ponto fixo para f, oo é um “ponto” fixo para g.
Existe um 6 > 0 tal que se |w| > §, entdo g é a translacdo. Assim, dadon > 6 e w em
C com Re(w) < —7, entdo Re(g(w)) < —n, de fato, como Re(w) < —n, entdo |w| > n > §,
logo g(w) = w—1 e Re(¢9(w)) = Re(w) —1 < —p — 1 < —n. Portanto cada semi reta

horizontal é invariante por g, daf o semi plano Re(w) < —n também o é . No plano C a

reta Re(w) = —n corresponde a uma cincunferéncia de raio -21; e centro —515 em C. De fato,

Re(w) = —n = Re (1) = —n, onde z = z; + iz, entdo ;ﬁ;g =-n=>z=-n(+2)=>

2
(z; - "2’15) +23 = i‘;l}g que ¢ a equagao de uma circunferéncia de centro em —21—,? e raio -217? Assim

se w = w; + iwy e Re(w) < —n temos que

wy < —-n=4n*+4nw; <0
‘/(w? + w}) (4n? + 4nwy + w} + w})

wi"—kw%

<1

2nwy + w]2 + w% — 2nwei
2n (w? + wj)

] 1
= |h(w)— (—%)‘ < %




¢ portanto, o semi plano Re (w) < —1 ¢ aplicado por k, dentro da bola B-:'" (—.—217?) :
n

C

Cada reta horizontal em C corresponde a uma circunferéncia com centro no eixo imagindrio

tangenciando o eixo real no ponto 0 em C. De fato, fixando Im (w) = ¢, entao Im(é) = ¢ daf

R R oy EYE o ‘ oY & ot pivind —
;?-f;% =ce zi + (22 +3.)" = 3 que ¢ a equagdo de uma circunferéncia de centro em —5-%
e raio 5.. Acompanhando as 6rbitas dos pontos em C com Re(w) < —7 e passando para C,

temos o seguinte esquema que prova a parte (1).

A parte (2) é andloga, usando o semi plano Re(w) > 7. =
Exemplo 1.3.1 f(z) =z + 2°.

f(0)=0, f/(0) =1, logo 0 ¢ um ponto fixo racionalmente neutro para f.
Vamos trocar o ponto fixo 0 por oo através da conjugacao pela inversio h: C — C, z =

h(w)=21.




(h'o foh)(w) = wy _: =

b mn 1 = n+1 1
w( Y (-1) = =w-1+)Y (-1) e

n=0 n=1

para |w| > §, ou seja, para w préximo do oo.

o0

i +1 c % N 5

Chamemos Fp(w) = ) (—1)”" T:,,, logo ‘ ll!.m Fy (w) = 0 assim préximo do oo, F é a
n=1 |w|—o0

translagao de uma unidade a esquerda.
F e T (w) = w — 1 sdo analiticamente conjugadas na regiao atratora.
Em C, todas as retas horizontais sao invariantes por F', exceto na regiao R indicada na

figura:
/

“— — <

Vamos trocar o “ponto” fixo oo de T por 0.

'I:(z) = (hoToh™) (2) = i%.

i
&




As retas invariantes por 7' no plano C, correspondem a bolas tangenciando o eixo real no

ponto 0, que sdo invariantes para 7". Este conjunto é uma pétala atratora para f (2) = z + 22,

pois f'e T sdo analiticamente conjugadas nesta regiao.
Exemplo 1.3.2 f(z) = z + z°.

f(0)=0, f/(0) =1, logo 0 é um ponto fixo racionlmente neutro.

Vamos procurar uma reta invariante. Consideremos a reta 7 : £ — tu com u = uy +iug # 0
et €R, f(tu) = su se, e somente se, u? = "t—_s’: € R se, e somente se, u; = 0 ou uy = 0.

Caso (1) se u; = 0 entdo 7 = cixo imagindrio. Dado iy € C entdo f(iy) = i(y—3°) e
analisando graficamente podemos ver que 0 é ponto fixo atrator.

Caso (2) se uz = 0 entdo 7 = cixo real. Dado = € R entdo f(z) = z + =, assim se £ > 0

entdo f" (z) > oo esez <0, f*(0) - —oco.

Exemplo 1.3.3 Mais geralmente consideremos f (z) = z+ 2"*1.

Seja A uma rafz n-ésima da unidade. A reta r:t — At é invariante por f, pois dado z em
r,z=the f(z) =tA+ ™A = (t 4+ t"*1) X que estd em 7. Se n & par, entdo f7 (At) — oo
para todo t # 0, logo estas retas sdo repulsoras.

Se w ¢ uma rafz de -1, consideremos s : t — wt daf f(wt) = wt + w1 = w (L — 1)

que estd em s, assim estas retas sao invariantes e localmente atratoras.

17




Voltando ao exemplo anterior onde f(2) = z+ 2° = z+ 2**! ¢ n = 2. Se A é uma raiz
quadrada da unidade, entdao Ag =1 e A; = —1. Se w ¢ uma rafz quadrada de —1, entdo wp = ¢
¢ wy = —i. Assim devemos ter que a reta 7 : t — t ¢ repulsora e a reta s : ¢t — 2t ¢ localmente

atratora, que confere com o que fizemos.

Coroldrio 1.3.1 Seja p(2) = 2z + axz® + ... + an2™. Entdo existem exatamente k — 1 pétalas

atratoras e k — 1 pétalas repulsoras para p no ponto 0.

Demonstragao:

Scja h(w) = ;,—};—,- h nao ¢ mais uma conjugagao pois a inversa de h nao estd bem definida.
No entanto, no plano Re(w) <. —n usado na demonstragio da Proposi¢io 1.3.1, podemos
escolher um ramo analitico da inversa, isto ¢, uma (k-1)-ésima raiz de z bem definida. Se

fixarmos esta aplicagdo inversa, entdo fazemos:

1

: k—1
(V)" + an ()" + .+ an)

= (h'opoh) (w)=

w™

w1l 4+ kw2 + k (w)

onde k (w) envolve termos da forma a;; ( kYw) parai<n—2e0<j<k-—1L.
Notemos que ¢g (w) tem a mesma forma da aplica¢io g da Proposi¢ao 1.3.1, assim o restante

da demonstragao ¢ feito analogamente, logo serd omitido. =

Exemplo 1.3.4 f(z) = 2+ 2% = z 4 2%+!

\ C
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Iistas sao as pétalas atratoras e repulsoras para f(z) respectivamente. Note que f tem
exatamente duas pétalas atratoras e duas pétalas repulsoras.

s . I
Agora vamos estudar a dindmica dos pontos fixos com f(0) =0 e f'(0) = e2™% # 1.

Lema 1.3.1 Seja p(2) = Az + a22? + ... + ax2F, onde \ = e2™% | Entdo para algum I > 0,

existe uma vizinhanga U de 0 onde p ¢ analiticamente conjugada @ q(z) = Az + byyy12™ + ...

Demonstragao:
Primeiro vamos tentar eliminar o termo de segunda ordem em p. Seja ga (2) = Az +b323 + ...
e coloquemos h (z) = z + Az2, onde queremos encontrar A de modo que ko gy = poh. Temos

que:

= (poh)(z) & h(\z+b32° +...) =p(z+Az2) &

=S Az+b323+...+A (/\z—+—b3z3+_.,)2 =

= A (z + AzQ) + aq (z2 +2A2° + A2z4) + ...+ ag (z +Azz)k
Comparando os termos de poténcia dois, vem

AN = M+a=> AN -\ =a=>A=5—.
Af =)
Podemos continuar eliminando sucessivamente os outros termos, determinado uma conju-
gacao h(z) =2+ Az*. =

2mi

Teorema 1.3.1 Seja p(2) = Az + ..., onde A\ = €*™ % . Entdo existe um 1 > 0 tal que p admile

nl pétalas atratoras e nl pétalas repulsoras no ponto 0.

Demonstracao:

Pelo lema anterior existe I > 0 de modo que p é analiticamente conjugada & Az+bp; 2™ +

.. e agora com uma mudanca de varidveis conveniente temos p(z) = Az + 2" e p"(2) =
z4nA" 1M L que ¢ da forma de aplicagdes como consideradas no Corolério 1.3.1, assim

p" tem nl pétalas atratoras e nl pétalas repulsoras no ponto 0. Logo p também as tem. ®
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O teorema a seguir d4 o comportamento de uma aplicagao analitica préximo a um ponto

fixo irracionalmente neutro, ou seja, quando f’ (0) = €2™ com a ¢ Q.

Teorema 1.3.2 (de lineariza¢do de Siegel) Seja f (2) = Az + agz? + ... e A = €™ onde a ¢
irracional. Suponhamos que existam constantes positivas a e b tais que |a — §| > qgs (condigao
de Siegel) para todo p,q € Z. Entao existe uma vizinhanga U de 0 em que f é analiticamente

conjugada & rotagdo irracional A — Az,

A regiao em que f é conjugada a rotacao irracional ¢ chamada de um disco de Siegel.
Saindo das condi¢oes de Siegel, pode ser impossivel a linearizacao conforme mostra o exemplo

a seguir.

Exemplo 1.3.5 Seja p(z) = Az + ... 4+ 2% onde A = e*™i@,

Suponhamos que a seja irracional e satisfaga |A" — 1| < (7_11)'1""1 para infinitos naturais.
Afirmamos que p tem um ponto periédico em toda vizinhanga de 0, logo existe uma acumulacao
de pontos periédicos no ponto fixo, daf p nao pode ser conjugada a uma rotagao irracional. De
fato, notemos que p" (2) = A"z +...4 27 ep" (2)—z =27 +... 4N z—2=2" +..+(\" - 1) 2.

Logo 0 é uma raiz da equagao p" (2) — z = 0. Sejam ¢y, ..., gn_ as outras raizes , entao

@) -z = T +. 4+ =1)z=2(z-¢61)...(z—¢gn-1),YV2 =>

= zdn—l +."+(An_l):(Z—g‘l)..-(z_cd“—l)!vz'

Se z =0, temos A" — 1 = (—¢1) ... (—Gan—1) € |A" — 1| = |1] ... |San—1]. Pelo menos um dos ¢’s

deve satisfazer

dn—-1
1
I g T (—)

n

Assim quando n cresce, vemos que existem pontos periédicos arbitrariamente préximos de 0.
A demonstracao estd encerrada para um nimero irracional A\ que satisfaca |\" — 1| <
d™-1 i : ] Sicaith

) para infinitos naturais. Mas serd que um tal mimero realmente existe’

Responderemos esta questao, usando fragoes contfnuas. Cada mimero real z tem uma

expansao de fra¢oes continuas e a convergéncia destas sao boas aproximagoes racionais para .




Sejam ag, a1, as, ... uma sequéncia de inteiros positivos, definimos uma sequéncia de mimeros
racionais (%"-) onde
i

Po = ag, p1 = apa1 + 1, pn = anpn_1+ Pn—2

go=1, q1 = a1, gn = Angn-1 +gn-2

Esta sequéncia converge para um mimero irracional a. Denotamos ag = [a] :maior inteiro

deaerg=a—|al assimcr=a0+ro,a1=[r—lc]eﬁ:%—[%] daf

1 1 1
“°+a1+f-1 =ap + 1]+l_[L} —ao+rI—ao+fo—a
| 7o o o o

e continuando o raciocinio, temos a expansao de fracoes continuas de a.

Temos que m < |0 — B2 <« —L . Vamos construir um \ que satisfaca |\" — 1| <

an ant192
d’!‘l_l .
(%) com \ = e?mia,

|e?mine — 1| = \/(003(21ma) —1)? 4 sen? (27na) =

V2 — 2cos (2na) = \/4sen? (mna) =

2|sen (mna)| = 2|sen (mna + k7)| = 2|senw (na + k)|

para todo k inteiro. Para cada n, podemos encontrar k = k (n) com |na + k (n)| < 3 daf

2lna+k(n)] < |senm(na+k(n))| < 7lna+k(n)| < g|na +k(n)| =

Ar=i]
2
= dna+k®)| < A" =1 < 7|na + & (n)].

o g;mo+kmn:
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Portanto se p_; = 1, g1 = 0, po = ap e go = 1 escolhemos os aj,s de modo que any1 >

(dn)—2 . . . ~ " " ; ! .
Tqn e sendo a o irracional cuja expansao de fragoes continuas é determinada por a,,, daf

temos:

o 7(15,“%)_2 = —aﬂ;l =) q&d%)—z =%

Qn 1

1 din -2 7
- (_) 5
Gn an+1

dan —1
1 7 Z
> (=) >——>Tlagm—plZ " -1].
an Gn+19n
.ogo, escolhendo arbitrariamente ag > 0 podemos escolher o restante satisfazendo a, ;1 >
d9n)—9 . i z i y : .
'i’q;:i )=2 Desta maneira construimos um conjunto denso de irracionais que satisfazem |\" — 1| <
1\d"—1 . . St e ; i . =
(;) e, portanto, existem muitas rotagoes irracionais que deixam de originar discos de Siegel.
No capitulo seguinte vamos aplicar os fatos estudados para entendermos a dinimica de

folheagoes holomorfas por curvas, definidas por uma equacao diferencial ordindria com o tempo

complexo, numa vizinhanca de uma singularidade isolada de C2.
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Capitulo 2

Topologia das singularidades

irredutiveis em campos de vetores

de C?

2.1 Introdugao

Neste capitulo, faremos um estudo sobre a dindmica local das folheacoes de equacoes diferen-
ciais associadas a campos de vetores complexos préximos a um ponto singular. Primeiramente
estudaremos o campo linear e depois veremos quando um campo qualquer, sob certas condigdes,
pode ser linearizével (conjugado a um campo linear).

Vamos estudar dois tipos de singularidades irredutiveis: as singularidades no dominio de

Poincaré, e as singularidades no dominio de Siegel.

2.2 Singularidades no dominio de Poincaré

Seja 2= (:b, 3}‘) = Z (z,y) a equacéo diferencial associada ao campo de vetores Z : C2— C2.
Dada uma aplicacio analitica ¢ : C — C?, z = ¢ (T) com ¢ (T) = Z (¢ (T)) para todo T entéo
¢ (T') € uma solugao, ou uma folha de z= (:ry) =Z(z,¥).

Consideremos o campo vetorial Z (z,y) = (Az,uy) e sua equagao diferencial associada




(;i:, y) = (A\z, py) entao

1 L
aT == /\:E

W =y=py

’ z i & .
df":)x;;::~“"—”=,\d'r=>f Liw Ads = In = = AT = z(T) = zge7.
dTl’ xr o W To=0 To

Fazendo da mesma maneira

y (T) = yoe"

A folha passando por (zg,yo) pode ser parametrizada por ¢ (T') = (;r:ge"T,ygef‘T) pois
¢ (0) = (z0e® y0e®) = (z0,%0), ¥ (T) = (AzoeT, uyoe*T) e Z (p(T)) = Z (z0e*T, yoe*T) =
(Azoe*”, pyoet™) = ¢ (T).

Definigao 2.2.1 Dp = {(A1,\2) €C2/ M # 0 e % ¢ ]R_} ¢ o domitnio de Poincaré de C?.

Proposicao 2.2.1 Seja Z (z,y) = (Az, py) um campo de vetores que tem uma singularidade

no dominio de Poincaré, entao

(1) As folhas de (.L',y) = Z (z,y) so transversais as esferas Sg : |z|* + |y|* = R%;

(2) Eziste um fluxo real linear cujas lrajetérias estao contidas nas folhas e para o qual (0,0) ¢é

um atrator.

Demonstragao:

(1) Dado R > 0, seja P = (p,q), (p=p1 +ip2, ¢ = q1 +ig2) um ponto da interseccao de
e(T) = (p(.”\"", ger! ) com Sk. Vamos fazer a identificacio de C com R? e de C2 com R* e
desta maneira Sg é a imagem inversa do valor regular 0 pela funcdo f : R*— R, f(z,y,2,w) =
2432+ 22+ w?— R%. Seja TpSk o plano tangente & Sg em P, entao 7 = (p1, q1, p2, g2) ¢ normal
a TpSp . Agora mostraremos que a folha intercepta Sk transversalmente e, para tanto basta
que o plano tangente & ¢ (7") em P nao seja paralelo a TpSpg, ou seja, basta que os geradores
de Tpp (T) nao estejam em TpSk. Sabemos que Tpy (T) & gerado por %f (0,0) e %f (0,0)
onde T = s +it . Temos que ¢ (s,t) = (pe**e™, gete™t) daf %g (0,0) = (A\p,pq) = Z (p,q) €
'Z,—? (0,0) = (iA\p,inq) = iZ (p,q) assim Tpp (T') = [(Ap, 1q) , (iAp,ipg)]. Desta maneira devemos

. r — . . r
mostrar que o produto interno de Z (p,q) com 7’ ou o produto interno de iZ (p,q) com 7 ¢é
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diferente de zero. Temos que

Z(p,q) (Ap, 1) = (A1p1 — Aap2 + 1 (A1p2 + A2p1) s 141G1 — Hoq2 + 7 (1192 + 9q1)) =

(A1p1 — A2p2, 11G1 — Haq2, AM1P2 + Aopi, i1G2 + poq1)

(iAp,ipg) = (—A1p2 — Aop1 + 1 (A1p1 — Agpa) s — 102 — poq1 + @ (11q1 — fog2)) =

(=Ap2 — Aap1, —11G2 — Haq1, A1P1 — A2D2, 4191 — HaG2) -

Suponhamos que Z (p, q) e iZ (p, q) estejam em TpSg entao

(M,Z(p,q)) = p1(Ap1—Aop2) + @1 (191 — p9g2) + P2 (A1p2 + Aop1) + @2 (1102 + o) =

= Mpt+apr @ =M P 403) 4y (@ + ) =0s
2 2
Py + 3

< U =-
T+ qd

A1

= p1(=A1p2 — A2p1) + g1 (=192 — paq1) + P2 (A1p1 — Aap2) + @2 (111G — paqe) =

= —Xop? — Aopd — padt — pags = X (P} +9}) — 12 (@ +@3) =0 &
2 2
S Uy = —-Mz\g
27 g+

Vamos chamar Eiﬂi = a, entdo j1; = —a\; € fly = —a)y e portanto 2 = —1Atid2 — 1 ¢
q;+4q3 b = v &= 2P g Taxtire @

R_ que é uma contradi¢ao pois (A, ;1) estd no dominio de Poincaré.

(2) Seja ¢ (T) = (z0eT, yoe*T) a folha passando por (o, yo) e dado a em C consideremos

o fluxo real ¢, (t) = (zoe ™, yoe**), ou seja o fluxo com o tempo variando na reta: ta, ¢t € R.

Entao

2 2 9
e (1% = | (206X, yoe@t )| = [moe?@|" + [yoek|” = aol? €2 4 [yo* e2Rene

Afirmamos que dados dois mimeros complexos, de modo que o par esteja no dominio de
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Poincaré, podemos fazer uma rotacgao de tal forma que ambos fiquem com a parte real negativa.
De fato, dados z; = r1€%! e zg = r9€®? em C com (21, 23) em Dp, queremos encontrar a = €%

tal que Reaz; <0 e Reazy <0,

Re (az;) = Re [rle"(“l'”)] = Re[rjcos (0 + z) +irysen(0; + )] <0
=+
Re (@23) = Re [rye’®22)] = Re [ry cos (03 + z) + irgsen (03 + z)) < 0

cos (01 +x) <0 T—0<z<3 -9
-~ =

cos(0y +z) <0 T Oy<x<3 -0

. (7 ™ . 37 3T
{5—01,5—92} <:1:<mm{7—01,?—92}

Com o raciocinio acima, escolhendo ap em C* de modo que Re Aap < 0 e Re uag < 0 temos:
2 2 2 2 2
I‘Pao (m = |zo| g2Redao | Iyol o2t Re paxo < |zol o2t 4 ol o206t — 26t (|$0|2 i |y052)

onde mazx {Re Aag, Re pap} < 6 < 0. Daf ¢, (t) — (0,0) quando ¢ — oo e (0,0) é um atrator.

Exemplo 2.2.1 A=1, p=1.

Mm=i#0e ﬁ = % = —i ¢ R logo (A, ) pertence ao dominio de Poincaré.

Consideremos Z (z,y) = (z,iy) e (:t:y) = (z,iy) = Z(z,y). A solugao passando por
(zo,y0) € C? & ¢(T) = (zoe”, yoe'™) pois ¢ (0) = (zo,40) e ¢ (T) = (zoe”,iyoe’™) daf
Z (¢ (1)) = Z (woeT, yoe'T) = (zocT, igoe’T) = ¢ (7).

\ - T T
Temos que A\ = € e p = €2, logo procuramos um ag = €* de modo que

maz{ﬁ—o,f-z} < x<min{§3—0,—

‘)

2 20 2 2

, [T . [ 3w
maz{;,ﬁ} < :::<m1n{-2—,:rr}¢)

< L.




3mi

Tomemos a = e’s e considere o fluxo real ¢, (T) = (zoe®, yoe***). Entdo

|woe™| = |zo| |e i = |e£(°°"_+”e“3_w) = e_tg — 0 set— oo.

Por outro lado

f:ml:m(ﬂe 4 e |le — 0 set — ooc.

lvoe jedxi qdmi| |et(-sen3}+im3f) — ot

Logo (0,0) é um ponto atrator para o fluxo ¢,,.

Para entendermos o comportamento das solugoes, descreveremos suas intersecgoes com o
toro sélido 77 : |x| = 1. Para tanto usaremos a transformacgao de Poincaré. Seja 3 uma
secdo transversal do campo Z que passa pelo ponto (1,0) de C2, dado p em ¥ entdo 7 é o
difeomorfismo que leva p no primeiro ponto onde ¢ (.,p) intersepta 3 .

Sabemos que o eixo de T} (|z] =1,y = 0) é uma trajetéria (fechada), ou seja, (e*,0) com

t < 2w, entao vamos analisar as solugoes do tipo (e“, Y (t)) Temos que z (t) = e't daf
= ie'tdt logo

Ky dy Ky
—_— = - — -
Az tettdt et

t
] Bids=>m¥ =
0o A Yo

Definimos 7: 5 — 3 ; 7 (y) = ye?™5 daf 7 (0) = 0 e 7' (0) = ™%
Vamos estudar os casos em que |7’ (0)| =1, 0 < |7’ (0)] < 1 e |7’ (0)] > 1.

Caso (1) |7’ (0)] = 1, temos que y = 0 é um ponto fixo neutro para 7 e

& JaeR/ ?—az@%z

7 @] = 14 eRlm) =16 Re(2ni )—O@Re( i) =0
R e
Y

Agora estudaremos os casos em que 0 é racionalmente neutro e irracionalmente neutro.
(I) Se § = E € Q, entao todo ponto de Y é ponto periédico para 7 de perfodo g, ou
seja, temos trajetérias fechadas que se fecham para t = 2mq. De fato, dado yo em ), a folha

27
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passando por (1,y9) ¢ ¢ (t) = (c"‘,ygcsﬂ) com
©(0) = (1,30) e v (2mq) = (ez“q‘,yueg“’g") = (L,%0€*™) = (1,30) -

A este caso chamamos singularidade nao simples.
(IT) Se & € (R —Q), entdo ndo existem pontos periédicos para 7, ou seja, a 6érbita por 7

de qualquer y em ) & densa em |y| = R, logo a trajetéria por (1,y) se acumula no toro real.

Caso (2) 0 < |7’ (0)| < 1, temos que y = 0 é um ponto fixo atrator para 7 e

7 (0)] <1 (%) <1 Re (zm'f\b-) <0.

Seja § = a + bi, entdo

Re (Qm';) = Re2ni (a + bi) = Re (—27b + 27ai) = —27b

Re(zm‘—;) <0 —2xb<0&b>0

logo y = 0 ¢& atrator para 7 se, e somente se, § ¢ R e Im§ > 0. Portanto temos trajetérias

abertas que espiralam em torno do eixo de T}. C

\ v




Caso (3) |7’ (0)| > 1, temos que y = 0 ¢ um ponto fixo repulsor para 7 e
|7 (0)] > 1 eRe(%) > 1 & Re (2ni5) >0 b <0

entdo y = 0 é repulsor para 7 se, e somente se, £ ¢ Re Im§ < 0. Logo temos trajetdrias

abertas que espiralam se afastando do eixo de T3.

Teorema 2.2.1 (Poincaré) Sejam Z um campo de vetores analitico definido num aberto de C?
contendo (0,0) € C2, sendo este sua tnica singularidade e Zg (u1,u) = (A1u1, Agug) sua parte
linear. Se

(1) Zp tem uma singularidade no domtnio de Poincaré;

(2) Nao existe n natural n > 2 tal que A1 = nAg ou Ag = nA;.

Entdo podemos encontrar um unico difeomorfismo analttico local £ de C* em (0,0) de modo que

£(0,00=IdeZo&=¢o0Z, ousejaZ = 2.

Demonstragao:
Z & analitico numa vizinhanca de (0,0), entao podemos escrevé-lo da seguinte maneira:
Z (uy,ug) = Zo (u1,u2) + (¥ (w1, ug) , ¥ (u1,ug)) onde ¥, e ¥4 sao séries de poténcias conver-

gentes numa vizinhanca de (0,0).

[= o]
J1—Jj2 J2 Jzds J
1 (w1,u2) = Z Z V1j %0 Z’f’u“l uy = Z’f’u“

Jj1=2jq=0 J=2 J=2

onde J=j,+jae u/ = u{‘ 22 1, & definida analogamente.

C2 i} C?
{ul ,l&ﬁ)

&1 4 1€

C? — C?
(z1,22) Zo

Como estamos procurando um difeomorfismo analitico, devemos escrever £ na forma de séries

de poténcias (em torno de (0,0)). Dado (z1,z2) € C2, £ (z1,22) = (z1 + & (z1,72) , T2 + &5 (21, 22))

AVA
2 3 4 5 6 i unespw.l 12 13 14 15 1e¢ 17 18



&1 (zy, Zg) = Z mexm' =, h = me-"flf;z = Z‘flh’xh’

=2ko=0 K>2 K>2

onde K = k; 4 ko e K *’ “. &y € definido analogamente,

Ty
Z k =1,k ()‘-] Z k1 ko—1
}”IS]K‘T e 2 ’ é___‘r = ’\‘-26”‘-.'1?1]:1';2 .
K>2 4 e

Temos que

(ul ug) /(‘N.] u2 = (/\11£1 + t;"l (ul,ug) y /\2“2 + d’Q (u;.ug)) =>1£1= )qul + ?.(')1 (ul.ug).
Por outro lado,

% . , 0

(ul up) = ¢ (.I:I .1'2) = (J‘] + & (.I‘l,.rz) Iy +.,2 (.’L‘l .1:2)) $u]‘—$1 +—— ) +-é;;_- T .
I 2

Assim devemos ter

/\115] + L‘r’l (u;. 112)

Azy + Ai& (21, 75) + U1 (21 + & (21, 29) , 29 +&a (21,29)) =

. 5¢
A1zy + éﬁ)\lﬂ’? o= ‘{—32]-)\2:1'2 =

Al Zflkl‘ T Y1 (@1 + & (21,,), 122 + &5 (21, 29)) =
K>2

; 2 ki—1_k k
/\]«L‘l + E &I*flh'z]l .’L‘22 + 1\21‘2 + E RQEIKIM 22 =it =
K>2 K>2

Z AMéia® 4y (2 +&1(z1,22) 25 4 ¢, (21,29)) =
K2>2

D Aiki€y K 4 D Yokt eak =

K>2 K>2

Z (A1 = kA — kaA2) &) ek =

K>2

~¥1 (14 & (21,29) , 29 + §2 (z1,29)) =

>0 g = ki, —kado) & zK =
K=>2

A'A'
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=T Z¢1J z + Z e z2 + Z Eopex™

Jz2 K=2 K>22

Notemos que A —kl,\l k2X2 # 0 para todo ky = 2 e todo k2 = 0, ..., ky, pois caso contrério

existiriam kl 2e kg) 0 tais que

o o o o
A1— Ky /\]—kz)\2:[}¢—'>)\1 (l—kl)-—kz,\-):{J@)\l:

que contradiz a hipétese (1).
Da mesma maneira A2 — kjA; — ko2 # 0 para todo k1 = 2 e todo kp = 0,..., k
Comparando os termos de mesma poténcia, encontramos os §1¢s € formalmente podemos
encontrar §; que satisfaz a igualdade desejada. Fazemos analogamente para &,.
Mostraremos que as séries £, e £, convergem.

Sejam A(z1,z2) = Y Ayz’ , B(zy,13) = Y. Byz’ séries com coeficientes positivos.
J=1 Jal
Dizemos que A < B se A; < By para todo J. Se C(z1,22) = Y. Cyz’ indiquemos por
J>1
C(z1,x2) = Cylz/, ou seja, a série obtida de C (z1,22) substituindo seus coeficientes
.] 1 )
J=1

por seus mddulos, e dulotamos C a série C(x1,x1). Agora suponhamos que C convirja e

C = C(z1,2) = L L |Cjyip | T 202 = 3 |Cs|z{ , entdo existe 7 = lim %L: raio de

_J1=1j2=0 Jz1 J—oo0 sl
convergéncia de C. Daf existe R > 0, para o qual C (z1,z2) converge se |z)| < R e |z3| < R.
C;;;z

P

-~
-~

Se mostrarmos que a série &, + &, converge, entdo pelo raciocinio acima & + &, também
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converge, dai cada uma delas converge, logo as séries £, e &, cbnvergem. Provemos entao
que 3, + 52 é convergente em |z;| < r para algum r > 0. De fato, existe § > 0 tal que
[Ai — k1A1 — koAg| > 6, para todo k1 > 2 e todo kg =0, ..., k;. Como

J1—J2
Z (M = kids — koo) €z - Zlﬁ'u T1 + Z &1k’ T2 + Z &z’

K=>22 J=2 K>2 K=2

6Z|£1K|xK Z!d’ljl (-51+ Z]fl}dIK z2 + Z |€axc| 2

K=>2 J=2 K>2 K2>2

(1‘1 + &4, 21 +§2)

-

] 2 = 1 2 2 =2 2 =
'511’1 (Il +&,7 +€2) < 311’1 (1‘1 +§1+§21$1+E1+§2)—

Fazendo analogamente para £, temos:

2 1A N PN 1~ A = A 2
£ < 51!’2 (ffl +&,7 +§2) < 3@92 (271 +&1+€, 7146 +52)-

Somando as desigualdades vem
-2 - 7 T 2 = I
S1t8 <3 (% + %) (xl +&+& 21+ 6 +'52) :

Chamando 'E, + ?2 =5 6.6 (izl +z’|!:2) = F, temos uma desigualdade do tipo S <
F (z1 4+ S), onde F é analitica. Pelo Teorema da Aplicacdo Implicita, existe uma aplicacao
analitica Sp que ¢é definida pela equagao Sp = F'(z; + Sp), dai S < Sg e como Sp é convergente
(pois € analitica) entdo S também o é. ®

Teorema 2.2.2 (Dulac) Seja Z um campo de vetores analitico definido em um aberto de C2
contendo (0,0), sendo este ponto sua unica singularidade. Se eriste um natural n > 2 tal que
A = np, entdo existe um unico difeomorfismo local analitico & em (0,0) com &' (0,0) = Id , de

modo que £*Z = (Az + ay™, py).

A demonstracao é andloga a feita anteriormente, logo serd4 omitida.
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Vamos agora descrever a folheacao associada & £*Z = (Az + ay™, uy) com a # 0, considere-

mos a = 1. Temos gg = A—x%?y—n. Consideremos a trajetéria fechada z(t) = €*,0 < t < 27 entdo

dx = ie*dt, logo

dy B B Y
dx Az +y"  dettdt et +y"
dy pietty p. 1

@& T iy A VTv iy

PO S

_zy = =—3y —
T T T

n L *o
Suponhamos que |37 | < 1 daf |y| < (|]A|)» entdo

dij o 1 oewif g\ o, y" i i
—_—=a - - - - ]. T ghoat sea = - T n+1 e
dt nw; (/\e") U\ttt n ¥ ¥ Xneit? +

daf a solucao serd da forma y(t) = ci““yu + b(t)ygt! + .... Definimos 7 : 5° — 3 tal que
w(y) = e%y + b(2m)y" ! + ... assim w(0) = 0 e 7' (y) = e ¢ (n + 1)b(27)y™ + ... logo
7'(0) = e, Logo yo = 0 é ponto fixo racionalmente neutro, dai existem nl pétalas atratoras
e nl pétalas repulsoras para m, para algum ! > 0. Assim as folhas se acumulam em 0 em nl

regioes e se afastam de 0 em nl regides.

2.3 Singularidades no dominio de Siegel

Nesta secao faremos o estudo como na anterior, com a diferenca que a singularidade agora

nao est4 no dominio de Poincaré, mas sim no dominio de Siegel.
Definicdo 2.3.1 Dg = {(Al,/\g) €C?/Aa#0ed € ]R_} ¢ o domtnio de Siegel.

Proposigao 2.3.1 Seja Z (z,y) = (Ax, py) um campo de vetores de C2. Se (\,pt) € Dg entdo

eziste um fluzo real da solugdo de (:i:,s}') = Z (z,y) que é transversal aos toros.

Exemplo 2.3.1 A=2iep=—t




Mm=2#0e % = —2 € R_ logo (A, 1) pertence ao dominio de Siegel. A solugao de (:i:‘ y) =

(2iz, —iy) que passa por (zo,yo) € ¢ (T) = (zoe® T, yoe™T), pois ¢ (T) = (2izoe®T, —iyoe™T )

e Z (¢ (T)) = Z (zoe*T, yoe™*T) = (2izoe®T, —iyoe™T) = ¢ (T).

Vamos descrever as intersecgbes das folhas associadas a um campo linear, com singularidade
no dominio de Siegel, com o toro T; : || = 1. Seja ) a secdo transversal, vamos analisar as
solugdes do tipo (e,y(t)),0 < ¢t < 2m. Fazendo como na secdo anterior, temos m: Y. — 3,
7 (y) = ye?™X com 7 (0) = 0 e 7' (0) = e2™iX,

Caso (1) |7’ (0)| = 1, entao y = 0 é ponto fixo neutro para 7 e neste caso j4 conhecemos o
comportamento das folhas.

Caso (2) |7 (0)| # 1, aqui y = 0 seria um ponto fixo hiperbélico para 7 e saberfamos como
as folhas se comportariam, mas isto ndo pode acontecer porque & nao poderia ser real, daf seria

contrariado o fato de (), 1) estar no dominio de Siegel.

Proposicao 2.3.2 Dg ¢ variedade real tridimensional, mais precisamente é um cone com vér-

tice em (0,0) € C2.

Demonstragao:

Seja A = {(/\1,1\2) €C?/ ImMh = O}. Mostremos que Dgs C A. De fato, dado (A1, A2)
em Dg com \; = a; +ib; e A2 = ag + ibg, entao % € R_ se, e somente se ajaz + bijby € R_ e
bias — ajby = 0 = Im A )s.

A é um conjunto da forma {(:c, v, z,w) ER* [ 2w —yz = 0} que nos permite definir a funcéo
f : R*>R tal que f(z,y,2,w) = zw —yz daf A = f~1(0) e f~!(0) ¢ uma variedade se, e
somente se, Vf # 0, ou seja, se (gé, %{;, %z{, gﬁ) = (w,—z,—y,z) # (0,0,0,0) e portanto A é
uma variedade real tridimensional.

Temos que Dg é aberto em A pois % < 0 e se (A1,\2) estd em Dg, entao ¢t (A1, A2) também

estd, e conclufmos nossa prova.

Observacao 2.3.1 Seja B, = {(Al,)\z) €C?/ A=r\ parar< U}, entdo DgNS) = (U Br)ﬂ

r<0

S1, de fato
(C) Dado (A1, A2) € (Ds N 1) entdo Adg # 0, 32 € R_ e |Ay|*+[Ao|* =1 dat Ay # 0 e g #0,
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X2 =1A1 € | A1]% +|Ae|? =1, logo (A1, M) € [( U B?‘) 051].
r<0

(D) Dado (A1, A2) € [(U B,) ﬂSl] entdo existe r < 0 tal que Ay = A1 e |M\1|2 + |Ao|> = 1
r<0

dat 2 = 2 =1 <0 e[\’ +hof® = 1, logo (A1, Xe) € (Ds N S1).

rA1

Definicao 2.3.2 Dizemos que o par (A, Ag) € Dg € ressonante se existem naturais m,n ambos

diferentes de zero, tais que mA; + nig = 0.

Observacao 2.3.2 Dado (A1, A2) um par ressonante entio existem naturais ndo nulos m,n

tais que

mA1 + no 0= km\ + knla =0,Vk e N* =

(km+l)/\1-—/\]—|—kn,\2 0=>/\1—(km+1)/\1—kn)\2=0

assim no processo de linearizacdo de campos, o denominador [\ — (k1)1 +k2/\2)]'1 pode se

tornar pequeno, ndo garantindo a linearizagdo formal.

Definigao 2.3.3 Dizemos que (A, Ag) € Dg é do tipo (%,v) (% >0,v> 0) se para j = 1,2
tem-se

1
3 (r— by + A 2 N .
I J (QI 1 q2 2)' (‘h 3 q2)v

para todo q,qs naturais com q1 + q2= 2.

Teorema 2.3.1 (Siegel) Seja Z um campo de vetores analitico com parte linear Zy = (Az, py).
Se (\, ) € Ds ¢ do tipo (%v) entdo eziste um tunico difeomorfismo local & de C% em (0,0) de
modo que £*Z = Zp.

Demonstracao:

A idéia principal da prova é:

Como (A, i) é do tipo (%, u), entdo podemos controlar a velocidade com que os [A; — (k1 A1 + k2Az)]

tendem & zero. Logo o campo é linearizdvel. m

Proposicao 2.3.3 Sejam L, = {(/\1,)\2) € Ds / (A, A2) € do tipo (%,v)} e
R={(M\1,X2) € Ds / (M\1,A2) & Ln,Vn,v > 0}. A medida de R em Dg ¢ zero.
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Demonstragao:

Vamos fazer a prova para (A;, A\2) no cone contido na bola de vértice (0,0) e cuja diretriz
é uma 6- vizinhanca compacta em Dg N S} de um dos circulos que formam este conjunto.
Chamemos este cone de Cs e escolhemos é pequeno o suficiente de modo que seu volume seja

limitado por C14, onde C; € uma constante positiva.

Temos que Ly C Ly C ... C Ly C Lp4 C ..., pois se (A1, A2) estd em L, entdo |Aj — (q1A1 + g2A2)| =

1

%
T e (q;:qlg)" para todo q; e g9 naturais tais que g1 + g2 = 2. Denotamos por Rj

o conjunto dos pares (A;,A2) que estao em R e em Cs, assim mostrar que volRs; = 0 &

0 mesmo que mostrar que lim vol (Cs — L) = 0. Fixado (g1,92) em N*xN¥, definimos

(q1+g2)”"’

Ln= U S(g,g) Temos que A\; — (121 + g2A2) = 0 se, e somente se Ay = 1—;291, chamando
(91,92)

S(q1,92) = {(/\1,/\2) € (Cs — Ln) / |Nj = (@M1 + q2X2)| < ——"—F =1louj= 2} entao C5 —

a= ——ﬂ & di= (q—f—; entao S(g, 4,) € uma vizinhanca da reta Ay = a\;.

vol S(tn a2) S m;‘gv Al

ﬂ1iﬂrg:' vol (Cs — Ly)

Teorema 2.3.2 Seja wy, = min {|A;— - Y miAj| #0,2< Y m; < 2’°+1}.Entc'io, se o campo Z

o0
¢ formalmente linearizdvel e se a série Y. 2% log wk'l converyge, existe uma mudanga de coor-

k=1
denadas local em (0,0) &, analitica, de modo que £*Z = Zy.

Este resultado se aplica mesmo com ressonéncias.
Vamos estudar os casos em que nao é possivel a linearizacao de Z, sendo Zg = (A1z, Agy)

sua parte linear, entao temos uma ressonancia mA; + nAg = 0 para m,n € N*.

Proposicao 2.3.4 Eriste uma mudanga de coordenadas local £ em (0,0) € C? de modo que
Z = (\iz + zyay (z,y) , A2y + zyas (z,y)), onde as fungées a; e ay sdo analiticas e a; (0,0) =
a9 (0_. 0) =0.
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Demonstragao:
Seguindo o mesmo esquema da demonstracao do Teorema de Poincaré, temos

Z (u1,u) = (Mu1, Agug) + (p; (w1, u2) , @y (u1,u2)) onde @; (u1,uz) = Y pjyu’,j=1,2
J>2

£(x1,x2) = (z1 + & (%1, %2) , Ta + &5 (1, T2)) = (w1, u2) € & (x1,22) = 3 &paX j=1,2
K>2

Precisamos encontrar £ de modo que £*Z = (A\z1 + ¥, (71, ) , AoT + ¥y (x1,72)) € assim

Tj= A\;jzj + ¥; (z1,%2) onde ¥; (z1,72) = ) gija:K é do tipo zx3a; onde a; é uma funcao

K>2
analitica, este conjunto é um ideal de fun¢Ges analiticas gerado por x1z9 que denotaremos por

(I]HSQ).
Fazendo os célculos (apenas para j = 1) encontramos:
i
Az + ¢y (Z1,72) = ) +g%1
= A1 (214 & (21, 22) + @1 (21 + & (71, 22) , 22 + &5 (T1,22)) =

f] +8—i1 I.‘z:>

o, o,
A1z + ¥ (21, 72) + —*Ef] (Mzy + ¥y (z1,22)) + i (Aozg + ¥y (z1,22)) =
T Oxo

A&y (21, 22) + ¢y (21 + & (71, 22) , 22 + &5 (71, 72) =

o o
Py (z1,22) + d_f:: (Mz1 + ¢ (z1,22)) + S_i; (A2z2 + ¥y (x1,79)) =

A1 Z E1kT + @1 (21 + & (21,72) , 72 + &5 (71, 72)) =
K>2

Yy (z1,22) + /\1118—51 + i% (z1,22) + /\22‘623—51 + 8—?% (z1,29) =

D (Arkr + Agkp) &g — Z Méiga™ + 9y (21,29) =

K22 K2>2
o O,
o1 (z1 + & (21, 22) , 22 + & (21, 22)) — 55:1;11’1 (z1,22) — %d’z (z129) =

D (ks 4 Aokp — A1) g™ + ) vy =

K>2 K>2

o o
@1 (x1 4+ & (71, 72) , 22 + &5 (21, 22)) — 6—2% (z1,22) — 8—24’2 (z1,22).

Calculamos &; e ¢; da seguinte maneira:

Yix 0 se z* ¢ (z123)

0 se z* € (z123)
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Comparando os termos de mesma poténcia, encontramos a solugao formal para £ e 1. Vamos
mostrar que as séries &; e &, convergem. De fato se ¥ € (z122) entédo &;; = 0, logo &; = 0; se

zk ¢ (z122) entdo Yy = Yo = 0 e Y; = ¥, = 0, daf temos a igualdade

D (kn+ Aok — A1) €17 = oy (21 + & (21,72) 22 + & (21, 22))
K>2

e fazendo como no Teorema de Poincaré, segue a convergéncia de £,e analogamente de £,. ®

Vemos que os eixos coordenados y = 0 e z = 0 sao solugoes da equacao diferencial associada
ao campo.

Como no caso linear, as folhas sao transversais aos toros Ty : |z| = R, entdo vamos analisar
suas interseccoes com estes. Para simplificar, escolhemos 77 : |z| = 1 e usamos a transformacao
de Poincaré (também chamada aplicacao primeiro retorno, ou holonomia da solucao y = 0 no

ponto (1,0)).

Consideremos £*Z = (Az + zya (z,y) , py + zyb(z,y)), onde a e b sdo analiticas e a (0,0) =
b(0,0) = 0, e a trajetéria fechada = (t) = e*dt, 0 < t < 27 daf dx = ie*dt, logo

dy wy + zyb dy  py+eyd

dx Az +xya  detdt  Ae't + eitya
it it
d A= g i 1+=5
S iyt oY B, B
dt Adtya dt A" 14ya

Daf y(t) seré da forma y(t) = eX*yg + ..., entdao definimos 7 : > — 3 tal que w(y) =
e*™ 5y + ... e temos que 7 (0) = 0 e 7' (0) = e?™X. Portanto y = 0 ¢ ponto fixo neutro para 7.

Caso (1) | (0)] = 1, entdo £ € R (como na secéo anterior).

(I) Se 0 é irracionalmente neutro, ou seja, se £ € (R—Q) e

a) £ satisfaz a condicdo de Siegel, isto €, se existem constantes positivas a e b tais que

£ - E | > E"g para todo p e g em Z, entao 7 é linearizével, ou seja, m é analiticamente conjugada a

rotacao irracional T'(y) = e?mis% y numa vizinhanca do zero, e chegamos num resultado conhecido;

b) Se & nao satisfaz a condicao de Siegel, entao nao sabemos se € possivel a linearizagao de

(IT) Se 0 é racionalmente neutro, isto &, se 'f\—' = g € @ entao temos o caso das pétalas.
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Caso(2) |7’ (0)] # 1. Como vimos no estudo do caso linear, y = 0 ndo pode ser um ponto
fixo hiperbélico.

Sempre escolhemos nossa secgdo transversal passando no ponto (1,0) no plano y = 0 (ou
C;. ), mas poderiamos ter escolhido um outro ponto p.

Veremos agora que quando duas holonomias associadas a campos distintos estao rela-

cionadas, suas respectivas folhea¢Ges também estao.

Proposigao 2.3.5 Sejam Z; (z,y) = (Miz + zya, (z,y) , 1z + zyas (z,y)) e

Zy (z,y) = (Mez +zyby (z,y) , oz + zybe (z,y)) campos de vetores analiticos definidos numa
vizinhanga de (0,0) € C2, com (A1, 1), (A2, 9) € Ds e %:; = :—§ = a. Indiquemos por my e
w9 as holonomias respectivas no ponto (1,0) de Zy e Zy. Se existe um difeomorfismo local &
de C em 0 € C de modo que 79 oE = £ om entdo existe um difeomorfismo local & de C2 em

(0,0) € C? que transforma a folheagdo associada a Z; naquela associada & Zs.

Demonstracao:
(Diremos que £ é uma equivaléncia analitica entre as folheagoes, e que E é uma conjugacgao

analitica entre as holonomias)

Seja ) uma secgao transversal, entao dado yp em ) temos que (11'2 o 2) (yo) = (E o wl) (vo)-

Sejam (e*, vy (¢, (1, %0))) e (e*, y@ (¢, (1, %0))) , t € R as trjetérias em T} de Z; e Z3 respectiva-
mente, com condigoes iniciais (1, yo) , entao definimos £ (e“,y(l) G RLAE yo))) = (e“,y(l) (t‘ (l.f(yg))))
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