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“A tarefa ndo é tanto ver aquilo que ninguém viu, mas pensar o que ninguém ainda pensou sobre
aquilo que todo mundo vé.”

Arthur Schopenhauer



RESUMO

Novas descobertas de sistemas de anéis ao redor dos exoplanetas tém potencializado os estudos sobre
a dindmica de exoanéis em torno deles. Dessa forma, apresenta-se J1407b, um exoplaneta gigante
gasoso, com massa 20 vezes maior que a de Jupiter, que possui um sistema de anéis estendido de
0,6 u.a. e € aproximadamente 200 vezes maior que o sistema de anéis de Saturno. Nesse projeto
foi estudada a perturbacdo que o anel massivo pode afetar pequenos hipotéticos satélites proximos.
Esse estudo foi realizado através da perturbagdo secular. Os resultados mostraram que como o anel é

massivo ele causa grandes variacOes (de ordem 2 e 3) na excetricidade dos satélites.

PALAVRAS-CHAVE: exoplanetas. anéis. luas. perturbagao solar.



ABSTRACT

New discoveries of ring systems around exoplanets have enhanced studies on the dynamics of exorings
around them. J1407b is a gaseous giant exoplanet, with mass 20 times greater than that of Jupiter,
which has an extended ring system from 0.6 AU and is approximately 200 times larger than Saturn’s
ring system. In this work is analysed, through the secular theory, the perturbations caused by the
massive ring in the orbital eccentricities of hypothetical small satellites. Our results showed that the

small satellites have their eccentricities increased (up to orders 2 and 3) due to the massive ring.

KEYWORDS: exoplanets. rings. moons. solar disturbance.
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1 INTRODUCAO

Exoplanetas sdo planetas que orbitam uma estrela que ndo € o Sol, ou seja, fazem parte de um
sistema planetdrio diferente. Atualmente sabemos que existem cerca de 4109 exoplanetas em 3059
sistemas descobertos. O estudo desses corpos € recente e a partir de telescopios foram observadas
mudancgas de luminosidade na estrela, resultado da passagem de um objeto em frente a estrela, o
exoplaneta. O exoplaneta que iremos abordar nesses estudos € o J1407b, que orbita a estrela J1407,
uma jovem ana laranja localizada na constelacdo de Centauro. J1407b é um gigante gasoso que se
encontra a 420 anos luz de distancia e seu sistema de anéis € 200 vezes maior € mais massivo que o de
Saturno, conhecido por seus anéis (Figura 1)(TODAY, [2015).

Figura 1 — Representacao polar do sistema de J1407b.

Fonte: FANDOM (2019).

Em 2012 os astronomos Eric Mamajek, da Universidade de Rochester, nos Estados Unidos, e Matthew
Kenworthy, do Observatério de Leiden, na Holanda, encontraram esse sistema de anéis fora do sistema
solar, o sistema de anéis do ISWASP J1407b. Os pesquisadores analisaram um banco de dados de
milhdes de estrelas obtidas por telescOpios ao redor do mundo e investigaram as curvas de luz da estrela
1SWASP J1407 obtidas em 2007 pelo projeto SuperWASP, um programa internacional coordenado
pelo Reino Unido, com o objetivo de detectar e caracterizar planetas extrassolares (APRENDIZES|
2015). Em 2012, eles se intrigaram com um conjunto de eclipses, oculta¢des, produzido por um disco
circumplanetdrio, com variagao de brilho na luz da estrela, filtrada pelo sistema de anéis (ON—LINE,
2015). Mais recentemente, os astronomos utilizaram o método da espectroscopia Doppler para obter a
massa do objeto presente no centro desse disco. Com base nesses estudos, descobriram que J1407b tem
massa aproximada de 20 vezes a massa de Jupiter, movendo-se em uma Orbita que possui semi-eixo
maior de 3,9(41,7) u.a. Recentemente, Kenworthy e Mamajek estudaram o complexo sistema de

anéis de J1407b, que tem 120 milhdes de quilometros de didmetro e massa aproximadamente igual a
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massa da Terra (ASTROPT, [2015). Kenworthy conta que em seus estudos através das curvas de luz
observadas, puderam criar um modelo detalhado baseado nas varia¢des do brilho da luz filtrada através
dos anéis. Se trocar os anéis de Saturno pelos anéis de J1407b, esses seriam visiveis a olho nu, com

um tamanho muito maior que o da Lua cheia (Figura 2).

Figura 2 — Representacdo de J1407b vistos a olho nu se colocado ao redor de Saturno.

Fonte: Astronomia On-line (2019).

Esse sistema deve conter mais de 30 anéis com ao menos uma falha. Os pesquisadores esperam que
esses anéis se tornem mais finos em alguns milhdes de anos, com vazios e capazes de desaparecer
gradualmente com o surgimento de novas exoluas e satélites, formados por esses materiais. De acordo
com Mamajek, se pegdssemos as quatro luas Galileanas de Jupiter e transformdssemos em poeira e
gelo, e em seguida espalhdssemos esse material em suas Orbitas, esse anel seria grandemente opaco, a
ponto de um observador distante, observar um eclipse (Figura 3). Ele conta também que no caso da
estrela J1407 os anéis bloqueariam 95% da luz da estrela, o que promoveria uma grande quantidade
de material para a formacao de satélites (Figura 4). Kenworthy ainda adiciona que os eclipses no
sistema J1407 permitirdo o estudo das propriedades fisicas e quimicas desses anéis formados por
discos circumplanetérios.

Mamajek diz também que a comunidade cientifica tem teorizado por décadas que planetas como
Jupiter e Saturno, tiveram, como estagio inicial, discos ao seu redor que levaram a formacao de satélites.
Essa € a primeira ideia concreta que se tem sobre a formacdo de satélites na escala de milhdes de

quilometros ao redor de um objeto estelar.

Nesse trabalho iremos estudar o efeito que esse sistema de anéis poderia causar em um satélite
préximo. Esse estudo serd realizado através de perturbagao secular. No préximo capitulo (cap. 2) serd
apresentada uma breve revisao do problema de 2 e 3 corpos. No capitulo 3 serd estudada a perturbacao

secular e sua aplicagdo serd apresentada no capitulo 4. A discussdo sera feita no capitulo 5.
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Figura 3 — Representacdo dos anéis de J1407b eclipsando a estrela J1407.

Fonte: Astronomia On-line (2019).

Figura 4 — Grafico da variagdo da intensidade do brilho da estrela J1407 e a representagdo do sistema
de anéis de J1407b.
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2 INTRODUCAO TEORICA

Neste capitulo serdo apresentados alguns topicos de Mecanica Celeste, importantes para o entendi-
mento do projeto.

2.1 PROBLEMA DE 2 CORPOS

O problema de 2-corpos foi desenvolvido por Isaac Newton para descrever a interacao entre

dois corpos celestes de massas pontuais se movendo sob a agdo da forca gravitacional (MURRAY;
DERMOTT] 1999).

Para esse estudo, consideramos duas massa, m, e my, com coordenadas cartesianas (&, 7,,5q) €

(&b, M, ) com origem O. Tem-se a distdncia ao quadrado entre as massas dada por:

T2 = (ga - £b>2 + (7711 - 77())2 + (ga - §5)2 (1)

Além disso, temos que as for¢as atuando em cada massa, a partir da segunda lei de Newton sdo:

Fo = Gmambgb ;fa
ﬁan — Gmgmy b ;3 Na )
= S — S
Foc = Gmymy, b e
Portanto: -
5 & — &
Ma&y = Gmgmy=—3==
Maif, = Gmamy ™ ;377@ 3)
pa §_l; S
MaeSa = Gmamb 3 -
,

onde G € a constante gravitacional. Analogamente para m,.

Com isso temos seis equagdes diferenciais de segunda ordem e como consequéncia, precisamos de
doze constantes de integracdo para obter a resolu¢do do problema.
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Considerando ﬁa = —ﬁb, temos que:

maga + mbgb -
Mal], + My, = “)
mag_'a + mbg_;) -

b =0

0
0 ( MaTa + mypr
0

onde 77, e 7}, sdo vetores posicdo em relacdo a origem.
Integrando duas vezes as equagdes anteriores obtém-se:

MaTa + MpTh = 5)

maFa + mbf}, =dat + b

onde @ e b sdo constantes.

O vetor posi¢do do centro de massa € da forma:

maFa + meb
My + My

I
at+b ©)
Mg + My

syl
I

—

a
Mg + My

i
I

Esse vetor possui movimento uniforme com velocidade constante

Considerando o movimento relativo de m;, em relagdo a m,, temos:
d*r ro S

4= =0 7

g2 M (7

—

— 1, 0 vetor posicao relativo.

sendo 77 = 77,
Obtemos a equacio escalar substituindo 7 para a equacdo da posicdo:
o= L )
r

. o 1 - . . ~
Para determinar 7 = f (6) substituimos y = ~ , h = 726, tomamos a diferencial de r em relagdo
r
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ao tempo e obtemos a solucdo geral:

d*u . , o d*u
i = —hgd = W
d*u U 9

u(G):%—FKCOS(G—w)

onde K € a amplitude e w € a fase.

E substituindo v = —, temos:
r

_ P
1+ ecos (0 —w)

r

(10)

h? (h*K
ondep=—e ( )
u H

A equacgdo acima € a equacao geral de uma conica em coordenadas polares e também a solucao do

= e, e € a excentricidade e p € o semilatus rectum.

problema de dois corpos.

A quatro conicas possives sdo:

Tabela 1 — CoOnicas

Conica | Excentricidade \ Semi-eixo maior \

Circulo e=0 p=a

Elipse D<e<l p=a(l—e?)
Parabola e=1 p=2a
Hipérbole e>1 p=a(e* —1)

Fonte: Solar System Dynamics (2019).

Devemos considerar enfaticamente as Orbitas elipticas, pois a maioria dos corpos do Sistema Solar
e vdrios satélites artificiais possuem excentricidade muito menor que 1.
Portanto:

p=a(l—e?
b’ =a?(1—¢?)
(1D
B a(l—e?)
1+ecos(fd —w)

sendo b o semi eixo menor da elipse e ¢ € a longitude verdadeira (angulo medido em relagdo ao
referencial).

Temos » mdximo quando ¢ = w + 7 e minimo quando 6 = w, w ¢ a longitude do pericentro. Esses



pontos sdo chamados de apocentro A e pericentro P, respectivamente.
Tem-se também v = 6 — o, onde v é a anomalia verdadeira.

Podemos entéo escrever:

a(l—e?)

r:1+ecosf

Os seis elementos que definem a érbita de um corpo no espago sao:

® (. semi-eiXxo maior.

e: excentricidade.

I: inclinacdo da orbita.

e w: argumento do pericentro.

Q: longitude do nodo ascendente.

e M: anomalia média.

Figura 5 — Elementos Orbitais

Celestial body

=y
Reference
direction

a Inclination

Ascending node

Fonte: BRAMON (Brazilian Meteor Observation Network - 2019).
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2.2 PROBLEMA DE 3 CORPOS

O problema circular restrito de trés corpos descreve o movimento de uma particula m, de massa
desprezivel, orbitando ao redor de um corpo principal m; e perturbada por um corpo de massa ms.
Esse problema nao possui solu¢do analitica.

E um problema circular porque a érbita de m; é circular e restrito pois a particula nio perturba o

movimento dos dois corpos primarios.

Para as equagdes do movimento vamos considerar as coordenadas (£, 7) no centro de massa e
(&1,m) e (&2,m2) as coordenadas para as massas m; € mo, respectivamente. Vamos assumir que a = 1
e que a unidade de massa vale u = G (m; + my) = 1. Utilizando a 3% lei de Kepler, n?a® = 1 para

n=1emqg > msy:

_ M3

M—ml—i—mQ

po=1— (13)
Ho = [

4 pe =1

As equacdes do movimento da particulas sob o efeito de m; e ms sdo:

SRR L S

"2 (14)

3= (& -8+ (m—n)

Como as massas principais estdo se movendo em Orbitas circulares ao redor do centro de massa,
a distincia entre elas € constante e essas massas movem com velocidade angular também constante.
Portanto, pode se considerar o movimento da particula em um sistema de referéncia girante, onde as
massas principais estao fixas, no eixo X.

Considerando um referencial girante (x, y) onde as coordenadas das massas m; e ms sdo (x1,y;) =

(—p2,0) e (z2,y2) = (111,0), temos que:

2 = (z+ p2)? + 32

15)
= (@)’ + g



E pela matriz rotacdo:

& = xcosnt — ysinnt

n = xsinnt + ycosnt

Tomando a diferencial segunda de cada componente:

(# — 2ny — n*z) cosnt — (§ + 2ni — n’y) sinnt =

1 —x To — X )
{Ml . 3 T M2 2 3 ]cosmf—i— |:Iu_31+lu_§:| ysinnt
Ty 5 Ty T

(% — 2ny — nz)sinnt — (j + 2nz — n’y) cosnt =

T —x To— x| .
{,ul ! 3 T M 2 3 }smnt— [M—;Jrﬂ—;} y cosnt
LT T2 1 T3

2 T+ o r— M
r=— 3 - M2 3
1 L

T—2ny—n

zj+2ni—n2y:—(u—;+u—§)y

T T
i—Zn'—a—U
y_&z:
54 ond oU
nt = —
Yy Ay
onde
n’ 2 2 M1 2
U=—(2>+y*) + —+—
2 1 9

2.3 FUNCAO PERTURBADORA

21

(16)

7)

(18)

19)

(20)

Para analisar a func¢do perturbadora consideramos vetores com origem em O para os 3 corpos m..,

— —

m; e mj e Re, R;, R;, respectivamente. Sendo também 7 e 7;0s vetores posi¢do das massas m; € m;
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relativas a massa m,., onde:

[N

7] =1 = (2 + g + 2%)

21

[NIES

7] =715 = (2,2 + 33> + 2°)

=7l = (e — @)+ (g — w)" + (35— )]

Através das leis de Newton do movimento e da gravitagao, podemos obter as equagdes de movi-

mento para as trés massas em um referencial inercial:

—

S T T
m.R, = Gmcmi—3 + Gmcm]-—3
,

—

T j
(7, 7
m;R; = Gmimj = 3~ Gmlmc—g (22)
Tj z‘ T
m;R; = Gm;m; (. ?2,) - ijmcr—J3
|7 — 7] "j
As aceleragdes sdao dadas por:
SR - R,
BT 23)
r; =R, — R,
Substituindo as expressoes para Rl, ﬁz e R, temos:
i G (me+mi) —5 = Gy | I~ 2
i 75—
(24)
7+ G (me +my) —% 5 5 = Gmy f;rj—r—;
;3 |7 7“]\ T
Essas aceleracdes podem ser escritas pelo gradiente das funcdes escalares:
. ~ 0 L0 -0
n=Vi(Ui+ Ri) = (1 ' k= | (Ui+ R;
r (U; + R;) (Zaxi-f-jayi-i- aZi)( + R;)
(25)

0

5 a 0
szvj(Uj+Rj)=<a +J@+ka) (U; + R;)
J J



onde:
v, = gt m)
Ty

U; e U; sao partes do potencial total para os dois corpos.

O termo R serd a fung@o perturbadora, que descreve a perturbacao de m; em m;(R;):

G P
Ri = = j_’ — ij—l 3]
|75 — 7l T
A fungdo perturbadora de m; em m; é dada por (R;)
G, A
Rj = 1= Z_, - Gm; ' 3 !
|75 — 7] Ti

23

(26)

27)

(28)

Virios trabalhos realizaram diferentes desenvolvimentos da fun¢@o perturbadora em termos dos
elementos orbitais. Utilizaremos o desenvolvimento apresentado em (MURRAY; DERMOTT, |1999).
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3 PERTURBACAO SECULAR

A perturbagdo secular € utilizada para encontrar possiveis solu¢des analiticas para uma determinada
forma particular do problema de N-corpos, como por exemplo, sua aplicacao para corpos do sistema
solar. Podemos fazer essa andlise considerando uma func¢do perturbadora para um sistema com N
massas orbitando um corpo central (MURRAY; DERMOTT] 1999).

Para dois planetas, consideramos o movimento de dois corpos, nesse caso, de massas m; e ma,
que se movem sob efeitos gravitacionais mutuos, ao redor de um corpo central m,., onde m; << m,
e mg << m.. Suas respectivas func¢des perturbadoras sdo I?; € Ry que descrevem a perturbagdo na
orbita de m, e my respectivamente (MURRAY; DERMOTT, |1999).

As perturbagdes seculares sdo obtidas isolando os termos em suas respectivas fungdes perturbadoras,
que sdo independentes das longitudes médias (£2).Levando em consideracdo a segunda ordem para a
excentricidade e inclinac¢do e primeira ordem para as massas, temos os termos da expansao da fungao

perturbadora, que ndo contém as longitudes médias (parte secular):

1 1
R*¢ = 3 2012+ D+ afy - D?] - b(%o) (el +e3) — 5 on2 b(%o) - (s1+ 53)
1
+Z [2 — 2019 - D + 04%2 . D2] NARE ey - g - cos(wy — wa) (D

QV/H\ N|=
—

+agg - by’ - s 89 - cos (Q — Q)

|

onde, 1 e 2 se referem aos corpos interno e externo, D e D? sdo as derivadas 1?* e 2% do coeficiente
de Laplace b, s; € s sdo relacdes do seno da inclinagio e a2 = %; a1 < ao. Os termos indiretos
tem a longitude média, ou seja, nunca irdo contribuir com termos p&ramente seculares. Para calcular
as funcdes para m; e my de R*°¢, levamos em conta que R, ird surgir da perturbacdo externa de mso,

enquanto %> vem de uma perturbacdo interna de m;:

G- G-
Ry = m R = m g - R
aq aq
(2)
G- G-
Ry= =M gy Ree = T puee

a1 a2
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Utilizando as relacgdes entre os coeficientes de Laplace e suas respectivas derivadas:

db(lo) de(IO) "
2 2 2 _
2a - Ta +a- 7oz —a-b%
3)
db(ll) de(ll)
(1) 2 2 2 _ (1)
2-b% —204-%—04 . da22 ——a-b%
E as aproximagoes:
G-M=~n? a3 @)
G-M=nk a3
Podemos escrever:
mo 1 1 1 1
Ru=ni ol o (50 by e gt by - g by 0 )
1 1
—ZOK%Z . b(;) * €1 €9 COS (w1 — WQ) + Za%2 . b(;) : Il . IQ + COS (Ql — Qg)]
2 2
1 1
Ro—=n2.a — "0 o bW 2 o pW 22
I oy 32T T gy Ak ©
1 1
%z bg) ey - ey cos(w —wy) + ZQ%Q : b(%l) Iy - Lo - cos (2 — )]
onde I; e I, sdo muito pequenos e podemos fazer as aproximacdes:
in—J 1[
sy =sin=I ~ -
1 51~ 5h
(N

, 1
Sy =sin —[y = 512

As equagdes que representam a funcao perturbadora para R; e R, podem ser combinadas resul-
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tando:

1 1
Rj:njaz —Ajj'6§+Ajk'€1'€2'COS(YD1—YEQ)+—B“']J2+BJ']€']1']Q'COS(Ql—QQ)

J 2 2 27
(8)
onde j =1,2; k=2 1(j#k);e
L my ~
Ajj =4n; - Z . m s Qg - (2 - b% (0412)
c j
1 my G
Ajk =—Nn;- Z . m S RNEI b% (0412)
c Jj
)
1 m
B]] = _nj c— ﬁ c (X192 C_Ylg . b(%l) (0612)
c j
L my )
Bjp = +n; - —- e Q12 - Q12 b% (Q12)
c J
onde i = (ry9, 8¢ j = A e agp = 1 se j = B (um perturbador externo).
Da definicao dos coeficientes de Laplace, temos:
2T d
1
b(;) (a) _ _/ COSQ/} 770 _
2 770 (1 — 2 - cost + a?)?
(10)
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b2 () = l/ cos 2¢dy
N =
2 T (1—2a~0051/)—|—a2)%

Todas as quantidades sdo frequéncias que podem ser pensadas como elementos constantes de duas
matrizes A e B:

A— A Ap ¢ B— Bi1 By (11
Ay Agp By Ba

Os elementos dessas matrizes sdo fun¢des apenas das massas e do semi-eixo maior dos dois corpos.

Utilizando os termos de menores ordens em e e / podemos derivar uma aproximagao para as equacgoes
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de Lagrange, que d4 a derivada dos elementos orbitais em relacdo ao tempo:

. OR;
I nj~a§~ej8wj
jo__ L Ok
I nj'a?'ljan

(12)
L OR,
7 a2 -ej e
O - 9y
J nj~a?~fj 8IJ

De acordo com as equacdes acima, € conveniente definir as componentes vertical e horizontal dos

“vetores” excentricidade e inclinacgdo:

h; =e; - senw;

k; = e; - cosw; (13)
pj = 1I; - senfl;
q; = Ij : COSQj

A vantagem dessas varidveis € evitar as singularidades inerentes das equagdes encontradas no

processo para e e I pequenos. A parte secular geral da funcao perturbadora agora pode ser escrita da

seguinte maneira:

1 1
R; = n;a; §Ajj (WK 4 Aji - (hy - hie + k- k) + 5B (P} +d7) + Bjr- (0 -k + 4 ka)}
(14)
sendo h;, k;, p; e ¢; fungdo de duas varidveis, temos:
AR, _ohy 0e, | Ohy 0w,
dt — de; Ot Ow; Ot
(15)

dk; _ Ok; Oc; , Ok; 0w

dt 8ej at 8wj (915
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dp; _ 9p; 0L  Op; 0%
dt oL, ot ' o, ot

(16)
dg;  9g 0L dg; 0%

dt — oI; ot 09, Ot

onde suas derivadas parciais sdo dadas por:

de; e;’ ey ¢
(17)
Oh,

@Wj

i _pi. 9% _ %
o, I, oI; I
(18)

As equagdes perturbadoras podem ser escritas como:

1 0R;
77 n;-d? Ok,

J

1 OR; (19)
n; - a2 8h

@
Il
—

(20)

3
Zeﬂ cos (git + fi)

=1
onde as frequéncias g;(7 = 1, 2, 3) sdo autovalores da matriz A e e;; s30 as componentes correspon-
dentes aos autovetores. As fases [3; e as amplitudes dos auto vetores sdo determinadas pelas condi¢des

iniciais.
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4 APLICACAO

As perturbacdes seculares serdo usadas para determinar a variacdo na excentricidade de hipotéticos

pequenos satélites durante um determinado periodo de tempo. A parte secular da fungdo perturbadora

sera:
1 ) _
R;=n;-a; éAjj-ej—l— Z A - ej - ey - cos (w; — wy) (1)
k=1, k]
onde:
1, < o
Ajj =mn;- ka Z Ak - Qg - bé (Oé]k)
k=1, k£ :
1 / — (2) .
Aje = = mi -1y g i by () (J#k)
a .
f, se k <j (2)
)
Oéjk =
&, sek>j
Qg
_ ) Lsek<y
Qi =

i, se k> 7

Aj; e Aji, sdo as frequéncias que podem ser pensadas como os elementos da matriz generalizada:

Ay A A13
A= A21 A22 A23 (3)
Ay Aszy Asg

Na expressao m;, temos a massa do corpo dividido pela massa do planeta. E b(;) (ajk) e b(;) (o)
2 2
sdo os coeficientes de Lagrange.

Sendo as excentricidades dos corpos pequenas, € conveniente definir as seguintes varidveis:

h; =e; - sinw; @

ki =e; - cosw;

Em termos dessas varidveis, as equacdes perturbadoras para h e k, de ordem mais baixa sdo dadas
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por:
1 OR
I ng- CLJZ 816]
&)
i 1 OR;
I n;- ajz ahj
As equagdes para h; e k; podem ser lidas como:
3
hj = Zeﬁ - sin (gzt -+ ,82)
i=1
(6)

3
k;j = Zeﬂ - cos (git + ;)
i=1

onde as frequéncias ¢;(i = 1,2, 3) sdo autovalores da matriz A e e;; sdo as componentes correspon-
dentes aos autovetores. As fases (3; e as amplitudes dos autovetores sdo determinadas pelas condi¢des

iniciais.

Aplicando a fung¢@o perturbadora para o sistema de J1407b, considerando planeta — anel — satélite

hipotético e seus respectivos parametros calculados (SUTTON, 2019):

m} = 0,0038836 mb = 0,000252381
a; = 7,48.108 km az = 9,42.10% km
ny = 0.0000173557°y 1 ny = 0.0000122805°y !
e1=0,6 es = 107°
w1= 0° Wo= 0°
Il - 0 IQ - 0

A parte secular das fungdes perturbadoras para o anel (1) e o satélite, serdo:

R1 =MNj - < Au 61 Z A12 €1+ €9+ COS w1 ZUQ>
k=1,k#j (7)

Ry =ny - ( A -e® + Ag e - 62)

1

R2 = Ng - Qo < AQQ 62 + Z Agl €9 + €1 * COS WQ T2 )

k=1, k#j (8)
1
Ry =ny - ay ( Az e” + Agy - e - 61)



Considerando:

A =mny -

Ay =mny -

-nl

.nl

.n2

.n2
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)
mz, Z 21 * (21 b3 (Oégl)
k=1, k4]
L e I T R WA
4 m, (al) <a1> b‘;’ (a21)
“Qg 02 b(;) (ov2) (j #k)
P RNIDE b(;) (ai2)
(10)
© Qg1+ Qo1 - b(%z) (a21) (j #Fk)
Qg1 - Qiop - b(;) (aa1)
a1
Q1o = —
27, (11)
Q19 = (12
Qo1 = (12 (12)

621:1
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Ajj e Ajj, sdo as frequéncias:

A A
A 1 A (13)
Ag Ag

Na expressao m;, temos a massa do corpo dividido pela massa do planeta. E b(%l) (ajk) e bg) (ak)

sdo os coeficientes de Lagrange.

Podemos escrever os autovalores da matriz A como:

An—g Ajo
Ay Agp — g

92 — (A1 + Ag) - g+ (A11As — As1 A1) =0 (14)

Para o célculo dos autovetores €11, €21, €22 € €12 temos que satisfazer as seguintes equacoes:

A -enn+ Ag e = g1 - e (15)
Aoy - €11+ Ay - €91 = g1 - €

Ay - g+ Ajg - €12 = g2 - €22 (16)

Aoy - €99 + Ao - €19 = go - €12

Dessa forma, podemos encontrar os valores de S; e Ss, que sdo constantes de cada autovetor. Essas

constantes sdo encontradas a partir das condi¢des iniciais do problema.

Sendo as excentricidades dos trés corpos pequenas, para t = ( é conveniente definir as seguintes

variaveis:

hi = e; - sinwy
ki = e - coswy

(17)
h2 = €9 SiIl?IJQ

ko = €9 - COS Iy



Temos entdo, uma solucao geral:

hy=5 ¢
hy = Sy
ki =5
ky = Sy

- €91
e

- €91

-sinfB; + S5 - e
-sin By + 55 - €
ccosf1+ Sy e
-cos 1+ S - e

Assim, podemos encontrar os valores de [3; e [35.

E para obter os autovalores:

e =51+
ea1 = 51 -
g9 = Sy -
erp = So -

As equagdes para h; e k; podem ser lidas como:

3
hy = 26“ - sen (git + ;)
i1

hy = ey - sin (g1t + 1) + €12 - sin (gat + Fa)

3
ky = Zeu - cos (git + ;)

i=1

ki1 = eq1 - cos (g1t + 1) + exz - cos (gat + [2)

3
ho = Zegi - sen (git + 5;)
i=1

ho = €91 - sin (g1t + f1) + a2 - sin (gat + Fa)

3
ko = 2621' - cos (git + ;)
i—1

ko = €91 - cos (g1t + P1) + ea2 - cos (gat + [a)

- sin 62
- 8in [y
- €08 Py

- €08 [y

33

(18)

19)

(20)

21

onde as frequéncias ¢;(i = 1, 2, 3) sdo autovalores da matriz A e eij sdo as componentes correspon-

dentes aos autovetores. As fases (3; e as amplitudes dos autovetores sdo determinadas pelas condig¢des
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iniciais.
Dessas solugdes obtemos as excentricidades utilizando a relagdo:

er = Vh?+ ki (22)

ey = \V ho? + ks> (23)

Através do programa de pertubacdo secular na linguagem C (MADEIRA| 2019)), foi possivel
encontrar diretamente as equacdes das excentricidades para diversos casos. E utilizando essas equacoes

encontramos seus respectivos graficos utilizando o software Mathematica (WOLFRAM, 2019)).

Analisando os graficos gerados, para diversos casos, alterando os valores de massa, excentricidade

e semi-eixo maior para o anel e para a lua, teremos:

Tabela 2 — Dados do Caso 1

’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,4UA my=17,3410" kg eq=1073
Lua ar =0,8UA  mp =4,77.10" kg ep =107°

Fonte: Autoria prépria (2019).

Figura 6 — Gréfico do Caso 1

Excentricidade

0.012F

0.010p——n__ / N ———

L —— Anel
0.006 Lifa
0.004 F

0.002 |

: o ' — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000

Fonte: Autoria prépria (2019).
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Tabela 3 — Dados do Caso 2

| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel  ar—04UA  ma=7.3010%kg e,—=10"7
Lua ar, = 1 UA my, = 4,77.10** kg e, =107°
Fonte: Autoria prépria (2019).

Figura 7 — Gréfico do Caso 2

Excentricidade
0.010 — — —
0.008 -
0.006 a — Anel
0.004[ gur:
0.002
: - : — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 4 — Dados do Caso 3
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,4UA my=7,34.10"kg eq = 1073
Lua ap, =1,5UA  mp =4,77.10® kg er, =107°
Fonte: Autoria prépria (2019).
Figura 8 — Grafico do Caso 3
Excentricidade
0.010}
0.008 F
0.006 — Anel
0.004 ] 1
0.002 |
' i : — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 5 — Dados do Caso 4
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘

Anel as=0,2UA my =7,34.10"" kg eq = 1073
Lua ap = 0,8 UA my, = 4,77.10% kg er, =107°
Fonte: Autoria propria (2019).




Figura 9 — Grafico do Caso 4

Excentricidade
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0.010
0.008
0.006 A — Anel
0.004] Lua
0.002}
: o : — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 6 — Dados do Caso 5
| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel as =06 UA my=7,34.10"" kg eq = 1073
Lua arp =0,8UA  mp =4,77.10* kg er, = 107°
Fonte: Autoria propria (2019).
Figura 10 — Grafico do Caso 5
Excentricidade
0.015}
0.010 ?uﬂkfﬂuf\uﬂx;ﬁxgﬁx.ﬁﬁvﬂv, — Anel
L Lua
0.005}
' el L ~ Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 7 — Dados do Caso 6
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,6 UA my=7,34.10"" kg eq = 1073
Lua ar, = 1 UA myp = 4, 77.10%° kg e, = 107°
Fonte: Autoria propria (2019).
Tabela 8 — Dados do Caso 7
| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel a4 =0,6UA my=7,3410"%kg ey =107
Lua ap =1,5UA  mp =4,77.10® kg e, =107°

Fonte: Autoria prépria (2019).



Figura 11 — Gréfico do Caso 6

Excentricidade
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0.014
0.012
0.010 :-——____H___ riNe——— e Y
0.008 — Anel
0.006 | T
0.004 ¢
0.002
- ' S : — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Figura 12 — Gréfico do Caso 7
Excentricidade
0.010 ==
0.008 1
0.006 — Anel
0.004] e
0.002 |
! e : — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 9 — Dados do Caso 8
| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel as=0,2UA my=7,34.10" kg eq = 1073
Lua ar, = 1 UA my, = 4,77.10** kg e, =107°
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 10 — Dados do Caso 9
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,2UA my=7,34.10" kg eq = 1073
Lua arp =1,5UA m;, =4,7710%kg e, =107°
Fonte: Autoria propria (2019).
Tabela 11 — Dados do Caso 10
| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel as=0,2UA my=7,34.10" kg eq = 1073
Lua ap =0,8UA  m;=4,7710%kg e, =103

Fonte: Autoria prépria (2019).



Figura 13 — Gréfico do Caso 8

Excentricidade
0.010 :

0.008 F

0.006
0.004 |

g002f 00—

: : : : — Tem anos
00 1000 1500 2000 po | J

Fonte: Autoria prépria (2019).

Figura 14 — Gréfico do Caso 9

Excentricidade
ﬂﬂ1ﬂ_

0.008}
0.006

0.004 |

— . L ~ Tem anos
500 1000 1500 2000 ad }

Fonte: Autoria propria (2019).

Figura 15 — Gréfico do Caso 10

Excentricidade

0.010
0.008 }
0.006 |
0.004 [
0.002

e . . Tempo (anos
500 1000 1500 2000 g J

Fonte: Autoria prépria (2019).
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= Lua
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Tabela 12 — Dados do Caso 11

| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel as =0, 4 UA my = 7, 34.10% kg ep = 1073
Lua ap, =0,8UA  myp =4,77.10® kg e, =103
Fonte: Autoria prépria (2019).

Figura 16 — Gréfico do Caso 11

Excentricidade

0.010 f

0.008 |

0.006 g — Anel

0.004 | L

0.002

' S : — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 13 — Dados do Caso 12
| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel ar=0,6UA my=7,34.10"" kg eq = 1073
Lua ar =0,8UA  m; =4,7710%kg e, =103
Fonte: Autoria prépria (2019).
Figura 17 — Gréfico do Caso 12
Excentricidade
0.0100 |
0.0095
0.0090 | -
i Lua
0.0085F
0.0080 |
Tempo (anos)

500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria propria (2019).

Tabela 14 — Dados do Caso 13

Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,2UA my=7,3410" kg eq=1073
Lua ar, = 1 UA my = 4, 77.10% kg er = 1073

Fonte: Autoria propria (2019).




40

Figura 18 — Gréfico do Caso 13

Excentricidade

0.011 E
0.010
0.009 f
F — Anel
0.008 ik
0.007 F
0.006
s : e . — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria propria (2019).
Tabela 15 — Dados do Caso 14
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,4UA my=17,3410" kg eq=1073
Lua aj = 1 UA myp = 4, 771023 kg € = 1073
Fonte: Autoria prépria (2019).
Figura 19 — Gréfico do Caso 14
Excentricidade
0.010[ o R e
0.008 |
0.006 — Anel
_ Lua
0.004 -
0.002 -
. o . — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 16 — Dados do Caso 15
] Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade \

Anel as=0,6 UA my=7,34.10"" kg eq = 1073
Lua a; =1 UA my, = 4,77.10% kg e, = 1073
Fonte: Autoria prépria (2019).

Tabela 17 — Dados do Caso 16

| Corpo | Semi-eixo maior | Massa | Excentricidade |
Anel ay=02UA my=7,34.10"" kg eq = 1073
Lua arp =1,5UA  mp =4,77.10® kg e, = 1073
Fonte: Autoria prépria (2019).




Figura 20 — Gréfico do Caso 15

Excentricidade
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0.010
0.009 [
0.008 | — Anel
0.007 | Lua
0.006 |
0.005
: - e ' — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Figura 21 — Gréfico do Caso 16
Excentricidade
0.011 o
0.010f
— Anel
0.009 s
0.008
! e — Tempo (anos)
500 1000 1500 2000
Fonte: Autoria prépria (2019).
Tabela 18 — Dados do Caso 17
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel ar=0,4UA my=7,34.10" kg eq = 1073
Lua ap =1,5UA  mp =4,77.10* kg er, =103
Fonte: Autoria propria (2019).
Tabela 19 — Dados do Caso 18
’ Corpo \ Semi-eixo maior \ Massa \ Excentricidade ‘
Anel as=06UA my=7,34.10"" kg eq = 1073
Lua arp =1,5UA  mp =4,77.102 kg ep, = 1073

Fonte: Autoria propria (2019).
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Figura 22 — Gréfico do Caso 17

— Anel
Lua

Excentricidade

0.010
0.008
0.006

0.004

0.002
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— L. Tempo (anos
10040 1500 2000 S }

Fonte: Autoria prépria (2019).

Figura 23 — Grafico do Caso 18

— fAnel
Lua

Tempo (anos)

500

1000 1500 2000

Fonte: Autoria prépria (2019).
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5 DISCUSSAO

Apresentamos a discussao dos resultados para cada caso.
Casos 1 e 6: A perturbacao sofrida pela lua faz com que a excentricidade da particula seja igual a
um. J4 a perturbacdo no anel é quase imperceptivel. A diferenca entre os dois casos foi a mudanca do

semi-eixo maior tanto para a lua quanto para o anel.

Caso 5: Assim como nos casos anteriores, a perturbacio sofrida pela lua € muito maior que a
sofrida pelo anel. Em comparag@o com o caso 1, houve mudanca no semi-eixo maior do anel, e em

comparacdo com o caso 6, a alterac@o foi no semi-eixo maior da lua.

Casos 2 e 14: Nesses casos obtivemos perturbacdo em ambos 0s corpos, porém a perturbagao
sofrida pela lua foi maior, quase ndo havendo perturbagdo no anel. O que difere os dois casos € o valor

da excentricidade da lua, de ordem 1072,

Casos 3, 8, 13 e 17: A lua sofre pequena perturbagdo considerando o tempo de 2000 anos e o anel
quae nao sofre perturbacio. O que difere os casos 3 e 17 e, 8 e 13, mantendo seus semi-eixos iguais, €

o valor da excentricidade da lua, na ordem de 1072,

Casos 4,7, 10 e 18: Assim como nos casos anteriores 2 € 14, a perturbacao da lua é maior que a do
anel. Porém, nesses casos, considerando o tempo de 2000 anos, as perturbagdes sao ainda menores,
sendo a do anel, quase imperceptivel. A diferenca entre os casos 4 e 10 e, 7 e 18, considerando seus

semi-eixos iguais, € o valor da excentricidade da lua, de ordem 1072,

Casos 9 e 16: Considerando o tempo proposto, a perturbagdo tanto na lua quanto no anel € imper-

ceptivel. O que difere os dois casos é a mudanga da excentricidade da lua, na ordem de 102,

Casos 11, 12 e 15: Nesses casos, claramente a perturbacdo na lua € maior, sendo quase nao
observada a perturbacio no anel. A diferenca entre os trés casos sdo os valores dos semi-eixos maiores

dos dois corpos.



44

6 CONCLUSAO

O sitema de anéis do exoplaneta J1407b, um gigante gasoso massivo pode afetar pequenos satélites
que se encontram ao seu redor. Através da perturbacao secular estuda o efeito no valor da excentricidade
de um satélite hipotético causado pelo massivo exo anel de J1407b. Devido a sua grande massa o

satélite teve sua excentricidade aumentada em vdrias ordens de grandeza.
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