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Resumo

O objetivo principal deste texto é o estudo da Regra de Sinais de Descartes e da Regra
de Sinais de Descartes Generalizada. Apresentamos também uma aplicagao da Regra de
Sinais de Descartes Generalizada para polindmios Ortogonais. Para este ultimo resultado
sao apresentadas duas demonstragoes, uma é devido a Obrechkoff e outra a Schoenberg.
Por fim, apresentamos uma aplicacao da Regra de Sinais de Descartes Generalizada para
os polindmios ortogonais classicos de Jacobi e Laguerre.

Palavras-Chave: Teorema de Obrechkoff, Regra de Sinais, Regra de Sinais de Descar-
tes, Polinémios Ortogonais, Polinomios Ortogonais de Jacobi, Polindmios Ortogonais de
Laguerre, Desigualdades entre Zeros de Polindomios Ortogonais.
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Abstract

The main objective of this text is the study of the Descartes’ rule of signs and the
generalized Descartes’ rule of signs. We also present an application of the generalized
Descartes’ rule of signs to orthogonal polynomials. For this last result are presented two
proofs, one is due to Obrechkoff and another is due to Schoenberg. Finally, we present
an application of the rule to the classical orthogonal polynomials of Jacobi and Laguerre.

Keywords: Obrechkoff’s Theorem, Rule of Signs, Descartes’ Rule of Signs, Orthogonal
Polynomials, Jacobi Polynomials, Laguerre Polynomials, Inequalities between Zeros of
Orthogonal Polynomials.
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CAPITULO

1

Introducao

Em 1637 Descartes publicou “La Géométrie” , obra famosa por unir Algebra a Geo-
metria, descrevendo objetos geométricos por meio de equacoes algébricas. Contudo, além
de ser o ponto de partida para o que hoje é conhecido como Geometria Analitica, existem
também contribuicoes acerca de polinémios. Dentre estas, foi conjecturado no inicio do
Livro 3 desta obra, o que viria a se tornar décadas depois o resultado classico Regra de
Sinais de Descartes. Tal regra estima o ntimero de zeros positivos ou negativos de um
polindémio olhando apenas para os sinais de seus coeficientes. Nas palavras de Descartes,
“Uma equagao pode ter tantas raizes verdadeiras (positivas) quanto contém mudancas de
sinal, de + para — ou de — para +”. Descartes se refere 4 equagoes algébricas/polinomiais
com coeficientes reais quando escreve “equacao’, e as mudancas de sinal sao avaliadas em
seus coeficientes, na sequéncia do termo independente ao coeficiente que acompanha o
termo de maior grau, ou na ordem inversa a esta.

O resultado foi reafirmado com mais clareza pela primeira vez por Isaac Newton em
1707 [2], mas sem demonstragao até De Gua publicar uma demonstracao em 1740 [3].
Iniciamos o trabalho ao dar todas as condicoes para uma prova do referido resultado, que
serd obtida por indugao, como em .

H4 classes de polinomios que podem se beneficiar deste resultado, de modo que sempre
alcance o numero méaximo de zeros previstos na regra. Neste trabalho serao explorados
os Polinémios Ortogonais. Em especial, os polinémios ortogonais classicos de Jacobi e os
de Laguerre.

Seguindo para uma generalizacao do resultado, a Regra de Sinais de Descartes Gene-
ralizada contempla uma regra de sinais adaptada para sequéncia de fungoes quaisquer.
Tal regra foi usada por Obrechkoff quando ele tinha apenas 22 anos para desenvol-
ver o Teorema que serd o resultado mais explorado desta dissertagao. Posteriormente, o
mesmo resultado foi descoberto por Schoenberg ﬂ@, numa prova totalmente diferente e
usando técnicas e ideias que alvoreceram anos apds a publicacao de Obrechkoff. Entao,
descrevemos os Critérios Gerais necessarios até finalmente as provas de ambos os teore-
mas, explorando também sequéncias de polindmios que satisfazem a regra e o intervalo
onde isso ocorre e explorar aplicacoes.

O objetivo deste levantamento bibliografico é manter uma abordagem concisa e auto-
contida quanto ao estudo da Regra de Sinais de Descartes e Regra de Sinais de Descartes
Generalizada, voltado as aplicagoes dos Teoremas de Obrechkoff e Schoenberg.

Aplicagoes da Regra de Sinais de Descartes Generalizada (RSDG) para combinagao
linear de sequéncias de funcoes ainda nao foram extensivamente exploradas. Entretanto,
h& um trabalho desenvolvido pelo orientador deste mestrado, Fernando R. Rafaeli, jun-
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tamente com seus colaboradores em 2009 , que culminou no artigo de 2012 |§] onde se
encontra uma bela aplicacao deste resultado que mostra um elo entre os zeros dos polino-
mios de Jacobi e Laguerre. Disto, o levantamento bibliografico se justifica por mostrar
esta e outras aplicacoes dos Teoremas de Obrechkoff e Schoenberg que foram a pouco
reemergidos.

Sobre a estruturacao especifica do trabalho, sao 7 capitulos incluindo este introdutério
e o capitulo onde se expressa as consideragoes finais do estudo. No Capitulo 2 apresenta-
mos um breve estudo sobre mudancas de sinal de sequéncias numeéricas e a Regra de Sinais
de Descartes Classica (RSD) seguida de um corolario importante ao texto do caso onde
todos os zeros do polinémio sao reais. No Capitulo 3, passamos por propriedades bésicas
desta classe de polindmios, os “Polinémios Ortogonais”, que se mostram surpreendentes.
Apos, passamos por um estudo sobre o chamado “funcional de momentos” e sua relagao
com a ortogonalidade dos polinomios a ele associados. Em um resultado que liga o caso
do funcional de momentos com uma recorréncia que todo polinémio ortogonal satisfaz, a
chamada Relacao de Recorréncia de Trés Termos tem sua reciproca valida quando o fun-
cional é positivo-definido, resultado o qual tem ligacao imediata com os teoremas chaves
da dissertacao. Encerrando com as familias mais célebres dessa subclasse de polinomios
ortogonais, os Polinomios Ortogonais Classicos que recebem nomes apos Jacobi, Laguerre
e Hermite sao os casos positivos-definido que a dissertacao trata. No Capitulo 4 tratamos
de critérios de caracterizagao que serao necessarios para a demonstragao da contraparte de
Schoenberg para o teorema de Obrechkoff, também conhecido na literatura por Teorema
de Schoenberg-Obrechkoff. O Capitulo 5 se inicia por mostrar exemplos de sequéncias que
satisfazem a RSD e logo parte para os teoremas principais do texto, onde estd demons-
trado as condicoes para uma certa sequéncia de polinémios satisfazer a RSDG em um
certo intervalo. Enfim, sao dadas as provas de Obrechkoff e Shoenberg do resultado. No
Capitulo 6 aplicamos os teoremas da secao anterior aos polindmios ortogonais classicos de
Jacobi e Laguerre, demonstrando uma ligacao de seus zeros em forma de desigualdades e
outras desigualdades entre zeros de Jacobi com diferentes parametros.



CAPITULO

2

Mudancas de Sinal

A fim de sermos capazes de enunciar e demonstrar a Regra de Sinais de Descartes
na sec¢ao deste capitulo, precisamos em um primeiro momento estudar mudancas e
variagoes de sinal em sequéncias numéricas. Como este trabalho é focado no caso de
sequéncias numéricas finitas, deixamos ao leitor interessado a referéncia ﬂgﬂ para buscar
0s casos sobre sequéncias numéricas infinitas, os quais podem ser usados em uma regra
de sinais para séries de poténcias. A obra de Polya e Szegd ﬂgﬂ foi base para as primeiras
secoes deste capitulo.

2.1 Mudancas de Sinal de Sequéncias

Definigao 2.1. Denotamos por S~ (ag, a1, -+ , a,) o nimero de mudancas fracas de sinal
na SeqUéncia ag,dy,- - ,a,. Em outras palavras, o nimero de termos na sequéncia que
tem sinal oposto ao sinal do termo anterior, desconsiderando-se os termos nulos.

Outro modo de olharmos para a definicao |2.1| seria contarmos o nimero de pares

adjacentes da forma (+, —) e (—, +) na sequéncia obtida de ag, ay, - - , a, substituindo-se
todo ntimero positivo a; por 4+, todo nimero negativo por — e descartando-se os zeros
da sequéncia. O namero obtido é também S~ (ag, a1, -+ , a,).

2.1.1 Propriedades e Resultados Preliminares

P 1. As sequéncias ag,ay, -+ ,ap € Qp,Qp_1,+ ,0y POSSUEM 0 mesmo numero de mu-
dancas de sinal, ou seja,

S™ (ag, ar, -+, an) =S (an, Gp_1, -+, Qo) -
Demonstracao. Isto ocorre por consequéncia da demonstracao. De fato, ag,aq,--- ,ay,
¢ simétrica a ap,a,_1," - ,ag, assim como (4, —) é simétrica a (—, +), sendo cada uma

dessas dltimas uma mudanca de sinal. Logo, teremos a mesma quantidade de mudancas
de sinal em ag,ay, -+ ,a, € @y, Gp_1," -+ ,Qg.

O
Observacgao. A menos que a ordenacao seja em uma dessas duas, nao podemos garantir
uma quantidade igual na contagem de mudancas de sinal, visto que temos (n + 1)! —
2 ordenacoes diferentes a essas e sem a garantia que todos os termos adjacentes tem
sinais correspondentes ao mesmo nimero de mudancas de sinal. Um simples e pratico
contraexemplo é S~(1, =1, 1) =2 # S~ (1, 1, —1) = 1, da sequéncia {1, 1, —1}.
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P 2. O nimero de mudancas de sinal nao aumenta se alguns elementos da sequéncia $Go
omitidos, isto é€,

Si (a’OJ ai, =, Am—1, am+17 Ty an) S Si (a07 ai, -, CLn) .

Demonstracao. Seja by, b1, -+ ,b,, p < n, a sequéncia obtida de ap,a, -+ ,a, ao
eliminarmos os elementos nulos. Logo,

S_ (ao, ar, * -, &n) = S_ (bo, bl, HRI bp) = S_ (bo,bl) + S_ (bl, b2) + 4 S_ (bpfl, bp) .

Seja by, | < m, o elemento correspondente a a,, # 0. Omitindo-se a,,, obtemos

S™ (aUa ai, 5, Am—1, QOm+41, ", an) =S5" (b07 b17 T bl—b bl—‘rl? ) bp) =

S~ (bo, bl) + 5= (bl, bg) + ... 4+ 5 (blfl, bl+1) +. 4+ 5 (bpfl, bp) .
Temos dois casos a considerar:

(Z) Se ST (bl—lu bl+1) = 1, entao S~ (bl_l,am) + S5” (am,blH) =1.

Portanto, nesse caso,
S” (ag, ar, -+, -1, Qua1, - an) =S~ (ag, a1, -+, ap) -
(i7) Se ST (bi—1,bi11) = 0, entdo
ST (bi—1s am) + 57 (am, bia) = 0 0u S (b1, am) + 57 (am, bia) = 2.

Logo,
ST (a07 Ay, * 5 Am—1, Qm+41, ", an) < ST (&07 ag, * -, an) .

O

P 3. Inserindo um termo nulo na sequéncia ou inserindo um termo com mesmo sinal
de seu antecessor ou sucessor nao alteramos o niumero de mudancas de sinal da nova
sequéncia, 1sto €,

S_ (CL(), ai, 5 Qm, Am41, ", an) - S_ <a07 Ay, -y Qm, ba Am+1, * an)

quando ocorre um dos sequintes

(17) sinal(b) = sinal(a,,),
(731) sinal(b) = sinal(am,i1)-
Demonstracao. Se b =0 entdo S= (am,b) + S~ (b, mi1) = S™ (G, Q1)
Se S™ (am, am+1) = 1 e sinal(a,,) = sinal(b) ou sinal(am+1) = sinal(b) entao
S (am, ) + S (b ) = 1.

Finalmente, se S~ (am, ami1) = 0, temos S~ (am,b) + S~ (b, ams1) = 0 quando
sinal(ay,) = sinal(ay,+1) = sinal(b).

P 4. S (ap, ap+ a1, a1 +ag, -+, @1 + ap, an) < S” (ag, ar, -+, ay).
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Demonstragao. Pela propriedade P3| a sequéncia

ap, ap + ay, ay, a; + ag, Az, * -+, Ap-1, Ap-1 + An, Gy (2.1)
possui o mesmo numero de mudancas de sinal que a sequéncia ag,aq, - ,a,, pois
sinal(ax—1 + ay) = sinal(ag_1) ou sinal(a_1 + ax) = sinal(ax) ou ax_1 + ap = 0,
k =1,2,--- ,n. Dai, eliminando os termos aj,az, - ,a,_1 em (2.1) e usando a pro-
priedade P2] segue o reultado desejado.

O
P 5. Se po,p1, -+ ,pn SGo mnidmeros reais positivos, entao as duas sequéncias
aogPo, G1P1,* - ,pPp € Gg, a1, -+ , 0, possuem o mesmo nuimero de mudancas de sinal,
15t0 €,
S™ (aopo, a1p1, -+ 5 anpp) = S~ (ag, a1, -+, an) ,
para p; >0,1=0,1,--- ,n.
Demonstragao. De fato, basta notar que sinal(ay) = sinal(agpg), k=0,1,---  n.
O
P 6. S™ (ag, ap + a1, ag+ay+ay, -+, ap+ a1+ - +a,) < S (ag, a1, -+, an).
Demonstracgao. Segue das propriedades P2 e P3| que as sequéncias
Qg , a0+ala asz , as , T, ap
aop , ap + ap , ap +ai +az, as, Ty n,
agp , a0+a1, CLO+CL1+CL2, a0+a1+a2+a3, ety Qp,
ao, ao + ap , ao + ay + az , ap +a; +az+as, HR o+ -+ ap
possuem, no maximo, S~ (ag, ai, - -+ , a,) mudangas de sinal.
O
P 7' S_(Cll—a(], Az — Ay, -, an_anfl) ZS_(G‘(M ap, -+, CLn>— 1.
Demonstracao. Sejam j; +1,72+1,---,75,+1, 0 <71 <jo <--- <j, <n—1, indices
sucessivos de mudangas de sinal da sequéncia {ag, a1, - ,a,}. Entdo, pelo Lema (ver
se¢ao seguinte), cada uma das p — 1 subsequéncias

Aj1+1 — Gjy Aji1+2 — Q5141 T Ajo+1 — gy

Ajat+1 = Qo Qjot+2 = Aja+1 T sl T Ay

Ajp 141 = Ay Ay g +2 = Qg q41 770 Q41 — Gy,
contém pelo menos uma mudanca de sinal, onde segue o resultado.

O

P 8. S (ag, a1 —ag, ag —ay, -+, Gy — ap_1, —Gyn) > S~ (ag, a1, -+, ap) + 1.
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Demonstracao. Usando a mesma notacio da demonstragio da Propriedade P[7], temos
que
sinal(ag) = sinal(a;,) # sinal(aj,+1) = sinal(a;,+1 — a;,)

sinal(a,) = sinal(a;,11) = sinal(—a,) # sinal(a; 1) = sinal(a;, 1 — a;,)

de onde segue o resultado.

O
P 9. 5™ (aag, aay — ag, aas — ay, -+, Q@y — Gp_1, —ay) > S~ (ag, ag, -+, ).
Demonstracao. Seja « > 0. Das Propriedades P e PS| temos
S~ (ag, aa; — ag, alaay — ay), -+, " Haa, — ap_1), —a"a,)
> S~ (ag, aay, -+, a™a,) + 1
(2.2)
=S5 (ag, ay, --+, a,) +1
>Si(a0a Ay, =, an) .
Novamente de Pp|, concluimos que
S~ (ag, aay — ag, alaay —ay), -+, " Haa, — an_1), —a"a,)
(2.3)
= 5" (aag, aa; — ag, aas — ay, -+, Ay — A1, —Ayp) -
Combinando (2.2)) e (2.3)), obtemos a desigualdade desejada.
O

2.2 Mudancas de Sinal de Polinémios

Nesta secao definimos logo abaixo o que seria a quantidade de mudancas de sinal de
polinémios e propriedades imediatas.

Definicao 2.2. Um Polinémio de grau n com coeficientes reais € toda expressao da forma
p(z) = ap+ a1z + -+ aza”
com ag, @y, -+ ,a, NUMETros reais.

Como o trabalho trata apenas de resultados sobre polindmios com coeficientes reais
reais (polinomios reais) e de grau finito, por conveniéncia a palavra polinémio ja significara
polindémio real, a menos que haja necessidade de explicitar o contrario.

Definicao 2.3. Definimos o numero de mudancgas de sinal do polindomio
p(z) = ap+ a1z + - + aza”

como sendo o numero de mudancas fracas de sinal da sequéncia ag, - , Q.
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Notagao. S~ (p(x); (0,+00)) := S~ (ag + - - - + apz™; (0,400)) = S~ (ag, a1, , an).

Conforme essa definicdo, ao escrevermos a sequéncia ordenada temos um modo de
voltar ao polindmio se necessario, o qual é tnico quando fixada a ordem desejada e nao
descartados os termos nulos. Por exemplo, a sequéncia {1,2,0,—5} estd univocamente
associada ao polindémio 1+2x—>523, dado que a escolha da ordem foi a mesma da definicao.

Note que, para fins de contagem, é necessario descartar os termos 0 ou adotar ao
0 um sinal igual ao do termo posterior ou anterior como em Pl Isso altera a volta
ao polindmio original, entao é sabio guardar a entrada do polinémio original quando
implementar computacionalmente as mudangas de sinal de polinomios.

2.2.1 Propriedades

P 10. Seja o > 0. Entdo os polinomios p(x) e p(ax) possuem o mesmo nimero de
mudanc¢as de sinal. Em outras palavras

P 11. Se M* e M~ denotam o nimero de mudancas de sinal dos polinomios p(z) e
p(—x), respectivamente, entao M+ + M~ < n. Em outras palavras

ST (a07 Ay, =, an) +Si (a07 —Q1, <_1)nan) S n.
Demonstragao. Note que S~ (ag, a1, -+, a,) <n, e
S~ (ag, ar, -+, ap) =S (ag,a1) + S~ (ar,a2) + -+ S~ (ap_1,a,) <m.

Entdo, se S~ (a;,a;+1) = 1 teremos S~ ((—1)’a;, (—1)’**a;41) = 0. Portanto
S~ (ag, a1, -+, an) + S” (ag, —ay, -+, (=1)"a,) =
= 5" (ag,a1) + S~ (ag, —a1) + -+ 5 (an-1,a,) + S~ ((-=1)"'ayp_1,(=1)"a,) < n.
O
P 12. Seja a > 0. Passando do polinémio
ap + a1z + asx® + - + a,z”
ao polindmio
(o —2)(ap + a1z + - + apa™) = aag + (aa; — ag)r + (aay — a)a* + - — a,x
o numero de mudancas de sinal aumenta por um niumero impar, ou seja,
S™ (aag, ca; — ag, @az —ay, +-+, —a,) — S~ (ag, a1, --+, a,) =1>0,
onde I € um numero inteiro positivo.
Demonstragao. De P e temos
S™ (aag, aa; — ag, caz —ay, -+, —a,) — S~ (ag, a1, --+, a,) =1>0,

resta mostrar que [ é impar. O
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2.3 Zeros e Mudancas de Sinal de Funcoes

Apresentamos alguns resultados sobre o ntimero de zeros de fungoes reais, importantes
para demonstrarmos, mais adiante, a Regra de Sinais de Descartes.

Teorema 2.1. Se f(z) é uma fungdo analitica em [a,b] com f(a) e f(b) nao nulos.
Entao o intervalo (a,b) contém um ndmero par ou nenhum de zeros de f(z) se f(a) e
f(b) possuem mesmo sinal. Por outro lado, o intervalo (a,b) contém um nimero impar
de zeros de f(x) se f(a) e f(b) possuem sinais opostos.

Demonstragao. Suponhamos que exista ¢ € (a,b) tal que f(¢) = 0. Temos dois casos a
considerar:

(7) Se f ndo muda de sinal em f({) entdo ¢ é um zero de multiplicidade par. De fato,
suponha que ( seja um zero de multiplicidade p, isto é,

FO=F(Q)=-=fPDC)=0e fP)#£0.

Dai, para todo h suficientemente pequeno tal que f nao muda de sinal entre ¢ + h
e ( — h, temos

), fPTICH0ih)
f(C+h)= o hP + TE] hPt

SO g {20

onde 01,05 € (0,1). Logo, para h suficientemente pequeno, o residuo nao influencia
o sinal do lado direito das igualdades. Portanto,

sinal (f(C+h)) =  sinal <wh7’>

p!
I

sinal (f(C —h)) = sinal (ﬂ!@)(_h)p) :

p
de onde concluimos que p é par.
(i7) Se f muda de sinal em f(¢) entdo ¢ é um zero de multiplicidade impar. A demons-

tracao é analoga, bastanto notar que para h suficientemente pequeno

sinal (f(C+h)) = sinal (%h”)
L
sinal (f(¢ —h)) = sinal (%(—h)ﬂ :

Portanto, de (7) e (iz), concluimos a demonstracao.
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Lema 2.1. Sejam a; e ay diferentes de zero. Entao, a sequéncia
g, Aj41, Ak

tem um nimero par ou zero (impar) de mudangas de sinal se a; e aj tém o mesmo sinal
(sinais opostos).

Demonstracao. Seja a sequéncia (a;j, aji1,-- -, a) com sinal(a;) # sinal(ay), aj, ap 7
0. Mostremos usando o principio da inducao finita que S~ (a;, @41, -+ ,a;) é um nimero
impar.

Para k = j+1 o resultado é obvio. Suponho valida a hipétese até k =n—1> j+1,n €
N, quando tivermos sinal(a;) # sinal(a,_1), ou seja, supomos que S~ (a;j, @ji1,- - ,Ap_1)
é um namero impar quando sinal(a;) # sinal(a,_1).

Quando k = n, seja sinal(a;) # sinal(a,) e a sequéncia (a;, aji1,- - ,a,). Temos

S_((lj, Qjq1," " ,an) = S_(aj, Qjq1," " ,an_l) + S_(Cln_l, CLn> . (24)

Daqui, temos trés possibilidades:
(i) sinal(aj) # sinal(a,—1) # 0,
(11) sinal(a,—1) =0,
(i13) sinal(a;) = sinal(a,—1) # 0.

(i) atende a hipétese de inducado, logo S~ (a;,aj41,- -+ ,a,—1) € um nimero impar.
Como temos sinal(a;) # sinal(a,—1) # 0, também temos sinal(a,—1) = sinal(a,) e dai
S~ (an_1,a,) = 0, que substituindo na equagao (2.4), temos que o resultado segue.

Em (i7), por PBlsegue que S~ (a;, aji1, -, Gn2,ay) = S~ (aj,aj41, - ,ay), € asequén-
cia (a;, aiyq, -+ ,an_9, ay) se encaixa na hipodtese de inducao pela quantidade de elementos.
7y YWi+1 ) 9
Por isso, S7(aj, a1, -+, a,) € um nimero fmpar.

A possibilidade (iii) se divide em outras duas:

(i1s — 1) S™(a;,aj41, - ,an—1) =0,
(”Z - 2) ST (ajv Aj1,7 " 7an—1) 7é 0.

Se (i4i—1) acontece, substituindo em (2.4) temos S~ (a;, aj1,- -+ ,an) = S (an-1,a,) =
1 pois sinal(a,—1) = smal(al) # sinal(a,). Como 1 é impar, por indugao o resultado

segue.
Por dltimo, suponha que entre a, ;1 ea,;,j<n—[l—1<n—-—1<mn-—1, ocorra

a ultima mudanca de sinal na sequéncia (a;,aji1,--- ,an—1), ou seja, sinal(an—j—1) #
sinal(a,—;) = sinal(ay—_1+1) = -+ - = sinal(a,—1). Deste modo
Si(ajaaj#la C L lpoy) = Si(ajuajJrla e p—1, ) =
S™(aj, a1, ang-1) + 5 (An_1-1, Gny) - (2.5)
Sabemos que sinal(a,—;—1) # sinal(a,—1) = sinal(a;). Pela hipotese, S~ (a;, a;41,
,an_j—1) ¢ impar. Substituindo este fato em (2.3) temos S~ (a;,aj41,- -+ ,ap_1) par
(impar + 1). Como sinal(a,) # sinal(a,—1), temos S~ (an—1,a,) = 1.
Substituindo estes fatos em (2.4) segue que S~ (a;, aji1,- - ,a,) ¢ impar, completando

a prova por inducao.
A demonstracdo do caso sinal(a;) = sinal(ay) ¢ andloga.
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Lema 2.2. Sejam j + 1 e k + 1 indices sucessivos de mudancas de sinal da sequéncia
{ap, a1, -+ ,a,}. Entdo, a sequéncia das diferencas

Aj+1 — Qj, Q42 — Gjp1, 00 5 A — A1, Q41 — A
tem um numero impar de mudancas de sinal, assim, pelo menos uma mudanca de sinal.

Demonstracao. Como j+ 1 e k+ 1 sao indices sucessivos de mudancas de sinal, temos
sinal(ajy1) = sinal(aj1 —a;j) e sinal(apsr) = sinal(ags1 — a) -
De sinal(aji1) = —sinal(ag+1) # 0, obtemos
sinal(a;41 — aj) # sinal(ag4 — ag) -

Logo, aj41 — aj e agp1 — ai possuem sinais opostos e portanto, pelo Lema a
sequéncia
Ajt+1 — A5, Q42 = Qjq1, 0 5 A — -1, Qg1 — Ak
tem um nimero impar de mudancas de sinal.
O

Teorema 2.2 (Teorema de Rolle). Sejam a e b zeros consecutivos da fungao f(x) analitica
em (a,b), isto €, f(a) = f(b) =0 e f(x) # 0 para a < x < b. Entao a derivada f'(x)
possui um nidmero impar de zeros no intervalo (a,b) (em particular, pelo menos um zero).

Demonstracao. Do classico Teorema do Valor Médio (TVM), para uma funcao diferen-
ciavel em (a, b) existe um namero r € (a,b) tal que

oy = 10O =10

Como f(a) = f(b) =0, temos que r é um zero de f'(x).

Mostremos entao que f'(z) possui uma quantidade impar de zeros em (a,b).

Sejam 01, g, - -+, 0) 0s zeros da derivada f'(x) que se encontram entre a e b, ou seja,
a<51§52§~'§5k<b.

Como f nao se anula em (a,b), suponho sem perda de generalidade que para todo
x € (a,b) temos f(z) < f(a) = f(b).

Pelo TVM, aplicando a fun¢ao sinal e usando o fato que f(d;) < f(a), temos

)=ty .

61-@

sinal(f'(r))) = sinal (

Do mesmo modo,

sinal(f'(re)) = sinal (W) =+1.

Entao, o Lema [2.1 garante que entre r1 e ro existe uma quantidade impar de mudangas de
sinal na fungdo continua f’(z). Contando que um zero de multiplicidade par ndo forma
uma mudanca de sinal e que um zeros com multiplicidade impar é contado apenas 1 vez
como mudanca de sinal da funcao, somamos um nimero par & quantidade de mudancas
de sinal e teremos a quantidade de zeros entre r; e ro. Portanto, como a < r; < 0; e
0k < re < b, temos que a func¢do f'(x) possui uma quantidade impar de zeros em (a, b).
O
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Teorema 2.3. Seja f(x) uma fungdo continuamente diferencidvel com N zeros distintos
no intervalo a,b]. Entdo a derivada f'(x) possui pelo menos N — 1 zeros neste intervalo.
O intervalo pode ser aberto, semi-aberto ou degenerado (a = b).

Demonstracao. Sem perda de generalidade, suponha que f(x) ndo possua zeros mil-
tiplos em [a,b] e sejam a < (; < (o < -+ < (n < b seus zeros. Como ¢ e (i1,
1 <i < N —1, sao dois zeros consecutivos de f(z), entdo f(x) ndo muda de sinal em
(Giy Giv1). Logo, pelo Teorema de Rolle, a derivada f’(z) possui pelo menos um zero em
(Ciy Giv1). Considerando cada um dos N — 1 intervalos ({1, (), ((2,(3), 5 (Cv_1,CN),
concluimos que existe pelo menos N — 1 zeros de f'(z) em [a, b].

O

Teorema 2.4. Seja f(z) uma fun¢do continuamente diferencidvel que possui N zeros em
um intervalo (a,b). Se uma das duas condi¢oes

(i) sinal(f(a)) = sinal(f'(a)) #0

ou

(17) sinal(f(b)) = —sinal(f'(b)) #0

for satisfeita, entao f'(x) possui pelo menos N zeros neste intervalo. Se ambas as condi-
¢oes forem satisfeitas, entao f'(x) possui pelo menos N + 1 zeros em (a,b).

Demonstracao. Sejam (; e (y 0 menor e o maior zero de f(z) em (a,b). Assim, pelo
Teorema a derivada f’(x) possui pelo menos N — 1 zeros em ((1,(y). Agora, supo-
nhamos que a condigao (7) é satisfeita. Seja ¢ > 0 suficientemente pequeno. Entao existe
0 <n <etal que

—f(G—e)=f(GQ) = f(G—¢e)=ef (G —mn)
e isto implica que

sinal (f'(a)) = sinal (f(a)) = sinal (f(¢ —€)) = —sinal (f(¢1 — 7))

e portanto, f’(x) possui pelo menos mais um zero entre a e ¢; — 1. Logo, f’(x) possui
pelo menos N zeros em (a,b). Se a condigao (i) for satisfeita, usando o mesmo raciocinio
anterior, f’(z) terA um zero em ((y + 7,b), para algum v > 0. Entdo, se ambas as
condigoes sao satsfeitas, f/'(z) tera pelo menos N + 1 zeros em (a, b).

O

2.4 Regra de Sinais de Descartes Classica

Teorema 2.5 (Regra de Sinais de Descartes). Seja Z o nimero de zeros reais positivos
do polindomio
p(z) = ap+ a1z + -+ a,az”

e M o nimero de mudancas de sinal da sequéncia de seus coeficientes. FEntao M — Z ¢é
wm numero par nao-negativo. Em outras palavras,

Si(a07a17”'7an>_Z:q>O7

onde q € um niumero par nao-neqativo.
Sendo Z_ o niumero de zeros reais negativos de p(x), temos também

S_ (Cl(), —Qa1, A2, ***, —Qp—1, an) _Z— = q/ > 07

onde ¢’ é um nimero par nao-negativo.
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Demonstragao. Sejam (i, (s, -,z 0s zeros positivos de p(x). Entao

p(x) = q(@)(G —2) (G —2) -+ (Cz —x),

onde ¢(x) é um polindémio de grau n — Z com coeficientes reais. Desde que o ntimero de
mudancas de sinal de ¢(x) é maior ou igual a zero, pela propriedade o nimero de
mudancas de sinal de ¢(x)(¢; —x) é maior ou igual a um, o de ¢(x)(¢; —x)({a—z) é maior ou
igual a dois,- - -, 0 nimero de mudancas de sinal de q(z)((; —x)({— ) -+ ((z —2) = p(x)
¢ maior ou igual a Z, isto é,

Si(CLOaal;“‘;an)_ZZO-

Mostremos agora que esta diferenca ¢ um ntimero par. Sejam a; o primeiro e a; o ltimo
coeficiente nao-nulo de p(z), j <k, e

0<E<G <GS~ <(z<n<o00.

Dai,
sinal (p(§)) = sinal (a;) #0 e sinal (p(n)) = sinal (a) # 0.
Pelo Teorema Z & par (impar) se p(§) e p(n) possuem mesmo sinal (sinais opostos) e

pelo Lema, , S~ (ao, a1, -+, ay) € par (impar) se a; e aj, possuem mesmo sinal (sinais
opostos). Como a diferenga entre pares é par e a diferenca entre impares também é par,
entao S~ (ag, ay, -+, a,) — Z é um nlmero par.

Para a afirmacao do caso negativo, fazendo p(—z), temos a reflexdo do polindémio
quanto ao eixo das abscissas. Avaliando os zeros positivos de p(—z) estamos avaliando os
zeros negativos de p(z) e dai segue o resultado.

O

O teorema acima estd reformulado para evitar ambiguidades, o que nao é o caso
da afirmacao original, a qual carece de uma constru¢do minuciosa como a deste texto.
Contudo, as palavras de Descartes sdo coerentes com todo o interior seu texto [1] e,
quem sabe, sao mais amplas dada outra construcao e ha uma versao mais geral que fora
imaginada por ele.

Smorynski da o crédito desta reformulagao (Teorema a (Gauss. A primeira no
entanto se deve a Newton [2| e a primeira prova a De Gua . H4 especulacoes historicas
em , onde diz que Newton nao demonstrou o resultado por julgar 6bvio.

Introduzimos entao um simples exemplo:

Exemplo 2.1. p(z) = 52° — T2* + 2% — 1 tem no mdzimo 3 zeros reais positivos e no
maximo 2 zeros reais neqativos

Prova. Temos para p(x)

$7(5,0,0,0,0, —=7,0,2,0, —1) =5 (5, -7, 2, —1) = 3

S7(=5,0,0,0,0,—7,0,2,0, —1) = S (=5, =7, 2, —1) = 2

para p(—zx).
Pela RSD podemos ter 3 ou 1 raizes reais positivas e 2 ou 0 raizes reais negativas.
De fato, calculando os zeros, temos uma raiz real positiva proximo a x = 1.03731
e raizes complexas proximas a x = —0.808052 4 0.6498767, x = —0522004 £ 0.342177«,
x = 0.310465 = 1.074367 e = = 0.500936 £ 0.342179.

e}

Como restricao da RSD a um subconjunto do espaco vetorial dos polinémios, segue a
seguinte consequéncia:
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Corolario 2.1. Seja p,(x) = ag + a1z + - -+ + a,x" um polindmio de coeficientes reais
com raizes reais. Entdo S~ (ag, a1, -+, a,) — Z =0,

Demonstracao. A exemplo de [12], seja p,(x) = ag+a1x+- -+ a,z™ um polinémio com
n raizes reais, contando com suas multiplicidades e mostremos por inducao que S™—Z2 < 0
(S_’I: S~ (CL(), ag, -, CLn))

E obvioquesen=0, S~ —Z=0<0.

Suponhamos entao que o resultado valha para polindmios de grau até n — 1.

Temos por consequéncia do Teorema de Rolle, que p/(x) = a(()l) + agl)x + -+ aﬁ}_l
tem n — 1 zeros reais, situados cada um destes entre dois zeros consecutivos de p(x)
(considerando com suas multiplicidades). Da hipotese de inducao,

Sy =87 (af? + ol +al)) < Zoy = ZW(@): (0, 400) . (26)

Dos n — 1 zeros de p/(x), n — Z — 1 estdo entre as n — Z raizes ndo positivas de p(z)
e dai, no maximo Z raizes de p'(x) sao positivas, ou seja, Zy) < Z.
Entao, da hipotese de inducao, obtemos

ST —1 SS(_U SZ(l) < Z. (27)

A igualdade S~ — 1 = Z nao ocorre pois, pela RSD, S~ difere de Z por um niimero
par.
Logo, dado que S~ e Z sao niimeros inteiros,

ST-1-Z<0=5 -2Z<0, (2.8)

e portanto a hipotese de inducao ¢é valida.
Desde que a RSD afirma que S~ — Z > 0 para todo polinémio de coeficientes reais,

de 2.8 segue o resultado. a

O Coroléario nos diz que na presenca de polindmios com todas as raizes reais, a
Regra de Sinais de Descartes resulta que o namero S~ (p(x); (0,+00)) é igual ao nu-
mero de raizes positivas (e S~ (p(—=x); (0, +00)) para as raizes negativas), e ai reside um
grande potencial dessa regra. No capitulo seguinte nos voltamos a estudar uma classe de
polinémios que tem, dentre outras boas propriedades, todos os zeros reais.






CAPITULO

3

Polinémios Ortogonais

Este capitulo trata da sequéncia de polindmios que ao atender certas condicoes recebe
o nome de sequéncia de polindmios ortogonais e seus elementos, o nome de polinémios
ortogonais. FKles tem, dentre outras boas propriedades, zeros reais, e disto o interesse
inicial em estudé-los (satisfazem o Corolario 2.1). Também hé a conexao dos polinomios
ortogonais e sua subclasse mais famosa, os polindmios ortogonais classicos, com os teo-
remas principais desta dissertacao. Isto reforca a importancia de incluir este capitulo ao
texto, que por si serd apenas uma breve apresentacao voltada a atender os teoremas que
irdo se seguir. Por fim, deixo ao leitor interessado em uma introdugao mais abrangente

as referéncias e [14].

Iniciamos entao com as definicoes.

3.1 Definicoes

Definigao 3.1. Sejam (a,b) um intervalo real, -o0 < a < b < 00, e ¢(x) uma fungao real
limitada, nao decrescente e com infinitos pontos de aumento em (a,b). Se os momentos
definidos por:

b
i [ 'dota) (3.1)

existem para v = 0,1,2,--+ | entdo ¢(x) € chamada distribuicio (medida positiva) em
(a,b). Se dp(zx) = w(x)dz, entdo a fungao nao identicamente nula w(z) recebe o nome de
fungdo peso. Tal funcdo é nao-negativa, integrdvel em (a,b) e w(x) > 0 num subconjunto
de (a,b) suficientemente grande de modo que

b
/ w(x)dz > 0,

isto €, w(x) > 0 num conjunto de medida de Lebesgue Positiva. No caso de (a,b) ilimitado,
naos impomos o requisito adicional de que os momentos sejam todos finitos.

Sob essas condicoes, os momentos u, podem ser escritos na forma de integrais de
Riemann

b
,urz/ w(x)dr, (r=0,1,---)

e g > 0.

15
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Partindo para uma abordagem objetiva, por concordancia com o texto, que explora
apenas o espago vetorial dos polindémios, pode ser mostrado para uma funcao peso w que
a expressao

b
<R@W:/P@wmmwm

define um produto interno para o espaco dos polinémios com coeficientes reais. A notagao
explicitando a funcao peso w serd usada quando necessério ressaltar sua ligacao ao produto
interno.

Um panorama diferente ao deste texto analisa para qualquer funcao integravel f, o
seguinte funcional linear:

b
aﬂ:/fwmmm

onde L[z"] = p,. Isto pode ser encontrado, dentre outros textos, no livro de Chihara [13]
e é explorado o chamado “funcional de momentos” L em formas mais generalizadas que
aqui. Neste modo, usando uma sequéncia de nimeros quaisquer, a chamamos sequéncia
de momentos, podemos construir um funcional de momentos adequado & definicao.

Definigao 3.2 (Sequéncia de Polinémios Ortogonais). Dizemos que a sequéncia de poliné-
mios {P,(x)},~, € uma sequéncia de polindmios ortogonais (SPO) com relag¢ao a fungao
peso w(x) no intervalo (a,b) se

(1) P.(z) € de grau exatamente n, n > 0.

0, se n#m,
Pn, S€ N =m.

<m<&¢mwzlﬁm@amwwwx:{

Note que, neste caso, p, > 0, pois P?(zx)w(x) >0 em (a,b).

Utilizando a notagao d;; para “delta de Kronecker”, isto é,

5ij:{ 07 se 27&]7

1, se 1=7,

podemos escrever o item (ii) acima como

b

(P, Pn), = / P, () Py (z)w(x)dx = dpmpn - (3.2)
Defini¢ao 3.3 (Sequéncia de Polinémios Ortonormais). Dizemos que uma SPO é uma
sequéncia de polinomios ortonormais (SPO*), denotada por {P;(x)};—,, se pr = 1.
Notagao: Denotaremos os polindomios ortogonais de grau n, P,(x) por

n

Po(%) = appnt™ + 12" 1T+ G = Z Ui’y A 7 0. (3.3)
i=0

Usando esta notacao e propriedades advindas do produto interno e integrais de Rie-
man, podemos escrever (3.2) como

(Py,Pn), = / P, (z) P, (z)w(x)dr = Opmpn - (3.4)
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Deste modo, nossa definicao de Polindémios Ortogonais estad adequada a definicao de
ortogonalidade para espacos vetoriais com produto interno.

Uma das maneiras de se construir os polinomios ortogonais Py(x), Py(z),- -, Pu(x),
com relagdo ao produto interno (f, g) = fab f(z)g(x)w(z)dz, onde f,g sdo integraveis em
(a,b) é através do Processo de Ortogonalizag¢do de Gram-Schmidt.

Para isso, podemos tomar a base b(z) = 2%, k > 1 e calcular Py(z) da seguinte forma:
Primeiro, faca

Para k > 1, faca

Py(z) = oF + apolo(x) + ag1 Pi(z) + ... + agr—1Pr1(x), (3.5)

<‘Tk’ R>w
<Pi7 Pl)w 7
Podemos tomar outras bases {bx(z)} desde que cada polinémio bg(z), k =0,1,2,---,
seja de grau exatamente k.
Definidas as bases necessarias, partimos para avaliar algumas das propriedades dessas
familias de polinémios.

onde ay,; = — 1=0,1,--- &k —1.

3.2 Propriedades basicas

Teorema 3.1. Se Py(x), Pi(z),---, Pn(x) sdo polindmios ortogonais de wma mesma
SPO, entao eles sao linearmente independentes.

Demonstracao. Sejam c;, 7 =0,1,---,m, constantes reais tais que

m

Z ¢;Pi(x) = 0.

J=0

Logo, para cada polinémio Py(x), 0 < k < m, obtemos

<chPj,Pk> = (0, P)w =0,
=0 w

ou seja,
> (P, Py =0. (3.6)
=0

Por definicao, (P}, Py)w = 0 para j # k e (P, Py)w > 0. Logo, por (3.6),

0= ch<Pj7 Piw = ci(Pr, Pr)w -
5=0
Portanto, ¢, =0, k=0,--- ,m.
O
Corolario 3.1. Py(x), k = 0,1,2,---  m, formam uma base para o espago vetorial dos

polindmios de grau menor ou igual a m, denotado por P,,.

Teorema 3.2. Sejam {P,(x)}32, uma sequéncia de polinomios e w(x) uma fungdo peso
no intervalo (a,b). Entdo, as sequintes afirmagdes sao equivalentes:
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(a) {P,(x)}>2, € uma sequéncia de polindmios ortogonais com rela¢io a fun¢ao peso w(x)
m (a,b), ou seja, (Ppn, Ppy)w = Omnpn, onde p, # 0.

(b) <PnaQ>w - 07 v Q(l’> € ]P)n—lu n > 1.

0, se 0 <m<n—1,

(¢) (x™ Py = / b:cmPn<x>w<x)d:v = { Pn A0, sem=n.

Demonstracao. (a) = (b) : Seja ¢(z) um polinomio de grau até n — 1. Da defini¢do
de uma SPO, temos

b
(P, P = / Bo(z) P (2)w(x)de = { 2; £0, 22 Z i ﬂmﬂbf

Como {P,(x)}:>, ¢ uma sequéncia de polindmios ortogonais, pelo Corolario [3.1] os po-
linbmios Py, Py, --- , P,_1 formam uma base para P,_1.

Se ¢(x) € P,,_1 podemos escrever g(x Z ay Py.(x). Como, peloitem (a), (P, Py)w =

0 para k # n, entao

n—1
<Pn7q < n7ZOékPk > :Zak<Pn,Pk>w:0

k=0

Agora, para ¢(x) € P, de grau exatamente n, podemos escrever q(z Z apPr(z

onde a,, # 0. Pelo item (a), (P, Pr)w = 0, k # n. Assim,
<Pn7q - < Tbazakpk> :Zak<Pn7Pk>w:an<PnaPn>w:anpn7£0-
w k=0

(b) = (¢) : Por hipétese (P,,q), = 0, Vq(z) de grau < n — 1, o que implica em
(P, ™)y = 0sem <n.
Se m = n, temos ¢q(z) = ™ € P,,. Logo,

x”:Zaij(a:), a, #0 e o;=0,i#n.
=0

Como (P,, Pj), =0, j <n,

(b)

<Pn>xn>w = aj<Pn7Pj>w = an<Pn7Pn>w 7&0
7=0
c) = (a) : onsideremos m < n (m > n é analogo) e amkx A
Consid 1 P( 0.
Entao, como m < n,
<Pm7 Pn>w = Zam,k<xkapn>w (:C) 0.
k=0

(77) Se m = n, entdo

Pn7 P Zank l’ P (—) an,n<xnvpn>w = an,nﬁn 7é 0.
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Corolario 3.2. Duas sequéncias de polindmios ortogonais no intervalo (a,b) com relagdo
@ funcao peso w(x), {Qn(x)}, e {P.(x)}2,, diferem apenas por uma sequéncia de
constantes, de modo que

Q]<x>zcjp7<x)7 j20717'”7
onde c; € uma constante que depende apenas de j.

Demonstracao. Secja Q;(x) € {Qn(z)}72,. Como Py(x), Pi(x), -+, P;(z) formam uma
base para o espago vetorial dos polinomios de grau até j, podemos escrever ();(z) da
seguinte forma:

J

Qi(x) = 3 eiPi(a).

i=0
onde ¢; # 0 pois assim como P, Q); tem grau j. Mas, (;,q), = 0, para todo polinoémio
q(z) de grau até j — 1. Logo,

(Qj, Po)w = (Qj, Pr)w =+ = (Q), Pj—1)w = 0.

Portanto, para k =0,--- ,5 — 1,

<.

pois (P;, Py.),, = 0 para i # k.
Como (P, Py)y > 0, entdo ¢, =0, k=0,---,7 — 1. Portanto,

Qj(x) = ¢;Pj(z).

3.3 Funcional de Momentos e Existéncia de uma SPO

Para assegurar a existéncia de SPQO’s reais definidas por um produto interno com
funcao peso w associadas aos teoremas principais deste texto, sao necessérios os resultados
contidos nesta secao. Estes, que sao construidos de maneira minuciosa no livro de Chihara
|13] entre as paginas 11 e 75, estao apenas definidos, enunciados e esparsamente retirados
o que for conveniente para fins de objetividade e coesao da dissertacao.

3.3.1 Definicoes

Definicao 3.4. Se para L, um funcional linear definido no espago vetorial de todos os
polindmios complexos de uma varidvel real a valores complexos, tivermos L[x"] := p, para
a sequéncia numérica {p,}, entdo chamamos a sequéncia {j,} de sequéncia de momentos
de L e L de funcional de momentos.

E imediato da definicao que, dadas constantes ¢;’s no corpo e x real,

n n
§ k E
CrX = Cr g -
k=0 k=0

Definicao 3.5. Uma sequéncia de polinémios {P,} € dita uma SPO para L quando

L

L[P,(x)Py(x)] =0, m# n; myn=20,1,2, - (3.7)
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A fim de discutirmos resultados de existéncia para SPQO’s, introduzimos os determi-
nantes, chamados de “determinantes de Hankel”

/JLO Ml e Mn
n H1 M2 fpg
H, = det (Mi—&-j)i,j:o = . . . ) ) (3.8)
Hn  HUn+1 " Hon

formado pelos momentos .

3.3.2 Existéncia

Aqui vamos enunciar resultados que asseguram a existéncia de uma SPO para um
funcional de momentos L.

Teorema 3.3. Seja £ um funcional de momentos com sequéncia de momentos {p,}.
Uma condi¢ao necessdria e suficiente para existéncia de uma SPO para L €

Hn#()? 77,:0,1,2,"'

Dado o resultado acima, todas as propriedades que nao exigem que a SPO seja com-
posta de polinémios reais valem se H,, # 0 para todo n > 0.

Definigao 3.6. Um funcional de momentos L é dito positivo-definido se L[m(x)] > 0 para
todo polinémio m(x) nao identicamente nulo e ndo negativo para cada x real.

O resultado a seguir serd importante para assegurar que L seja positivo-definido dados
os determinantes H,, e os coeficientes dominantes dos polinomios da SPO normalizados.

Teorema 3.4. Seja {P,(x)} uma SPO para L. Entdo para qualquer polinémio m,(z) de

grau n,
an,n Kn Hn

)
Hn—l

onde K, denota o coeficiente lider de m,(z) € a,, denota o coeficiente lider de P,(x).

Lm,(x) Py(x)] = K, L[x"P,(x)] = Hq,=1, (3.9)

Se L é positivo-definido, segue imediatamente
po = L[2**] > 0.

Também, de
2n m
0<£[(:c+1)2”] :Z( I >M2nk7
k=0
segue por inducao que figrsq € real.

Se L é definido-positivo, o processo de Gram-Schmidt garante que ha uma SPO para
L. Dai,

Teorema 3.5. Seja L positivo-definido. Entao L tem momentos reais e existe uma SPO
de polindmios reais associada a L.

Relacionando o funcional de momentos com a matriz simétrica composta de seus mo-
mentos (3.8)), temos o seguinte:
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Teorema 3.6. L ¢ positivo-definido se, e somente se, todos 0s seus momentos sGo reais
eH, >0 (n>0).

Demonstragdo. Seja ju, real, H, >0 (n > 0). De acordo com o Teorema 3.3, {P,(z)},
uma SPO para L existe. Podemos assumir sem perda perda de generalidade que P,(z) é
monica.

Pelo Teorema no6s temos

LIPX(x)] =Hnpy >0

Referindo ao sistema H,A, = K,,, onde A,, & o vetor formado pelos coeficientes de P,(x)
e K, é o vetor formado por 0 e ltimo elemento p do Teorema 3.2 vemos que P,(z) é real.
Assim, se p(z) é um polindmio real de grau m, entao

p(r) =Y arPi(x),

onde todos os ay sao reais e a, # 0. Logo

§,k=0 k=0

Assim segue do Lema que L é positivo-definido.

Reciprocamente, suponha L positivo-definido, pelo Teorema |3.5| seus momentos sao
reais e uma SPO para £ existe. Novamente supondo por simplicidade que {P,(z)} é
monica, temos como antes

0 < LIP(x)] =Hnppy o n=0.
O

Corolario 3.3. Seja {P,(z)} uma SPO para L. Se P,(x) € real e L|P?(x)] > 0, entdo L

¢ positivo-definido.

3.3.3 A Relacao Entre £ Ser Positivo-Definido e o Produto In-
terno Com Funcao Peso w

Iniciamos com a seguinte observagao dos tltimos resultados obtidos na subsecao an-
terior:

Observacao. Se L ¢ positivo-definido e definirmos

(p,q) = L [p(z)q(7)] (3.10)

para todos os polindmios reais p(x) e q(x), entdao € facil verificar que (3.10) define um
produto interno no espaco vetorial de todos os polindmios em uma varidvel real com coe-
ficientes reais. Em particular, se {P,(z)} € uma SPO para L entdo

(P, P) = L[Py(z)Py(x)] =0, m#n.

Falta encontrarmos agora os resultados que garantem que se {u,} real entdo existem
associados uma integral de Rieman-Stieltjes e uma distribuicao nao-decrescente com infi-
nitos pontos de aumento. Deste modo, existe uma funcao como na Definicao |3.1, e isso
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remete a resultados omitidos de teoria das distribui¢goes. Em suma, temos que garantir
que exista ¢(z) adequada a Definigao tal que

/OO 2"do(z) = pn, n >0, (3.11)

—00

impondo condicoes sobre o funcional de momentos L.

A existéncia de uma ¢ qualquer é o mesmo que dizer que o problema de momentos de
Hamburguer tem solugao, como levantado por Chihara em seu livro [13]. Tal fato é
adequado a Defini¢ao quando se verifica

Teorema 3.7 (Critério de Hamburguer). Uma condigcao necessdria e suficiente para a
existéncia de uma distribuicao ¢(x) ndo negativa e com infinitos pontos de aumento sa-
tisfazendo (3.11)) € que os momentos {u,} sejam reais e os determinantes H,,, dados por

(3.8), sejam todos positivos.

Corolario 3.4. Uma fun¢ao ¢(x) com do(z) = w(x)dz, que define um produto interno
no espaco vetorial dos polindmios, € associada ao funcional de momentos com momentos
reats L se, e somente se L € positivo-definido.

O Corolario resume a ligacao do funcional de momentos com as sucessoes de
polinébmios ortogonais reais, e dai, temos que

(P, Pp)y = L[Pn(2)P,(2)] =0, m#n
quando £ ¢ definido positivo.

Quando for conveniente, iremos nos referir por “SPO positivo-definida” ou SPOPD
quando quisermos dizer “SPO com respeito ao funcional de momentos positivo-definido”.

3.4 Relacao de Recorréncia de Trés Termos

Uma das mais importantes propriedades dos polindémios ortogonais diz respeito a sa-
tisfazerem uma relacao de recorréncia de trés termos consecutivos, facilitando sua geracao
dentre outras boas consequéncias.

Teorema 3.8 (RRTT). Seja L um funcional de momentos positivo-definido e seja { P, ()}
a SPO real monica correspondente. Entao existem constantes ¢, e A\, # 0 reais e A\, > 0
para n > 1 tais que

Py(x)=(x —cp)Pra(x) = M\Pra(z), n=1,23,---, (3.12)
onde definimos P_y(x) = 0.

Demonstracao. Desde que xP,(z) é um polinémio de grau n + 1, podemos escrever

Porém, xP.(x) é um polinomio de grau k + 1 e assim a,;, =0 para 0 < k <n —1. Além
disso, xP,(z) é monico, o que segue @y, 11 = 1. Assim,

2P, (z) = Pot1(2) + apnn Po(z) + ap o1 Poa (), n>1.
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Substituindo n por n — 1, podemos reescrever da seguinte forma
zP, 1(x) = P,(z) + ¢, Po1(z) + M\ Pya(x), n>2,

e isto é equivalente a (3.12)) para n > 2. Mas (3.12)) é valido para n = 1 se definirmos
P_i(z) =0 e escolhermos ¢; = —P;(0) (A arbitrario).
Em seguida, de (3.12)) obtemos
Llz"2P,(z)] = L[z"'P,_1(x)] — c, L]x" 2P, 1 (2)] — M L[z" 2P, _o(x)]
0 = La" P, (x)] — M L[z" 2P, 5()] .

Pelo Teorema (3.4, obtemos para n > 1,

N Lz"P,(z)]  HpoH,
T L P (2)])  HEL

(H-1=1)

Segue que L é positivo-definido se H,, > 0 (n > 2). Finalmente, a realdade de ¢, segue
da realdade de Py(z).
O

Como consequéncia imediata do teorema acima, temos:

Teorema 3.9. A respeito da relagao de recorréncia (3.12), as sequintes afirmagoes valem
paran > 1:

L[P?(x HpoHn
(a) >\n+1 = [ ( )] = = s

LIP:_(z)] Hi
(b) LIP(z)] = Mg+ Any1 € obtido quando definimos A\ = py = Ho,

(d) O coeficiente de x,—1 em Pp(x) é —(c1 +ca+ -+ ¢y) .

Demonstracao. A formula (a) foi obtida na demonstracao do Teorema enquanto
(b) é imediato de (a). Para obter (¢), multiplicamos ambos os lados de por P,_1(x)
e aplicamos £. Por tltimo, se d, denotam os coeficientes de z"~! em P,(z), entdo a
comparacao dos coeficientes de "' em ambos os lados de (3.12)) mostra que d,, = d,,_1 —cp
e dai (d) segue.

O

Corolario. Se A\, > 0, n > 2, o funcional de momentos L ¢é positivo definido.

Nao necessariamente precisamos que a SPO seja monica para que o Teorema [3.8| valha.
Como a ortogonalidade é referida ao produto interno (-, -),, e uma constante nao interfere
na ortogonalidade, basta fazermos P,(z) = an,nﬁn, onde a,,, é o coeficiente dominante de
P,(x) para construirmos a SPO moénica {P,}. Dai, a recorréncia do Teorema [3.8) toma a

forma
P.ii(x) = (A + B,)Py(x) — CpPy1(x), n>1, (3.13)

onde

An = a;}nan—i-lm—i-la B, = _C’I’L-"‘la"y:j]? Cn = )\n—l—la;zan—i—l,n—i—l . (314)
Em particular, A, # 0 e C,, # 0 e a condicao para que L ser positiva definida fica
como

CoAnAp_1 >0, n>1. (3.15)
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3.5 Teorema de Favard

O teorema a seguir é conhecido como “Teorema de Favard” e é um resultado que conecta
polinémios que satisfazem uma certa relacao de recorréncia com o fato de poderem ser
ortogonais.

Em [16] é constatado que tal resultado ja havia aparecido anteriormente em outros
textos sob formas similares. Ja em 1939 [17], Szegd referenciou o resultado ao texto
de Favard , de 1935, provavelmente motivado pelo teor do artigo no qual aparece
pela primeira vez o termo “Polindmio Ortogonal”. Chihara em seu artigo de 1957,
mencionou o resultado sob alcunha de Teorema de Favard pela primeira vez em uma
publicacao. Assim este se manteve intitulado.

Também foi, aparentemente, descoberto de forma independente por J. Shohat ,
publicado em 1936. Este fato estd implicitamente contido em resultados anteriormente
conhecidos da teoria de fragoes continuas e uma forma anterior dele remete a Stieltjes [21]
(1894).

Teorema 3.10 (Favard). Sejam {c,} e {\.}, sequéncias numéricas reais e { P,,(z)} uma
sequéncia de polindmios monicos que obedecem a sequinte relacao de recorréncia de trés
termos

Py(x)=(x —cy)Ppq(x) = \pPya(z), n=1,2 -+, (3.16)

com
P_l(l'):O, PO([E)Zl

Entao existe um wnico funcional de momentos L tal que
‘C[]‘]:Al’ ;C[Pm(.flﬁ')Pn(l')]:O, para m%nv mvnzovla”'

O funcional L é definido-positivo e {P,(x)} é a sequéncia de polindmios ortogonais real
monica correspondente se, e somente se, \, >0, n=1,2, ---

Demonstracao. Definimos o funcional £ indutivamente por
L[] =X, L[P,(x)]=0, para n=1,2,--- (3.17)

Assim, definimos p; pela condigao L[Py ()] = p1 — c1po = 0, g por L[Pe(z)] = 2 — (c1+
o)1 + (Mg — c1e2) o = 0, ete. Reescrevendo (3.16|) isolando xP,(x), temos

2P, (x) = Poi1(z) + i1 Pu(@) + A1 Pooa (), n>1, (3.18)

e de (13.17))
LlzP,(x)]=0, n>2.

Multiplicando ambos os lados de por x e usando a tltima igualdade, encontramos
L[z*P,(z)] =0, n>3.
Continuando dessa maneira, segue
Lz"P,(z)] =0, 0<k<n

L[z"P,(z)] = M1 L2 P 1(2)], n>1.
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Dai, segue para n # m, L[P,(z)P,(x)] = 0, enquanto da igualdade acima segue induti-
vamente que, juntamente com o Corolario que
LIP}(x)] = L[z"Po(2)] = o1 dn - A1, 120,
Portanto L é positivo-definido quando A, > 0, n > 1, e isto conclui a prova.
O
Como podemos também observar, o Teorema de Favard é a reciproca do Teorema [3.8]
onde, usando resultados da secao anterior e impondo a condicao sobre os coeficientes da

relacao, temos que os polindmios que a compoe sao reais, ortogonais e estao relacionados
a uma distribuicao ¢(z).

3.6 Zeros de Polinémios Ortogonais

Esta secao contempla dois importantes resultados sobre os zeros de polinémios orto-
gonais.

Teorema 3.11. Seja P,(x), n > 1, uma sequéncia de polindmios ortogonais no intervalo
(a,b) com relagao o funcdio peso w(x). Entdo as raizes de P,(x) sdo reais, distintas e
pertencem ao intervalo (a,b).

Demonstragao. Primeiramente, suponhamos que P,(z) seja nao nulo e ndo mude de
sinal em (a,b), n > 1. Entdo, sem perda de generalidade, seja P,(z) > 0 para todo
z € (a,b). Dali, fab P, (z)w(z)dz > 0, o que contradiz f: 1. Py(x)w(z)dz = 0, dado
Py = 1 ser ortogonal a P,. Assim, P,(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em
(a,b) e por isso P,(x) tem um zero de multiplicidade impar em (a,b).

Suponhamos que x,,1, Tp2, - , Tn, com r < n, sao raizes distintas de multiplicidade
impar de P,(z) em (a,b). Entao,

Pn(l‘) = (l’ - xn,l)(l‘ - xn,?) T (ZL‘ - xn,r)@(x) )

onde Q(z) é um polindmio de grau (n — r) que tem raizes complexas ou raizes de multi-
plicidade par em (a,b) ou raizes fora de (a,b). Entdo Q(z) ndo muda de sinal em (a,b).
Contudo, da relacao de ortogonalidade,

/ (x —xp1)(x —xp2) - (. — xp,) P(x)w(z)de =0,

pois (z — xp1)(x — Tpo) -+ (¥ — ) € de grau menor que n, e

/ (x —xpq1)(x — o) (v — 2py) Plx)w(z)de =

= / (= 2p1)? (7 — Tpo)® (7 — 2,,)?Q(2)w(x)dr £ 0, (3.19)

o que gera o absurdo. Logo r = n e portanto P,(z) tem n raizes reais em (a,b), de
multiplicidade fmpar, ou seja, distintas.
O

Teorema 3.12 (Entrelagamento dos Zeros). Seja {P,(x)} uma sequéncia de polinomios
ortogonais com Tp1 < Tpa < -+ < Tp, 08 zeros de Pp(x) e Tpy11 < Tpyio < <o+ <
Tpging1 08 2e108 de Py, n > 1, arranjados em ordem crescente. Entao,

Tn41,1 < Tn,1 < Tn41,2 < Tn,2 << Tnt1n < Tnn < Tn4+1n+1 - (320)

Em outras palavras, os zeros de P,(z) e P,i1(x) se entrelagam.
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Demonstracao. Aplicando os zeros de P,y1(z) na célebre “Identidade de Christoffel-
Darboux” Teorema 4.5] segue

P (@ns1p)Po(®pgin) >0, k=12 n+1. (3.21)

n

Como os zeros de P, 1(x) sao reais e distintos, segue do Teorema de Rolle que a
derivada P, ,(z) tem um zero em cada intervalo (zni14-1,Zn+1), kK = 2,3,--- ,n+ L.
Dai P | (%p414—-1) € P/ (Tnt1k) tem sinais opostos.

Como ¢ positiva segue que P, (2,11 5-1) € Py(2n41,) também tem sinais opostos.
Pelo Teorema do Valor Médio, P,(z) tem um zero em cada intervalo (Zn41x—1,%Tn+1k);
k=23, ,n+1.

O

3.7 Polindmios Ortogonais Classicos

Como levantado em , os polinémios ortogonais classicos sao frequentemente carac-
terizados como solugoes polinomiais do um problema de Sturm-Lioville (c.f. ), seguido
pelo celebre resultado de Bochner [24]: uma sequéncia infinita de polinomios {P,(z)}
satisfazendo a equacao diferencial de segunda ordem da forma

p(@) B (x) + q(2) B (x) + r(2) Pa(z) = A Pa(2)

sendo p(z), q(z) e r(x) polinémios de grau 2, 1 e 0 respectivamente. Se {P,(x)} for uma
SPO ela sera uma SPOPD e sob boas propriedades recebe o titulo de classica, assunto
muito explorado na literatura, dos quais os 3 casos continuos dentre as 5 possiveis solucoes
recebem nomes ap6s Jacobi, Hermite e Laguerre. Iremos nos referir por “SPOC” quando
quisermos dizer “SPO Classica” quando for conveniente.

A partir dai, introduzimos uma definicio adequada ao nosso estudo, como visto em

[14].

Defini¢ao 3.7. Polindmios ortogonais com respeito ao produto interno (3.4]) no intervalo
(a,b) sao chamados de polindmios ortogonais cldssicos se a fun¢io peso w(x) satisfaz a
sequinte diferencial

- (M(z)w(z)) = N(z)w(z) (3.22)
onde
1—2% se (a,b) =(—1,1)
M(z) = x, se (a,b) = (0,00)
1, se (a,b) = (—00,00)

e N(x) € um polinémio de grau 1.

3.7.1 Polindmios de Jacobi

Os Polinémios de Jacobi sdao os polinomios definidos pela formula
dn
P (z) = (=2)"(n)) (1 — 2) (1 + x)—ﬂd— [(1—2)" (1 + )", (3.23)
CETL
onde « e [ sao tais que «, f > —1, restritos desta forma para fins de integracao. Estes
polindémios sao ortogonais no intervalo (—1,1) com rela¢do a fungdo peso

we)=1-2)*1+2)% af>-1,
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onde w(x) satisfaz a equagao diferencial (3.22)), com
Mx)=1—-2>e Na)=F—-a—z(a+5+2).

Adotando valores para a e 3, temos os seguintes casos conhecidos e bem explorados
na literatura:

i) Os Polinémios de Legendre (a = 5 = 0);
i1) Os Polinomios de Chebyshev de primeira espécie (o = 5 = —1/2);

i17) Os Polinomios de Chebyshev de segunda espécie (o = = 1/2);

(
(
(
(1v) Os Polindémios de Gegenbauer/Ultrasféricos (¢ = =X —1/2, XA #0).

A formula (3.23)) se refere a Formula de Rodrigues Definigao 3.2| para Polindmios
de Jacobi.
Referindo a forma explicita dos Polinomios de Jacobi em , pag.144|, temos,

Pd (z) = 27" En: (Z J_r Ckf) (” Z ﬁ) (x — )%z +1)" ", (3.24)

k=0

com coeficientes dominantes da forma

2
Appn = an,n(a7 /B) = 2—n( nadt 6) . (325)
n
Também temos
P (—2) = (1) PP @),
n
Associamos os polindmios de Jacobi a RRTT
PiP(@) = (2P = B50) POP (@) = oV PO (), n= 1, (3.26)
onde
@p _ (a+B+2n+1)(a+p+2n+2)
Tnt1 2(n+ )(a+B+n+1) ’
Led dn(n+ o) (n+ B)(n + o+ B)
i Cn+a+B-1)2n+a+p)?2n+a+5+1)’
/B(ang) — /82 - 0[2
i 2n+a+B+2)2n+a+8)’

Pz)y=1e P9P() = 0.
{P,(La’ﬁ)(x)} ser uma SPOPD pode ser confirmado conforme a condigao (3.15)) aplicada

ao Teorema de Favard em conjunto com a RRTT acima.
Além disso, os polinémios de Jacobi satisfazem a seguinte relacao
n n—1

[ﬂWW@T=%W+a+ﬁ+DP”““”@% (3.27)

o que garante que a derivada de todos os polinémios desta SPO formam também uma
SPO (n,« e [ s@o constantes).
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3.7.2 Polindmios de Laguerre

Os Polinémios de Laguerre, L (x), também podem ser expressos por uma formula
de tipo Rodrigues. A saber

dTL
L9 (z) = (n!)’lx’o‘e"”ﬂ [z ™) . (3.28)
T

E requerido que o > —1 para que valham todas as relacoes formais. O caso que Laguerre
estudou originalmente foi o caso com a = 0. Para este caso, usamos a notacao

Ln(z) == LY (z).

A formula explicita para L (x) é
(=)™ (n+«
(o) — (—1)\" ( m
LY (x) = (-1) n!E - (n—k)x :

obtida a partir de (3.28)). Desta formula, obtemos os coeficientes dominantes de L (x),
0s quais sao da forma
(=1)"

n!

Apn = an,n(a> -

{L%O‘) (x)} sao polindmios ortogonais no intervalo (0, 00) com relagao a func¢ao peso

w(z) =z%"" a>-1,

onde w(x) satisfaz a equagao diferencial (3.22), com
M(z)=xz e Nz)=a+1—=z.
Também, satisfazem a RRTT da forma
nL(z) = (x — 2n+ o + DL (@) = (n+a— 1LY (), n>1, (3.29)

L(()a) (x)=1e L(_al) (x) = 0. Também se verifica que {L%“) (x)} € uma SPOPD assim como
os polinomios de Jacobi. Ainda como os Polinomios de Jacobi, também satisfaz uma
relacao diferencial com outros polindmios ortogonais classicos de Laguerre, a saber,

(L ()] = —L (), (3.30)

n—1

e 0 mesmo comentario feito a (3.27)) é valido.

3.7.3 Polindbmios de Hermite

Os Polinémios de Hermite, H,(x) podem ser expressos por uma formula de Rodrigues
na forma
H,(z) = (—D”eﬁﬂcﬂg (3.31)
" dx™ ' '
Ambos os trabalhos de Hermite e Laguerre ja haviam sido considerados por Chebyshev,
como levantado por Chihara em seu livro.

A formula explicita é da forma
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onde [z] denota o menor inteiro que nao excede .
O coeficiente dominante de H,(x) é

pp =2".

Os polindomios de Hermite sdo ortogonais no intervalo (—oo, 00) com relagdo a fungao
peso

z2

w(r)=e"",

onde w(x) satisfaz a equagao diferencial (3.22)), com
M(z)=1 e N(x)=—2x.
Os polinémios de Hermite satisfazem uma RRTT da forma
H,(z)=2xH, 1(x) —2(n —1)H, o(z), n>1, (3.32)
Ho(x) =1e H_1(z) = 0 e uma relacdo com suas derivadas da forma
H) (x) =2nH, 1(x). (3.33)

Novamente, constatamos que as derivadas formam uma SPOC de Hermite. Em especial,
as derivadas dos polinomios de Hermite geram a mesma SPOC.

3.7.4 Comentarios sobre as SPO’s Classicas

Segundo Chihara [13| capitulo 5|, a forma derivativa advinda de formulas de tipo
Rodrigues das trés SPOC’s de caso continuo sao o principal fator de ligagdo com interpre-
tagoes de fenomenos fisicos. Também, as tinicas SPOPD’s que tem as propriedades desta
se¢ao (dentre outras) sao as SPOC’s ou sao SPO’s que se reduzem & uma das 3.

Outra propriedade surpreendente se deve a Hahn, que provou que uma SPOPD que
tem como derivada uma SPOPD se reduz a uma das 3 classicas, sendo a segunda forma de
se caracterizar uma SPO como cléssica. H4 outras formas de caracterizacao que envolvem
outra relagao diferencial, fun¢oes geradoras, etc.

3.8 Sobre a relacao com a RSD

Com essas boas propriedades, fica claro que tanto os polindmios ortogonais classicos
quanto suas derivadas atingem o ntimero maximo da RSD, pois seus zeros sdao todos
reais e distintos, assim como os zeros das suas derivadas, que sao também SPO’s. Logo,
ST — Z = 0 para estes. Também vale isso para outras SPQO’s, mas nao necessariamente
vale o mesmo a suas derivadas: quando garantido coeficientes reais para esta tltima, pelo
Teorema do Valor Médio e Teorema de Rolle este fato vale.

Dai, partimos para explorar a Regra de Sinais de Descartes Generalizada, que se trata
de uma regra de sinais adaptada para sequéncias de funcoes quaisquer. E possivel entio
pressupor que as SPQO’s sejam sequéncias de funcoes passiveis de satsfazer este resultado,
o que é um fato a ser demonstrado no capitulo 5.






CAPITULO

z

Critérios Gerais

4.1 Preliminares

4.1.1 Matrizes Totalmente Positivas e de Sinal Consistente

Nesta secao introduziremos o conceito de positividade de uma matriz. Definiremos
matrizes positivas e de sinal consistente e apresentaremos alguns resultados sobre tais
caracterizagoes. Um desses resultados é o Lema de Fekete de 1912. Exemplos e mais
resultados sobre o assunto podem ser obtidos em .

Definicao 4.1. Seja A uma matriz de dimensoes m x n. Dizemos que a matriz A €
totalmente positiva de ordem k (T'FPy) se todos os menores de ordem | de A, 1 <1<k,
50 nao-neqativos, 1sto é,

11 19 - 1y 1<y <ig<--- <y <m
A >0, o 1<I<k.

Ji o J2 0 I1<n<p<---<nusn

Se a desigualdade acima for estrita para todos os menores de ordem [, 1 <[ < k, entdo
dizemos que A € estritamente totalmente positiva de ordem k (STP;). Se A € (estrita-
mente) totalmente positiva de ordem k = min{m,n} entao simplesmente dizemos que A
é (estritamente) totalmente positiva.

Definicao 4.2. Seja A uma matriz de dimensoes m X n. Dizemos que a matriz A € sinal
consistente de ordem k (SCYy) se todos os menores de ordem k de A possuem mesmo sinal,
18t0 €,
1 1y e 1 1<y <g<--- <1, <m
€kA > O,

Ju J2 o Jk I<i<je<--<jr<n

para €, = +1. Se a desigualdade acima for estrita para todos os menores de ordem k,
entdo dizemos que A € estritamente sinal consistente de ordem k (SSCy).
A seguir, enunciaremos um resultado de Fekete , p. 92| de 1912.

Lema 4.1 (Fekete, 1912). Seja A,xn uma matriz com m > n. Se todos os menores de
A de ordem n — 1 formados pelas n — 1 primeiras colunas e todos os menores de A de
ordem n formado por linhas consecutivas sao positivos entao todos os menores de ordem
n de A sdo positivos.

31
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Karlin |27, p. 59] percebeu que no Lema de Fekete, os menores nao necessariamente
precisam possuir mesmo sinal, mas sim, apenas os de mesmo tamanho, como veremos
abaixo.

Proposicao 4.1 (Karlin, 1968). Seja A« = [a;;] uma matriz com m > n. Se todos
0s menores de ordem n — 1 de A formados pelas n — 1 primeiras colunas possuem sinal
estrito ,_1 e se todos os menores de A de ordem n com consecutivas linhas possuem sinal
estrito &, , entdo todos os menores de ordem n de A possuem sinal estrito €, , isto é, se

R T o |
en—1A >0, 1< <ig<-<ip1<m,
1 2 -+ n—1
e
i+1 242 -+ 14n
En >0, =01, ,m—n,
1 2 n
entdao
i iy e iy
A >O> I1<iyu<ipa<--- <, <m -
1 2 -+ n

Observacao. Se as duas primeiras desigualdades acima nao sao estritas, entao a terceira
desigualdade também nao é estrita.

Proposigao 4.2. Seja A, xn uma matriz com m > n. Se todos os menores de A formados
pelas k primeiras colunas e quaisquer k consecutivas linhas sao positivos, 1 < k < n, entao
todos os menores de ordem n de A sao positivos, isto €, se

1+1 142 -+ i+k 1=0,1,---,m—k
>0, )
1 2 .k k=1,2-.,n
entao
il ig Zn
A >0, 1<i<ig<---<ip<m.

Mais geral ainda, se todos os menores de A formados pelas k primeiras colunas e quaisquer
k consecutivas linhas possui sinal estrito e, 1 < k < n, entao todos os menores de ordem
n de A tém sinal estrito &, .

A prova desta proposi¢ao segue aplicando-se varias vezes o seguinte resultado:

Proposigao 4.3. Seja A, xn uma matriz cujos menores de A de ordem k formados por
linhas e colunas consecutivas tem sinal estrito €, . Entdo todos os menores de ordem k de
A tem sinal estrito ¢y, , i.e, A € SSC.

Observacao: Todos esses resultados que acabamos de apresentar seguem quando as
palavras linha e coluna sao trocadas. A proposicao pode ser encontrada no livro [27]
sob o nome de Teorema 3.3.
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4.1.2 Transformacoes “Variation Diminishing”

Consideremos a transformacao y = Az, onde

1000 --- 00
1100 --- 00
0110 - 0 0
Anxn =
0 00O 11
0 00O 0 1
Logo,
n = I
Y2 = 1 + X
Yn—1 = Tp—1 + Xp
Un = T

Por outro lado, pela Propriedade P4 de mudanca de sinal de sequéncia
ST(x1, 01+ X2, Ty + T, ) ST (21, 72,000, T0)

ou seja,
S7(y=Ax) < S (x).

Assim, obtemos esta propriedade de mudanca de sinal de sequéncia através da trans-
formagao A. Isto nos motiva a seguinte definigao:

Defini¢ao 4.3 (“Variation Diminishing” Transformagao). Seja

Y1 = a1+ aps+ -+ a1,
Yo = A21Z1 + A22T2 + -+ A2, Ty
Ym = Am1Tq + amaxa + -+ ApnTy

uma transformacao linear a qual pode ser escrita como y = Ax, onde A,,xn € a matriz que
denota esta transformacao. Dizemos que esta transformacgao € “variation diminishing” se
para cada x temos

S™(y) <5 (2),
15t0 €,
S_(y17y2"“ 7ym) S S_('Il?mQ"“ 7xn) °

Naturalmente nos perguntamos sob que condi¢oes uma transformacao é “variation
diminishing”. Em 1930, Schoenberg estabeleceu o seguinte resultado:
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Teorema 4.1 (Schoenberg, 1930). Seja y = Az uma transformacdo linear, onde A € a
matriz que representa esta transformacao. Se A € totalmente positiva entdo esta trans-
formacao € “variation diminishing”.

Observe que ele forneceu somente uma condicao de necessidade. Mais tarde, em 1936,
Motzkin deu condicoes necessarias e suficientes para que uma transformacao seja
“variation diminishing”. Apresentaremos a seguir o resultado de Motzkin. Para isto,
precisamos de algumas definigoes:

Definicao 4.4. Dizemos que uma matriz A € definida se todos os seus elementos nao-
nulos possuem mesmo sinal.

Definicao 4.5. Dizemos que uma matriz A € coluna-definida se cada uma de suas colunas
¢ uma matriz definida.

Definicdo 4.6. Seja A,,x, wma matriz de postor e seja 1 < i < r. Denotamos por A® a
matriz de (T) linhas e (7;) colunas cujos elementos sao os menores de ordem 1 de A sob a
convencgao de que todos os menores formados pelas mesmas i linhas de A sao arranjados
em uma mesma linha de A e 0 mesmo seque para as colunas.

Exemplo: Dada a matriz Az.». Entao

AQ) AQ) AC2)
AV =1 AQ) A e AP |l
AQ) AG ACY)

Agora estamos em condigoes de formular o resultado de Motzkin [29].

Teorema 4.2 (Motzkin, 1936). Seja A,xn uma matriz de posto r e consideremos a
transformacao
y = Ax.

Esta transformacao € “variation diminishing” se, e somente se, a matriz A tem as sequin-
tes propriedades:

(i) As matrizes AN, A® ... A=Y sq0 definidas;
(ii) A matriz A" é coluna-definida.

A prova deste teorema proposta por Motzkin em ¢ bem elaborada. Uma prova
mais simples que é devido a Schoenberg e Whitney pode ser encontrada em e outras
demonstragoes podem ser obtidas em Gantmacher e Krein [31] e Karlin [27].

4.2 Critério de Pélya e Szeg6

Definigao 4.7 (Regra de Sinais de Descartes Generalizada). A sequéncia finita de fungoes
fo, f1,- -+, fn satisfaz a Regra de Sinais de Descartes no intervalo (a,b) se o nimero de
zeros em (a,b) de qualquer combinagdao linear nao-trivial

aofo(z) + arfi(x) + - + anfu(x)

¢ menor ou tgual ao nimero de mudancas de sinal da sequéncia ag, ay,- - , ay,, 1Sto €,

Z(QOfO(:L‘) +a1f1(x) + +anfn(x); (aa b)) S S_(a07 ag, =+, CLN>'
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Definicao 4.8. Sejam fo, f1,--- , fn funcoes suficientemente suaves. O Wronskiano
W(fo, fr, - fus ) de fo, f1,--+, fu mo ponto x € definido por

W(fo, fr, -+ fas @) =

@) A@) - (@)

Uma caracterizacao para que sequéncias de funcgoes satisfacam & Regra de Sinais de
Descartes foi dada por Polya e Szeg6 [9] em 1925, que é a seguinte:

Teorema 4.3 (Polya & Szeg6, 1925). Seja fi, fa, -+, fn uma sequéncia finita de fungoes
de C"|a,b], nao-identicamente nulas em (a,b). Esta sequéncia satisfaz & Regra de Sinais
de Descartes no intervalo (a,b) se, e somente se, as sequintes propriedades se verificam:

(1) Sel e N, 1 <1 <mneiyiy- i denotam nimeros inteiros com 1 < iy < iy <
- <4y <m, entio o Wronskiano W (fi,, fi,,-+ , fi,; ©) # 0 para todo x € (a,b);

(i) sinal (W (fur, fins---  fir @) = sinal (W(fy,, frns- -, fi: @) para quaisquer esco-
[has dos indices iy,%a,--- ,4 € J1,02, - ,Ji1- Em oulras palavras, quaisquer dois
Wronskianos com o mesmo numero | de linhas possuem mesmo sinal para todo
I=1,2,--- ,n—1.

Mencionamos que a ordem das fungoes na sequéncia e que a exigéncia de nenhuma
das funcgoes ser identicamente zero em (a,b) sao essenciais. Note que as condigdes (i) e
(77) sdo equivalentes a dizer que a matriz Wronskiana

fi(x) fo() fal@)
fi(z) f3(@) ful2)
@) @) e ()
¢ estritamente sinal consistente de ordem k (SSCy), para todo k=1,2,---  n.

Para a demonstracao da condicdo de suficiéncia do Teorema de Polya e Szegd,
precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 4.2. Seja 1 < k < n. Se a sequéncia fi, fo, -+, fn satisfaz as propriedades (i) e
(7i) do Teorema entdao a sequéncia de n — 1 fungoes

e ]

Ao = (B3) - mew=(265)

também satisfaz essas duas propriedades.
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Observagao. O Lema acima estd incluido em [27] assim como o Teorema e sua
demonstragao segue por conta das propriedades do Wronskiano.

Demonstracdo do Teorema de Polya e Szegs: Provaremos primeiramente
que as condigoes (i) e (i) sdo necessarias para que a sequéncia

fi(@), falx), -, ful)

obedeca a Regra de Sinais de Descartes, isto é,
Z(arfr(@) + -+ anfu(z); (a,0)) < 5 (a1, -+, an),

para quaisquer ag, - - - , a,, nao todos nulos. Mostremos primeiramente que para quaisquer
1<y << <y <,

W(fi1’fi27"'afil;$): : 7&0

-1 -1 -1
@ 57w @)
para todo x € (a,b). Para isso, suponha por absurdo que

W(fimfiw"' 7fil ; 5130) =0

para algum xy em (a,b). Dai, existem constantes ¢y, cs, - - , ¢, ndo todas nulas, tais que
fir (o) fio(xo) -+ fil(ﬁfo) c1 0
4 (o) 5(To) e 4 (o) €2 0
@) @) - £ (@) )\ @ 0/
ou seja,
(
cifi(xo) +  cofi(xe) + -+ 4+  afi(xe) = 0
afi(ve) + caf(xw) + -+ + afij(xw) = 0
L afl V@) + afl V@) + - 4+ afl V@) = 0

Isto significa que zo é zero de ¢y fi, () + cafiy(x) + - - - + ¢ f;,(x) com multiplicidade pelo
menos [, o que é absurdo, pois por hipotese

Z(leh(x) +C2fi2(x) + +leiz(x); (avb)) S S_(Clv627"' ’Cl) S [—1.

Portanto, W(fi,, fi,, -+, fi,; ®) # 0 para todo z € (a,b) e 1 < iy <ig <--- <1 <m.
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Mostremos agora que quaisquer dois Wronskianos com o mesmo ntmero de linhas
mantém o mesmo sinal em (a,b). Sejam xy € (a,b) e 1 <13 < iy < --- < i < n. Pelo
resultado anterior

W (firs figse oo s firs m) =W #0. (4.1)
Dai, existem constantes by, by, - - - , b;, nao todas nulas, tais que
bifiy(vo) +  bafi(w0) + -+ bifi(ze) = 0
bifi(xo) +  baofi,(vo) + -+ +  bfi(we) = 0
bfl P (wo) + bafi Do) + o 4+ b P(z0) = 0
Lo Veo) b (@o) e+ bf T () = 1

Isto significa que z ¢ zero de by f;, (z) + bafi, () + - - - + b fi,(x) com multiplicidade [ — 1.
Por outro lado, pela hipotese

Z(bifiy () + bafir(x) + -+ bifiy(2) 5 (a,0)) < S7(by, b, -+, by) <1 -1,

de onde segue que
ST (b1,ba, -+ b)) =1—1. (4.2)

Agora, desenvolvendo (4.1)) pela altima linha, obtemos
W =W(fii firroo S wo) = ()T Wi figor o s a0 £ (0) +
()" 2W (fars fia - Fis @) fiy (o) +
st Wiy fi s fu s ﬂﬂo)fi(llil)(ﬂ?o) ;

ou equivalentemente,
B2 .1-1)

B a-1)
Wi (z0) + sz N(wo) +

5lf”z Dpg) =1,

onde

6j = (_1)lijW<fi17"' >fij,17fij+17"' 7fil ; xU)? ]: 17 7l'

Desde que b; = %, j=1,2,--- .1, de 1) temos

g ( B B By

AN ’W) =8 (by,bo, -+ b)) =1—1,

de onde segue que

sinal (%) = —sinal (%), 7=12,---,1—1,

sinal (W(fo 7fij—17fi]'+1a"' 7fil ; .ZU())) =
sinal (W(fil, o Jigs S i xo))

e isso implica que
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para j = 1,2,--- ,[ — 1. Portanto, quaisquer dois Wronskianos com o mesmo nimero [
de linhas, 1 <[ <n — 1, possuem o mesmo sinal.
Prova da condi¢ao de suficiéncia do Teorema de Polya e Szego:

Usaremos o Principio de Inducao Finita para o proximo passo. Seja
F(z) = aifi(x) + agfo(x) + - + an fu(z), (4.3)

e seja Z o namero de zeros de F'(x) em (a,b).

Paran =1, F(z) = ay fi(z) . Como, por hipotese, W (f;; ) = fi(z) # 0 para todo z
em (a,b), concluimos que S~ (a;) — Z =0.

Suponha que a Regra de Sinais de Descartes seja valida para qualquer sistema de n—1
fungoes que satisfaz as propriedades (i) e (ii) do Teorema [4.3|

Seja k 4+ 1 um indice de mudanga de sinal. Dai, dividindo (4.3)) por fix(x), obtemos

Pl Al feale) o fen() o fal2)
flw) MR T R T R T T )
e portanto

(F) = = () e (55 e (505)

o ()

= —a1Fi(z) = —ap_1 Fr1(2) + a1 Fi(2)

4 ananl(x)
= F*(z),

A== (i) =55
e = () et = (365) -

F !/
Seja Z* o numero de zeros reais de F*(z) em (a,b). Desde que F*(z) = <f ((x))) 7
k(X

fr(x) # 0 para todo = em (a,b) e F(z) possui Z zeros em (a,b), concluimos pelo Teorema

2.3 que

com

75> 7-1. (4.4)

Pelo Lema[4.2] a sequéncia Fy (), Fy(z),- -+ , F,_1(x) satisfaz as propriedades (i) e (ii) do
Teorema [4.3l Logo, pela hipotese de inducdo, segue que

z" S Si(_ala ey, T k1, Q41,0 0t 7an) ) (45)
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Por outro lado,

ST(—ay, -, =1, Qps1, -, Gn) =S (—ay, -+, —Qg—1, —Qk, Qt1, " -+, Ap)
=S (~ar, -+, —ar) + ST (=ak, ar1) + S™(aps1, -+ 5 an)
=87 (~a1, -+, —ap) + S™(—ak, ars1) + S (ars1, -, an) (4.6)

=S (a, - ,ar) + S (ak,ape1) — 1+ S (ags1, -+ ,an)
=S (ay, -+ ,a,) —1.

Portanto, de (4.4), (4.5) e (4.6) concluimos que
S_(a17a27”'7a’n>_Z - S_(a17a27”'7an>_1_<2_1)

ST(=ay, =1, Qp41, - ,an) — 25 > 0.

v

4.3 Critério de Schoenberg

Uma caracterizacao fundamental de sequéncia de polindmios que satisfaz a Regra de
Sinais de Descartes Generalizada ¢ devida a Schoenberg [6]:

Teorema 4.4 (Schoenberg, 1934). A sequéncia de polindmios

po(ﬁ) = Qgo
pi(z) = ap+anz,
pa(z) = as + anz + ana®,
pn(‘r) = Qpo + @1+ -+ annlﬂ )
onde agy > 0,a11 > 0, ,ay, > 0, satisfaz a Regra de Sinais de Descartes Generalizada

em (0,00) se, e somente se, a matriz triangular

G@oo Ao " Gno
aix -0 A4m
A=
a?’LTL
é totalmente positiva (TP).
Demonstracao. (<) Seja
n n
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Entdao b = Aconde b= (by, -+ ,b,) e c=(c1, -+ ,¢p), iSO &,

bo = QpoCo + a10C1 + -+ AnoCn
b1 = a1 + -+ ap1Cp
b, = QuntCp .

Pela Regra de Sinais de Descartes
Z(p(x); (0,00)) < 57(b). (4.7)

Por outro lado, pela hipétese a matriz A é totalmente positiva. Dai, pelo Teorema de
Motzkin [4.2] A é “variation diminishing”, e portanto

S7(b) < S (c). (4.8)
Assim, de e segue que
Z(p(x); (0,00)) <57 (c),
ou seja, a sequéncia po(z),- - -, pn(z) satisfaz & Regra de Sinais de Descartes Generalizada

em (0, 00).
(=) Primeiro mostraremos que para todo fixo x em (0, 00), a matriz

po(z) pi(z) - pa(z)

0  pi(x) - phlx)
W(z) =

0 0 - pP

é totalmente positiva. Equivalentemente,

aogg Q19+ A11T +++ Apo + A1 + -+ + annx”
0 ail Ce Ap1 + -+ nannxn_l
W(z) = (4.9)
0 0 e na,,
Desde que po(x), - ,p,(x) satisfaz & Regra de Sinais de Descartes Generalizada em
(0,00), pelo Teorema de Polya e Szegs, para qualquer 0 < v, < --- < v, < n
o Wronskiano W (p,,,- - ,p,,;x) ¢ diferente de zero em (0,00) e quaisquer dois Wrons-

kianos com mesmo numero k£, 1 < k < n, de colunas possuem mesmo sinal, isto é,
sinal (W (puys -+ Dy 5 ) = sinal (W (po, - -+, pr; x)) . Mas, quando z € (0,00),

W(po,"' , Pk 5 [L’) =120 ... k!a00a11-~akk>0
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para k=1, ---, n. Dai, pelo Teorema de Polya e Szeg6 segue que
W<p1/17 Py s l’) >0
para 0 < v; < --- < 1, < n. Assim, este fato e o Lema de Fekete implicam que a

matriz W é totalmente positiva para 2 > 0. Portanto, fazendo = tender a zero em (4.9)),
concluimos que W(0) > 0, isto é, a matriz

Qoo A10 G20 QAno
0 a1 921 an1
0 0 2!@22 2!@712
0 0 0 na,y,
é totalmente positiva. Dividindo a k-ésima linha desta matriz por (k—1)!, k=1, ---  n+

1, obtemos o resultado desejado.

a

Com os resultados deste capitulo seremos capazes de desenvolver a prova do teorema

do proximo capitulo sob a visao de Schoenberg.






CAPITULO

5

Sequéncias de Polinémios que
Satisfazem a RSD

A generalizacao da regra de Descartes que da nome ao capitulo, foi usada pelo matema-
tico bilgaro Obrechkoff em 1918 , antes mesmo de concluir sua primeira graduacao na
Sofia University em 1920, para desenvolver o teorema que é batizado com seu nome. Com
uma carreira académica invejével, Obrechkoff publicou mais de 240 artigos cientificos,
contemplando resultados em Anélise Matematica, Algebra, dentre outras, na universi-
dade onde se graduou. L4, cresceu até o mais alto posto, Chairman do departamento de
Algebra, e como pesquisador 14 permaneceu até seu 6bito em 1963.

Para checar a importancia do resultado, inicialmente apesentamos alguns exemplos de
sequéncias de fungoes que satisfazem & Regra de Sinais de Descartes Generalizada.

5.1 Alguns Exemplos de Sequéncias que Satisfazem a
RSDG

Primeiro, vale observar que a Regra de Sinais de Descartes (Teorema [2.5)) segue como
corolario do Teorema [4.3| de Polya e Szegé.

Exemplo 5.1. A sequéncia de monomios 1, x, 2%, --- , 2™ satisfaz & Regra de Sinais de
Descartes Generalizada no intervalo (0, 00) .

Demonstragao. Isto segue do fato de que o Wronskiano W (1, z, 2%, --- | 2" ; x) satisfaz
as condicoes (i) e (i7) do Teorema de Polya e Szegd no intervalo (0, 400) .
O

Um outro resultado interessante de sequéncia de polindmios que satisfaz a Regra de
Sinais de Descartes Generalizada, segue como consequéncia do Teorema O resultado
diz respeito as primitivas de polindémios que obedecem a RSDG.

43
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Exemplo 5.2. Se a sequéncia de polinomios

po(!l?) = Qoo ,
p(x) = ap+anx,
pa(x) = ag + anx + Ao T” )
pn<x) - an0+an1x+"'+ann$na
com agy > 0, a1 > 0, -+, ap, > 0, obedece a RSDG em (0,+00) entdo a sequéncia

{Px(z) Zié , formada por Py(x) = ¢y e integrais Py(z),

P[)(l') = (o,

Pl(x) = / pg(t)dt = Qoo ,
0

Pyz) — / pi(t)dt = ane + 2e?,
0

* ap Ann n
Poi(z) = / pa(t)dt = anox+71x2+---+n+1x i
0

também obedece a Regra de Descartes em (0,00) se co > 0.

Demonstracao. Se ¢y > 0 entao a matriz

cg O 0 0 s 0
Qoo @10 20 T Qano
G11/2 a21/2 an1/2
CL22/3 ce an2/3
ann/(n + 1)

é totalmente positiva se

Qoo Q@10 Q20 - Qno
@11 Q21 -+ Gpl

Qg -+ Gp2

a/TLTL

também é. Esta tdltima é a transposta das matrizes A do mesmo modo do Teorema 4.4
associado as sequéncias Py(z), -+, Pyy1(x) e po(z), -+, pn(x), respectivamente.
O
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Apresentaremos agora um importante resultado de 1918 que é devido a Obrechkoff
. Ele afirma que a sequéncia de polindémios ortogonais Fy, - - , P,, de modo que
os coeficientes dos termos de maior grau tenham mesmos sinais, satisfaz a Regra de Sinais
de Descartes Generalizada para = > (,, onde (, ¢ o maior zero de P,(x).

5.2 Teorema de Obrechkoff

Teorema 5.1 (Obrechkoff). Seja {P,(x)}22, uma sequéncia de polindémios definida pela
relacao de recorréncia

xPn<x> = anPn+1(I> + ﬁnpn(m) + 'VnPnfl<x> , n>1,

(5.1)
P_i(z) =0, Py(x):=1,

onde oy, Pi, €y sao reais e, além disso, oy, v, > 0. Se (., denota o maior zero de P,(x),

entdo a sequéncia de polinomios Py(x), -+, P,(x) satisfaz a Regra de Sinais de Descartes
em (Cun, 00). Em outras palavras, para qualquer sequéncia ag, - - , a, nao identicamente
nula,

Z(agPy(x) + a1 Pr(z) 4+ -+ - 4+ anPo(2) 5 (Con, 00)) < S (ag, -+ -, an) -
Antes de provar este resultado, precisamos dos seguintes trés lemas técnicos:

Lema 5.1. Seja {by, by, by, -+, by} com by #0 # b,, uma sequéncia de nimeros reais
tal que S~ (bg, by, ba, -+, by) = v, e seja o, ¢1, -, Cp a sequéncia dada por

b_y:=bpp1 =0, cx = apbr—1 + Bry1 bk + Yer2 g1

(5.2)
k':O, 17"'7”7
onde oy, v > 0 para cada k. Suponha que os determinantes
Bit1 Vj+2
Qi1 Bitz V43
Qjyi—1 5j+z‘ Vit+it+1
Ayt 5j+z’+1
satisfagam (—1)"*A; >0, i =0,1,---, s, onde s=min{n—jn—v—1}, el <j<n.
Entao, a sequéncia {by, co, c1, -+, Cn, bp} possui pelo menos v+2 mudangas de sinal (ou
um ndmero par a mais), isto é,
S(bo, Co, C1, *** , Cp, bn) Z S(bo, bl, tee bn) +2—|—2m
commeNU{0}.
Demonstragao. Suponha, sem perda de generalidade, que a sequéncia {bg, by, ba, - -+, b, }

é da forma

b07 b17 b27 ”'7bm717 bm7 "'7bj717 b]7 '”767“717 bT "'7bl7 ”'7bn7
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onde
b0>07 51207 "')bm—1>07 bm§07 "'7bj—1<07
(5.3)
bj207”'ab7‘—1>07b7‘S07"'7bl>07"'7bn>0'
Provaremos que pelo menos um do niimeros
Cjy, Cjt1, * 0y Cr1 (54)

é negativo.
Sejam j fixo e §; := Aj; . Vamos supor, por absurdo, que todos os nimeros c;, ¢jy1, - -,
¢,—1 sdo nao-negativos. Logo, de (5.2) e (5.3), e de ¢;, ¢j11 > 0, segue que

0 < ¢ —ajbj1 = Bj41bj + Vj2bjy1 = Yjr2bjrn = —Bjsab; (5.5)

0 < i1 = jaby + Bivabjsn + vissbive = ajpaby + vigsbive = —fipabjsn.  (5.6)

Multiplicando (5.5)) por ;i1 > 0 e (5.6) por —f;41 = —Ajp > 0 e, em seguida,
somando-as, obtemos

—bir2Bi417i+3 = (Bjx1Bj42 — j17i42)bjt1

ou seja,
— dobjr27j13 = 01bjp1 - (5.7)
Provemos entao, por inducao sobre ¢, que a desigualdade
(=120 1 Yjirabrnn > (1) 710 (5.8)

é valida para j+1<r—1.
Observe que (5.8) &, de fato, a desigualdade (5.7) parai=1.
Como hipotese de indugdo, consideremos que (5.8)) se verifica para um valor de 7 tal

que j+1i <r—1. Desde que ¢;j4;11 > 0 (por hipotese), temos de (5.12), que
Wjtrit10j4i + Vjrivsbjrive = —Bjrirabjviv - (5.9)
Multiplicando por a; i1 e (5.9) por (—1)""'4; e, somando-as, encontramos
(1) 6iyjrirabjrive = (=1)(Bjriredi — qjpit1Vj+ir20i1)bjit - (5.10)
Desenvolvendo 9,1 com respeito aos elementos da tltima coluna, obtemos que

i1 = Bjti+20i — Qjpi17Vjti+20i-1 - (5.11)

Substituindo (5.11)) em (5.10), chegamos a

(=1) 69 443054142 = (—1)"0ig1bjyis -

que é a desigualdade (5.8)) com 7 substituido por i + 1, como queriamos demonstrar.
Agora, desde que r—j < n—wv (pelas condigoes impostas pela propria afirmagao) entao,
por hipotese, (—1)16; > 0, parai=0,1,---,7r—j — 1. Logo, fazendo j +i=1r—1

em ((5.8)), obtemos

(1) 7726, jabpy < (1) 7726, aYpgaby <O
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o que & absurdo, pois (—1)"772§,_;_1b,_; > 0. Entao, pelo menos um elemento da

sequéncia {c¢;, ¢j41, - -+, ¢,_1} € negativo.

De maneira analoga, podemos provar, por exemplo, que a sequéncia {c¢y,, ¢pi1, =+,
¢p—1} correspondente & sequéncia {by,, byt1, -+, bj—1}, onde b,, <0, -+, bj—; <0, tem
pelo menos um elemento que é positivo.

Portanto, concluimos que, entre os ntimeros cg, - -+, ¢,,_1 €xiste pelo menos um na-
mero negativo c;, entre c,,, ---, ¢j_1 existe pelo menos um nimero positivo ¢}, entre
¢j, -+, Cr—1 existe pelo menos um ntmero negativo ¢, e assim por diante, até que
finalmente, entre ¢;, - - - , ¢, existe pelo menos um nimero negativo ¢, .

Assim,

S~ (bo, chy <+, b)) =v+2

e, conseqiientemente,
S_(bo, Co, " 5 Cn, bn) > v+ 2.

|

Lema 5.2. Seja {bg, by, ,b,, bg # 0 # by}, by # 0 # b, uma sequéncia de nimeros
reais com v mudancas de sinal, e seja co, c1, - -+, ¢, a sequéncia dada por

boy:=buy1 =0, cx = apbr—1 + Brs1 bk + Va2 brt1,

(5.12)
k:0717"' y Ty
onde oy, Vi > 0 para cada k. Suponha que os determinantes
B e
ar P2 73
Dy =
k-2 Pr-1 Yk
-1 B
satisfacam (—1)*Dy > 0, k = 1, .-+, n+ 1. Entdo, a sequéncia co, c1, -+ , Cp, by tem

pelo menos v+ 1 mudancas de sinal, isto é,
Si(CU,Cl, s ,Cn,bn) 2 Si(bo, bl, e ,bn) —+ 1.

Demonstracao. A afirmacao deste lema segue do lema anterior se provarmos que 0s
determinantes

53’ Vi1

a; /3j+1 Vi+2

ap—2 Br-1 Yk

Qg1 5k

satisfazem (—1)F7™16,, > Oparaj=1,--- ,k, k= 1,---,n+ 1. A demonstragao ¢
feita por inducao com respeito a dimensao de d,y.



5. Sequéncias de Polinémios que Satisfazem a RSD 48

Desenvolvendo D;, pela tltima coluna, obtemos

Dy = BrDr—1 — a1 Di—2
ou, equivalentemente,
(=B)(=1)* ' Dy_y = a1 (1) Dy_s + (—1)" Dy

Entao, —f > 0, ou seja, —O0gpr = —br > 0. Portanto, quando d;;, possui dimensao 1,
temos (—1)F=7+1§5,; > 0.

Desenvolvendo Dj pela regra de Laplace com respeito as primeiras j — 1 colunas,
obtemos

Dy = Dj—10j1 — Dj—20;-17;0;11,k
ou
(=17 D (1) g,
: ‘ (5.13)
= (_1)ka + <_1)J72DijOéjfl"Yj(_1)k7(j+1)+15j+1,k-

Como hipotese de inducao, suponhamos que (—1)k_(j+1)+15j+1,k > (0. Entao, de (5.13),

segue que (—1)F=9*15, > Ovalepara j=1,--- , k, k=1,--- n+1
Agora, aplicando o lema anterior, concluimos que a sequéncia {by, co,c1," -+ ,Cn, by}
tem pelo menos v + 2 mudancas de sinal. Conseqiientemente, S~ (bg, co, ¢1,+ - , Cn, by) >
v+ 1.
O

Lema 5.3. Seja {P,(x)}52, uma sequéncia de polindmios definida por P_1(x) = 0, Py(x) =
1 e pela formula de recorréncia

2P, 1(x) = anPp(x) + BnPr-1(x) + v Pra(x), (5.14)

onde oy, B e v, sdo reais e, além disso, on,v, > 0, e seja p(x) = Zkak(a:) um
k=0

polinomio de grau n com coeficientes reais. Se ¢ € um numero real tal que ¢ > Cpi1n+1,
onde Cpi1nt1 € a maior raiz de P,1(z), e

n+1

p(x)(z—¢) =) cPil(x) (5.15)

entdo; 37(607 Ciy- acn—‘rl) > 1+ Si(bOa b17 e abn)
Demonstragdo. Comparando os coeficientes de (5.15) e utilizando a féormula de recor-

réncia (5.14]), obtemos
cr = br_ro + 0k (Brr1 — ) + bky1Vera, k=0,1,--- ,n+1,
b,1 = bn+1 = bn+2 =0.
Seja
B —¢ Y2
ar Pe—C 73

Ay, = ETURE - k=1, n+1.

ap—z Br-1—C¢ Tk
a1 Pr—C¢
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Desenvolvendo A, pela tultima coluna, obtemos

Ap = (B — O)Ap—1 — a1 Dg—2- (5.16)

Mostremos, por inducao, que

Ap =oag--- ak(—l)kpk(g). (5.17)
Observe que, para k = 1, temos de e (5.14), que Ay = 51 — ¢ = —aap1(0).
Agora, como hipotese de mdugao suponhamos que A; = ajan--a;(—1)p;(C), Jj =

1, ., k—1. Logo,
araz - ap (D pr(Q) = ()" aras e ap [(Br =€) pre-1(C) + e pe-2(Q)]
= ajag - o (=1 (€ (B — ¢)
—ayag - ap (1) pra() e ak
= Bk = Q) Ara1 — ap1 e Ap2 = Ay,

o que demonstra ([5.17)).
Desde que ¢ > (py1n41, isto €, ¢ € maior que todos os zeros de todos os polindmios

pe(r), 1 < k< n+1,de (5.17) concluimos que (—1)*A;, = ajas -+ agppr(¢) > 0 para
1< k<n+1.
Agora, do Lema segue

S_(007cl7"' 7Cn+1) Z 1+S_(bo,bl,"' 7bn>7

observando que ¢, 11 = b,api1 € g > 0.
O

Demonstracao do Teorema de Obrechkoff. Sejam (i, (s, - , (7 0s zeros reais de F'
que sao maiores que (,, . Escrevendo

(1)
I - C1 Z P

e usando o fato que (; > (u, pelo Lema 5.3 concluimos que

S (a((Jl)7ag)7"' (1))<S (a07a17"'7an)_1~

y A1

De forma anéaloga, fazendo

n—2

F(z)
(z — (1) (ﬂf—Cz

CL
k=0

e, observando que (3 > (,—1,,—1, obtemos pelo mesmo lema que

S~ (a(())aa§2)7"' 7a(2) )

IN

S” (a(())aagl)v"' 7a(1) ) -1
< S (ag,ay, -+ ,a,) —2.
Continuando este processo, chegamos a seguinte desigualdade

S_(a(()Z)7a(1Z)7'“ aai{)z’) S S_<a0aa1a"' 7an)_Z7
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ou seja,
S (ag, a1, ,an) > Sf(a[()zhagz)’... ,CLZ)Z/)—l-Z/ > 7

como queriamos demonstrar.
O

Este resultado também foi demonstrado por Schoenberg [@I em 1934. Ele usou um
argumento diferente de Obrechkoff para a demonstracao, a caracterizacao de sequéncias
de fungoes que satisfaz a Regra de Sinais de Descartes Generalizada de Polya e Szegg,
Teorema, Também, ele ja clamou que os polindmios de seu teorema eram ortogonais
e com isso, todas as boas propriedades que estes possuem, dado que as afirmacoes de
Obrechkoff sao equivalentes a sequéncia de polindémios ser uma SPOPD segundo o Teo-
rema de Favard (o qual é posterior a descoberta de Obrechkoff mas nao a prova de
Schoenberg).

5.3 Teorema de Schoenberg

Agora, apresentaremos a demonstracao de Schoenberg para o Teorema de Obrechkoff.
A idéia é usar o Lema de Fekete para provar as propriedades (i) e (ii) do Teorema de
Polya e Szegé.

Antes disso, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 5.4. Seja {Py(x), Pi(x), -, P,(x)} uma sequéncia de polindmios ortogonais em
um intervalo (a,b), com relagdo a funcdo peso w(x). Entao, a fungdo

F(z) = c,Pr(x) + cop1 Pyt () + - 4 oy s Prys ()
tem pelo menos r zeros em (a,b) .

Demonstracao. De fato, suponha por absurdo, que F tem m < r zeros em (a,b),

denotados por (q, (o, -+, (. Dai, podemos escrever
F(z) =) [J(z - &), (5.18)
k=1

onde ¢(x) nado muda de sinal em (a,b). Sem perda de generalidade, assumimos que
(x) > 0. Assim, da relagao de ortogonalidade, segue que

/ F(z)g(x)w(z)dr =0,

para todo polindémio g(z) de grau até r — 1. Em particular, para o polinémio H(x — ()

k=1
temos

/ ﬁx—(k dx—/z/J ﬁ:c—(k x)dr >0,

o que é absurdo. Portanto, F' tem pelo menos r zeros no intervalo (a,b).



5. Sequéncias de Polinémios que Satisfazem a RSD 51

Lema 5.5. A matriz

1 1 1 1 1 1 1 0 0 0
oG 6O 0 - )6 O 1 00
00 (5 () ) G 6 ) 00
Mo—| 0 0 0 () () G 6 (L) 00
000 0 0 - (5) (M) (M) G) o 1o
000 0 0 - 0 () G Q)11
€ totalmente positiva.
Demonstracao. Sem abuso de notacao, considerando que (8) =1le (;) = 0 para

0 <1< j,amatriz M, pode ser escrita como

Mn:(<k) <n_l>>a Zak7l207177n7
1 n—1

onde i denota a (i + 1)-ésima linha, k e [ denotam a (k + 1)-ésima e (n+ 141+ 1)-ésima
colunas, correspondentes. Provaremos, por inducao, que M, é totalmente positiva. Para

n=0,My=(1 1) éobvio. Agora, consideremos a matriz

1 0 1 0 0
0 a ) \o () ()

7 n—1i

Assim, adicionando a primeira coluna a segunda, depois adicionando a nova segunda
coluna a terceira, etc. e, finalmente, a nova (n + 1)-ésima coluna a (n + 2)-ésima coluna
e usando a propriedade de adicao de binomiais, obtemos a matriz

110
(i) (o)

Além disso, duplicando a (n 4 2)-ésima coluna, obtemos a matriz

I :<(IZI> (Ziiiiﬁ))%ﬂ,

i+l i+1
para i, k’,l' =0,1,--- ,n+ 1. Desde que essas operacoes elementares preservam a posi-
tividade da matriz, segue, por indugao, que cada matriz M,, é totalmente positiva.

a

Schoenberg [6] mostrou o seguinte resultado:

Teorema 5.2 (Schoenber,1934). Seja {P,(x)}52, uma sequéncia de polinémios ortogo-
nais. Assumimos, além disso, que o coeficiente do termo de maior grau de cada um
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desses polindmios € positivo. Entao, para qualquer sequéncia vy, --- , vy de inteiros com
0<1 <- - <y seque que

W(P,,,P,,--,P,;2)>0, z>(,,

onde C,, € o maior zero de P, (x).

Demonstracdo. A idéia aqui é mostrar que a sequéncia {Fy(z), -+, P,(x)} de polino-
mios ortogonais cumpre as condigoes (¢) e (i) do Teorema de Polya e Szegé para
x > (un, 1.€., mostraremos que para qualquer subsequéncia de inteiros 21,42, -+ ,%;, com

0<1 <ip<---<i; <n,o Wronskiano
W(-F)iu-Pizf" 7PZZ7'I)>0

para todo x > (,, .
Sem perda de generalidade, consideremos os polinémios como sendo monicos. Defini-
mos entao

P(z) Pryai() Prys()
Pl(z) Fl,(2) Pl ()

Qrs() := . , 0<r<s+r<n. (5.19)
PP(@) PEi(x) - PY()

Mostremos que @,s(z) > 0 paratodo x > (e 0 <r <s+r <n.
Para r =0, temos

Py(z) Pi(x) Py(x)
0 Pi(x) Pi(z)
Qoslz) = | = Po2)P{(x) - P (x).
0 0 - PY)

Obviamente Qos(z) > 0 para todo = (em particular para x > (,,) e 0 < s < n.
Seja r > 0. Primeiramente mostraremos que @Q,s(z) é nao-nulo em ((,,, 00). Para este
fim, suponha por absurdo que existe ¢ > (,, tal que

PT(O Pr+1 (C) PT+S(O
Pi¢)  Pla(C) Pl (¢)
QTS(C) - . =0.
FQ) PO - PO
ou seja, as colunas desta matriz formam um conjunto linearmente dependente, e portanto,
existem constantes ¢, , ¢,11, - -+, C,1s N0 todas nulas tais que

&PYC) + e PO + -+ e PO =0, 5=0,1,2, -+, 5.
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Em outras palavras, o polindbmio
F($) = CTPT(x) + CT+1PT+1(x) +oot Cr+spr+s(x)

tem ( como zero de multiplicidade pelo menos s + 1. Por outro lado, pelo Lema [5.4)
F(z) tem pelo menos r zeros em (a,b). Logo, F(x) tem pelo menos r + s + 1 zeros, o
que ¢é absurdo, pois o grau deste polinémio ¢ no maximo r + s. Portanto, concluimos
que Q,s(x) # 0 para todo = > (,, . Finalmente, mostremos que Q,s(x) > 0 em ((pup, 00) -
Observe que podemos escrever como

Qrs(x) -
"+ %“*1(1‘) LIZ‘T—H + qr(x) e IT+S + qr+371(.1')
(Do + gy (2) ()" +a(@) e (T g (2)
2 2+l (2)  2A(F) (@) e 2(F) 4 gl ()
()2 +qi(@) s (T (@) e s () 4 g (@)

onde qx(z), r—1 < k <r+s—1, éum polindémio de grau no maximo k , e convencionamos

(8) =0 e (5) = 0 quando 0 < p < v. Colocando em evidéncia na i-ésima linha

(i —1D)lar=1 1 <i<s+1, e depois na j-ésima coluna 2771, 1 < j < s+ 1, obtemos

Qrs(z) =
1+ 0(1/x) 1+0(1/x) .- 1+ 0(1/x)
() +01/z) () +0@/z) - (79)+0(1/x)
— 9131 ... gl gr(s+D) (5) +O@/z) (3 +0/x) - (3)+O(1)x)
(1) +00/z) (") +00/z) - (1) +0O(1/x)
Portanto, segue que
1

sinal <mh—>r<r>lo Qm(g;)> = sinal (;) (’”;1)

) )
Logo, pelo Lema 5.5
sinal (h_)m Q,,s(w)> =+1.
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Como @Q,s(z) ndo muda de sinal em ((,p,00), concluimos que @,s(x) > 0 para todo

x> Con -

Agora estamos em condicoes de provar que

W(Hpﬂzf" ,Bl;$)>0,

para todo = > (,p e 0 <1 < i < --- < 7 < n. A demonstracao segue por inducao
sobre (.
Paral =1,
W(P,;z)>0

para todo = > (,,

para todo = > (,,

para todo x > (,,
que

para todo = > (,,

e 0 <1i; <n. Suponhamos entao que

W(P’L Piz7"'7pis;‘r)>o

1
e 0<ii<ig< - <iyg<n. Por ,temosque
W(P,, P, ,Prys; ) >0
e 0 <r<r+s<n. Dai, pelo Lema de Fekete, segue imediatamente
W(Pi, Py, Py 2) >0

e 0<4 <iy <. - <igy; <n, finalizando assim a demonstracao.
O

Vistas tao diferentes provas deste resultado, seguimos para apresentar uma aplicagao
da agora nomeada Regra de Sinais de Descartes para Polinémios Ortogonais (RSD para

SPO’s).



CAPITULO

6

Limites para zeros de Polinémios de
Jacobi via Teorema de Obrechkoff

Os polinémios de Jacobi e Laguerre serao explorados neste capitulo sob a forma

1), 1-—
o) () = L2 Dn = ) (—n, ntatfrlatl x)
n:
‘ 1
L9 (z) = —(a + 1n 1Fi(—n; a+1; z)

n!
em termos de fun¢oes hipergeométricas (ver [34]),

= (ay); - (ay); 27

Foan, - ay; b, by 2) = i )i =
e : ! ; (b1); -+ (bg); J!

onde o simbolo de Pochhammer (a); toma os valores (a)o = 1 e (a); = a(a+1)--- (a+j—1)

para 7 € N. Mais informagoes sobre essa abordagem em termos de funcoes hipergeomé-

tricas para os polinémios ortogonais classicos pode ser encontrada em , pag.13].
No que se segue, denotamos por , x(, B) e 4 (a) 0s zeros de P (z) and L{M (z),
respectivamente, ambos ordenados em modo decrescente. Portanto, quando «, 5 > —1, e

a > —1, temos

1 <zpn(a,f) < zpp1(a,fB) < - <zpa(e,B) <1

0 < Zpn(a) <xppi(a) < <azpi(a).

Iremos descrever brevemente uma ideia simples motivada pela formula de convolugao
como vista em [36 Corolatio 3.6]

. _ 1 j | -!Lgla+b+2j+1)
o e (222 ) PR

n+j

. a b
> Qi a.byn+ )L (@) LY, (w2). (6.1)
=0

95
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Se n = 0 entdo recaimos nos polinomios de Hahn Q;(z;a, 5,N), 7 =0,1, --- ., N, que
sao definidos por (c.f. [37])

Q](xa «, ﬁ? N) = 3F2<_]7.]+05+B+17_I7 Oé+1, _N7 1)
Entao, pela identidade de Gauss

['(e)T(c—a—1b)

2Fi(a, b e 1) = I'(c—a)l'(c—Db)

obtemos
Qj(l;a,b,j) = sFy(—j,j+a+b+1,~la+1,—j5;1)
= Fi(j+a+b+1,—la+1;1)
e+ 1DI'(¢—j—b)
Fla+1+0I'(—j—0b)

_ ¢ (b+1);
A

Portanto, se aplicarmos (6.1) com n =0, j =n, { =k, x; = x ¢ x93 = y, obtemos

oyplan) (Y=Y N~ (@A Dalbt Do @y kg
P (1) = e e e U e 62

Aplicar o Teorema de Obrechkoff (Regra de Sinais de Descartes para Polinomios Or-

togonais) a formula 1} para obter desigualdades para todos os zeros de P,ga’b)(x) éo
principal objetivo deste capitulo, que segue sob a responsabilidade de ser a aplicacao
explorada do Teorema . Este capitulo é baseado no artigo , de 2012.

6.1 Desigualdades entre os Zeros dos Polinomios de Ja-
cobi e Laguerre

Teorema 6.1. Sejan € N ea,b> —1. Entao as desigualdades

xn,l(b) — Tn—k+1n—k+1 (CL)
Tp1(0) + Tpopi1n—ri1(a)

(b)) — xp1(a)
xk,k<b> + $n71(a)

S xn,k<a7 b) S

valem para todo k € N com 1 < k < n.

Demonstracdo. Primeiramente, devemos olhar para (6.2) considerando ambos os lados
como fun¢do de y. Em outras palavras, (6.2) é avaliado da seguinte forma:

Po(y) = crpi(y) (6.3)

com

Piy= g (1),

(a+1),(b+1), " Y+ x

(—1)* ()
(@+1)p—p(b+ 1) k

(y)

pr(y) =
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e
ap =LY (z).

Agora, pelo Teorema de Obrechkoff, o namero de zeros de P,(y) que sdo maiores que
zp1(b), ndo excede o nimero de mudancas de sinal na sequéncia

Seja agora © = wgi(a), isto é, o menor zero de L,(f)(a:), em 1 ou 1) Devemos

entao contar o numero de mudancas de sinal na sequéncia
(L (@e(@)} = (26 (@ra(@), L (mip(@), - L (@ra(a)) )

Como é sabido que os polinémios Lg-“) (x), 7 =0,---,n, sdo positivos na origem e seus
zeros se entrelacam, temos

L (zri(a)) > 0, L (zx(a)) > 0, -+, L, (2.4(a)) > 0, L (2 4(a)) = 0.
Disto segue

ST (@prla)}) = ST(LY, (wrr(a), L (21 (a)), - o, LD (24 4(a)))

e entdo a sequéncia {Lga)(xm(a))} possui no maximo n—k mudangas de sinal. Observando
agora a suposi¢ao de n ser um zero de

5 Y+ 2 (@)" pap) (y - ka,k(a)> 7

Po(y; v p(a)) = (a+1),(b+1), " Y+ xpp(a)

segue que
n — Trx(a)
N+ i)

. b .
seria um zero de P\" )(x) Lembrando que os zeros x,x(a,b) estdo dispostos em ordem

decrescente e desde que (y — x)/(y + x) cresce com y, temos que os zeros 7, ;(a,b) de
P (y; zik(a)) estdo dispostos desta mesma maneira.
Do mesmo modo que anteriormente, o teorema de Obrechkoff garante que no maximo
n — k dos 1, j(a,b) possam execeder x,1(b).
Assim,
Nnn—k+1(a,b) < x,1(b) . (6.4)

Por outro lado, 0, ,—k+1(a, b) é univocamente definido por

Un,nka(CL, b) - ﬂfk,k(a)
Nnn—k+1(a, b) + xp i (a)

= Tnn—k+1 (CL, b) 5

e isto é equivalente a

1 + xn,nfk+1(a7 b)

_ a,b) =zpi(a
Mn,n k+l( ) ) k7k( )1 — Tyt (CL, b)
Ao substituir esta expressao em (6.4)), obtemos a desigualdade

Tn1(0) — wpk(a)
Tp1(b) + zp(a)’

xn,n—k-}—l(av b) < (65)
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a qual é equivalente a

Tn,1 (b) — Tn—k+1,n—k+1 (CL)

Tpr(a,b) < )
a0 S O T st (@)

(6.6)

Invertendo os papéis de a e b em (6.5) e usando o fato que x, ,(a,b) = —zy n—g41(b, a),
no6s obtemos o limite inferior

k(b)) — 2p1(a)

Tprla,b) > . 6.7
’k( ) C(]k’k(b) + $n’1(a) ( )
De (6.6) e (6.7),
T (D) — Tna(a) < aanlah) < Tp1(b) — an—k-i-l,n—k—l—l(a)’ (6.5)
Tk (b) + 251 (a) Tn1(0) + Tnky1n-rt1(a)
e esta provado o teorema.
O
Consequéncias imediatas do resultado sao os casos dos zeros extremos:
Para k =1,
x11(b) — zp1(a) < zni(ab) < Tp1(b) — Tpp(a) | (6.9)
z11(b) + zp1(a) Zp1(b) + Tnp(a)
e, para k = n,
Tpn(b) — xp1(a) < n(ab) < Zn1(b) — 211(a) (6.10)

Tpn(b) + zp1(a) ’ Tn1(b) +211(a)

E disso, concluimos que para todon € N e cada k, 1 <k <n,

xn,n(b) — Tn,1 (a)
Tpn(b) + xp1(a)

Tn1(b) — Tpn(a)
Tp1(b) + zpp(a)

S xn,k(av b) é
Outras interessantes desigualdades se dao ao considerarmos o lado esquerdo de
e o lado direito de (6.10]), dado que z; () = o + 1, entdo

B 22,1(a)
b+ 1+ x,1(a)

Tp1(a,b) >1

2 ZL’nyl(b)

Tnn CL,b §_1+ )
n(a,) a+1+x,,(b)

o que mostra que o maior zero de P,ga’b)(:z:) converge para 1 conforme b tende ao infinito,
com velocidade de convergéncia da ordem O(1/b), enquanto o menor zero converge a —1
quando a tende ao infinito, com velocidade de convergéncia da ordem O(1/a). Estes fatos
estao ligados a interpretacao eletrostatica dos polindémios e mais informacoes podem ser

obtidas em [38].

6.2 Desigualdades para os Zeros dos Polindmios de Ja-
cobi com diferentes parametros

Agora usamos a seguinte formula que foi estabelecida em [36] e Corolério 3.15 (i)]:
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Tg — X a n c
(@1 + 2" B (ﬁ) PR — o2y + y)

_"if(gﬂz) (b+ Vnlc+ 1) (a+b+c+j+n+2), 6.11)

+1)eb+c+L+1)(b+c+20+2)j4n
XRé()‘(n);bacv_j_n_1>a+b+j+n+1)

1—21 — 22
a,b+c+20+1 b,c 1 2
% P}W R — 220)(1 — my) P (—)

onde os polinomios de Racah Ry(A(n); a, 8,7,0), com A(n) = n(n+~y+0+1), sdo definidos
por [37 formula (1.2.1)].
Ao aplicarmos (6.11)) nos casos em que 7 = 0 ou n = 0 teremos os seguintes teoremas:

6.2.1 O cason=20

Teorema 6.2. Sejan € N e a,b,c > —1. Entdao as desigualdades

Tppr1(a+b+1¢) < Hznf’l(b’c)xn_k’l(a, b+c+2k+1)+ 1—x+1(b,c)
valem para cada k, onde 0 < k <n—1.
Demonstragao. Iniciamos por notar que
Ry(A(0);b,¢,—j —1l,a+b+j+1)=1.
Dai, fazendo j = n, { =k, 1 = x, 12 = —y em (6.11]), & obtido
Pletbtlo (] 4 o(y Z AR Pbret2 (1 9y (1 — 2)F P (1 + 12_—3/3) :

onde
(c+Dpla+b+c+n+2)

Ao fixarmos z, o niimero de zeros de

A = > 0.

Pu(y) = Petrbo(1 4+ 2(y — 1)),

que é maior que o maior dos zeros de

c 2
Plib?)(l—i_l—yx)’

nao exede o nimero de mudancas de sinal na sequéncia

n

(P(a,b+c+1)<1 o 2$)’ Péa ll;+c+3)(1 _ 21-)7 c. ’Péa,b+c+2n+1)(1 _ 21[')) .

No artigo de 2008, foi provado que, para qualquer k¥ € N fixado, o, > —1 os
zeros de P,ga’ﬂ) (x) e Pk(ﬁ’lﬂw) (x) se entrelacam. Seus coeficientes dominantes alternam de
sinal, logo sao todos positivos quando x = —1.
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Considerando agora o caso que ¢ seja o menor valor para o qual Pé‘f?cwk“)(l —2¢)

se anula, ou seja,
l -2y pi(a,b+c+2k+1)
= ; ,
entao o nimero de mudancas de sinal é no méximo k. Portanto, o zero ¥, x4+1 de ﬁn(y),
considerando que os zeros deste polindmio dispostos de maneira decrescente, nao excede
o maior zero de P (1 + (2/(1 = €))y).

O maior zero y de P,(y) ¢ obtido quando 1 +2(y — &) = z,1(a+ b+ 1, ¢), que por sua
vez resulta

~ Tpprr(a+b+1,¢) —xppa(a,b+c+2k+1)
YUnk+1 = 9 .

Do mesmo modo, o maior zero de P,(Lb’c)(l +(2/(1=¢))y) é advindo de 1+ (2/(1—=¢&))y =
zn1(b, ¢), 0 que equivale a

(na(b,c) = 1) (14 2p_gala,b+c+2k +1))

4
Portanto, para k =0,--- ,n — 1, nés temos
1+ x,1(b,c 1 —w,1(b,c
Tppr1(a+b+1¢) < %Jzn_k,l(a, b+c+2k+1)+ % ,  (6.12)
o que conclui a prova do teorema.
O

Ao notarmos que o lado direito de (6.12) pode representar uma combinagao convexa
de —1 e x,1(a,b+ c+ 1), temos o seguinte resultado:

Corolario 6.1. Sejan € N e a,b,c > —1. Entao as desigualdades
Tppt1(a+b+1,¢) <zppi(a,b+c+2k+1) (6.13)
valem para cada k, onde 0 < k <n —1.
Vale notar que se reduz a igualdade quando k =0 e b = —1, assim como (6.12]).

6.2.2 O -casoj=0

Teorema 6.3. Sejan € N e a,b,c > —1. Entao as desigualdades
L+ 2opi(ab) _ 1+ana(ed) _ 1+anga(ab+c+2k+1)
1 — xppy1(a,b) — 2 T 1l—zypa1(a,b+c+2k+1)
valem para todo k, sendo 0 < k <n — 1.

Demonstragao. Iniciamos por mostrar que

(c+1Dla+1+n—10),
b+1)la+b+c+n+2),’

Ri(A(n);b,c,—n—1,a+b+n+1)=(—1)° (6.14)

para ¢ < n.
Isto é um fato que é devido a definicao de polinomio de Racah, dadas em (1.2.1)],
onde

Ry(A(n);b,e,—n —1,a+b+n+1)

_ 5 —ALl+b+c+1,—na+b+n+1 1
A b+1l,a+b+c+n+2,—-n

_on( “hLttbtetlatbintl |
I b+1l,a+b+c+n+2 '
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De [34} (1.7.1)], temos

(—c—0)¢(—a—mn),
b+1)e(—a—b—c—n—L0—1),

Usando o simbolo de Pochhammer obtemos (6.14)).
Dai, obtemos

nP(a,b) y—z — C P(a7b+c+2k+1) 1—9 1 — kP(va) -1
(e pe? (U57) = ORI 20 (-t (2 1)

Ry(A(n);b,c,—n —l,a+b+n+1)=

onde Cj, > 0 e usando Pk(a’ﬁ)(—:y) = (—1)’“P,€(5’a) (x). Supondo que x seja fixo, temos que

o ntumero de zeros de
~ y—x
P, =(zx 4+ )" (a,b) ( ) ’
(y) = (z+y)"P, 7

P(C,b) 2y _ 1
" 1—x ’

nao excede o ntimero de mudancas de sinal na sequéncia

que é maior que o maior zero de

a,b+c+1 a,b+c+3) (a,b+c+2n+1)
(135 (1 — 22), PCY (1 94, ... | P (1-21)) ,
assim como na se¢ao anterior. Seguindo os mesmos passos, do |40, Theorem 2.1| segue
que os zeros destes polindmios se entrelacam, e fazendo x = —1 os coeficientes dominantes
. ) . bret2kt1
concordam o sinal e ainda, o menor valor de £ para os quausPéCi,:chr * )(1 —2¢) se anula
é
£ = 1l -2y pi(a,b+c+2k+1)
5 .

Entao o ntmero de mudancas de sinal na sequéncia é no maximo k e assim, o0 zero ¥, g+1

de P,(y) ndo excede o maior zero y, de P,Sc’b)((Q/(l &)y —1).
O 1610 G de By(y) ¢

~ . 51 + xn,k-{-l(a) b)
yn,k+1 - 1 o In7k+1 (a,7 b)

Y

e o maior zero de PP ((2/(1 =€)y —1) ¢
(1= 91+ 2l b))

n = 2
Portanto, para £ =0,--- ,n — 1, temos
1+ zpp41(a,b) < 1+ z,1(c,0) 1+ 2y g1(a,b+c+2k+1) . (6.15)
1 —zpps1(a,b) — 2 I —2ppai(a,b+c+2k+1)
O
Com observacao semelhante ao do caso n = 0, para k = 0 e ¢ = —1 temos a igualdade.

De modo similar, para k = 0 temos que (6.15) implica

1—|—xn,1(a,b) < 1+$n,1<a7b+0+1>
1_xn,1<a7b) - 1_~rn,1(a,b+C+1)’

0 que é também uma consequéncia do fato que a fungéo f(z) = (1 +z)/(1 — ) cresce no
intervalo (—1,1) e que x,1(a, 5) cresce com /3.






CAPITULO

/

Consideracoes Finais

Em virtude dos resultados explorados no texto, vemos que o estudo da Regra de
Sinais de Descartes voltada para combinagdes lineares reais de polindmios ortogonais no
caso positivo-definido produz bons resultados e dentre esses, as desigualdades do capitulo
anterior. Em consequéncia disso, nota-se engajamento de estudiosos da area que, sob
taticas semelhantes as usadas no capitulo anterior, desenvolveram outras desigualdades, a
saber, em ,. Todas tem em comum o fato de serem recentes e reemergidas a pouco,
muitos anos apos a demonstracao de Schoenberg. Este retorno se deu inicio em , onde
sao avaliados o comportamento dos zeros de polindbmios ortogonais classicos de Jacobi sob
a RSD para Polindémios Ortogonais. Entao, isto também mostra que o assunto se mantém
relevante.

Ambas as apresentacoes do teorema principal sao validas por questao de serem abor-
dagens muito diferentes e isso abre novas possibilidades de familiarizacao e interpretagao
por varios ramos das areas que o resultado toca.

Nossa contribuicao foi ressaltar a conexao da relagdo de recorréncia do Teorema de
Obrechkoff ser o caso de polinomios ortogonais positivo-definido, em um levantamento
bibliografico que preza por uma construgao minuciosa dos resultados enquanto é envolvido
no corpo do texto varias das respostas sobre perguntas que podem ser levantadas durante
a leitura.

A decorréncia natural do estudo que foi desenvolvido no corpo deste trabalho é a
investigacao de outros casos e as generalizacoes que foram deixadas de lado, dentre elas
o caso de polinémios ortogonais quasi-definidos e uma possivel versao adaptada a isto
do Teorema de Obrechkoff. Também uma possivel versao discreta que seja valida aos
polindmios ortogonais classicos de variavel discreta (ver pag.16]).
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