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Resumo

O objetivo principal deste texto é o estudo da Regra de Sinais de Descartes e da Regra
de Sinais de Descartes Generalizada. Apresentamos também uma aplicação da Regra de
Sinais de Descartes Generalizada para polinômios Ortogonais. Para este último resultado
são apresentadas duas demonstrações, uma é devido a Obrechko� e outra a Schoenberg.
Por �m, apresentamos uma aplicação da Regra de Sinais de Descartes Generalizada para
os polinômios ortogonais clássicos de Jacobi e Laguerre.

Palavras-Chave: Teorema de Obrechko�, Regra de Sinais, Regra de Sinais de Descar-
tes, Polinômios Ortogonais, Polinômios Ortogonais de Jacobi, Polinômios Ortogonais de
Laguerre, Desigualdades entre Zeros de Polinômios Ortogonais.
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Abstract

The main objective of this text is the study of the Descartes' rule of signs and the
generalized Descartes' rule of signs. We also present an application of the generalized
Descartes' rule of signs to orthogonal polynomials. For this last result are presented two
proofs, one is due to Obrechko� and another is due to Schoenberg. Finally, we present
an application of the rule to the classical orthogonal polynomials of Jacobi and Laguerre.

Keywords: Obrechko�'s Theorem, Rule of Signs, Descartes' Rule of Signs, Orthogonal
Polynomials, Jacobi Polynomials, Laguerre Polynomials, Inequalities between Zeros of
Orthogonal Polynomials.
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Capítulo

1
Introdução

Em 1637 Descartes publicou �La Géométrie� [1], obra famosa por unir Álgebra a Geo-
metria, descrevendo objetos geométricos por meio de equações algébricas. Contudo, além
de ser o ponto de partida para o que hoje é conhecido como Geometria Analítica, existem
também contribuições acerca de polinômios. Dentre estas, foi conjecturado no início do
Livro 3 desta obra, o que viria a se tornar décadas depois o resultado clássico Regra de
Sinais de Descartes. Tal regra estima o número de zeros positivos ou negativos de um
polinômio olhando apenas para os sinais de seus coe�cientes. Nas palavras de Descartes,
�Uma equação pode ter tantas raízes verdadeiras (positivas) quanto contém mudanças de
sinal, de + para − ou de − para +�. Descartes se refere à equações algébricas/polinomiais
com coe�cientes reais quando escreve �equação�, e as mudanças de sinal são avaliadas em
seus coe�cientes, na sequência do termo independente ao coe�ciente que acompanha o
termo de maior grau, ou na ordem inversa a esta.

O resultado foi rea�rmado com mais clareza pela primeira vez por Isaac Newton em
1707 [2], mas sem demonstração até De Gua publicar uma demonstração em 1740 [3].
Iniciamos o trabalho ao dar todas as condições para uma prova do referido resultado, que
será obtida por indução, como em [4].

Há classes de polinômios que podem se bene�ciar deste resultado, de modo que sempre
alcance o número máximo de zeros previstos na regra. Neste trabalho serão explorados
os Polinômios Ortogonais. Em especial, os polinômios ortogonais clássicos de Jacobi e os
de Laguerre.

Seguindo para uma generalização do resultado, a Regra de Sinais de Descartes Gene-
ralizada contempla uma regra de sinais adaptada para sequência de funções quaisquer.
Tal regra foi usada por Obrechko� [5] quando ele tinha apenas 22 anos para desenvol-
ver o Teorema que será o resultado mais explorado desta dissertação. Posteriormente, o
mesmo resultado foi descoberto por Schoenberg [6], numa prova totalmente diferente e
usando técnicas e ideias que alvoreceram anos após a publicação de Obrechko�. Então,
descrevemos os Critérios Gerais necessários até �nalmente as provas de ambos os teore-
mas, explorando também sequências de polinômios que satisfazem a regra e o intervalo
onde isso ocorre e explorar aplicações.

O objetivo deste levantamento bibliográ�co é manter uma abordagem concisa e auto-
contida quanto ao estudo da Regra de Sinais de Descartes e Regra de Sinais de Descartes
Generalizada, voltado às aplicações dos Teoremas de Obrechko� e Schoenberg.

Aplicações da Regra de Sinais de Descartes Generalizada (RSDG) para combinação
linear de sequências de funções ainda não foram extensivamente exploradas. Entretanto,
há um trabalho desenvolvido pelo orientador deste mestrado, Fernando R. Rafaeli, jun-
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1. Introdução 2

tamente com seus colaboradores em 2009 [7], que culminou no artigo de 2012 [8] onde se
encontra uma bela aplicação deste resultado que mostra um elo entre os zeros dos polinô-
mios de Jacobi e Laguerre. Disto, o levantamento bibliográ�co se justi�ca por mostrar
esta e outras aplicações dos Teoremas de Obrechko� e Schoenberg que foram a pouco
reemergidos.

Sobre a estruturação especí�ca do trabalho, são 7 capítulos incluindo este introdutório
e o capítulo onde se expressa as considerações �nais do estudo. No Capítulo 2 apresenta-
mos um breve estudo sobre mudanças de sinal de sequências numéricas e a Regra de Sinais
de Descartes Clássica (RSD) seguida de um corolário importante ao texto do caso onde
todos os zeros do polinômio são reais. No Capítulo 3, passamos por propriedades básicas
desta classe de polinômios, os �Polinômios Ortogonais�, que se mostram surpreendentes.
Após, passamos por um estudo sobre o chamado �funcional de momentos� e sua relação
com a ortogonalidade dos polinômios a ele associados. Em um resultado que liga o caso
do funcional de momentos com uma recorrência que todo polinômio ortogonal satisfaz, a
chamada Relação de Recorrência de Três Termos tem sua recíproca válida quando o fun-
cional é positivo-de�nido, resultado o qual tem ligação imediata com os teoremas chaves
da dissertação. Encerrando com as famílias mais célebres dessa subclasse de polinômios
ortogonais, os Polinômios Ortogonais Clássicos que recebem nomes após Jacobi, Laguerre
e Hermite são os casos positivos-de�nido que a dissertação trata. No Capítulo 4 tratamos
de critérios de caracterização que serão necessários para a demonstração da contraparte de
Schoenberg para o teorema de Obrechko�, também conhecido na literatura por Teorema
de Schoenberg-Obrechko�. O Capítulo 5 se inicia por mostrar exemplos de sequências que
satisfazem a RSD e logo parte para os teoremas principais do texto, onde está demons-
trado as condições para uma certa sequência de polinômios satisfazer a RSDG em um
certo intervalo. En�m, são dadas as provas de Obrechko� e Shoenberg do resultado. No
Capítulo 6 aplicamos os teoremas da seção anterior aos polinômios ortogonais clássicos de
Jacobi e Laguerre, demonstrando uma ligação de seus zeros em forma de desigualdades e
outras desigualdades entre zeros de Jacobi com diferentes parâmetros.



Capítulo

2
Mudanças de Sinal

A �m de sermos capazes de enunciar e demonstrar a Regra de Sinais de Descartes
na seção 2.4 deste capítulo, precisamos em um primeiro momento estudar mudanças e
variações de sinal em sequências numéricas. Como este trabalho é focado no caso de
sequências numéricas �nitas, deixamos ao leitor interessado a referência [9] para buscar
os casos sobre sequências numéricas in�nitas, os quais podem ser usados em uma regra
de sinais para séries de potências. A obra de Pólya e Szeg® [9] foi base para as primeiras
seções deste capítulo.

2.1 Mudanças de Sinal de Sequências

De�nição 2.1. Denotamos por S− (a0, a1, · · · , an) o número de mudanças fracas de sinal
na sequência a0, a1, · · · , an. Em outras palavras, o número de termos na sequência que
tem sinal oposto ao sinal do termo anterior, desconsiderando-se os termos nulos.

Outro modo de olharmos para a de�nição 2.1 seria contarmos o número de pares
adjacentes da forma (+,−) e (−,+) na sequência obtida de a0, a1, · · · , an substituindo-se
todo número positivo ai por + , todo número negativo por − e descartando-se os zeros
da sequência. O número obtido é também S− (a0, a1, · · · , an).

2.1.1 Propriedades e Resultados Preliminares

P 1. As sequências a0, a1, · · · , an e an, an−1, · · · , a0 possuem o mesmo número de mu-
danças de sinal, ou seja,

S− (a0, a1, · · · , an) = S− (an, an−1, · · · , a0) .

Demonstração. Isto ocorre por consequência da demonstração. De fato, a0, a1, · · · , an
é simétrica a an, an−1, · · · , a0, assim como (+,−) é simétrica a (−,+), sendo cada uma
dessas últimas uma mudança de sinal. Logo, teremos a mesma quantidade de mudanças
de sinal em a0, a1, · · · , an e an, an−1, · · · , a0.

2

Observação. A menos que a ordenação seja em uma dessas duas, não podemos garantir
uma quantidade igual na contagem de mudanças de sinal, visto que temos (n + 1)! −
2 ordenações diferentes a essas e sem a garantia que todos os termos adjacentes tem
sinais correspondentes ao mesmo número de mudanças de sinal. Um simples e prático
contraexemplo é S−(1, −1, 1) = 2 6= S−(1, 1, −1) = 1, da sequência {1, 1, −1}.

3



2. Mudanças de Sinal 4

P 2. O número de mudanças de sinal não aumenta se alguns elementos da sequência são
omitidos, isto é,

S− (a0, a1, · · · , am−1, am+1, · · · , an) ≤ S− (a0, a1, · · · , an) .

Demonstração. Seja b0, b1, · · · , bp, p ≤ n , a sequência obtida de a0, a1, · · · , an ao
eliminarmos os elementos nulos. Logo,

S− (a0, a1, · · · , an) = S− (b0, b1, · · · , bp) = S− (b0, b1) + S− (b1, b2) + · · ·+ S− (bp−1, bp) .

Seja bl, l ≤ m, o elemento correspondente a am 6= 0. Omitindo-se am, obtemos

S− (a0, a1, · · · , am−1, am+1, · · · , an) = S− (b0, b1, · · · , bl−1, bl+1, · · · , bp) =

S− (b0, b1) + S− (b1, b2) + · · ·+ S− (bl−1, bl+1) + · · ·+ S− (bp−1, bp) .

Temos dois casos a considerar:

(i) Se S− (bl−1, bl+1) = 1, então S− (bl−1, am) + S− (am, bl+1) = 1.

Portanto, nesse caso,

S− (a0, a1, · · · , am−1, am+1, · · · , an) = S− (a0, a1, · · · , an) .

(ii) Se S− (bl−1, bl+1) = 0, então

S− (bl−1, am) + S− (am, bl+1) = 0 ou S− (bl−1, am) + S− (am, bl+1) = 2 .

Logo,
S− (a0, a1, · · · , am−1, am+1, · · · , an) ≤ S− (a0, a1, · · · , an) .

2

P 3. Inserindo um termo nulo na sequência ou inserindo um termo com mesmo sinal
de seu antecessor ou sucessor não alteramos o número de mudanças de sinal da nova
sequência, isto é,

S− (a0, a1, · · · , am, am+1, · · · , an) = S− (a0, a1, · · · , am, b, am+1, · · · , an)

quando ocorre um dos seguintes

(i) b = 0,

(ii) sinal(b) = sinal(am),

(iii) sinal(b) = sinal(am+1).

Demonstração. Se b = 0 então S− (am, b) + S− (b, am+1) = S− (am, am+1).
Se S− (am, am+1) = 1 e sinal(am) = sinal(b) ou sinal(am+1) = sinal(b) então

S− (am, b) + S− (b, am+1) = 1.
Finalmente, se S− (am, am+1) = 0, temos S− (am, b) + S− (b, am+1) = 0 quando

sinal(am) = sinal(am+1) = sinal(b).
2

P 4. S− (a0, a0 + a1, a1 + a2, · · · , an−1 + an, an) ≤ S− (a0, a1, · · · , an).
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Demonstração. Pela propriedade P3, a sequência

a0, a0 + a1, a1, a1 + a2, a2, · · · , an−1, an−1 + an, an (2.1)

possui o mesmo numero de mudanças de sinal que a sequência a0, a1, · · · , an, pois
sinal(ak−1 + ak) = sinal(ak−1) ou sinal(ak−1 + ak) = sinal(ak) ou ak−1 + ak = 0,
k = 1, 2, · · · , n. Daí, eliminando os termos a1, a2, · · · , an−1 em (2.1) e usando a pro-
priedade P2, segue o reultado desejado.

2

P 5. Se p0, p1, · · · , pn são números reais positivos, então as duas sequências
a0p0, a1p1, · · · , anpn e a0, a1, · · · , an possuem o mesmo número de mudanças de sinal,
isto é,

S− (a0p0, a1p1, · · · , anpn) = S− (a0, a1, · · · , an) ,

para pi > 0, i = 0, 1, · · · , n.

Demonstração. De fato, basta notar que sinal(ak) = sinal(akpk), k = 0, 1, · · · , n.
2

P 6. S− (a0, a0 + a1, a0 + a1 + a2, · · · , a0 + a1 + · · ·+ an) ≤ S− (a0, a1, · · · , an) .

Demonstração. Segue das propriedades P2 e P3 que as sequências

a0 , a0 + a1 , a2 , a3 , · · · , an

a0 , a0 + a1 , a0 + a1 + a2 , a3, · · · , an

a0 , a0 + a1 , a0 + a1 + a2 , a0 + a1 + a2 + a3 , · · · , an

...
...

...
...

...
...

a0, a0 + a1 , a0 + a1 + a2 , a0 + a1 + a2 + a3 , · · · , a0 + · · ·+ an

possuem, no máximo, S− (a0, a1, · · · , an) mudanças de sinal.
2

P 7. S− (a1 − a0, a2 − a1, · · · , an − an−1) ≥ S− (a0, a1, · · · , an)− 1 .

Demonstração. Sejam j1 + 1, j2 + 1, · · · , jp + 1, 0 ≤ j1 < j2 < · · · < jp ≤ n− 1, índices
sucessivos de mudanças de sinal da sequência {a0, a1, · · · , an}. Então, pelo Lema 2.2 (ver
seção seguinte), cada uma das p− 1 subsequências

aj1+1 − aj1 aj1+2 − aj1+1 · · · aj2+1 − aj2
aj2+1 − aj2 aj2+2 − aj2+1 · · · aj3+1 − aj3

...
...

...
...

ajp−1+1 − ajp−1 ajp−1+2 − ajp−1+1 · · · ajp+1 − ajp
contém pelo menos uma mudança de sinal, onde segue o resultado.

2

P 8. S− (a0, a1 − a0, a2 − a1, · · · , an − an−1, −an) ≥ S− (a0, a1, · · · , an) + 1.
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Demonstração. Usando a mesma notação da demonstração da Propriedade P7, temos
que

sinal(a0) = sinal(aj1) 6= sinal(aj1+1) = sinal(aj1+1 − aj1)

e
sinal(an) = sinal(ajp+1)⇒ sinal(−an) 6= sinal(ajp+1) = sinal(ajp+1 − ajp) ,

de onde segue o resultado.
2

P 9. S− (αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, · · · , αan − an−1, −an) > S− (a0, a1, · · · , an).

Demonstração. Seja α > 0. Das Propriedades P5 e P8, temos

S− (a0, αa1 − a0, α(αa2 − a1), · · · , αn−1(αan − an−1), −αnan)

≥ S− (a0, αa1, · · · , αnan) + 1

= S− (a0, a1, · · · , an) + 1

> S− (a0, a1, · · · , an) .

(2.2)

Novamente de P5, concluímos que

S− (a0, αa1 − a0, α(αa2 − a1), · · · , αn−1(αan − an−1), −αnan)

= S− (αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, · · · , αan − an−1, −an) .

(2.3)

Combinando (2.2) e (2.3), obtemos a desigualdade desejada.
2

2.2 Mudanças de Sinal de Polinômios

Nesta seção de�nimos logo abaixo o que seria a quantidade de mudanças de sinal de
polinômios e propriedades imediatas.

De�nição 2.2. Um Polinômio de grau n com coe�cientes reais é toda expressão da forma

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

com a0, a1, · · · , an números reais.

Como o trabalho trata apenas de resultados sobre polinômios com coe�cientes reais
reais (polinômios reais) e de grau �nito, por conveniência a palavra polinômio já signi�cará
polinômio real, a menos que haja necessidade de explicitar o contrário.

De�nição 2.3. De�nimos o número de mudanças de sinal do polinômio

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

como sendo o número de mudanças fracas de sinal da sequência a0, · · · , an.
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Notação. S− (p(x); (0,+∞)) := S− (a0 + · · ·+ anx
n; (0,+∞)) = S− (a0, a1, · · · , an).

Conforme essa de�nição, ao escrevermos a sequência ordenada temos um modo de
voltar ao polinômio se necessário, o qual é único quando �xada a ordem desejada e não
descartados os termos nulos. Por exemplo, a sequência {1, 2, 0,−5} está univocamente
associada ao polinômio 1+2x−5x3, dado que a escolha da ordem foi a mesma da de�nição.

Note que, para �ns de contagem, é necessário descartar os termos 0 ou adotar ao
0 um sinal igual ao do termo posterior ou anterior como em P3. Isso altera a volta
ao polinômio original, então é sábio guardar a entrada do polinômio original quando
implementar computacionalmente as mudanças de sinal de polinômios.

2.2.1 Propriedades

P 10. Seja α > 0. Então os polinômios p(x) e p(αx) possuem o mesmo número de
mudanças de sinal. Em outras palavras

S− (a0, a1, · · · , an) = S− (a0, αa1, · · · , αnan) .

Demonstração. Basta observar que sinal(α) = sinal(α2) = · · · = sinal(αn) = +1.
2

P 11. Se M+ e M− denotam o número de mudanças de sinal dos polinômios p(x) e
p(−x), respectivamente, então M+ + M− ≤ n. Em outras palavras

S− (a0, a1, · · · , an) + S− (a0, −a1, · · · , (−1)nan) ≤ n .

Demonstração. Note que S− (a0, a1, · · · , an) ≤ n, e

S− (a0, a1, · · · , an) = S− (a0, a1) + S− (a1, a2) + · · ·+ S− (an−1, an) ≤ n .

Então, se S− (aj, aj+1) = 1 teremos S− ((−1)jaj, (−1)j+1aj+1) = 0. Portanto

S− (a0, a1, · · · , an) + S− (a0, −a1, · · · , (−1)nan) =

= S− (a0, a1) + S− (a0,−a1) + · · ·+ S− (an−1, an) + S−
(
(−1)n−1an−1, (−1)nan

)
≤ n .

2

P 12. Seja α > 0. Passando do polinômio

a0 + a1x+ a2x
2 + · · ·+ anx

n

ao polinômio

(α− x)(a0 + a1x+ · · ·+ anx
n) = αa0 + (αa1 − a0)x+ (αa2 − a1)x2 + · · · − anxn+1

o número de mudanças de sinal aumenta por um número ímpar, ou seja,

S− (αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, · · · , −an)− S− (a0, a1, · · · , an) = I > 0 ,

onde I é um número inteiro positivo.

Demonstração. De P9 e P10 temos

S− (αa0, αa1 − a0, αa2 − a1, · · · , −an)− S− (a0, a1, · · · , an) = I > 0 ,

resta mostrar que I é impar. 2
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2.3 Zeros e Mudanças de Sinal de Funções

Apresentamos alguns resultados sobre o número de zeros de funções reais, importantes
para demonstrarmos, mais adiante, a Regra de Sinais de Descartes.

Teorema 2.1. Se f(x) é uma função analítica em [a, b] com f(a) e f(b) não nulos.
Então o intervalo (a, b) contém um número par ou nenhum de zeros de f(x) se f(a) e
f(b) possuem mesmo sinal. Por outro lado, o intervalo (a, b) contém um número impar
de zeros de f(x) se f(a) e f(b) possuem sinais opostos.

Demonstração. Suponhamos que exista ζ ∈ (a, b) tal que f(ζ) = 0. Temos dois casos a
considerar:

(i) Se f não muda de sinal em f(ζ) então ζ é um zero de multiplicidade par. De fato,
suponha que ζ seja um zero de multiplicidade p, isto é,

f(ζ) = f ′(ζ) = · · · = f (p−1)(ζ) = 0 e f (p)(ζ) 6= 0 .

Daí, para todo h su�cientemente pequeno tal que f não muda de sinal entre ζ + h
e ζ − h, temos

f(ζ + h) =
f (p)(ζ)

p!
hp +

f (p+1)(ζ + θ1h)

(p+ 1)!
hp+1

e

f(ζ − h) =
f (p)(ζ)

p!
(−h)p +

f (p+1)(ζ − θ2h)

(p+ 1)!
(−h)p+1 ,

onde θ1, θ2 ∈ (0, 1). Logo, para h su�cientemente pequeno, o resíduo não in�uencia
o sinal do lado direito das igualdades. Portanto,

sinal (f(ζ + h)) = sinal
(
f (p)(ζ)
p!

hp
)

||

sinal (f(ζ − h)) = sinal
(
f (p)(ζ)
p!

(−h)p
)
,

de onde concluímos que p é par.

(ii) Se f muda de sinal em f(ζ) então ζ é um zero de multiplicidade ímpar. A demons-
tração é análoga, bastanto notar que para h su�cientemente pequeno

sinal (f(ζ + h)) = sinal
(
f (p)(ζ)
p!

hp
)

6=

sinal (f(ζ − h)) = sinal
(
f (p)(ζ)
p!

(−h)p
)
.

Portanto, de (i) e (ii), concluímos a demonstração.

2
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Lema 2.1. Sejam aj e ak diferentes de zero. Então, a sequência

aj, aj+1, · · · , ak

tem um número par ou zero (ímpar) de mudanças de sinal se aj e ak têm o mesmo sinal
(sinais opostos).

Demonstração. Seja a sequência (aj, aj+1, · · · , ak) com sinal(aj) 6= sinal(ak), aj, ak 6=
0. Mostremos usando o princípio da indução �nita que S−(aj, aj+1, · · · , ak) é um número
ímpar.

Para k = j+1 o resultado é obvio. Suponho válida a hipótese até k = n−1 > j+1, n ∈
N, quando tivermos sinal(aj) 6= sinal(an−1), ou seja, supomos que S−(aj, aj+1, · · · , an−1)
é um número ímpar quando sinal(aj) 6= sinal(an−1).

Quando k = n, seja sinal(aj) 6= sinal(an) e a sequência (aj, aj+1, · · · , an). Temos

S−(aj, aj+1, · · · , an) = S−(aj, aj+1, · · · , an−1) + S−(an−1, an) . (2.4)

Daqui, temos três possibilidades:

(i) sinal(aj) 6= sinal(an−1) 6= 0 ,

(ii) sinal(an−1) = 0 ,

(iii) sinal(aj) = sinal(an−1) 6= 0 .

(i) atende a hipótese de indução, logo S−(aj, aj+1, · · · , an−1) é um número ímpar.
Como temos sinal(aj) 6= sinal(an−1) 6= 0, também temos sinal(an−1) = sinal(an) e daí
S−(an−1, an) = 0, que substituindo na equação (2.4), temos que o resultado segue.

Em (ii), por P3 segue que S−(aj, aj+1, · · · , an−2, an) = S−(aj, aj+1, · · · , an), e a sequên-
cia (aj, aj+1, · · · , an−2, an) se encaixa na hipótese de indução pela quantidade de elementos.
Por isso, S−(aj, aj+1, · · · , an) é um número ímpar.

A possibilidade (iii) se divide em outras duas:

(iii− 1) S−(aj, aj+1, · · · , an−1) = 0 ,

(iii− 2) S−(aj, aj+1, · · · , an−1) 6= 0 .

Se (iii−1) acontece, substituindo em (2.4) temos S−(aj, aj+1, · · · , an) = S−(an−1, an) =
1 pois sinal(an−1) = sinal(a1) 6= sinal(an). Como 1 é ímpar, por indução o resultado
segue.

Por último, suponha que entre an−l−1 e an−l , j ≤ n − l − 1 < n − 1 ≤ n − 1, ocorra
a última mudança de sinal na sequência (aj, aj+1, · · · , an−1), ou seja, sinal(an−l−1) 6=
sinal(an−l) = sinal(an−l+1) = · · · = sinal(an−1). Deste modo

S−(aj, aj+1, · · · , an−1) = S−(aj, aj+1, · · · , an−l−1, an−l) =

S−(aj, aj+1, · · · , an−l−1) + S−(an−l−1, an−l) . (2.5)

Sabemos que sinal(an−l−1) 6= sinal(an−1) = sinal(aj). Pela hipótese, S−(aj, aj+1,
· · · , an−l−1) é ímpar. Substituindo este fato em (2.3) temos S−(aj, aj+1, · · · , an−1) par
(ímpar + 1). Como sinal(an) 6= sinal(an−1), temos S−(an−1, an) = 1.

Substituindo estes fatos em (2.4) segue que S−(aj, aj+1, · · · , an) é ímpar, completando
a prova por indução.

A demonstração do caso sinal(aj) = sinal(ak) é análoga.
2
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Lema 2.2. Sejam j + 1 e k + 1 índices sucessivos de mudanças de sinal da sequência
{a0, a1, · · · , an}. Então, a sequência das diferenças

aj+1 − aj, aj+2 − aj+1, · · · , ak − ak−1, ak+1 − ak

tem um número ímpar de mudanças de sinal, assim, pelo menos uma mudança de sinal.

Demonstração. Como j + 1 e k+ 1 são índices sucessivos de mudanças de sinal, temos

sinal(aj+1) = sinal(aj+1 − aj) e sinal(ak+1) = sinal(ak+1 − ak) .

De sinal(aj+1) = −sinal(ak+1) 6= 0, obtemos

sinal(aj+1 − aj) 6= sinal(ak+1 − ak) .

Logo, aj+1 − aj e ak+1 − ak possuem sinais opostos e portanto, pelo Lema 2.1, a
sequência

aj+1 − aj, aj+2 − aj+1, · · · , ak − ak−1, ak+1 − ak
tem um número ímpar de mudanças de sinal.

2

Teorema 2.2 (Teorema de Rolle). Sejam a e b zeros consecutivos da função f(x) analítica
em (a, b), isto é, f(a) = f(b) = 0 e f(x) 6= 0 para a < x < b. Então a derivada f ′(x)
possui um número ímpar de zeros no intervalo (a, b) (em particular, pelo menos um zero).

Demonstração. Do clássico Teorema do Valor Médio (TVM), para uma função diferen-
ciável em (a, b) existe um número r ∈ (a, b) tal que

f ′(r) =
f(b)− f(a)

b− a
.

Como f(a) = f(b) = 0, temos que r é um zero de f ′(x).
Mostremos então que f ′(x) possui uma quantidade ímpar de zeros em (a, b).
Sejam δ1, δ2, · · · , δk os zeros da derivada f ′(x) que se encontram entre a e b, ou seja,

a < δ1 ≤ δ2 ≤ · · · ≤ δk < b.
Como f não se anula em (a, b), suponho sem perda de generalidade que para todo

x ∈ (a, b) temos f(x) < f(a) = f(b).
Pelo TVM, aplicando a função sinal e usando o fato que f(δ1) < f(a), temos

sinal(f ′(r1)) = sinal

(
f(δ1)− f(a)

δ1 − a

)
= −1 .

Do mesmo modo,

sinal(f ′(r2)) = sinal

(
f(b)− f(δ2)

b− δ2

)
= +1 .

Então, o Lema 2.1 garante que entre r1 e r2 existe uma quantidade ímpar de mudanças de
sinal na função contínua f ′(x). Contando que um zero de multiplicidade par não forma
uma mudança de sinal e que um zeros com multiplicidade ímpar é contado apenas 1 vez
como mudança de sinal da função, somamos um número par à quantidade de mudanças
de sinal e teremos a quantidade de zeros entre r1 e r2. Portanto, como a < r1 < δ1 e
δk < r2 < b, temos que a função f ′(x) possui uma quantidade ímpar de zeros em (a, b).

2
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Teorema 2.3. Seja f(x) uma função continuamente diferenciável com N zeros distintos
no intervalo [a, b]. Então a derivada f ′(x) possui pelo menos N − 1 zeros neste intervalo.
O intervalo pode ser aberto, semi-aberto ou degenerado (a = b).

Demonstração. Sem perda de generalidade, suponha que f(x) não possua zeros múl-
tiplos em [a, b] e sejam a ≤ ζ1 < ζ2 < · · · < ζN ≤ b seus zeros. Como ζi e ζi+1,
1 ≤ i ≤ N − 1, são dois zeros consecutivos de f(x), então f(x) não muda de sinal em
(ζi, ζi+1). Logo, pelo Teorema de Rolle, a derivada f ′(x) possui pelo menos um zero em
(ζi, ζi+1). Considerando cada um dos N − 1 intervalos (ζ1, ζ2) , (ζ2, ζ3) , · · · , (ζN−1, ζN),
concluímos que existe pelo menos N − 1 zeros de f ′(x) em [a, b].

2

Teorema 2.4. Seja f(x) uma função continuamente diferenciável que possui N zeros em
um intervalo (a, b). Se uma das duas condições

(i) sinal(f(a)) = sinal(f ′(a)) 6= 0

ou

(ii) sinal(f(b)) = −sinal(f ′(b)) 6= 0

for satisfeita, então f ′(x) possui pelo menos N zeros neste intervalo. Se ambas as condi-
ções forem satisfeitas, então f ′(x) possui pelo menos N + 1 zeros em (a, b).

Demonstração. Sejam ζ1 e ζN o menor e o maior zero de f(x) em (a, b). Assim, pelo
Teorema 2.3, a derivada f ′(x) possui pelo menos N − 1 zeros em (ζ1, ζN). Agora, supo-
nhamos que a condição (i) é satisfeita. Seja ε > 0 su�cientemente pequeno. Então existe
0 < η < ε tal que

−f(ζ1 − ε) = f(ζ1)− f(ζ1 − ε) = εf ′(ζ1 − η)

e isto implica que

sinal (f ′(a)) = sinal (f(a)) = sinal (f(ζ1 − ε)) = −sinal (f(ζ1 − η))

e portanto, f ′(x) possui pelo menos mais um zero entre a e ζ1 − η. Logo, f ′(x) possui
pelo menos N zeros em (a, b). Se a condição (ii) for satisfeita, usando o mesmo raciocínio
anterior, f ′(x) terá um zero em (ζN + γ, b), para algum γ > 0. Então, se ambas as
condições são satsfeitas, f ′(x) terá pelo menos N + 1 zeros em (a, b).

2

2.4 Regra de Sinais de Descartes Clássica

Teorema 2.5 (Regra de Sinais de Descartes). Seja Z o número de zeros reais positivos
do polinômio

p(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n

e M o número de mudanças de sinal da sequência de seus coe�cientes. Então M − Z é
um número par não-negativo. Em outras palavras,

S− (a0, a1, · · · , an)− Z = q > 0 ,

onde q é um número par não-negativo.
Sendo Z− o número de zeros reais negativos de p(x), temos também

S− (a0, −a1, a2, · · · , −an−1, an)− Z− = q′ > 0 ,

onde q′ é um número par não-negativo.
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Demonstração. Sejam ζ1, ζ2, · · · , ζZ os zeros positivos de p(x). Então

p(x) = q(x)(ζ1 − x)(ζ2 − x) · · · (ζZ − x) ,

onde q(x) é um polinômio de grau n− Z com coe�cientes reais. Desde que o número de
mudanças de sinal de q(x) é maior ou igual a zero, pela propriedade P12, o número de
mudanças de sinal de q(x)(ζ1−x) é maior ou igual a um, o de q(x)(ζ1−x)(ζ2−x) é maior ou
igual a dois,· · · , o número de mudancas de sinal de q(x)(ζ1−x)(ζ2−x) · · · (ζZ−x) = p(x)
é maior ou igual a Z, isto é,

S− (a0, a1, · · · , an)− Z ≥ 0 .

Mostremos agora que esta diferença é um número par. Sejam aj o primeiro e ak o último
coe�ciente não-nulo de p(x), j ≤ k, e

0 < ξ < ζ1 ≤ ζ2 ≤ · · · ≤ ζZ < η <∞ .

Daí,
sinal (p(ξ)) = sinal (aj) 6= 0 e sinal (p(η)) = sinal (ak) 6= 0 .

Pelo Teorema 2.1, Z é par (ímpar) se p(ξ) e p(η) possuem mesmo sinal (sinais opostos) e
pelo Lema 2.1, S− (a0, a1, · · · , an) é par (ímpar) se aj e ak possuem mesmo sinal (sinais
opostos). Como a diferença entre pares é par e a diferença entre ímpares também é par,
então S− (a0, a1, · · · , an)− Z é um número par.

Para a a�rmação do caso negativo, fazendo p(−x), temos a re�exão do polinômio
quanto ao eixo das abscissas. Avaliando os zeros positivos de p(−x) estamos avaliando os
zeros negativos de p(x) e daí segue o resultado.

2

O teorema acima está reformulado para evitar ambiguidades, o que não é o caso
da a�rmação original, a qual carece de uma construção minuciosa como a deste texto.
Contudo, as palavras de Descartes são coerentes com todo o interior seu texto [1] e,
quem sabe, são mais amplas dada outra construção e há uma versão mais geral que fora
imaginada por ele.

Smorynski [10] dá o crédito desta reformulação (Teorema 2.5) a Gauss. A primeira no
entanto se deve a Newton [2] e a primeira prova a De Gua [3]. Há especulações históricas
em [11], onde diz que Newton não demonstrou o resultado por julgar óbvio.

Introduzimos então um simples exemplo:

Exemplo 2.1. p(x) = 5x9 − 7x4 + 2x2 − 1 tem no máximo 3 zeros reais positivos e no
máximo 2 zeros reais negativos

Prova. Temos para p(x)

S−(5, 0, 0, 0, 0, −7, 0, 2, 0, −1) = S−(5, −7, 2, −1) = 3

e
S−(−5, 0, 0, 0, 0, −7, 0, 2, 0, −1) = S−(−5, −7, 2, −1) = 2

para p(−x).
Pela RSD podemos ter 3 ou 1 raízes reais positivas e 2 ou 0 raízes reais negativas.
De fato, calculando os zeros, temos uma raiz real positiva próximo a x = 1.03731

e raízes complexas próximas a x = −0.808052 ± 0.649876i, x = −0522004 ± 0.342177i,
x = 0.310465± 1.07436i e x = 0.500936± 0.342179i. ◦

Como restrição da RSD a um subconjunto do espaço vetorial dos polinômios, segue a
seguinte consequência:



2. Mudanças de Sinal 13

Corolário 2.1. Seja pn(x) = a0 + a1x + · · · + anx
n um polinômio de coe�cientes reais

com raízes reais. Então S− (a0, a1, · · · , an)− Z = 0.

Demonstração. A exemplo de [12], seja pn(x) = a0+a1x+ · · ·+anxn um polinômio com
n raízes reais, contando com suas multiplicidades e mostremos por indução que S−−Z ≤ 0
(S− := S− (a0, a1, · · · , an)).

É obvio que se n = 0, S− − Z = 0 ≤ 0.
Suponhamos então que o resultado valha para polinômios de grau até n− 1.
Temos por consequência do Teorema de Rolle, que p′(x) = a

(1)
0 + a

(1)
1 x + · · · + a

(1)
n−1

tem n − 1 zeros reais, situados cada um destes entre dois zeros consecutivos de p(x)
(considerando com suas multiplicidades). Da hipótese de indução,

S−(1) := S−
(
a
(1)
0 + a

(1)
1 x+ · · ·+ a

(1)
n−1

)
≤ Z(1) := Z (p′(x); (0,+∞)) . (2.6)

Dos n− 1 zeros de p′(x), n− Z − 1 estão entre as n− Z raízes não positivas de p(x)
e daí, no máximo Z raízes de p′(x) são positivas, ou seja, Z(1) ≤ Z.

Então, da hipótese de indução, obtemos

S− − 1 ≤ S−(1) ≤ Z(1) ≤ Z . (2.7)

A igualdade S− − 1 = Z não ocorre pois, pela RSD, S− difere de Z por um número
par.

Logo, dado que S− e Z são números inteiros,

S− − 1− Z < 0⇒ S− − Z ≤ 0 , (2.8)

e portanto a hipótese de indução é válida.
Desde que a RSD a�rma que S− − Z ≥ 0 para todo polinômio de coe�cientes reais,

de 2.8 segue o resultado.
2

O Corolário 2.1 nos diz que na presença de polinômios com todas as raízes reais, a
Regra de Sinais de Descartes resulta que o número S− (p(x); (0,+∞)) é igual ao nú-
mero de raízes positivas (e S− (p(−x); (0,+∞)) para as raízes negativas), e aí reside um
grande potencial dessa regra. No capítulo seguinte nos voltamos a estudar uma classe de
polinômios que tem, dentre outras boas propriedades, todos os zeros reais.





Capítulo

3
Polinômios Ortogonais

Este capítulo trata da sequência de polinômios que ao atender certas condições recebe
o nome de sequência de polinômios ortogonais e seus elementos, o nome de polinômios
ortogonais. Eles tem, dentre outras boas propriedades, zeros reais, e disto o interesse
inicial em estudá-los (satisfazem o Corolário 2.1). Também há a conexão dos polinômios
ortogonais e sua subclasse mais famosa, os polinômios ortogonais clássicos, com os teo-
remas principais desta dissertação. Isto reforça a importância de incluir este capítulo ao
texto, que por si será apenas uma breve apresentação voltada a atender os teoremas que
irão se seguir. Por �m, deixo ao leitor interessado em uma introdução mais abrangente
as referências [13] e [14].

Iniciamos então com as de�nições.

3.1 De�nições

De�nição 3.1. Sejam (a, b) um intervalo real, -∞ ≤ a < b ≤ ∞, e φ(x) uma função real
limitada, não decrescente e com in�nitos pontos de aumento em (a, b). Se os momentos
de�nidos por:

µr :=

∫ b

a

xrdφ(x) (3.1)

existem para r = 0, 1, 2, · · · , então φ(x) é chamada distribuição (medida positiva) em
(a, b). Se dφ(x) = w(x)dx, então a função não identicamente nula w(x) recebe o nome de
função peso. Tal função é não-negativa, integrável em (a, b) e w(x) > 0 num subconjunto
de (a, b) su�cientemente grande de modo que∫ b

a

w(x)dx > 0,

isto é, w(x) > 0 num conjunto de medida de Lebesgue Positiva. No caso de (a, b) ilimitado,
nós impomos o requisito adicional de que os momentos sejam todos �nitos.

Sob essas condições, os momentos µr podem ser escritos na forma de integrais de
Riemann

µr =

∫ b

a

xrw(x)dx , (r = 0, 1, · · · )

e µ0 > 0.

15
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Partindo para uma abordagem objetiva, por concordância com o texto, que explora
apenas o espaço vetorial dos polinômios, pode ser mostrado para uma função peso w que
a expressão

〈P,Q〉w :=

∫ b

a

P (x)Q(x)w(x)dx

de�ne um produto interno para o espaço dos polinômios com coe�cientes reais. A notação
explicitando a função peso w será usada quando necessário ressaltar sua ligação ao produto
interno.

Um panorama diferente ao deste texto analisa para qualquer função integrável f , o
seguinte funcional linear:

L[f ] :=

∫ b

a

f(x)w(x)dx ,

onde L[xn] = µn. Isto pode ser encontrado, dentre outros textos, no livro de Chihara [13]
e é explorado o chamado �funcional de momentos� L em formas mais generalizadas que
aqui. Neste modo, usando uma sequência de números quaisquer, a chamamos sequência
de momentos, podemos construir um funcional de momentos adequado à de�nição.

De�nição 3.2 (Sequência de Polinômios Ortogonais). Dizemos que a sequência de polinô-
mios {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais (SPO) com relação à função
peso w(x) no intervalo (a, b) se

(i) Pn(x) é de grau exatamente n, n ≥ 0.

(ii) 〈Pn, Pm〉w =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)w(x)dx =

{
0 , se n 6= m,
ρn , se n = m.

Note que, neste caso, ρn > 0, pois P 2
n(x)w(x) ≥ 0 em (a, b).

Utilizando a notação δij para �delta de Kronecker�, isto é,

δij =

{
0 , se i 6= j,
1 , se i = j,

podemos escrever o item (ii) acima como

〈Pn, Pm〉w =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)w(x)dx = δnmρn . (3.2)

De�nição 3.3 (Sequência de Polinômios Ortonormais). Dizemos que uma SPO é uma
sequência de polinômios ortonormais (SPO*), denotada por {P ∗k (x)}∞k=0, se ρk = 1.

Notação: Denotaremos os polinômios ortogonais de grau n, Pn(x) por

Pn(x) = an,nx
n + an,n−1x

n−1 + · · ·+ an,1x+ an,0 =
n∑
i=0

an,ix
i, an,n 6= 0 . (3.3)

Usando esta notação e propriedades advindas do produto interno e integrais de Rie-
man, podemos escrever (3.2) como

〈Pn, Pm〉w =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)w(x)dx = δnmρn . (3.4)
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Deste modo, nossa de�nição de Polinômios Ortogonais está adequada à de�nição de
ortogonalidade para espaços vetoriais com produto interno.

Uma das maneiras de se construir os polinômios ortogonais P0(x), P1(x), · · · , Pn(x),

com relação ao produto interno 〈f, g〉 =
∫ b
a
f(x)g(x)w(x)dx, onde f, g são integráveis em

(a, b) é através do Processo de Ortogonalização de Gram-Schmidt .
Para isso, podemos tomar a base bk(x) = xk, k ≥ 1 e calcular Pk(x) da seguinte forma:

Primeiro, faça
P0(x) = b0(x) = 1 .

Para k ≥ 1, faça

Pk(x) = xk + αk,0P0(x) + αk,1P1(x) + ...+ αk,k−1Pk−1(x) , (3.5)

onde αk,i = −
〈
xk, Pi

〉
w

〈Pi, Pi〉w
, i = 0, 1, · · · , k − 1.

Podemos tomar outras bases {bk(x)} desde que cada polinômio bk(x), k = 0, 1, 2, · · · ,
seja de grau exatamente k.

De�nidas as bases necessárias, partimos para avaliar algumas das propriedades dessas
famílias de polinômios.

3.2 Propriedades básicas

Teorema 3.1. Se P0(x), P1(x), · · · , Pm(x) são polinômios ortogonais de uma mesma
SPO, então eles são linearmente independentes.

Demonstração. Sejam cj, j = 0, 1, · · · ,m, constantes reais tais que

m∑
j=0

cjPj(x) = 0.

Logo, para cada polinômio Pk(x), 0 ≤ k ≤ m, obtemos〈
m∑
j=0

cjPj, Pk

〉
w

= 〈0, Pk〉w = 0 ,

ou seja,
m∑
j=0

cj〈Pj, Pk〉w = 0 . (3.6)

Por de�nição, 〈Pj, Pk〉w = 0 para j 6= k e 〈Pk, Pk〉w > 0. Logo, por (3.6),

0 =
m∑
j=0

cj〈Pj, Pk〉w = ck〈Pk, Pk〉w .

Portanto, ck = 0, k = 0, · · · ,m.
2

Corolário 3.1. Pk(x), k = 0, 1, 2, · · · ,m, formam uma base para o espaço vetorial dos
polinômios de grau menor ou igual a m, denotado por Pm.

Teorema 3.2. Sejam {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios e w(x) uma função peso
no intervalo (a, b). Então, as seguintes a�rmações são equivalentes:
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(a) {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais com relação à função peso w(x)
em (a, b), ou seja, 〈Pm, Pn〉w = δmnρn, onde ρn 6= 0.

(b) 〈Pn, q〉w = 0, ∀ q(x) ∈ Pn−1, n ≥ 1.

(c) 〈xm, Pn〉w =

∫ b

a

xmPn(x)w(x)dx =

{
0 , se 0 ≤ m ≤ n− 1,
ρ̃n 6= 0 , se m = n.

Demonstração. (a) ⇒ (b) : Seja q(x) um polinômio de grau até n − 1. Da de�nição
de uma SPO, temos

〈Pn, Pm〉w =

∫ b

a

Pn(x)Pm(x)w(x)dx =

{
0 , se n 6= m,
ρn 6= 0 , se n = m.

Como {Pn(x)}∞n=0 é uma sequência de polinômios ortogonais, pelo Corolário 3.1, os po-
linômios P0, P1, · · · , Pn−1 formam uma base para Pn−1.

Se q(x) ∈ Pn−1 podemos escrever q(x) =
n−1∑
k=0

αkPk(x). Como, pelo item (a), 〈Pn, Pk〉w =

0 para k 6= n, então

〈Pn, q〉w =

〈
Pn,

n−1∑
k=0

αkPk(x)

〉
w

=
n−1∑
k=0

αk〈Pn, Pk〉w = 0 .

Agora, para q(x) ∈ Pn de grau exatamente n, podemos escrever q(x) =
n∑
k=0

αkPk(x),

onde αn 6= 0. Pelo item (a), 〈Pn, Pk〉w = 0, k 6= n. Assim,

〈Pn, q〉w =

〈
Pn,

n∑
k=0

αkPk

〉
w

=
n∑
k=0

αk〈Pn, Pk〉w = αn〈Pn, Pn〉w = αnρn 6= 0 .

(b) ⇒ (c) : Por hipótese 〈Pn, q〉w = 0, ∀q(x) de grau ≤ n − 1, o que implica em
〈Pn, xm〉w = 0 se m < n.

Se m = n, temos q(x) = xn ∈ Pn. Logo,

xn =
n∑
j=0

αjPj(x), αn 6= 0 e αi = 0, i 6= n .

Como 〈Pn, Pj〉w = 0, j < n,

〈Pn, xn〉w =
n∑
j=0

αj〈Pn, Pj〉w
(b)
= αn〈Pn, Pn〉w 6= 0 .

(c)⇒ (a) : (i) Consideremos m < n (m > n é análogo) e Pm(x) =
m∑
k=0

am,kx
k, am,m 6= 0.

Então, como m < n,

〈Pm, Pn〉w =
m∑
k=0

am,k〈xk, Pn〉w
(c)
= 0 .

(ii) Se m = n, então

〈Pn, Pn〉w =
n∑
k=0

an,k〈xk, Pn〉w
(c)
= an,n〈xn, Pn〉w = an,nρ̃n 6= 0 .

2
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Corolário 3.2. Duas sequências de polinômios ortogonais no intervalo (a, b) com relação
à função peso w(x), {Qn(x)}∞n=0 e {Pn(x)}∞n=0, diferem apenas por uma sequência de
constantes, de modo que

Qj(x) = cjPj(x), j = 0, 1, · · · ,

onde cj é uma constante que depende apenas de j.

Demonstração. Seja Qj(x) ∈ {Qn(x)}∞n=0. Como P0(x), P1(x), · · · , Pj(x) formam uma
base para o espaço vetorial dos polinômios de grau até j, podemos escrever Qj(x) da
seguinte forma:

Qj(x) =

j∑
i=0

ciPi(x) ,

onde cj 6= 0 pois assim como Pj, Qj tem grau j. Mas, 〈Qj, q〉w = 0, para todo polinômio
q(x) de grau até j − 1. Logo,

〈Qj, P0〉w = 〈Qj, P1〉w = · · · = 〈Qj, Pj−1〉w = 0 .

Portanto, para k = 0, · · · , j − 1,

0 = 〈Qj, Pk〉w =

j∑
i=0

ci〈Pi, Pk〉w = ck〈Pk, Pk〉w,

pois 〈Pi, Pk〉w = 0 para i 6= k.
Como 〈Pk, Pk〉w > 0, então ck = 0, k = 0, · · · , j − 1. Portanto,

Qj(x) = cjPj(x) .

2

3.3 Funcional de Momentos e Existência de uma SPO

Para assegurar a existência de SPO's reais de�nidas por um produto interno com
função peso w associadas aos teoremas principais deste texto, são necessários os resultados
contidos nesta seção. Estes, que são construídos de maneira minuciosa no livro de Chihara
[13] entre as páginas 11 e 75, estão apenas de�nidos, enunciados e esparsamente retirados
o que for conveniente para �ns de objetividade e coesão da dissertação.

3.3.1 De�nições

De�nição 3.4. Se para L, um funcional linear de�nido no espaço vetorial de todos os
polinômios complexos de uma variável real a valores complexos, tivermos L[xn] := µn para
a sequência numérica {µn}, então chamamos a sequência {µn} de sequência de momentos
de L e L de funcional de momentos.

É imediato da de�nição que, dadas constantes ck's no corpo e x real,

L

[
n∑
k=0

ckx
k

]
=

n∑
k=0

ckµk .

De�nição 3.5. Uma sequência de polinômios {Pn} é dita uma SPO para L quando

L[Pm(x)Pn(x)] = 0, m 6= n; m, n = 0, 1, 2, · · · (3.7)



3. Polinômios Ortogonais 20

A �m de discutirmos resultados de existência para SPO's, introduzimos os determi-
nantes, chamados de �determinantes de Hankel �

Hn = det (µi+j)
n
i,j=0 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

µ0 µ1 · · · µn

µ1 µ2 · · · µn+1

...
...

. . .
...

µn µn+1 · · · µ2n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, (3.8)

formado pelos momentos µn.

3.3.2 Existência

Aqui vamos enunciar resultados que asseguram a existência de uma SPO para um
funcional de momentos L.

Teorema 3.3. Seja L um funcional de momentos com sequência de momentos {µn}.
Uma condição necessária e su�ciente para existência de uma SPO para L é

Hn 6= 0 , n = 0, 1, 2, · · ·

Dado o resultado acima, todas as propriedades que não exigem que a SPO seja com-
posta de polinômios reais valem se Hn 6= 0 para todo n ≥ 0.

De�nição 3.6. Um funcional de momentos L é dito positivo-de�nido se L[π(x)] > 0 para
todo polinômio π(x) não identicamente nulo e não negativo para cada x real.

O resultado à seguir será importante para assegurar que L seja positivo-de�nido dados
os determinantes Hn e os coe�cientes dominantes dos polinômios da SPO normalizados.

Teorema 3.4. Seja {Pn(x)} uma SPO para L. Então para qualquer polinômio πn(x) de
grau n,

L[πn(x)Pn(x)] = Kn L[xnPn(x)] =
an,nKnHn

Hn−1
, H−1 = 1 , (3.9)

onde Kn denota o coe�ciente líder de πn(x) e an,n denota o coe�ciente líder de Pn(x).

Se L é positivo-de�nido, segue imediatamente

µ2k = L[x2k] > 0 .

Também, de

0 < L
[
(x+ 1)2n

]
=

2n∑
k=0

(
2n
k

)
µ2n−k ,

segue por indução que µ2k+1 é real.
Se L é de�nido-positivo, o processo de Gram-Schmidt garante que há uma SPO para

L. Daí,

Teorema 3.5. Seja L positivo-de�nido. Então L tem momentos reais e existe uma SPO
de polinômios reais associada a L.

Relacionando o funcional de momentos com a matriz simétrica composta de seus mo-
mentos (3.8), temos o seguinte:
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Teorema 3.6. L é positivo-de�nido se, e somente se, todos os seus momentos são reais
e Hn > 0 (n ≥ 0).

Demonstração. Seja µn real, Hn > 0 (n ≥ 0). De acordo com o Teorema 3.3, {Pn(x)},
uma SPO para L existe . Podemos assumir sem perda perda de generalidade que Pn(x) é
mônica.
Pelo Teorema 3.4, nós temos

L[P 2
n(x)] = Hn/Hn−1 > 0 .

Referindo ao sistema HnAn = Kn, onde An é o vetor formado pelos coe�cientes de Pn(x)
e Kn é o vetor formado por 0 e último elemento ρ̃ do Teorema 3.2 vemos que Pn(x) é real.
Assim, se p(x) é um polinômio real de grau m, então

p(x) =
m∑
k=0

akPk(x),

onde todos os ak são reais e an 6= 0. Logo

L[p2(x)] =
m∑

j,k=0

ajak L [Pj(x)Pk(x)] =
m∑
k=0

a2k L [P 2
k (x)] > 0 .

Assim segue do Lema que L é positivo-de�nido.
Reciprocamente, suponha L positivo-de�nido, pelo Teorema 3.5 seus momentos são

reais e uma SPO para L existe. Novamente supondo por simplicidade que {Pn(x)} é
mônica, temos como antes

0 < L[P 2
n(x)] = Hn/Hn−1 , n ≥ 0 .

2

Corolário 3.3. Seja {Pn(x)} uma SPO para L. Se Pn(x) é real e L[P 2
n(x)] > 0, então L

é positivo-de�nido.

3.3.3 A Relação Entre L Ser Positivo-De�nido e o Produto In-

terno Com Função Peso w

Iniciamos com a seguinte observação dos últimos resultados obtidos na subseção an-
terior:

Observação. Se L é positivo-de�nido e de�nirmos

〈p, q〉 = L [p(x)q(x)] (3.10)

para todos os polinômios reais p(x) e q(x), então é fácil veri�car que (3.10) de�ne um
produto interno no espaço vetorial de todos os polinômios em uma variável real com coe-
�cientes reais. Em particular, se {Pn(x)} é uma SPO para L então

〈Pm, Pn〉 = L[Pm(x)Pn(x)] = 0 , m 6= n .

Falta encontrarmos agora os resultados que garantem que se {µn} real então existem
associados uma integral de Rieman-Stieltjes e uma distribuição não-decrescente com in�-
nitos pontos de aumento. Deste modo, existe uma função como na De�nição 3.1, e isso
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remete a resultados omitidos de teoria das distribuições. Em suma, temos que garantir
que exista φ(x) adequada à De�nição 3.1 tal que∫ ∞

−∞
xndφ(x) = µn, n ≥ 0 , (3.11)

impondo condições sobre o funcional de momentos L.
A existência de uma φ qualquer é o mesmo que dizer que o problema de momentos de

Hamburguer [15] tem solução, como levantado por Chihara em seu livro [13]. Tal fato é
adequado a De�nição 3.1 quando se veri�ca

Teorema 3.7 (Critério de Hamburguer). Uma condição necessária e su�ciente para a
existência de uma distribuição φ(x) não negativa e com in�nitos pontos de aumento sa-
tisfazendo (3.11) é que os momentos {µn} sejam reais e os determinantes Hn, dados por
(3.8), sejam todos positivos.

Corolário 3.4. Uma função φ(x) com dφ(x) = w(x)dx, que de�ne um produto interno
no espaço vetorial dos polinômios, é associada ao funcional de momentos com momentos
reais L se, e somente se L é positivo-de�nido.

O Corolário 3.4 resume a ligação do funcional de momentos com as sucessões de
polinômios ortogonais reais, e daí, temos que

〈Pm, Pn〉w = L[Pm(x)Pn(x)] = 0 , m 6= n

quando L é de�nido positivo.

Quando for conveniente, iremos nos referir por �SPO positivo-de�nida� ou SPOPD
quando quisermos dizer �SPO com respeito ao funcional de momentos positivo-de�nido�.

3.4 Relação de Recorrência de Três Termos

Uma das mais importantes propriedades dos polinômios ortogonais diz respeito a sa-
tisfazerem uma relação de recorrência de três termos consecutivos, facilitando sua geração
dentre outras boas consequências.

Teorema 3.8 (RRTT). Seja L um funcional de momentos positivo-de�nido e seja {Pn(x)}
a SPO real mônica correspondente. Então existem constantes cn e λn 6= 0 reais e λn > 0
para n ≥ 1 tais que

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x) , n = 1, 2, 3, · · · , (3.12)

onde de�nimos P−1(x) = 0.

Demonstração. Desde que xPn(x) é um polinômio de grau n+ 1, podemos escrever

xPn(x) =
n+1∑
k=0

ankPk(x) , ank =
L[xPn(x)Pk(x)]

L[P 2
k (x)]

.

Porém, xPk(x) é um polinômio de grau k + 1 e assim ank = 0 para 0 ≤ k ≤ n− 1 . Além
disso, xPn(x) é mônico, o que segue an,n+1 = 1. Assim,

xPn(x) = Pn+1(x) + annPn(x) + an,n−1Pn−1(x) , n ≥ 1 .
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Substituindo n por n− 1, podemos reescrever da seguinte forma

xPn−1(x) = Pn(x) + cnPn−1(x) + λnPn−2(x) , n ≥ 2 ,

e isto é equivalente a (3.12) para n ≥ 2. Mas (3.12) é válido para n = 1 se de�nirmos
P−1(x) = 0 e escolhermos c1 = −P1(0) (λ1 arbitrário).

Em seguida, de (3.12) obtemos

L[xn−2Pn(x)] = L[xn−1Pn−1(x)]− cnL[xn−2Pn−1(x)]− λnL[xn−2Pn−2(x)]

0 = L[xn−1Pn−1(x)]− λnL[xn−2Pn−2(x)] .

Pelo Teorema 3.4, obtemos para n ≥ 1,

λn+1 =
L[xnPn(x)]

L[xn−1Pn−1(x)]
=
Hn−2Hn

H2
n−1

, (H−1 = 1)

Segue que L é positivo-de�nido se Hn > 0 (n ≥ 2). Finalmente, a realdade de cn segue
da realdade de Pk(x).

2

Como consequência imediata do teorema acima, temos:

Teorema 3.9. A respeito da relação de recorrência (3.12), as seguintes a�rmações valem
para n ≥ 1:

(a) λn+1 =
L[P 2

n(x)]

L[P 2
n−1(x)]

=
Hn−2Hn

H2
n−1

,

(b) L[P 2
n(x)] = λ1λ2 · · ·λn+1 é obtido quando de�nimos λ1 = µ0 = H0,

(c) cn =
L[xP 2

n−1(x)]

L[P 2
n−1(x)]

,

(d) O coe�ciente de xn−1 em Pn(x) é −(c1 + c2 + · · ·+ cn) .

Demonstração. A fórmula (a) foi obtida na demonstração do Teorema 3.8 enquanto
(b) é imediato de (a). Para obter (c), multiplicamos ambos os lados de (3.12) por Pn−1(x)
e aplicamos L. Por último, se dn denotam os coe�cientes de xn−1 em Pn(x), então a
comparação dos coe�cientes de xn−1 em ambos os lados de (3.12) mostra que dn = dn−1−cn
e daí (d) segue.

2

Corolário. Se λn > 0, n ≥ 2, o funcional de momentos L é positivo de�nido.

Não necessariamente precisamos que a SPO seja mônica para que o Teorema 3.8 valha.
Como a ortogonalidade é referida ao produto interno 〈·, ·〉w e uma constante não interfere
na ortogonalidade, basta fazermos Pn(x) = an,nP̂n, onde an,n é o coe�ciente dominante de
Pn(x) para construirmos a SPO mônica {P̂n}. Daí, a recorrência do Teorema 3.8 toma a
forma

Pn+1(x) = (Anx+Bn)Pn(x)− CnPn−1(x), n ≥ 1 , (3.13)

onde

An = a−1n,nan+1,n+1, Bn = −cn+1a
−1
n,n, Cn = λn+1a

−1
n,nan+1,n+1 . (3.14)

Em particular, An 6= 0 e Cn 6= 0 e a condição para que L ser positiva de�nida �ca
como

CnAnAn−1 > 0, n ≥ 1 . (3.15)
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3.5 Teorema de Favard

O teorema à seguir é conhecido como �Teorema de Favard� e é um resultado que conecta
polinômios que satisfazem uma certa relação de recorrência com o fato de poderem ser
ortogonais.

Em [16] é constatado que tal resultado já havia aparecido anteriormente em outros
textos sob formas similares. Já em 1939 [17], Szeg® referenciou o resultado ao texto
de Favard [18], de 1935, provavelmente motivado pelo teor do artigo no qual aparece
pela primeira vez o termo �Polinômio Ortogonal�. Chihara em seu artigo [19] de 1957,
mencionou o resultado sob alcunha de Teorema de Favard pela primeira vez em uma
publicação. Assim este se manteve intitulado.

Também foi, aparentemente, descoberto de forma independente por J. Shohat [20],
publicado em 1936. Este fato está implicitamente contido em resultados anteriormente
conhecidos da teoria de frações continuas e uma forma anterior dele remete a Stieltjes [21]
(1894).

Teorema 3.10 (Favard). Sejam {cn} e {λn}, sequências numéricas reais e {Pn(x)} uma
sequência de polinômios mônicos que obedecem a seguinte relação de recorrência de três
termos

Pn(x) = (x− cn)Pn−1(x)− λnPn−2(x) , n = 1, 2, · · · , (3.16)

com
P−1(x) = 0 , P0(x) = 1 .

Então existe um único funcional de momentos L tal que

L[1] = λ1 , L[Pm(x)Pn(x)] = 0 , para m 6= n , m, n = 0, 1, · · ·

O funcional L é de�nido-positivo e {Pn(x)} é a sequência de polinômios ortogonais real
mônica correspondente se, e somente se, λn > 0, n = 1, 2, · · ·

Demonstração. De�nimos o funcional L indutivamente por

L[1] = λ1 , L[Pn(x)] = 0 , para n = 1, 2, · · · (3.17)

Assim, de�nimos µ1 pela condição L[P1(x)] = µ1− c1µ0 = 0, µ2 por L[P2(x)] = µ2− (c1 +
c2)µ1 + (λ2 − c1c2)µ0 = 0, etc. Reescrevendo (3.16) isolando xPn(x), temos

xPn(x) = Pn+1(x) + cn+1Pn(x) + λn+1Pn−1(x), n ≥ 1, (3.18)

e de (3.17)
L[xPn(x)] = 0, n ≥ 2 .

Multiplicando ambos os lados de (3.18) por x e usando a última igualdade, encontramos

L[x2Pn(x)] = 0, n ≥ 3 .

Continuando dessa maneira, segue

L[xkPn(x)] = 0, 0 ≤ k < n

L[xnPn(x)] = λn+1L[xn−1Pn−1(x)], n ≥ 1 .
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Daí, segue para n 6= m, L[Pm(x)Pn(x)] = 0, enquanto da igualdade acima segue induti-
vamente que, juntamente com o Corolário 3.9 que

L[P 2
n(x)] = L[xnPn(x)] = λn+1λn · · ·λ1, n ≥ 0 .

Portanto L é positivo-de�nido quando λn > 0, n ≥ 1, e isto conclui a prova.
2

Como podemos também observar, o Teorema de Favard é a recíproca do Teorema 3.8,
onde, usando resultados da seção anterior e impondo a condição sobre os coe�cientes da
relação, temos que os polinômios que a compõe são reais, ortogonais e estão relacionados
à uma distribuição φ(x).

3.6 Zeros de Polinômios Ortogonais

Esta seção contempla dois importantes resultados sobre os zeros de polinômios orto-
gonais.

Teorema 3.11. Seja Pn(x), n ≥ 1, uma sequência de polinômios ortogonais no intervalo
(a, b) com relação à função peso w(x). Então as raízes de Pn(x) são reais, distintas e
pertencem ao intervalo (a, b).

Demonstração. Primeiramente, suponhamos que Pn(x) seja não nulo e não mude de
sinal em (a, b) , n > 1 . Então, sem perda de generalidade, seja Pn(x) ≥ 0 para todo
x ∈ (a, b) . Daí,

∫ b
a
Pn(x)w(x)dx > 0 , o que contradiz

∫ b
a

1. Pn(x)w(x)dx = 0 , dado
P0 = 1 ser ortogonal a Pn . Assim, Pn(x) deve mudar de sinal pelo menos uma vez em
(a, b) e por isso Pn(x) tem um zero de multiplicidade ímpar em (a, b).

Suponhamos que xn,1, xn,2, · · · , xn,r com r < n , são raízes distintas de multiplicidade
ímpar de Pn(x) em (a, b). Então,

Pn(x) = (x− xn,1)(x− xn,2) · · · (x− xn,r)Q(x) ,

onde Q(x) é um polinômio de grau (n− r) que tem raízes complexas ou raízes de multi-
plicidade par em (a, b) ou raízes fora de (a, b). Então Q(x) não muda de sinal em (a, b).
Contudo, da relação de ortogonalidade,∫ b

a

(x− xn,1)(x− xn,2) · · · (x− xn,r)P (x)w(x)dx = 0 ,

pois (x− xn,1)(x− xn,2) · · · (x− xn,r) é de grau menor que n , e

∫ b

a

(x− xn,1)(x− xn,2) · · · (x− xn,r)P (x)w(x)dx =

=

∫ b

a

(x− xn,1)2(x− xn,2)2 · · · (x− xn,r)2Q(x)w(x)dx 6= 0 , (3.19)

o que gera o absurdo. Logo r = n e portanto Pn(x) tem n raízes reais em (a, b) , de
multiplicidade ímpar, ou seja, distintas.

2

Teorema 3.12 (Entrelaçamento dos Zeros). Seja {Pn(x)} uma sequência de polinômios
ortogonais com xn,1 < xn,2 < · · · < xn,n os zeros de Pn(x) e xn+1,1 < xn+1,2 < · · · <
xn+1,n+1 os zeros de Pn+1(x), n ≥ 1, arranjados em ordem crescente. Então,

xn+1,1 < xn,1 < xn+1,2 < xn,2 < · · · < xn+1,n < xn,n < xn+1,n+1 . (3.20)

Em outras palavras, os zeros de Pn(x) e Pn+1(x) se entrelaçam.
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Demonstração. Aplicando os zeros de Pn+1(x) na célebre �Identidade de Christo�el-
Darboux� [13, Teorema 4.5] segue

P ′n+1(xn+1,k)Pn(xn+1,k) > 0, k = 1, 2, · · · , n+ 1 . (3.21)

Como os zeros de Pn+1(x) são reais e distintos, segue do Teorema 2.2 de Rolle que a
derivada P ′n+1(x) tem um zero em cada intervalo (xn+1,k−1, xn+1,k), k = 2, 3, · · · , n + 1.
Daí P ′n+1(xn+1,k−1) e P ′n+1(xn+1,k) tem sinais opostos.

Como (3.21) é positiva segue que Pn(xn+1,k−1) e Pn(xn+1,k) também tem sinais opostos.
Pelo Teorema do Valor Médio, Pn(x) tem um zero em cada intervalo (xn+1,k−1, xn+1,k),
k = 2, 3, · · · , n+ 1.

2

3.7 Polinômios Ortogonais Clássicos

Como levantado em [22], os polinômios ortogonais clássicos são frequentemente carac-
terizados como soluções polinomiais do um problema de Sturm-Lioville (c.f. [23]), seguido
pelo celebre resultado de Bochner [24]: uma sequência in�nita de polinômios {Pn(x)}
satisfazendo a equação diferencial de segunda ordem da forma

p(x)P ′′n (x) + q(x)P ′n(x) + r(x)Pn(x) = λnPn(x)

sendo p(x), q(x) e r(x) polinômios de grau 2, 1 e 0 respectivamente. Se {Pn(x)} for uma
SPO ela será uma SPOPD e sob boas propriedades recebe o título de clássica, assunto
muito explorado na literatura, dos quais os 3 casos contínuos dentre as 5 possíveis soluções
recebem nomes após Jacobi, Hermite e Laguerre. Iremos nos referir por �SPOC� quando
quisermos dizer �SPO Clássica� quando for conveniente.

À partir daí, introduzimos uma de�nição adequada ao nosso estudo, como visto em
[14].

De�nição 3.7. Polinômios ortogonais com respeito ao produto interno (3.4) no intervalo
(a, b) são chamados de polinômios ortogonais clássicos se a função peso w(x) satisfaz a
seguinte diferencial

d

dx
(M(x)w(x)) = N(x)w(x) (3.22)

onde

M(x) =


1− x2, se (a, b) = (−1, 1)
x, se (a, b) = (0,∞)
1, se (a, b) = (−∞,∞)

e N(x) é um polinômio de grau 1.

3.7.1 Polinômios de Jacobi

Os Polinômios de Jacobi são os polinômios de�nidos pela fórmula

P (α,β)
n (x) = (−2)n(n!)−1(1− x)−α(1 + x)−β

dn

dxn
[
(1− x)n+α(1 + x)n+β

]
, (3.23)

onde α e β são tais que α, β > −1, restritos desta forma para �ns de integração. Estes
polinômios são ortogonais no intervalo (−1, 1) com relação à função peso

w(x) = (1− x)α(1 + x)β, α, β > −1 ,
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onde w(x) satisfaz a equação diferencial (3.22), com

M(x) = 1− x2 e N(x) = β − α− x(α + β + 2) .

Adotando valores para α e β, temos os seguintes casos conhecidos e bem explorados
na literatura:

(i) Os Polinômios de Legendre (α = β = 0);

(ii) Os Polinômios de Chebyshev de primeira espécie (α = β = −1/2);

(iii) Os Polinômios de Chebyshev de segunda espécie (α = β = 1/2);

(iv) Os Polinômios de Gegenbauer/Ultrasféricos (α = β = λ− 1/2, λ 6= 0).

A fórmula (3.23) se refere à Fórmula de Rodrigues [25, De�nição 3.2] para Polinômios
de Jacobi.

Referindo à forma explícita dos Polinômios de Jacobi em [13, pag.144], temos,

P (α,β)
n (x) = 2−n

n∑
k=0

(
n+ α

n− k

)(
n+ β

k

)
(x− 1)k(x+ 1)n−k , (3.24)

com coe�cientes dominantes da forma

an,n = an,n(α, β) = 2−n
(

2n+ α + β

n

)
. (3.25)

Também temos

P (α,β)
n (−x) = (−1)nP (β,α)

n (x) ,

P (α,β)
n (1) =

(
n+ α

n

)
.

Associamos os polinômios de Jacobi à RRTT

P
(α,β)
n+1 (x) =

(
γ
(α,β)
n+1 x− β

(α,β)
n+1

)
P (α,β)
n (x)− α(α,β)

n+1 P
(α,β)
n−1 (x), n ≥ 1 , (3.26)

onde

γ
(α,β)
n+1 =

(α + β + 2n+ 1)(α + β + 2n+ 2)

2(n+ 1)(α + β + n+ 1)
,

α
(α,β)
n+1 =

4n(n+ α)(n+ β)(n+ α + β)

(2n+ α + β − 1)(2n+ α + β)2(2n+ α + β + 1)
,

β
(α,β)
n+1 =

β2 − α2

(2n+ α + β + 2)(2n+ α + β)
,

P
(α,β)
0 (x) = 1 e P (α,β)

−1 (x) = 0.

{P (α,β)
n (x)} ser uma SPOPD pode ser con�rmado conforme a condição (3.15) aplicada

ao Teorema 3.10 de Favard em conjunto com a RRTT acima.
Além disso, os polinômios de Jacobi satisfazem a seguinte relação[

P (α,β)
n (x)

]′
=

1

2
(n+ α + β + 1)P

(α+1,β+1)
n−1 (x) , (3.27)

o que garante que a derivada de todos os polinômios desta SPO formam também uma
SPO (n, α e β são constantes).
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3.7.2 Polinômios de Laguerre

Os Polinômios de Laguerre, L(α)
n (x), também podem ser expressos por uma formula

de tipo Rodrigues. A saber

L(α)
n (x) = (n!)−1x−αex

dn

dxn
[
xn+αe−x

]
. (3.28)

É requerido que α > −1 para que valham todas as relações formais. O caso que Laguerre
estudou originalmente foi o caso com α = 0. Para este caso, usamos a notação

Ln(x) := L(0)
n (x) .

A fórmula explícita para L(α)
n (x) é

L(α)
n (x) = (−1)nn!

n∑
k=0

(−1)m

m!

(
n+ α

n− k

)
xm ,

obtida à partir de (3.28). Desta fórmula, obtemos os coe�cientes dominantes de L(α)
n (x),

os quais são da forma

an,n = an,n(α) =
(−1)n

n!
.

{L(α)
n (x)} são polinômios ortogonais no intervalo (0,∞) com relação à função peso

w(x) = xαe−x, α > −1 ,

onde w(x) satisfaz a equação diferencial (3.22), com

M(x) = x e N(x) = α + 1− x .

Também, satisfazem a RRTT da forma

nL(α)
n (x) = (x− 2n+ α + 1)L

(α)
n−1(x)− (n+ α− 1)L

(α)
n−2(x), n ≥ 1 , (3.29)

L
(α)
0 (x) = 1 e L(α)

−1 (x) = 0. Também se veri�ca que {L(α)
n (x)} é uma SPOPD assim como

os polinômios de Jacobi. Ainda como os Polinômios de Jacobi, também satisfaz uma
relação diferencial com outros polinômios ortogonais clássicos de Laguerre, a saber,[

L(α)
n (x)

]′
= −L(α+1)

n−1 (x) , (3.30)

e o mesmo comentário feito a (3.27) é válido.

3.7.3 Polinômios de Hermite

Os Polinômios de Hermite, Hn(x) podem ser expressos por uma formula de Rodrigues
na forma

Hn(x) = (−1)nex
2 dn

dxn
c−x

2

. (3.31)

Ambos os trabalhos de Hermite e Laguerre já haviam sido considerados por Chebyshev,
como levantado por Chihara em seu livro.

A fórmula explícita é da forma

Hn(x) = n!

[[n/2]]∑
k=0

(−1)k(2x)n−2k

(n− 2k)!k!
,
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onde [[x]] denota o menor inteiro que não excede x.
O coe�ciente dominante de Hn(x) é

an,n = 2n .

Os polinômios de Hermite são ortogonais no intervalo (−∞,∞) com relação à função
peso

w(x) = e−x
2

,

onde w(x) satisfaz a equação diferencial (3.22), com

M(x) = 1 e N(x) = −2x .

Os polinômios de Hermite satisfazem uma RRTT da forma

Hn(x) = 2xHn−1(x)− 2(n− 1)Hn−2(x), n ≥ 1 , (3.32)

H0(x) = 1 e H−1(x) = 0 e uma relação com suas derivadas da forma

H ′n(x) = 2nHn−1(x) . (3.33)

Novamente, constatamos que as derivadas formam uma SPOC de Hermite. Em especial,
as derivadas dos polinômios de Hermite geram a mesma SPOC.

3.7.4 Comentários sobre as SPO's Clássicas

Segundo Chihara [13, capítulo 5], a forma derivativa advinda de fórmulas de tipo
Rodrigues das três SPOC's de caso contínuo são o principal fator de ligação com interpre-
tações de fenômenos físicos. Também, as únicas SPOPD's que tem as propriedades desta
seção (dentre outras) são as SPOC's ou são SPO's que se reduzem à uma das 3.

Outra propriedade surpreendente se deve a Hahn, que provou que uma SPOPD que
tem como derivada uma SPOPD se reduz à uma das 3 clássicas, sendo a segunda forma de
se caracterizar uma SPO como clássica. Há outras formas de caracterização que envolvem
outra relação diferencial, funções geradoras, etc.

3.8 Sobre a relação com a RSD

Com essas boas propriedades, �ca claro que tanto os polinômios ortogonais clássicos
quanto suas derivadas atingem o número máximo da RSD, pois seus zeros são todos
reais e distintos, assim como os zeros das suas derivadas, que são também SPO's. Logo,
S− − Z = 0 para estes. Também vale isso para outras SPO's, mas não necessariamente
vale o mesmo a suas derivadas: quando garantido coe�cientes reais para esta última, pelo
Teorema do Valor Médio e Teorema de Rolle este fato vale.

Daí, partimos para explorar a Regra de Sinais de Descartes Generalizada, que se trata
de uma regra de sinais adaptada para sequências de funções quaisquer. É possível então
pressupor que as SPO's sejam sequências de funções passíveis de satsfazer este resultado,
o que é um fato a ser demonstrado no capítulo 5.





Capítulo

4
Critérios Gerais

4.1 Preliminares

4.1.1 Matrizes Totalmente Positivas e de Sinal Consistente

Nesta seção introduziremos o conceito de positividade de uma matriz. De�niremos
matrizes positivas e de sinal consistente e apresentaremos alguns resultados sobre tais
caracterizações. Um desses resultados é o Lema de Fekete [26] de 1912. Exemplos e mais
resultados sobre o assunto podem ser obtidos em [27].

De�nição 4.1. Seja A uma matriz de dimensões m × n . Dizemos que a matriz A é
totalmente positiva de ordem k (TPk) se todos os menores de ordem l de A , 1 ≤ l ≤ k ,
são não-negativos, isto é,

A

 i1 i2 · · · il

j1 j2 · · · jl

 ≥ 0 ,
1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ m

1 ≤ j1 < j2 < · · · < jl ≤ n
, 1 ≤ l ≤ k .

Se a desigualdade acima for estrita para todos os menores de ordem l, 1 ≤ l ≤ k, então
dizemos que A é estritamente totalmente positiva de ordem k (STPk). Se A é (estrita-
mente) totalmente positiva de ordem k = min{m,n} então simplesmente dizemos que A
é (estritamente) totalmente positiva.

De�nição 4.2. Seja A uma matriz de dimensões m×n. Dizemos que a matriz A é sinal
consistente de ordem k (SCk) se todos os menores de ordem k de A possuem mesmo sinal,
isto é,

εkA

 i1 i2 · · · ik

j1 j2 · · · jk

 ≥ 0 ,
1 ≤ i1 < i2 < · · · < ik ≤ m

1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n
,

para εk = ±1. Se a desigualdade acima for estrita para todos os menores de ordem k,
então dizemos que A é estritamente sinal consistente de ordem k (SSCk).

A seguir, enunciaremos um resultado de Fekete [26, p. 92] de 1912.

Lema 4.1 (Fekete, 1912). Seja Am×n uma matriz com m ≥ n . Se todos os menores de
A de ordem n − 1 formados pelas n − 1 primeiras colunas e todos os menores de A de
ordem n formado por linhas consecutivas são positivos então todos os menores de ordem
n de A são positivos.

31
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Karlin [27, p. 59] percebeu que no Lema de Fekete, os menores não necessariamente
precisam possuir mesmo sinal, mas sim, apenas os de mesmo tamanho, como veremos
abaixo.

Proposição 4.1 (Karlin, 1968). Seja Am×n = [aij] uma matriz com m ≥ n . Se todos
os menores de ordem n − 1 de A formados pelas n − 1 primeiras colunas possuem sinal
estrito εn−1 e se todos os menores de A de ordem n com consecutivas linhas possuem sinal
estrito εn , então todos os menores de ordem n de A possuem sinal estrito εn , isto é, se

εn−1A

 i1 i2 · · · in−1

1 2 · · · n− 1

 > 0 , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in−1 ≤ m,

e

εnA

 i+ 1 i+ 2 · · · i+ n

1 2 · · · n

 > 0 , i = 0, 1, · · · ,m− n ,

então

A

 i1 i2 · · · in

1 2 · · · n

 > 0 , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in ≤ m .

Observação. Se as duas primeiras desigualdades acima não são estritas, então a terceira
desigualdade também não é estrita.

Proposição 4.2. Seja Am×n uma matriz com m ≥ n. Se todos os menores de A formados
pelas k primeiras colunas e quaisquer k consecutivas linhas são positivos, 1 ≤ k ≤ n, então
todos os menores de ordem n de A são positivos, isto é, se

A

 i+ 1 i+ 2 · · · i+ k

1 2 · · · k

 > 0 ,
i = 0, 1, · · · , m− k

k = 1, 2, · · · , n
,

então

A

 i1 i2 · · · in

1 2 · · · n

 > 0 , 1 ≤ i1 < i2 < · · · < in ≤ m .

Mais geral ainda, se todos os menores de A formados pelas k primeiras colunas e quaisquer
k consecutivas linhas possui sinal estrito εk , 1 ≤ k ≤ n , então todos os menores de ordem
n de A têm sinal estrito εn .

A prova desta proposição segue aplicando-se várias vezes o seguinte resultado:

Proposição 4.3. Seja Am×n uma matriz cujos menores de A de ordem k formados por
linhas e colunas consecutivas tem sinal estrito εk . Então todos os menores de ordem k de
A tem sinal estrito εk , i.e, A é SSC.

Observação: Todos esses resultados que acabamos de apresentar seguem quando as
palavras linha e coluna são trocadas. A proposição 4.3 pode ser encontrada no livro [27]
sob o nome de Teorema 3.3.
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4.1.2 Transformações �Variation Diminishing�

Consideremos a transformação y = Ax , onde

An×n =



1 0 0 0 · · · 0 0

1 1 0 0 · · · 0 0

0 1 1 0 · · · 0 0

...

0 0 0 0 · · · 1 1

0 0 0 0 · · · 0 1


.

Logo,

y1 = x1

y2 = x1 + x2

...

yn−1 = xn−1 + xn

yn = xn .

Por outro lado, pela Propriedade P4 de mudança de sinal de sequência

S−(x1, x1 + x2, · · · , xn−1 + xn, xn) ≤ S−(x1, x2, · · · , xn) ,

ou seja,
S−(y = Ax) ≤ S−(x) .

Assim, obtemos esta propriedade de mudança de sinal de sequência através da trans-
formação A. Isto nos motiva a seguinte de�nição:

De�nição 4.3 (�Variation Diminishing� Transformação). Seja

y1 = a11x1 + a12x2 + · · ·+ a1nxn

y2 = a21x1 + a22x2 + · · ·+ a2nxn

...

ym = am1x1 + am2x2 + · · ·+ amnxn

uma transformação linear a qual pode ser escrita como y = Ax, onde Am×n é a matriz que
denota esta transformação. Dizemos que esta transformação é �variation diminishing� se
para cada x temos

S−(y) ≤ S−(x) ,

isto é,
S−(y1, y2, · · · , ym) ≤ S−(x1, x2, · · · , xn) .

Naturalmente nos perguntamos sob que condições uma transformação é �variation
diminishing�. Em 1930, Schoenberg [28] estabeleceu o seguinte resultado:
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Teorema 4.1 (Schoenberg, 1930). Seja y = Ax uma transformação linear, onde A é a
matriz que representa esta transformação. Se A é totalmente positiva então esta trans-
formação é �variation diminishing�.

Observe que ele forneceu somente uma condição de necessidade. Mais tarde, em 1936,
Motzkin [29] deu condições necessárias e su�cientes para que uma transformação seja
�variation diminishing�. Apresentaremos a seguir o resultado de Motzkin. Para isto,
precisamos de algumas de�nições:

De�nição 4.4. Dizemos que uma matriz A é de�nida se todos os seus elementos não-
nulos possuem mesmo sinal.

De�nição 4.5. Dizemos que uma matriz A é coluna-de�nida se cada uma de suas colunas
é uma matriz de�nida.

De�nição 4.6. Seja Am×n uma matriz de posto r e seja 1 ≤ i ≤ r. Denotamos por A(i) a
matriz de

(
m
i

)
linhas e

(
n
i

)
colunas cujos elementos são os menores de ordem i de A sob a

convenção de que todos os menores formados pelas mesmas i linhas de A são arranjados
em uma mesma linha de A(i) e o mesmo segue para as colunas.

Exemplo: Dada a matriz A3×2. Então

A(1) =


A
(
1
1

)
A
(
1
2

)
A
(
2
1

)
A
(
2
2

)
A
(
3
1

)
A
(
3
2

)


(3
1)×(2

1)

e A(2) =


A
(
1 2
1 2

)
A
(
1 3
1 2

)
A
(
2 3
1 2

)


(3
2)×(2

2)

.

Agora estamos em condições de formular o resultado de Motzkin [29].

Teorema 4.2 (Motzkin, 1936). Seja Am×n uma matriz de posto r e consideremos a
transformação

y = Ax .

Esta transformação é �variation diminishing� se, e somente se, a matriz A tem as seguin-
tes propriedades:

(i) As matrizes A(1), A(2), · · · , A(r−1) são de�nidas;

(ii) A matriz A(r) é coluna-de�nida.

A prova deste teorema proposta por Motzkin em [29] é bem elaborada. Uma prova
mais simples que é devido à Schoenberg e Whitney pode ser encontrada em [30] e outras
demonstrações podem ser obtidas em Gantmacher e Krein [31] e Karlin [27].

4.2 Critério de Pólya e Szeg®

De�nição 4.7 (Regra de Sinais de Descartes Generalizada). A sequência �nita de funções
f0, f1, · · · , fn satisfaz à Regra de Sinais de Descartes no intervalo (a, b) se o número de
zeros em (a, b) de qualquer combinação linear não-trivial

a0f0(x) + a1f1(x) + · · ·+ anfn(x)

é menor ou igual ao número de mudanças de sinal da sequência a0, a1, · · · , an, isto é,

Z(a0f0(x) + a1f1(x) + · · ·+ anfn(x) ; (a, b)) ≤ S−(a0, a1, · · · , an) .
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De�nição 4.8. Sejam f0, f1, · · · , fn funções su�cientemente suaves. O Wronskiano
W (f0, f1, · · · , fn ; x) de f0, f1, · · · , fn no ponto x é de�nido por

W (f0, f1, · · · , fn ; x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

f0(x) f1(x) · · · fn(x)

f ′0(x) f ′1(x) · · · f ′n(x)

...

f
(n)
0 (x) f

(n)
1 (x) · · · f

(n)
n (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Uma caracterização para que sequências de funções satisfaçam à Regra de Sinais de
Descartes foi dada por Pólya e Szeg® [9] em 1925, que é a seguinte:

Teorema 4.3 (Pólya & Szeg®, 1925). Seja f1, f2, · · · , fn uma sequência �nita de funções
de Cn[a, b], não-identicamente nulas em (a, b). Esta sequência satisfaz à Regra de Sinais
de Descartes no intervalo (a, b) se, e somente se, as seguintes propriedades se veri�cam:

(i) Se l ∈ N, 1 ≤ l ≤ n e i1, i2, · · · , il denotam números inteiros com 1 ≤ i1 < i2 <
· · · < il ≤ n , então o Wronskiano W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b);

(ii) sinal (W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x)) = sinal (W (fj1 , fj2 , · · · , fjl ; x)) para quaisquer esco-
lhas dos índices i1, i2, · · · , il e j1, j2, · · · , jl. Em outras palavras, quaisquer dois
Wronskianos com o mesmo número l de linhas possuem mesmo sinal para todo
l = 1, 2, · · · , n− 1 .

Mencionamos que a ordem das funções na sequência e que a exigência de nenhuma
das funções ser identicamente zero em (a, b) são essenciais. Note que as condições (i) e
(ii) são equivalentes a dizer que a matriz Wronskiana

f1(x) f2(x) · · · fn(x)

f ′1(x) f ′2(x) · · · f ′n(x)

...

f
(n−1)
1 (x) f

(n−1)
2 (x) · · · f

(n−1)
n (x)


é estritamente sinal consistente de ordem k (SSCk), para todo k = 1, 2, · · · , n .

Para a demonstração da condição de su�ciência do Teorema 4.3 de Pólya e Szeg®,
precisaremos do seguinte lema técnico.

Lema 4.2. Seja 1 ≤ k ≤ n. Se a sequência f1, f2, · · · , fn satisfaz as propriedades (i) e
(ii) do Teorema 4.3, então a sequência de n− 1 funções

F1(x) = −
(
f1(x)

fk(x)

)′
, · · · , Fk−1(x) = −

(
fk−1(x)

fk(x)

)′
,

Fk(x) =

(
fk+1(x)

fk(x)

)′
, · · · , Fn−1(x) =

(
fn(x)

fk(x)

)′
,

também satisfaz essas duas propriedades.
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Observação. O Lema acima está incluído em [27] assim como o Teorema 4.3 e sua
demonstração segue por conta das propriedades do Wronskiano.

Demonstração do Teorema 4.3 de Pólya e Szeg®: Provaremos primeiramente
que as condições (i) e (ii) são necessárias para que a sequência

f1(x), f2(x), · · · , fn(x)

obedeça a Regra de Sinais de Descartes, isto é,

Z(a1f1(x) + · · ·+ anfn(x) ; (a, b)) ≤ S−(a1, · · · , an),

para quaisquer a1, · · · , an, não todos nulos. Mostremos primeiramente que para quaisquer
1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ n,

W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

fi1(x) fi2(x) · · · fil(x)

f ′i1(x) f ′i2(x) · · · f ′il(x)

...

f
(l−1)
i1

(x) f
(l−1)
i2

(x) · · · f
(l−1)
il

(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6= 0

para todo x ∈ (a, b). Para isso, suponha por absurdo que

W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x0) = 0

para algum x0 em (a, b). Daí, existem constantes c1, c2, · · · , cl, não todas nulas, tais que

fi1(x0) fi2(x0) · · · fil(x0)

f ′i1(x0) f ′i2(x0) · · · f ′il(x0)

...

f
(l−1)
i1

(x0) f
(l−1)
i2

(x0) · · · f
(l−1)
il

(x0)





c1

c2

...

cl


=



0

0

...

0


,

ou seja, 

c1fi1(x0) + c2fi2(x0) + · · · + clfil(x0) = 0

c1f
′
i1

(x0) + c2f
′
i2

(x0) + · · · + clf
′
il
(x0) = 0

...

c1f
(l−1)
i1

(x0) + c2f
(l−1)
i2

(x0) + · · · + clf
(l−1)
il

(x0) = 0 .

Isto signi�ca que x0 é zero de c1fi1(x) + c2fi2(x) + · · · + clfil(x) com multiplicidade pelo
menos l, o que é absurdo, pois por hipótese

Z(c1fi1(x) + c2fi2(x) + · · ·+ clfil(x) ; (a, b)) ≤ S−(c1, c2, · · · , cl) ≤ l − 1 .

Portanto, W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x) 6= 0 para todo x ∈ (a, b) e 1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ n .



4. Critérios Gerais 37

Mostremos agora que quaisquer dois Wronskianos com o mesmo número de linhas
mantém o mesmo sinal em (a, b). Sejam x0 ∈ (a, b) e 1 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ n . Pelo
resultado anterior

W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x0) = W 6= 0 . (4.1)

Daí, existem constantes b1, b2, · · · , bl, não todas nulas, tais que

b1fi1(x0) + b2fi2(x0) + · · · + blfil(x0) = 0

b1f
′
i1

(x0) + b2f
′
i2

(x0) + · · · + blf
′
il
(x0) = 0

...

b1f
(l−2)
i1

(x0) + b2f
(l−2)
i2

(x0) + · · · + blf
(l−2)
il

(x0) = 0

b1f
(l−1)
i1

(x0) + b2f
(l−1)
i2

(x0) + · · · + blf
(l−1)
il

(x0) = 1 .

Isto signi�ca que x0 é zero de b1fi1(x) + b2fi2(x) + · · ·+ blfil(x) com multiplicidade l− 1 .
Por outro lado, pela hipótese

Z(b1fi1(x) + b2fi2(x) + · · ·+ blfil(x) ; (a, b)) ≤ S−(b1, b2, · · · , bl) ≤ l − 1 ,

de onde segue que
S−(b1, b2, · · · , bl) = l − 1 . (4.2)

Agora, desenvolvendo (4.1) pela última linha, obtemos

W = W (fi1 , fi2 , · · · , fil ; x0) = (−1)l−1W (fi2 , fi3 , · · · , fil ; x0)f
(l−1)
i1

(x0) +

(−1)l−2W (fi1 , fi3 , · · · , fil ; x0)f
(l−1)
i2

(x0) +

· · ·+W (fi1 , fi2 , · · · , fil−1
; x0)f

(l−1)
il

(x0) ,

ou equivalentemente,

β1
W
f
(l−1)
i1

(x0) +
β2
W
f
(l−1)
i2

(x0) + · · ·+ βl
W
f
(l−1)
il

(x0) = 1 ,

onde
βj = (−1)l−jW (fi1 , · · · , fij−1

, fij+1
, · · · , fil ; x0), j = 1, · · · , l .

Desde que bj =
βj
W

, j = 1, 2, · · · , l , de (4.2) temos

S−
(
β1
W
,
β2
W
, · · · , βl

W

)
= S−(b1, b2, · · · , bl) = l − 1 ,

de onde segue que

sinal

(
βj
W

)
= −sinal

(
βj+1

W

)
, j = 1, 2, · · · , l − 1 ,

e isso implica que

sinal
(
W (fi1 , · · · , fij−1

, fij+1
, · · · , fil ; x0)

)
=

sinal
(
W (fi1 , · · · , fij , fij+2

, · · · , fil ; x0)
)
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para j = 1, 2, · · · , l − 1 . Portanto, quaisquer dois Wronskianos com o mesmo número l
de linhas, 1 ≤ l ≤ n− 1 , possuem o mesmo sinal.

Prova da condição de su�ciência do Teorema 4.3 de Pólya e Szeg®:

Usaremos o Princípio de Indução Finita para o próximo passo. Seja

F (x) := a1f1(x) + a2f2(x) + · · ·+ anfn(x) , (4.3)

e seja Z o número de zeros de F (x) em (a, b).
Para n = 1 , F (x) = a1f1(x) . Como, por hipótese, W (f1 ; x) = f1(x) 6= 0 para todo x

em (a, b), concluímos que S−(a1)− Z = 0 .
Suponha que a Regra de Sinais de Descartes seja válida para qualquer sistema de n−1

funções que satisfaz às propriedades (i) e (ii) do Teorema 4.3.
Seja k + 1 um índice de mudança de sinal. Daí, dividindo (4.3) por fk(x) , obtemos

F (x)

fk(x)
= a1

f1(x)

fk(x)
+ · · ·+ ak−1

fk−1(x)

fk(x)
+ ak + ak+1

fk+1(x)

fk(x)
+ · · ·+ an

fn(x)

fk(x)

e portanto(
F (x)

fk(x)

)′
= a1

(
f1(x)

fk(x)

)′
+ · · ·+ ak−1

(
fk−1(x)

fk(x)

)′
+ ak+1

(
fk+1(x)

fk(x)

)′
+ · · ·+ an

(
fn(x)

fk(x)

)′
= −a1F1(x)− · · · − ak−1Fk−1(x) + ak+1Fk(x)

+ · · ·+ anFn−1(x)

=: F ∗(x) ,

com

F1(x) = −
(
f1(x)

fk(x)

)′
, · · · , Fk−1(x) = −

(
fk−1(x)

fk(x)

)′
,

Fk(x) =

(
fk+1(x)

fk(x)

)′
, · · · , Fn−1(x) =

(
fn(x)

fk(x)

)′
.

Seja Z∗ o número de zeros reais de F ∗(x) em (a, b) . Desde que F ∗(x) =

(
F (x)

fk(x)

)′
,

fk(x) 6= 0 para todo x em (a, b) e F (x) possui Z zeros em (a, b) , concluímos pelo Teorema
2.3 que

Z∗ ≥ Z − 1 . (4.4)

Pelo Lema 4.2, a sequência F1(x), F2(x), · · · , Fn−1(x) satisfaz as propriedades (i) e (ii) do
Teorema 4.3. Logo, pela hipótese de indução, segue que

Z∗ ≤ S−(−a1, · · · ,−ak−1, ak+1, · · · , an) . (4.5)
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Por outro lado,

S−(−a1, · · · ,−ak−1, ak+1, · · · , an) = S−(−a1, · · · ,−ak−1,−ak, ak+1, · · · , an)

= S−(−a1, · · · ,−ak) + S−(−ak, ak+1) + S−(ak+1, · · · , an)

= S−(−a1, · · · ,−ak) + S−(−ak, ak+1) + S−(ak+1, · · · , an)

= S−(a1, · · · , ak) + S−(ak, ak+1)− 1 + S−(ak+1, · · · , an)

= S−(a1, · · · , an)− 1 .

(4.6)

Portanto, de (4.4), (4.5) e (4.6) concluímos que

S−(a1, a2, · · · , an)− Z = S−(a1, a2, · · · , an)− 1− (Z − 1)

≥ S−(−a1, · · · ,−ak−1, ak+1, · · · , an)− Z∗ ≥ 0 .

2

4.3 Critério de Schoenberg

Uma caracterização fundamental de sequência de polinômios que satisfaz à Regra de
Sinais de Descartes Generalizada é devida a Schoenberg [6]:

Teorema 4.4 (Schoenberg, 1934). A sequência de polinômios

p0(x) = a00 ,

p1(x) = a10 + a11x ,

p2(x) = a20 + a21x+ a22x
2 ,

...

pn(x) = an0 + an1x+ · · ·+ annx
n ,

onde a00 > 0, a11 > 0, · · · , ann > 0 , satisfaz à Regra de Sinais de Descartes Generalizada
em (0,∞) se, e somente se, a matriz triangular

A =



a00 a10 · · · an0

a11 · · · an1

. . .
...

ann


é totalmente positiva (TP).

Demonstração. (⇐) Seja

p(x) =
n∑
k=0

ckpk(x) =
n∑
k=0

bkx
k.
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Então b = Ac onde b = (b1, · · · , bn) e c = (c1, · · · , cn), isto é,

b0 = a00c0 + a10c1 + · · ·+ an0cn

b1 = a11c1 + · · ·+ an1cn

...

bn = anncn .

Pela Regra de Sinais de Descartes

Z(p(x) ; (0,∞)) ≤ S−(b) . (4.7)

Por outro lado, pela hipótese a matriz A é totalmente positiva. Daí, pelo Teorema de
Motzkin 4.2, A é �variation diminishing�, e portanto

S−(b) ≤ S−(c) . (4.8)

Assim, de (4.7) e (4.8) segue que

Z(p(x) ; (0,∞)) ≤ S−(c) ,

ou seja, a sequência p0(x), · · · , pn(x) satisfaz à Regra de Sinais de Descartes Generalizada
em (0,∞).
(⇒) Primeiro mostraremos que para todo �xo x em (0,∞), a matriz

W (x) =



p0(x) p1(x) · · · pn(x)

0 p′1(x) · · · p′n(x)

...

0 0 · · · p
(n)
n (x)


é totalmente positiva. Equivalentemente,

W (x) =



a00 a10 + a11x · · · an0 + an1x+ · · ·+ annx
n

0 a11 · · · an1 + · · ·+ nannx
n−1

...

0 0 · · · n!ann


. (4.9)

Desde que p0(x), · · · , pn(x) satisfaz à Regra de Sinais de Descartes Generalizada em
(0,∞) , pelo Teorema 4.3 de Pólya e Szeg®, para qualquer 0 ≤ ν1 < · · · < νk ≤ n
o Wronskiano W (pν1 , · · · , pνk ;x) é diferente de zero em (0,∞) e quaisquer dois Wrons-
kianos com mesmo número k , 1 ≤ k ≤ n , de colunas possuem mesmo sinal, isto é,
sinal (W (pν1 , · · · , pνk ; x)) = sinal (W (p0, · · · , pk;x)) . Mas, quando x ∈ (0,∞) ,

W (p0, · · · , pk ; x) = 1! 2! · · · k! a00 a11 · · · akk > 0
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para k = 1, · · · , n . Daí, pelo Teorema de Pólya e Szeg® segue que

W (pν1 , · · · , pνk ; x) > 0

para 0 ≤ ν1 < · · · < νk ≤ n . Assim, este fato e o Lema de Fekete implicam que a
matriz W é totalmente positiva para x > 0 . Portanto, fazendo x tender a zero em (4.9),
concluímos que W (0) ≥ 0 , isto é, a matriz

a00 a10 a20 · · · an0

0 a11 a21 · · · an1

0 0 2!a22 · · · 2!an2

...

0 0 0 · · · n!ann


é totalmente positiva. Dividindo a k-ésima linha desta matriz por (k−1)! , k = 1, · · · , n+
1 , obtemos o resultado desejado.

2

Com os resultados deste capítulo seremos capazes de desenvolver a prova do teorema
do próximo capítulo sob a visão de Schoenberg.





Capítulo

5
Sequências de Polinômios que

Satisfazem a RSD

A generalização da regra de Descartes que dá nome ao capítulo, foi usada pelo matemá-
tico búlgaro Obrechko� em 1918 [5], antes mesmo de concluir sua primeira graduação na
So�a University em 1920, para desenvolver o teorema que é batizado com seu nome. Com
uma carreira acadêmica invejável, Obrechko� publicou mais de 240 artigos cientí�cos,
contemplando resultados em Análise Matemática, Álgebra, dentre outras, na universi-
dade onde se graduou. Lá, cresceu até o mais alto posto, Chairman do departamento de
Álgebra, e como pesquisador lá permaneceu até seu óbito em 1963.

Para checar a importância do resultado, inicialmente apesentamos alguns exemplos de
sequências de funções que satisfazem à Regra de Sinais de Descartes Generalizada.

5.1 Alguns Exemplos de Sequências que Satisfazem a

RSDG

Primeiro, vale observar que a Regra de Sinais de Descartes (Teorema 2.5) segue como
corolário do Teorema 4.3 de Pólya e Szeg®.

Exemplo 5.1. A sequência de monômios 1, x, x2, · · · , xn satisfaz à Regra de Sinais de
Descartes Generalizada no intervalo (0,∞) .

Demonstração. Isto segue do fato de que o WronskianoW (1, x, x2, · · · , xn ; x) satisfaz
as condições (i) e (ii) do Teorema de Pólya e Szeg® no intervalo (0,+∞) .

2

Um outro resultado interessante de sequência de polinômios que satisfaz a Regra de
Sinais de Descartes Generalizada, segue como consequência do Teorema 4.4. O resultado
diz respeito às primitivas de polinômios que obedecem à RSDG.

43
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Exemplo 5.2. Se a sequência de polinômios

p0(x) = a00 ,

p1(x) = a10 + a11x ,

p2(x) = a20 + a21x+ a22x
2 ,

...

pn(x) = an0 + an1x+ · · ·+ annx
n ,

com a00 > 0, a11 > 0, · · · , ann > 0 , obedece a RSDG em (0,+∞) então a sequência
{Pk(x)}n+1

k=0 , formada por P0(x) = c0 e integrais Pk(x) ,

P0(x) = c0 ,

P1(x) =

∫ x

0

p0(t)dt = a00x ,

P2(x) =

∫ x

0

p1(t)dt = a10x+
a11
2
x2 ,

...

Pn+1(x) =

∫ x

0

pn(t)dt = an0x+
an1
2
x2 + · · ·+ ann

n+ 1
xn+1 ,

também obedece a Regra de Descartes em (0,∞) se c0 > 0.

Demonstração. Se c0 > 0 então a matriz

c0 0 0 0 · · · 0

a00 a10 a20 · · · an0

a11/2 a21/2 · · · an1/2

a22/3 · · · an2/3

. . .
...

ann/(n+ 1)


é totalmente positiva se 

a00 a10 a20 · · · an0

a11 a21 · · · an1

a22 · · · an2

. . .
...

ann


também é. Esta última é a transposta das matrizes A do mesmo modo do Teorema 4.4,
associado às sequências P0(x), · · · , Pn+1(x) e p0(x), · · · , pn(x) , respectivamente.

2
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Apresentaremos agora um importante resultado de 1918 que é devido a Obrechko�
[5, 32, 33]. Ele a�rma que a sequência de polinômios ortogonais P0, · · · , Pn, de modo que
os coe�cientes dos termos de maior grau tenham mesmos sinais, satisfaz à Regra de Sinais
de Descartes Generalizada para x > ζn, onde ζn é o maior zero de Pn(x).

5.2 Teorema de Obrechko�

Teorema 5.1 (Obrechko�). Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios de�nida pela
relação de recorrência

xPn(x) = αnPn+1(x) + βnPn(x) + γnPn−1(x) , n ≥ 1 ,

P−1(x) := 0 , P0(x) := 1 ,
(5.1)

onde αk, βk e γk são reais e, além disso, αk, γk > 0 . Se ζn,n denota o maior zero de Pn(x) ,
então a sequência de polinômios P0(x), · · · , Pn(x) satisfaz à Regra de Sinais de Descartes
em (ζn,n,∞). Em outras palavras, para qualquer sequência a0, · · · , an não identicamente
nula,

Z(a0P0(x) + a1P1(x) + · · ·+ anPn(x) ; (ζn,n,∞)) ≤ S−(a0, · · · , an) .

Antes de provar este resultado, precisamos dos seguintes três lemas técnicos:

Lema 5.1. Seja {b0, b1, b2, · · · , bn} com b1 6= 0 6= bn , uma sequência de números reais
tal que S−(b0, b1, b2, · · · , bn) = v, e seja c0, c1, · · · , cn a sequência dada por

b−1 := bn+1 := 0, ck = αk bk−1 + βk+1 bk + γk+2 bk+1 ,

k = 0, 1, · · · , n ,
(5.2)

onde αk, γk ≥ 0 para cada k . Suponha que os determinantes

∆ji =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βj+1 γj+2

αj+1 βj+2 γj+3

. . . . . . . . .

αj+i−1 βj+i γj+i+1

αj+i βj+i+1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
satisfaçam (−1)i+1∆ji > 0, i = 0, 1, · · · , s, onde s = min{n− j, n− v− 1}, e 1 ≤ j ≤ n.
Então, a sequência {b0, c0, c1, · · · , cn, bn} possui pelo menos v+2 mudanças de sinal (ou
um número par a mais), isto é,

S(b0, c0, c1, · · · , cn, bn) ≥ S(b0, b1, · · · , bn) + 2 + 2m

com m ∈ N ∪ { 0 } .

Demonstração. Suponha, sem perda de generalidade, que a sequência {b0, b1, b2, · · · , bn}
é da forma

b0, b1, b2, · · · , bm−1, bm, · · · , bj−1, bj, · · · , br−1, br · · · , bl, · · · , bn ,
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onde

b0 > 0, b1 ≥ 0, · · · , bm−1 > 0, bm ≤ 0, · · · , bj−1 < 0 ,

bj ≥ 0, · · · , br−1 > 0, br ≤ 0, · · · , bl > 0, · · · , bn > 0 .
(5.3)

Provaremos que pelo menos um do números

cj, cj+1, · · · , cr−1 (5.4)

é negativo.
Sejam j �xo e δi := ∆ji . Vamos supor, por absurdo, que todos os números cj, cj+1, · · · ,

cr−1 são não-negativos. Logo, de (5.2) e (5.3), e de cj, cj+1 ≥ 0, segue que

0 ≤ cj − αjbj−1 = βj+1bj + γj+2bj+1 ⇒ γj+2bj+1 ≥ −βj+1bj (5.5)

e

0 ≤ cj+1 = αj+1bj + βj+2bj+1 + γj+3bj+2 ⇒ αj+1bj + γj+3bj+2 ≥ −βj+2bj+1 . (5.6)

Multiplicando (5.5) por αj+1 ≥ 0 e (5.6) por −βj+1 = −∆j0 ≥ 0 e, em seguida,
somando-as, obtemos

−bj+2βj+1γj+3 ≥ (βj+1βj+2 − αj+1γj+2)bj+1 ,

ou seja,
− δ0bj+2γj+3 ≥ δ1bj+1 . (5.7)

Provemos então, por indução sobre q, que a desigualdade

(−1)i−2δi−1γj+i+2bj+i+1 ≥ (−1)i−1δibj+i (5.8)

é válida para j + i ≤ r − 1 .
Observe que (5.8) é, de fato, a desigualdade (5.7) para i = 1 .
Como hipótese de indução, consideremos que (5.8) se veri�ca para um valor de i tal

que j + i < r − 1 . Desde que cj+i+1 ≥ 0 (por hipótese), temos de (5.12), que

αj+i+1bj+i + γj+i+3bj+i+2 ≥ −βj+i+2bj+i+1 . (5.9)

Multiplicando (5.8) por aj+i+1 e (5.9) por (−1)i−1δi e, somando-as, encontramos

(−1)i−1δiγj+i+3bj+i+2 ≥ (−1)i(βj+i+2δi − αj+i+1γj+i+2δi−1)bj+i+1 . (5.10)

Desenvolvendo δi+1 com respeito aos elementos da última coluna, obtemos que

δi+1 = βj+i+2δi − αj+i+1γj+i+2δi−1 . (5.11)

Substituindo (5.11) em (5.10), chegamos a

(−1)i−1δiγj+i+3bj+i+2 ≥ (−1)iδi+1bj+i+1 .

que é a desigualdade (5.8) com i substituído por i+ 1 , como queríamos demonstrar.
Agora, desde que r−j ≤ n−v (pelas condições impostas pela própria a�rmação) então,

por hipótese, (−1)i−1δi > 0 , para i = 0, 1, · · · , r − j − 1 . Logo, fazendo j + i = r − 1
em (5.8), obtemos

(−1)r−j−2δr−j−1br−1 ≤ (−1)r−j−3δr−j−2γr+1br ≤ 0
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o que é absurdo, pois (−1)r−j−2δr−j−1br−1 > 0 . Então, pelo menos um elemento da
sequência {cj, cj+1, · · · , cr−1} é negativo.

De maneira análoga, podemos provar, por exemplo, que a sequência {cm, cm+1, · · · ,
cp−1} correspondente à sequência {bm, bm+1, · · · , bj−1}, onde bm ≤ 0, · · · , bj−1 < 0 , tem
pelo menos um elemento que é positivo.

Portanto, concluímos que, entre os números c0, · · · , cm−1 existe pelo menos um nú-
mero negativo c′0 , entre cm, · · · , cj−1 existe pelo menos um número positivo c′1 , entre
cj, · · · , cr−1 existe pelo menos um número negativo c′2 , e assim por diante, até que
�nalmente, entre cl, · · · , cn existe pelo menos um número negativo c′v .

Assim,
S−(b0, c

′
0, · · · , c′v, bn) = v + 2

e, conseqüentemente,
S−(b0, c0, · · · , cn, bn) ≥ v + 2.

2

Lema 5.2. Seja {b0, b1, · · · , bn, b0 6= 0 6= bn}, b0 6= 0 6= bn, uma sequência de números
reais com v mudanças de sinal, e seja c0, c1, · · · , cn a sequência dada por

b−1 := bn+1 := 0, ck = αk bk−1 + βk+1 bk + γk+2 bk+1,

k = 0, 1, · · · , n,
(5.12)

onde αk, γk ≥ 0 para cada k. Suponha que os determinantes

Dk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 γ2

α1 β2 γ3

. . . . . . . . .

αk−2 βk−1 γk

αk−1 βk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
satisfaçam (−1)kDk > 0, k = 1, · · · , n + 1. Então, a sequência c0, c1, · · · , cn, bn tem
pelo menos v + 1 mudanças de sinal, isto é,

S−(c0, c1, · · · , cn, bn) ≥ S−(b0, b1, · · · , bn) + 1.

Demonstração. A a�rmação deste lema segue do lema anterior se provarmos que os
determinantes

δjk =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

βj γj+1

αj βj+1 γj+2

. . . . . . . . .

αk−2 βk−1 γk

αk−1 βk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
satisfazem (−1)k−j+1δjk > 0 para j = 1, · · · , k, k = 1, · · · , n + 1. A demonstração é
feita por indução com respeito à dimensão de δjk.
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Desenvolvendo Dk pela última coluna, obtemos

Dk = βkDk−1 − αk−1γkDk−2

ou, equivalentemente,

(−βk)(−1)k−1Dk−1 = αk−1γk(−1)k−2Dk−2 + (−1)kDk.

Então, −βk > 0, ou seja, −δkk = −bk > 0. Portanto, quando δjk possui dimensão 1,
temos (−1)k−j+1δjk > 0.

Desenvolvendo Dk pela regra de Laplace com respeito às primeiras j − 1 colunas,
obtemos

Dk = Dj−1δjk −Dj−2αj−1γjδj+1,k

ou

(−1)j−1Dj−1(−1)k−j+1δjk

= (−1)kDk + (−1)j−2Dj−2αj−1γj(−1)k−(j+1)+1δj+1,k.
(5.13)

Como hipótese de indução, suponhamos que (−1)k−(j+1)+1δj+1,k > 0. Então, de (5.13),
segue que (−1)k−j+1δjk > 0 vale para j = 1, · · · , k, k = 1, · · · , n+ 1.

Agora, aplicando o lema anterior, concluímos que a sequência {b0, c0, c1, · · · , cn, bn}
tem pelo menos v + 2 mudanças de sinal. Conseqüentemente, S−(b0, c0, c1, · · · , cn, bn) ≥
v + 1.

2

Lema 5.3. Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios de�nida por P−1(x) = 0, P0(x) =
1 e pela fórmula de recorrência

xPn−1(x) = αnPn(x) + βnPn−1(x) + γnPn−2(x), (5.14)

onde αn, βn e γn são reais e, além disso, αn, γn > 0, e seja ϕ(x) =
n∑
k=0

bkPk(x) um

polinômio de grau n com coe�cientes reais. Se ζ é um número real tal que ζ > ζn+1,n+1,
onde ζn+1,n+1 é a maior raiz de Pn+1(x), e

ϕ(x)(x− ζ) =
n+1∑
k=0

ckPk(x) (5.15)

então, S−(c0, c1, · · · , cn+1) ≥ 1 + S−(b0, b1, · · · , bn).

Demonstração. Comparando os coe�cientes de (5.15) e utilizando a fórmula de recor-
rência (5.14), obtemos

ck = bk−1αk + bk(βk+1 − ζ) + bk+1γk+2 , k = 0, 1, · · · , n+ 1 ,

b−1 := bn+1 := bn+2 := 0 .

Seja

∆k :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 − ζ γ2

α1 β2 − ζ γ3

. . . . . . . . .

αk−2 βk−1 − ζ γk

αk−1 βk − ζ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, k = 1, · · · , n+ 1 .
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Desenvolvendo ∆k pela última coluna, obtemos

∆k = (βk − ζ)∆k−1 − αk−1γk∆k−2. (5.16)

Mostremos, por indução, que

∆k = α1α2 · · ·αk(−1)kpk(ζ). (5.17)

Observe que, para k = 1, temos de (5.17) e (5.14), que ∆1 = β1 − ζ = −α1p1(ζ).
Agora, como hipótese de indução, suponhamos que ∆j = α1α2 · · ·αj(−1)jpj(ζ) , j =
1, · · · , k − 1 . Logo,

α1 α2 · · · αk (−1)k pk(ζ) = (−1)k−1 α1 α2 · · · αk−1 [(βk − ζ) pk−1(ζ) + γk pk−2(ζ)]

= α1 α2 · · · αk−1 (−1)k−1 pk−1(ζ) (βk − ζ)

−α1 α2 · · · αk−2 (−1)k−2 pk−2(ζ) γk αk−1

= (βk − ζ) ∆k−1 − αk−1 γk ∆k−2 = ∆k ,

o que demonstra (5.17).
Desde que ζ > ζn+1,n+1 , isto é, ζ é maior que todos os zeros de todos os polinômios

pk(x) , 1 ≤ k ≤ n + 1 , de (5.17) concluímos que (−1)k∆k = α1α2 · · ·αkpk(ζ) > 0 para
1 ≤ k ≤ n+ 1 .

Agora, do Lema 5.2 segue

S−(c0, c1, · · · , cn+1) ≥ 1 + S−(b0, b1, · · · , bn) ,

observando que cn+1 = bnαn+1 e αn+1 > 0 .
2

Demonstração do Teorema de Obrechko�. Sejam ζ1, ζ2, · · · , ζZ′ os zeros reais de F
que são maiores que ζnn . Escrevendo

F (x)

(x− ζ1)
=

n−1∑
k=0

a
(1)
k Pk(x)

e usando o fato que ζ1 > ζnn , pelo Lema 5.3, concluímos que

S−(a
(1)
0 , a

(1)
1 , · · · , a(1)n−1) ≤ S−(a0, a1, · · · , an)− 1 .

De forma análoga, fazendo

F (x)

(x− ζ1)(x− ζ2)
=

n−2∑
k=0

a
(2)
k Pk(x)

e, observando que ζ2 > ζn−1,n−1 , obtemos pelo mesmo lema que

S−(a
(2)
0 , a

(2)
1 , · · · , a(2)n−2) ≤ S−(a

(1)
0 , a

(1)
1 , · · · , a(1)n−1)− 1

≤ S−(a0, a1, · · · , an)− 2 .

Continuando este processo, chegamos à seguinte desigualdade

S−(a
(Z
′
)

0 , a
(Z
′
)

1 , · · · , a(Z
′
)

n−Z′ ) ≤ S−(a0, a1, · · · , an)− Z ′ ,
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ou seja,

S−(a0, a1, · · · , an) ≥ S−(a
(Z
′
)

0 , a
(Z
′
)

1 , · · · , a(Z
′
)

n−Z′ ) + Z
′ ≥ Z

′
,

como queríamos demonstrar.
2

Este resultado também foi demonstrado por Schoenberg [6] em 1934. Ele usou um
argumento diferente de Obrechko� para a demonstração, a caracterização de sequências
de funções que satisfaz à Regra de Sinais de Descartes Generalizada de Pólya e Szeg®,
Teorema 4.3. Também, ele já clamou que os polinômios de seu teorema eram ortogonais
e com isso, todas as boas propriedades que estes possuem, dado que as a�rmações de
Obrechko� são equivalentes à sequência de polinômios ser uma SPOPD segundo o Teo-
rema 3.10 de Favard (o qual é posterior à descoberta de Obrechko� mas não à prova de
Schoenberg).

5.3 Teorema de Schoenberg

Agora, apresentaremos a demonstração de Schoenberg para o Teorema de Obrechko�.
A idéia é usar o Lema de Fekete para provar as propriedades (i) e (ii) do Teorema de
Pólya e Szeg®.

Antes disso, precisamos dos seguintes lemas:

Lema 5.4. Seja {P0(x), P1(x), · · · , Pn(x)} uma sequência de polinômios ortogonais em
um intervalo (a, b) , com relação à função peso w(x) . Então, a função

F (x) = crPr(x) + cr+1Pr+1(x) + · · ·+ cr+sPr+s(x)

tem pelo menos r zeros em (a, b) .

Demonstração. De fato, suponha por absurdo, que F tem m < r zeros em (a, b) ,
denotados por ζ1, ζ2, · · · , ζm . Daí, podemos escrever

F (x) = ψ(x)
m∏
k=1

(x− ζk) , (5.18)

onde ψ(x) não muda de sinal em (a, b) . Sem perda de generalidade, assumimos que
ψ(x) > 0 . Assim, da relação de ortogonalidade, segue que∫ b

a

F (x)g(x)w(x)dx = 0 ,

para todo polinômio g(x) de grau até r− 1 . Em particular, para o polinômio
m∏
k=1

(x− ζk)

temos

0 =

∫ b

a

F (x)
m∏
k=1

(x− ζk)w(x)dx =

∫ b

a

ψ(x)
m∏
k=1

(x− ζk)2w(x)dx > 0 ,

o que é absurdo. Portanto, F tem pelo menos r zeros no intervalo (a, b) .
2
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Lema 5.5. A matriz

Mn =



1 1 1 1 · · · 1 1 1 0 · · · 0 0

0
(
1
1

) (
2
1

) (
3
1

)
· · ·

(
n−1
1

) (
n
1

) (
n
1

)
1 · · · 0 0

0 0
(
2
2

) (
3
2

)
· · ·

(
n−1
2

) (
n
2

) (
n
2

) (
n−1
1

)
· · · 0 0

0 0 0
(
3
3

)
· · ·

(
n−1
3

) (
n
3

) (
n
3

) (
n−1
2

)
· · · 0 0

...
...

0 0 0 0 · · ·
(
n−1
n−1

) (
n
n−1

) (
n
n−1

) (
n−1
n−2

)
· · · 1 0

0 0 0 0 · · · 0
(
n
n

) (
n
n

) (
n−1
n−1

)
· · · 1 1


é totalmente positiva.

Demonstração. Sem abuso de notação, considerando que
(
0
0

)
= 1 e

(
i
j

)
= 0 para

0 ≤ i < j , a matriz Mn pode ser escrita como

Mn =

((
k

i

)∣∣∣∣∣
(
n− l
n− i

))
, i, k, l = 0, 1, · · · , n ,

onde i denota a (i+ 1)-ésima linha, k e l denotam a (k+ 1)-ésima e (n+ 1 + l+ 1)-ésima
colunas, correspondentes. Provaremos, por indução, que Mn é totalmente positiva. Para

n = 0, M0 = ( 1 1 ) é obvio. Agora, consideremos a matriz 1 0

0 Mn

 =

 1 0 0

0
(
k
i

) (
n−l
n−i

)
 .

Assim, adicionando a primeira coluna à segunda, depois adicionando a nova segunda
coluna à terceira, etc. e, �nalmente, a nova (n + 1)-ésima coluna a (n + 2)-ésima coluna
e usando a propriedade de adição de binomiais, obtemos a matriz 1 1 0

0
(
k+1
i+1

) (
n−l
n−i

)
 .

Além disso, duplicando a (n+ 2)-ésima coluna, obtemos a matriz 1 1 1 0

0
(
k+1
i+1

) (
n+1
i+1

) (
n−l
n−i

)
 =

((
k′

i′

)∣∣∣∣∣
(
n+ 1− l′

n+ 1− i′

))
= Mn+1 ,

para i′, k′, l′ = 0, 1, · · · , n + 1 . Desde que essas operações elementares preservam a posi-
tividade da matriz, segue, por indução, que cada matriz Mn é totalmente positiva.

2

Schoenberg [6] mostrou o seguinte resultado:

Teorema 5.2 (Schoenber,1934). Seja {Pn(x)}∞n=0 uma sequência de polinômios ortogo-
nais. Assumimos, além disso, que o coe�ciente do termo de maior grau de cada um
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desses polinômios é positivo. Então, para qualquer sequência ν1, · · · , νk de inteiros com
0 ≤ ν1 < · · · < νk segue que

W (Pν1 , Pν2 , · · · , Pνk ; x) > 0 , x ≥ ζνk ,

onde ζνk é o maior zero de Pνk(x) .

Demonstração. A idéia aqui é mostrar que a sequência {P0(x), · · · , Pn(x)} de polinô-
mios ortogonais cumpre às condições (i) e (ii) do Teorema 4.3 de Pólya e Szeg® para
x > ζnn, i.e., mostraremos que para qualquer subsequência de inteiros i1, i2, · · · , il , com
0 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ n , o Wronskiano

W (Pi1 , Pi2 , · · · , Pil ; x) > 0

para todo x > ζnn .
Sem perda de generalidade, consideremos os polinômios como sendo mônicos. De�ni-

mos então

Qrs(x) :=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pr(x) Pr+1(x) · · · Pr+s(x)

P ′r(x) P ′r+1(x) · · · P ′r+s(x)

...

P
(s)
r (x) P

(s)
r+1(x) · · · P

(s)
r+s(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
, 0 ≤ r < s+ r ≤ n . (5.19)

Mostremos que Qrs(x) > 0 para todo x > ζnn e 0 ≤ r < s+ r ≤ n .
Para r = 0 , temos

Q0s(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

P0(x) P1(x) · · · Ps(x)

0 P ′1(x) · · · P ′s(x)

...

0 0 · · · P
(s)
s (x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= P0(x)P ′1(x) · · ·P (s)

s (x) .

Obviamente Q0s(x) > 0 para todo x (em particular para x > ζnn) e 0 < s ≤ n.
Seja r > 0. Primeiramente mostraremos que Qrs(x) é não-nulo em (ζnn,∞). Para este

�m, suponha por absurdo que existe ζ > ζnn tal que

Qrs(ζ) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

Pr(ζ) Pr+1(ζ) · · · Pr+s(ζ)

P ′r(ζ) P ′r+1(ζ) · · · P ′r+s(ζ)

...

P
(s)
r (ζ) P

(s)
r+1(ζ) · · · P

(s)
r+s(ζ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 .

ou seja, as colunas desta matriz formam um conjunto linearmente dependente, e portanto,
existem constantes cr , cr+1 , · · · , cr+s não todas nulas tais que

crP
(j)
r (ζ) + cr+1P

(j)
r+1(ζ) + · · ·+ cr+sP

(j)
r+s(ζ) = 0, j = 0, 1, 2, · · · , s .
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Em outras palavras, o polinômio

F (x) = crPr(x) + cr+1Pr+1(x) + · · ·+ cr+sPr+s(x)

tem ζ como zero de multiplicidade pelo menos s + 1 . Por outro lado, pelo Lema 5.4,
F (x) tem pelo menos r zeros em (a, b) . Logo, F (x) tem pelo menos r + s + 1 zeros, o
que é absurdo, pois o grau deste polinômio é no máximo r + s . Portanto, concluímos
que Qrs(x) 6= 0 para todo x > ζnn . Finalmente, mostremos que Qrs(x) > 0 em (ζnn,∞) .
Observe que podemos escrever (5.19) como

Qrs(x) =∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

xr + qr−1(x) xr+1 + qr(x) · · · xr+s + qr+s−1(x)(
r
1

)
xr−1 + q′r−1(x)

(
r+1
1

)
xr + q′r(x) · · ·

(
r+s
1

)
xr+s−1 + q′r+s−1(x)

2!
(
r
2

)
xr−2 + q′′r−1(x) 2!

(
r+1
2

)
xr−1 + q′′r (x) · · · 2!

(
r+s
2

)
xr+s−2 + q′′r+s−1(x)

...

s!
(
r
s

)
xr−s + q

(s)
r−1(x) s!

(
r+1
s

)
xr−s+1 + q

(s)
r (x) · · · s!

(
r+s
s

)
xr + q

(s)
r+s−1(x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

onde qk(x) , r−1 ≤ k ≤ r+s−1 , é um polinômio de grau no máximo k , e convencionamos(
0
0

)
:= 0 e

(
µ
ν

)
:= 0 quando 0 < µ < ν . Colocando em evidência na i-ésima linha

(i− 1)!xr−i+1 , 1 ≤ i ≤ s+ 1 , e depois na j-ésima coluna xj−1 , 1 ≤ j ≤ s+ 1 , obtemos

Qrs(x) =

= 2! 3! · · · s!xr(s+1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 +O(1/x) 1 +O(1/x) · · · 1 +O(1/x)(
r
1

)
+O(1/x)

(
r+1
1

)
+O(1/x) · · ·

(
r+s
1

)
+O(1/x)(

r
2

)
+O(1/x)

(
r+1
2

)
+O(1/x) · · ·

(
r+s
2

)
+O(1/x)

...(
r
s

)
+O(1/x)

(
r+1
s

)
+O(1/x) · · ·

(
r+s
s

)
+O(1/x)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Portanto, segue que

sinal
(

lim
x→∞

Qrs(x)
)

= sinal



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1(
r
1

) (
r+1
1

)
· · ·

(
r+s
1

)(
r
2

) (
r+1
2

)
· · ·

(
r+s
2

)
...(

r
s

) (
r+1
s

)
· · ·

(
r+s
s

)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣


.

Logo, pelo Lema 5.5

sinal
(

lim
x→∞

Qrs(x)
)

= +1 .
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Como Qrs(x) não muda de sinal em (ζnn,∞) , concluímos que Qrs(x) > 0 para todo
x > ζnn .

Agora estamos em condições de provar que

W (Pi1 , Pi2 , · · · , Pil ; x) > 0 ,

para todo x > ζnn e 0 ≤ i1 < i2 < · · · < il ≤ n . A demonstração segue por indução
sobre l .

Para l = 1 ,
W (Pi1 ; x) > 0

para todo x > ζnn e 0 ≤ i1 ≤ n . Suponhamos então que

W (Pi1 , Pi2 , · · · , Pis ; x) > 0

para todo x > ζnn e 0 ≤ i1 < i2 < · · · < is ≤ n . Por (5.19), temos que

W (Pr, Pr+1, · · · , Pr+s ; x) > 0

para todo x > ζnn e 0 ≤ r < r+ s ≤ n . Daí, pelo Lema de Fekete, segue imediatamente
que

W (Pi1 , Pi2 , · · · , Pis+1 ; x) > 0

para todo x > ζnn e 0 ≤ i1 < i2 < · · · < is+1 ≤ n , �nalizando assim a demonstração.
2

Vistas tão diferentes provas deste resultado, seguimos para apresentar uma aplicação
da agora nomeada Regra de Sinais de Descartes para Polinômios Ortogonais (RSD para
SPO's).



Capítulo

6
Limites para zeros de Polinômios de

Jacobi via Teorema de Obrechko�

Os polinômios de Jacobi e Laguerre serão explorados neste capítulo sob a forma

P (α,β)
n (x) =

(α + 1)n
n!

2F1

(
−n, n+ α + β + 1; α + 1;

1− x
2

)
e

L(α)
n (x) =

(α + 1)n
n!

1F1(−n; α + 1; x)

em termos de funções hipergeométricas (ver [34]),

pFq(a1, · · · , ap; b1, · · · , bq; z) =
∞∑
j=0

(a1)j · · · (ap)j
(b1)j · · · (bq)j

zj

j!
,

onde o símbolo de Pochhammer (a)j toma os valores (a)0 = 1 e (a)j = a(a+1) · · · (a+j−1)
para j ∈ N. Mais informações sobre essa abordagem em termos de funções hipergeomé-
tricas para os polinômios ortogonais clássicos pode ser encontrada em [35, pág.13].

No que se segue, denotamos por xn,k(α, β) e xn,k(α) os zeros de P (α,β)
n (x) and L(α)

n (x),
respectivamente, ambos ordenados em modo decrescente. Portanto, quando α, β > −1, e
α > −1, temos

−1 < xn,n(α, β) < xn,n−1(α, β) < · · · < xn,1(α, β) < 1

e
0 < xn,n(α) < xn,n−1(α) < · · · < xn,1(α).

Iremos descrever brevemente uma ideia simples motivada pela formula de convolução
como vista em [36, Corolátio 3.6]

(x1 + x2)
jP

(a,b)
j

(
x2 − x1
x1 + x2

)
(−1)jn! j!L

(a+b+2j+1)
n (x1 + x2)

(a+ 1)j(n+ j)!
=

n+j∑
`=0

Qj(`; a, b, n+ j)L
(a)
` (x1)L

(b)
n+j−`(x2) . (6.1)

55
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Se n = 0 então recaimos nos polinômios de Hahn Qj(x;α, β,N), j = 0, 1, · · · , N , que
são de�nidos por (c.f. [37])

Qj(x; α, β, N) = 3F2(−j, j + α + β + 1,−x; α + 1, −N ; 1).

Então, pela identidade de Gauss

2F1(a, b; c; 1) =
Γ(c)Γ(c− a− b)
Γ(c− a)Γ(c− b)

obtemos

Qj(`; a, b, j) = 3F2(−j, j + a+ b+ 1,−`; a+ 1,−j; 1)

= 2F1(j + a+ b+ 1,−`; a+ 1; 1)

=
Γ(a+ 1)Γ(`− j − b)

Γ(a+ 1 + `)Γ(−j − b)

= (−1)`
(b+ 1)j

(a+ 1)j(b+ 1)j−`
.

Portanto, se aplicarmos (6.1) com n = 0, j = n, ` = k, x1 = x e x2 = y, obtemos

(x+ y)nP (a,b)
n

(
y − x
x+ y

)
=

n∑
k=0

(a+ 1)n(b+ 1)n
(a+ 1)k(b+ 1)n−k

L
(a)
k (x) (−1)n−kL

(b)
n−k(y) . (6.2)

Aplicar o Teorema de Obrechko� (Regra de Sinais de Descartes para Polinômios Or-
togonais) à fórmula (6.2) para obter desigualdades para todos os zeros de P (a,b)

n (x) é o
principal objetivo deste capítulo, que segue sob a responsabilidade de ser a aplicação
explorada do Teorema 5.1. Este capítulo é baseado no artigo [8], de 2012.

6.1 Desigualdades entre os Zeros dos Polinômios de Ja-

cobi e Laguerre

Teorema 6.1. Seja n ∈ N e a, b > −1 . Então as desigualdades

xk,k(b)− xn,1(a)

xk,k(b) + xn,1(a)
≤ xn,k(a, b) ≤

xn,1(b)− xn−k+1,n−k+1(a)

xn,1(b) + xn−k+1,n−k+1(a)

valem para todo k ∈ N com 1 ≤ k ≤ n.

Demonstração. Primeiramente, devemos olhar para (6.2) considerando ambos os lados
como função de y. Em outras palavras, (6.2) é avaliado da seguinte forma:

P̂n(y) =
n∑
k=0

αkpk(y) (6.3)

com

P̂n(y) =
(x+ y)n

(a+ 1)n(b+ 1)n
P (a,b)
n

(
y − x
y + x

)
,

pk(y) =
(−1)k

(a+ 1)n−k(b+ 1)k
L
(b)
k (y) ,
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e
αk = L

(a)
n−k(x) .

Agora, pelo Teorema de Obrechko�, o número de zeros de P̂n(y) que são maiores que
xn,1(b), não excede o número de mudanças de sinal na sequência

(L
(a)
0 (x), L

(a)
1 (x), · · · , L(a)

n (x)) .

Seja agora x = xk,k(a), isto é, o menor zero de L(a)
k (x), em (6.2) ou (6.3). Devemos

então contar o número de mudanças de sinal na sequência

{L(a)
j (xk,k(a)} =

(
L
(a)
0 (xk,k(a)), L

(a)
1 (xk,k(a)), · · · , L(a)

n (xk,k(a))
)
.

Como é sabido que os polinômios L(a)
j (x), j = 0, · · · , n, são positivos na origem e seus

zeros se entrelaçam, temos

L
(a)
0 (xk,k(a)) > 0, L

(a)
1 (xk,k(a)) > 0, · · · , L(a)

k−1(xk,k(a)) > 0, L
(a)
k (xk,k(a)) = 0 .

Disto segue

S−({L(a)
j (xk,k(a)}) = S−(L

(a)
k−1(xk,k(a)), L

(a)
k+1(xk,k(a)), . . . , L(a)

n (xk,k(a))) ,

e então a sequência {L(a)
j (xk,k(a))} possui no máximo n−k mudanças de sinal. Observando

agora a suposição de η ser um zero de

P̂n(y;xk,k(a)) =
(y + xk,k(a))n

(a+ 1)n(b+ 1)n
P (a,b)
n

(
y − xk,k(a)

y + xk,k(a)

)
,

segue que
η − xk,k(a)

η + xk,k(a)

seria um zero de P (a,b)
n (x). Lembrando que os zeros xn,k(a, b) estão dispostos em ordem

decrescente e desde que (y − x)/(y + x) cresce com y, temos que os zeros ηn,j(a, b) de
P̂n(y;xk,k(a)) estão dispostos desta mesma maneira.

Do mesmo modo que anteriormente, o teorema de Obrechko� garante que no máximo
n− k dos ηn,j(a, b) possam execeder xn,1(b).

Assim,
ηn,n−k+1(a, b) < xn,1(b) . (6.4)

Por outro lado, ηn,n−k+1(a, b) é univocamente de�nido por

ηn,n−k+1(a, b)− xk,k(a)

ηn,n−k+1(a, b) + xk,k(a)
= xn,n−k+1(a, b) ,

e isto é equivalente a

ηn,n−k+1(a, b) = xk,k(a)
1 + xn,n−k+1(a, b)

1− xn,n−k+1(a, b)
.

Ao substituir esta expressão em (6.4), obtemos a desigualdade

xn,n−k+1(a, b) ≤
xn,1(b)− xk,k(a)

xn,1(b) + xk,k(a)
, (6.5)
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a qual é equivalente a

xn,k(a, b) ≤
xn,1(b)− xn−k+1,n−k+1(a)

xn,1(b) + xn−k+1,n−k+1(a)
. (6.6)

Invertendo os papéis de a e b em (6.5) e usando o fato que xn,k(a, b) = −xn,n−k+1(b, a),
nós obtemos o limite inferior

xn,k(a, b) ≥
xk,k(b)− xn,1(a)

xk,k(b) + xn,1(a)
. (6.7)

De (6.6) e (6.7),

xk,k(b)− xn,1(a)

xk,k(b) + xn,1(a)
≤ xn,k(a, b) ≤

xn,1(b)− xn−k+1,n−k+1(a)

xn,1(b) + xn−k+1,n−k+1(a)
, (6.8)

e está provado o teorema.
2

Consequências imediatas do resultado são os casos dos zeros extremos:
Para k = 1,

x1,1(b)− xn,1(a)

x1,1(b) + xn,1(a)
≤ xn,1(a, b) ≤

xn,1(b)− xn,n(a)

xn,1(b) + xn,n(a)
, (6.9)

e, para k = n,

xn,n(b)− xn,1(a)

xn,n(b) + xn,1(a)
≤ xn,n(a, b) ≤ xn,1(b)− x1,1(a)

xn,1(b) + x1,1(a)
. (6.10)

E disso, concluímos que para todo n ∈ N e cada k, 1 ≤ k ≤ n,

xn,n(b)− xn,1(a)

xn,n(b) + xn,1(a)
≤ xn,k(a, b) ≤

xn,1(b)− xn,n(a)

xn,1(b) + xn,n(a)
.

Outras interessantes desigualdades se dão ao considerarmos o lado esquerdo de (6.9)
e o lado direito de (6.10), dado que x1,1(α) = α + 1, então

xn,1(a, b) ≥ 1− 2xn,1(a)

b+ 1 + xn,1(a)

e

xn,n(a, b) ≤ −1 +
2xn,1(b)

a+ 1 + xn,1(b)
,

o que mostra que o maior zero de P (a,b)
n (x) converge para 1 conforme b tende ao in�nito,

com velocidade de convergência da ordem O(1/b), enquanto o menor zero converge a −1
quando a tende ao in�nito, com velocidade de convergência da ordem O(1/a). Estes fatos
estão ligados à interpretação eletrostática dos polinômios e mais informações podem ser
obtidas em [38].

6.2 Desigualdades para os Zeros dos Polinômios de Ja-

cobi com diferentes parâmetros

Agora usamos a seguinte fórmula que foi estabelecida em [36] e [39, Corolário 3.15 (i)]:
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(x1 + x2)
nP (a,b)

n

(
x2 − x1
x1 + x2

)
P

(a+b+2n+1,c)
j (1− 2(x1 + x2))

=

n+j∑
`=0

(
j + n

n

)
(b+ 1)n(c+ 1)j(a+ b+ c+ j + n+ 2)`

(c+ 1)`(b+ c+ `+ 1)`(b+ c+ 2`+ 2)j+n−`
(6.11)

×R`(λ(n); b, c,−j − n− 1, a+ b+ j + n+ 1)

× P (a,b+c+2`+1)
n+j−` (1− 2x1)(1− x1)`P (b,c)

`

(
1− x1 − 2x2

1− x1

)
,

onde os polinômios de Racah R`(λ(n);α, β, γ, δ), com λ(n) = n(n+γ+δ+1), são de�nidos
por [37, fórmula (1.2.1)].

Ao aplicarmos (6.11) nos casos em que j = 0 ou n = 0 teremos os seguintes teoremas:

6.2.1 O caso n = 0

Teorema 6.2. Seja n ∈ N e a, b, c > −1. Então as desigualdades

xn,k+1(a+ b+ 1, c) ≤ 1 + xn,1(b, c)

2
xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1) +

1− xn,1(b, c)
2

valem para cada k, onde 0 ≤ k ≤ n− 1.

Demonstração. Iniciamos por notar que

R`(λ(0); b, c,−j − 1, a+ b+ j + 1) = 1 .

Daí, fazendo j = n, ` = k, x1 = x, x2 = −y em (6.11), é obtido

P (a+b+1,c)
n (1 + 2(y − x)) =

n∑
k=0

AkP
(a,b+c+2k+1)
n−k (1− 2x) (1− x)kP

(b,c)
k

(
1 +

2y

1− x

)
,

onde

Ak =
(c+ 1)n(a+ b+ c+ n+ 2)k

(c+ 1)k(b+ c+ k + 1)k(b+ c+ 2k + 2)n−k
> 0 .

Ao �xarmos x, o número de zeros de

P̂n(y) = P (a+b+1,c)
n (1 + 2(y − x)) ,

que é maior que o maior dos zeros de

P
(b,c)
k

(
1 +

2y

1− x

)
,

não exede o número de mudanças de sinal na sequência(
P (a,b+c+1)
n (1− 2x), P

(a,b+c+3)
n−1 (1− 2x), · · · , P (a,b+c+2n+1)

0 (1− 2x)
)
.

No artigo [40] de 2008, foi provado que, para qualquer k ∈ N �xado, α, β > −1 os
zeros de P (α,β)

k (x) e P (α,β+2)
k−1 (x) se entrelaçam. Seus coe�cientes dominantes alternam de

sinal, logo são todos positivos quando x = −1.
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Considerando agora o caso que ξ seja o menor valor para o qual P (a,b+c+2k+1)
n−k (1− 2ξ)

se anula, ou seja,

ξ =
1− xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)

2
,

então o número de mudanças de sinal é no máximo k. Portanto, o zero ŷn,k+1 de P̂n(y),
considerando que os zeros deste polinômio dispostos de maneira decrescente, não excede
o maior zero de P (b,c)

n (1 + (2/(1− ξ))y).
O maior zero ŷ de P̂n(y) é obtido quando 1 + 2(y− ξ) = xn,1(a+ b+ 1, c), que por sua

vez resulta

ŷn,k+1 =
xn,k+1(a+ b+ 1, c)− xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)

2
.

Do mesmo modo, o maior zero de P (b,c)
n (1 + (2/(1− ξ))y) é advindo de 1 + (2/(1− ξ))y =

xn,1(b, c), o que equivale a

y =
(xn,1(b, c)− 1) (1 + xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1))

4
.

Portanto, para k = 0, · · · , n− 1, nós temos

xn,k+1(a+ b+ 1, c) ≤ 1 + xn,1(b, c)

2
xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1) +

1− xn,1(b, c)
2

, (6.12)

o que conclui a prova do teorema.
2

Ao notarmos que o lado direito de (6.12) pode representar uma combinação convexa
de −1 e xn,1(a, b+ c+ 1), temos o seguinte resultado:

Corolário 6.1. Seja n ∈ N e a, b, c > −1. Então as desigualdades

xn,k+1(a+ b+ 1, c) ≤ xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1) (6.13)

valem para cada k, onde 0 ≤ k ≤ n− 1.

Vale notar que (6.13) se reduz à igualdade quando k = 0 e b = −1, assim como (6.12).

6.2.2 O caso j = 0

Teorema 6.3. Seja n ∈ N e a, b, c > −1. Então as desigualdades

1 + xn,k+1(a, b)

1− xn,k+1(a, b)
≤ 1 + xn,1(c, b)

2
≤ 1 + xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)

1− xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)

valem para todo k, sendo 0 ≤ k ≤ n− 1.

Demonstração. Iniciamos por mostrar que

R`(λ(n); b, c,−n− 1, a+ b+ n+ 1) = (−1)`
(c+ 1)`(a+ 1 + n− `)`

(b+ 1)`(a+ b+ c+ n+ 2)`
, (6.14)

para ` ≤ n.
Isto é um fato que é devido à de�nição de polinômio de Racah, dadas em [37, (1.2.1)],

onde

R`(λ(n); b, c,−n− 1, a+ b+ n+ 1)

= 4F3

(
−`, `+ b+ c+ 1,−n, a+ b+ n+ 1

b+ 1, a+ b+ c+ n+ 2,−n 1

)
= 3F2

(
−`, `+ b+ c+ 1, a+ b+ n+ 1

b+ 1, a+ b+ c+ n+ 2
1

)
.
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De [34, (1.7.1)], temos

R`(λ(n); b, c,−n− 1, a+ b+ n+ 1) =
(−c− `)` (−a− n)`

(b+ 1)` (−a− b− c− n− `− 1)`
.

Usando o símbolo de Pochhammer obtemos (6.14).
Daí, obtemos

(x+ y)nP (a,b)
n

(
y − x
y + x

)
=

n∑
k=0

CkP
(a,b+c+2k+1)
n−k (1− 2x) (1− x)kP

(c,b)
k

(
2y

1− x
− 1

)
,

onde Ck > 0 e usando P (α,β)
k (−x) = (−1)kP

(β,α)
k (x). Supondo que x seja �xo, temos que

o número de zeros de

P̂n(y) = (x+ y)nP (a,b)
n

(
y − x
y + x

)
,

que é maior que o maior zero de

P (c,b)
n

(
2y

1− x
− 1

)
,

não excede o número de mudanças de sinal na sequência(
P (a,b+c+1)
n (1− 2x), P

(a,b+c+3)
n−1 (1− 2x), · · · , P (a,b+c+2n+1)

0 (1− 2x)
)
,

assim como na seção anterior. Seguindo os mesmos passos, do [40, Theorem 2.1] segue
que os zeros destes polinômios se entrelaçam, e fazendo x = −1 os coe�cientes dominantes
concordam o sinal e ainda, o menor valor de ξ para os quaisP (a,b+c+2k+1)

n−k (1− 2ξ) se anula
é

ξ =
1− xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)

2
.

Então o número de mudanças de sinal na sequência é no máximo k e assim, o zero ŷn,k+1

de P̂n(y) não excede o maior zero yn de P (c,b)
n ((2/(1− ξ))y − 1).

O zero ŷn,k+1 de P̂n(y) é

ŷn,k+1 = ξ
1 + xn,k+1(a, b)

1− xn,k+1(a, b)
,

e o maior zero de P (c,b)
n ((2/(1− ξ))y − 1) é

yn =
(1− ξ)(1 + xn,1(c, b))

2
.

Portanto, para k = 0, · · · , n− 1, temos

1 + xn,k+1(a, b)

1− xn,k+1(a, b)
≤ 1 + xn,1(c, b)

2

1 + xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)

1− xn−k,1(a, b+ c+ 2k + 1)
. (6.15)

2

Com observação semelhante ao do caso n = 0, para k = 0 e c = −1 temos a igualdade.
De modo similar, para k = 0 temos que (6.15) implica

1 + xn,1(a, b)

1− xn,1(a, b)
≤ 1 + xn,1(a, b+ c+ 1)

1− xn,1(a, b+ c+ 1)
,

o que é também uma consequência do fato que a função f(x) = (1 + x)/(1− x) cresce no
intervalo (−1, 1) e que xn,1(a, β) cresce com β.





Capítulo

7
Considerações Finais

Em virtude dos resultados explorados no texto, vemos que o estudo da Regra de
Sinais de Descartes voltada para combinações lineares reais de polinômios ortogonais no
caso positivo-de�nido produz bons resultados e dentre esses, as desigualdades do capítulo
anterior. Em consequência disso, nota-se engajamento de estudiosos da área que, sob
táticas semelhantes às usadas no capítulo anterior, desenvolveram outras desigualdades, a
saber, em [41,42]. Todas tem em comum o fato de serem recentes e reemergidas a pouco,
muitos anos após a demonstração de Schoenberg. Este retorno se deu início em [43], onde
são avaliados o comportamento dos zeros de polinômios ortogonais clássicos de Jacobi sob
a RSD para Polinômios Ortogonais. Então, isto também mostra que o assunto se mantém
relevante.

Ambas as apresentações do teorema principal são válidas por questão de serem abor-
dagens muito diferentes e isso abre novas possibilidades de familiarização e interpretação
por vários ramos das áreas que o resultado toca.

Nossa contribuição foi ressaltar a conexão da relação de recorrência do Teorema de
Obrechko� ser o caso de polinômios ortogonais positivo-de�nido, em um levantamento
bibliográ�co que preza por uma construção minuciosa dos resultados enquanto é envolvido
no corpo do texto várias das respostas sobre perguntas que podem ser levantadas durante
a leitura.

A decorrência natural do estudo que foi desenvolvido no corpo deste trabalho é a
investigação de outros casos e as generalizações que foram deixadas de lado, dentre elas
o caso de polinômios ortogonais quasi-de�nidos e uma possível versão adaptada a isto
do Teorema de Obrechko�. Também uma possível versão discreta que seja válida aos
polinômios ortogonais clássicos de variável discreta (ver [35, pág.16]).
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